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Resumen

Se identifican las causas de los errores que cometen estudiantes de tercer grado de
telesecundaria al abordar tareas que involucran el teorema de Pitdgoras. El teorema de
Pitdgoras es uno de los resultados més importantes en matematicas, el cual tiene
aplicaciones en diversas areas, desde la educacion basica hasta el nivel superior. Por lo
anterior, es importante conocer las causas de los errores cometidos por estudiantes cuando
requieren utilizar dicho teorema al resolver problemas. El marco conceptual del trabajo
incluye una clasificacién de causas de los errores propuesta por Newman. Los participantes
en la investigacion fueron 17 estudiantes de una escuela telesecundaria ubicada en una
comunidad rural del estado de Hidalgo, quienes fueron seleccionados por conveniencia. El
docente de los estudiantes es un conocido del autor de la tesis, quien le permitid trabajar
con el grupo, previa autorizacion de los directivos de la escuela y de los padres de los
estudiantes. Los participantes abordaron una prueba escrita, integrada por seis tareas
durante una sesion de dos horas. Las fuentes de informacion incluyen producciones escritas
de todos los estudiantes, asi como entrevistas semiestructuradas a tres participantes,
efectuadas la semana siguiente de la implementacion de la prueba escrita. El analisis de la
informacion se basé en la identificacion de causas del primer error cometido, con base en
las siete categorias (cinco intrinsecas y dos extrinsecas) de la taxonomia de Newman. Los
resultados indican que las causas mas frecuentes de los errores que cometen los estudiantes
son dificultades de comprension, de transformacion de la informacion y falta de habilidades

de procesamiento.



Abstract

This study identifies the causes of errors committed by ninth graders when solving tasks
involving the Pythagorean Theorem. As one of the most fundamental results in
mathematics, the Pythagorean Theorem has applications across diverse fields, from basic
education to higher-level studies. Thus, understanding the causes of students' errors in
applying this theorem is critical. The conceptual framework incorporates Newman’s
classification of error causes. Participants included 17 students from a telesecundaria
(distance-learning secondary school) in a rural community in Hidalgo, selected through
convenience sampling. The students’ teacher, an acquaintance of the thesis author, granted
access to the group after approval from school administrators and parents. During a
two-hour session, participants completed a written test consisting of six tasks. Data sources
included written solutions and semi-structured interviews conducted the following week.
Analysis focused on identifying the causes of the first error made, based on Newman’s
taxonomy of seven categories (five intrinsic and two extrinsic). Results indicate that the
most frequent error causes were comprehension difficulties, information transformation

challenges, and deficits in processing skills.
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1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1.Introduccion

Estudiantes de cualquier edad, pais y época, independientemente de su desempefio en
matematicas, han cometido errores al resolver problemas (Gagatsis y Kyriakides, 2000). El
interés de la educacion matematica en los errores que cometen los estudiantes tiene una
larga historia, la cual se fundamenta en la trascendencia del error, tanto para docentes como
para investigadores y responsables de las politicas educativas (Peng y Luo, 2009). Desde
inicios del siglo pasado, sobre todo a partir de 1920, se realizaron investigaciones
enfocadas en analizar errores de estudiantes al resolver problemas, en los Estados Unidos y
en Alemania, principalmente en el ambito de la aritmética (Radatz, 1979; 1980). La
relevancia de los errores para la investigacion radica en que su andlisis puede ayudar a
entender mejor como aprenden los estudiantes. Particularmente, el analisis de errores puede
ayudar a identificar dificultades de aprendizaje matemadtico y propuestas de solucion

(Borasi, 1987).

Diversos errores cometidos por estudiantes no se deben a descuido o desinterés, como
asumen algunas teorias basadas en el conductismo, sino que son el resultado de
experiencias previas en las clases de matematicas (Radatz, 1980). Por ejemplo, si para
apoyar el aprendizaje del célculo de areas un docente solo utiliza ejemplos de un mismo
tipo, como triangulos rectangulos, el estudiante puede formarse la idea (errénea) de que la
altura de un tridngulo es uno de sus lados; lo cual, posteriormente, puede llevarlo a cometer
errores al calcular areas de tridngulos isosceles o escalenos. Otra idea errénea sobre la
altura de un tridngulo puede generarse en escenarios de instruccion en los que el docente
solo ejemplifica las ideas con tridngulos acutangulos, ya que el estudiante puede formarse
la idea de que las alturas de un triangulo siempre intersecan un lado (Gutiérrez y Jaime,

1999).

La investigacion en educacion matematica ha obtenido evidencia de que los errores de los
estudiantes, al resolver problemas matematicos, frecuentemente son sistematicos (Ayres,
2001), persistentes y tienen sus origen en dificultades experimentadas durante la recepcion

y procesamiento de la informacion que se realiza durante el proceso de instruccion
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(Brousseau, 1983). Ademas, el conocimiento sobre los errores que cometen los estudiantes
es un elemento inicial importante para investigar sobre los procesos de aprendizaje y
ensefanza de las matematicas (Radatz, 1980). Los errores de los estudiantes son evidencia
de su pensamiento y de sus necesidades, y los docentes pueden aprovechar el razonamiento
que subyace en los errores que cometen los estudiantes para ayudarlos a desarrollar

entendimiento conceptual (Brodie, 2014).

Durante la clase de matematicas el aula se convierte en un entorno propicio para hacer
investigacion. En cada clase ocurren fendmenos que, al documentarse adecuadamente,
pueden aportar informacion util para que el docente realice propuestas encaminadas a
fortalecer y mejorar los procesos de aprendizaje. Es necesario darle sentido a los
descubrimientos que esta practica arroja, compartirlo con otros docentes que se encuentran
en condiciones similares propiciar una actitud mucho mas activa de su papel frente a

problemas de aprendizaje de las matematicas.

En esta tesis se analizan los errores que cometen estudiantes de telesecundaria al resolver
problemas que involucran al Teorema de Pitdgoras, el cual es un resultado que se aborda,
por primera vez, en tercer grado de secundaria (SEP, 2022). Se eligio este tema porque es
un contenido fundamental en todas las ramas de las matematicas (Reyes et al., 2018) que
permite relacionar y conectar diversas dreas como algebra, geometria, trigonometria,
calculo, etcétera (Beltran, 2022; Goémez et al., 2020; Rondero et al., 2016). Realizar
investigacion sobre los errores es relevante ya que el error es un fenomeno natural e
inevitable durante el aprendizaje de las matematicas (Vosniadow y Verschaffel, 2004), y

que puede emplearse como un medio para apoyar y fortalecer la comprension matematica.

Actualmente, en los salones de clase de matematicas el error se percibe como deficiencia o
fracaso en el proceso educativo. En esta misma linea de ideas, algunas investigaciones de
corte psicologico han conceptualizado negativamente al error (Economou, 1995). Ademas,
la posicion de la escuela hacia el error ha sido esencialmente penalizante (Morin, 1999).
Asi, en esta tesis se identifican causas de errores que cometen estudiantes de tercer grado de

telesecundaria al abordar tareas que involucran el Teorema de Pitdgoras.



1.2. Revision de literatura

En esta seccion se realiza una revision de investigaciones sobre el error en matematicas,
particularmente sobre la conceptualizacion del error en ambitos escolares. El objetivo de la
revision es enmarcar la pregunta de investigacion de esta tesis en el cuerpo de conocimiento
cientifico existente sobre el tema; asi como justificar la relevancia del trabajo y resaltar los

posibles aportes.

Radatz (1980) hace un recuento histérico sobre el analisis de errores en la educacion
matematica con el objetivo de relacionar la presencia del error con dificultades en el
aprendizaje, como un punto de partida para investigar en torno al proceso de ensefianza
aprendizaje, en contextos donde el error se concibe como producto de una técnica docente
equivocada, persistente y sistematica. Tales investigaciones se enmarcan en tres lineas de
investigacion: (i) andlisis del error a partir de la interaccion del docente, estudiante y
curriculo; (ii) procesos conscientes y subconscientes involucrados en los intentos
equivocados al resolver problemas; y (iii) desarrollo de estrategias didacticas para atender
dificultades y errores en aprendizajes particulares. Se concluye que es importante describir
las causas del error, conocer las rutas de soluciéon individuales, asi como los métodos de
andlisis utilizados en la investigacion y en la préctica docente. Analizar los errores que
cometen los estudiantes produce informacion sobre el proceso de resolucion de problemas

matematicos y sobre la actitud de los estudiantes ante el error.

Gagatsis y Kyriakides (2000) revisaron aproximaciones epistemoldgicas y didacticas que
sostienen maestros de primaria chipriotas respecto de los errores matematicos que cometen
estudiantes. Particularmente, determinaron como los docentes de primaria interpretan los
errores matematicos que cometen sus estudiantes. EI marco de investigacion incluye los
conceptos de obstdculo epistemologico, contrato didacticoy de actitudes. La investigacion
es cuantitativa. A los docentes se les pididé que expresaran su opinion sobre las causas de
los errores de sus estudiantes y también se les presentaron soluciones de problemas
matematicos para que explicaran la razén de los errores. La informacion se recopild
mediante un cuestionario aplicado a 350 docentes, pero solo respondieron 254 (tasa de

respuesta de 74%). Para validar el cuestionario se utilizé el Alfa de Cronbach. Ademas, se



implementaron entrevistas semiestructuradas a cinco de los docentes. El analisis estadistico
inferencial aportd evidencia de que las actitudes de los docentes hacia los errores estan
asociadas con las ideas que los docentes revisaron en un curso de formacion especializado
en matematicas. Aunque la mayoria de los docentes recurren al conductismo para entender
los errores de los estudiantes, algunos utilizan la teoria del error de la ciencia cognitiva y la
teoria de los obstdaculos. Mas del 65% de los participantes consideré que los errores se
asocian a las capacidades limitadas de los estudiantes y aproximadamente la mitad de los
docentes explican los errores de los estudiantes como deficiencias en sus conocimientos

previos.

Ayres (2001) investigd la relacion entre errores sistematicos al operar con paréntesis en un
contexto algebraico y la presencia de carga cognitiva (cognitive load). El marco de la
investigacion incluye el concepto de carga cognitiva. Se argumenta que el uso de
estrategias de resolucion de problemas, andlisis de medios y fines al resolver problemas
crea cargas cognitivas altas durante el proceso de solucion, provocando mayor cantidad de
errores, en relacion con la solucion de ejercicios. Se realizaron tres experimentos con 229
estudiantes australianos (Sydney) de octavo y noveno grado. El analisis fue cuantitativo e
incluy6 un analisis estadistico ANOVA de una via. En el primer experimento, se asignaron
ocho problemas que requerian la expansion de dos paréntesis sucesivos; cada paréntesis
requeria dos calculos. En este caso, los estudiantes cometieron mas errores durante las
operaciones del segundo paréntesis que con las del primero, y mas errores durante la
segunda operacion que con la primera, dentro de cada paréntesis. Los protocolos verbales
recopilados en el segundo experimento (cuatro problemas) indican que la mayoria de los
errores se deben a fallos en la memoria de trabajo. En el tercer experimento (ocho
problemas) se utilizé una metodologia de doble tarea, mediante la que se obtuvo evidencia
de que la carga cognitiva al operar con paréntesis afecta el rendimiento de la memoria de

trabajo. Se identificaron errores de signo, errores aritméticos y errores procedimentales.

Tariq et al. (2008) analizaron errores y concepciones erroneas de estudiantes de primer afio
de una licenciatura en biociencias al aplicar conceptos matematicos a situaciones abstractas
y contextualizadas en una prueba escrita. En la investigacion participaron 326 estudiantes

voluntarios de Reino Unido, inscritos en licenciaturas que van de las ciencias biomédicas
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hasta la zoologia. La informacion empirica se recolectd6 mediante un test de 20 items (10
calculos matematicos abstractos y 10 problemas de palabras en un contexto bioldgico). La
prueba se implementd en sesiones supervisadas, en condiciones analogas a las de un
examen. Se permitio el uso de calculadoras pero se solicitod explicar el proceso de solucion.
No se presiond a los participantes, con el tiempo, para finalizar la prueba. Se realizé un
analisis cuantitativo mediante porcentaje de respuesta correcta, ademas de andlisis
cualitativo del tipo de errores. Mas del 50% de los estudiantes tuvo dificultades con el
calculo de volimenes o superficies, la conversion de unidades de medida, el manejo de
razones, proporciones y potencias de 10, asi como con la determinacién de un aumento o
unidades de medida. También se observo reticencia a resolver problemas contextualizados.
Los errores y conceptos erroneos fueron similares a los reportados previamente entre nifios

de 13 y 14 afios.

Singh et al. (2010) analizaron si el cambio de idioma del chino o tamil, al inglés, durante la
ensefianza de las matemadticas ha perjudicado el logro de los estudiantes. Se identificaron
tipos de error cometidos por 22 estudiantes de cuarto grado de primaria al resolver
problemas. Se analizd si los errores se deben al lenguaje o a los conocimientos
matematicos. La seleccion de los participantes fue intencional, con representantes de
contextos rurales y urbanos. Las fuentes de informacion fueron una prueba integrada por 20
tareas matematicas en inglés. Ademads, se realizaron entrevistas semiestructuradas,
utilizando el protocolo de andlisis de errores de Newman, a los estudiantes que
respondieron incorrectamente varios items. La entrevista se enfoco en dos problemas bien
definidos y uno mal definido. Las categorias de andlisis son: (a) error de lectura, (b) error de
comprension, (c¢) error de transformacion, (d) error de habilidades de procesamiento, (e)
error de codificacion y (f) error por descuido. Se obtuvo evidencia de que estudiantes, tanto
urbanos como rurales, cometen errores que se relacionan con el lenguaje. En el 68% de los
casos, los errores se deben a deficiencias en el conocimiento del contenido. Los estudiantes
enfrentan mas dificultades en cuanto al conocimiento del contenido en comparacion con las

dificultades del lenguaje.

Brodie (2014) estudid como los integrantes de una comunidad de practica docente

comprenden los errores de los estudiantes y como cambian su forma de conceptualizar a
5



tales errores. Particularmente, se analiza como los docentes aprenden a trabajar con los
errores de los estudiantes. El marco de investigacion se basa en la conceptualizacion del
error como confusiones (mistakes) sistematicas, persistentes y generalizadas que cometen
los estudiantes en diversos contextos. Se distingue entre errores y deslices, que son
equivocaciones que se corrigen facilmente cuando se identifican y sefialan. Los errores son
mas dificiles de abordar porque surgen aunque no se ensefian explicitamente; son
persistentes incluso al corregirse, por lo que parecen resistentes a la instruccion; aparecen
dentro y entre contextos, lo que sugiere que son sistémicos y no resultado de un fracaso
individual del estudiante o del docente. La informacién empirica se obtuvo de la segunda
fase del proyecto DIPIP, en el que docentes de diferentes escuelas publicas se reunieron
para trabajar y reflexionar sobre la comprension de los errores de los estudiantes y la
manera de abordarlos. Los participantes provienen de escuelas con pocos recursos y bajo
rendimiento, asi como escuelas suburbanas con buenos recursos y resultados. Los docentes
trabajaron en pequefios grupos por grado (de tres a cuatro docentes y un lider de grupo)
durante tres afios para analizar errores en conceptos matematicos especificos y disefiar
lecciones para abordar estos errores. Algunos docentes del grupo se ofrecieron como
voluntarios para impartir las lecciones, las cuales se grabaron en video. Luego, los
pequeiios grupos reflexionaron sobre las lecciones grabadas y eligieron dos episodios, uno
en el que el docente tuvo un buen desempefio al abordar los errores de los estudiantes y otro
en el que no lo hizo tan bien. Se identificaron tres cambios importantes en los docentes,
respecto de su conceptualizacion sobre los errores de los estudiantes: (a) de identificarlos a
interpretarlos; (b) de interpretarlos a abordarlos; y (c) de centrarse en los estudiantes a

centrarse en su propio conocimiento.

Kingsdorf y Krawec (2014) investigaron los tipos de errores, y su frecuencia de aparicion,
cometidos por estudiantes con dificultades de aprendizaje (Learning Disabilities, abreviado
LD) y sus compafieros con desempeio promedio (Average Achieving) al abordar
problemas de palabras (word problems). EI marco de investigacion incluyo6 el modelo de
resolucion de problemas propuesto por Mayer (1985). Los datos se recopilaron a lo largo de
dos afios (2008-2010). En el primer afio participaron estudiantes de octavo grado y, en el

segundo, estudiantes de séptimo grado. Inicialmente, fueron seleccionadas 40 escuelas
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secundarias en un distrito escolar grande, urbano y diverso del sureste de los Estados
Unidos; y en estas se eligieron 779 estudiantes. La muestra final estuvo integrada por 101
participantes, de los cuales 38 se clasificaron con LD. La competencia de los estudiantes;
asi como la frecuencia y tipo de errores se evalué mediante la prueba CBM de resolucion
de problemas matematicos, integrada por 10 problemas de palabras. El analisis de la
informacion se realizd mediante seis categorias, cuatro de las cuales fueron a priori,
basadas en el modelo de Mayer: (i) error de seleccion de numero, (ii) error de operacion,
(ii1) error de paso faltante y (ii) error de célculo. Las dos categorias identificadas durante el
analisis son: (a) error aleatorio y (b) error de omision (pregunta en blanco). También se
realiz6 un andlisis MANOVA. Se obtuvo evidencia de que los estudiantes con dificultades
de aprendizaje cometieron significativamente mas errores relacionados con la seleccion de
numeros, la seleccion de operaciones, la inclusién de toda la informacion relevante y los

errores aleatorios, atribuidos a falta de habilidades de control.

Veloo et al. (2015) identificaron dificultades que presentan estudiantes de décimo grado
durante la resolucion de problemas que involucran simbolos matematicos y graficas, para
establecer indicadores de rendimiento. El tipo de errores que cometen estudiantes de
bachillerato se analiz6 mediante métodos cuantitativos y cualitativos (analisis de
contenido). La informacion empirica se recolect6 a través de pruebas escritas y entrevistas
semiestructuradas. Los autores utilizaron el indice de dificultad del item para medir el
desempefio de los estudiantes. Se identificaron cuatro tipos de errores: (i) en la resolucion
de problemas, (ii) de valor, (iii) por descuido y (iv) relacionados con los conceptos. Las
razones vinculadas a los errores que cometieron los estudiantes fueron: falta de
comprension, olvido de procedimientos, negligencia al transcribir informacion de la
pregunta, descuido y conjeturas equivocadas. El indice de dificultad permitié asociar

aquellos items mas complicados con la tendencia de los estudiantes a cometer mas errores.

En el trabajo de Zazkis y Zazkis (2016) se relacionan concepciones de futuros docentes de
secundaria sobre como demostrar el teorema de Pitdgoras con el tipo de evaluacion
utilizada; bajo la premisa de que la demostracion de un teorema se fundamenta en la
memorizacion. Se examinaron concepciones sobre la demostracion en los futuros docentes

y se identificaron sus dificultades al aprender a demostrar el teorema de Pitagoras mediante
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guiones creados por los participantes a partir de una interaccion imaginaria con el
estudiante, dicho didlogo imaginario pretende predecir obstaculos en los futuros docentes,
al mismo tiempo que se evaliia su comprension y se proporciona un apoyo para superarlos.
Los autores utilizaron una adaptacion del modelo de Mejia-Ramos et al. (2012) para
evaluar la comprension de la demostracion. Los elementos utiles para la comprension de
demostraciones escolares para el teorema de Pitdgoras se encuentran clasificadas en dos
categorias, las cuales son definidas como: comprension local (significado de los términos y
declaraciones, asi como justificacion de las afirmaciones) y comprension holistica (resumir
a través de ideas de alto nivel, transferir ideas a otro contexto e ilustrar con ejemplos). Se
obtuvo evidencia de que solamente una cuarta parte de los participantes se enfocaron en la
evaluacion de la comprension holistica de la demostracion, ademds de que existen

dificultades para distinguir entre los datos que justifican las afirmaciones.

Mohyuddin y Khalil (2016) analizaron las concepciones erroneas y errores que cometen
estudiantes de quinto grado de primaria durante el aprendizaje de matematicas. Se disefio
un test basado en los programas de estudio de primero a cuarto grado, el cual incluyé ocho
areas conceptuales (numeros naturales, operaciones aritméticas, fracciones, operaciones
con fracciones, nimeros decimales, medida, geometria y manejo de la informacion). En la
investigacion participaron 248 estudiantes de doce escuelas seleccionadas aleatoriamente
ubicadas en la ciudad de Faisalabad, en Pakistan. El test fue aplicado por los
investigadores. Se llevd a cabo un andlisis cuantitativo utilizando el software SPSS. Se
realizaron andlisis por item y por género para identificar los errores y conceptos erroneos
cometidos por los estudiantes, asi como para determinar si existia uniformidad por género.
Los andlisis revelaron que los estudiantes cometieron errores en las ocho areas conceptuales
y sostuvieron ideas matematicas erréneas, por lo que el rendimiento académico se mantuvo

muy bajo (promedios entre 6.2 y 16.1 de 51 puntos posibles).

Un estudio realizado por Santoso et al. (2017) proporciona informacion sobre los errores
mas comunes que cometen estudiantes malayos de bachillerato durante la resolucion de
problemas verbales. Se efectudé un andlisis descriptivo de datos obtenidos a partir de tres
instrumentos: (i) una prueba en la que se narra una historia para examinar la comprension

de los estudiantes, (ii) una rubrica que examina las dificultades que experimentan los
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estudiantes a partir de una descripcion de los errores y (iii) entrevistas. Los resultados
fueron analizados y clasificados mediante el Andlisis de Errores de Newman (NEA). Los
tipos de errores se clasificaron en orden de mayor a menor frecuencia de aparicion; siendo
el tipo de error mas comun el de transformacion, seguido por el de habilidades de proceso,
el de comprension, codificacion y lectura. Los autores concluyen que dichos errores se
deben a una tendencia de los estudiantes por contestar apresuradamente y una comprension

equivocada del problema verbal.

Fitriani et al. (2018) describen errores que cometen estudiantes al resolver problemas
matematicos que involucran el célculo de derivadas, con base en la taxonomia de errores de
Newman. La investigacion es de corte cualitativo con un disefio de estudio de caso y una
seleccion intencional de los participantes. Los datos se recopilaron mediante una prueba
escrita y una entrevista a estudiantes de grado 11 en Bandung, Indonesia. Los resultados
indican que los estudiantes cometieron cinco tipos de errores: (i) de comprension, (ii) de

transformacion, (iii) de habilidad de procesamiento, (iv) de codificacion y (v) de descuido.

Rushton (2018) explord si estudiantes de matematicas de séptimo grado pueden aprender
mejor a partir del uso de ejemplos resueltos y del andlisis de errores, en relacion con las
aproximaciones tradicionales. El andlisis de errores consiste en presentar un problema y un
procedimiento de solucion, en el que uno o mas pasos son incorrectos. Los estudiantes
analizan y explican los errores y luego completan el ejercicio correctamente, argumentando
su propia solucion. Se utiliz6 una metodologia mixta, que incluye un disefio cuasi
experimental pretest-postest. Los datos cuantitativos se emplearon para determinar la
significancia estadistica de la efectividad del andlisis de errores, y los métodos cualitativos
ayudaron a comprender la experiencia de los participantes durante el andlisis de errores. En
la investigacion participaron dos grupos de estudiantes de séptimo grado, inscritos en
escuelas de una comunidad suburbana de Utah en los Estados Unidos. El grupo de control y
el grupo tratamiento estuvieron integrados por 26 y 27 estudiantes, respectivamente. El
mismo docente ensefid en ambos grupos. Las pruebas abordaron los temas de ecuaciones y
desigualdades. Los resultados indican que no hubo diferencias significativas en las
puntuaciones en relacion con el pre-test. Sin embargo, si se observd una diferencia

significativa en las puntuaciones del post-test diferido.



Para analizar los errores cometidos por estudiantes en la resolucion de problemas
relacionados con el Teorema de Pitdgoras, Sari y Wutsqa (2019); realizaron una
investigacion descriptiva y cualitativa, con estudiantes de noveno grado en Indonesia
(tercer grado de secundaria). Se interesaron por identificar los factores asociados con los
errores que cometen los estudiantes, utilizando el Analisis de Errores de Newman (NEA),
el cual permite identificar los errores a partir de las respuestas a una prueba escrita. Los
datos se recolectaron por medio de una hoja de respuestas en la cual se dan explicaciones
de lo realizado por el estudiante. Se identificaron cinco tipos de errores: (i) de lectura, (ii)
de comprension, (iii) de transformacion, (iv) de habilidades de proceso y (v) de
codificacion. Los autores concluyen que es importante que el docente reconozca los errores
de sus estudiantes ya que esto le permitird determinar qué acciones tomar para prevenirlos

en el futuro.

Retnawati (2020) identificé las dificultades de aprendizaje al estudiar matematicas, asi
como sus causas, con énfasis en el teorema de Pitdgoras. El estudio se realizo en Indonesia,
con estudiantes de segundo grado (de comunidades rurales y urbanas). La investigacion fue
cualitativa y descriptiva. Se realizaron observaciones del proceso instruccional y después se
aplico una prueba diagndstica, de ocho items, a 103 estudiantes. Las preguntas fueron
versiones modificadas de los materiales utilizados durante la observacion. Finalmente, se
realizaron entrevistas a seis estudiantes de cada escuela, quienes obtuvieron puntajes por
debajo del minimo. La informaciéon se analizd mediante técnicas de reduccion y
visualizacion. Los resultados indican que los tipos de dificultades predominantes, en ambas
comunidades, son: dificultades para encontrar soluciones y dificultades para comprobar las
respuestas. Las dificultades se clasifican en dificultades para comprender y analizar
problemas, dificultades para disefiar y planificar una estrategia de conclusion, dificultades
para encontrar soluciones a los problemas y dificultades para comprobar las respuestas. Los
factores causantes de dichas dificultades son: el olvido de las formulas y formas de resolver
problemas dados, imposibilidad de determinar resultados de la raiz cuadrada y el

nerviosismo por terminar el diagndstico en un tiempo determinado.

Neidorf et al. (2020) utilizaron datos de las pruebas estandarizadas TIMSS y TIMSS

Advanced, obtenidos en un periodo de 20 afios (1995-2015), para analizar concepciones
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erroneas y errores cometidos por estudiantes de fisica y matematicas. También se busco
realizar una comparacion entre paises y por género. El marco conceptual incluye el
concepto de objetivo de desemperio, que son los conocimientos y habilidades especificos
que se esperan de los estudiantes en los diferentes grados. Se utilizaron datos a nivel de
item para identificar las concepciones erroneas, errores y malentendidos de estudiantes de
cuarto y octavo grado (TIMSS); asi como de estudiantes de grado 12 (TIMSS Advanced).
Las concepciones erroneas (misconceptions) se evaluaron en el caso de fisica, y los errores
en matematicas, donde se esperaba que los estudiantes siguieran algun procedimiento
rutinario para obtener la respuesta correcta. Las concepciones erroneas reflejan ideas o
nociones preconcebidas incorrectas de un concepto fisico. Los errores reflejan cualquier
respuesta que no coincida con la respuesta correcta. Los malentendidos
(misunderstandings) se evaluaron tanto en fisica como en matematicas y reflejan el hecho
de que los estudiantes no entienden el concepto fisico 0 matematico necesario para abordar
un item. En el caso de matemadticas se identificaron nueve objetivos de desempefio
asociados con el concepto de funcion lineal. El andlisis incluyo el calculo de porcentajes de
respuestas correctas y la implementacion de pruebas de hipotesis estadisticas (prueba t para
diferencia de proporciones). La frecuencia de ciertos tipos de conceptos erroneos, errores y
malentendidos estudiantiles en cada grado varid en los cinco paises. Se encontraron
diferencias de género en los tres grados, pero fueron mas pronunciadas en fisica que en

matematicas.

Siskawati et al. (2021) describieron errores de estudiantes al resolver problemas. La
investigacion fue de corte cualitativo y descriptivo. En la investigacion participaron 40
estudiantes indonesios de séptimo grado (los estudiantes se encuentran agrupados por sexo,
al ser un pais musulman). Se llevaron a cabo tres fases de recoleccion de datos. Cada fase
de recoleccion se realizd mediante cuatro problemas. La puntuacion maxima para cada
problema es de 11 puntos. Se asignaron tres puntos por habilidad de proceso, y dos puntos
para cada uno de los siguientes aspectos: (a) lectura, (b) comprension, (c) transformacion y
(d) codificacion. Ademas, se realizaron entrevistas a 20 participantes para determinar las
causas de los errores que cometieron. Se obtuvo como resultado que la mayoria de errores

de los varones son de codificacion; mientras que los cometidos por las mujeres son de
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proceso y codificacion. La principal causa de los errores radica en que los estudiantes no

pueden identificar la informacién en el enunciado de los problemas.

Winarso y Toheri (2021) relacionaron los errores de estudiantes al resolver problemas de
matematicas con sus estilos de aprendizaje. El marco de la investigacion incluy6 la teoria
del aprendizaje experiencial de David Kolb. El estudio se llevd a cabo en una escuela
secundaria de Cirebon, Indonesia. La investigacion fue cualitativa, basada en un disefio de
estudio de caso. La recoleccion de la informacion se llevo a cabo mediante el Inventario de
Estilos de Aprendizaje de Kolb (KLSI version 3.1) y problemas de matematicas. El analisis
de datos incluy¢ la identificacion de cuatro categorias de orientaciones de aprendizaje. En
la investigacion participaron 24 estudiantes. Los errores cometidos por los estudiantes de
estilo divergente fueron errores de procedimiento y malentendidos; los de los estudiantes
asimiladores fueron errores de procedimiento y conceptuales; el tipo de error de los
convergentes fue un error de procedimiento; el tipo de error cometido por los
acomodadores fue un error tedrico. Los errores conceptuales se debieron a una mala
comprension de los conceptos; mientras los errores de procedimiento ocurrieron cuando los

estudiantes utilizaron un método no sistematico para completar el examen.
1.2.1. Problemas, marcos, metodologias y resultados

Mediante la revision de la literatura se identifico que los conceptos erroneos y los errores
que cometen los estudiantes al resolver problemas matematicos son persistentes y similares
en todos los contextos, independientemente de los planes de estudio o los métodos de
ensefianza (Smith et al., 1994). Ademads, los errores que cometen los estudiantes estan
asociados a las dificultades en el aprendizaje de las matematicas, por lo que se plantean las
siguientes cuestiones: ;cuales son las causas de los errores que cometen estudiantes de
telesecundaria, cuando resuelven problemas que involucran el teorema de Pitagoras?,
(,como categorizar las causas de los errores que cometen estudiantes de telesecundaria

cuando formulan, justifican y usan el teorema de Pitdgoras?

Las principales lineas de investigacion identificadas en la literatura estan asociadas con la
clasificacion de los errores (Kingsdorf'y Krawec, 2014; Neidorf et al., 2020; Radatz, 1980);

sin embargo, la atencion ha comenzado a centrarse en la comprension de los docentes
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respecto de los errores del estudiante (Gagatsis y Kyriakides, 2000) y las competencias
docentes necesarias para abordar el error en el aula. También existen trabajos que han
buscado asociar los errores que cometen estudiantes con otras variables, entre las que
destacan las dificultades de aprendizaje (Kingsdorf y Krawec, 2014), los estilos de
aprendizaje de los estudiantes (Winarso y Toheri, 2021) o el cambio en el idioma de

ensefianza (Singh et al., 2010).

En cuanto a las metodologias utilizadas hay estudios cuantitativos, cualitativos y que
utilizan métodos mixtos. En lo que respecta a los estudios cualitativos predomina la
taxonomia de errores propuesta por Newman (Clements, 1980). En lo que respecta a los
datos, la mayoria de los trabajos se basan en estudios de caso y en la seleccion de los
participantes de forma intencional, identificando solamente un estudio que conté con una

muestra estadisticamente representativa a escala internacional (Neidorf et al., 2020).

1.3. Planteamiento del problema

La ensefianza de las matematicas en telesecundaria estd fundamentada en el desarrollo del
pensamiento matematico, como un constructo interdisciplinario, necesario para interpretar
fenémenos vinculados a la ciencia y tecnologia que son parte de un mundo globalizado
(SEP, 2022). En la actualidad, es deseable que los jovenes desarrollen, en la clase de
matematicas, capacidades logicas, sistematicas, criticas e innovadoras (Sari y Wutsqa,
2019). Bajo un enfoque didactico de resolucion de problemas se favorece la articulacion de
conceptos matematicos tales como factorizaciéon, modelizaciébn de situaciones que
involucran relaciones funcionales, 4reas de poligonos, criterios de semejanza, razones
trigonométricas y teorema de Pitdgoras; como un medio o dispositivo para favorecer
aprendizaje de las matematicas al hacer uso de sus conocimientos previos. Lo anterior
involucra un esfuerzo cognitivo que fuerza al estudiante a buscar estrategias de solucion y

con ello a construir un aprendizaje matematico con entendimiento (Balbuena ef al., 2021).

La metodologia de telesecundaria indica que, ademas de articular conceptos matematicos,
es necesario que los estudiantes desarrollen habilidades de razonamiento deductivo e
inductivo, asi como habilidades de generalizacion y de sintesis todo lo cual se promueve
mediante el estudio de la geometria. También es importante que durante el proceso de
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instruccion se fomente la creatividad de los estudiantes para encontrar la soluciéon a un
problema y resiliencia para aprender a afrontar el error, mediante la validacion de

argumentos y la comparacion de rutas de solucion (Balbuena ef al., 2021).

A pesar de los esfuerzos que hace el Sistema Educativo en México por actualizar el
curriculo y los materiales educativos, particularmente en telesecundaria, los resultados de
pruebas estandarizadas nacionales e internacionales, como la prueba PISA atribuye a
México una puntuacion media de 395 puntos, lo que estadisticamente significa que, se esta
por debajo del promedio de los paises de la OCDE (OECD, 2023). Los resultados
anteriores son consistentes con los de otras investigaciones que identifican una disminucién
en el rendimiento en matematicas como un fendomeno que ocurre en diversas partes del

mundo (Veloo et al., 2015).

El informe del Consejo Nacional de Investigacion (NRC) de los Estados Unidos revela que
el menor desempefio de los estudiantes americanos se obtuvo en matematicas. En el
informe de la OCDE del 2023, Malasia super6 a México por 14 puntos. Los desafios para
los docentes de matematicas son similares en todo el mundo, los cuales implican contribuir
con la mejora del aprendizaje de los estudiantes, pero surgen cuestiones que deben guiar a
esos desafios, entre ellas es importante determinar, ;como contribuir para que los
estudiantes mejoren su desempefio en matemadticas?, ;jel docente es consciente de las
estrategias que utilizan los estudiantes al resolver problemas matematicos?, ;qué hacer con

los errores que cometen los estudiantes?

Las matematicas son una herramienta que permite resolver problemas de la vida cotidiana,
por ello, en los curriculos de todos los paises del mundo se resalta la importancia de su
estudio (Veloo et al., 2015). El problema se presenta cuando el estudiante no se apropia de
los conceptos o lo hace de manera parcial, originando dificultades para construir nuevos
conceptos o ideas matematicas (Radatz, 1979). Si este fenomeno de falta de comprension
profunda ocurre en etapas escolares tempranas, el desempefio académico de los estudiantes

en niveles posteriores se ve afectado.

La evaluacion es un elemento importante para determinar la eficacia y eficiencia del

proceso de ensenanza-aprendizaje. Dicha evaluacion, debe ser integral y permitir identificar
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el progreso de los estudiantes (Santoso et al., 2017). Es necesario que sea vista como un
medio y no como un fin, en la que se deben hacer adecuaciones. La evaluacion representa
un diagnostico, y por ello debiera de ser un didlogo con los estudiantes, en el que se hacen
patentes sus dificultades para resolver problemas o desarrollar un entendimiento profundo
de las ideas, por lo que se convierte en una herramienta Util para identificar fallos o
deficiencias en el entendimiento matematico de los estudiantes (Zazkis y Zazkis, 2016). Lo
anterior es un fendmeno que se tiene que contemplar desde el disefio de las tareas de
aprendizaje, durante la implementacion de las tareas y el proceso de evaluacion. La forma

de evaluacion depende de los componentes que se quieran valorar (Sari y Wutsqa, 2019).

El andlisis del error estd inmerso en el proceso de evaluacion y debe atenderse para ser
aprovechado, ya que es Util para examinar las dificultades que presentan los estudiantes
(Santoso et al., 2017). El error es resultado de experiencias en el aula, por lo que se
requiere de la intervencion del docente para evitar que persista en grados académicos
posteriores (Radatz, 1979). Cuando estudiantes de tercer grado de telesecundaria estudian
por primera vez el teorema de Pitagoras es usual que cometan errores durante la resolucion
de problemas que son un indicador de ciertas dificultades de aprendizaje o comprension

(Sari y Wutsqa, 2019).

Con base en lo expresado en los parrafos previos, el objetivo general de este trabajo es
identificar y clasificar las causas de errores que cometen estudiantes de telesecundaria
cuando formulan, usan y justifican el teorema de Pitdgoras durante la resolucion de
problemas. Los objetivos especificos son dos: (1) identificar las causas de los errores que
cometen estudiantes de telesecundaria cuando resuelven problemas que involucran el
teorema de Pitagoras y (2) clasificar las causas de los errores de acuerdo con la jerarquia de

errores propuesta por Newman (Clements, 1980).

1.4. Justificacion

El aula tiene el potencial de convertirse en un laboratorio donde es posible hacer
investigaciones en torno a los procesos educativos que en ¢l se llevan a cabo. El analisis de
los errores que cometen los estudiantes constituye una buena oportunidad para que el
docente-investigador formule y responda preguntas sobre los procesos de ensefianza y
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aprendizaje de las matematicas, ya que constituyen fuentes de informacion valiosa para
conocer cudles son los errores mas comunes e identificar la reaccion y actitud de los
estudiantes ante ellos. La identificacién y categorizacion de errores permite medir el
desempefio de los estudiantes de manera efectiva, para relacionarlo con dificultades
persistentes, la mayoria de las cuales estan asociadas a conceptos basicos o elementales,
cuya atencion supondria una mejora a mediano plazo de los indicadores sobre desempefio

académico (Radatz, 1979).

El teorema de Pitagoras es uno de los teoremas mas importantes de la matematica y la
educacion matemadtica, ya que estd ligado a saberes transversales de dlgebra, geometria,
trigonometria, calculo, entre otros (Beltran, 2022; Gomez el al., 2020; Rondero et al.,
2016). Sin embargo, también es un tema complicado que junto con las razones
trigonométricas son los temas con mayor indice de dificultad en el bachillerato (Veloo,
2015). El hecho antes mencionado incrementa la posibilidad de que los estudiantes cometan
errores al resolver problemas que involucren estos contenidos. Asi, con este trabajo de tesis
se pretende contribuir con el incremento en el conocimiento cientifico con base en el cual
se formulen propuestas para lograr una mejora del desempefio académico de los estudiantes

de secundaria.

De acuerdo con Neidorf et al. (2020), comprender como las concepciones erroneas y los
errores matematicos que cometen estudiantes en el bachillerato o la universidad se
relacionan con una falta de comprension de conceptos e ideas matemadticas revisadas
durante la educacion basica es importante para maestros, formadores de docentes,
investigadores y politicos. Identificar patrones en las ideas erroneas pueden orientar la
instruccion como auxiliares en la deteccion de lagunas o deficiencias especificas en los
curriculos de los distintos grados. Otros autores como Grofle y Renkl (2007) sugieren que
dado que los errores son inherentes al ser humano, integrar el andlisis de errores en el
proceso de aprendizaje de las matematicas puede favorecer que los estudiantes reflexionen
sobre qué saben y como lo saben. Esta reflexion puede favorecer el fortalecimiento de su

capacidad de crear soluciones y explicaciones més claras y completas.
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2. MARCO DE INVESTIGACION

2.1. Introduccion

En el presente capitulo se explica qué es un marco de investigacion y cudles son los
diferentes tipos de marcos, asi como su utilidad durante el desarrollo de una investigacion
en educacion matematica. Un marco consiste en un mecanismo indagatorio, mediante el
cual se conectan los hechos empiricos con las interpretaciones teoricas de tales hechos.
Existen diferentes metaforas a través de las cuales los investigadores han intentado
comunicar qué es un marco de investigacion, a partir de hechos o fendmenos comprensibles
para la mayoria de las personas. Una de esas metaforas es aquella que concibe a un marco
como unos lentes o gafas, a través de los cuales se observa la realidad. Las teorias y
constructos son como gafas, “algunas te ayudan a ver mas claramente los objetos en los
cuales estds interesado, mientras que otras solo te muestran una imagen distorsionada o
borrosa” (Aguilar, 2013, p. 4). Dependiendo del objetivo que un investigador persigue es el

tipo de gafas o lentes que debe usar, ya sea de sol, para ver de lejos o para ver de cerca.

Asi, un marco de investigacion hace posible la interpretacion del fendmeno tomando en
cuenta ciertos aspectos o puntos de vista. Sin embargo, esta analogia no es Unica, existen
otros investigadores que consideran a un marco de investigacion, mas bien, como un
andamio, formado por una estructura de ideas o conceptos, a través de los cuales el
investigador puede mirar cosas mas alla del sentido comun, puede mirar fenomenos que no
son perceptibles sin el uso de dicha estructura tedrica (Eisenhart, 1991). El marco de
investigacion puede considerarse como un conjunto de herramientas las cuales ayudan o

facilitan dar respuesta a las preguntas de investigacion (Lester 2005).

2.2. Tipos y caracteristicas de los marcos de investigacion

Eisenhart (1991) considera que existen tres tipos de marco de investigacion, cada uno con
caracteristicas particulares que determinan su pertinencia: marco tedrico, marco practico y

marco conceptual.
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Cuando se utiliza un marco teorico, una teoria formal (como la teoria de situaciones
didacticas o la teoria antropologica de lo didéctico, por mencionar algunos ejemplos)
proporciona el eje medular que guia la investigacion. El problema de investigacion se
plantea con base en los principios establecidos por la teoria para respaldarla, ampliarla o
revisarla. Al utilizar un marco tedrico, todas las fases del proceso de investigacion se
apegan a las convenciones, supuestos y resultados obtenidos por la teoria, con lo que se
fomenta su desarrollo y divulgacion. Uno de los principales inconvenientes que plantea el
uso de un marco tedrico para el presente proyecto es que, los datos que se obtengan deben
ser privados de su contexto y significado local, para poder adherirse a la teoria. Lo anterior
también supone un problema colateral, ya que al prescindir del significado local del objeto
de estudio, también lo hace de informacién de interés en el contexto de la matematica
educativa y se estaria aceptando un resultado incompleto o adecuado a los decretos teoricos

(Eisenhart, 1991).

Por otra parte, un marco practico se distingue porque, en este caso, la investigacion se lleva
a cabo utilizando /o que funciona, con base en la experiencia y el conocimiento practico de
los profesionales involucrados en la problematica de interés, quienes estan interesados en
generar conocimiento que les permita mejorar su desempefio profesional. El problema de
investigacion se concentra en situaciones cotidianas, las cuales son valoradas seglin la
experiencia y el conocimiento preexistente del profesional, en el caso particular, podriamos
hablar de un docente de matematicas, dichas situaciones son problemas de las personas que
estan directamente involucradas en el fendémeno de interés. Sin embargo el conocimiento
personal del docente no es suficiente para abordar diversas problematicas educativas, asi
como, el analisis de los datos. Por lo antes mencionado, el uso de un marco practico puede
limitar el alcance de las conclusiones y resultados de la investigacion. Por otra lado,
también puede sesgar el proceso de interpretacion ya que las conclusiones estaran
influenciadas fuertemente por las creencias y conocimientos del profesional (Eisenhart,

1991).

En tercer lugar, el marco conceptual consiste en un conjunto de ideas, principios y
conceptos estructurados que guian una investigacion a través de ideas y conceptos que

sirven de justificacion para recopilar datos, analizarlos y explicarlos. En este caso la
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pregunta de investigacion surge de la relacion entre un problema (el bajo rendimiento de los
estudiantes de matematicas), los resultados de investigaciones y literatura previa
relacionada con el tema en cuestion; asi como de la experiencia obtenida mediante la
practica profesional del investigador. En este tipo de marco, los conceptos que lo integran
sirven como herramienta para interpretar los datos, asi como, para obtener las conclusiones,
encaminadas a dar respuesta a la pregunta de investigacion. El marco conceptual puede
estar inspirado en una o varias teorias y, ademas, complementarse con aspectos del
conocimiento y experiencia profesional, para que la respuesta al problema de investigacion
integre todos los aspectos posibles, tedricos y practicos, conocidos en un cierto momento.
Esta plasticidad permite adaptar los conceptos y teorias, con la finalidad de argumentar por
qué la respuesta a una pregunta de investigacion es adecuada en un contexto determinado, y
por qué, al mismo tiempo, puede generalizarse a otros contextos con caracteristicas
similares. Los resultados obtenidos mediante el uso de un marco conceptual son apreciados,
debido a la sistematizacion del proceso; evitando que el investigador exprese justificaciones
sin fundamento (Eisenhart, 1991). Al utilizar un marco conceptual se llega a un punto de
equilibrio en el que se justifica la evidencia a partir de teorias, conceptos y experiencia del

investigador para resolver un problema de investigacion.

Con base en las caracteristicas descritas anteriormente, el presente trabajo de investigacion
se inclina por la utilizacion de un marco conceptual, su plasticidad lo hace una guia
adecuada para interpretar y justificar la diversidad de fendmenos relacionados con la
matematica educativa. Una vez que se han establecido las preguntas u objetivos de la
investigacion, es importante establecer la perspectiva tedrica que apoyara la recoleccion e
interpretacion de la informacion empirica con base en la cual se sustentard la respuesta a
dicha pregunta. En el presente estudio se ha optado por una perspectiva integradora
interpretativista, la cual parte de un enfoque cualitativo y donde el marco de investigacion
se explicita a partir de la estructuracion de conceptos que delimitan el objeto de estudio en
un contexto determinado, es por ello que se ha optado por un marco conceptual; como una
estructura que define la perspectiva adoptada y por lo tanto guia la recopilacion de datos

para el estudio. Este proceso de conceptualizacion permite establecer una conexion entre
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las observaciones, los datos empiricos y el analisis posterior para llegar a una interpretacion

(Eisenhart, 1991).

2.3. Elementos que integran el marco conceptual

En esta seccion se describen los conceptos e ideas teoricas utilizadas para responder a la
pregunta de investigacion, asi como la forma en que se utilizaron, tanto para disefiar el
instrumento de recoleccion de la informacién como para analizar la informacidon empirica.
El primer elemento del marco es una taxonomia de causas de los errores propuesta por
Newman (Clements, 1980), el cual ha sido utilizado ampliamente para analizar los errores
que cometen los estudiantes al resolver una amplia diversidad de problemas matematicos,
principalmente problemas de palabras (word problems). Otro elemento del marco incluye
una revision del desarrollo historico del teorema de Pitdgoras, con la finalidad de identificar
algunas dificultades inherentes a este concepto matematico que pueden impactar en el

entendimiento que los estudiantes tienen del mismo.
2.3.1 Taxonomia de causas de errores de Newman

El éxito escolar de los estudiantes durante la educacion basica, incluyendo la secundaria,
depende que tan bien se haya llevado a cabo el proceso de construccion de significado de
los conceptos matemadticos. Lo anterior plantea diferentes retos para el logro de una
formacién integral, incluyendo la capacidad para aplicar reglas, algoritmos y resultados
matematicos durante el proceso de resolucion de problemas, de interpretaciéon o
justificacion de resultados (Veloo, 2015). El analisis de las deficiencias durante el proceso
de instruccion constituye un area de oportunidad para identificar experiencias escolares
previas que deben mejorarse. El error es un fendmeno natural durante el proceso de
aprendizaje, Util para diagnosticar cudles son los retos que enfrenta el docente durante el
desempefio de su actividad profesional y la formulacion de propuestas, con fundamento

cientifico, para abordar tales problematicas.

Para Radatz (1979), las dificultades escolares son la manifestacion de problemas en la
comprension de ciertos conceptos, de tal manera que el analisis de los errores que los
estudiantes cometen cuando resuelven problemas proporciona informacion util que puede

emplearse en la toma de decisiones que favorezcan una mejora en el desempefio de los
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estudiantes. Algunos de los factores asociados a las dificultades que afectan el éxito de los
estudiantes son: la capacidad de célculo, la capacidad de hacer implicaciones matematicas a
partir de palabras o simbolos, dar sentido a los diversos procesos matematicos y seguir

procedimientos efectivos con problemas matematicos (Holander, 1978).

Conocer y describir los errores que cometen los estudiantes aporta informacion valiosa para
el docente sobre el proceso de resolucion de problemas matematicos (Radatz, 1979). Es asi
que en el marco conceptual que orienta el desarrollo de este trabajo se considera al error
como fuente de informacion que resulta de implementar conceptos que no se interpretaron,
comprendieron o interiorizaron correctamente. El método de Andlisis de errores de
Newman, es un procedimiento de diagnostico, integrado por jerarquias de causas de error
que se aplican a problemas verbales (word problems) de contenido matematico de un solo

paso. Los niveles de la jerarquia de errores, descritos en Clements (1980) son:

Causas asociadas con interacciones entre el estudiante y la pregunta. En el primer nivel se
encuentra el error de lectura o decodificacion (P1), el cual ocurre cuando las palabras o
simbolos escritos no fueron reconocidos por el estudiante, lo que lleva a no seguir con el
curso de solucion del problema. En el segundo nivel esta el error de comprension (P2) se
da cuando puede leer preguntas pero no entiende los requisitos, lo que provoca
equivocaciones o fracasos en el intento por resolver el problema. En el tercer nivel se
encuentra el error por transformacion (P3) aparece cuando el estudiante entiende los
requerimientos de una pregunta, pero no puede identificar la secuencia de operaciones
matematicas adecuadas para buscar la solucion del problema, es decir cuando el estudiante
no lleva a cabo un plan que lo conduzca a la solucion. En el cuarto nivel se encuentra el
error de habilidades de proceso (P4), el cual se produce cuando se identifica la operacion o
secuencia de operaciones correctas a utilizar para buscar la solucion del problema, pero el
estudiante no lleva a cabo el procedimiento correctamente. En el quinto nivel se encuentra
el error de codificacion (P5), ocurre cuando a pesar de haber resuelto adecuadamente el

problema, el estudiante no proporciona de forma escrita la respuesta.

Causas asociadas con las interacciones entre el estudiante y condiciones externas.

Podemos encontrar errores por descuido (E1) y de motivacion o argumento defectuoso
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(E2). En el caso del primer tipo ocurre cuando el estudiante es capaz de obtener la respuesta
correcta al problema durante la entrevista, a pesar de haberse equivocado en el momento de
abordar el problema por primera vez. En el segundo caso, el error por motivacion o
argumento defectuoso ocurre cuando acierta la respuesta a un problema a pesar de haber
mal interpretado el texto de la pregunta, los requisitos y/o a pesar de haber otros errores
durante el proceso de resolucion. Asociados a los errores se encuentran las dificultades para
Newman (1977, como se citdé en Clements, 1980) los obstaculos estan asociados con las
dificultades para resolver un problema y deben superarse para obtener una solucion
correcta. La propuesta de Newman es ideal para examinar la forma en que piensan los
estudiantes cuando resuelven problemas en un area determinada de las matematicas

(Clements, 1980), como puede ser el teorema de Pitagoras.
2.3.2 Desarrollo historico del teorema de Pitagoras

En este apartado se bosqueja el desarrollo historico del Teorema de Pitdgoras. Esta seccion
es importante porque, como mencionan Hativa 'y Cohen (1995), los obstaculos intelectuales
que bloquearon la comprension de un concepto, idea o resultado matematico a lo largo de la
historia también pueden arrojar luz sobre los obstaculos intelectuales que pueden bloquear
la comprension de los estudiantes. En esta misma linea de ideas Gagatsis y Kyriakides
(2000) argumentan que incluso los grandes matematicos han enfrentado dificultades para
comprender diversas nociones matematicas, entre las cuales se encuentran el operar e
interpretar nimeros negativos, en especial con la regla de los signos, y por lo anterior puede

esperarse que los estudiantes enfrenten dificultades similares.

En la historia de las matematicas, el teorema de Pitdgoras se ha catalogado como uno de los
resultados mas tutiles en las matematicas y, por ello, ha atraido la atenciéon de los
educadores matematicos, debido a la falta de razones intuitivas para relacionar el triangulo
rectangulo con los cuadrados construidos sobre sus lados, se requiere de una deduccion
logica para su concepcion, esto significd una revolucion, que llevd, de una especulacion
empirica a un razonamiento deductivo (Gonzalez, 2009). Debido a que dicho teorema se
encuentra relacionado con multiples conceptos matematicos, para la educacion matematica

representa un punto donde convergen los conocimientos y la experiencia que favorecen la
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apropiacion de dicha relacion Pitagorica, concebida como una red de conceptos y
significados asociados con el teorema de Pitagoras (Reyes et al., 2018) que permitira darles

sentido a este concepto matematico.

Establecer la relacion general entre los lados de un triangulo rectangulo, llevo més de mil
afios y aunque se le atribuye a los pitagdricos, debido a que fueron ellos quienes dieron una
demostracion logica, existen pruebas arqueologicas de civilizaciones previas a ellos, que
conocian casos particulares del teorema: mesopotamicos, egipcios, hindies y chinos
(Gonzélez, 2009; Rondero y Campos, 2016). De esta manera los pitagdricos tomaron un
conocimiento préctico transmitido a través de la cultura y lo generalizaron, es por ello que

a través de la historia dicho teorema lleva su nombre.

La génesis historica del teorema de Pitdgoras, se puede dividir en tres etapas:
empirico-practica, aritmético-geométrica y demostracion general (Gonzales, 2009). La
evidencia encontrada en tablillas como la de Plimpton 322, datada entre 1900 a 1600 a. C.,
sugiere que los escribas representaban una relacion que satisface las siguientes igualdades:
a=2uv, b=u*-*, y c=u*+"*; las cuales aseguran que (a, b, c) es una terna pitagorica. Las
condiciones que deben cumplir esas relaciones son: que tanto # como v deben ser enteros
sexagesimales regulares, ademds de que v sea menor a 60 y que la razén de u/v sea menor
que 1. En la tablilla se encuentran 15 de las 38 ternas que satisfacen las condiciones
anteriores. Dada la falta de conocimientos sobre la cultura sumeria solamente es posible
plantear conjeturas sobre su finalidad o utilidad. En la tablilla Yale (YBC 7289) se puede
identificar el uso de un caso particular del teorema de Pitdgoras, en ella se pueden
identificar tridngulos rectangulos resultantes al trazar las diagonales a un cuadrado. Dado
que la diagonal de un cuadrado se puede calcular multiplicando la medida de su lado por
V2, se puede deducir que el conocimiento que tenian los babilonios era empirico practico

(Gonzélez, 2009).

En los registros de un papiro que data del periodo comprendido entre 1800 y 2000 a. C.
encontrado en la ciudad de Kahum en el antiguo Egipto, se encontré la expresion 12+ (3/4)
= (1 + 1/4)* 1a cual corresponde a la cuarta parte de la relacion pitagdrica 4*+3?=5. Los

egipcios utilizaban las cualidades del tridngulo rectangulo de lados 3, 5 y 5 como un
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instrumento de medicion, dependiendo de sus necesidades, se utilizan triangulos
proporcionales a estas medidas, a modo de escuadra, con la finalidad de proyectar las
crecientes del rio Nilo y poder medir los corrimientos de tierra (Gonzélez, 2009). Derivado
de la falta de evidencia, es arriesgado determinar donde surge como conocimiento empirico
préctico, lo que resulta evidente es que en Babilonia se refleja una aplicacion con un

dominio mas profundo.

La aplicacion del teorema de Pitagoras en la India se dio a partir de la planificacion
arquitectonica de templos y altares, su registro queda plasmado en diversos documentos;
por ejemplo, uno que data del siglo VII al siglo II a. C., denominado manual de reglas de
cuerda. Las medidas y formas de estas construcciones debian tener caracteristicas muy
especificas, por su relevancia religiosa. En el documento se describe el uso de la cuerda
para medir distancias, al igual que los egipcios, con la cuerda se construyen triangulos
rectangulos a partir de ternas pitagdricas; la innovacion en el uso de esta técnica fue que
también lo utilizaban para trazar lineas perpendiculares (Gonzalez, 2009). Es asi como las
caracteristicas del tridngulo rectangulo fueron aprovechadas en una diversidad de

situaciones aritmético-geométricas.

El misticismo que rodea a los pitagoricos ha originado suposiciones a lo largo de la historia
sobre las condiciones que dieron origen al teorema que lleva su nombre y que establece que
“el area del cuadrado construido sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual a la
suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los catetos”. Lo cierto es que
Pitagoras de Samos (actual Turquia) vivio alrededor del afio 659 a. C. Por influencia de
Tales de Mileto, viajo a Egipto y, probablemente, a Mesopotamia. A su regreso se asentd en
Crotona (actual Italia) donde fund6 la comunidad pitagorica en la que promovia un sistema
de pensamiento basado en el descubrimiento, aunque con un enfoque mistico y religioso
(Gonzalez, 2009). La influencia de sus viajes propicid un pensamiento en el que se
complementa lo cientifico y racional con los mistico y religioso. Desarrollé un pensamiento
centrado en los nimeros como principio y causa de las cosas, cuyos atributos eran
conferidos a las cosas en un sentido cualitativo y material (Osuji, 2021). Es razonable
considerar que su interés sobre las caracteristicas del tridngulo rectangulo fue el detonante

que lo llevé a profundizar sobre sus relaciones aritméticas y geométricas. Se cree que la
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prueba que llevd a demostrar el teorema se origina a partir de la semejanza de tridngulos.
La demostracion logica en la que se basa el resultado es que, si en un triangulo rectangulo
se traza una perpendicular desde el vértice del angulo recto hasta la base, los tridngulos que
se originan y que comparten como lado la perpendicular trazada, son semejantes entre siy

son semejantes al tridngulo original (Bueso, s. f.).

Figura 1. Triangulo rectangulo con angulo recto en el vértice A y el segmento AD

perpendicular al segmento BC
Demostracion
De la semejanza de los triangulos ABC, ABD y ACD (Fig. 1) se obtiene:

1. AB/BD = CB/AB, AC/CD=BC/AC
2. (AB)* = BD.CB, (AC)? =CD.BC

Sumando ambas ecuaciones se obtiene:
3. (AB)’+ (AC)*= (BD+CD) BC = BD+CD= BC
Entonces

4. (AC)*+ (AB)*= (BC)? |
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Las evidencias encontradas en documentos historicos dan testimonio de que el tridngulo
rectangulo fue la herramienta para construir una relacion entre conceptos a través de su
aplicacion practica en situaciones de la vida cotidiana. Cada cultura toma para si misma lo
que es de utilidad, lo adapta y lo mejora para satisfacer sus necesidades, en el desarrollo de
la ciencia y la tecnologia podemos encontrar ejemplos tales como el descubrimiento del
microscopio y el desarrollo de la biologia, de manera analoga, el tridngulo rectangulo como
herramienta concreta, llevo al desarrollo del teorema de Pitagoras como una relacion

conceptual abstracta, un proceso que llevo entre 1000 y 1600 afios.

Como resultado de la elaboracién de esta seccion, se puede concluir que el teorema de
Pitagoras, en sus origenes entre la cultura mesopotamica y egipcia, aparecid6 como un
conjunto de relaciones particulares y que la consideracion del resultado como teorema, es
decir, como una relacion general se dio hasta el periodo histérico de la cultura griega. Por
lo anterior, es posible esperar que existan dificultades por parte de los estudiantes para
comprender qué es un teorema, cudles son los objetos y las relaciones entre estos que se
establecen mediante el teorema de Pitagoras, y que incluso en ocasiones se confunda el

teorema de Pitagoras con la relacion pitagorica a’+b*=c>.
2.3.3 Construccion de conceptos matematicos

El desarrollo del pensamiento matematico en la educacion basica contribuye a la formacion
integral de los estudiantes, los prepara para incorporarse a una sociedad del conocimiento
que demanda cualidades como la perseverancia, tolerancia al fracaso, adaptacion y
aceptacion de los errores para afrontarlos con resiliencia (Balbuena et al., 2021). De
acuerdo con las SEP (2017), las matemadticas son un lenguaje que utiliza conceptos,
métodos, técnicas, simbolos y notaciones para describir relaciones numéricas, geométricas
y graficas. El estudio de esta disciplina favorece que los estudiantes desarrollen procesos
mentales que mejoran el pensamiento logico y critico, mediante el planteamiento y la
resolucion de problemas se contribuye a la toma de decisiones. La resolucién de problemas
matematicos permite comprender el mundo fisico, social y econdémico en diversos

contextos, sobre todo para desarrollar el pensamiento matematico de manera creativa.
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El concepto es amplio, pero refleja el compromiso que deben tener los docentes con los
saberes que deben dominar para ser compartidos con los estudiantes de una forma eficaz.
La definicion es pertinente, ya que resulta imposible simplificar una ciencia de la cual
dependen muchas otras. Pero para fines practicos, podemos referirnos a las matematicas
como la ciencia de los patrones. En este trabajo las matematicas se conceptualizan como
una actividad humana, durante la cual los estudiantes observan, representan e identifican
patrones y relaciones entre objetos matematicos (Steen, 1988), los cuales a su vez se
utilizan para entender el comportamiento de fenomenos naturales o sociales. Desde esta
perspectiva, mediante el planteamiento y la resolucion de problemas matematicos se puede

dar explicaciones a los fendmenos en contextos determinados.

Como parte del proceso de formacion de los estudiantes es necesario desarrollar conceptos
matematicos como resultado del proceso de ensefanza, dentro del cual destaca el proceso
de asignacion de significado a combinaciones de palabras o simbolos, actividad que se
encuentra asociada a el logro de un aprendizaje con entendimiento de los conceptos
matematicos. Para Vinner (2020) la construccion de significado para los conceptos
matematicos es un proceso que permite dar sentido a las ideas, en la mente de los
estudiantes, mediante el establecimiento de relaciones y asociacion de conceptos abstractos
y objetos concretos. Los conceptos pueden conceptualizarse como generalizaciones de
ideas o acciones. Los mecanismos cognitivos que ocurren en la formacion de conceptos se
relacionan con la capacidad de identificar similitudes y diferencias que pasan por seis
etapas. Los fallos en tales etapas pueden dar lugar a una falta de comprension conceptual, la

cual es el origen de muchas de las dificultades matematicas de los estudiantes.

En primer lugar, se encuentra la etapa de definicion del concepto. A partir de un contexto
no técnico en el que se utilizan ejemplos para dar un proposito de aplicacion de la nocién o
de manera formal, a partir de bibliografia especializada o mediante libros de textos, en
donde conceptos que son familiares se toman como base para explicar nuevos conceptos.
Cuando se comunican definiciones de manera formal sin el uso de ejemplos, se puede
generar una carencia de sentido y significado. La adquisicion del lenguaje es la segunda
etapa; los estudiantes no expresan su conocimiento sin que este se convierta en algo

cotidiano, es decir, al volverse familiar para ellos, cuando son capaces de relacionar las
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nociones con el ambiente matematico se puede decir que existe una apropiacion de

términos en contextos asociados a las matematicas.

La tercera etapa corresponde al seguimiento de reglas rigurosas, que a su vez esta
relacionada con el pensamiento matematico y con el desarrollo intelectual del estudiante; el
pensamiento matematico estd asociado a reglas que los estudiantes deben considerar y
estar conscientes para ponerlas en practica en contextos apropiados. Se debe tener en cuenta
que en muchos casos, el pensamiento matematico se diferencia del modo de pensamiento
intuitivo y natural en otros contextos. Asociar conceptos con definiciones como la cuarta
etapa, toma relevancia desde la perspectiva de que, para fomentar el pensamiento
matematico debe ocurrir este proceso, propiciando una especializacidon, en esta etapa se
crean oportunidades para el aprendizaje, a través de la aplicacion del conocimiento

matematico funcional, equivalente al dominio del conocimiento aplicable en el aula.

La quinta etapa corresponde a un proceso de asociacion de nociones matematicas con las
que ya estaban familiarizados los estudiantes, a través de su experiencia, y se lleva a cabo
mediante la articulaciéon de conocimientos previos con los recién adquiridos, en esta etapa
el estudiante asocia la definicion sugerida con el concepto que ha construido previamente a
partir de los ejemplos presentados creando una imagen conceptual. Finalmente la sexta
etapa se manifiesta a partir de procesos de pensamiento con significado, es el resultado de
la experiencia matematica, se deriva de la asociacion verbal y del proceso intelectual
expresados en acciones racionales y reflexivas, analiticas y explicitas, asociadas a
actividades que matemadticos y educadores matematicos utilizan en actividades académicas,

una forma de matematica aplicada en el salon de clases.
2.4. Pertinencia del marco conceptual

El marco conceptual que orienta el desarrollo de esta tesis, hace posible contar con
herramientas para responder a una pregunta de investigacion en un contexto determinado,
sin que las creencias del investigador predominen, permitiendo que las teorias y conceptos
apuntalen explicaciones plausibles, que den respuesta a los fendmenos observados y que

sean generalizables bajo ciertas condiciones.
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De esta manera, en la tesis se aborda una problema recurrente entre los estudiantes de tercer
grado de telesecundaria, el cual tiene que ver con los errores que cometen al aplicar el
teorema de Pitdgoras en la solucion de una amplia diversidad de situaciones problematicas.
El problema de investigacion se concibe desde una perspectiva que considera a las
matematicas como ciencia de los patrones y al pensamiento matematico como la aplicacion
de un conocimiento funcional. Entonces, es importante analizar las causas de errores
cometidos por los estudiantes cuando resuelven problemas relacionados con el teorema de
Pitagoras, tomando en cuenta el desarrollo historico que condujo a su constitucion como un
resultado general el cual se ha demostrado deductivamente por diversas rutas. El analisis de
la informacion empirica se basa en el marco para Andalisis de Errores de Newman (1977,

citado en Clements, 1980), con la intencidn de identificar la fuente de los errores.

El obstaculo intelectual existente antes de llegar a un razonamiento deductivo, a partir de
especulaciones empiricas, puede estar asociado a la construccion de conceptos matematicos
(Vinner, 2020). La especializacion de las ternas pitagoricas, como una de las relaciones que
guardan los lados de un tridangulo rectdngulo permitid, de manera practica, satisfacer una
necesidad comercial; si bien los antiguos mesopotamicos se habian percatado de relacion
aritmética que se presentaba entre los lados del tridngulo rectangulo no hay evidencia de
que se extendieron esos conceptos a la geometria. Por otro lado los egipcios e hindues si
llevaron esa relacion aritmética a la geometria y eso les valié otras aplicaciones donde la
geometria juega un papel preponderante sobre los calculos aritméticos, si bien se utilizaban
ternas para construir tridngulos rectangulos con las cuerdas, dichas ternas fueron
principalmente multiplos, pero la aplicacion del método de la cuerda fue més encaminada a
resolver problemas geométricos, donde el concepto de perpendicularidad se volvia una
cualidad para la aplicacion practica. A través de la historia el obstaculo fue resuelto
mediante un replanteamiento de la concepcion préactica y geométrica del tridngulo
rectangulo. Esta evolucion estd ligada con el desarrollo del pensamiento matematico que

implica una transicion de un pensamiento intuitivo a un pensamiento deductivo.

De acuerdo al desarrollo de conceptos, en el momento en que se siguen reglas, de manera
sistematica, el individuo debe tomar una decision: entre un modo de pensamiento

intuitivo-literal o uno analitico racional, es decir, en lugar de formular una respuesta
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automatica, se da un tiempo, relativamente lento, este proceso estd caracterizado por ser
reflexivo (Vinner, 2020). La deducciéon del teorema de Pitagoras es un ejemplo
representativo de dicho proceso, ya que la credibilidad en el resultado de sus relaciones, no
dependen de una representacion grafica, sino que fue el resultado de proceso intelectual el

cual no estuvo basado en la perspectiva sensorial (Gonzalez, 2009). (Figura 2).
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Figura 2. Representacion esquematica del marco de investigacion (Fuente: elaboracion

propia a partir de Radatz, 1979; Vinner, 2020).
30



CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.1. Introduccion

El enfoque de esta tesis es cualitativo y tiene el propdsito de examinar la forma en que los
participantes en una investigacion perciben y experimentan los fendémenos que los rodean,
profundizando en sus interpretaciones y significados (Herndndez et al, 2014).
Particularmente, dichos fendomenos estan relacionados con los errores que cometen
estudiantes de una telesecundaria, ubicada en una comunidad del municipio de Singuilucan
en el Estado de Hidalgo, cuando formulan, justifican y usan el teorema de Pitagoras en la

resolucion de problemas.

La eleccion del disefio de investigacion responde al interés por el contexto en el que se
desarrollara el estudio. Desde su origen, la telesecundaria, como modalidad educativa
dentro del Sistema Educativo Nacional (SEN) en 1968, fue concebida para ampliar la
cobertura en localidades marginadas, con una poblacioén estudiantil reducida, enfocada a
regiones rurales de dificil acceso y comunidades urbanas en condiciones de marginalidad
(Navarrete y Lopez, 2022). En este contexto, con la modalidad de telesecundaria se busca
brindar atenciéon a los estudiantes de comunidades que comparten -caracteristicas
geograficas, demograficas y sociales desventajosas con la finalidad de brindar una guia o
apoyo para que continien con su formacion académica en sus comunidades de origen. El
disefio de investigacion se basa en un estudio de casos multiples para examinar con
profundidad y detalle las dificultades a las que se enfrentan los estudiantes de tercer grado
de telesecundaria al resolver problemas cuya solucion requiere de la utilizacion del teorema
de Pitdgoras. Las caracteristicas particulares de la localidad y de los participantes
representan una oportunidad para determinar la sensibilidad de las causas de errores a las
condiciones contextuales, lo cual puede ser un aporte de este trabajo (Chaves y Weiler,

2016).

Con el disefio de investigacion se busca triangular las proposiciones y explicaciones
empiricas, que surgieron a partir de observaciones en el aula de telesecundaria de tercer
grado en la clase de matematicas; con los argumentos construidos por investigaciones

relacionadas como son: el desarrollo historico, que llevd al descubrimiento, generalizacion
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y aplicacion del teorema de Pitdgoras y la relacion de este resultado con otros resultados y
objetos matematicos. Se disefid e implementd una prueba escrita, que permitio identificar
las dificultades que presentan los estudiantes cuando resuelven problemas relacionados con
su aplicacion. Posteriormente, se llevaron a cabo entrevistas a los estudiantes, con la
intencion de indagar entre las posibles causas que originan las dificultades y asi ampliar la
informacion sobre la causa de los errores y proponer una respuesta para la pregunta de

investigacion (Eisenhart, 1991).

La pertinencia del presente disefio se sustenta en la interpretacion de la perspectiva de los
estudiantes y en las caracteristicas presentes en el contexto, de tal manera que se hagan
visibles, a través de los instrumentos de recoleccion de informacion, las causas que
propician los errores al resolver problemas relacionados con el teorema de Pitagoras. Desde
esta Optica, el disefio, se concibe como una herramienta con la cual se da congruencia
tedrica, empirica y metodologica, a través de la caracterizacion de los datos recolectados y
las observaciones, con la intencion de explicar las dificultades a las que se enfrentan los

estudiantes al abordar este tema durante la secundaria.
3.2. Seleccion de las tareas

La tarea consta de una prueba escrita, la cual se conformd a partir de lo expresado en el
avance del contenido del programa sintético de la fase 6 para la educacion basica en
Meéxico, donde se menciona, como proceso de desarrollo de aprendizaje, “Formula,
justifica y usa el teorema de Pitdgoras al resolver problemas” para tercer grado de
telesecundaria, el cual se encuentra vinculado al contenido Medicion y cdlculo en diferentes
contextos (SEP, 2022). De igual manera, se revisaron las tareas que aparecen en la guia
didactica para el docente en telesecundaria correspondiente a tercer grado (Balbuena et al.,
2021). Es importante mencionar que los libros con los que trabajaron los estudiantes y
docentes en el ciclo escolar 2023-2024 en escuelas telesecundarias del municipio de
Tulancingo y Singuilucan, no correspondian a la actualizacion del Plan de Estudio, sin
embargo fueron utilizados, por su compatibilidad en la mayoria de los contenidos y porque
fueron entregados por Servicios Regionales de la SEP. El tema Teorema de Pitagoras se

encuentra en las secuencia 8 y 17, respectivamente, ubicado en el tercer grado, con el
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aprendizaje esperado Formula, justifica y usa el teorema de Pitigoras (Balbuena et al.,

2021).

A partir de lo anterior se seleccionaron y adaptaron seis problemas encontrados en Internet,
que cumplieran con las condiciones establecidas en el plan de estudios. Tras examinar
diferentes sitios en la red, fue posible identificar una fuente importante de recursos para
desarrollar y evaluar el tema, desde problemas clasicos, los cuales implican un contexto
histérico, digno de desarrollar durante su implementacién, por lo cual fueron descartados
(Garcia, 2023); hasta problemas especificamente disefiados para abordarlos de una manera
creativa, considerando un grado de dificultad para considerarse un reto, en donde se estima
que se cometan errores, tal y como trabaja un matematico, con el objetivo de brindar a los
estudiantes la oportunidad de pensar, explorar y trabajar sistematicamente echando mano de
las habilidades adquiridas en la escuela (Nrich, s. f.). Los problemas fueron elegidos
considerando el grado escolar de los estudiantes, a los que estan dirigidos, en este caso, se
concretd la busqueda de problemas dirigidos a estudiantes de secundaria, en un rango de
edad de entre 11 y 16 afios, con un grado de dificultad progresiva, en contextos analogos a

las propuestas del libro de texto.

Problema 1. ;Cudl es la medida de la longitud de la escalera?

8m

Fuente: Adaptado de Asth. (s.f.)

El propdsito de este problema es establecer la relacion pitagorica con la longitud de la
escalera, el reto para los estudiantes esta vinculado a la asociacion de la imagen con un
tridangulo rectdngulo. A partir de la informacion dada, se puede inferir la longitud de los
catetos, por lo que la respuesta al problema se enfoca en encontrar la medida de la

hipotenusa, la cual esta representada por la longitud de la escalera en metros.
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Problema 2. ;Cual es el valor de “Y™ si se considera el siguiente tridngulo rectangulo?

13

-

12

Fuente: Neurochispas (s. f.)

En el segundo problema se busca el valor de “Y” asociado a uno de los catetos del triangulo
rectangulo. En este caso, se debe despejar uno de los catetos en la relacion pitagorica para
obtener el valor deseado, de esta manera establecer la diferencia entre el cuadrado de la
hipotenusa y el cuadrado del cateto conocido. En este problema se promueve una ruta de

soluciodn algebraica.

Problema 3. La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la diagonal de la

pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgada equivale a 2.54 centimetros:

Si David desea comprar un televisor para colocarlo en un hueco de 96x79cm, ;de cuantas
pulgadas de diagonal debe ser el televisor? (Asth, s. f.). En este problema se presenta una
situacion hipotética en la que no se hace explicita la utilizacién del teorema de Pitdgoras,
pero que involucra a las diagonales de dos rectangulos. Es necesario establecer la longitud
de la diagonal del rectangulo formado por el hueco en el que se acomodari el televisor en
centimetros, para asociarla al tamafio maximo que debe tener el televisor, en relacion a su
diagonal en pulgadas, para poder cumplir con las condiciones, es necesario transitar de

unidades en algun momento durante la resolucion.

Problema 4. Si dos de los lados de un tridngulo rectangulo miden 5 cm y 6 cm de largo,
(cuantas posibilidades hay para la longitud del tercer lado? (Nrich, s. f.). En el presente
problema se examinan las nociones sobre el triangulo rectdngulo y las implicaciones para
establecer la relacion pitagorica cuando se desea encontrar uno de los catetos o la

hipotenusa. Representa una oportunidad para identificar la forma en que el estudiante
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aborda el problema para dar una respuesta rapida o decide invertir un mayor tiempo en la
reflexion del mismo.

Problema 5. La figura siguiente estd formada por cuadrados de distintos tamafos, siendo el
numero de cada cuadrado la longitud del lado de dicho cuadrado (primeros términos de la

serie de Fibonacci). Se desea calcular la longitud de la cuerda de color rojo.

/% 5/
S

Fuente: Asth (s. f).

En este problema la atencidon estd centrada en la longitud de la cuerda roja, pero estan de
por medio nociones relacionadas con las diagonales de cuadrados y tridngulos rectangulos
isosceles que propician el establecimiento de patrones como una oportunidad de simplificar
la resolucidn de la relacion pitagorica en cada uno de los cuadrados. Es un problema que a
simple vista puede parecer laborioso, pero representa una oportunidad para examinar la
forma en que se emplean las nociones sobre el tema al momento de abordar este tipo de

problemas.

Problema 6. Cuatro cuadrados unitarios se colocan de borde a borde como se muestra.

(Cual es la longitud de la linea diagonal trazada?

L~

Fuente: Nrich (s. f.)
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En el sexto problema se propone una figura compuesta por cuatro cuadrados en la que no se
identifica a primera instancia el triangulo rectangulo que podria servir de referencia. Una
respuesta apresurada podria implicar una secuencia de calculos imprecisos. La concepcidon
de la relacion pitagdrica como algoritmo para resolver ejercicios, limita la identificacion de
los objetos y sus relaciones, es necesario tomar decisiones reflexivas derivadas de un
proceso de pensamiento deductivo para poder completar la figura y deducir el rectangulo

cuya longitud de su diagonal representa la respuesta que se busca.
3.3. Participantes

Los participantes de la investigacion son estudiantes de una telesecundaria ubicada en el
Municipio de Singuilucan, en el estado de Hidalgo, quienes fueron seleccionados por
conveniencia. Al momento de implementar las tareas, los participantes ya habian revisado
el siguiente contenido (26 de enero de 2024): “féormula, justifica y usa el teorema de
Pitdgoras al resolver problemas”. Para llevar a cabo la implementacion de las tareas se
solicito el permiso al director de la escuela y, posteriormente, se coordind la
implementacioén con el docente responsable del grupo. Es importante mencionar que se
inform6 a los padres de familia sobre dicha actividad y se solicit6 la autorizacion, por

escrito, para permitir a sus hijos o tutorados abordar las actividades.

La tarea se implementd el martes 30 de enero del 2024. Participaron 10 mujeres y siete
hombres, con edades entre 14 y 15 afios, quienes en su mayoria son originarios de la
comunidad donde se ubica la escuela. La sesion de trabajo inici6 a las 9:00 de la mafiana y
tuvo una duracién aproximada de dos horas con 15 minutos. Las indicaciones a los
estudiantes fueron que debian resolver los problemas sin el uso de calculadoras. Se les
indico, ademas, que debian hacer explicitas todas las operaciones y explicaciones sobre la

resolucion de los problemas.
3.4. Contexto sociocultural

La comunidad en la que habitan los estudiantes que participaron en la investigacion cuenta
con una poblacion aproximada de 389 habitantes, de los cuales 209 son mujeres y 180 son

hombres. Las principales actividades econdmicas son: la agricultura, la ganaderia y
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actividades relacionadas con la industria y el comercio. Cuenta con vias de comunicacion

accesibles y transporte que conecta con Pachuca, Tulancingo y Singuilucan.

En cuanto a educacion, la cobertura del nivel basico esta cubierto, la comunidad cuenta con
preescolar, primaria general y telesecundaria. Para continuar con los estudios de educacion
media superior y superior, los estudiantes deben trasladarse fuera de la comunidad. Para el
ciclo escolar 2022-2023 la escuela telesecundaria en que se implementd la actividad
contaba con una matricula de 124 estudiantes (69 mujeres y 55 hombres), repartidos en dos
grupos por cada grado. En cuanto a infraestructura la institucion cuenta con seis edificios
en los cuales se encuentran repartidas 11 aulas. Cada grupo cuenta con una computadora e
internet, ademds de un cafién para proyectar, una television conectada a la senal de edusat

(https://aprende.gob.mx/red-edusat/) y un docente.

3.5. Instrumentos de recoleccion de la informacion

Los instrumentos utilizados para recabar la informacidon empirica incluyen una prueba
escrita y una entrevista semiestructurada. El contenido de las preguntas en ambos casos fue
identificar las dificultades de los estudiantes al resolver problemas cuya solucidon requiere
de utilizar el teorema de Pitdgoras y clasificar las causas de los errores. La estructura de
ambos instrumentos permitio obtener informacion sobre las dificultades que enfrentan los
estudiantes (Becerra, 2012). La prueba escrita se integra por seis problemas mediante los
cuales se busco evaluar el rendimiento de los sujetos de estudio cuando formulan, justifican
y usan el teorema de Pitagoras. El orden en el que aparecen responde, en principio, a la
similitud de ejercicios presentados durante su estudio en el salon de clases, posteriormente,
se plantean situaciones que brindan a los estudiantes la oportunidad de trabajar
sistematicamente para justificar su pensamiento y aplicacion de los conceptos curriculares,

con lo cual se desea clasificar las causas de los errores que cometen los estudiantes.

Dos dias después de la aplicacion de la prueba escrita se llevd a cabo una entrevista
semiestructurada a tres estudiante, con la intencion de identificar ideas y puntos de vista
que permitan identificar las dificultades relacionadas con el aprendizaje del teorema de
Pitagoras asociadas a las dificultades registradas en desarrollo histérico de conceptos

durante su génesis. Este intercambio de opiniones a través del didlogo permite obtener
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informacion sobre el modo en que fueron abordados los problemas con pocos dias de
diferencias, permitiendo la comprension de la perspectiva de los estudiantes ante las
dificultades que experimentaron expresado en sus propias palabras. El guion de la
entrevista fue estructurado con base en los cuestionamientos que se enuncian a
continuacion, considerando que, con cada estudiante la situacion es diferente, por lo que la
improvisacion se orientd hacia las dificultades y nociones insuficientes en torno al teorema

de Pitagoras.
Lee en voz alta el primer problema

(Se entendio la pregunta?

(Que dificultades encontraste al resolver el problema?

¢(La informacion que proporciona el problema fue suficiente para resolverlo?
(Consideraste que podrias resolverlo? ;Por qué si? o ;Por qué no?

(Qué conceptos, conocimientos, experiencia, se necesitd para que lo resolvieras?
(Qué es un triangulo rectangulo?

¢ Tomaste en cuenta las unidades que te daban en el problema?

(Para resolver este problema qué expresion algebraica utilizaste?

(Cuadles son los elementos de esa expresion?

(Recuerdas en qué situaciones se realiza una suma en cudles una resta?
(Como elevas al cuadrado un niamero?

(Las unidades también se elevan al cuadrado?

(Qué representa o significa elevar los metros al cuadrado?

(Como obtener la raiz cuadrada de un nimero?

De acuerdo con los resultados que obtuviste ;Cudl seria la soluciéon al problema
utilizando tus propias palabras?

Se realizaron grabaciones de la entrevistas
3.6. Procedimiento para el analisis de la informacion

La informacién se codifico para obtener datos, a partir de los cuales se identificaron
patrones y regularidades que, finalmente, fueron la base para estructurar una respuesta a la
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pregunta de investigacion. Los datos se organizaron y resumieron en tablas con la finalidad
de examinarlos y comprenderlos, al identificar patrones de significado (Hernandez et al.,
2014). En la tabla 1, de doble entrada, se concentran los resultados de la prueba escrita, los
renglones corresponden a los estudiantes y las columnas a los problemas que integraron la

prueba escrita. Ademads se indica si la respuesta es correcta o no.

Tabla 1. Concentrado de problemas resueltos de manera correcta (1) o incorrecta (0).

Elaboracion propia.

Estudiante/ P1 P2 P3 P4 P5 P6
Problema

Al
A2

A 17

En los casos donde el problema no fue resuelto de forma correcta, se identificaron las
diversas fuentes de error, para ellos se utilizd la categorizacion de Newman. Los datos
seran codificados en una tabla andloga a la tabla 1 en donde se puntualizan las causas
asociadas con las interacciones entre estudiantes y la pregunta (error de lectura P1, error de
comprension P2, error por transformacion P3, error de habilidad de proceso P4 y error de
codificaciéon P5) asi como, las causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y
condiciones externas (error por descuido El y error de motivacion o de argumento

defectuoso E2).

Tabla 2. Concentrado de causas a partir de los errores que cometen los estudiantes.

Elaboracioén propia.

Estudiante/Tarea Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4 Tarea 5 Tarea 6
Al

A2

Al7

Causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y la pregunta (P1, P2, P3, P4, P5)
Causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y condiciones externas (E1, E2)
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En cuanto a las entrevistas, el procesamiento de la informacidn inicia con su transcripcion,

mediante un procesador de textos. Los resultados obtenidos seran analizados mediante una

lista de cotejo que den cuenta del desarrollo de conceptos que los estudiantes utilizan para

expresar sus ideas.

Tabla 3. Desarrollo de conceptos expresados por los estudiantes. Elaboracion propia

de Pitagoras

Caracterizacion de etapas que ocurren en la formacion de conceptos en torno al teorema

Etapas del desarrollo de conceptos

Si

No

Definicion

Adquisicion del lenguaje

Seguimiento de reglas rigurosas

Asociar concepto con definicion

Articulacion de nociones matematicas
preexistentes

Asociacion de procesos con acciones

La organizacion de los datos en la tabla 3, servira para hacer visibles, aspectos relacionados

con las dificultades en el desempefio de los estudiantes de tercer grado cuando estudian el

teorema de Pitdgoras en telesecundaria.
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CAPITULO 4. RESULTADOS

4.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los resultados derivados del andlisis de la aplicacion de la
tarea escrita, donde los participantes resolvieron seis problemas relacionados con el
teorema de Pitdgoras, asi como de la entrevista semiestructurada realizada posteriormente a
tres de ellos. En la primera fase del analisis, la informacion se organizo en una tabla de
doble entrada, en la cual se resume la cantidad de problemas que fueron resueltos de
manera correcta e incorrecta por cada uno de los estudiantes. Posteriormente, se
examinaron las causas de los errores cometidos a partir de los problemas identificados

como incorrectos.

Los resultados se sintetizaron en una segunda tabla, en la que se clasificaron las causas de
errores utilizando la jerarquia de causas de error de Newman, las cuales se encuentran
asociadas: con interacciones entre el estudiante y la pregunta, asi como, a las interacciones
entre el estudiante y condiciones externas. Lo que dio lugar a siete categorias a priori,
codificadas de la siguiente manera. Las primeras cinco estan centradas en las acciones,
estrategias o conceptos que el estudiante utiliza al enfrentarse al problema siendo: error de
lectura o decodificacion (P1), error de comprension (P2), error por transformacion (P3),
error de habilidades de proceso (P4) y error de codificacion (P5). Las ultimas dos estan
relacionadas con factores externos que afectan a los estudiantes cuando resuelven un
problema, a manera de distraccion y son: errores por descuido (E1) y de motivacion o

argumento defectuoso (E2) (Clements, 1980; Santoso, 2017; Sari y Wutsqa, 2019).

En la segunda parte del andlisis se describen con mayor detalle los errores que cometieron
los estudiantes durante la tarea, asi como las causas que los provocan. Los datos obtenidos
fueron resultado de la exploracion de las entrevistas semiestructuradas realizada a tres
estudiantes. También se identificaron categorias emergentes, ya que un error puede surgir
de diferentes procesos (Radatz, 1979), las cuales fueron agrupadas en una tercera tabla de

doble entrada.
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4.2. Resultados generales

Los resultados de la prueba escrita se condensaron en la Tabla 4, en la que aparecen los
resultados de los 17 estudiantes que participaron, la tarea consistidé en resolver seis
problemas. El orden en el que aparecen esta relacionado a la similitud de los ejercicios que
resolvieron en su clase de matematicas, en donde se plantearon situaciones que pongan en

practica la formulacion, justificacion y uso del teorema de Pitagoras.

Tabla 4. Concentrado de resultados: solucidn correcta (1) o incorrecta (0). Elaboracion

propia.
Estudiante/Tarea Tarea 1 Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4 Tarea 5 Tarea 6
Al 0 0 0 0 0 0
A2 0 0 0 0 1 1
A3 0 0 0 0 0 0
A4 0 0 0 0 0 0
A5 0 0 0 0 0 0
A6 0 0 0 0 0 0
A7 0 0 0 0 0 0
A8 1 1 1 0 0 0
A9 0 1 0 0 0 0
A 10 1 1 0 0 0 0
A ll 1 1 0 0 0 0
A 12 0 1 1 0 0 0
A 13 1 1 1 0 0 0
A 14 1 1 0 1 0 0
A 15 1 0 0 0 0 0
A 16 0 0 0 0 0 0
Al7 1 1 0 0 0 1

En la tabla anterior podemos observar que la mayor cantidad de estrategias que llevaron a
la solucidn correcta se presentaron en los problemas 1 y 2. Posteriormente se percibe una
reduccion considerable. EI niimero de estudiantes que respondieron de manera correcta el
problema 1 es de 7 (41.1%), en el problema 2 se identificaron a 8 (47 %), en el problema 3
se identificaron a 3 estudiantes que respondieron correctamente (17.6%), en el problema 4
y 5, se identificé a 1 estudiante respectivamente, que contestaron de manera correcta
(5.8%), finalmente en el problema 6 se identificaron a 2 estudiantes que lo resolvieron de

manera satisfactoria (11.7%).
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A partir de los resultados anteriores se examinaron las causas, que llevaron a cometer
errores por parte de los estudiantes, en cada uno de los problemas, mediante la jerarquia de
causas de error de Newman (Clements, 1980; Santoso, 2017; Sari y Wutsqa, 2019). Los
niveles de la jerarquia de causas de error se codificaron y se consideraron como categorias

para su analisis las cuales se muestran en la tabla 5.

Tabla 5. Codificacion de las causas de error. Elaboracion propia.

Causas de error asociadas con las interacciones entre estudiantes y la Categoria
pregunta

Error de lectura o decodificacion P1
Error de comprension P2
Error por transformacion P3
Error de habilidades de proceso P4
Error de codificacion P5
Causas de error asociadas con las interacciones entre estudiantes y Categoria
condiciones externas

Errores por descuido El
Error de motivacion o argumento defectuoso E2

A continuacion se describen las causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y
la pregunta conforme a la jerarquia de causas de error de Newman de la cual se desprenden
5 categorias. En el primer nivel de la taxonomia se encuentra el error de lectura o
decodificacion (P1). En esta categoria los errores se presentan cuando las palabras o
simbolos escritos no fueron reconocidos por el estudiante, lo que lleva a no seguir con el
curso de solucidén del problema, el cual se hizo evidente en el caso del estudiante A2

cuando resolvia el problema 3 (Figura 3).

En el problema 3 se presenta una situacion apegada a una realidad que puede ocurrir en un
contexto determinado. En este caso se presenta un problema en el que no se hace explicita
la utilizacion del teorema de Pitagoras, pero en donde se involucra la diagonal de un

televisor, la cual permite determinar sus dimensiones, asi como, un hueco en la pared que

43



limita el tamafio maximo que debe tener la pantalla. De acuerdo al orden cronoldgico
relacionado con el procedimiento empleado por A2 se puede identificar errores asociados
con interacciones entre el estudiante y condiciones externas de tipo El, asociados a
descuidos por parte del estudiante que no impidieron continuar con la resolucion del

problema. Mas adelante se identificé un error de tipo P1 asociado a un error de lectura.

3.- La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la 1‘:I|agonal de la
pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgada equivale a 2.54 centimetros:

1"=2,54cm 6
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Si David desea comprar un televisor para colocario en un hueco de 96x79cm, ;de
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Figura 3. Error de tipo E1 y P1 cometidos por el estudiante A2 durante la resolucion del
problema 3.

Al representa la relacion pitagorica a partir de la forma algebraica a= b*+c” en la linea 1, lo
cual difiere de la representacion tradicional de la relacion pitagdrica (c*= a*+b?), omite
elevar al cuadrado la literal a este descuido persiste durante toda la secuencia de resolucion.
En la linea 2 reescribe la relacion como ¢= a’+b*. En la linea 3 se presenta el error de tipo
P1, el cual ocurre porque el numero 96 no fue reconocido por Al, en su lugar escribi6 69,
dando como resultado una secuencia equivocada que impidi6 el curso de solucion del

problema.
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En el segundo nivel encontramos errores de tipo P2 o de comprension, el cual aparece
cuando el estudiante puede leer la pregunta pero no entiende los requisitos, lo que provoca
fracasos o equivocaciones en el intento por resolver un problema. En la figura 4 y 5

podemos observar ejemplos de este tipo.

4 - Si dos de los lados de un tridngulo rectangulo miden 5 cm y 6 cm de largo o
ccuamas posubllrdades hay para la longitud del tercer lado? - e

=

2 b é /PZ 5 \{\6
("" 3 P2
3g:253 "”q* "
4 b-)[(;—- %9 A
4 t 36
b 1

Figura 4. Error de tipo P2 cometido por el estudiante A3 durante la resolucion del
problema 4.

En el problema 4 se examinan las nociones sobre el tridngulo rectangulo y las
implicaciones para establecer la relacion pitagorica cuando se desea encontrar uno de los
catetos o la hipotenusa. Representa una oportunidad para identificar la forma en que el
estudiante aborda el problema para dar una respuesta rapida o decide invertir un mayor
tiempo en la reflexion del mismo. De acuerdo a la secuencia de pasos durante la resolucion
del problema podemos identificar errores de tipo E1 asociados a descuidos por parte del
estudiante que no le impidieron continuar con la resolucion del problema. Posteriormente
se presenta evidencia de errores de tipo P2 que llevaron a A3 a cometer equivocaciones que

impidieron continuar con la resolucion del problema.

En este caso A3 omite la representacion de unidades en centimetros en la linea 2, lo cual se
repite durante el proceso de solucion, este descuido no impidi6 continuar con el proceso. La
evidencia del error de tipo P2 se puede identificar cuando escribe la relacion pitagorica c¢*=
a’+b* en la linea 1 que después cambia por b*= 5°+67 , esto ocurre debido a que comprende
el problema en términos matematico, pero no capta el significado de toda la informacion
contenida en la pregunta, no relaciona la totalidad de los datos con las condiciones del
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problema, esto se puede observar cuando, al sustituir los datos del tridngulo rectdngulo que
representa mediante un dibujo, lo hace cometiendo equivocaciones, ya que asigna 6 m, a la
longitud de la hipotenusa, que luego escribe en la relacién pitagérica como uno de los
catetos. Dichas equivocaciones lo conducen a resolver el problema de manera intuitiva.
Otro ejemplo que corresponde a la categoria P2, como se observa en la figura 5,
correspondiente al problema 6. En este caso A16 recurre a la utilizaciéon de una regla para

hacer mediciones lo cual conlleva al fracaso en su intento por resolver el problema.

6.- Cuatro cuadrados unitarios se colocan de borde a bord,

es la longitud de la linea diagonal trazada? € Como se muestra. ; Cyal
3. I
-0 —
| %@ .7 5
Pl 1
2} Jj ‘ L
1C< ofH
%) o 1| \ : ‘:___Ez
3 {0
4

Figura 5. Error de tipo P2 cometido por el estudiante A16 durante la resolucion del
problema 6.

En el problema 6 se propone una figura compuesta por cuatro cuadrados de lado unitario,
en la que no se identifica a primera instancia el tridngulo rectangulo que podria servir de
referencia. Una respuesta apresurada podria implicar una secuencia de calculos imprecisos.
La concepcion de la relacion pitagérica como algoritmo para resolver ejercicios, limita la
identificacion de los objetos y sus relaciones, es necesario tomar decisiones reflexivas
derivadas de un proceso de pensamiento deductivo para poder completar la figura y deducir
el rectdngulo cuya longitud de su diagonal representa la respuesta que se busca. En este
caso A16 realiza célculos en la linea 2 a partir de mediciones, como resultado de no haber

entendido las condiciones del problema.

La categoria P3 corresponde a errores por transformacion, en este nivel los errores ocurren

debido a que los estudiantes no pueden identificar la secuencia de operaciones adecuadas
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para resolver un problema, a pesar de entender los requerimientos del mismo. Esto lo
podemos observar en el caso representado en la figura 6 donde el estudiante A7, emplea un

proceso equivocado en la resolucion del problema.

. . 3 2
2.- ;Cual es el valor de Y si se considera el siguiente triangulo rectangulo

: o,

1 ('if 'gibﬂmp'g Y L

2 Y= \'l})\_\"/'- i,

Y \ﬁﬂ.jfiutq 12

4 §= \lr])i‘q)

; t-0%.5 \,\\'5 9% \CA )
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bt 11\_ —515 o (H0-

Rl A\

Figura 6. Error de tipo P3 cometido por el A7 durante la resolucion del problema 2

En el problema 2 se busca el valor de la literal ¥ asociado a uno de los catetos del triangulo
rectangulo. En este caso, se debe despejar uno de los catetos en la relacion pitagorica para
obtener el valor deseado, de esta manera establecer la diferencia entre el cuadrado de la
hipotenusa y el cuadrado del cateto conocido. En este problema se promueve una ruta de
solucién algebraica. En la figura anterior se observa que A7 representa la relacion
pitagorica a partir de la forma algebraica a’= ¢*+b* en la linea 1, lo cual difiere de la

representacion a’= c¢*- b%, lo cual result6 en el empleo de un procedimiento equivocado.

La categoria P4 corresponde a errores que se producen cuando el estudiante no lleva a cabo
el procedimiento correctamente para la resolucion de un problema, a pesar de haber
identificado la secuencia de operaciones correctas. Como en el caso representado en la
figura 7, donde el estudiante A16 no lleva a cabo el procedimiento correcto para resolver la
raiz cuadrada. En el problema 1 se pretende establecer la relacion pitagdrica, como
herramienta para encontrar la longitud de la escalera, el reto para los estudiantes estd
vinculado a la asociacion de la imagen con un triangulo rectangulo. A partir de la

informacion dada, se puede inferir la longitud de los catetos, por lo que la respuesta al
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problema se enfoca en encontrar la medida de la hipotenusa, la cual esta representada por la

longitud de la escalera en metros.

o A ] /
I G= 26

Figura 7. Error de tipo P4 cometido por el A16 durante la resolucion del problema 1

En este caso podemos identificar errores de tipo E1 que el estudiante A16 comete en las
lineas 2, 3 y 4 que de haber progresado de manera efectiva no hubieran limitado la
resolucion del problema. En la linea 2, el estudiante omite expresar las unidades cuando
representa la longitud de los catetos, las cuales estan dadas en metros, en la linea 3 persiste
la omision de las unidades, en esta instancia no coloca las unidades al cuadrado después de
efectuar la operacion de manera correcta. En la linea 5 se presenta el error que resulto en el
empleo de procedimientos equivocados. Se puede apreciar que representa simbolicamente,
de lado derecho de la igualdad, la raiz cuadrada de 113, pero a un costado, las operaciones
que realizd, corresponde al algoritmo de la division, lo que impidi6 que se llegara a la

solucion del problema de manera efectiva.

En la categoria P5 se encuentran los errores que comete el estudiante cuando no
proporciona de forma explicita la respuesta al problema que se le plantea. Se puede
observar en la figura 8 donde el estudiante A17 resuelve de manera efectiva el problema

pero no es capaz de codificar su respuesta de forma explicita.
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5.; La figura siguiente est4 formada por cuadrados de distintitos tamanos, siendo el
namero de cada cuadrado la longitud del lado de dicho cuadrado (primeros términos

de la serie de Fibonacci). = (9)
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Se desea calcular la longitud de la cuerda de color rojo

A - Cuatrn riadradae tnitanine ea ralacan da boeda ;o bhaed . -

Figura 8. Error de tipo P5 cometido por el A17 durante la resolucion del problema 5

En el problema 5 la atencion se centra en la longitud de la cuerda roja, pero estan de por
medio nociones relacionadas con las diagonales de cuadrados y triangulos rectangulos
isésceles que propician el establecimiento de patrones como una oportunidad de simplificar
la resolucién de la relacion pitagérica en cada uno de los cuadrados. Es un problema que a
simple vista puede parecer laborioso, pero representa una oportunidad para examinar la
forma en que se emplean las nociones sobre el tema al momento de abordar este tipo de
problemas. Para este caso, se puede identificar que A17 establece como ruta de solucion a
la relacion pitagdrica y en especifico la longitud de la hipotenusa, al escribir “se busca a c¢”,
establece patrones relacionados con las diagonales de un cuadrado y realiza explicitamente
la suma, pero al final falla al presentar su respuesta, ya que escribe que “La suma de la
medida de cada cuadrado es 20, por ende la longitud de la cuerda es 20”. Deduce de una
forma poco intuitiva la solucién, pero a pesar de haber resuelto adecuadamente el

problema, no proporciona de forma escrita la respuesta.

En cuanto a las causas de los errores asociadas con las interacciones entre estudiantes y
condiciones externas de acuerdo a la jerarquia de causas de error de Newman, se
desprenden dos categorias: E1 la cual tiene que ver con errores cometidos por los

estudiantes debido a descuidos y la E2 asociada a la motivacion o a un argumento
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defectuoso. En la categoria E1 se clasifican los errores que se presentan cuando se emplea
un patréon equivocado al momento de abordar un problema, pero que en un segundo
momento, cuando se vuelve a revisar es capaz de darse cuenta y corregir el patron, lo
podemos observar en la figura 9.

3.- La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la diagonal de la
pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgada equivale a 2.54 centimetros:

1"=12,54cm

Si David desea comprar un televisor para colocarlo en un hueco de 96x?9cm ide
cuantas pulgadas de diagonal debe ser el televisor? > 5
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Figura 9. Error de tipo E1 cometido por A17 durante la resolucion del problema 3

En el proceso realizado por Al7, al resolver el problema 2 de la tarea, podemos observar
que reconoce el lenguaje y los simbolos, ademads, entiende los requisitos del problema y
formula una secuencia de pasos adecuada hasta la linea 3, realiza el algoritmo de la
multiplicacion de maneras correcta, sin embargo se observan descuidos como: omitir la
expresion de valores como “C” al cuadrado o colocar las unidades. En la linea 3 se presenta
un descuido que le impide seguir con el curso de solucion. A17 comete un descuido al
codificar con poco cuidado el 6 durante el algoritmo de la multiplicacion de 96x96, los
escribe cada vez mas parecido al cero, lo cual llevd a que en la linea 3 escribiera 9210, en

lugar de 9216.

En la categoria E2 podemos encontrar errores de motivacion, los cuales ocurren cuando el

estudiante decide no resolver el problema a pesar de haberlo comprendido y de haber
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trazado una ruta de solucion adecuada, en la figura 10 podemos observar el caso de A10, en

donde explicitamente describe la ruta de solucion, pero el proceso se queda inconcluso.

5.- La figura siguiente esta fomada por cuadrados de distintitos tamafos, snendp el
numero de cada cuadrado la longitud del lado de dicho cuadrado (primeros términos
e) de la serie de Fibonacci). £2

Se desea calcular la longitud de la cuerda de color rojo.

Figura 10. Error de tipo E2 cometido por A10 durante la resolucion del problema 5

La ruta de solucion propuesta por A10 para abordar el problema 5 parece ser adecuada,
pero solo realiza el proceso para la diagonal del cuadrado de lados 8 y para el de 2.
Posteriormente escribe “yo creo que se puede sacar la longitud de la cuerda roja, sacando,
la hipotenusa de cada cuadrado y sumando los resultados” lo cual indica que toma la
decision de no continuar con el proceso de solucion. El conjunto de datos se concentro en la
tabla 6, en ella podemos observar que: en el problema 1, las causas de error que cometieron
los estudiantes encajan en la categoria P4. En cuanto al problema dos las causas de errores
estan relacionados con la categoria 3 predominantemente, pero también aparecen causas de
errores dentro de la categoria 3. En los dos primeros problemas, los errores que aparecen
son relacionados a las habilidades de proceso, principalmente, equivocaciones en el proceso
para obtener la raiz cuadrada de un ntimero, asi como, en la multiplicacién en el proceso de

elevar al cuadrado un niumero.

Durante el analisis de la tarea, frecuentemente los estudiantes representaron a la relacion
o 2 2 2
pitagéricacomoa =c + b .
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Tabla 6. Causas de error cometidas por los estudiantes. Elaboracion propia.

Estudiante/ Tarea 1 Tarea 2 Tarea3 | Tarea 4 | Tarea5 | Tarea 6

Tarea
Al P4, El P3,El P4.E1 P2,El P2 P2
A2 P4, El P3,El, E2 P1,El P2,El NA NA
A3 P4, El P4 P4,E1 P2,E1 P5, El P2
A 4 P4, El P4 P4, El P2 P2 P2
AS P4, El P3, E2 P4, El P2 P2 P2
A6 P4, El P3,El P4,El P2,E1 P3 P2
A7 P4, El P3,El P4, El P2,El P2 P2
A8 NA NA NA P2,E1 PS5, El| P2
A9 P4,El NA P3,E1 P2,El P2 P2
A 10 NA NA P4, El P2,El E2 P2
A1l NA NA P4, El P2,El E2 P2
Al12 P4, El NA NA P2 P2 P2
A 13 NA NA NA P2 P2 P2
A 14 NA NA P4, El NA PS5, E2 P2
A 15 NA P3, E2 P4, El P2 E2 P2
A 16 P4, El P4El P2 P2,El P3 P2
A 17 NA NA El P2,El P5 NA

Causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y la pregunta (P1, P2, P3, P4, P5)

Causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y condiciones externas (E1, E2)

Para el problema 2 las categorias muestran que las causas de error que cometieron los
estudiantes de manera mas frecuente fueron del tipo P3, esto ocurre después de establecer
la relacion pitagorica en la primera linea para buscar el cuadrado de la hipotenusa, pero no
despejan alguno de los catetos. Es decir no establecen la diferencia de cuadrados entre la
hipotenusa y el cateto conocido. También se hicieron presentes causas de error de tipo P4

consistente a los predominantes en el problema 1.

En el problema 3 aparece la categoria P1, donde el estudiante lee mal los simbolos y los
interpreta de manera equivocada, también aparece la categoria P2, en este caso el estudiante

no capta el significado de toda la informacidon contenida en el problema y escribe

2 .2 , , , . .

(a x b )/2. Ademas se presentd una causa de error de la categoria E1 debido a un descuido
de codificacion, el estudiante transcribi6 de manera equivoca el resultado de una
multiplicacion originada por cambiar el seis por el cero. Aunado a lo anterior aparece un

caso donde la causa del error que comete el estudiante se ubica dentro de la categoria P3, ya
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que, el plan que formul6 no fue adecuado, debido a que escribe la representacion algebraica

. . 2 2 2 2 2 2
para encontrar la distancia de uno de los catetosc =a — b ,enlugardec =a + b,
desviandose de un curso adecuado de solucion. La mayor frecuencia de causas de error
recayo en la categoria P4 consistentes en los errores cometidos en los problemas anteriores.

Este problema fue el que presentd mas diversidad de errores por parte de los estudiantes.

En el problema 4 todos los errores cometidos por los estudiantes se encuentran dentro de la
categoria P2, es posible identificar que comprenden el problema, en términos generales,
pero no logran captar el significado de toda la informacion. En el problema 5 aparecieron
causas de error P5, donde los estudiantes, a pesar de haber resuelto satisfactoriamente el
problema no proporcionan de forma escrita la respuesta. También se presentan errores
dentro de la categoria E2, los cuales estan relacionados con la comprension del problema, la
formulacion de una ruta de solucion adecuada y la realizacién de algunos procedimientos
de manera correcta pero no concluir con el proceso de solucion. Las causas de error que

aparecen en las categorias P2, P3 son consistentes a los errores cometidos anteriormente.

En el sexto problema los errores mas frecuentes son de la categoria P2, ya que al comunicar
sus ideas los estudiantes exhiben que tienen ideas erroneas asociadas con el significado de
cierta informacion del enunciado, no logran relacionar datos con las condiciones del
problema, por ejemplo, los estudiantes: A8, A9, A10 y A15 escribieron “3 unidades”. Otra
estrategia recurrente fue realizar mediciones con una regla, como en los casos de Al 'y A2.

En el caso de A1l su respuesta se expresa de forma natural o literal, en ella escribe: “con la
, 2 2 2 : ., ,
formula ¢ = a + b ya que si completamos los cuadrados nos da un tridngulo rectangulo

y si hacemos el procedimiento, yo puse las medidas que saque midiendo con la regla para

sacar la hipotenusa” siendo una respuesta espontanea.
4.3. Resultados de tres estudiantes seleccionados

A partir de la transcripcion de las entrevistas a tres estudiantes se profundiza en las ideas y
conceptos que estos utilizan para resolver los problemas planteados en la tarea. Las
respuestas escritas pueden sugerir las razones por las que un estudiante comete errores, pero

en la entrevista semiestructurada es posible determinar patrones consistentes de errores con
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un mayor grado de certeza (Clements, 1980). A continuacion se describen con mayor
detalle los resultados de las entrevistas realizadas a tres estudiantes, las entrevistas se
realizaron durante los tres dias posteriores a la aplicacion de la tarea, donde resolvieron seis

problemas relacionados con el teorema de Pitdgoras.

En primer lugar se describe el caso de Al representado en la figura 11. Su actitud fue
positiva, siempre mostré disposicion por participar, el estudiante es considerado como
sobresaliente por el docente a cargo. Una de las primeras preguntas de la entrevista para
cada problema fue si la informacion habia sido suficiente para resolverlos, en los primeros
problemas su respuesta fue afirmativa, pero cuando se le cuestiond sobre ;que

representaban los valores dados en el problema? Comenz6 a dar respuestas confusas

3.- La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la diagonal de la

1.- ¢Cuél es la medida do la longitud de la escalora? pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgads equivale a 2.54 centimetros:
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Figura 11. Proceso de solucion de problemas del estudiante Al.

Al: El 8 aqui esta representando como... ;la altura?
P: ;la altura?

Al: y el 7 jsies la altura no?...
altura

P: ;el8o0el7?

Al:el 8

aja bueno yo, yo pen... Bueno yo dije que era la
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P:el 8

Al:noel 7 aja (TA1, 26-34)
Con el extracto de la entrevista anterior se puede observar que el estudiante Al emite
respuestas poco reflexivas que provocan inseguridad y reflexion conforme se cuestiona con
mayor detalle. Posteriormente, se le cuestiond6 qué representa para ¢l el teorema de

Pitagoras.

Al: Es como.. ;jHay como se dice? Como la suma de los catetos que... que pues
se puede resolver no? sacando, pues, las medidas.
P: muy bien.

Al:ajaa’ = b’ + ¢’ (TAL, 67-70)
En el fragmento anterior se ve reflejada la nocion que el estudiante tiene sobre la relacion
pitagorica y la forma en que lo representa cuando resuelve problemas asociados con el
teorema de Pitagoras. Se percibe una apropiacion del lenguaje con algunas dificultades. A
partir del problema 1, se le pide al estudiante que describa lo que representa una de las

literales.

P: ;(Qué representa a?
Al: Ah ... bueno los catetos, Bueno la... ;Coémo se llama laaaa? Creo es la
longitud, la mas grande ;no? (TA1, 87-89)

En otro momento reconocid que no recordaba como se llamaba el lado del tridngulo

rectangulo con la longitud mas grande, refiriéndose a la hipotenusa. También se le pregunto

codmo relaciona la imagen con el teorema de Pitagoras, a lo que responde

Al: Eh... pues tal vez en relacion bueno es que el teorema de Pitdgoras solamente
lo hemos visto con triangulos rectangulos, pero pues tal vez aqui pues... con la
escalera ;no? Aqui la altura y el ancho ;no? tal vez. (TA1, 46-48)

En la respuesta anterior se percibe una limitada asociacion de la definicion sugerida con el
concepto que ha construido y no es capaz de compararlo con el ejemplo presentado a causa
de una vaga imagen conceptual. En la linea 220 de la transcripcion de la entrevista a Al se
le solicita que describa el procedimiento que utilizd para obtener la raiz cuadrada a lo cual

responde:

Al: dividiendo
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P: Okey en este caso el ejemplo es 49 +64
Al: Que d4 113, se divide entre dos (TA1, 221-223)

La causa principal para que el proceso de solucion efectuado por Al, no fuera el
satisfactorio, en el problema 1, fue debido a que utiliz6 un algoritmo equivocado como lo
expresa en el fragmento anterior. En el problema 2 se le pidid que explicara lo que

representan los valores 12 y 13 a lo cual responde:

Al: La longitud y cateto

P: La longitud y un cateto

Al: Aja

P: De este no te acuerdas como se llama (sefialando la hipotenusa del tridngulo

rectangulo), Entonces t0 representas. ..
Al: ;no es la hipotenusa? (TA1, 265-270)

En este momento de la entrevista A1 manifiesta una adquisicion del lenguaje en proceso, en
un primer momento relaciona la hipotenusa del tridngulo rectdngulo con “longitud” para
después corregir. También se le cuestiond sobre el motivo por el cual omite representar los

exponentes en el segundo paso del proceso de solucién a lo cual comenta que:

P: ;Por qué aqui, en tu representacion algebraica a=b + cz, si los pones y abajo
cuando sustituyes ya no?

Al: Porque a veces se me olvida

P: se te olvida

Al: Porque siempre dijo la maestra que hay que ponerlos porque si no es como no
este..., Pus no, no lo estuvieras sumando a la potencia, aja... y aqui se me olvidé

P: Mas sin embargo lo elevas al cuadrado

Al: Aja al cuadrado

P: ;Por qué?... sino lo pones pero si lo elevas ;por qué?

Al: Pus no sé, es un procedimiento que pus ya se me grabd. (TA1, 132-141)

La respuesta anterior, estd asociada a un seguimiento de reglas rigurosas, las cuales se
encuentran en desarrollo, ya que no lo representa textualmente, sin embargo de alguna
forma lo realiza, de forma natural o mecénica. Aunado a lo anterior comenta que no pone

las unidades por olvido:

P: No las pones. ;no te confundes? ;no te causa algun...?

Al: a veces si porque no sé si estoy poniendo centimetros, metros o algo asi
P: Entonces ¢;por qué no las pones?

Al:no sé
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P: ;no sabes?

Al: Porque a veces si las pongo

P: ;a veces si?

Al: aja

P: por ahorrar tiempo

Al: No, O sea termino el problema y tal vez se me olvide y ya me sigo con otro...
no s¢ (TA1, 181-190)

Tal y como lo menciona Al, omitir las unidades puede ocasionar problemas al presentar la
respuesta de forma escrita. Continuando con el indagatorio se le preguntd sobre lo que

representa para ¢l, elevar al cuadrado las unidades:

Al: Metros y metros cuadrados mmmm

P: ;lo mismo?

Al: seria diferente ;no?

P: ;Qué representa? ;No lo habias pensado?

Al: No nunca lo habia

P: Ah okay

Al: Si es cierto como seria... metros... metros cuadrados... jrepresenta lo mismo?

(TA1, 201-207)
La respuesta de A1l se relaciona con la asociacion de conceptos con definiciones, esta etapa
se encuentra en desarrollo, ya que al reflexionar sobre esto, se hace preguntas que le
permiten aplicar conocimientos matematicos. La causa de error que evitd el desarrollo
correcto en el proceso de solucion estuvo relacionado con el error de transformacion P3. Se
le pregunto si utilizaba la misma estrategia de solucion cuando, se solicita en el problema,

encontrar la longitud de la hipotenusa o de un cateto, a lo que respondio:
Al: si jno? bueno para mi si (TA1, 288)

Su respuesta fue muy segura, sin tomarse el tiempo de reflexionar en las caracteristicas del
triangulo rectangulo. Este error evitd que su estrategia de solucion fuera eficiente. Al
indagar sobre el problema 4 se le cuestiond sobre la pregunta, si habia sido sencilla de

responder, Al expresa que:

Al: mas o menos

P: ;Por qué mas o menos?

Al: porque no esta preguntando ;Cudanto le falta? estd posib... estd diciendo ;Qué
posibilidades hay? (TA1, 449-452)
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Su respuesta espontanea refleja una pensamiento natural, carente de reflexion, menciona
que no tuvo dificultades para resolverlo. Mas adelante se le cuestiond sobre los motivos por

el que realizo el dibujo de un tridngulo acutangulo:

Al: ehh... Pues que aqui esta diciendo que dibujemos un triangulo rectangulo

P: muy bien... Con respecto a eso, el tridngulo que t dibujaste ;es un triangulo
rectangulo?

Al: No, nada més es un tridngulo

P: ;Por qué dibujaste ese triangulo?

Al: Porque es el primero que se me vino a la mente

P: Ah okey

Al: Porque pude haber dibujado uno asi... o asi... (Dibujando en el aire tridangulos)
P: ;Cualquier triangulo se puede resolver con el teorema de Pitdgoras?

A1: Que debe ser con un tridngulo rectangulo ;No?

P: Entonces por qué no realizaste un tridngulo rectangulo

Al: No sé (TA1, 458-469)

Las acciones realizadas por Al reflejan la falta de comprension de los requerimientos del
problema, en el fragmento expres6 que debe encontrar cudntas posibilidades hay a
diferencia de la longitud, sin embargo, considera que, resolver la relacion pitagorica es
suficiente. Omite el seguimiento de reglas rigurosas. A partir de lo descrito anteriormente
se pueden identificar nociones en desarrollo que Al ha formado en torno a la relacion entre
objetos matematicos asociados al teorema de Pitdgoras. En la tabla 7 se resumen los
resultados del estudiante a partir de la indagacion realizada, se consideran en desarrollo,
debido a que, presenta una actitud positiva y reflexiva antes la aplicacion de reglas

rigurosas y reconoce tener malos habitos.

Tabla 7. Desarrollo de conceptos expresados por Al. Elaboracion propia.

Caracterizacion de etapas que ocurren en la formacion de conceptos en torno al teorema
de Pitagoras

Etapas del desarrollo de conceptos Si No

Definicion Desarrollo

Adquisicion del lenguaje Desarrollo

Seguimiento de reglas rigurosas Desarrollo

Asociar concepto con definicién Desarrollo

Articulacion de nociones matematicas X

preexistentes

Asociacion de procesos con acciones X
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En seguida se describe el caso de A4, representado en la figura 12 durante la entrevista el
estudiante se mostrd nervioso, indic6 que la tarea se le complicd debido a que conforme
avanzaba los problemas eran mas dificiles, explica que: “En realidad no supe mmm bien
que necesitdbamos comprender o entender o realizar para sacar el... lo que pedia la
pregunta, o sea, resolverla”. En el fragmento anterior el estudiante se expresa con
familiaridad, utiliza un lenguaje apropiado, con pocos titubeos.

3.- La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la diagonal de la

pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgada equivale d 2.54 centimetros:

Cr i\

1"=2,54cm

(o
Si David desea comprar un televisor para colocarlo en un hueco de'96x79cm, ;de
cuantas pulgadas de diagonal debe ser el televisor?
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2 - 4 - Si dos de los lados de un triangulo rectangulo miden 5 cm y 6 cm de largo,
G199~ 144 ;cuantas posibilidades hay para la longitud del tercer lado?
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Figura 12. Proceso de solucion de problemas del estudiante A4.

Al comenzar con la indagacion se le cuestion6 sobre la estrategia de solucion que abordaria

para el problema 1:

A4: Pues que con el Teorema de Pitagoras podemos sacar la hipotenusa de nuestro
tridngulo para saber la diagonal, la... ;como se llama? Si, la hipotenusa. (TA4,
30-31)

Mas adelante explicé que representa al teorema de Pitdgoras mediante la relacion
pitagorica:

A4: Eh... Una ecuacion c¢*=a*+b*

P: /Y esa expresion qué representa para ti?
A4: Mmm... La férmula del Teorema de Pitagoras (TA4, 91-93)

59



Cuando se le solicitd explicar paso por paso, la ruta de solucidn, es posible identificar un

seguimiento de reglas rigurosas en proceso:

A4: Pues, primero que nada, puse la formula de... pues la... nuestra formula base, se
podria decir, ;no? Y luego, yo pensando que teniamos que sacar la hipotenusa,
empecé a hacer mi... mi desarrollo. C* es igual a 8% que es nuestro largo, y 7 %, que
es nuestra altura. Eh... me dio un total de 64 y 14. Y suméndolos, me dieron 78. Y
luego le saqué la raiz cuadrada a 78, que me dio 8.9. (TA4, 95-99)

Una vez que explicé su plan, se le preguntod sobre el algoritmo para elevar un numero al

cuadrado, ya que se hizo evidente que no se habia percatado del error cometido:

A4: Mmm... Multiplicandolo por... por... por el mismo, o sea...

P: Por ejemplo, aqui tienes los ejemplos. Ocho al cuadrado y siete al cuadrado.

A4: Aja. Pues lo multiplico por el mismo niimero porque como es al cuadrado se
multiplica... dos veces el numero, o sea, siete por siete nos da... Ah, ahi me
equivoqué. Exactamente. Ahi me equivoqué, le puse catorce, yo pensé que lo iba a
multiplicar por... dos, pero lo multipliqué.

P: ;Por qué te... por qué te habras equivocado? ;Qué causd esa confusion?

A4: Eh... los nervios, yo creo. (TA4, 132-140)

En el fragmento anterior podemos redefinir la causa del error para el problema 1, pasando
de un error de proceso a un error por descuido (E1), argumentando que se encontraba
nervioso. Lo mismo ocurre en el problema 2, en el que A4 reconoce que multiplicoé y que
debio haber sumado “multipliqué 3 por 3 y tenia yo que sumar 3 mas 3, me hubiera dado
169. O sea, el 199 esta incorrecto”. Posteriormente, se le preguntd por qué omitio las

unidades y lo que representa elevarlas al cuadrado:

A4: No sé.

P: ;Nunca las utilizas?

A4: Si, las... cuando nos ponen a resolver problemas, pues nos piden que le
pongamos... si, es en centimetros 0 en metros, pero pues... ayer no se me ocurrio
ponerle metros.

P:; También las unidades se elevan al cuadrado?

A4: Mmm... Creo que si.

P: ;Si? ;Y qué representa elevar, por ejemplo, metros... al cuadrado?

A4: Mmm... No sabria decirle. (TA4, 145-157)

A partir del fragmento anterior Al se refiere a la relacion pitagdérica como una forma
practica para resolver problemas donde se involucren tridngulos rectangulos. En el

siguiente fragmento explica las caracteristicas de un triangulo rectangulo:
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A4: Un tridngulo rectangulo. Para mi es un tridngulo que si juntamos dos se hace un
rectangulo. Es lo que yo entendi. Que siempre va a tener un angulo que mida 90
grados. Eso es lo que lo va a diferenciar de distintos tridngulos. (TA4, 84-89)

También se le preguntd sobre posibles aplicaciones del teorema de Pitagoras en la vida

cotidiana a lo cual respondio:

A4: Pues... Nos dijeron que antes los utilizaban para las pirdmides. Pero en la vida
real no sé si los sigan utilizando para algo en si.

P: ;No lo utilizarias? ;No se te ocurre en algo de la vida cotidiana?

A4: para que utilizarlo... no (TA4, 124-130)

En esta parte de la entrevista A4 comenta que no ha reflexionado sobre las aplicaciones
practicas del teorema de Pitagoras. Expresd argumentos con base en su experiencia en el
aula. El estudiante utiliza la relacion pitagorica de una forma practica y poco reflexiva. En
el problema 4 se limita a establecer un plan basado en dos cantidades, las cuales comenta
que es lo que requiere para solucionarlo, ademds de que al verse presionado porque la

actividad estaba por terminar realizo calculos apresurados:

A4: Porque nos dan dos medidas que podrian perfectamente ser nuestros dos catetos
para sacar nuestra hipotenusa, que es, vuelvo a repetir, sumadas dan, sumadas los
dos catetos dan, la suma de los dos catetos tiene que ser menor a la de la hipotenusa.
P: Claro. ;Por qué aqui me escribes 12, 13 y 14?

A4: Porque 5 mas 6 nos da 11, entonces, a mi criterio, pensé que podria ser 12, 13 y
14, porque son mayor a 11

P: Ah, ok. Pero estas sumando, ;verdad? Los catetos. Y el teorema de Pitagoras dice
que debes, ;/qué?

Ad4: Restar. No, sumar.

P: Si, sumar. Pero antes de sumar, ;qué tienes que hacer?

A4: Elevar al cuadrado. (TA4, 402-420)

El contenido de la entrevista realizada al estudiante A4 refleja que las causas de error
asociadas con las interacciones entre estudiantes y condiciones externas como el estrés o la
limitacion del tiempo juegan un papel importante en el desempefio de los estudiantes. En la
tabla 8 se resume el desempefio mostrado por este segun las etapas identificadas en la
formacion de conceptos en torno al teorema de Pitagoras, durante la entrevista no fue

posible identificar a la totalidad de las etapas para este caso.
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Tabla 8. Desarrollo de conceptos expresados por A4. Elaboracion propia.

Caracterizacion de etapas que ocurren en la formacion de conceptos en torno al teorema
de Pitagoras

Etapas del desarrollo de conceptos Si No

Definicion X

Adquisicion del lenguaje X

Seguimiento de reglas rigurosas Desarrollo

Asociar concepto con definicion X

Articulacion de nociones matematicas -

preexistentes

Asociacion de procesos con acciones -

Enseguida, se describe el caso de A5, el cual se representa en la figura 13. Al iniciar la
entrevista, el estudiante se mostr6 confiado y seguro de si mismo; posteriormente se mostro
desconcertado y frustrado, en el proceso de indagacion el estudiante reflexion6 sobre los

errores cometidos, por lo que su percepcion fue cambiando y comento:

AS: Si bueno es que de hecho cuando ibamos llegando del entrenamiento me dolia
la cabeza y por ejemplo mis compafieros que estaban a lado, como que me distraian
mucho, entonces cuando intentaba concentrarme... Pues no podia Y como por
ejemplo esos errores el anterior creo que fueron parte de que no me concentré lo
suficiente y en no hacer bien el procedimiento. (TAS, 137-141)

3.- La medida que se utiliza en los televisores es la longitud de la diagonal de la

A partir de lo aprendido en tu clase de matematicas sobre el “Teorema de pantalla en unidades de pulgadas. Una pulgada equivale a 2.54 centimetros:
ita R los siguis p puedes utilizar el espacio que B
sea io para i i s y rep la informacién. 1"=2,54cm

Si David desea comprar un televisor para colocario en un hueco de 96x79cm, ;de
cuantas pulgadas de diagonal debe ser el televisor?
1.- ¢Cuél es la medida de la longitud de la escalera? C 25 9 t
19 + 96
\ L
L-a 4 e 4 9
g1 7

16441 “,;(3,_‘ .

- Vi

148 5%% ESLE
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4.- Si dos de los lados de un tridngulo rectangulo miden 5 cm y 6 cm de largo,
Lcuéntas posibilidades hay para la longitud del tercer lado?

2.- ¢ Cual es el valor de Y si se i el sigui iang
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5 = La ﬁg:erac:;gwenle esta formada por cuadrados de distintitos tamafios, siendo el
namero a cuadrado la longitud del lado de dicho cuadrado
de la serie de Fibonacci). {irierss s

i
1

&

Se desea calcular la longitud de la cuerda de color rojo.

6.- Cuatro cuadrados unitarios se colocan de borde a borde como se muestra. ; Cual
es la longitud de la linea diagonal trazada?

> |

Figura 13. Proceso de solucion de problemas del estudiante AS

preblana

Cuando se le pregunto, si a primera vista ;qué requeria para resolver el problema uno?

respondio:

AS5: Ah este que ya bueno el problema era sacar la medida de la longitud de la
escalera con las dos esté cantidades que nos daba de la tanto la pared como del
espacio de la pared a la escalera y pues principalmente saber resolver este,
operaciones basicas como la son las sumas las multiplicaciones y divisiones, Y ya a
partir de esto pues lo que nos han estado ensefiando en el salon de clases, que era
pues lo de sacar tanto la hipotenusa o un cateto que en el caso de este problema era
la longitud la hipotenusa. (TAS, 12-38)

Expresa un lenguaje adecuado, se refiere al teorema de Pitdgoras como una ensefianza
practica, util para resolver problemas de longitud, identifica al tridngulo rectangulo como
herramienta asociada al tema, del cual describe una imagen conceptual adecuada “Es un
triangulo que para ser un tridngulo rectangulo tiene que tener un angulo de 90 grados”. En

seguida se le pidio que describiera las acciones realizadas:

AS: Ah pues se les da el valor por ejemplo que el ocho tenia que elevarse al
cuadrado tanto como el 7 que fue el resultado de 64 mas 42. Y eso se suma y
tenemos que sacar la raiz cuadrada de 108 en esa parte fue la cual se me dificult6 ya
que pues no s¢ como tal, sacar bien la raiz cuadrada. Entonces tuve que hacer varias
operaciones con diferentes nimeros y que se acercara a esa raiz. (TAS, 65-69)

En el extracto anterior, el estudiante, expresa errores al realizar operaciones basicas, como

multiplicar siete por siete y sumar 64 mas 42 y la dificultad explicita por encontrar la raiz
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cuadrada. Al indagar sobre estas acciones se le pregunto el proceso para elevar un nimero

al cuadrado el respondio:

AS: Multiplicandolo por si mismo y pues por ejemplo que como eran niumeros
pequefios pues, se podrian hacer asi rapidamente.

P: Muy bien, no consideras que no hacer las operaciones puede provocar algun tipo
de equivocacion

AS: mmm Pues tal vez si porque haciendo las operaciones te das cuenta de que tanto
vas bien en el procedimiento y por ejemplo si se... si llegas a borrar algo Tienes que
volverla a hacer para volver a poder continuar con el problema.

P: Claro y ;Por qué no las hiciste?

AS: A porque en ese momento tenia como una presion de terminar el examen
rapido entonces lo que ya sabia, pues, casi como que me lo salté, entonces me
concentré mas en hacer o lo que se me dificultaba o lo que no sabia.

P: ;Le pusiste todo tu empefio a realizar esto?

AS: Si, porque queria ver qué tanto habia aprendido de este tema, la verdad creo que
mi aprendizaje, si fue muy poco, porque en parte no me parecidé un tema muy
interesante, si... tomé€ en cuenta que es muy fundamental para la vida diaria, pero no
me pareci6 del todo como que fuera algo tan este interesante.

P: ;Cuanto es cuanto es 7 por 7?

AS: aja... Sies42... aja42

P: Okey Entonces aqui en esta multiplicacion ;Por qué pusiste cuatro?

AS5: mmmm No lo sé yo creo que me confundi, o algo parecido pero que pues no...
osea no tomé muy en cuenta no vi bien los resultados.

P: Si ti haces 64 + 42 ;cuanto te da? ;Consideras que el resultado es correcto?

AS5: mmm no son 106...bueno 42 + 64 son 106. (TAS, 72-134)

La secuencia de ideas en el didlogo anterior, A5, refleja una actitud confiada, al realizar
calculos mentales, menosprecia un seguimiento de reglas rigurosas escritas, al considerar
que puede ahorrar tiempo. Los errores en operaciones basicas, al multiplicar y sumar estan
relacionados con causas de error de proceso, en el problema 3 también presenta errores al
realizar el algoritmo de la multiplicacion (9 por 6) al resolver 96°. También expresa una
falta de motivacidn al resolver la tarea, lo cual esta asociado con las interacciones entre
estudiantes y condiciones externas al problema. Argument6 que el uso habitual de la

calculadora afectd su desempefio:

AS: Por ejemplo en clase a veces nos dejan usar la calculadora, entonces
simplemente pues es mas rapido, realizar un problema con calculadora a realizarlos
asi en tu mente y tener que hacer cada una de las operaciones para poder acercarte
mas al resultado. (TAS, 95-98)
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Al final del andlisis del problema 1, se le pide que exprese lo que representa su respuesta en

términos del problema:

AS: mmm los 10.4 metros cubic... bueno no podrian ser cubicos

P: ;Por qué ya no son ctbicos?

AS: porque... se supone que tenias que sacar la de la linea recta ;no? y los metros
cubicos son como un cuadrado, entonces pues, yo creo que serian los 10.4 metros o
algo asi. (TAS, 174-177)

En el fragmento anterior A5 expresa confusion al relacionar su resultado con las unidades
utilizadas, expresa unidades ctbicas en lugar de cuadradas, lo anterior esta relacionado con
la articulacion de nociones matematicas, relaciona adecuadamente que la potencia,
representa el area de un cuadrado, a partir de una imagen conceptual creada. Al avanzar en
el andlisis del problema 2 se le pregunto si habia encontrado alguna diferencia con respecto

al problema anterior:

AS: Si porque tenias que sacar diferentes medidas entonces la la formula para
sacarlo era diferente

P: ;En qué consiste esa diferencia?

AS: En que para sacar la hipotenusa tienes que sacar, tienes que sumar y para sacar
algtn cateto tienes que restar. (TAS, 211-215)

El estudiante A5 comprende los requisitos del problema, utiliza un lenguaje apropiado, pero
al momento de expresar su plan en lenguaje matematico, lo ejecuta sin un seguimiento de
reglas rigurosas, escribe a*=122-13%, lo cual le propicia un error de transformacion (P3),
pero que combinado, con un error de argumento defectuoso acierta a la respuesta correcta,
omite el seguimiento de reglas rigurosas en el desarrollo de su plan. Mas adelante se le

pidi6 que explicara los requerimientos del problema 4:

AS: pues.. Que Cuantas posibilidades hay para que o sea que qué medida segin yo
era el tercer lado y tomando en cuenta que teniamos que hacer un triangulo
rectangulo pues simplemente es un lado de cinco y otro de 6 y pues medi lo otro y
fue el resultado del otro, de la hipotenusa o del lado faltante del tridngulo.

P: ;Por qué no veo operaciones? ahorita me vas a contar como lo hiciste, pero yo
veo que ya en tu dibujo simplemente cambias los catetos. ;Qué fue lo que paso6 ahi?
AS: Pues simplemente asi como que... ya no, pues simplemente ya no queria hacer
el examen, entonces nada mas intentaba hacer como una respuesta facil para
terminar o algo asi.

P: ;Por qué ya no lo querias hacer?
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AS: Ah, porque me estreso muy facil y como ya habia dicho me dolié la cabeza,
entonces sentia que ya no lo queria realizar. No realicé operaciones porque
simplemente lo medi con una regla y porque si no tendria que volver a hacer el
procedimiento de sacada hipotenusa, entonces nada mas se me hizo facil medirlo y
ya. (TAS, 352-393)
En el fragmento anterior se puede identificar que, la motivacion como causa asociada con
la interaccion entre el estudiante y las condiciones externas, se volvian un factor de causa
de error, que no se hace evidente en la tarea escrita, pero que para los estudiantes se
convierte en una causa de error importante. Se encuentra relacionado con el proceso de
asociacion de procesos de pensamiento con significado en las etapas de formacién de
conceptos, en ella ocurre un proceso intelectual asociado a las actividades matematicas, en
el que se requiere de acciones racionales y reflexivas que involucran el fracaso y la

resiliencia para superarlo. En consecuencia A5 decide utilizar la regla para hacer

mediciones. Estos argumentos se repiten durante el analisis de los problemas 5y 6.

P: ;Resulta facil identificar la informacion necesaria para resolver el problema 5?
AS: Ah, Pues creo que si, porque dice que... Que siendo el numero de cada cuadrado
la longitud del lado... O sea, que la longitud era el lado, o algo asi. Pero pues no
quise asi como tenerlo mucho en cuenta, asi que solo tomé que ya estaba marcada la
longitud. Y creo que si, no entendi muy bien la pregunta. Entonces, como después
vi que nada mas decia que se deseaba calcular la longitud de la cuerda de color rojo,
y ya estaba marcada, solo puse eso y ya. (TAS, 430-437)

P: Muy bien, la informacion fue clara y suficiente para resolver el problema 6?

AS: Pues creo que no, porque no nos proporcionaba ningun tipo de... O sea, si nos
decia que eran unitarios y todo, pero yo creo que, como nos han ensefiado mas, era
que te proporcionara mas medidas para poder sacar la diagonal. Aja, ;cuanto vale la
diagonal? (TAS, 472-475)

En el didlogo anterior AS, se refiere al Teorema de Pitdgoras como un conocimiento
practico, limitado a la utilizacion de la relacion pitagdrica, en el cual se requieren de las
medidas de los catetos para obtener la diagonal, debido a las condiciones descritas
anteriormente, como el estrés y la frustracion el estudiante no reflexiona, se le complica
transitar de un pensamiento natural a uno matematico, en el que puede deducir condiciones
implicitas en el problema. En la tabla 9 se resume, lo que a través de la entrevista, AS hace
explicito, en cuanto al desarrollo de conceptos se refiere, el estudiante hace uso de un

lenguaje adecuado, asociado a la aplicacion de la relacion Pitagdrica en triangulos
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rectangulos, con nociones en desarrollo, al referirse a ellos con familiaridad. Se identifican

como causas de error el proceso de aplicaciones de operaciones basicas.

Tabla 9. Desarrollo de conceptos expresados por AS. Elaboracién propia.

Caracterizacion de etapas que ocurren en la formacion de conceptos en torno al teorema
de Pitagoras

Etapas del desarrollo de conceptos Si No

Definicion Desarrollo

Adquisicion del lenguaje X

Seguimiento de reglas rigurosas Desarrollo

Asociar concepto con definicién X

Articulacion de nociones matematicas X

preexistentes

Asociacion de procesos con acciones X

En la tabla 10 se concentran las causas de error identificadas durante la entrevista a tres
estudiantes, en ella podemos observar que la causa de error mas comun en el problema 1 es
debido a habilidades de proceso en el que hay una confusion entre el algoritmo de la raiz
cuadrada con el de la division en el caso de Al, pero también existen errores por descuido
que llevaron a los estudiantes a multiplicar por dos, en lugar de elevar al cuadrado como en
el caso de A4, también se presentaron causas de error derivadas de problemas en el uso de

operaciones basicas, principalmente multiplicacion y division como en el caso de AS.

Conforme avanzaron los problemas el reto fue mayor, a las causas de error descritas
anteriormente se incorpora la nocidn, que restringe al teorema de Pitagoras, a la relacion
pitagorica, la cual es utilizada para obtener longitudes dadas dos cantidades, lo cual
dificulto la comprension de los ultimos problemas. La diversidad de causas de error
justifica la ampliacion de subcategorias, como se muestra en la tabla 11, se ha encontrado
que los errores de la categoria P4, asociados a las habilidades de proceso se pueden separar
en causa de error derivados en un proceso equivocado, en operaciones de suma o resta,
también se diferencian de aquellos cometidos al multiplicar durante el proceso de elevar al

cuadrado.
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Tabla 10. Concentrado de las causas de error a partir de las entrevistas. Elaboracion propia.

Estudiante

Problemal Problema 2 Problema3 Problema 4 Problema$5 Problema 6
/Tarea
P4e, E1 P3a, E1 P4c, E1 P2b, E1 P2c P2d
Al confunde el Al expresar Reconoce No Expresa que | No entiende
proceso para | gygijdeasen | que cometi6 | comprende 1no SuUpo los requisitos
thener la términos un error por los cOmo recurre a una
raiz cuadrada L. .. .
conel dela | matematicos, [ nohaceruna | requisitos se | relacionar el respuesta
divisiéon comenta que | correccion, confunde TP con el automatica y
(TA1, es lo mismo trabaj6o con | entre cuanto | problemaya | decide hacer
220-225) encontrar el dos valores le falta y las que tenia mediciones
valor de la distintos posibilidade | mas nimeros con regla
hipotenusa (TA1, 386) s (TA1, de los que (TA1,
que el del 446-452) ocupaba 560-568)
cateto (TAL, (TA1, 508)
286-288)
P4d, E1 P4c, El P4c, E1 P2d P2e P2e
A4 Multiplica En el proceso Error en el No No No
por 2 en lugar | de multiplicar | algoritmo de | comprende comprende | comprende el
de elevar al se confunde la el problema, | el problema problema
cuadrado, y multiplica | multiplicacio reconoce debido a que | debido a que
argumenta de nuevo en | n,al realizar que no eran no eran
que estaba lugar de el calculo responde de ejercicios ejercicios
nervioso. suma. mental se manera como los como los
Durante la Durante la confunde con | automatica | abordados en | abordados en
entrevista entrevista muchas al contar con clase clase
contesta contesta operaciones | dos nameros | (TA4, 436) (TA4, 436)
correc;ament correctamente ; g/éé;,z : (TA4, 402)
(TA4, 132) (TA4,
209-220)
P4c, El P3¢, E2 P4c, E1l P2d P2c P2e
AS Comenta que | Al formular Estaba No Por error de | Menciona que
los errores al su plan estresado al | comprendid | comprension | para resolver
multiplicar comete un realizar las los supuso que el problema
fueron error al operaciones requisitos los nimeros | necesitaba dos
causados por traducir la para obtener del enel numero por lo
un dolor de relacion la raiz problemay problema que no pudo
cabeza (TAS, | pitagoérica de | cuadrada que | utilizo una | corresponden resolverlo
106-134) tal forma que le llevo a regla para a la longitud (TAS, 467)
al sustituir lo cometer medir de la cuerda
conduce a un errores (TAS, 352) (TAS, 426)
resultado aunado a su
equivocado dolor de
(TAS, 214) cabeza
(TAS, 296)
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A partir de los resultados presentados se puede observar que, el error, es una consecuencia
de diferentes factores. Su presencia se ha hecho visibles a partir del empleo de patrones
equivocados, asi como, de conocimientos deficientes o incompletos, también es necesario
agregar, las dificultades entre los estudiantes, ligadas a la manifestacion de problemas en la
comprension de ciertos conceptos o ideas, como por ejemplo, que el teorema de Pitagoras
es mas que una relacion funcional entre cantidades, usadas para obtener longitudes en
triangulos rectangulos, o la representacion de la imagen conceptual del tridngulo rectangulo
asociado a una definicion sugerida y como una relacion entre objetos matematicos con el
area de figuras planas. Lo cual, es consistente con algunos de los factores asociados a las
dificultades que afectan el éxito de los estudiantes como: la capacidad de célculo, la
capacidad de hacer implicaciones matematicas a partir de palabras o simbolos, dar sentido
a los diversos procesos matematicos y seguir procedimientos efectivos con problemas

matematicos (Hollander, 1978).

Tabla 11. Subcategorias de la jerarquia de Newman. Elaboracion propia.

Estudiante | Problema 1 Problema 2 Problema 3 | Problema4 | Problema5 | Problema 6
/Tarea

Al P4de, E1 P3a,El P4c,El P2f,E1 P2c P2d
A2 P4e, E1 P3c,El, E2 P1,El P2f,E1

A3 P4a, E1l P4b P4c,El P2b,E1 P5b, El P2d
A4 P44, El P4c, E1 P4c, E1 P2d P2e P2e
AS P4c, E1l P3c, E2 P4c, El P2d P2c P2e
A6 P34, El P3a, El P4c, E1 P2b,El P3d P2e
A7 P4e, E1 P3aEl P4c, El P2f,E1 P2e P2e
A8 P2b,El P5b, El| P2e
A9 P4a, E1l P3b,El P2f,E1 P2e P2e
A 10 P4f, E1 P2b,El E2 P2e
All P4c, El P2b,E1 E2 P2d
Al2 P4c, El P2d P2e P2e
A 13 P2b P2c P2e
Al4 P4c, E1 P5b, E2 P2e
A 15 P3a, E2 P4f, E1 P2b E2 P2e
Al6 P4e, E1 P4e,El P2a P2b,El P3b P2d
A 17 El P2b,E1 P5a
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Causas asociadas con las interacciones entre estudiantes y la pregunta:
P1 error por cambio de simbolos al codificar la informacion

P2a error al relacionar nociones de area

P2b error al efectuar una accion meramente procedimental
P2c error al no relacionar los requisitos del problema con TP
P2d error al recurrir a la regla para hacer mediciones

P2e error al no pasar de un lenguaje natural a uno simbdlico
P2f error al dibujar un tridngulo distinto al tridngulo rectangulo

P3a error al sumar cuando debe restar

P3b error al restar cuando debe sumar

P3c despeja equivocadamente la hipotenusa
P3d escribe una operacion y realiza otra

P4a error en algoritmo de la suma

P4b error en algoritmo de la resta o diferencia

P4c error en el algoritmo de la multiplicacion

P4d error al multiplica por dos durante la potenciacion
P4e error al dividir entre dos durante la radicacion
P4f error en el algoritmo para obtener la raiz cuadrada

P5a error al interpretar el resultado
P5b error al no presentar una respuesta escrita o conclusion del proceso
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

5.1. Introduccion

En este capitulo se da respuesta a la pregunta de investigacién que orientd el desarrollo de
la tesis, la cual se intereso en el papel que juega el error en el aula, cuando se abordan
tareas sobre el teorema de Pitagoras. El error como fenémeno, durante el proceso de
aprendizaje de las matematicas, debe ser el centro de un analisis profundo que conduzca a
mejorar la ensefianza en la educacion matematica. Su presencia se investiga con la finalidad

de identificar las causas que le dan razén de ser.

Durante la aplicacién de la tarea fue posible identificar que cuando un error se hace
presente, su origen estd relacionado con una diversidad de causas y factores relacionados
entre si, no puede verse al error como un fendmeno aislado, sino como un suceso natural
(Vosniadow y Verschaffel, 2004) que ademas, debe propiciarse en el aula. Por esta razon, al
inicio, se propuso identificar y clasificar las causas de errores que cometen los estudiantes
de telesecundaria cuando resuelven tareas que abordan el teorema de Pitagoras. Durante la
revision de la tarea se establecieron patrones equivocados en el proceso de solucion, que
fueron asociados a: la comprension del teorema de Pitdgoras como la relacion entre objetos
matematicos y su evolucion a lo largo de la historia, asi como a, las nociones o conceptos

desarrollados durante la clase de matematicas.

La taxonomia de causas de error de Newman facilito la sistematizacion en la identificacion
de las causas de error, en cada fase, existen parametros con los cuales debe contar el
proceso de solucion de los estudiantes. El problema 1 y 2 de la tarea tuvieron el mayor
numero de aciertos, lo cual esta directamente relacionado con la familiaridad de los
estudiantes con ese tipo de contenido. Las causas de error identificadas fueron
predominantemente por el desarrollo de algoritmos defectuosos. A medida que la tarea
avanzo, las caracteristicas de los problemas cambiaron, dejaron de ser habituales, por lo que
las causas de error se diversificaron, hasta que, al final de la tarea, la mayor causa de error
fue relacionada con la falta de comprension donde los estudiantes no logran pasar de un

lenguaje natural a uno simbdlico.
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5.2. Respuesta a las preguntas de investigacion

La pregunta de investigacion que orientd el desarrollo de la tesis es (cudles son las causas
de los errores que cometen estudiantes de telesecundaria cuando formulan, justifican y usan
el teorema de Pitdgoras en la resolucion de problemas? Con base en los resultados

expuestos en el cuarto capitulo la pregunta se respondid como se indica a continuacion.

Los resultados indican que los errores que cometen los estudiantes de telesecundaria
cuando resuelven tareas relacionadas al teorema de Pitdgoras tienen un origen diverso, lo
cual es un elemento util para diagnosticar problemas estructurales en el aprendizaje de las
matematicas, que van desde el dominio de operaciones basicas hasta la falta de
comprension de conceptos interconectados, necesarios para su aplicacion en problemas con
alta demanda cognitiva, lo cual estd relacionado con el desarrollo del pensamiento
matematico, este promueve la generalizacion mediante un razonamiento formal a través de
acciones racionales y reflexivas, dichas acciones deben ser un recurso que se promuevan
durante el proceso de ensefianza aprendizaje. Estos problemas se encuentran arraigados en
el sistema educativo, han sido persistentes y sistematicos, por lo que, al identificar las
causas de error, es posible identificar las dificultades que experimentan los estudiantes que
no han sido posibles de superar y que impiden avanzar en la construccién de nuevos

conocimientos y asi, poder establecer estrategias de solucion.

De acuerdo al primero de los objetivos especificos del presente trabajo, se identificaron las
causas de los errores que cometen los estudiantes de telesecundaria cuando resuelven tareas
que involucran el teorema de Pitdgoras. Durante el analisis de resultados se identificaron
los patrones equivocados que los estudiantes de la telesecundaria 118 cometieron en
relacion al teorema de Pitagoras y se establecieron conexiones que explican la ocurrencia
del fenémeno. Una de las principales causas de ello, es la dificultad para comprender el
teorema, el cual estd basada en una nocién mecanicista, practica y simplista, en la que se
establece la relacion pitagorica ¢* = a* + b* como definicion del teorema, lo cual difiere de
la premisa matematica basada en una red estructurada de conceptos e ideas entre objetos

matematicos, que a lo largo de la historia ha permitido conectar diferentes areas de la
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matematica, dando sentido al conocimiento adquirido para ser aplicado en la construccion

de nuevos conocimientos.

La demostracion del teorema de Pitadgoras significé un cambio profundo que aporté una
perspectiva revolucionaria en el desarrollo de las matematicas como ciencia, en su
desarrollo histérico, la transicién ocurrio, cuando, dejé de ser un resultado surgido de la
especulacion empirica, para convertirse en un proceso de pensamiento logico, que infiere

una conclusion a partir de premisas verdaderas, derivado del razonamiento deductivo.

En la tarea se muestran evidencias de que este salto, representa un obstaculo intelectual que
bloquea la concepcion del teorema entre los estudiantes, A4 explica que la formula del
teorema de Pitagoras es ¢* = a* + b*, reduciendo este, a la aplicacion de una formula, donde
se requiere de dos cantidades para poder aplicarla y establecer la relacion de longitud. Una
variante es la que representan Al, A2 y A7, en estos casos expresan la relacion pitagdrica
como a* = b* + ¢* en donde se manifiesta que el seguimiento de reglas no es riguroso, ya
que representa la formula de forma mecanica. Las causas de error, segin la taxonomia de
Newman, identificadas en el problema 2, como P3a y P3c también son evidencia de una
nocion limitada a una formula, del teorema, ya que simplifican su uso a una accién
mecanica, cuando sustituyen los valores de la hipotenusa y del cateto conocido o cuando
suman en lugar de restar; omitiendo una reflexion de sus acciones y tomando una decision

automatica que los lleva a equivocar el patron durante el proceso de transformacion.

Las causas de los errores en el problema 4 estan relacionadas con la comprension de este y
también fueron asociadas con la dificultad para comprender el teorema de Pitdgoras,
debido a que su validacion, esta dada, mediante su experiencia empirica en el aula, mas
que en la reflexion y el razonamiento. Los requerimientos del problema causaron
confusion, cuando se les cuestiond sobre ;cuantas posibilidades hay para la longitud del
tercer lado? Si se conoce la longitud de dos de los lados de un tridngulo rectangulo. En la
respuesta de Al y AS durante la entrevista, comentaron que no entienden porque preguntan
sobre las posibilidades, ellos expresaron que el problema se resolvia encontrando la

longitud del tercer lado; esta respuesta es originada a partir de un pensamiento practico y

73



poco reflexivo. En este problema también se hicieron evidentes, dificultades en el dominio

de los elementos del tridngulo rectangulo.

La segunda causa de error identificada a partir de los resultados obtenidos fue la dificultad
en el dominio de los elementos del tridngulo rectangulo. En el desarrollo historico del
teorema de Pitagoras, el tridngulo rectangulo fue una herramienta concreta, utilizada de
manera practica para realizar célculos aritméticos y geométricos, gracias a la aplicacion de
sus propiedades. Los resultados obtenidos reflejan que la adquisicion de lenguaje en el
desarrollo de conceptos, en cuanto a la identificacion de los lados del tridangulo rectangulo
se encuentra en desarrollo, cuando los estudiantes se refieren a ellos, lo hacen con titubeos,
incluso, como en el caso de Al, durante la entrevista, dijo haber olvidado algunos, sin
embargo, son asociados de forma adecuada con su longitud, identificé que alguno debe
tener la longitud mas larga. Los estudiantes, también hicieron referencia al angulo de 90°,
como caracteristica distintiva de este, pero omitieron hacer referencia a la

perpendicularidad.

Durante el desarrollo de la tarea, los estudiantes: Al, A7 y A9 recurrieron a la
representacion de triangulos acutangulos como apoyo para resolver el problema 4, dichas
acciones representan una limitada aplicacion del conocimiento funcional como resultado de
un seguimiento poco riguroso de reglas, de acuerdo con el desarrollo de conceptos. Durante
la entrevista reconoce que, el triangulo que dibujd, no representa un triangulo rectangulo,
pero comenta que no sabe porqué lo hizo. El seguimiento riguroso de reglas durante el

proceso de formacion de conceptos estd relacionado con el pensamiento matematico.

Como tercera causa de los errores cometidos por los estudiantes cuando resuelven
problemas que involucran el teorema de Pitagoras, se identificé a la dificultad para articular
nociones matematicas previas. Gonzalez (2009) argumenta que antes de los pitagdricos, no
existian razones basadas en la experiencia observable por parte de los mesopotamicos,
egipcios o hindues, para relacionar, al tridngulo rectangulo, con los cuadrados construidos
sobre sus lados. Durante el desarrollo de la tarea se identificaron descuidos que no
impidieron continuar con la resolucion del problema pero que estan relacionados con esta

dificultad, durante la entrevista, se busco conocer las implicaciones de los descuidos
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observados, se les cuestiond a los estudiantes sobre la razon por la que, omiten representar
graficamente el exponente, cuando sustituyen las literales en la expresion algebraica cuando

representa la relacion pitagodrica, asi como las unidades con las que se trabaja.

Los estudiantes entrevistados comentaron que durante la clase siempre se les habia dado la
indicacion de ponerlo pero que durante la tarea, lo habian omitido por olvido y para ahorrar
tiempo, mencionaron que evitar poner unidades les causa confusion al momento de emitir
la respuesta, pero que aun asi, cometen el descuido de no ponerlas. También se indago
sobre el significado que tenia para ellos, elevar al cuadrado las unidades. El estudiante Al
respondié que no lo habia pensado, con las indagaciones el estudiante se cuestion6 sobre la
diferencia entre metros y metros cuadrados. El estudio de la relacion pitagorica, como una
formula que se emplea para conocer la longitud, evita la aplicacién del conocimiento
matematico, mediante la asociacion de conceptos con definiciones, es por ello que los
estudiantes no cuentan con razones intuitivas para relacionar el tridngulo rectangulo con el

cuadrado de sus lados.

Se identificé como cuarta causa de los errores cometidos durante la tarea, a la dificultad en
la realizacion de calculos aritméticos y algebraicos, mediante la taxonomia de causas de
error de Newman se observaron situaciones de este tipo que recaen en el nivel P4, error de
habilidades de proceso, asociadas a que el estudiante no lleva a cabo el procedimiento
correctamente. Se identificaron las causas que provocan estas situaciones, en primer lugar
se asocia al uso de calculadora durante las clases de matematicas, para realizar operaciones
basicas como suma, resta, multiplicaciéon y division. A5 comentd que el uso de la
calculadora le permite hacer los calculos con mayor rapidez, por lo que durante la tarea se
vio en la necesidad de realizarlos paso a paso, al realizar las operaciones, el estudiante
manifestd problemas para el seguimiento de reglas rigurosas, en esta etapa, para el
desarrollo de conceptos, se considera la decision entre seguir con un pensamiento natural,
basado en la experiencia, o seguir un razonamiento deductivo que implica el analisis logico

de la situacion para validar o no el resultado segtn las condiciones del problema.

Otra de las causas de error relacionada a la dificultad de célculos aritméticos y algebraicos

fue la manifestacion de problemas para obtener la raiz cuadrada, se identificaron 4 casos,
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en los que los estudiantes dividieron entre dos en lugar de buscar la raiz cuadrada, lo cual
se atribuye en respuesta a una accién mecanicista, probablemente causada por el uso de la
calculadora, asi como, a la similitud de simbolos en esta, lo cual pudo causar una confusion
en los estudiantes. También relacionado con un seguimiento de reglas poco riguroso, ya
que su aplicacion funcional del conocimiento implica estar consciente de las reglas para

aplicarlas en contextos apropiados.

La concepcion de la relacion pitagorica como una mera formula, asi como su uso
mecanicista, evita la reflexion durante las operaciones algebraicas, lo cual se hizo evidente
en el problema 2, cuando los estudiantes despejaron la incdgnita determinada por “Y”,
empleando patrones equivocados durante la sustitucion de la hipotenusa, en este caso se
combinan problemas para seguir reglas rigurosas, una vez que se elabor6 un plan para
abordar el problema, este plan estd basado en la experiencia previa, la manifestacion del
problema se da cuando no se reflexiona en el proceso de reorganizacién segun las
condiciones del problema y se realiza de forma mecanica. Finalmente, se identificod que
existen distractores emocionales causantes de los errores que cometen los estudiantes
cuando abordan problemas que involucran el teorema de Pitagoras, el nerviosismo y la
presion por concluir la tarea en un tiempo determinado es uno de ellos, asi como,
malestares fisicos como el dolor de cabeza o la falta de motivacion e interés en el tema,

fueron argumentos que los estudiantes dieron durante la entrevista.

Los resultados aportan evidencia de que los estudiantes presentaban descuidos al realizar
calculo mental en operaciones rutinarias a causa del nerviosismo, A4 y A5 lo manifestaron
principalmente en los problemas 1 y 2. Ambos presentan descuidos similares al realizar
calculo mental, el estudiante A5 se muestra confiado y expresa que para €l no es necesario
escribir las operaciones al clasificarlas como sencillas; es complicado determinar hasta qué
punto la dificultad para realizar cdlculos aritméticos y los distractores emocionales
determinan las causas de los errores para A5 ya que durante la entrevista tuvo dificultades
para obtener el resultado de multiplicar 7 por 7. Es importante reconocer la influencia de
condiciones personales que se convierten en estimulos positivos o negativos, como la

motivacion o la frustracion, al principio de la entrevista AS expresa haber puesto todo su
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empefio para resolver la tarea, porqué era importante valorar lo aprendido. Sin embargo

también expresa una falta de interés en el tema.

La toma de decisiones vinculadas con distractores emocionales pueden ser determinantes
en los procesos de pensamiento con significado en el desarrollo de conceptos, ya que
implica un proceso intelectual relacionado con actividades matematicas, en las que se debe
manejar el fracaso y la desilusion. Los estudiantes experimentan estas situaciones, que son
analogas a las actividades que realizan algunos matematicos, en el salon de clases, ellos
deben decidir entre seguir una ruta automatica, mecanicista y practica u optar por proceso
analitico, relativamente lento lleno de incertidumbre como lo es el pensamiento
matematico. Muchos estudiantes logran tener éxito en las clases de matematicas
apropiandose de algoritmos y resolviendo ejercicios de manera mecanica, debido a que, en
los niveles elementales de la escuela no se introducen términos como el de heuristica y la
nocion de prueba queda relegada al uso de simbolos y expresiones verbales sin sentido para
ellos. Por lo tanto el pensamiento matematico debe verse reflejado en la aplicacion de
conocimientos funcionales, a través de acciones reflexivas derivadas de un lenguaje que ha
llegado a ser familiar, que describa una imagen conceptual encaminada a una

generalizacion.

De acuerdo al segundo de los objetivos especificos del presente trabajo, se clasificaron las
causas de los errores de acuerdo con la jerarquia propuesta por Newman (Clements, 1980)
y se adaptaron las cinco categorias descritas anteriormente: dificultad para comprender el
teorema de Pitdgoras, dificultad en el dominio de los elementos del triangulo rectdngulo,
dificultad para articular nociones matematicas previas, dificultad en la realizacion de

calculos aritméticos y algebraicos y distractores emocionales.

Dificultad para comprender el teorema de Pitagoras: se basa en una nocion determinada
por la experiencia del estudiante, el teorema de Pitdgoras definido como la relacion
pitagorica ¢* = a* + b*. De acuerdo a la taxonomia de causa de errores de Newman dicha
categoria se encuentra asociada a un error de comprension (P2), error por transformacion

(P3) y con el error de codificacion (P5).
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Dificultad en el dominio de los elementos del triangulo rectangulo: se origina a partir de un
problema al relacionar la imagen conceptual con la definicion sugerida, el tridngulo
rectangulo fue una herramienta concreta, utilizada de manera practica para realizar calculos
aritméticos y geométricos, gracias a la aplicacion de sus propiedades. Esta categoria se
encuentra relacionada con el error de comprension (P2) y error por transformacion (P3) de

la taxonomia de Newman.

Dificultad para articular nociones matematicas previas: se refiere a la falta de razones
basadas en la experiencia para relacionar, al tridngulo rectdngulo con los cuadrados
construidos sobre sus lados. La categoria se encuentra relacionada con: error de

comprension (P2)y con errores por descuido (E1).

Dificultad en la realizacion de calculos aritméticos y algebraicos: el uso de calculadora
durante las clases de matematicas promueve un accion mecanica y poco reflexiva al realizar
operaciones basicas como suma, resta, multiplicacion y division, puede causar confusion al
realizar el algoritmo de la divisién en lugar de la raiz cuadrada asi como en el despeje y
sustitucion de literales. La categoria se relaciona con: error por transformacion (P3), error

de habilidades de proceso (P4) y errores por descuido (E1).

Distractores emocionales: son factores que influyen en la toma de decisiones racionales y
flexibles, tales como: el nerviosismo, presion por concluir la tarea en un tiempo
determinado, malestares fisicos, falta de motivacion y falta de interés. La categoria se
relaciona principalmente con: errores por descuido (E1) y con error de motivacion o

argumento defectuoso (E2).
5.3. Discusion

Reconocer que el error es un fendmeno persistente en las clases de matematicas, el cual
merece toda la atencion por parte del docente, pero también, por parte de los estudiantes; es
una de las ambiciones de este trabajo, ambos deben asumir una actitud resiliente e
inquisitiva cuando este se presente, es necesario resignificar al error para darle una
connotacion mas comprensiva, enriquecedora e integral y de esta forma ser utilizado como

una herramienta que permita diagnosticar problemas de ensefianza y aprendizaje de las
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matematicas. Se considera que incluir de manera activa en el analisis, identificacion e

interpretacion de los errores a los estudiantes se mejora su desempefio (Rushton, 2018).

A partir de un enfoque donde el error debe propiciarse en el aula, ya que su presencia
evidencia las dificultades en el aprendizaje de las matematicas (Radatz, 1980), es
importante considerar tareas que sean un reto para el estudiante. Ayres (2001) y Veloo et al.
(2015) establecieron una relacion directa entre la frecuencia de errores, asociados a tareas
con una carga cognitiva elevada, asi como a items con mayor indice de dificultad,
respectivamente. Los resultados son consistentes con los mostrados en los resultados de la
presente investigacion; a medida que la tarea presentaba problemas menos habituales, la
diversidad de problemas aumentd. Los errores sistematicos estdn relacionados con las

dificultades en la realizacion de célculos aritméticos y algebraicos.

Tariq et al. (2008) reporta que se analizaron errores y concepciones erroneas al resolver una
prueba escrita, donde a los estudiantes de licenciatura, se les permitié el uso de la
calculadora, sin la presion del tiempo; en su investigacion se reporta que los errores y
conceptos erroneo fueron similares a los reportados por adolescentes de 13 y 14 afios.
Durante las entrevistas realizadas a tres estudiantes de telesecundaria, dos de ellos
mencionaron que habian sentido presion por el tiempo, asi como por obtener buenos
resultados, se concluyd que, lidiar con la desilusion, propiciar acciones racionales y
reflexivas, asi como el sobreponerse a las dificultades son actividades analogas al quehacer
de un matematico y deben replicarse de manera controlada. En este orden de ideas, el uso
de la calculadora no represent6 un aporte positivo en la investigacion de Tariq et al. (2008);
en la presente investigacion se concluyd que el uso de la calculadora contribuye a la
dificultad para la realizacion de calculos aritméticos durante la secundaria, debido al

proceso mecanicista que promueve.

El marco para analizar las causas de errores de Newman proporciona un panorama general
sobre el origen de los errores que cometen los estudiantes aplicados a tareas matematicas,
en investigaciones previas se ha relacionado a: problemas verbales, cdlculo de derivadas y
en la resolucion de problemas relacionados con el teorema de Pitdgoras; en diferentes

niveles educativos, que van desde el nivel de licenciatura, preparatoria y secundaria
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(Fitriani et al., 2018; Santoso et al., 2017; y Sari y Wutsqa, 2019). La aportacion a las
investigaciones realizadas fue identificar las causas de error que cometen los estudiantes de
telesecundaria cuando abordan tareas relacionadas con el teorema de Pitagoras en una
telesecundaria de Singuilucan Hidalgo. Se especificéd y diversifico la jerarquia de causas de
error de Newman y se concluy6 que las causas de error pueden ser multifactoriales, pero es
posible rastrear la causa de error si se realiza un andlisis mediante una entrevista

semiestructurada.
5.4. Alcances y limitaciones

Durante la planeacion e implementacion de las tareas se tomaron decisiones que
respondieron a los tiempos y objetivos, que al finalizar la tesis destacan por su pertinencia y
por representar areas de oportunidad en proyectos futuros relacionados con la identificacion
de errores en la clase de matematicas, cometidos por estudiantes de secundaria. La
seleccion intencionada de los problemas cuyo proposito fue representar una carga cognitiva
que aumenta de manera progresiva conforme se avanzaba en la tarea, fue un aspecto que
permitio a los estudiantes plasmar evidencias de su desempefio conforme a su potencial, la
aparicion de los diferentes tipo de error lo confirma, sin embargo es recomendable tomar en
cuenta, que las operaciones aritméticas relacionadas con la raiz cuadrada sean intuitivas,
apegadas a experiencias en el aula, de esta manera el estudiante se concentra en el analisis y
la reflexion y no sobre la especulacion, el estrés e incertidumbre que pudieran causar las

operaciones aritméticas.

Uno de los instrumentos que aportd informacion relevante fue el guidon de entrevista,
mediante este, se obtuvieron datos sobre las creencias y justificaciones de los estudiantes
cuando formulan, justifican y usan el teorema de Pitagoras ante las situaciones planteadas
durante la tarea, lo que lleva a reflexionar sobre el valor de las preguntas en la recoleccion
de datos, su disefio debe ser cuidadoso y encaminado a responder los cuestionamientos que
motivaron el trabajo, pero al momento de llevar a cabo la entrevista, el investigador debe
estar preparado para improvisar e indagar sobre aspectos que corren el riesgo de pasar
desapercibidos, siempre existe la posibilidad de que ocurra, mas atn, cuando se utiliza por

primera vez la entrevista como técnica, es importante mantener el control y estar
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consciente de que, la pregunta, su forma y el tono; condiciona la respuesta de los

estudiantes.

En el futuro es recomendable seguir con investigaciones encaminadas a identificar las
causas de error como un proceso diagndstico en el aula de matematicas, se identifico que
estas son productos de patrones equivocados productos de hdbitos mecanicistas. Es
prudente llevar a la practica las conclusiones obtenidas y proponer acciones que
desarrollen el pensamiento matemadtico, fomente la motivacion de los estudiantes y eviten

errores sistematicos.
5.5. Reflexiones finales

La experiencia acumulada durante la realizacion del presente proyecto de tesis ha
provocado una reflexion sobre el rol que desempefia el docente de matematicas y la
influencia que pueden tener los recursos utilizados para su actualizacion, existe una
busqueda constante de superacion y vigencia personal, motivadas por intereses y por
compromisos institucionales, es asi como los cursos de formacioén continua con énfasis en
matematicas puede tener un impacto sobre la actitud de los docentes hacia el error, trabajos
como el presente, se desarrollan y comparten con la intencién de fomentar una preparacion
constante. Con lo anterior se quiere decir que el docente estd avido de dar significado a
nuevos conceptos, que al igual que los estudiantes, durante su carrera paso por etapas de
formacion que le dotaron de las capacidades y herramientas que utiliza en el aula para
ayudar a los estudiantes a interactuar con el aprendizaje, las cuales debe ser potencializadas
con programas de posgrado, cursos y/o talleres, que no representen una carga

administrativa.

Durante el andlisis de los resultados se reconocid que las causas por las cuales los
estudiantes de telesecundaria cometen errores cuando abordan tareas sobre el teorema de
Pitagoras, pueden ser el resultado de aproximaciones instruccionales que simplifican el
conocimiento del teorema a la relacion pitagorica, mediante la cual se puede obtener la
longitud de un lado desconocido de un tridngulo rectangulo, conociendo las longitudes de
los otros dos lados. Se obtuvo evidencia de que existen dificultades en temas de

matematicas, en los docentes en formacion, ya que durante su formacion universitaria no se
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abordan conceptos como el de demostracion matematica, conjetura o heuristica, asi como la
concepcion del error como un fendmeno que puede apoyar la construcciéon de un
aprendizaje matematico con entendimiento. Con lo anterior se hace evidente la importancia
de establecer un plan de mejora continua para los docentes en servicio, o una estrategia de
actualizacidon continua autébnoma, ya que es posible que compafieros con muchos afios de

servicio consideran innecesario seguirse formando en aspectos disciplinares o didacticos.

Durante el desarrollo de la tesis se fue obteniendo evidencia de la necesidad que tiene un
docente de educacion basica de profundizar en el conocimiento de las matematicas. Por una
parte, es importante poner atencion en el andlisis de la evolucion historica de un concepto,
el cual brinda una perspectiva que debe ser aprovechada para mejorar su comprension de

los procesos de ensenanza y aprendizaje.
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APENDICE A. Transcripciones de las entrevistas

Para apoyar la politica institucional de ahorro de papel implementada por la
Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo, los apéndices de la tesis se pueden

consultar mediante los hipervinculos que aparecen a continuacion.
Transcripcion Al

https://dri 1 file/d/11zIvgZQSXHtKAVI-X1-M_Mgl dwRSRhkH/view?
=sharing

Transcrpcion A4

https://drive.google.com/file/d/1apcmoowypfawWyLVIdwas eq xvEsy-S/view?usp=s

haring

Transcripcion A5

https://drive.google.com/file/d/INRItxKtM FCM2c6vtX5J1RXbU110O dTd/view?usp

=sharing
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