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Resumen

En este trabajo se analiza la dinamica de las abejas Apis mellifera en presencia de
pesticidas, mediante un modelo matematico que utiliza la ecuacion logistica de crecimiento
poblacional con un término adicional que incorpora la mortalidad inducida por pesticidas.
Se consideraron dos funciones a trozos para modelar la tasa de mortalidad: una lineal y una
constante. Teniendo como resultado una ecuacién diferencial con lado derecho discontinuo,
por lo que, se probé la existencia de soluciones a través de una inclusion diferencial de
Filippov.

Los resultados muestran que la funcién de mortalidad constante permite a la poblacion
de abejas recuperarse en menos tiempo tras una exposicion a los pesticidas en comparacion
con la funciéon de mortalidad lineal.

Asimismo, al evaluar el impacto de mortalidad que tienen las abejas a los pesticidas
Clorotalonil, Fluvalinato, Coumafos, Clorpirifos y Solventes, se muestra que los dos pri-
meros son los que presentan mayor riesgo de colapso de colonia, mientras que Clorpirifos
y los solventes permiten una recuperacién poblacional, acercandose a la capacidad de car-
ga. Finalmente, se sugiere una extension para considerar factores adicionales y tener un
escenario biologicamente mas realista.
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Introducciéon

Las abejas, en particular, Apis mellifera, desempenan un papel fundamental en la
polinizacién de cultivos y plantas silvestres; este servicio ecosistémico apoya el manteni-
miento de la biodiversidad. De igual manera, son uno de los polinizadores mas importantes
econémicamente en los cultivos agricolas, debido a que contribuyen a la produccién de
frutos, verduras o cultivos especiales de gran valor, tanto en México como en Estados
Unidos. Sin embargo, en las tltimas décadas se ha detectado la disminucién de su pobla-
cién, llaméndole a esto el Trastorno de Colapso de Colonias (CCD por sus siglas en inglés,
Colony Collapse Disorder), el cual estd relacionado con factores como enfermedades por
pardsitos o virus, cambio climdtico y, especialmente, por exposicién a pesticidas [1].

Diversos estudios experimentales han demostrado que los pesticidas afectan directa-
mente la salud de las abejas, reduciendo su tasa de supervivencia, alterando su compor-
tamiento y afectando el desarrollo de las crias. Por ejemplo, en [2] se demostré que dosis
subletales de Neonicotinoide afectan la pérdida de memoria, impidiendo que puedan re-
gresar a la colmena. De forma similar, en [1] se observé que hay efectos subletales en larvas
tras exponerlas a los pesticidas mas comunes, afectando su peso corporal, morfologia y
glandulas.

En este contexto, el uso de modelos matematicos se considera una herramienta util
para comprender la dinamica poblacional de las abejas y evaluar los efectos de diver-
sos factores. Los modelos descritos en [3] y [4] han explorado los factores de nutricién,
pardsitos, virus, edad y estructura. En particular, en [5] y [6] se desarrollaron modelos
especificos para evaluar el trastorno de colapso de colonias (CCD) derivado del uso de
pesticidas en cultivos, encontrando umbrales criticos que determinan la supervivencia de
la poblacion.

El objetivo de este trabajo es proponer y analizar un modelo matematico que describe
el crecimiento poblacional de abejas bajo el efecto directo de pesticidas, combinando el
modelo de crecimiento poblacional con una funcién de mortalidad dependiente del tiem-
po. Se consideran dos tipos de funciones: una lineal y una constante, para modelar esta
mortalidad, simulando los escenarios mas realistas de fumigacién; fueron evaluadas con
pardmetros publicados en el articulo 7], donde mencionan diferentes pesticidas como Clo-
rotalonil, Fluvalinato, Coumafos, Clorpirifos y los solventes .

Al modelo que se propone en este trabajo se prob¢ la existencia de soluciones a través
de la teoria de soluciones de Filippov, las cuales no son unicas; después se analizé la es-
tabilidad de los puntos de equilibrio por intervalos, asi como el impacto de las diferentes
tasas de mortalidad para cada pesticida. Con estos resultados, se realizdé una comparacion
cuantitativa sobre qué funcién de mortalidad permite que la poblacién de abejas se recu-
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pere mas rapido y, de igual manera, se observd como afecta la viabilidad de la colonia.

Con este trabajo, se busca sentar las bases para crear modelos mas complejos en los
que se integren factores adicionales como ciclos de vida, estacionalidad y periodicidad en
la funcién de mortalidad, los cuales afectan y benefician el desarrollo poblacional de las
abejas.



CAPITULO 1
Antecedentes

1.1. Importancia de las abejas en el ecosistema y en
la economia

La polinizacién por insectos es uno de los servicios que los ecosistemas nos proporcio-
nan de forma gratuita. Cuando los insectos se alimentan de néctar y/o polen, involunta-
riamente transfieren granos de polen a las flores, facilitando su fertilizaciéon. Por lo que, la
polinizacién y las interacciones planta-polinizador son fundamentales para el éxito repro-
ductivo y la produccion de frutos en las plantas que los producen; este servicio ecosistémico
apoya el mantenimiento de la biodiversidad de las plantas, ver [8]. Desafortunadamente, la
poblacién de las abejas ha disminuido a nivel global. Los parasitos, muertes, desnutricion,
pesticidas y cambio climatico contribuyen en gran medida a la crisis mundial de pérdida
de colonias de abejas, ver [9].

De acuerdo con la revisién de literatura, en [10] se concluye que la polinizacién reali-
zada por abejas proporciona una variedad de beneficios para la humanidad; por ejemplo,
contribuye al procesamiento de alimentos, materias primas, medicinas, mantenimiento de
la biodiversidad y proteccion al medio ambiente. Ademas, tiene efectos directos en la ren-
tabilidad y productividad en los cultivos a nivel mundial, incluyendo hortalizas, semillas,
nueces, asi como algunos productos agricolas de alto valor, como el café, el cacao y la colza.

Actualmente, entre el 5% y el 8% de toda la produccién agricola se perderia sin los
servicios de polinizacién proporcionados por las abejas (ver [11]). Pues, como menciona
Ashworth et al. en su articulo publicado en 2009 (ver [12]), los cultivos dependientes de
polinizadores permiten obtener mayor cantidad de alimento por unidad de superficie gene-
rando una mayor ganancia econémica por unidad de area, que los cultivos no dependientes
de polinizadores. Y estos polinizadores estan enfrentando numerosos desafios que pueden
alterar sus vidas, incluidos cambios en el uso de suelo, cambio climatico, los pesticidas, la
genética y la gestion de cultivos.

El uso de pesticidas es perjudicial para la salud humana, debido a que son mezclas de
quimicos que contienen ingredientes activos como Organofosfatos, Carbamato y Organo-
clorado. Este ultimo se distingue por su notable estabilidad quimica, su baja solubilidad
en agua, su elevada solubilidad en disolventes organicos y su resistencia tanto a la de-
gradacion quimica como bioldgica. Estas propiedades favorecen a que se bioacumulen y
biomagnifiquen en el tejido graso animal. La exposicién a pesticidas esta relacionada con
el desarrollo de céncer, infertilidad, alteraciones en la funcién metabdlica, enfermedades
neurodegenerativas, entre otras mds, ver [13].
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Las abejas (Apis Mellifera) son los polinizadores méas valiosos econémicamente de los
cultivos agricolas en el mundo; en [14] se menciona que esta especie de abeja es la tnica
que mantiene comercialmente a los Estados Unidos, pues contribuye a la produccion de
una amplia gama de frutos de alto valor, verduras, nueces de arbol, cultivos forrajeros,
algunos cultivos de campo y otros cultivos especiales.

En México, la mayoria de los polinizadores utilizados comercialmente son especies
introducidas, una de ellas es la Apis mellifera que, es la abeja mas reconocida y empelada
para fines comerciales, debido a su facil manejo y valor econémico en los productos que
genera como la miel y el propdleo.

Por otro lado, las abejas sin aguijén, abejas nativas que han sido empleadas en México
desde antes de la llegada de los espanoles, han demostrado tener eficacia en determinados
cultivos y condiciones especificas. Ademas su manejo por parte de comunidades locales
las posiciona como una alternativa importante ante el crecimiento de la demanda de pro-
ductos dependientes de polinizadores. Pero la falta de informacién y el limitado interés
en su aprovechamiento han hecho que pasen a segundo plano frente a otros polinizadores
comerciales, ver [15].

El servicio de polinizacién puede cuantificarse monetariamente en funcién del nivel
dependiente de cada cultivo al servicio de polinizacién [16]. Por ejemplo, para el ano 2010
se reportd que el valor econémico total del servicié de polinizacion de 103 especies de
plantas cultivadas en México fue de 43 mil millones de pesos [17]; cultivos nativos co-
mo el aguacate, jitomate y pimiento tuvieron el mayor valor econémico neto en 2018,
de estos tres cultivos, el valor econémico del polinizador fue mayor en el aguacate con
$20, 687,000, 000 de pesos mexicanos. Esto sugiere que la perdida de polinizadores puede
afectar gravemente la produccién y el ingreso econdémico que se obtienen de estos cultivos.
Asi mismo, la produccion e ingresos de especies nativas como el cacao, calabazas y espe-
cies introducidas como el café, sandia, zarzamora y mando que tienen alta dependencia
del servicio de polinizacion estan amenazadas totalmente por el declive y desaparicién de
polinizadores, ver [15].

En [18] se realiz6 un estudio estadistico donde encuestaron a 6795 apicultores. Los
encuestados gestionaban 427,652 colonias el 1 de octubre de 2015 y de acuerdo con esti-
maciones del USDA - National Agriculture Statistics Services (USDA-NASS), representan
el 16.1 % de todas las colonias productoras de miel gestionadas en EE.UU. durante el ve-
rano de 2016, obteniendo como resultado, del total de colonias perdidas en 2015-2016 fue
23.6 % en verano, 26.9 % en invierno y 40.9 % anual. Ademas, los apicultores reportaron
tres factores de riesgo mas comunes asociados con la mortalidad de colonias: fallo de rei-
na, el dcaro Varroa destructor y pesticidas, experimentando una pérdida total de 91.3%
de colonias durante el invierno. Una pregunta de la encuesta indagd especificamente si
el apicultor perdié colonias con el sintoma “no hay abejas muertas en la colmena”, un
sintoma conocido Trastorno de Colapso de Colonias (Colony Collapse Disorder, CCD) y
de acuerdo a 3675 respuestas validas a esta pregunta, 1619 apicultores reportaron que este
sintoma fue causa importante de muerte de colonias en su operacion, donde la pérdida
promedio fue del 58.8 %.
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1.2. Pesticidas como posible causante del Trastorno
de Colapso de Colonias

El trastorno de colapso de colonias es un sindrome misterioso, debido a la ausencia de
una causa conocida [19], donde el sintoma principal es un bajo nimero de abejas adultas
en la colmena [20].

Los pesticidas son una causa controversial y debatida en la disminucién de abejas. Si
se usan adecuadamente, los pesticidas proporcionan un beneficio econémico, pero ponen
el bienestar de las abejas en conflicto directo con la agricultura industrial [21] y ademas
varios autores mencionan que las concentraciones encontrados en productos como la miel
superan los niveles maximos de residuos (MRL) establecidos por la Unién Europea; por
lo que es crucial monitorear y regular el usos de pesticidas para garantizar la seguridad y
salud tanto de los consumidores como de las abejas [22].

Una posible causa del CCD es el uso de pesticidas, fungicidas e insecticidas en cultivos
donde se utiliza principalmente como medio de polinizacion a las abejas. Se han realizado
diferentes estudios para poder comprender si esto es posible.

En [23] se realizé un estudio con 653 abejas donde se les coloc6 un dispositivo para
rastrearlas, si regresaban a la colmena o no. Para simular intoxicacion diaria, recibieron
una dosis subletal de Tiametoxam, un neonicotinoide utilizado en cultivos, combinado con
sacarosa. Se seleccionaron dos grupos, un grupo de abejas que seria liberado en un cultivo
que ya conocian y el otro seria liberado en un lugar desconocido para ellas. Concluyé que
el 10.2% del primer grupo no regresé a la colmena y del segundo grupo fue el 31.6 %,
mostrando que la exposicion de abejas forrajeras a una dosis no letal pero comin afecta
su supervivencia, debido a que los neonicotinoides estan relacionados con la pérdida de
memoria, rendimiento de aprendizaje y actividad anormal de forrajeo.

En [24] se realizé un estudio similar para evaluar el efecto de fungicidas, herbicidas,
insecticidas Organofosfatos y Neonicotinoide. Utilizé entre 30 a 40 individuos y realizo
dos experimentos: el primero fue la prueba de alimentacién, donde fueron alimentadas pri-
meramente por una soluciéon que contenia sacarosa contaminada por pesticida y después
por otra solucién de sacarosa libre de pesticida. El segundo experimento fue la prueba
de contacto, donde la jaula donde se encontraban fue rociada con diferentes concentra-
ciones de pesticidas y después fueron medidas y pesadas para estimar la cantidad de
pesticida consumido. En ambos experimentos se observaron comportamientos anormales
y mortalidad a la 1 h, 3 h, 6 h, 12 h, 24 h, 48 h, después del tratamiento. Finalmente,
realizando un analisis estadistico los autores concluyeréon que para Neonicotinoide hay una
alta mortalidad después de 24 h del tratamiento de prueba de alimentacién y solo con
grandes concentraciones se tiene una toxicidad efectiva por la prueba de contacto. Para
insecticidas Organofosfatos hay mayores efectos toxicos mediante la alimentaciéon que por
exposicién y para fungicidas y herbicidas hubo una baja mortalidad menor al 10 % atin
con altas concentraciones de pesticida.

En 2020, Tome y colaboradores en [1] mencionan que utilizaron el método in vitro para
criar larvas de abejas para estudiar como los seis pesticidas mas comunes: Imidacloprid,
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Clorpirifos, Amitraz, Coumafos, Fluvalinato, Clorotalonil y el herbicida Glifosato afectan
al desarrollo de las abejas durante su etapa larvaria; para esto las sometié a una dieta
artificial contaminada por pesticidas durante 6 dias. Obtuvo como resultado que la su-
pervivencia se ve significativamente afectada por casi todos los pesticidas, especialmente
el Fluvalinato debido a que ninguna larva sobrevivié. De igual manera, afecta su tiempo
de desarrollo, pues hubo retraso en la pupacién y en la emergencia de adultos. También
hubo efectos subletales mostrando un 15 % mas bajo de su peso corporal y cambios en la
morfologia de sus antenas y glandulas.

En la ciudad de Tapachula, ubicada en el estado de Chiapas, en el sur de México, Ruiz-
Toledo y colaboradores [25] realizaron una investigacién donde recolectaron muestras de
polen y miel de A. mellifera y S. mezicana, dos especies utilizadas en la polinizaciéon de
cultivos. Fueron analizadas mediante el estudio de cromatografia. En general, detectaron
15 compuestos Organoclorado de los 16 que tenfan contemplados. Encontraron que el
22.22% de polen, el 88.33% de miel de S. mezicana, el 100% de polen y el 94.4% de
miel de A. mellifera fueron positivos para al menos un Organoclorado. De acuerdo con
esto, los autores concluyen que hay una presencia amplia de Organoclorado, a pesar de
que no se utilizan en Chiapas desde el 2000, pues han sidos prohibidos durante décadas
en muchos paises, incluidos México, ver [25].

Colima se destaca por su marco econémico, que es el sector primario que abarca
las actividades agricolas, ganaderas, forestales, de caza y pesqueras, y la agricultura se
destaca como la mas significativa econémicamente. La apicultura en Colima produce 240
toneladas de miel anualmente de 15.000 colonias registradas operadas por 163 productores
[26].

La investigacion que realiza Rodriguez-Aguilar et al. en 2024 [22], consiste en recolectar
muestra de abejas y miel de apicultores, en todo el estado de Colima, durante las estaciones
himedas y secas, con el objetivo de evaluar la ocurrencia, la variabilidad temporal, la
variabilidad espacial y el riesgo potencial de las abejas y el consumo humano de miel
contaminada con pesticidas. Dentro de los resultados se encontré un total de 12 pesticidas
en las muestras de miel, se detectaron al menos un pesticida y un maximo de 8 pesticidas
en mezclas de muestras de miel y respecto a las muestra de abejas, encontraron un total de
18 pesticidas. De igual manera, reportaron que durante la estaciéon hiimeda, se intensifica
su uso, por lo que se observan concentraciones elevadas en comparacién con la estacion
seca. Y dentro de la evaluacion de riesgos para la salud humana por el consumo de miel
contaminada con pesticidas, se determiné que las concentraciones detectadas no presentan
un riesgo de efectos no cancerigenos para ninos y adultos. Sin embargo, para las abejas
si hay un riesgo potencial por el consumo de miel contaminada con pesticidas donde
se mostraron que las altas concentraciones de permetrina tienen el potencial de afectar
letalmente a las abejas en un corto periodo de tiempo.

1.3. Modelos sobre la dinamica de las abejas con di-
versos factores
Ahora con la finalidad de dar a conocer los modelos que ya han sido explorados para

modelar la dinamica de la poblacion de abejas meliferas y los factores que afectan su
supervivencia, se hace menciéon de algunos articulos publicados y recopilaciones en esta
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seccién.

Algunos de los modelos mateméticos recopilados en el articulo [9], donde se modela
la dindmica poblacional de las abejas con factores que son: la edad/ etapa, los recursos
de comida o factores de nutriciéon, parasitos o virus, y pesticidas, son presentados en las
siguientes subsecciones.

1.3.1. Modelo de dinamica poblacional

En [3] los autores proponen un modelo matematico que permite explorar de manera
cuantitativa la dindmica poblacional y la fuerza en la colmena. Dicho modelo tiene el
potencial de hacer predicciones sobre los resultados de varias manipulaciones y permite
explorar un problema preliminar antes de invertir en un trabajo experimental.

Es un modelo de compartimientos simple, el cual inicamente considera a las abejas
hembra, donde H es el numero de abejas que trabajan dentro de la colmena y F' es el
nimero de abejas que trabajan fuera de la colmena, es decir, las forrajeras. Por lo que
N = H + F es el numero total de abejas trabajadoras en la colmena. Se asume que solo
hay dos clases de abejas, las que trabajan dentro de la colmena y las que salen a forrajear.
Los supuestos basicos del modelos son: las abejas no mueren dentro de la colmena, las
abejas forrajeras mueren en una tasa constante m, las abejas emergen a partir de las
pupas a una tasa E(H, F') y se convierten en forrajeras a una tasa R(H, F')

Las ecuaciones diferenciales del modelo propuesto en [3] se describen asi:

OiZ—H =F(H,F)— HR(H,F)

d} (1.1)
— =HR(H,F)—mF
dt

La primera ecuacion representa la ganancia de abejas que emergen y la perdida de las
que se van a forrajear y la segunda ecuacion representa el aumento de abejas forrajeras
por reclutamiento y la disminuciéon por muerte.

La eclosion de nuevas abejas que esta determinada por E(H, F') = wa;;i + depende
del tamano total de la poblacion de abejas N, pero hay un limite determinado por la
capacidad de puesta de la reina L, que aproximadamente toma un valor de 2000 huevos/dia
y w es el numero de abejas a partir del cual la tasa de eclosion se aproxima a L.

El reclutamiento de abejas forrajeras esta determinado por R(H, F) = o — o (HLJFF),
donde « es la tasa maxima de reclutamiento si no hay forrajeras y o es la fuerza de
inhibicién social, lo que significa que si hay muchas abejas forrajeras, entonces las abejas
jévenes tardan en volverse forrajeras.

Khoury y colaboradores realizaron el analisis de estabilidad lineal estandar y el plano

fase para analizar las ecuaciones, obteniendo que hay un estado estable global (Hy, Fp)

donde I 7 .
Fo = — —W—-—71 HO = jFO con
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cuando

I a+0+\/(0z—0)2+4%
m < —
2w a—=

L
y a——>0.
w

Por lo tanto, dentro de la parte de resultados del articulo publicado, el modelo presenta
una bifurcacion en el parametro de la tasa de mortalidad m de tal manera que, cuando
la tasa de mortalidad estd por debajo del umbral critico, en sus simulaciones el valor
critico es m = 0.335, la poblacién alcanza un punto de equilibrio, pero cuando la tasa de
mortalidad estd por encima de este umbral, la poblacién disminuye a cero y la colonia
falla. Este punto de bifurcacion representa el punto en el que la colonia no puede mantener
la produccién de cria a un ritmo suficiente para reemplazar las pérdidas.

Por ultimo, el autor comenta que el modelo predice las disminuciones iniciales rapidas
en la poblacion de las abejas, pero que el modelo no tiene la capacidad de representar
efectivamente el abandono absoluto de la colonia, que es un diagnéstico de CCD.

1.3.2. Modelos que incorporan los diferentes estadios de las abe-
jas

Dentro de la parte de edad o estructura, el estudio de Chen et al. en 2020 [27] desarrolla
modelos de ecuaciones diferenciales con retardo para describir la dindmica de una colonia
de Apis mellifera, donde considera dos etapadas principales: la poblacién de crias denotada
por B(t) y la poblacién de abejas adultas denotada por H(t). El modelo considera a r
como la tasa de puesta de huevos diaria por la reina, VK indica el tamaiio de la colonia
donde la tasa de supervivencia de las crias es la mitad de la maxima, a son los efectos de la
regulacion de las crias y dj, y dj, representan la mortalidad de las abejas en etapa de cria y
de adulto, respectivamente, por ultimo, 7 indica el tiempo de maduracién desde el estado
de cria hasta el estado de abeja adulta. Ademas incorpora el efecto de la estacionalidad
en la tasa de puesta de la reina, modelada con una funcién periddica.

Se proponen dos modelos diferentes con estructura de edad. El primero asume que las
abejas sobreviven de los huevos, mientras que el segundo modelo asume que las abejas
adultas sobreviven desde la etapa de cria en lugar desde la etapa de huevo. Son los
siguientes:

s Primer modelo

dB rH? rH?(t — 1)

— = — e 7 —dpB
it K+ H:+aB K+H(t—7)+aB(t—71)
d_H R ’I“H(t - 7')2 4
dt K+H({t—-71)24+aB(t—71)
= Segundo modelo
dB rH?

— = —e W B(t— 1) —d,B
it K+H’+aB © (t=7) = dB,

dH
E = e_deB(t - T) - th
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Los resultados que obtuvieron fueron que ambos siempre admiten un equilibro estable
E. = (0,0), donde su estabilidad depende de los parametros r, K, 7, dy, d, y «. Por
otro lado, los autores concluyeron que para que exista un equilibrio inestable se debe de
tener que 7 sea lo suficientemente grande, los valores de dj y d, deben ser pequenos y
los valores de av y K sean moderados; esto se resume en desigualdades explicitas que los
autores deducen, ver [27].

En cuanto a la comparacién de los dos modelos, se concluye que en el segundo modelo
la maduracién 7 puede provocar cambios de estabilidad y provocar oscilaciones, mientras
que el primer modelo 7 tiene un menor efecto sobre la estabilidad de los equilibrios.

En base al modelo (1.1), Booton et al. en 2017 [28] proponen un modelo que representa
la dinamica de las abejas de colmena definida por H y las abejas forrajeras definada por
F' con un estrés externo para investigar cémo es el impacto en el proceso de reclutamiento
a abejas forrajeras, si hay cambios en la inhibicion social y en la tasa de puesta de huevos
por la reina.

Este articulo destaca la importancia de incluir la estructura etaria como la estacionali-
dad para modelar adecuadamente la dindamica de la poblacién de las abejas y los factores
que influyen en su estabilidad.

La ecuaciones diferenciales que propone Booton et al. en [28] son las siguientes:

dH H+F r [
L _Hla- ~H—t  _HNH+F
i  "H+F+w {O‘ U(F+H)] H+F+¢ VH A+ F)

dF
= —Hla-
it oo

il
—d,F — p—2
F+H)] A H+F+¢

El término que representa el estrés externo es H donde p representa la tasa de

“w
HtF+¢’
estrés y ¢ la baja mortalidad de la colonia. La funciénJrverdj)T + F'), es una funcién limitante
de altas densidades, donde se elige que el efecto de alta densidad, ~, se extramadamente
pequeno.

Para analizar el modelo utilizaron métodos estandar de teoria de sistemas dinamicos,
donde encontraron dos puntos de equilibrio que son el trivial y (H*, F*) y después de ver
su comportamiento, los autores concluyeron que el estrés genera efectos del tipo Allee lo
que lleva a un colapso en la poblacién de abejas. Ademés demostraron que la CCD puede
desencadenarse por pequenas perturbaciones en las funciones regulatorios de la colmena,
lo que indica que la colmena es altamente sensible a los cambios que generan estrés que

son dependientes de la densidad poblacional.

1.3.3. Modelos que incorporan los recursos de comida o nutri-
cion

Dentro de la parte de los modelos que consideran la dinamica de las abejas con los

efectos de la comida o la nutricién, esté el modelo que desarrollo Khoury et al. en 2013 [29]

el cual es una extensién del modelo (1.1) publicado en [3], en donde se observa que si los

recursos alimentarios son limitados en la colonia, entonces las abejas de la colmena seran

reclutadas para convertirse en abejas forrajeras en una etapa precoz, lo que acortaria la
vida 1util de las trabajadoras, lo cual conlleva a la afectacion de la estructura de edad en
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la colonia y la cantidad de crias que pueden criar. Esto esta representado por el siguiente
sistema de ecuaciones:

dB f? H

— =1L — ¢oB(t

dH fP+0*H+v *B(t)

dH b? F
— =¢B(t—-7)—-H ; —

dt ¢ ( T) (amzn+amaxb2+f2 UF—{—H)
dF b? F

—=H ; — —d¢F

d

d—J;:cF—”be—”th—’yfF

donde B representa la poblacién de crias, H la poblacion de abejas de colmena, F' la
poblacién de abejas forrajeras, f representa la disponibilidad de alimento que se almacena
en la colmena.

La primera ecuacion representa la tasa de cambié del ntimero de crias, donde b y v
son parametros que determinan que tan rapido %Hiﬂj tiende a uno a medida que f y
H aumentan, respectivamente.

La segunda ecuacién representa la tasa de cambio de las abejas de la colmena, donde
¢B(t—7) es la tasa a la que las abejas adultas emergen de la pupacién, es decir, las abejas
que emergen en momento ¢ son las mismas que entraron a pupaciéon en t — 7.

La tercera ecuacién representa la tasa de cambio de las abejas forrejeras, donde
es la tasa con la que las abejas de la colmena se convierten en forrajeras cuando hay
suficiente alimento almacenado pero no existen abejas forrajeras activas; a,,q, representa
cuanto influye la escasez de alimento sobre la transicion de abejas de colmena a forrajeras;
y b regula qué tan rapido disminuye los efectos asociados al alimento conforme aumentan
las reservas. Asi como en el modelo (1.1), hay una inhibicién social que esta relacionada
con la proporcién de abejas forrajeras dentro de la poblacion de abejas adultas, y su
intensidad esta controlada por ¢.

Por tultimo, la cuarta ecuacién representa la razén de cambio en la disponibilidad de
alimento, donde ¢ representa la cantidad promedio de alimento recolectado por dia y el
consumo de alimento almacenado por crias, abejas de colmena y forrajeras esta determi-
nado por vg, Yy vV VF, respectivamente.

Dentro de los resultados, los autores mencionan que el modelo sugiere que, cuando las
tasas de mortalidad de las abejas cortejadoras son bajas, entonces hay baja disponibilidad
de alimentos, lo que limita la cantidad de alimentos acumulados en la colonia y provoca que
disminuya el tamano de la poblacion. Pero si se aumenta la disponibilidad de alimentos,
aumenta la cantidad de alimentos acumulados y, por tanto, la poblacion total de abejas
aumenta.

Esto sugiere que si hay baja mortalidad y alta disponibilidad de alimentos, el modelo
predice una cantidad infinita de alimentos almacenados en la colonia. Obviamente, esto
estd fuera de la realidad, pero refleja hasta cierto punto, lo que es ideal para que un
apicultor pueda cosechar miel sin comprometer a la colonia.

Por lo tanto, con diferentes tasas de mortalidad para abejas forrajeras se pueden ob-
tener tres resultados generales: una poblacién estable con un exceso de almacenamiento
de comida, una poblacién estable con alimentos limitados y una poblacién cero con alma-
cenes de comida residuales.
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Luego, Perry et al. en 2015 [30] extendieron el modelo anterior publicado en [29],
donde se asume que el almacenamiento de alimentos depende de los viajes de forrajeo, los
cuales, a su vez depende de la edad a la que inician a forrajear. Pero el forrajeo precoz
reduce el forrajeo efectivo y la longevidad de los polinizadores, lo que conduce a una alta
tasa de mortalidad y bajas reservas de alimento. El objetivo del articulo [30] es identificar
las estrategias més efectivas para mejorar la resiliencia de las colonias, por lo tanto, el
modelo que se propone es el siguiente:

dB f2 H

S S 10

dt f24+0*H+v *B(t)

dH b? F
— = ¢B(t — - H min maz -

dt oB(t—7) (a e b2+ f? UF+H)
dF b? F

— =T(a)H <ozmm—|—ozmmb2+f2 _UF—i—H) —dfM(a)F
d

d—"];:cTN(a)F—%B—%(H—l—F)

donde ¢ es la cantidad de comida recolectada en un solo viaje, N (a) representa la cantidad
de viajes que realiza una abeja forrajera por dia de acuerdo a su edad a la que inici6 a
polinizar y v, v 7 es el peso del alimento consumido por una abeja por dia dependiendo
de la etapa en la que se encuentre; también asumen que la cantidad de viajes realizados
y la supervivencia transicional 7'(a) son una funcién de la edad al inicio del forrajeo y
M (a) representa la tasa de muerte de abejas forrajeras en una colmena sana en funcién
de la edad a a la que inici6 a ser polinizadora.

La suposicion de que el almacenamiento de alimento depende de los viajes de forrajeo,
esto resultd en una ruptura de division del trabajo y la pérdida de poblacion adulta en
la colmena. Este trabajo da como resultado cudl puede ser uno de los procesos que pue-
den llevar a la despoblacién de una colonia, por lo que probaron varias estrategias para
prevenir el fracaso de las colonias, como son: la alimentacion suplementaria, la cual fue
la mas efectiva, agregar mas crias a la colmena, lo que fue de ayuda al principio, pero
luego comenzaban a tener estrés, y por ultimo, la inhibicién del forrajeo precoz a través
de feromonas, pero esto no tuvo un buen resultado debido a que recogian menor cantidad
de alimento.

1.3.4. Modelos que incorporan la dinamica con parasitos o virus

Ahora se presentaron los modelos que estan relacionados con los pardsitos o virus.
Los acaros como el Varroa destructor, estan asociados al sindrome del colapso de las
colmenas; este acaro afecta a las abejas durante dos fases: la forética y la reproductiva; y
entre las enfermedades que afectan a las abejas estan: Loque americana, Loque europea,
Cria de cal, Cria de piedra, Nosemosis, Acariosis y Varroasis, entre otras [31].

Por lo que, Messan et al. en 2021 en su articulo [32] dieron un modelo de interaccion de
abeja y dcaros de tres dimensiones, en el cual considera a B(t), H(t) y M(t) la poblacién
total de crias, de abejas adultas y de acaros al tiempo ¢, respectivamente, y donde 7 > 0
es el intervalo de tiempo en el que la poblacién entra en un ambiente homogéneo, igual
transcurrido el tiempo de huevo hasta adulto. Los supuestos que considera el modelo son:
se supone que las poblaciones tienen una tasa de mortalidad natural proporcional a la
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poblacién existente, que es detonada por los parametros d, para las crias, d;, para las
abejas adultas y d,, para los acards; las poblacién de crias y abejas adultas disminuyen
por el parasitismo de los acaros, por lo que en las ecuaciones se define a a como el tamano
de la poblacién de crias o de abejas adultas y los pardmetros a; y «p miden la tasa de
parasitismo a la poblacién de crias y adultas; La poblacion de dcaros aumenta a traves
del parasitismo de la cria, por lo que ¢ representa el factor de conversion de la cria a la
poblacién y de acaros. Por ultimo, la constante r representa la tasa méxima de huevos
que pone la reina. Considerando esto, el modelo propuesto es el siguiente:
Para t € (0, 7],

dB rH? B
= T — M- 4B
S——— S—— muerte natural
produccién de huevos probabilidad de que M se una B
A >y
Vv

parasitismo en crias

apM(s)
—e Jis [db+ aiB(S)]dsBo(t —7),

7

vV
maduracién de huevo a adultas

dH — [t lq _;,_M d H
—e ,[;577-[ b a+B(s)] SBO(t — 7') —Qy e M — th 5
dt [\ ~ o a + H v
transicién dr cria . muerte natural
probabilidad de que M se una H
parasitismo en abejas adultas
dM B
— = cop—— —  d,M
SN——— muerte natural
recién nacidos de parasitismo de crias
Parat > 1
dB rH? B
= —— M- 4B
N—— S—— muerte natural
produccién de huevos probabilidad de que M se una B
parasitismo en crias
ot apM(s)
o Jior o Sy s rH(t — 1)
K+ H(t—71)? ’
maduracién de huevo a adultas
t ap M (s)
— dp+2—2"2 |ds
dH e i ot 2565 rH(t —7)? H
— = . — —— M-  d&H
~ < N—— muerte natural
transicién dr cria probabilidad de que M se una H
parasitismo en abejas adultas
dM B
— = cop—— - da,M
dt a+ B SN——"
—— muerte natural

recién nacidos de parasitismo de crias
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Con condiciones iniciales B(t) = By(t) > 0,t € [—7,0],H(0) > 0,M(0) > 0, donde
By € C := C([—T,0],[0,400]) es la poblacién de crias en t € [—T,0].

Los equilibrios que obtuvieron de este sistema son FEgyp = (0,0,0) y EBZ:HJZO =
e—db‘r(dbri\/(dbr)2—4d§diKe2de)

2dydy,

[dbl

(B, Hr,0) donde Bf = UH v Hf =

y proponen lo siguiente:

cont = 1,2

Teorema 1.3.1 (Dinamica de equilibrios en la frontera) : El modelo siempre tiene
un equilibmo de extincion Fyyy el cual siempre es localmente asintoticamente estable. Si
d, <= 2\F el modelo tiene dos equilibrios adicionales de frontera Epruro y Epzmzo donde
el primero es inestable y el sequndo es localmente asitoticamente estable cuando Ay >

cay B3 . cap B3
arB: Y €8 inestable cuando d,, < PR

Teorema 1.3.2 (Estabilidad Global del sistema) : Si d;, < ’”S:/dfi; Yy dy > cay, el

equilibrio de extincion Egyy es globalmente asintoticamente estable.

Con estos dos resultados se tiene una explicacion biolégica en donde puede suceder que
todas las poblaciones desaparezcan debido al tamano inicial y, por lo tanto, el equilibrio
Eogo es estable. Por otro lado, como tenemos un parasitismo por parte de los acaros, si

L By . . ,

el término ZCX’BE es menor que la tasa de mortalidad de los acaros d,,, este no podria
2

cay B3

arB puede
desestabilizar el sistema. Y el segundo teorema indica que cuando el promedio total de
abejas adultas es menor que la poblacién critica de abejas adultas y la tasa de mortalidad
natural de dcaros es mayor que la eficiencia del parasitismo, entonces toda la poblacion
morird independientemente de su tamano inicial. Las simulaciones numéricas indican que,
sin acaros, la colonia alcanza un equilibrio estable, mientras que con infestacion aparecen
oscilaciones y, para altos valores de 7 o de la tasa de parasitismo (o), la colonia colapsa.

Para el lector interesado en leer la demostracion de estos teoremas y otros mas que
propusieron en funcién del modelo, se encuentran en [32].

sobrevivir y se tendrd una colonia con crias y abejas adultas, pero si d,, <

En el articulo [4] se realiza un estudio de investigacion donde se aborda el escenario en
el cual el CCD es provocado por un patégeno transmisible o contaminacion introducida
por las abejas que salen a polinizar; esto para entender céomo el colapso de la colmena
podria ocurrir con una perturbacion en la dindmica normal de la colmena.

El modelo define a H como el nimero de abejas que trabajan en la colmena, a la
F como el nimero de abejas que salen a forrajear y a las I como el nimero de abejas
infectadas o contaminadas, por lo que se tienen las siguientes ecuaciones diferenciales:

dH H P

i — ~H —

di a+a ! F+I+®

dF P I
. —AWH+4aH—m0M — BF——
a el g b I+ K
dl

& _BF — ol

dt I+ K M

donde L representa la tasa constante de huevos que pone la reina, €2 es el nimero de abejas
de colmena necesarias para que la tasa de emergencia alcance %L, ~ representa la tasa en
la que las abejas de colmena se vuelven abejas forrajeras, la tasa maxima de maduracion
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adicional esta dada por a;, ® es el nimero de abejas forrajeras en la cual su tasa maxima
de maduracién adicional es 5, se asume que las abejas mueren de forma natural en una
tasa 1, B es la tasa de infeccion de las abejas, con K como la constante de media satura-

cién, y por ultimo, us es la tasa per capita de mortalidad por infeccion, por lo que ps > g

Analizando el modelo, Kribs y Mitchell llegaron a la conclusién de que hay hasta cinco
tipos de equilibrios: equilibrio de extincién, dos de equilibrio libre de enfermedad y dos
de equilibrio endémico.

= equilibrio de extincién, donde todas las poblaciones son ceros, este equilibrio siempre
existe y se mantiene estable cuando L es muy bajo a comparacion de la tasa de
maduracién y muerte;

= equilibrio libre de enfermedad, donde la poblaciéon de infectados es igual a cero. En
un caso, el equilibrio existe y es estable cuando Ry < 1 y en el otro caso el equilibrio
es inestable y aparece cuando hay un efecto Allee!;

= equilibrio endémico se tiene que todas la poblaciones son positivas, si el equilibrio
existe, es inestable.

Y esto corresponde a tres resultados para la colmena: colapso de la colonia, una colmena
sana o supervivencia en un estado endémico, por lo que el autor concluye que la condicion
principal para que la colmena sobreviva sin importar el tamano inicial es que la tasa de
puesta de huevos exceda la tasa maxima de reclutamiento de abejas forrajeras en el um-
bral de media saturacion de la puesta de huevos. Si este criterio falla, siempre es posible
una extincién, pues es una vulnerabilidad para el CCD, ya que la infeccién acelera la
pérdida de forrajeras, lo que a su vez acelera el reclutamiento de abejas de colmena para
reemplazarlas, lo que genera que menos abejas cuiden a las crias, llegando asi a un colapso.

Otro articulo que propone un modelo con ecuaciones diferenciales parciales de la in-
teraccion de abejas con virus es el publicado en [34], que es el siguiente:

% n a;ff — —u(a)Hs — BN Hg

% i % = BN Hs — u(a)H; — dy(a)H;

% 4 % — u(a)Hg — p(a)Fs — BN Fs

O 20— wla)Hy + B Fs — (o) + de(@)

donde Hg(a,t) y Hj(a,t) son el nimero de abejas de colmena susceptibles e infectadas,
respectivamente, a la edad a en el tiempo ¢ y u(a) es la tasa de reclutamiento a forrajeo
dependiente de la edad, el segundo termino de la primera ecuacion representa la dindmica

!Cuando el tamaio inicial de la poblacién esta por debajo de un valor umbral Ky, la poblacién
tiende a extinguirse. A esto se le llama Efecto Allee [33]
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de la enfermadas dentro de la colonia, donde se asume que la abejas de colmena y las
forrajeras trasmiten la infeccién entre o dentro de las clases a una tasa [ y el nimero
total de abejas infectadas esta denotado por N = [(H; + Fy)da, por otro lado, Fs(a,t)
y Fi(a,t) son el nimero de abejas forrajeras susceptibles e infectadas, respectivamente, a
la edad a y en el tiempo ¢ y u(a) es la muerte natural dependiente de la edad de abejas
de colmena susceptibles que fueron reclutadas para ser forrajeras y, por dltimo, dy(a) y
dr(a) son las tasas de mortalidad de abejas de colmena e infectadas, respectivamente.

Dado que consideran la estructura de la edad como una variable dependiente, en par-
ticular una tasa de reclutamiento dependiente de la edad, obtienen como resultados que
hay efectos criticos en la supervivencia de las abejas meliferas; de hecho, predicen que el
polietismo por edad en una colonia de abejas tiene el efecto de impedir la propagacion
de alguna enfermedad o infeccion, por lo que cualquier perturbaciéon en la estructura de
edad natural puede aumentar la gravedad de la infeccién dentro de la colmena.

1.3.5. Modelos sobre la dinamica de las abejas con distintos pes-
ticidas

Como ultimo factor a considerar son los pesticidas, lo cual es de mayor interés en este
trabajo, por lo que los tinicos modelos hasta el momento que hablan sobre la dinamica de
las abejas con los pesticidas son los siguientes:

Magal et. al en 2019 [5] analizarén un modelo de CCD derivado de la contaminacién
por pesticidas. Su modelo es una ecuacién en diferencias de tiempo discreto que rastrea a
las abejas forrajeras al salir y regresar a la colmena diariamente. El modelo describe tini-
camente a las abejas forrajeras y la unidad de tiempo es de un dia. Una clave importante
que consideran es el llamado efecto Allee, el cual colocan en el término correspondiente a
la produccion de nuevas abejas forrajeras, a medida que pasan de la eclosion, maduracion
y diferenciacién a la funcionalidad de forrajera.

El primer modelo representa el CCD sin contaminacién por pesticidas,

Uln+1) = )ffgj; +e U(n), n>0

donde p > 0 representa la tasa de mortalidad natural de abejas forrajeras y 5 es la tasa
maxima de nuevas abejas forrajeras producidas por dia.
De acuerdo con esta ecuacion, 0 siempre es un equilibrio, estrictamente un equilibrio

positivo U, que satisface la siguiente igualdad % =1, con 3 := (aff,u) y X2 = X2
con esto obtienen que Ry = %, el cual mide la capacidad reproductiva efectiva de la

colonia frente a la mortalidad natural, con esto, los autores proponen el siguiente lema y
lo demuestran:

Lema 1.3.1 (1) Si Ry < 1, el inico equilibrio es 0. Ademds, 0 es estable y cada solucion
que comience desde Uy > 0 converge a 0

(11) Si Ry > 1, se tienen tres equilibrios no negativos:

=
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N A/

7. BtV/p?aX?
L U+ = T T
se tiene que 0 < U_ < U,.. Ademds, 0 es localmente estable y cada solucion que
comience en Uy € [0,U_) converge a 0. Ademds, Uy es localmente estable y cada
solucion que comienza desde Uy € (U-,00) converge a U,

De acuerdo a esto, el modelo explica por que colonias pequenas o debilitadas pueden co-
lapsar, incluso sin exposicion quimica, debido al efecto Allee.

Por otro lado, el siguiente modelo también descrito en [5] representa el CCD con
contaminacion por pesticidas, donde se asume que la contaminacion esta en el ambiente
y el primer dia de abejas contaminadas y no contaminadas son U(0) = Uy > 0, C'(0) =
Cop >0 ,

Vi(n — e
Un+1)= % + e~ Wt (n),

C(n+1) =pe"C(n)+pe*[1 —e *U(n)

donde V(n) := pe *C(n) + [pe™" + (1 — p)e~ @MU (n), p € [0,1] es la fraccién de abejas
contaminadas cuando regresan y a > 0 es la tasa de contaminacion por dia.

Se tiene que (0, 0) siempre es un equilibrio y el segundo equilibrio (U, C') que satisface
la siguiente ecuacién C' = pe {C + [1 — e U} & C = kU, donde ky = 2222 on

1—pe—H
esto obtienen que Ry = %, que representa la capacidad de regeneracion de la colonia bajo
. sz no_ L o . S o ea—1
los efectos de la contaminacion, donde § = —=5 v X = T [T phy] COR ko = g

Para este modelo, enuncia otro lema, dos proposiciones y las demuestra:

Lema 1.3.2 (1) Si Ry < 1, entonces (0,0) es el unico equilibrio del sistema
(11) Si Ry > 1, entonces el sistema tiene tres equilibrios:
= (0,0)
. (0.,C)
= (U4, Cy)
donde Cy = k Uy y se tiene que
(0,0) < (U-,C) < (U4, Cy),

Proposicién 1.3.1 Asume que Ry < 1. Entonces el equilibrio trivial (0,0) es globalmente
asintoticamente estable, esto es, (0,0) es localmente estable y cada solucidn no negativa
converge a (0,0)

Proposicién 1.3.2 Asume que Ry > 1. Las siguientes afirmaciones se mantienen:

(1) El equilibrio (0,0) es asintéticamente estable. Si Uy € [0,U_) y Cy € [0,C_), enton-
ces la solucion correspondiente (U(n),C(n)) del sistema converge a (0,0).

(11) El equilibrio (U, CY) es asintdticamente estable. Si Uy € (U_,00) Cy € (C_, 00),
entonces la solucion correspondiente (U(n),C(n)) del sistema converge a (Uy,C.).
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Con esto y otras proposiciones mas, concluyen que si la poblaciéon de abejas se en-
cuentra por debajo del umbral, se extinguird rapidamente, pero por encima, la poblacion
se acerca a un nivel estable. También, concluyen que la contaminacién ambiental por
pesticidas tiene un efecto subletal en las abejas meliferas y no causa directamente CCD.
Mas bien, la contaminacion perjudica a las abejas forrajeras contaminadas en regresar a
la colmena, lo que interrumpe su contribucion al sustento de abejas mas jévenes en la
colmena.

Para el lector interesado, las demostraciones de los lemas y proposiciones enunciados
y algunos otros resultados més los puede encontrar en [5].

Un ano después, en [6] extienden el anlisis del modelo descrito en [5], donde consideran
un factor significativo: la heterogeneidad espacial de las ubicaciones de contaminacion y
la variabilidad de abejas forrajeras en sus patrones de regreso; esto con la justificacion
de que la heterogeneidad espacial influye en la capacidad de supervivencia mas alla del
umbral que fue determinante. Es mas, el umbral depende de la variabilidad de abejas
forrajeras.

Hay dos estrategias que utilizan las abejas para buscar recursos en su entorno espacial:
usan la informaciéon que otras abejas les comunican a través de la danza waggle, que
determina la distancia y direccién del lugar de su preferencia, y la otra es usando la
informacion memorizada para volar a los lugares preferidos familiares. Por lo que, en este
modelo asumen que las colmenas estan localizadas en un ambiente con un gradiente de
recursos limitados igual en todas direcciones, donde la informacion social comunicada
por el baile waggle es de poca importancia, y por tltimo asumen una proporcién ¢ de
abejas forrajeras que memorizan la informacion espacial de sus ubicaciones preferidas y
van repetidamente a estas ubicaciones. La proporcién restante 1 — g es de abejas que
viajan en direcciones aleatorias para buscar nuevos recursos.

Este modelo estd disenado en particular para su aplicacién a colonias administradas
en entornos agricolas industriales, donde estas condiciones espaciales son comunes.

El modelo donde consideran el efecto de los pesticidas en el ambiente en la dindamica
de las abejas obreras es el siguiente: sea u(t,z,y) y c(t,z,y) la densidad de abejas no
contaminadas y contaminadas en el tiempo ¢ y la locacién (z,y) € R?, respectivamente,
se tiene que la distribucién inicial es u(0,z,y) = ug(w,y) y ¢(0,z,y) = co(z,y) donde
ug, co € L1 (R?). Con esto, la dindmica espacial de la poblacién de las abejas forrajeras
ent € [0,1) esta descrita por:

atu(t’ z, y) - 6AU(t7 €, y) - ,LL(JI, y)u(tv z, y) - OC(ZL', y)U(t, z, y)

Oc(t, x,y) = eAc(t, x,y) — p(x, y)c(t, z,y) + oz, y)u(t, z,y)

donde € > 0 es la tasa de difusion, p(z,y) es la tasa de mortalidad y a(z,y) es la tasa de
contaminacién de abejas forrajeras por pesticidas. Al final del dia, la proporcion de abejas
contaminadas que regresan a la colmena estda dada por p, asi la fraccién restante 1 — p
corresponde a las abejas contaminadas que fallan en el regreso a la colmena. Asumen que
a v i son funciones no negativas continuas acotadas en R2.

De igual forma, ellos consideran el efecto Allee para modelar la contribucién de las abejas
que regresan a la colmena para cuidar de las crias:

_ BU+pC)?
X2+ (U+pC)?
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Después de realizar simulaciones, llegaron a las siguientes conclusiones: El parametro p
determina cudl es el umbral critico de poblacién para que no ocurra el CCD, por lo que si
la poblacién esta por encima de este parametro se evita el CCD; el pardmetro ¢ que esta
relacionado a la fraccion de abejas que regresan a ubicaciones anteriores, si el ambiente
es una zona muy contaminada y el valor de ¢ es alto, entonces una mayor proporcion de
abejas se contaminan. Por lo tanto, las variaciones en los parametros p y ¢ determinan si
se puede producir un colapso en la colmena o no.

En este trabajo, analizaremos un modelo para el Trastorno de Colapso de Colonias
derivado por pesticidas. El modelo es una ecuacion diferencial que combina el crecimiento
logistico con un término adicional que representa la tasa de pérdida poblacional por
mortalidad a los pesticidas.



CAPITULO 2
Material y Métodos

2.1. Ecuaciones diferenciales

Primeramente en esta seccién se daran a conocer definiciones, teoremas y resultados
clasico que son utilizados para garantizar la existencia y unicidad de ecuaciones diferen-
ciales continuas; dicho contenido se encuentra enunciado y demostrado en [35]. Ademas
de mencionar los modelos clasicos utilizados para estudiar el crecimiento poblacional.

Una ecuacidn diferencial de primer orden es una ecuacién para una funcién f(¢,y) en
términos de su derivada. La ecuacién cuenta con tres tipos de variables: la independiente,
la dependiente y los parametros.

La forma estandar para una ecuacién diferencial de primer orden es

dy _

i f(ty).

Dentro de las ecuaciones diferenciales, suelen tener condiciones iniciales, a este tipo
de ecuaciones se le llama problema de valor inicial. La forma usual de un problema
de valor inicial es

&y _

dt - f(t7y>7 y(tO) = Yo.

Nos podemos preguntar si existe soluciéon de ecuaciones diferenciales. Para eso existe
un teorema de la existencia.

Teorema 2.1.1 Supongamos que f(t,y) es una funcién continua en un rectingulo de la
forma {(t,y)] a < t < byc <y < d} en el plano t-y. Si (to,yo) es un punto en este
rectangulo, entonces eziste un € > 0 y una funcion y(t) definida para to —e <t < tg+ €
que resuelve el problema de valor inicial.

Ahora es natural preguntarse si la solucién que se obtiene para el problema de valor
inicial es tnica o existen mas de una solucion, pues de haber mas de una solucién, esto
indicaria que hay predicciones completamente distintas para el mismo modelo. Para esto
existe un teorema que garantiza que las soluciones de los problemas de valor inicial son
unicas.

Teorema 2.1.2 Supongamos que f(t,y) y % son continuas en un rectangulo de la forma
{(t,y)| a <t <b,ec <y <d} en el plano t-y. Si (to,y0) es un punto en este rectingulo,
entonces existe un € > 0 y si y1(t) y y2(t) son dos funciones que resuelven el problema de
valor inicial para toda t en el intervalo ty — e < t < to + €, entonces y1(t) = y2(t) para
to — e <t <ty+e. Esdecir, la solucion al problema de valor inicial es unica.

17
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De igual manera, hay una restriccion més débil para poder determinar si las soluciones
de una ecuacién diferencial con problema de valor inicial son tinicas y es con el siguiente
teorema, publicado en [36]:

Teorema 2.1.3 Supongamos que f € CY(R™) y que f(z) satisface la condicion global de
Lipschitz

[f(x) = f(y)| < Mz —y]
para todo x,y € R™. Entonces para xo € R®, el problema de valor inicial tiene solucion
unica x(t) definida para toda t € R.

En base a las ecuaciones diferenciales ordinarias y la existencia tinica de sus soluciones,
introducimos los modelos precursores, para después dar paso al modelo que utilizaremos.

2.2. Modelo basico de crecimiento poblacional

Un modelo elemental del crecimiento de una poblacion se basa en la hipdtesis:

» la velocidad de crecimiento de la poblacién es proporcional al tamano de la pobla-
cion.

Las cantidades implicadas son:

t = tiempo,
P = poblacion,
k = constante de proporcionalidad.

Expresando la hipdtesis, tenemos que la tasa de crecimiento de la poblaciéon P es la

derivada —; dado que es proporcional a la poblacion, se expresa como el producto kP de

la poblacion P y la constante k de proporcionalidad. Por lo tanto, el modelo se expresa
de la siguiente manera con condicién inicial P(0) = Py
dP
— =kP, P(0)=PFR
dt ( ) 0
En otras palabras, tenemos que la razén de cambio de P es proporcional a P.
La solucién al problema de valor inicial es una funcién P(t) que satisface ambas ecua-
ciones. Por lo que dicha funcién es P(t) = exp(kt)

2.3. Modelo denso-dependiente

En base al modelo de la secciéon anterior, se hace un ajuste en el crecimiento exponen-
cial de la poblaciéon, tomando en cuenta un entorno y recursos limitados, agregando las
hipétesis:

= si la poblacion es pequena, la razén de crecimiento de la poblacion es proporcional
a su tamano;

= si la poblacion es demasiado grande para ser soportada por su entorno y recursos,
la poblacién disminuira. Es decir, la razon de crecimiento es negativa.
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Para este modelo se usan las mismas cantidades que el modelo anterior:
t = tiempo,
P = poblacién,
k = constante de proporcionalidad.

Dado que en la hipétesis se considera recursos limitados, cuando la poblacién es “de-
masiado grande”, se convierte en un segundo parametro, denotado por N, que se llama
“capacidad de soporte”del entorno, es decir, se supone que P(t) crece si P(t) < Ny P(t)
decrece cuando P(t) > N. Con esto podemos reescribir las hipétesis, como:

dP

— = kP;
dt ’

= si P es pequena,

dP
msi P>N, — <0.
dt
Con esto tenemos el modelo con condicidén inicial.

ar P

conocido como el modelo logistico de la poblaciéon donde la expresion 1 — % muestra

que si P es pequena, la expresion tiende a 1, pero si P > N es una expresién negativa,
cumpliendo con las hipotesis.

La solucién del modelo es P(t) = %.

2.4. Modelo propuesto

De acuerdo con esto, el modelo que se utilizara en este trabajo estd basado en el
modelo logistico de crecimiento poblacional, agregando las hipotesis:

= si la poblacion es pequena, la razén de crecimiento de la poblacion es proporcional
a su tamano;

= si la poblacion es demasiado grande para ser soportada por su entorno y recursos,
la poblacién disminuira. es decir, la razén de crecimiento es negativa;

= la poblacion esta en continuo contacto con un factor del entorno, que afecta su tasa
de mortalidad, por lo que la poblacién de abejas se vera impactada.
Para este modelo se utilizan las variables:
t = tiempo,
r = constante que representa la tasa de control del crecimiento poblacional,
K = constante que representa la capacidad de carga,
¢(t) = tasa de mortalidad de abejas por contacto con pesticidas en el tiempo t.
Con lo cual, expresando las hipdtesis tenemos la razén de cambio en el tamano de la

poblacién de abejas Apis mellifera respecto al tiempo es %A(t), por lo tanto, el modelo
es:

% — rA(t) (1 —~ %)) —c(H)A(t) = f(A,1) (2.1)
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2.4.1. Tipos de tasas de mortalidad

Definimos a ¢(t) como una funcién que determina la mortalidad de abejas por contacto
con cultivos que contienen pesticida. En este trabajo se considerard a esta funcion de las
siguientes maneras.

¢(t) es una funcién a trozos

La primera funcion que se considera es que en el primer tiempo, de ty a t1, la poblacién
de abejas se encuentra en un ambiente no contaminado; después, en el segundo tiempo,
que es de t; a tq, los agricultores comienzan la aplicacién continua de pesticida, por lo que
la mortalidad de las abejas se mantiene de forma lineal y, por ultimo, en el tercer tiempo,
que es de ty a t3, las abejas vuelven a estar en un ambiente no contaminado.

En esta funcién se hace la suposicion de que la contaminacion desaparece instantanea-
mente después de la aplicacion, se sabe que esto no sucede en la realidad pero es una
aproximacién al caso en que existiera un mecanismo donde se pudiera aplicar pesticida
de forma lineal y continua.

La funcién se define de la siguiente manera:

0 s1 thp<t<ty
0 st tQ S t S tg

Funciodn c(t) descrita en (2.2)

N
© |
= o
© —
<
o
o |
T T 1 | | | |
0 2 4 6 8 10 12
t
Figura 2.1: Representacion de la funcién c(t) lineal con valores de t; = 5, ¢, = 8y

p = 0.4 1/t fueron elegidos de manera arbitraria

La segunda funcion a trozos que se considera se asemeja més a la realidad, es cuando
en el primer tiempo no hay presencia de pesticida y luego, en el segundo tiempo, los agri-
cultores fumigan de manera constante, por lo que la mortalidad es de manera constante
y, por ultimo, en el tercer tiempo, deja de haber fumigacién.
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0 st to<t<ty
C(t) = m st 11 <t<ty (23)

0 s1 t2§t§t3

funcion c(t) descrita en (2.3)

o |
= -
=
o | ! I | [ I |
0 2 4 6 8 10 12
t
Figura 2.2: Representacion de la funcién c(t) constante con valores t; = 6, to = 8,

ts =13 y m = 0.6 1/t, elegidos de manera arbitraria.

En la primera funcién (2.2), u > 0 representa la tasa de cambio de la mortalidad por
pesticidas y tiene unidades de 1/t?, mientras que en la segunda funcién (2.3), m > 0
representa la tasa constante de mortalidad por pesticidas y tiene unidades de 1/t. Y pa-
ra ambas funciones 7 tiene unidades de 1/t. Esto con la finalidad de que las unidades
de tiempo sean consistentes, tengan validez en el modelo y sea relevante su significado
biolégico.

2.4.2. Soluciones de Filippov

El modelo propuesto (2.1) combina el modelo logistico cldsico con una tasa de mortali-
dad discontinua; por lo que, se tiene una ecuacion diferencial con lado derecho discontinuo:
De este modo, es adecuado utilizar soluciones de Filippov.

Para ecuaciones diferenciales de la forma:

T = f(t,x)

donde f es discontinua, Filippov propuso reemplazar la ecuacién por una inclusién di-
ferencial:
€ F(t,x)

Donde F(t,x) es un conjunto que contiene todos los puntos (¢, z) donde la funcién f es
continua.

En las superficies de discontinuidad, F'(¢,z) es el casco convexo de los valores limite
de f por ambos lados de la discontinuidad [37].

Para garantizar la existencia de soluciones, se tiene el siguiente teorema:
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Teorema 2.4.1 ([38]) Sea t en casi [ty, to + a] y para cada |x — xo| < b,

1) el conjunto F(t,z) es no vacio, cerrado y convexo;

2) la funcion F es semicontinua superiormente en x;

3) existe una funcion vectorial de valor unico f(t,x) C F(t,x) que es medible en t
para todo x;

4) existe una funcién integrable q(t) tal que |f(t,x)| < q(t).

Entonces, en el intervalo tg <t < ty+ d, existe una solucion al problema

e F(t ) x(to) = o.
Para el modelo propuesto, la inclusién diferencial es:

{rA(l =)} t € [to, t1)

(S

AcF(t,A) =< {rA(1—24)—c(t)A} t€ [ti,ts)

{rA(1 - 2)} t € [ta,t3)
A continuacion hacemos la verificacion detallada de las hipotesis del Teorema 2.4.1:

1. Conjunto no vacio, cerrado y convexo: Para cada (¢, A) el conjunto F(t, A)
contiene exactamente un punto, al ser unitario es cerrado y tambien convexo.

2. Semicontinuidad superior: Para cada t fijo F'(t, A) = {f(t, A)}, donde f(t,A) =
rA(1—4)—c(t)A, esta funcién es continua en A, por lo que F(t, A) es semicontinuo
superiormente.

3. Funcién medible: Tomando f(t,A) = rA(1 — 2) — ¢(t)A es medibible, porque
¢(t) es una funcién seccionalmente continua, por lo que es Lebesgue medible y se
preserva la medibilidad

4. Acotamiento:Por hipdtesis |A— Ag| < b, tenemos que A € [Py —b, Py+1b], entonces

A
[t A = [r — A = 27) = c(t) 4]

< AL~ )]+ |0 A
< |rAl+ |2 4% + le(®)14]

T
< Al + A% + [e(0)]] A

< r(Ag+b) + %(A0 +b)* + m(Ay + b)
< r(Ag+b) + %(Ao 4 B)2 4 mts — to)(Ag + b)

Tomando a q(t) = (Ao +b) + % (Ao + b)* + m(ts — to)(Ao + b) que es una funcién
constante y por lo tanto integrable, se cumple que |f (¢, A)| < q(¢).

De acuerdo a lo demostrado anteriormente, el modelo tiene existencia de soluciones,
pero no son unicas.

Sabiendo que hay existencia de soluciones, se puede analizar la dindmica poblacional
de las abejas bajo el efecto de los pesticidas.
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2.4.3. Resolucion numérica del modelo

El modelo propuesto en este trabajo se define mediante funciones por tramos, lo cual
genera una ecuacion diferencial con lado derecho discontinuo en los puntos donde cambia
la dindmica. De acuerdo con Stewart en su articulo publicado en 1990 [39], este tipo de
ecuaciones deben resolverse dividiendo el dominio en regiones donde la ecuacién es suave
y resolviendo cada region por separado, tratando los puntos de cambio como “puntos de
conmutacion”. Esta formulacion garantiza que las soluciones nimericas son correctas y
que la grafica obtenida al unir las soluciones tramo por tramo conserva el orden de exac-
titud del método utilizado dentro de cada intervalo. Por lo tanto, la estrategia empleada
para graficar las soluciones del modelo es matematicamente consistente con la teoria de
ecuaciones diferenciales con discontinuidades.



CAPITULO 3
Resultados

3.1. Analisis del modelo propuesto

En este capitulo se analiza el comportamiento del modelo propuesto bajo las diferen-
tes definiciones de la funcién de mortalidad c(t), asociada a la exposicién de las abejas a
pesticidas. Esto a través de un anélisis de estabilidad.

En la practica, las soluciones se construyen resolviendo la ecuacion en cada intervalo
de continuidad y empalmando continuamente en los puntos de discontinuidad.

De forma general, para el modelo propuesto (2.1) determinamos sus puntos de equili-
brio, de la siguiente forma:

A*
f(A*t) =rA" (1 — ?) —c(t)A”
A*Q
=rA* — TK —c(t)A”
rA*

=A"(r—c(t)—

(r c(t) 7 >
=0

Con esto, los puntos de equilibrio son: A} =0y A5 = K(1 — i:))

La estabilidad de estos puntos se determina a partir de la derivada de f(A,t) respecto
a A

0A A rA
=l =) - = — 1
== c (3.1)

en los casos donde ¢(t) hace que la ecuacién diferencial sea auténoma.

3.1.1. Funcion de mortalidad lineal

Realizando el andlisis de la funcién (2.1) considerando a ¢(t) como en (2.2), donde hay
mortalidad lineal, tenemos lo siguiente:

En el primer tiempo, la ecuacién se comporta como un modelo logistico, pues ¢(t) = 0,

por lo que los puntos de equilibrio son A} = 0y A5 = K. Evaluando estos puntos en (3.1),
obtenemos lo siguiente:

24
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= Sir > 0 entonces Aj es un equilibrio inestable y el punto Aj es localmente asintoti-
camente estable

Durante el segundo tiempo, que es el intervalo (t1, t5), la ecuacion diferencial esta dada
por

% = rA(t) (1 — %) — p(t — 1) A(t) (3.2)

la cual es no auténoma debido al término ¢(t) = u(t — t1). En consecuencia, la nocién
clasica de equilibrio no es aplicable en este intervalo, pues los equilibrios requieren que la
solucién sea constante en el tiempo.

En lugar de ello, consideremos la funcién

r

A;<t>:K(l_M>

la cual no representa un punto de equilibrio, sino una solucién de referencia de la ecuacion
(3.2), ver [40]. El objetivo es estudiar la estabilidad de esta solucién en el sentido de
Lyapunov.

Para estudiar esta propiedad se emplea el método directo de Lyapunov para sistemas
no auténomos, por lo que enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 ([41]) Si en una bola Bgr, alrededor de la solucion Z(t), existe una fun-
cion escalar V(x,t) con derivadas parciales continuas, tal que

1. 'V es positiva definida,
2. V es negativa semidefinida,

entonces la solucion T(t) es estable en el sentido de Lyapunov.

Consideremos a la funcién V (A, t) = 3[A — A5]%. Se verifica que V(A3,t) = 0 y dado
que A # A} se tiene que V(A,t) > 0.
Ahora calculando
: ov.  oVdA dA* dA

V(A,t)za—l-a—AE——[A—A] o +[A_A]E’

evaluando A3, se tiene

V(A t) = [A - K (1 — M)] {dA + @} : (3.3)

r dt
Del anélisis de (3.3) se obtiene:

= Si pu(t —t1) < r se verifica que V(A,t) < 0, cumpliendo la hipétesis del teorema,
por lo que A es estable en el sentido de Lyapunov.

= Si pu(t —ty) > 7 no se cumple la hipétesis de que V (A, t) sea negativa semidefinida,
por lo que A3 es inestable.

En el tercer tiempo, volvemos a tener ¢(t) = 0 como en el primer tiempo, por lo que
los puntos de equilibrio y su estabilidad es de la misma manera.
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Observacion 3.1.1 Para las simulaciones de las soluciones y diagramas de fases, el va-
lor de r que se considerard es de 0.161, el cual fue obtenido de [42]. El valor de m que
representa la probabilidad de muerte por el pesticida, fue obtenido del articulo [7], donde
se menciona cudl es la toricidad condicional cronica de las larvas de las abejas a ciertos
pesticidas. Para los pesticidas Clorotalonil, Fluvalinato y Coumafos se considerd una ex-
posicion de 6 dias durante la estapa larvaria y para el pesticida Clorpirifos y solventes se
considero una exposicion de 4 dias durante la etapa larvaria. Cabe mencionar que estos
valores de m, estin dados en condiciones de laboratorio, es decir, valores experimentales.

Por otro lado, se consideraron los siguientes valores para los intervalos de tiempo:
Para la simulacion respecto al clorpirifos y solventes son t; = 15, to = 19 y t3 = 33, y
para las simulaciones respecto al clorotalonil, fluvalinato y coumafos son ty = 15, to = 21
y t3 = 35. Esto con la justificacion de que es usual que se apliquen pesticidas en intervalos
de 15 dias [43].

Dado que m y u tienen distintas unidades de tiempo, para poder hacerlas comparables
se necesita que el impacto del pesticida sea similar, por lo que el valor de p se obtiene
a partir del valor de m, de la siguiente manera p = tfﬁl 5y se supone que los dias de
exposicion son los mismos.

Pesticidad m I
Clorotalonil | 0.58 1/t | 0.193 1/¢*
Fluvalinato | 0.69 1/t | 0.230 1/¢?
Coumafos | 0.54 1/t | 0.180 1/t*
Clorpirifos | 0.33 1/t | 0.165 1/t?
solventes | 0.07 1/t | 0.035 1/t*

Cuadro 3.1: Mortalidad de abejas a cada pesticida

De igual manera, el valor de K que se considerard es de 40, que se refiere a que hay
40 mil abejas obreras utilizadas en la polinizacion de cultivos, el cual es el promedio de
abejas que se menciona en [44].

Las siguientes graficas representan el grafico de solucién con campo de direcciones en
cada intervalo de tiempo del modelo con funcién de mortalidad lineal a cada uno de los
pesticidas.
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Figura 3.1: Grafico de soluciéon con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo
de la ecuacién 2.2, tomando como pardmetros 7 = 0.161 , K = 40y u = 0.193 1/t?
correspondiente a Clorotalonil.

Fluvalinato
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Figura 3.2: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo
de la ecuacién 2.2, tomando como parametros r = 0.161 , K = 40y p = 0.23 1/t2
correspondiente a Fluvalinato.
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Coumafos

— A0)=5
L H — A0)=7
— A(0)=10
— A(0)=12

Alt)
20
1

0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 3.3: Grafico de soluciéon con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo
de la ecuacién 2.2, tomando como pardmetros 7 = 0.161 , K = 40y p = 0.18 1/t
correspondiente a Coumafos.
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Figura 3.4: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo
de la ecuacién 2.2, tomando como pardmetros r = 0.161 , K = 40y u = 0.165 1/t*
correspondiente a Clorpirifos.
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Solventes
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Figura 3.5: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo
de la ecuacién 2.2, tomando como pardmetros 7 = 0.161 , K = 40y u = 0.035 1/t?
correspondiente a los Solventes.

3.1.2. Funcién de mortalidad constante

Para esta funcion tenemos equilibrios constantes que no dependen del tiempo, por lo
que utilizamos la siguiente definicién y teorema para el anélisis de estabilidad.

Definicién 3.1.1 ([45]) Las soluciones constantes de la ecuacion diferencial y' = f(y)
son precisamente los ceros de la funcion f(y). Es decir, para un nimero dado y* , y = y*

es una solucién constante de =2 — f(y) sty solo si f(y*) = 0. Esta solucion es llamado

equilibrio o punto fijo de la ecuacion diferencial.

Teorema 3.1.2 ([45]) Un equilibrio y* de y' = f(y) con f'(y) <0 es (local) asintdtica-
mente estable; un equilibrio y* con f'(y*) > 0 es inestable

Realizando el andlisis de la funcién (2.1) considerando a ¢(t) como en (2.3) donde hay
mortalidad constante, tenemos lo siguiente:

El primer y tercer tiempo se tiene que ¢(t) = 0 y el calculo es igual al que se realizé
anteriormente con la funcién (2.2), por lo que se hard el anélisis cuando se tienen ¢(t) = m,
que corresponde al segundo tiempo de la funcién; los puntos de equilibrio para este caso
son A7 = 0y A5 = K(1 — ™). Notemos que Aj solo existe biologicamente cuando es
positivo.

Por lo que evaluando en (3.1) se tiene lo siguiente:

a * a *)
G_A(Al) =r—my 8_A(A1) =m —r, entonces

= Sir > m, el punto A} es inestable y el punto Aj es localmente asintéticamente
estable.

= Sir < m, el punto A} es globalmente estable
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Las siguientes graficas representan el grafico de solucién con campo de direcciones en
cada intervalo de tiempo del modelo con funcién de mortalidad constante a cada uno de
los pesticidas.

Clorotalonil
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L H — A0)=7
— A(0)=10
— A(0)=12
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Figura 3.6: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo,
tomando como pardmetros r = 0.161 , K = 40 y m = 0.58 1/t correspondiente a
Clorotalonil

Fluvalinato

A(0)=5
A0)=7

A0) =10
AQ0) = 12

At)

Figura 3.7: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo,
tomando como pardmetros r = 0.161 , K = 40y m = 0.69 1/t correspondiente a
Fluvalinato
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Figura 3.9: Grafico de soluciéon con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo,

tomando como pardametros r = 0.161 , K = 40 y m = 0.33 1/t correspondiente a
Clorpirifos
Coumafos
— Al0)=5
L H — A0)=7
= A(0)=10
— A(0)=12

Alt)
20

Figura 3.8: Gréfico de solucién con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo,
tomando como pardmetros r = 0.161 , K = 40 y m = 0.54 1/t correspondiente a
Coumafos
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Solventes

— AO)=5
1 — AQ)=7

40

Al

Figura 3.10: Grafico de solucion con campo de direcciones en cada intervalo de tiempo,
tomando como parametros r = 0.161 , K = 40 y m = 0.07 1/t correspondiente a los
Solventes

El andlisis mostrd que el modelo es sensible al tipo de funcién utilizada para represen-
tar la tasa de mortalidad. La funciéon constante y la funcién lineal producen resultados
cualitativamente similares, pero con la funcién constante se observa que la poblacién se
recupera en menos tiempo en comparacién con la funcion lineal, debido a que hay morta-
lidad con retraso, ya que la contaminacion es gradual y va en aumento. Ademas, con las
simulaciones se puede observar como es el impacto de cada pesticida en las abejas.



CAPITULO 4
Discusion y Conclusiones

En este trabajo se propuso un modelo matematico basado en el crecimiento logistico,
agregando un término adicional, el cual es una funcién que representa la tasa de mortali-
dad provocada por pesticidas. Se analizaron dos tipos de funciones a trozos para modelar
la tasa de mortalidad: una lineal y otra constante durante el periodo de exposicion. Es-
tas funciones fueron evaluadas utilizando parametros de toxicidad asociados a diferentes
pesticidas documentados en la literatura. Al agregar este termino adicional, resulté en
obtener una ecuacién diferencial con lado derecho discontinuo, por lo que se uso la teoria
de soluciones de Filippov para probar la existencia de soluciones las cuales no son tnicas.

En primer lugar, cuando consideramos la ecuacién diferencial (2.1) con la funcién ¢(t)
descrita en (2.2), en las simulaciones de soluciéon que son la figura (3.1) hasta la figura
(3.5), se observa que en el primer tiempo la poblacién crece, pero para el segundo tiempo
la poblacién empieza a decaer, debido a que hay una mortalidad lineal, donde el pesticida
no mata de inmediato, pues su toxicidad aumenta conforme pasa el tiempo de exposicion,
el cual refleja que hay una acumulacion progresiva o efecto retardado, donde el dano se
puede ir acumulando en los tejidos o en larvas. Finalmente, para el 3er tiempo el pesticida
deja de actuar y la colonia vuelve a crecer, se acerca a la capacidad de carga pero le toma
mas tiempo.

Si se considera el modelo con esta funcion descrita ¢(t), puede ser 1til cuando los da-
tos muestran un retardo claro entre la exposicion y el méaximo impacto, de igual manera,
cuando el pesticida es de accién lenta o cuando el contacto no es instantaneo.

En segundo lugar, cuando se considera la ecuacién diferencial (2.1) con la funcién ¢(t)
descrita en (2.3), observando las simulaciones que corresponden a la figura (3.6) hasta la
figura (3.10), su comportamiento se asemeja mas a la realidad cuantitativamente, debido
a que, después de un decrecimiento poblacional por una tasa de mortalidad constante
que no se acerca a cero, tras cesar la exposicién al pesticida, la poblacion se empieza a
recuperar gradualmente y puede llegar a acercarse a la capacidad de carga.

Esto sugiere que una tasa constante durante periodos definidos de fumigaciéon repre-
senta de forma mdas adecuada los efectos subletales que modelamos en este problema,
ademas de permitir que la poblacion se acerque a la capacidad de carga en menos tiempo

En cuanto al impacto diferencial de los pesticidas evaluados, se observaron importantes
variaciones:

» Clorotalonil y Fluvalinato son los que tienen mayor impacto, causando curvas de-
crecientes mas pronunciadas, donde la poblacion decae rapidamente, lo que genera
que haya un alto riesgo de colapso poblacional. Esto se debe a que cuan mayor sea
el valor m o pu, mayor es la velocidad de colapso de la colmena.
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» Coumafos, tiene un efecto grave, pero ligeramente menor que los dos anteriores, se
observa que hay una caida notoria de poblacién.

= Clorpirifos y los solventes presentan un efecto menos agresivo, aunque afectan a la
poblacién, permiten su recuperacion. Esto se debe a que el valor m y p son mas
pequenos que la tasa de control de crecimiento poblacional, por lo que, A(t) tiende
a un punto de equilibrio positivo, aunque més bajo que la capacidad de carga.

Haciendo una comparacién entre las funciones ¢(t) propuestas, la funcién lineal produ-
ce efectos acumulativos mas agresivos si el tiempo de exposicién es largo y, por otro lado,
la funcién constante muestra un efecto abrupto pero por un corto tiempo, permitiendo
una posible recuperacion.

Con esto, podemos realizar la siguiente observacion: La importancia que tiene la dura-
cién de exposiciéon a los pesticidas, un valor moderado de m o p con larga duracién puede
ser tan perjudicial como un valor alto con corta duracion.

El trastorno de colapso de colonias (CCD) representa un problema ecoldgico y agricola
a nivel mundial, el cual atin requiere investigacién para entender mejor sus causas y como
prevenirlo. En este trabajo, se enfoco en la contaminacién ambiental por pesticidas como
un factor que provoca el CCD en las abejas Apis melifera. El uso de pesticidas en la
agricultura industrial es un tema complejo, ya que contribuye a la economia del sector en
lo que respecta al control de plagas. Tiene como ventajas el aumento de productividad y
la reduccién en la pérdida de cosechas; sin embargo, conlleva consecuencias significativas
para el ambiente, riesgos para la salud humana e impactos en los polinizadores. Por lo
que considero, es necesario limitar su uso o buscar alternativas.

El modelo con mortalidad dependiente del tiempo permite evaluar los efectos de dife-
rentes pesticidas sobre la poblacion de abejas, donde se considera una tasa de mortalidad
constante en el tiempo, reproduciendo mejor la dindmica de recuperaciéon poblacional
esperada en comparacion con una tasa de mortalidad lineal. Lo que permite comparar
escenarios y evaluar riesgos, lo que puede ser 1til en la toma de decisiones agricolas.

Una de las limitaciones que presenta el modelo (2.1), es que las colmenas reales si
presentan un efecto Allee, donde, si la poblacion cae por debajo de un umbral, esto podria
suceder por no tener suficientes abejas obreras y forrajeras en la colmena, provocando que
la poblaciéon no se pueda recuperar. Por lo tanto, las simulaciones mostradas respecto a
los pesticidas fluvalinato, clorotalonil y coumafos indican que la poblacién de abejas cae
a niveles muy bajos y luego se recupera, lo cual no refleja la realidad probable.

Ademas, no se incorpora el factor de estacionalidad, pese a que puede ser critico para
el comportamiento y supervivencia de las abejas. Pero se puede adaptar para considerar
la estacionalidad o los ciclos de vida. Esto se podria realizar con la modificacién de los
tiempos de duracién en la funcién ¢(t) y en la capacidad de carga K, proponiéndola como
una funcién a trozos que depende del tiempo. Y también es importante tener en cuenta
que la aplicaciéon de pesticidas se realiza de manera periddica, por lo que una posible
ampliacién de este estudio deberia considerar un modelo en el que la funcién ¢(t) sea una
funcion periddica.

Por ultimo, en el capitulo 2, haciendo referencia a la funcién de mortalidad lineal (2.2);
se menciona que esta la suposicién en que la contaminacién desaparece instantaneamente
después de la aplicacion de pesticida. Como futuro trabajo, se puede considerar una
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funcién donde, después de la aplicacién, haya un decaimiento lineal con pendiente mayor
que la de crecimiento de mortalidad, es decir, mayor al valor u, o en el mejor de los casos,
considerar que hay un decaimiento de forma exponencial.

Con estas mejoras, el modelo podria convertirse en una herramienta para evaluar el
impacto de practicas agricolas sobre la salud de las abejas y contribuir a la conservacion
de estos importantes polinizadores.



Glosario

Acariosis Esta enfermedad es una parasitosis interna causada por el dcaro Acarapis
woodi, un parasito microscopico que vive en las traqueas ubicadas en el térax de las
abejas. 35

Amitraz Acaricida e insecticida amidina para uso en frutales de pepita, plantas orna-
mentales y algunas hortalizas. También tiene aplicaciones veterinarias [46]. 4, 35

Carbamato Son una clase de insecticidas estructural y mecanicamente similares a los
insecticidas organofosforados (OP)[47]. 1, 35

Clorotalonil Un herbicida obsoleto, de aplicacién al suelo y posterior a la emergencia.
Utilizado en cultivos de alfalfa [46]. 111, 1v, 4, 26, 27, 30, 33, 35

Clorpirifos Insecticida y acaricida organofosforado de amplio espectro utilizado para
el control de plagas del suelo y del follaje. Utilizado en plagas como la cochinilla,
gusano de la mazorca, cortadores, de la raiz, cucarachas, etc., en los cultivos de
cereales como la cebada y el trigo, frutas o verduras [46]. 111, 1v, 4, 26, 28, 31, 34,
35

Coumafos Se define como un compuesto organofosforado sintético utilizado como ne-
maticida e insecticida, conocido por sus residuos toxicos que pueden contaminar el
medio ambiente y los alimentos [46]. 111, 1v, 4, 26, 28, 31, 34, 35

Cria de cal Es una enfermedad fungica de la abeja melifera causada por el hongo As-
cosphaera apis. El hongo que causa la ascosferosis afecta principalmente a larvas,
pero también a las pupas de las abejas [48]. 9, 35

Cria de piedra También conocida como cria petrd, Aspergilosis es una enfermedad in-
fectocontagiosa de origen fangal que afecta tanto a las larvas como a las abejas
adultas [49]. 9, 35

Fluvalinato Un insecticida utilizado para controlar una amplia gama de plagas, como
polillas, pulgones, escarabajos, cigarras. Utilizando en cultivos de algodén, cereales
o arboles frutales [46]. 111, 1v, 4, 26, 27, 30, 33, 35

Glifosato Un herbicida de amplio espectro utilizado en una amplia gama de cultivos,
aplicaciones industriales y situaciones comerciales para el control de amplio espectro
de malezas y gramineas [46]. 4, 35

Imidacloprid Insecticida a base de cloronicotina utilizado para controlar insectos chu-
padores y del suelo. También se usa como tratamiento contra las pulgas en mascotas
[46]. 3, 35
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Loque americana La loque americana (LA) (Paenibacillus larvae) es una enfermedad
bacteriana que afecta a las abejas (Apis mellifera), en particular a la etapa larvaria,
y puede causar graves efectos sobre la salud de las colmenas. Las esporas pueden
mantenerse en forma latente en la miel sin desarrollar sintomas, por lo que es posible
realizar su aislamiento en colmenas aparentemente sana[50]. 9, 35

Loque europea La Loque Europea es una enfermedad delas larvas de las abejas causada
por la bacteria Gram positiva Melissococcusplutonius. Afecta principalmente la cria
no perculada, ocasionando su muerte [51]. 9, 35

Neonicotinoide Son una familia de insecticidas que se caracterizan por su alta efectivi-
dad en el uso contra plagas en diversos cultivos, y su baja toxicidad en mamiferos
[52]. 1v, 3, 35

Nosemosis Enfermedad causada por el microsporidio Nosema spp que parasita el intes-
tino medio de abejas meliferas adultas, es mortal en su forma aguda [53]. 9, 35

Organoclorado Son plaguicidas quimicos sintéticos altamente toxicos y persistentes que,
si bien se utilizaban para el control de mosquitos, ahora estan prohibidos en muchos
paises debido a sus efectos nocivos para la salud y el medio ambiente [46]. 1, 4, 35

Organofosfatos Son compuestos quimicos que se forman mediante el proceso de este-
rificacién entre el dcido fosférico y el alcohol. Estos compuestos son componentes
principales de herbicidas, plaguicidas e insecticidas, y tienen una amplia aplicacién
en la fabricacién de plasticos y disolventes [54]. 1, 3, 35

Tiametoxam Insecticida sistémico de amplio espectro utilizado para controlar una gran
variedad de plagas comunes. También actia como bioestimulante para aumentar la
masa radicular y la fortaleza general de la planta. Se utiliza en cultivos de hortalizas,
cesped, plantas ornamentales contra plagas de pulgones, moscas blancas, hormigas
rojas, etc [46]. 3, 35

Varroasis Es una enfermedad causada por el acaro externo Varroa destructor que afecta
a las abejas obreras, reinas y zanganos, el origen de esta enfermedad estd en un
parasito de su hospedero natural la abeja asiatica Apis ceranae y su distribucién se
limitaba al sureste de Asia. [55]. 9, 35
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