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Resumen

El presente trabajo de investigacion surge de la observacion de la falta de herramientas accesibles
en areas de la ingenieria, especificamente en el area de control, con los sistemas lineales con un
unico retardo puntual, en los que el analisis de estabilidad es importante, pues, de no evaluarla, se
pueden omitir problemas de control que deriven en inestabilidad, pérdidas de desempefio y otros
problemas indeseados.

Una de las maneras utilizadas para evaluar la estabilidad en dichos sistemas es un criterio basado
en la matriz de Lyapunov tipo retardada; sin embargo, dicha herramienta esta disponible en
sistemas de alto desempefio y hardware especializado, que suele ser caro. Por esta razén, se
desarroll6 su computo, en la tarjeta de desarrollo FRDM-KIL46Z.

Para dicho procedimiento, considerando las limitaciones que presenta la tarjeta, se requirio el
desarrollo de cada una de las operaciones especificadas del punto 2.6.1 al 2.6.14.1 de la presente
tesis, que son requeridas para el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada, utilizando para
ello el lenguaje de programacion C mediante el entorno de desarrollo MCUXpresso IDE.

Ademas, utilizando los softwares CoolTerm y MATLAB, se graficaron los resultados, lo que
permitié verificar que los calculos realizados fueran correctos.
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Abstract

The present research work arises from the observation of the lack of accessible tools in areas of
engineering, specifically in the field of control, for linear systems with a single point delay, in
which stability analysis is important since, if not evaluated, problems that lead to instability,
performance losses, and other undesirable issues may be overlooked.

One of the methods used to evaluate stability in such systems is a criterion based on the delayed-
type Lyapunov matrix; however, this tool is available only in high-performance systems and
specialized hardware, which tend to be expensive. For this reason, a method was developed that
allows its computation by calculating it on the FRDM-KL46Z development board.

For this procedure, considering the limitations of the board, it was necessary to develop each of
the operations required for the computation of the delayed-type Lyapunov matrix, using the C
programming language through the MCUXpresso IDE development environment.

Additionally, using the CoolTerm and MATLAB software, the results were plotted, which made it
possible to verify that the calculations performed were correct.
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entradas en K.

Norma euclidiana de una matriz o vector.

Norma 1 de una matriz o vector.
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Capitulo 1
Introduccion

“El retardo es natural en muchos sistemas de control y, con frecuencia, es una fuente de
inestabilidad; no obstante, en muchos casos estos mismos retardos pueden tener un efecto
estabilizador. Por lo tanto, la estabilidad y el control de los sistemas con retardo son de importancia
tedrica y practica, ya que la presencia de un retardo en un sistema degrada el rendimiento™ [1].

Para evaluar la estabilidad de los sistemas dinamicos con un retardo puntual, se considera un
criterio basado en la matriz de Lyapunov tipo retarda. Mas aun, la matriz de Lyapunov tipo
retardada ha sido utilizada para desarrollar leyes de control para procesos con retardo inherente.
Sin embargo, estos métodos se aplican normalmente en entornos con software y equipos
especializados, lo que genera una brecha en los casos donde no se tiene acceso a estas herramientas.

En la presente tesis se plantea el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en una tarjeta de
desarrollo de bajo costo, donde se contempla la programacion desde cero de las operaciones
matematicas que se necesitan (productos de Kronecker, exponenciacion de matrices, suma de
matrices, entre otros) en forma de funciones, el desarrollo de un cédigo principal que lleva a cabo
su computo utilizando las funciones de forma ordenada y la graficacion en MATLAB de los
resultados obtenidos.

1.1. Estado del arte

La adaptacion y optimizacion de operaciones complejas y que en tarjetas de desarrollo y
microcontroladores resultan computacionalmente exigentes ha sido un area de investigacion
activa, buscando soluciones con diferentes enfoques. Esto toma crucial importancia en un contexto
donde se demanda el uso de dichas operaciones y se necesita reducir costos para hacerlos mas
accesibles. Reportes de esto son los proyectos presentados a continuacion, donde se ejemplifican
diferentes enfoques para resolver esta problematica.

1.1.1. Aplicaciones comparables en entornos embebidos

Aqui se presentan proyectos que implementaron operaciones matematicas complejas en hardware
mas econdémico en comparacion con los usados tradicionalmente para su respectivo desarrollo. A
través de distintos enfoques consiguieron adaptar u optimizar los calculos para que pudieran ser
ejecutados en las respectivas plataformas seleccionadas. Ademas, se reportan trabajos en los que
se utiliza la matriz de Lyapunov tipo retardada en leyes de control para procesos reales.



Con estos antecedentes se pretende exponer la importancia de la propuesta planteada en esta tesis,
en la que se lleva a cabo el célculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en una tarjeta de
desarrollo de bajo costo, especificamente, la tarjeta FRDM-KL46Z.

1.1.1.1.  Algoritmo QPMPC en un microcontrolador embebido ARM Cortex M4

Este proyecto aborda la problematica de reducir los costos asociados al control activo de
vibraciones (AVC), ya que las vibraciones afectan a muchas estructuras, por lo que los (AVC) se
utilizan en cada vez mas ambitos como: “control de vibraciones de puentes, sistemas de suspension
de vehiculos inteligentes, control activo de vibraciones de rotores de helicopteros, control de
vibraciones en estructuras espaciales” [2].

Los autores utilizaron el control predictivo cuadratico (QPMPC) para el célculo de dichas
vibraciones, en un microcontrolador ARM Cortex-M4, utilizando para su desarrollo la libreria
“pqOASES” y utilizando MATLAB para resolver la incompatibilidad, debido a que “pgOASES”
esta disponible solo en C++, mientras que el codigo generado estaba en C [2].

De esta manera, Batista y Takdcs demostraron que un controlador avanzado, que tradicionalmente
esta reservado para hardware mas robusto, puede ser implementado de manera eficaz en una
plataforma embebida, cumpliendo con los requerimientos del sistema en tiempo real gracias a una
estructura correcta del algoritmo.

Dicho proyecto guarda relacion con el planteamiento de esta tesis, donde, si bien el costo del
microcontrolador ARM Cortex-M4 es mas elevado que el de la tarjeta FRDM-KL46Z, el proposito
de adaptar operaciones complejas, tradicionalmente reservadas para hardware robusto, en
microcontroladores, es viable gracias a un uso eficiente de los recursos.

Otros trabajos que incluyen el desarrollo de algoritmos complejos en microcontroladores de bajo
costo son: “Algoritmos genéticos distribuidos para dispositivos de bajo consumo, bajo costo y
memoria limitada” [3], “Una implementacioén de controlador difuso en microcontrolador de bajo
costo para convertidores de energia renovable” [4].

1.1.1.2.  Un control subéptimo basado en la matriz de Lyapunov para sistemas
neutros con retardo

En este trabajo se propuso una solucion con enfoque suboptimo para el control de sistemas lineales
con retardos de tipo neutral [5].

La solucion propuesta considera el estado del sistema con retardo y evita el enfoque de
Inecuaciones Matriciales Lineales (LMI). La ley de control presentada depende no solo del estado
del sistema con retardo, sino también de la matriz de Lyapunov tipo retardada asociada al sistema.
De tal forma, la matriz de Lyapunov define el control suboptimo desarrollado.



Como prototipo experimental se utilizé un deshidratador atmosférico. El control se programé en
una PC, adquiriendo los datos con la tarjeta NI USB-6008 OEM. En la PC se utilizo el software
LabVIEW, ademads se emple6 un PID industrial Honeywell DC1040 para obtener en lazo cerrado
un sistema con retardo neutral [5]. En este proyecto se destaca la utilizacién de la matriz de
Lyapunov en la sintesis del controlador, cuyo coémputo se llevé a cabo en la PC.

1.1.1.3.  Control éptimo no lineal adaptativo para un proceso de deshidratacion
de platano

Se presenta un control 6ptimo no lineal sintetizado via el enfoque de optimalidad inversa para
regular la temperatura de un proceso de deshidratacion de platano [6].

La plataforma de pruebas consiste en una camara de secado y una cadmara de calentamiento con
una tuberia que recicla el aire caliente dentro del sistema, dicha tuberia induce un retardo en el
estado. Se utilizé la matriz de Lyapunov tipo retardada para construir el funcional de Lyapunov-
Krasovskii tipo completo, desarrollando asi la ley de control adaptativo, por lo que su computo se
hace indispensable para el desarrollo de este trabajo.

1.1.1.4. Estabilizacion anidada para control de crucero conectado mediante la
matriz de Lyapunov tipo retardada

En este articulo, se estudia la estabilidad de un modelo de seguimiento de Control de Crucero
Conectado (CCC) [7].

El analisis se realiza en el dominio del tiempo, mediante la matriz de Lyapunov tipo retardada, y
propone una metodologia basada en la construccion de diagramas de estabilidad desde el vehiculo
lider hasta el vehiculo de la cola. Los resultados reportados muestran que dicho disefio puede
utilizarse como herramienta de ajuste en la busqueda de parametros de estabilizacion, destacando
que la matriz de Lyapunov tipo retardada permitio seleccionar retardos de estabilizacion al permitir
la construccion de graficas en el espacio de parametros, incluidos los retardos [7].

1.1.1.5. Disefio de controladores con retroalimentacion retardada mediante la
matriz de Lyapunov

Se propone el disefio de controladores con retroalimentacion de salida retardada que optimizan
una funcion cuadratica [8].

El criterio de desempeiio se expresa en términos de la matriz de Lyapunov tipo retardada, cuya
derivada respecto a las ganancias del controlador se utiliza para obtener el gradiente del indice de
desempefio [8]. Este trabajo utiliza la matriz de Lyapunov tipo retardada para el desarrollo de
controladores y no se limita a usarla como herramienta de andlisis de estabilidad resolviendo un
problema de optimizacion cuadratica en el dominio del tiempo.



1.1.2. Soluciones para la matriz de Lyapunov en MATLAB

La matriz de Lyapunov es fundamental para el disefio y andlisis de controles, por lo que se han
desarrollado muchas maneras de automatizar su algoritmo, como en MATLAB, donde existe la
funcion lyap() y el toolbox LYAPACK, de los que se hablard a continuacion. Cabe recalcar que
ninguna de las 2 trabaja la matriz de Lyapunov tipo retardada directamente.

1.1.2.1. Funcion lyap() de MATLAB

Segun la documentacion oficial en el sitio web de MATLAB [9], la funcion lyap() sirve para
calcular a las formas generales y especiales de la matriz de Lyapunov del tipo:

Ecuacién de Lyapunov generalizada
AXET + EXAT +Q = 0, (1.1)

donde:

e A, es una matriz cuadrada de n X n, que representa la dinamica del sistema.

e X, es la matriz incégnita.

e FE, esuna matriz cuadrada de n X n, generaliza el caso estandar cuando E = I.

e (0, es una matriz cuadrada de n X n, definida positiva.

o AT eslatranspuesta de A.

e ET, eslatranspuesta de E.

1.1.2.2. Toolbox LYAPACK en MATLAB

Otra herramienta utilizada en MATLAB es el toolbox “LYAPACK”, desarrollado para ofrecer
soporte en el célculo de matrices de Lyapunov y ecuaciones de Riccati, utiliza algoritmos
implementados en el entorno de MATLAB [10]. LYAPACK permite trabajar con modelos
matematicos de control y andlisis de estabilidad en sistemas dinamicos [10].

LYAPACK no esta integrado directamente en la suite estindar de MATLAB, sin embargo, es
posible descargarse e integrarse al entorno de MATLAB [10]. Sin embargo, LYAPACK esta
pensado para ejecutarse en estaciones de trabajo de proposito general, aunado al hecho de que esta
fuertemente integrado en el ecosistema de MATLAB, complica su implementacion en sistemas



embebidos, en especial de bajo costo, debido a que no poseen los requerimientos de hardware
necesarios [10].

1.2. Antecedentes

“Los sistemas de control suelen operar con retardos, principalmente debido al tiempo que se tarda
en adquirir la informacidon necesaria para la toma de decisiones de control y ejecutarlas” [11].
Debido a esto, los retardos estan implicados en areas de la informacion y comunicacion: estabilidad
de los sistemas de control en red (NCS) o redes de comunicacion de alta velocidad [11].

Los primeros métodos para el andlisis de estabilidad en sistemas dindmicos se basaron en las
funciones de Lyapunov, si bien, como lo explica en su trabajo Lyapunov, “The general problem of
the stability of motion”[12], estas formulas estaban inicialmente para sistemas lineales y no
lineales sin retardo. Entonces las funciones de Lyapunov permitian establecer la estabilidad de un
sistema sin tener que resolver sus ecuaciones diferenciales, convirtiéndolas en una de las
herramientas mas utilizadas en teoria de control.

“En un sistema con retardo de control determinado, un aspecto relevante a analizar es la
estabilidad” [13]. Para ello se puede utilizar la matriz de Lyapunov tipo retardada, pues “es crucial
para la aplicacion exitosa de las funcionales cuadraticas para el analisis de estabilidad de los
sistemas con retardo en el tiempo™ [13].

1.3. Planteamiento del problema

La investigacion de la estabilidad en sistemas dinamicos con retardo ha cobrado gran relevancia,
pues estos sistemas se encuentran presentes en muchos dmbitos de la ingenieria, desde el control
de procesos industriales, robdtica, telecomunicaciones, etc. Los sistemas dinamicos con retardo

dependen de estados anteriores; esto dificulta en gran medida su estudio, analisis y determinacion
de estabilidad.

La matriz de Lyapunov tipo retardada es una de las herramientas empleadas para tratar a dichos
sistemas. Sin embargo, supone la ejecucion de operaciones que resultan computacionalmente
exigentes, como productos de Kronecker, exponenciacion de matrices y aproximaciones basadas
en el método de Padé. Esto deja la resolucion de la matriz de Lyapunov tipo retardada, reservada
para software especializado.

Bajo este contexto, el desarrollo de estos calculos en dispositivos de bajo costo, como
microcontroladores o tarjetas de desarrollo comunes, se vuelve sumamente importante.

Entonces, considerando que el principal problema es la falta de implementaciones de la matriz de
Lyapunov tipo retardada en dispositivos de bajo costo, surge la cuestion: ;es posible la



implementacion del computo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en una tarjeta de
desarrollo o microcontrolador de bajo costo?

1.4.  Solucion propuesta

La presente tesis propone como solucion el desarrollo del calculo de la matriz de Lyapunov tipo
retardada, en un dispositivo de bajo costo, como lo es la tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z de
NXP. Con ese fin se ided crear codigos en lenguaje de programacion C, dentro del entorno de
programacion MCUXpresso IDE, en donde se incorporaron las operaciones requeridas para el
calculo de la matriz en forma de funciones, dichos cddigos se implementaron en la tarjeta FRDM-
KL46Z, la cual los ejecuta en tiempo real.

Con el proposito de registrar y analizar los resultados obtenidos de la tarjeta FRDM-KL46Z, se
empleo el software CoolTerm, que facilité que los datos obtenidos se guardaran automaticamente
en un archivo de hoja de célculo (.csv).

Estos archivos se procesaron después en MATLAB, donde se generaron graficos, lo que permitiod
tener una referencia visual de los resultados y permiti6 validar con los valores de referencia
provenientes del articulo “Lyapunov—Krasovskii approach to the robust stability analysis of time-
delay systems” [14].

1.5. Justificacion

El analisis de estabilidad y control de sistemas dindmicos con retardo representa un reto
importante, la matriz de Lyapunov tipo retardada juega un papel clave en dichos ambitos, sin
embargo, debido a la complejidad que implican sus operaciones, suele estar disponible en software
especializado.

Se justifica el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en la tarjeta FRDM-KL46Z,
considerada de bajo costo, para mejorar la accesibilidad de las aplicaciones de estabilidad y
control, y, del mismo modo, acercando estas herramientas a aplicaciones précticas en ingenieria.

1.6. Objetivos

Se presentan los objetivos propuestos, tanto general como especificos, para el desarrollo de la tesis.

1.6.1. Objetivo general

Calcular la matriz de Lyapunov tipo retardada en la tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z de NXP,
a través del desarrollo de cada operacion y proceso requerido por la matriz de Lyapunov tipo



retardada, para ofrecer una alternativa accesible que funcione para el andlisis de estabilidad y
control de sistemas dindmicos con retardo puntual.

1.6.2. Objetivos especificos

Programar cada operacion que requiere la matriz de Lyapunov tipo retardada en forma de
funciones en lenguaje C, para mandarlas a llamar en el c6digo principal.

Programar el codigo principal utilizando las funciones de manera ordenada para calcular
la matriz de Lyapunov tipo retardada.

Ejecutar los codigos en la tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z utilizando el software
MCUXpresso IDE para ejecutarlos en tiempo real.

Visualizar los resultados de cada iteracion utilizando el software CoolTerm para guardarlos
en un archivo de hoja de calculo (.csv).

Graficar los resultados utilizando el software MATLAB para permitir validar los resultados
obtenidos.

1.7. Alcances

Como se menciond anteriormente, el objetivo principal de este proyecto es desarrollar las
funciones y los cddigos que se requieren para calcular la matriz de Lyapunov retardada, utilizando
el lenguaje de programacion C en el entorno MCUXpresso IDE, con el propdsito de ejecutarlos en
la tarjeta FRDM-KL46Z. A continuacion, se presentan los alcances principales del proyecto:

Funciona con matrices cuadradas de n X n: los codigos de las funciones y programa
principal, asi como el codigo de MATLAB, estan desarrollados para trabajar con matrices
cuadradas de dimensiones n X n y no estan limitados a un tamafo predefinido.

Registro de resultados: los resultados producidos en las iteraciones se almacenan en
archivos de hojas de célculo (.csv) mediante CoolTerm, esto permite la creacion de un
historial organizado de los datos de manera rapida y sencilla.

Graficacion: los resultados se procesan en MATLAB y se genera una gréfica, lo que ofrece
una representacion de los resultados obtenidos y facilita su valoracion.

Accesibilidad: prueba de que el andlisis de estabilidad y control en sistemas dindmicos con
retardo se puede llevar a cabo en contextos econdémicos y con recursos de hardware



limitados, siempre que exista una adecuada organizacién y se desarrollen los codigos
especificamente para tener una mejor utilizacion de los recursos hardware disponibles.

1.8. Limitaciones

Automatizacion parcial: si bien se logro implementar el coémputo de la matriz de
Lyapunov tipo retardada en la tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z, el proceso no es
completamente automatico, pues necesita la intervencion del usuario en distintas fases,
como la configuracion de los entornos de programacion, definicion del tamafio de las
matrices de entrada tanto en MCUXpresso IDE y MATLAB, asi como durante la
configuracion del nombre del archivo (.csv) y su importacion en MATLAB, entre otros.

Recursos de hardware: la tarjeta FRDM-KL46Z no cuenta con unidad de punto flotante
(FPU).

Tipo de sistema: este proyecto se enfoca solo en sistemas lineales con un retardo puntual,
no toma en cuenta sistemas no lineales o con multiples retardos.

1.9. Herramientas de software empleadas

Para realizar el computo de la matriz de Lyapunov tipo retardada con los objetivos planteados,
fueron necesarios los softwares:

MCUXpresso IDE fue utilizado para el desarrollo, compilacion y ejecucion de los codigos
en la tarjeta FRDM-KL46Z; usa el lenguaje de programacion C. Fue seleccionado gracias
a que es el IDE oficial de NXP.

CoolTerm se empled para establecer comunicacion con la tarjeta FRDM-KL46Z,
permitiendo tanto visualizar como guardar los resultados obtenidos en tiempo real.

MATLAB sirvid6 como plataforma para procesar y analizar los resultados obtenidos y
generar graficas para facilitar su interpretacion.

En los siguientes puntos se dard a conocer mas acerca de estos softwares.

1.9.1. MCUXpresso IDE

MCUXpresso IDE es el entorno de programacion oficial desarrollado por NXP para
microcontroladores basados en ARM Cortex-M; en la Figura 1.1 se muestra el logo oficial. Aunque

este IDE no estaba especificamente dirigido a la serie Kinetis, a la cual pertenece la tarjeta FRDM-
KL46Z, pues para esta serie estaba el software Kinetis Design Studio, sin embargo, NXP en 2017



anuncio la descontinuacion de Kinetis Design Studio, por lo que MCUXpresso IDE fue la opcion
recomendada por NXP para migrar [15].

Figura 1.1: Logo oficial de MCUXpresso IDE. Imagen tomada de [16], basado en un logotipo de
NXP Semiconductors.

Segun NXP Semiconductors [15], MCUXpresso IDE esté desarrollado sobre Eclipse CDT y utiliza
la cadena de herramientas GNU ARM Embedded Toolchain, esto permite ofrecer una plataforma
de estandares abiertos, lo que lo hace compatible para las familias de microcontroladores LPC,
1.MX RT y Kinetis.

De acuerdo con NXP Semiconductors [15], entre algunas de sus caracteristicas principales
destacan:

e (Compatibilidad con las tarjetas Freedoom (FRDM).

e Uso de MCUXpresso Config Tools para la configuracion de pines.

e SDK para las tarjetas de desarrollo.

e Herramientas de depuracion avanzada mediante Serial Wire Debug como:
e Breakpoints.
e Inspeccion de memoria.
e Visualizacion de registros.

1.9.2. CoolTerm

CoolTerm es una aplicacion gratuita de terminal de puerto serie, funciona sin emulacion de
terminal, pues se centra en el manejo de datos, permite intercambiar datos con hardware conectado
a puertos serie [17]. En la, Figura 1.2 se muestra su logotipo oficial.
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Figura 1.2: Logotipo oficial de CoolTerm. Imagen tomada de [18].

Esta disponible para Windows y macOS, Linux no cuenta con soporte oficial [18] y entre sus
principales caracteristicas estan [18]:

e Visualizacion de datos recibidos en formato de texto.
e (Compatibilidad con multiples conexiones simultaneas.
e Control de flujo por hardware (CTS, DTR).

e Control de flujo por software (XON/XOFF)

e Registro de datos recibidos.

1.9.3. MATLAB

MATLAB es una aplicacion especializada en el computo numérico y analisis de datos; debido a
sus prestaciones y exactitud, es ampliamente utilizada en ingenieria y ciencia en general [19], en
la Figura 1.3, se muestra su logotipo oficial.

MATLAB

Figura 1.3: Logo oficial de MATLAB. Imagen tomada de [20], basado en un logotipo de
MathWorks, Inc.

MATLAB combina un entorno de escritorio perfecto para el andlisis iterativo y procesos de disefio
[21]. Utiliza un lenguaje de programacion propio conocido como “lenguaje M” o “lenguaje
MATLAB?”, lo que facilita la expresion de matematicas de matrices y Arrays directamente [19].

Posee diversas caracteristicas, entre las que destacan:
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e Funciones integradas para la visualizacion, creacion de graficas e interfaces visuales y
aplicaciones especificas [21].

e Extensibilidad mediante toolboxes [22].
e Capacidad para interactuar con hardware y otros lenguajes de programacion [23].

Facilidad para manejar datos complejos gracias a su lenguaje de programacion [23].
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Capitulo 2
Marco teorico

En esta seccion se presenta un conjunto de fundamentos teoricos y conceptos que sustentan el
desarrollo de la presente tesis. En sus apartados se abordan principios necesarios para comprender
tanto la problematica como la solucion propuesta; del mismo modo, dan a conocer las herramientas
y conocimientos involucrados.

Los temas aqui desarrollados abarcan desde conceptos esenciales para la matriz de Lyapunov tipo
retardada, asi como también se presentan las caracteristicas y funcion de los IDE y herramientas
utilizadas en el contexto del trabajo realizado.

2.1. Sistemas dinamicos

“Los sistemas dinamicos son sistemas cuyo estado estd especificado de forma tunica por un
conjunto de variables y cuyo comportamiento se describe mediante reglas predefinidas™ [24], los
cuales pueden describirse en tiempo continuo.

Sistema dinamico de tiempo continuo, este tipo de modelo es llamado una ecuacion diferencial
[24]:

& = F(x,t), 2.1)

dt

donde:
e x,es el estado del sistema en tiempo continuo.
e ¢, eseltiempo.
e F, esla funcion de evolucion en tiempo continuo.

2.1.1. Sistemas con retardo

Los sistemas con retardo son comunes en sistemas que tienen tiempos de procesamiento
considerables por distintos factores como procesamiento del control, tratamiento de sefales,
retardos en las mediciones, etc. [25].

Mientras que para los sistemas lineales libres de retardo se tiene el siguiente sistema general [25]:



13
x(t) = Ax(¢t), X0 = x(tp), (2.2)
donde:
e x(t), es el vector de estado en el tiempo t.
® X, es la condicion inicial del estado.
e x(ty), es el vector de estado en el instante inicial.
Para los sistemas lineales con un retardo puntual se tiene el siguiente sistema general [13]:
x(t) = Apx(t) + A1x(t —h),  x(0) = ¢(6), 0 € [-h,0], t=0, (2.3)
donde:
e A, es la matriz del sistema sin retardo.
e A, es la matriz del sistema asociada al retardo.
e h >0, eselretardo puntual.
e Sea @:[—h,0] — R™ una funcioén inicial.
Y x; denota la restriccion de la solucion del sistema en el segmento [t — h, t] [13]:
x:(0) =x(t—80), 6 € [—h,0]. (2.4)
2.1.1.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Como se observa en la Figura 2.1, la estabilidad en el sentido de Lyapunov es cuando el conjunto
de condiciones iniciales ¢ (t) y la respuesta del sistema x(t) comienzan en ¢(0) y x(0), lo que
genera un entorno inicial § lo suficientemente cerca del punto de equilibrio x,, que mantiene a €
unidades del punto de equilibrio, pero nunca lo alcanza [26].

Figura 2.1: Representacion grafica de la estabilidad en el sentido de Lyapunov. Imagen tomada de
[26].
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Teniendo el siguiente comportamiento [26]:
|x(0) = @(0)] <& = |x(t) — @(t)| <€. (2.5)
2.1.1.2. Estabilidad asintotica

Como se observa en la Figura 2.2, la estabilidad asintética es cuando el conjunto de condiciones
iniciales ¢ (t) y la respuesta del sistema x(t), se encuentran lo suficientemente cerca del punto de
equilibrio y eventualmente lo alcanza, cuando el tiempo tiende a infinito [26].

Figura 2.2: Representacion grafica de la estabilidad asintdtica. Imagen tomada de [26].

Teniendo el siguiente comportamiento [26]:
[x(0) = (O <& = lim |x(t) — ¢(t)] = 0. (2.6)

2.1.1.3. Estabilidad exponencial

Como se muestra en la Figura 2.3, la estabilidad exponencial ocurre cuando el conjunto de
condiciones iniciales @(t) y la respuesta del sistema x(t), se encuentran cerca del punto de
equilibrio y convergen a una tasa de cambio exponencial [26].

Figura 2.3; Representacion grafica de la estabilidad exponencial. Imagen tomada de [26].

Teniendo el siguiente comportamiento [26]:
12(0) — 9(0)| < 8 = x(t) — (®)] < alx(0) — p(0)]eP*. 27

2.2. Teorema de estabilidad de Lyapunov
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“La prueba de estabilidad de Lyapunov se limita a verificar la estabilidad asintdtica y exponencial,
que resulta bastante util para el disefio de controladores” [27]. La teoria de estabilidad de Lyapunov
nos proporciona una condicion alternativa para comprobar si los sistemas invariantes en el tiempo
(LTT) son homogéneos [27].

Se introduce de manera breve la definicion de matriz definida positiva para comprender los
enunciados posteriores.

Una matriz Q simétrica de n X n es definida positiva si [27]:
xTQx > 0, Vx € R"\{0}, (2.8)
donde:
e x,esunvectorden X 1.
e xT, es latranspuesta de x.

“Cuando el signo >, se cambia por <, se obtiene la definicion de una matriz definida negativa.
Las matrices definidas positivas son siempre no singulares, y sus inversas también son definidas
positivas.” [27].

Teorema 1 /27] Sea el sistema homogéneo en tiempo continuo descrito en la ecuacion (2.2).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El sistema es asintoticamente estable.

2. El sistema es exponencialmente estable.

3. Todos los valores de la matriz A tienen parte real estrictamente negativa (Hurwitz).

4. Para toda matriz simétrica definida positiva Q, existe una solucion P positiva definida a
la ecuacion de Lyapunov:

ATP + PA = —Q, (2.9)

donde:
e A, es la matriz dinamica del sistema.

o AT, es la transpuesta de A.
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e P, esuna matriz simétrica.

o Q, es una matriz dada, simétrica y definida positiva.

2.3. Matriz fundamental

Se introduce de manera breve la definicion de matriz fundamental que cumple un rol similar para
el sistema (2.3).

“[28] Se dice que la matriz K(t) de dimension n X n es la matriz fundamental del sistema (2.3) si
se satisface la ecuacion matricial (2.10)”.

%K(t) = A K(t) + A,K(t —h), t =0, (2.10)
y K(t) = 0,4, paratodo t < 0, k(0) = I, donde I es la matriz identidad de n X n.

La matriz fundamental también satisface la ecuacion matricial (2.11), sin embargo, no significa
que la matriz K (t) conmute individualmente con los coeficientes matriciales A, K = 0,1 [28].

LK () = K()Ao + K(t— R)Ay, £ 20, (2.11)

2.4. Matriz de Lyapunov tipo retardada

La matriz de funciones U(t) es conocida como la matriz de Lyapunov tipo retardada (2.12)
asociada a W, donde K es la matriz fundamental del sistema lineal con retardo puntual (2.3) [13]:

U@ = [ KT(OWK (t + 7)dt. (2.12)
A continuacion se analizan las propiedades basicas de U(7) [13].
1. Propiedad dinamica:
S U() = U(DAo + Ut — DAy, T2 0. (2.13)
2. Propiedad simétrica:
U(-7) =UT (1), 72> 0, (2.14)
donde U7 es la transpuesta de U.

3. Propiedad algebraica:
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U(0)A, + U(—h)A, + ALU(0) + ATU(R) = —W. (2.15)

Las ecuaciones (2.13), (2.14) y (2.15) admiten una unica solucién cuando el sistema satisface la
condicion de Lyapunov (2.16) [13].

Se dice que el sistema (2.3) satisface la condicién de Lyapunov si el espectro del sistema [13]:
A = {s:det(s] — Ay — e™5"A,) = 0}. (2.16)
2.5. Computo de la matriz de Lyapunov tipo retardada

El célculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada puede reducirse a la construccion de un
problema especial de valores de frontera para un sistema lineal libre de retardo mediante el método
semianalitico [13]. Este método consiste en obtener las dinamicas de la componente de la matriz
de Lyapunov tipo retardada [13]. Se tiene a la siguiente expresion:

Y (1) = e'*CI para T € [0, h]. (2.17)

En el que el vector Y (7) contiene las componentes de la matriz de Lyapunov en las primeras n-
posiciones.

Donde: L € ]RZ”ZXZ”Z, y es una matriz estructurada construida a partir de las matrices de entrada
Ay, A4, I yproductos de Kronecker de la siguiente manera [13]:

A AT®I

L =
—IQAT —-IQAT

(2.18)

Siendo:
e A7, es latranspuesta de A, que es la matriz de las variables de estado sin retardo.
e AT eslatranspuesta de A;, que es la matriz de las variables de estado con retardo.
e /], es una matriz identidad.
e &, representa el producto de Kronecker.

CI (Condiciones iniciales):

Cl = (M + Ne'™)~w,, (2.19)
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donde M se construye como se muestra en la ecuacion (2.20), N se construye como se muestra en
la ecuacion (2.21) y W; se construye como se muestra en la ecuacion (2.22) [13].

I 0
M=[A€®I AI@I] (2.20)
En donde 0, es una matriz de n? X n? llena de ceros.
N = [ 0 —1 ]
@Al 1Q®A4% 2.21)
_ [vec(Onxn) (2.22)
17 | —vec(W)

Donde:
o vec(0,xn), es el vector resultante de apilar las columnas de la matriz 0,,y,.

o —vec(W), es el vector resultante de apilar las columnas de la matriz (—=W).

2.6. Operaciones requeridas por la matriz de Lyapunov tipo
retardada

En esta seccion se presentan de manera breve las operaciones matematicas que requiere el calculo
de la matriz de Lyapunov tipo retardada, las cuales se tomaron como base para programarlas en
“funciones.h”.

2.6.1. Ceil

“Dado cualquier nimero real x, el techo (ceil) de x, que se denota por [x], se define de la siguiente
manera” [29]:

[x] = n, es el Gnico entero talque n — 1 < x < n. (2.23)

Simbodlicamente, “si x es un nimero real y n es un entero, entonces” [29]:

[x]=n & n—-1<x<n. (2.24)
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2.6.2. Factorial

Para cada entero positivo n, la cantidad n factorial que se denota por n!, se define como el producto
de todos los enteros de 1 a n, como se muestra en la ecuacion (2.25) [29].

nl=n-(n—1)--3-2-1. (2.25)
Mientras que 0!, se define como 1 [29].
2.6.3. Transpuesta de una matriz

Dada una matriz A de m X n (2.26), la transpuesta de A es la matriz n X m (2.27), denotada
mediante AT, cuyas columnas se forman a partir de las filas correspondientes de 4 [30].

_ [@00 Qo1 (2.26)
A= [a10 a11:|'

7 _ [@0 Q10
AT = [ao1 a11]' (2.27)
2.6.4. Multiplicacion de una matriz por un escalar

“Si A es una matriz cualquiera (2.28) y c, es cualquier escalar (2.29), entonces el producto cA
(2.30), es la matriz que se obtiene al multiplicar cada elemento de A por ¢ [31], es decir:

_Ja b (2.28)
A= [c d]’
c =2z, (2.29)
entonces cA es:
_[za zb
cA = [ZC z d]. (2.30)

2.6.5. Multiplicacion de una matriz por un vector

Si A es una matriz de m X n, con columnas a;, a,,:* a,, y si x esta en R", entonces el producto
de A y x, denotado como Ax, es la combinacion lineal de las columnas de A, utilizando las
correspondientes entradas en x [30], es decir:
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X1
X2

Ax = [aq, a5, , ay] | =xar + x00; + o+ xpa. (2.31)
xn

2.6.6. Producto de Kronecker

Las operaciones de algebra matricial, por lo general, tienen restricciones en el tamafio de las
matrices involucradas; por ejemplo A + B se define si 4 y B tienen el mismo orden, o el producto
de AB se define si la cantidad de columnas de 4 es igual a la cantidad de filas de B.

Sin embargo, el producto de Kronecker es una operacion que, como menciona Maria Gabriela en
su tesis doctoral [32], es una operacion binaria definida en todo el conjunto de matrices sin
restricciones de tamafios.

Sea A e R™™ y B € RP*4, el producto de Kronecker entre 4 y B, denotado como A @ B se define
como una matriz bloque de tamafio (mp) X (pq), construida al multiplicar cada elemento de A
por toda la matriz B [32], como se muestra en la ecuacion (2.32).

allB alzB alnB
A@p=|%B anB o anB (2.32)
amiB amzB - amnB

“Es importante considerar que el producto de Kronecker no es conmutativo, es decir A @ B #
B ® A” [32].

2.6.7. Vectorizacion de Matrices

Al manipular matrices en algunas ocasiones resulta util vectorizarlas, es decir, transformarlas en
un vector apilando sus filas o columnas, a este proceso se le llama vectorizacion una matriz [32].

“Dada una matriz cualquiera A € K"™*", vec(A) (2.33) y vecr(A) (2.34) son los vectores columna
en K"™*™ que resultan de apilar las columnas y las filas de A, respectivamente” [32].

vec(4d) = [%o0r 5 Agn-por G0y Agm-pu 7 Gom-1)y T Am-n@-n]7, (2.33)

vecp(4) = [%00, 5 Qom-1)» Q0 G@m-1)p U Gm-no s Gm-n@-1)]T. (234)
2.6.8. Norma 1 de una matriz

La norma 1, mostrada en la ecuacion (2.35), calcula la suma absoluta maxima de los elementos
por columna en una matriz [33].
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(2.35)

3

n
A = m z ..
Al = max > |a
donde:

e ||All4, es la Norma 1 de la matriz A.

n
. Z |a;|, es la suma de todos los elementos de la columna j.
1=1

® a;;, eselelemento de la fila i, columna j de la matriz A.

* max, indica que se toma el valor maximo de todas las sumas de los valores de las
<jsn

columnas.

2.6.9. Suma de matrices

“La suma de matrices se define inicamente cuando las matrices son del mismo tamaiio, es decir
cuando sean A = (a;;) y b = (a;;)” [34]. La suma de matrices se obtiene al sumar cada

componente correspondiente de A y B [34] como se observa en la ecuacion (2.36).

Ago + boo  @o1 +bor 0 Ao+ bop
A+B=(ay+by) =| B0 Tho antbn antba g5
Amo + me Am1 + bml t Amn + bmn
2.6.10. Multiplicacion de matrices

Dos matrices se pueden multiplicar unicamente si el nimero de columnas de la primera matriz es
igual al numero de filas de la segunda. “De otro modo, los vectores que forman el renglon i en 4
(2.37) y la columnaj de B (2.38) no tendran el mismo niimero de componentes y el producto punto

en la ecuacion no estard definido™ [34].

Qoo Qo1 Qon
%0 Q11 Qun
A=l 0 ) 2.37)
Amo Am1  *° Gmn
[boo bo1 bOp]
[bio bix -+ by (2.38)

B=." . J
bno bnl bnp
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Para llevar a cabo la multiplicacién de matrices, se deben multiplicar las filas de 4 (2.39) por las
columnas de B (2.40), lo que da como resultado a AB, sin embargo, no es conmutativo, es decir
que AB # BA [34], por ejemplo:

1 -2 2.39
A= 3 . (2.39)
-1 5 2.40
B = | , _3|, (2.40)
calculando a C = AB:
Coo = (D1 +(-2)(2) = -1—-4= -5, (2.41)
Cor= (DGB)+(-2)(-3)=5+6=11, (2.42)
Cio= D+ @)(2)= -3+8=5, (2.43)
Ci1= BB+ @(-3)=15-12=3, (2.44)
calculando a D = BA:
Coo = (—1D)(1)+(5)(3)=—-1—-15=14, (2.45)
Cor= (D(=2)+(5)(4) = 2+ 20 =22, (2.46)
Cio= 2D+ (-3)3)=2-9=-7, (2.47)
Ci1= (2)(-2)+(-3)(4) = —4—-12 = —16, (2.48)
dando como resultados a:
-5 11 2.49
=3 4l —
114 22 (2.50)
b= |—7 —16l
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2.6.11. Matriz identidad

“La matriz identidad I,, de una matriz n X n, es una matriz de n X n cuyos elementos de la diagonal
principal son iguales a 1 y todos los demas son 0” [34], es decir;

I, = by; donde {01 Ssiisi;jj, (2.51)
teniendo la forma:
oo = Oon
( : : ) (2.52)
OmO 1mn
2.6.12. Matriz inversa
Una matriz A de n X n es invertible si existe otra matriz C de n X n tal que:
CA=1, (2.53)
AC =1, (2.54)

donde I = I,, la matriz identidad n X n. En este caso, C es un inverso de A [30].

Para obtener la inversa de una matriz existen varios métodos, pero para este proyecto se utilizo el
método de Gauss-Jordan, del que se da un ejemplo a continuacion.

Si se tiene una matriz 4.

_[2 1
a=|; 3], (2.55)
se forma junto a su identidad:
2 1 ] 10
[5 31 o 1], (2.56)
al hacer 1 el pivote de la fila 1 (R, < %Rl):
1 1/2 | 1/2 0
[5 S 1], (2.57)

se anula el elemento debajo del pivote en la columna 1 (R, « R, — 5R;):
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R AN
al hacer 1 el pivote de la fila 2 (R, < 2R,):
A
se anula el elemento arriba del pivote de la columna 2 (R; « R; — %Rz):
[(1) (1) : _35 _21 , (2.60)
como el lado izquierdo ahora contiene a 7, el lado derecho ahora contiene a A1
A1 = [_35 _21] 2.61)

2.6.13. Potencias de una matriz

“Si A es una matriz de n X n, y k es un entero positivo, entonces A*denota el producto de k copias
de A” [30]:

A =A-A-...- A (kveces). (2.62)
En el caso de que k sea 0, el resultado es la misma matriz A.

2.6.14. Matriz exponencial

Una de las operaciones matriciales mas calculadas es la exponencial denotada por la ecuacion
(2.63) [35].

o k
At — Zk_o(“‘k? , (2.63)
donde:
e ¢4t eslaexponencial de la matriz 4.

e (At)¥, es el producto matricial repetido.

o X2, indica la suma infinita.
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e k! eselfactorial de k.

Una manera para calcularlo es el método de aproximacion de Padé, que se explicard a
continuacion.

2.6.14.1. Método de aproximacion de Padé

Una clase muy 1til para calcular et son las funciones de Padé [35] definidas por:

Ryq(2) = Dpq(2) ' Npy (2), (2.64)
que se puede reescribir como:
- Np,q(2)
e? = Dpy(2) " Npy(2) = DZ,Z(Z)’ (2.65)
donde:
g =S
Pa K=o P+OK@=K) " (2.66)
q
_ +a-K)'q' -~k
Dpq(2) = 2k=o(p+q)!k!(q—k)!( 2% (2.67)

en los cuales:
® p,q,son los grados de los polinomios en el numerador (p) y denominador (q).
e ! indica el factorial.
e [k, esel indice de sumatoria.

Para elaborar su codigo, se reescribié a NP (2.68) Y DP (2.70) en términos de j:

p .
NP = Z ¢ L, (2.68)
j=0

donde:

(p+q-j)'p!

T () ji - (2.69)



donde:

q .
pP = z d;- L,
j=0

= _(pta-p'q!
DI
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(2.70)

2.71)
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Capitulo 3
Desarrollo

En este capitulo se mostrara el desarrollo del computo de la matriz de Lyapunov tipo retardada,
desde la eleccion de la tarjeta FRDM-KI1.46Z y otras tarjetas de desarrollo y microcontroladores
considerados, el desarrollo de las principales operaciones que se necesitan para el calculo de la
matriz de Lyapunov tipo retardada en forma de funciones, asi como el desarrollo del codigo
principal y el proceso de graficacion de los resultados obtenidos, utilizando de manera auxiliar a
los softwares CoolTerm y MATLAB.

3.1.  Microcontroladores y tarjetas de desarrollo de bajo
costo

Los microcontroladores, asi como las tarjetas de desarrollo consideradas de bajo costo, son
ampliamente utilizados en sistemas embebidos, en gran medida gracias a su accesibilidad, que
permite el ahorro de recursos econdmicos en aplicaciones especificas.

Por lo general, estan disefiados para ejecutar tareas sencillas en tiempo real, como el control de
sensores, actuadores e incluso adquisicion de datos; entre sus caracteristicas principales, se
encuentran:

Arquitecturas simples (ARM, AVR, Cortex-M, etc.).

e Frecuencias de reloj de entre 16 MHz y 80 MHz.

e Memorias RAM de entre 2 y 64 KB.

e Memoria FLASH de entre 16 KB y 512 KB.

¢ En su mayoria no cuentan con unidad de punto flotante (FPU).

Si bien su punto fuerte es que son accesibles, también los limita en gran medida, pues a la hora de
ejecutar operaciones complejas como lo es la matriz de Lyapunov tipo retardada, son descartados
casi instantaneamente debido a sus limitaciones de hardware.

En los siguientes puntos se presentan las 3 opciones consideradas para ejecutar la matriz de
Lyapunov tipo retardada, asi como sus caracteristicas principales y, finalmente, una comparacion
general que permitio elegir la mejor opcion.
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3.1.1. FRDM-KL46Z

La tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z, como se observa en la Figura 3.1, tiene un disefio sencillo
que es ideal para el prototipado rapido de aplicaciones basadas en microcontroladores; contiene
un microcontrolador de la serie Kinetis L Series, basado en el nicleo ARM Cortex-MO+ [36].

Figura 3.1: Tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z. Imagen tomada de [36].

“La tarjeta FRDM-KL46Z incorpora el adaptador de serie y depuracion integrado OpenSDA,
estandar abierto de Freescale, lo que ofrece comunicaciones serie, programacion de memoria flash
y depuracion con control de ejecucion” [36].
Especificaciones NXP Semiconductors [36]:

e Microcontrolador MKL46Z256VLLA4.

e Memoria flash de 256 KB.

e Memoria SRAM de 32 KB.

e Arquitectura: ARM Cortex-M0+ de 32 bits.

e Frecuencia de reloj de 48 MHz.

e Dos ADC de 16 bits.

e Unidad de punto flotante (FPU): No disponible.

e Interfaz USB OTG, comunicacion UART, SPI, I2C.

e Depuracion y programacion: A través de la interfaz OpenSDA.
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3.1.2. Arduino UNO R3

La placa de desarrollo Arduino UNO R3 mostrada en la Figura 3.2 es la mas conocida e insignia
de Arduino, pues es perfecta para familiarizarse con la programacion y la electronica. Esta
equipada con el microcontrolador ATmega328P y el procesador ATMegal6U2 [37].

Figura 3.2: Tarjeta de desarrollo Arduino Uno R3. Imagen tomada de [37].

Entre sus especificaciones se encuentran [37]:
e Microcontrolador ATmega328P.
e 06 pines de E/S digitales PWM.
e 6 canales de conversion A/D de 10 bits.
e Memoria SRAM de 2 KB.
e Memoria flash de 32 KB.
e Frecuencia de reloj de 16 MHz.

e Unidad de punto flotante (FPU): No disponible.
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3.1.3. PIC16F 887

El PIC16F887 fue desarrollado por Microchip Technology, y debido a su muy bajo costo, es muy
accesible, lo que lo facilita en entornos académicos y de prototipado [38]. Posee un encapsulado
de tipo PDIP de 40 pines, como se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Microcontrolador PIC16F887. Imagen tomada de [39].

Entre sus especificaciones principales se encuentran [38]:
e Arquitectura: RISC de 8 bits con conjunto de 35 instrucciones.
e Frecuencia de operacion de hasta 20 MHz.
e Memoria flash de 14 KB.
e Memoria RAM de 368 bytes y EEPROM de 256 bytes.
e 35 pines de proposito general.
e 14 canales conversores A/D de 10 bits.
e Dos temporizadores de 8 bits (TMRO y TMR2) y uno de 16 bits (TMR1).
e Dos mdédulos CCP de Captura/Comparacion/PWM.
e Interfaces de comunicacion USART, SPI e I2C.
e Voltaje de operacion de entre 2.0 Va 5.5 V.

e Unidad de punto flotante (FPU): No disponible.
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3.1.3.1. Comparacion de tarjetas de desarrollo y microcontroladores

considerados
FRDM- Arduino
PIC16F887A
K1L.46Z UNO R3 C16K887
ARM Cortex-
i AVR i RI '
Arquitectura MO+ (32 bits) VR (8 bits) SC (8 bits)
Frecuencia | o\ i 16 MHz 20 MHz
de reloj
Memoria 32 KB 2 KB 368 bytes
RAM Y
Memoria
256 KB 32 KB 14 KB
Flash
Unidad de
Punto No No No
Flotante
Conversores | 2 canales de 6 canales de | 14 canales de
A/D 16 bits 10 bits 10 bits
UART, SPI
Interfaces de e {JSB ’ UART, SPI, | USART, SPI,
. 4 2 Izc IZC
comunicacion OTG
Educati . )
.. Pca YOY | Educacion y Educacion
Aplicaciones sistemas . , .
.. . prototipado basica y
principales. embebidos .. ,
basico control simple
reales

Tabla 3.1: Tabla de comparacion de los microcontroladores y tarjetas de desarrollo.

Se selecciond a la tarjeta FRDM-KL46 para ejecutar el calculo de la matriz de Lyapunov tipo
retardada debido a que es la que posee mejores prestaciones de las opciones consideradas.
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3.2.  Desarrollo de los codigos para el computo de la matriz
de Lyapunov tipo retardada

Para el desarrollo del proyecto, se considerd dividir las tareas en 2 fases principales, siendo la
primera el construir los cddigos para calcular la matriz de Lyapunov tipo retardada, en lenguaje C,
dentro del entorno de desarrollo MCUXpresso IDE, considerando que la tarjeta de desarrollo
seleccionada fue la FRDM-KL46Z de NXP.

La segunda tarea consisti6 en graficar los resultados obtenidos de ejecutar los codigos de la primera
fase en la FRDM-KL46Z; para mayor informacion, consulte el Apéndice E.

Dentro de la primera fase, se consider6 que hacer todo dentro de un tnico cddigo hace mas
complicado su desarrollo, por lo que se dividi6 en 2 codigos. Al primero se le llamo “funciones.h”
y consistio en desarrollar todas las operaciones que necesita la matriz de Lyapunov tipo retardada.
Al segundo codigo se le llamd “Codigo Principal.c” y estd disefiado para calcular la matriz de
Lyapunov tipo retardada, mandando a llamar a las funciones desarrolladas en “funciones.h” vy,
posteriormente, trata los datos para enviarlos a CoolTerm.

3.2.1. Archivo funciones.h

Como se explico anteriormente, con el fin de conservar un mejor orden que a su vez permita tener
mayor optimizacion para mejorar su integracion en la tarjeta FRDM-KL46Z, las funciones usadas
en el codigo principal fueron programadas en un archivo .4 (header) donde se almacenaron vy,
gracias a que dicho archivo se incluye en el cédigo principal (#include <funciones.h>), estas
pueden ser mandadas a llamar facilmente, mejorando tanto la estética como, a su vez, el orden en
los codigos. Para visualizar el codigo completo (funciones.h), revise el Apéndice B.

En esta seccion se presentan los cddigos con las funciones mas importantes para el calculo de la
matriz de Lyapunov tipo retardada, para consultar el resto de funciones, revise el Apéndice A.

3.2.1.1. Funcion productoKronecker

El calculo del producto de Kronecker es necesario para el calculo de la matriz de Lyapunov tipo
retardada, pues representa la ecuacion en su forma vectorizada, el producto de Kronecker permite
construir matrices de dimension ampliada conservando la estructura original del sistema. En la
Figura 3.4 se presenta la logica principal utilizada para el desarrollo de la funcion producto de
Kronecker basado en la ecuacion (2.32). La expresion i /n representa una division entera, mientras
que i%n representa la operacion médulo.
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Inicio funcion
productoKronecker

Entrada:
- Matriz_1
. Matriz_2

Inicializari=0

NO

Salida:
Matriz_Res

Matriz 1 ® Matriz 2

| Matriz_Res|jjfi] = Matriz_1[i/n]j/n] * Matriz_2[i%n]j%n] |

Fin

Figura 3.4: Diagrama de flujo de la funcion productoKronecker.

Esta funcion recibe como entradas dos matrices cuadradas de dimensiones n X n y devuelve en su
salida una matriz de dimension n? X n? que representa el producto de Kronecker de ambas.

Cddigo de la funcion productoKronecker.

void productoKronecker (float Matriz 1[n][n], float
Matriz 2[n][n], float Matriz Res[n*n][n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n*n; i++) {
for (int j = 0; j < n*n; J++) {
Matriz Res[i][j] = Matriz 1[1i / n][j / n] *
Matriz 2[1i % n][]J % n]

}

I4

}

Donde Matriz 1[n][n] y Matriz 2[n][n] (de entrada) son matrices de n Xn, y
Matriz Res[i][]j] (de salida) es una matriz de n? x n?, es la matriz resultado del producto
de Kronecker Primero se inicia un ciclo for 1, que recorrerd las filas de la matriz de salida,
después se inicia el ciclo for 7, que recorrera las columnas de la matriz de salida.

En cada iteracion, Matriz 1[i / n][j / n] yMatriz 2[i % n][j % n] accedena
las posiciones correspondientes de las matrices de entrada mediante divisiones y modulos, es decir,
[i / n][J / n] indicanla fila y columna de laMatriz 1 que se usara, por ejemplo, sii =
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2y n = 2 entonces [ /n = 1, lo que quiere decir que se estd usando la segunda fila de
Matriz 1.

El operador médulo (%) devuelve el residuo de una division entera, esto permite generar un patrén
ciclicode0an —1entonces [1i $ n][j % n] indican la fila y columna de la Matriz 2,
por ejemplo, sii = 3yn = 2,entonces % n = 1, lo que indica que se esta accediendo a la
segunda fila de Matriz 2, mientras que sij = 2, entonces j % n = 0, lo que indica que se
estd accediendo a la primera columna de Matriz 2, la multiplicacion de estos 2 valores se guarda
enlaMatriz Res[i][]].

3.2.1.1.1. Ejemplo de uso

Supodngase que se requiere calcular el producto de Kronecker de la matriz AT que se muestra en la
ecuacion (3.1) con la matriz identidad I que se muestra en la ecuacion (3.2):

g = [(1) :;] (3.1)
I = (1) ‘1)]. (3.2)

La funcion ejecuta un doble barrido en la matriz resultado con los ciclos for iy for 7j,también
en cada iteracion se calculan las posiciones relativas en A y [ usando los operadores de division
y modulo, de esta manera se va construyendo la matriz de salida.

Quedando la matriz de salida como se muestra en la ecuacion (3.3).

0 0 -1 O

0O 0 0 -1 (3.3)
A®1 1 0 -2 0F

01 0 -2

3.2.1.2. Funcion normal

La norma 1 (2.35) de una matriz se utiliza como un criterio de escalamiento, garantizando la
estabilidad numérica en la aproximacion de Padé a la matriz L que es el sistema vectorizado para
el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada. En la Figura 3.5, se muestra la 16gica principal
utilizada para el desarrollo de la funcion normal.



( Inicio funcion normal )
Entrada:
+ Matriz_1[2*n*n|2*n*n|

Inicializari=0

normal = vec(0] & ii;ﬂ:n ? S
vec(i| = suma J¢ éi<2'n'n?
NO filas ‘_\
Sl Sl
clf] > norm [suma=suma + Matriz 1] 7 Matriz 1j(ij<0?
Sl
I normal = vecli| I—)I i=i+l Sl

suma = suma - Matriz_1ij] I

J

Salida: normal
(maxima por .
columna de Fin
Matriz_1|)

Figura 3.5: Diagrama de flujo de la funciéon normal.

Cddigo de la funcidon normal:

float normal (float Matriz 1[2*n*n] [2*n*n]) {
float suma, normal;
float vec[2*n*n];
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++){
suma=0;
for (int j = 0; j < 2*n*n; Jj++)
{
if (Matriz 1[j][1]<0)
suma=suma-Matriz 1[Jj][1];
else
suma=sumat+Matriz 1[3j][1];
}
vec[i]=suma;
}
normal=vec[0];
for (int 1 = 1; 1 < 2*n*n; i++) {
if (vec[i]l>normal)
normal=vec[i];
}

return normal;

35
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}

Donde Matriz 1[2*n*n][2*n*n] es la matriz de entrada de dimensiéon ampliada,
vec[2*n*n] esun arreglo auxiliar en donde se almacenan las sumas por columna y normal es
el valor maximo de las sumas. Inicia con un ciclo for i que recorre las columnas de la matriz y,
dentro de €I, un ciclo for 7 que recorre las filas para sumar los valores absolutos por columna.
Para identificar esto, la linea suma=suma-Matriz 1[j][1i]; lo convierte a positivo si es
negativo, restandolo de suma, forzando una multiplicacion de signos para generar la suma, y si es

positivo, la linea suma=suma+Matriz 1[j] [i]; lo sumard directamente.

Después, se inicializa la variable normal con el primer valor de vec[0] como base para
comparar, y el ciclo for i recorrerd los demas valores de vec [] y en cada iteracion las lineas
if (vec[i]>normal) ynormal=vec[i]; compara siel valor actualde vec[1] es mayor
que el guardado en normal y siempre que sea asi se actualizard el valor de normal y al final
nos la retornara con el valor maximo encontrado.

3.2.1.2.1. Ejemplo de uso

Supongase que se necesita calcular la Norma 1 de la matriz L que nos servira para calcular el
criterio de escalabilidad numérica de Padé, para la construccion de la matriz L € R8*8:

0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 0 0 -10 0 0 -1
1 0 -2 0 0 0 1 0

L0100 20 0 0 1 (3.4)
o 0 0 0 0 -1 0 oOf
1 -1 0 0 1 2 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 -1
o 0 1 -10 0 1 2l

Donde vec tiene los valores: 2, 2,4, 4, 1, 3, 3, 5, por lo tanto, la Norma 1 de L (3.4) es 5.

3.2.1.3. Funcion summat2

En el caso particular de matrices de tamafio 2n? X 2n2, que es el tamafio requerido para representar
las matrices que intervienen en la solucion de la matriz de Lyapunov tipo retardada, fue necesario
desarrollar a la funcidon summat2 ademas de la funcion summat, pues solo trabaja con matrices de
tamafio n X n. En la Figura 3.6 se muestra la logica principal utilizada para el desarrollo de la
funcion summat?.
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( Inicio funcion summat2 )

Entradas:
« Matriz_1]2*n*n]2*n*n|
» Matriz_2[2*n*n|2*n*n]

Inicializar i=0

si<2*n*n?

filas

NO

Salida:
Matriz_Res

| Matriz_Res]i[j] = Matriz_1[i]j] + Matriz_2]ilj] |

Fin =i+l |

Figura 3.6: Diagrama de flujo de la funcién summat?2.

Cddigo de la funcion summat?2:

void summat2 (float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n][2*n*n], float Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; j++) |
Matriz Res[i][j] = Matriz 1[i][J] + Matriz 2[i][J];

Donde Matriz 1[2*n*n][2*n*n] y Matriz 2[2*n*n][2*n*n] son matrices de
entrada, es decir, las matrices que se van a sumar, y Matriz Res[1] [J] es la matriz de salida,
donde se almacenan los valores resultantes de la suma. Primero inicia un ciclo for i, que recorre
las filas de ambas matrices y dentro de ¢él, se ejecuta un ciclo for j para recorrer las columnas
de ambas matrices y en cada iteracion, la linea de coédigo Matriz Res[i][]J] =

Matriz 1[1i][3] + Matriz 2[i][j]; vasumando los elementos en cada iteracion.
3.2.1.3.1. Ejemplo de uso

Supongase que se necesita sumar dos matrices simuladas de tamafio 2n? x 2n? para realizar una
iteracion del método basado en la aproximacion de Padé, donde la matriz NP (3.5) contiene la



suma acumulada de las iteraciones

ponderado.
0.00003 0 —0.00003 —0.00001 0 0 0.00006 0.00004 ]
|—0.00001 0.00004 —0.00001 —0.00003 0 0 —0.00006 —0.00001 |
| 0.00004 0 —0.00007 0.00001 0 0 0.00006 0.00001 |
Aux2 :| 0.00001 0.00003 —0.00004 —-0.00001 0 0 0 0.00001 |
|—0.00003 0.00003 0.00001 —0.00001 —-0.00003 —0.00004 0.00001 —0.00001 |’
0.00003 —0.00003 0.00001 —0.00001 0.00004 0.00006 —0.00003 0.00008
ll—0.0000l 0.00001 0 0 0 0 —0.00004 —0.00003J|
0 0 0.00001 —0.00001 0 0 0.00001 0.00003
|’ 0.99889 0 —0.04778 0 0 0 —0.05111 0.00111 ‘|
| 0 0.99889 —0.00111 -—0.04667 0 0 —0.00111 -0.05333 |
| 0.04778 0 0.90333 0 0 0 0.04667 —0.00111]
np=| O 0.04778  0..00111  0.90222 0 0 000111  0.04889 |
|—0.00111 0.00111 0 0 0.99889 —0.05222 0 0 |'
l 05222 —0.05222 -0.00111 0.00111 0.05222 1.10333 —0.00111 0.00111 l
|l 0 0 —0.00111 0.0111 0 0 0.99889 —0.05222J|
0.00111 —-0.00111 0.05 —0.05 0 0 0.05333 1.10222
da como resultado:
[0.99892 —0.04781 —0.00001 0 0 —0.05105 0.00115‘|
|—0.00001 0.99893 —-0.00112 —-0.04670 0 0 —0.00117 —0.05334|
| 0.04782 0.90326 0.00001 0 0 0.04673 —0.00110]
NP acumulada = | 0.00001 0.04781 —0.00003 0.90221 0 0 0.00111 0.04890 |
|—0.00114 0.00114 0.00001 —0.00001 0.99886 —0.05226 0.00001 —0.00001|'
0.05225 —0.05225 -—0.00110 0.00110 0.05226 1.10339 —0.00114 0.00119
|—0.00001 0.00001 —-0.00111 0.01110 0 0 0.99885 —0.05225I
0.00111 —0.00111 0.05001 —0.05001 0 0 0.05334 1.10225J

3.2.14.

anteriores y la

Funcion mulmat2
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matriz Aux2 (3.6) contiene el término actual

(3.5)

(3.6)

(3.7)

La multiplicacion de matrices es otra operacion fundamental para el cdlculo de la matriz de

Lyapunov tipo retardada, se hace especificamente con matrices de 2n? X 2n? en donde se utiliza
en el método de aproximacion basado en Padé¢, donde es requerida para calcular las potencias

sucesivas de la matriz escalada L,,, es decir: L{n = L{n_ ! + L,. La Figura 3.7 muestra la logica
principal utilizada para desarrollar la funcion mulmat?2.
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( Inicio funcion mulmat2 )

Entradas:
« Matriz_1[2*n*n]2*n*n]
« Matriz_2[2*n*n]2*n*n]

Inicializar i=0

sl

h.
Salida:
Matriz_Res

I Matriz_Res|i]j| = Matriz_Res[i[j] + Matriz_1[i k] * Matriz_2[k][j] I

Fin
-

Figura 3.7: Diagrama de flujo de la funcion mulmat?2.

Cddigo de la funcion mulmat2:

void mulmat2 (float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n][2*n*n], float Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; Jj++) |
Matriz Res[i]([J] = 0;
for (int k = 0; k < 2*n*n; k++)
Matriz Res[i][j] += Matriz 1[i][k] *
Matriz 2[k][]];
}
}

Donde Matriz 1[2*n*n] [2*n*n] y Matriz 2[2*n*n] [2*n*n] son las matrices de
entrada de tamafio 2n® X 2n? y Matriz Res[2*n*n] [2*n*n] es la matriz de salida del
mismo tamafio, después se inician 3 ciclos for anidados, primero el ciclo for 1 para recorrer las
filas de la matriz resultado, y después el ciclo for 7 querecorre las columnas. La linea de codigo
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Matriz Res[i][j] = 0; hace que, antes de calcular el valor de la posicion [1] [j] se
inicie en 0.

Y el tercer ciclo, for X, realiza la suma de productos entre la fila i de Matriz 1y la columna
jdeMatriz 2 yvaalmacenando los resultados en Matriz Res.

3.2.14.1. Ejemplo de uso

Supongase que se esta ejecutando la iteracion 1 de la aproximacion basada en Padé, por lo que se
necesita calcular L2, teniendo como base a L,, como:

r 0.1 0 0.01 0 0 0 0 0
0 0.1 0 0.01 0 0 0 0
—0.01 0 —0.02 0 0 0 0 0.01
L 2| o —001 0o -002 o0 0 0 —0.01 (3.8)
m 0 0 0 0 0.1 0 0 o r
0 0 0 0 —-0.01 002 O 0
—0.01 0 0.01 0 0 0 0.1 0
0 —0.01 0 0.01 0 0 0 0.02 -
Al multiplicar L,, por L,, se eleva, obteniendo a L?,.
[ 0.00990 0 0.00080 0 0 0 0 0.00010 |
| 0 0.00990 0 0.00080 0 0 0 ~0.00010|
|-0.00080 —0.00010 0.00030 0.00010 0 0 0 0 |
12 | o —0.00070 0 0.00020 0 0 0 0 | (3,9)
m=l 0 0 0 0 0.01000 0 0 o |
[ o 0 0 0 —0.00200 0.00040 0 o |
|~0.00100 0 0.00120 0 0 0 0.01000 o |
L ~0.00100 0 0.00120 0 0 0 0.00060 |

3.2.1.5. Funcion inversa

La funcion inversa calcula la matriz inversa de una matriz de tamafio n X n, utilizando el método
clasico de Gauss-Jordan. En la Figura 3.8 se muestra la logica principal utilizada para el desarrollo
de la funcion inversa.



( Inicio funcion inversa )
!
/ Entradas: /
. Matriz_1/nn|

) Lin?, 3]
i=itl |e NG
IMatriz[i][i] = Matrill[i][i]l
Matriz_Reslilj=0

NO

Matriz_Resliljl =1

Matriz(i| k| = Matriz[i] k] / pivote e
Matriz_Resli| k| = Matriz_Resli/k| / pivote

NO
ﬁ SI 7. .
Recorrer filas
Salida
Matriz_Res NO
(Inversa de Matriz_1)

aux = Matriz]j]i|

Fin

Matriz[j/ k] = Matriz[j/ k| - aux * Matrizli]k]
Matriz_Resj|k| = Matriz_Res|jjk| - aux * Matriz_Res]i/k]|

Figura 3.8: Diagrama de flujo de la funcion inversa.

Codigo de la funcion inversa:

void inversa(float Matriz 1[n][n], float Matriz Res[n][n]) {

float Matriz[n][n];

float pivote;

float aux;

for (int 1i=0;i< n;i++)

for (int 3=0;3< n;Jj++){
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][J];
if (i'=3)

Matriz Res[1][]j]=0;
else

Matriz Res[i] [j]=1;
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for (int i=0;i< n;i++) {
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0; k<n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;
Matriz Res[i][k]=Matriz Res[i] [k]/pivote;
}
for (int j=0; j<n; J++) {
if (i!=3)
{
aux=Matriz[J][i];
for (int k=0; k<n; k++) {
Matriz[j] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[1i] [k];
Matriz Res[Jj][k]=Matriz Res[]][k]-
aux*Matriz Res[i][k];

}

El codigo declara las variables Matriz [n] [n], que sera una copia de la matriz de entrada,
pivote, para guardar el valor del elemento diagonal que se va a normalizar, y aux, que se usara
para calcular factores multiplicativos en la eliminacion de otros elementos de la columna actual.

for (int i=0;i< n;i++)
for (int J=0;73< n;Jj++) {
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][]J];

Con estos ciclos anidados, de for i recorrerd las filas y for 7 recorrera las columnas y copiara
cada elemento en cada iteracion de la matriz Matriz 1, en la variable Matriz, esto porque la
matriz original se modificard durante el proceso de inversion, por lo que es mejor trabajar con una
copia de la matriz de entrada.

Matriz Res[1i] [Jj]=0;
else
Matriz Res[i] [j]=1;
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Este condicional if, permite simultdneamente iniciar a Matriz Res, como una matriz
identidad, ya que asignara valor de 1 cuando i = j, y 0 cuando i # j, creando una matriz con 1 en
la diagonal.

for (int i=0;i< n;i++){
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0; k<n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;
Matriz Res[i] [k]=Matriz Res[i] [k]/pivote;
}

Conelciclo for i, serecorrerantodas las filas de Matriz, el indice i indica la fila pivote actual
y se guarda el valor del elemento diagonal (pivote) de la fila actual.

Después, en el ciclo for k, se normaliza la fila i, dividiendo cada elemento de Matriz, por el
valor del pivote, convirtiendo el elemento diagonal en 1.

for (int 3=0; Jj<n; Jj++) {
if (i!=73)
{
aux=Matriz[j][1i];
for (int k=0; k<n; k++){
Matriz[J] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[i] [k];
Matriz Res[j][k]=Matriz Res[]j][k]-
aux*Matriz Res[i] [k];

Se inicia un ciclo for 7, que recorre todas las demads filas donde j # i para hacer 0 todos los

elementos de la columna i, excepto el de la fila 1 que ya fue normalizado.

Después, dentro de la variable aux, se guarda el valor de Matriz que se quiere eliminar
[J1[1] y,conelciclo for k, serealiza la operacion de eliminacion fila por fila, a la fila 7, se
le resta la fila 1 multiplicada por aux, tanto enMatriz Res como enMatriz, esta operacion
convierte el elemento que se estd iterando en 0 y transforma las demds posiciones de la fila de
forma que Matriz Res se mantiene equivalente.

Al finalizar, Matriz queda convertida en una matriz identidad y Matriz Res contiene la

matriz inversa de Matriz 1.

3.2.1.5.1. Ejemplo de uso
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13]

Supongase que se requiere obtener la matriz inversa de la matriz: M = 5 4

Se inicia Matriz_Res como: Matriz_Res = [é (1)] y la funcion itera como se muestra en la Tabla

3.2

Iteracion Accion Matriz | Matriz_Res
0 Inicializacion B z] [(1) (1)]
1 Normalizacion de fila 0 dividiendo por el pivote 1 B z] [(1) (1)]
2 Elimina el “2” de la fila 1 usando (2*F1 — F2) [(1) _32] [_12 (1)]
3 Normalizacion de la fila 1 dividiendo entre el pivote (-2) [é i] H _8_5]
4 Se elimina el “3” de la fila 0 usando (3*F2-F1) [é 2] [_12 _1055]

Tabla 3.2: Iteraciones del ejemplo de uso de la funcion inversa.

Quedando la matriz inversa como:

M-t = [—12 _1(.55]_ (3.10)

3.2.1.6. Funcion inversa2

La funcidn inversa2 est4 hecha para calcular la matriz inversa de una matriz de tamafio 2n? X 2n?,
al igual que la funcidn inversa, utiliza el método clasico de Gauss-Jordan. En la Figura 3.9 se
muestra la logica principal utilizada para el desarrollo de la funcion.



( Inicio funcion inversa2 )

i

Entradas:
« Matriz_12*n*n|2*n*n]

Inicializari=0

SI

ci<2'n*n?
NO & Dk da cokrerms, '_\

Matriz_Reslifjj=1

Matriz(i| k] = Matriz[i|k] / pivote
Matriz_Res|i| k| = Matriz_Res|i| k| / pivote

Sl cil=j?
Elirvile

inacion an otras
Filas

aux = Matriz|j|[i]

Salida
Matriz_ Res
(Inversa de Matriz 1)

Fin Matrizlj| k| = Matrizjj k| - aux * Matriz/i k|
Matriz_Res|j| k| = Matriz_Res|j| k| - aux * Matriz_Reslij k|

ck<2*n*n?

Eliminacion con aux

Figura 3.9: Diagrama de flujo de la funcion inversa2.

Cddigo de la funcion inversa2:

void inversaZ2 (float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
float Matriz[2*n*n] [2*n*n];
float pivote;
float aux;
for (int 1i=0;i<2*n*n;i++)
for (int 3=0;73< 2*n*n;j++) {
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][J];
if (i'=3)
Matriz Res[1][]j]=0;
else
Matriz Res[i] [j]=1;
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for (int 1=0;i< 2*n*n;i++) {
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0;k<2*n*n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;
Matriz Res[i][k]=Matriz Res[i] [k]/pivote;
}
for (int j=0; J<2*n*n; Jj++) {
if (i!=3)
{
aux=Matriz[J][i];
for (int k=0; k<2*n*n; k++) {
Matriz[j] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[1i] [k];
Matriz Res[Jj][k]=Matriz Res[]][k]-
aux*Matriz Res[i][k];

}

}

Donde Matriz 1 eslamatriz de entrada de dimension 2n? X 2n?, yMatriz Res es la matriz
de salida, donde se guardard la inversa, y Matriz, que se utilizard como copia de Matriz 1.
Posteriormente, se declaran las variables pivote, que se utiliza para almacenar el valor del
elemento diagonal de la fila actual, y aux, que se utiliza para guardar el valor del elemento que se
requiere eliminar en una fila diferente a la actual.

float Matriz[2*n*n] [2*n*n];
float pivote;
float aux;

El primer ciclo for anidado copia y pega los elementos de Matriz 1 en Matriz con el ciclo
for 1 paralas filas y el ciclo for 7 para las columnas. Simultdneamente, en cada iteracion, a
través de un condicional i £, se construye una matriz identidad en Matriz Res;evaluando si i
= 7 asigna un 1 (si es diagonal) y 0 si no se cumple la condicion.

for (int i=0;i<2*n*n;i++)
for (int 3=0;3< 2*n*n;j++) {
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][J];
if (i!=3)
Matriz Res[i1][]j]=0;
else
Matriz Res[i] [j]=1;
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Con esto preparado, se inicia el proceso de inversion de Gauss-Jordan. Se inicia el proceso fila por
fila, donde con el ciclo for i obtiene el pivote que debe convertirse en 1 y después normaliza la
fila dividiendo todos los elementos entre el pivote, lo que convierte al pivote en 1 y ajusta los
demas elementos para mantener la equivalencia tanto en Matriz como enMatriz Res.

for (int 1=0;i< 2*n*n;i++) {
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0;k<2*n*n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;

Con la fila i normalizada, el ciclo for j elimina los demas elementos de la columna i (donde j #
i)yaux=Matriz[i] []] toma el valor de esa posicion (fuera de la diagonal) que se convertira
en 0.

for (int j=0; j<2*n*n; J++) {
if (1!=7)
{

aux=Matriz[]] [1i];

Para la eliminacion fila a fila, se crea un ciclo for k, que actualizard toda la fila j, restandole la
fila 1 multiplicada por aux, resultando en que el valor de la columna i y fila j se vuelve 0, esto
se aplica tanto en Matriz como enMatriz Res.

for (int k=0; k<2*n*n; k++){

Matriz[J] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[i] [k];

Matriz Res[j][k]=Matriz Res[]][k]-
aux*Matriz Res[1i][k];

}
H}

3.2.1.7. Funcion MatrizPotencia

La funciéon MatrizPotencia calcula las potencias de una matriz (2.62), es util para la matriz de
Lyapunov tipo retardada, pues durante la aproximaciéon de Padé requiere elevar matrices
intermedias a una potencia. En la Figura 3.10 se muestra la logica principal utilizada para el
desarrollo de la funcion MatrizPotencia.



Inicio funcion
MatrizPotencia

i

Entradas:
. base[2*n*n|2*n*n]
. exponentelint)

N

exp=exp+1

NO

Sl

[ tempilii = tempilj + resfilk - baselk]jl |

resifj] = templilj

Figura 3.10: Diagrama de flujo de la funcidén MatrizPotencia.

Cddigo de la funcion MatrizPotencia:

void MatrizPotencia(float res[2*n*n] [2*n*n], float
base[2*n*n] [2*n*n], int exponente) {
float temp[2*n*n] [2*n*n];
Identidad?2 (res);
for (int exp = 1; exp <= exponente; exp++) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++) {

0
for (int 7 = 0; J < 2*n*n; j++) {
temp[i] [J] 0;
for (int k = 0; k < 2*n*n; k++) {
temp[i] [J] = temp[i]l[j] + res[i][k] *
base[k][]];
}
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}

for (int i = 0; 1 < 2*n*n; 1i++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; j++) {
res[i] [J] = temp[i] [J];

Donde base es una matriz de 2n? X 2n? que se va a elevar a una potencia (de entrada),
exponente es un nimero entero que indica la potencia a la que se desea elevar la matriz, res
es la matriz resultado de la operacion (de salida) y temp es una matriz auxiliar temporal.

Primero, con la funciéon identidad?2, se inicia a res como la matriz identidad de 2n? x 2n?,
debido a que cualquier matriz elevada a la 0 es la matriz identidad.

voild MatrizPotencia(float res[2*n*n] [2*n*n], float
base[2*n*n] [2*n*n], int exponente) {

float temp[2*n*n] [2*n*n];

Identidad2 (res) ;

Después inicia 4 ciclos for anidados, donde el ciclo for exp se ejecuta desde 1 hasta el valor
alojado en exponente para elevar la matriz a la potencia requerida, los ciclos for iy for 7j se
ejecutan para conocer la posicionen temp y for k ejecuta la operacionde la linea temp [1] [ ]
= temp[i][]j] + res[i][k] * baselk][]];.

for (int exp = 1; exp <= exponente; exp++) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; Jj++) {
temp[1][]] 0;
for (int k = 0; k < 2*n*n; k++) {
temp[i] [j] = temp[i][j] + res[i]l[k] *

base[k] []];

Por ultimo, el resultado intermedio de la multiplicacion guardado en temp se copia a res.

for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; j++) |
res[i] [J] = temp[i]l[]J];
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3.2.1.7.1. Ejemplo de uso

Se desea calcular A3 siendo A:

1 01 O 0 0 0 0 0 1
0 1 01 O 0 0 0 0
0 O 1 01 O 0 0 0
A= 0 O 0 1 01 O 0 0 (3.11)
0 O 0 0 1 01 O 0l
0 O 0 0 0 1 01 O
0 O 0 0 0 0 1 01
0 O 0 0 0 0 0 1
Definiendo a int exponente = 3; el codigo ejecutara la operacion: R = A-A-A = A3
quedando R como:
1 03 0.03 0.001 0 0 0 0
0 1 03 0.03 0.001 0 0 0
0 0 1 0.3 0.03 0.001 0 0
R = 0 0 0 1 0.3 0.03 0.001 0 (3.12)
0 0 0 0 1 0.3 0.03 0.001FV
0 0 0 0 0 1 0.3 0.03
0 0 0 0 0 0 1 0.3
0 0 0 0 0 0 0 1

3.2.1.8. Funcion MatExpPad

La funcién MatExpPad estd basada en la ecuacion reescrita de las funciones de Padé (2.65). En la
Figura 3.11 se presenta la 16gica principal utilizada para desarrollar la funcion MatExpPad.
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Figura 3.11: Diagrama de flujo de la funcién MatExpPad.

Codigo de la funcion MatExpPad:

void MatExpPad (float Matriz[2*n*n] [2*n*n],

Res[2*n*n] [2*n*n]) {

int m;

float



float norma, tolpade = 0.5;
float facl;

int p = 6, q = 6;
float Lm[2*n*n][2*n*n];
float NP[2*n*n][2*n*n];

float DP[2*n*n][2*n*n];

float auxl[2*n*n][2*n*n];
float aux2[2*n*n][2*n*n];
float aux3[2*n*n][2*n*n];
float temp[2*n*n] [2*n*n];

ceros2 (NP) ;
ceros?2 (DP) ;

Identidad2 (auxl) ;
norma=normal (Matriz) ;
m = ceil (norma/tolpade) ;

if (norma>=tolpade)

{

Mat esc(Matriz,1.0/m,Lm);
}

else
{
asigna (Matriz,Lm) ;

}

for (int j=0;j<=p;Jj++) {
facl = 1.0*fact(ptg-

j) *fact (p) / (1.0*fact (p+q) *fact (j) *fact (p-3)) ;
Mat esc (auxl, facl,aux2);
summat?2 (NP, aux2,NP) ;
mulmat? (auxl, Lm, aux3) ;
asigna (aux3,auxl) ;

}

Identidad? (auxl) ;
bool ban=1;
for (int j=0;j<=qg;Jj++) {
if (ban) {
facl = 1.0*fact (ptg-
J) *fact(q)/ (1.0*fact (p+q) *fact () *fact (g-3j));
ban=0;
}
else
{
facl = -1.0*fact (pt+tg-
J) *fact(q)/ (1.0*fact (p+q) *fact () *fact (g-3j));
ban=1;
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Mat esc(auxl, facl, aux2);
summat? (DP, aux2, DP) ;
mulmat? (auxl, Lm, aux3) ;
asigna (aux3, auxl) ;

inversa?2 (DP, temp) ;
mulmat? (temp, NP, aux3) ;
asigna (aux3, temp) ;
MatrizPotencia (aux3, temp,m) ;
asigna (aux3, Res) ;

En esta funcion se utilizan varias funciones ya explicadas, por lo que se mencionaran las
operaciones de las funciones que se mandaron a llamar.

Teniendo como matriz de entrada a Mat riz, de dimensiones 2n? x 2n? y como salida esta Res,
que es la matriz resultado e aproximada mediante Padé.

Después se declaran variables como:

m: factor de escalado.

e norma: usada para calcular cuanto se debe escalar.
e Tolpade: umbral para decidir si se necesita escalar definido con 0.5.
e Facl: almacena coeficientes temporales.
e p y qg:orden de la aproximante de Pad¢ definidos con 6.
Matrices temporales:
e Lm: matriz escalada.
e NP: Numerador de Padé.
e DP: denominador de Padé.

e auxl, aux2, aux3, temp: matrices temporales para calculos intermedios.
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Posteriormente, se inicializan las matrices NP Y DP en ceros con la funciéon ceros?2.

ceros?2 (NP) ;
ceros?2 (DP) ;

Después se inicializa a aux1 como matriz identidad con la funcién identidad2 para acumular

potencias de Lm, después calcula la normal de Matriz con la funcion normal para decidir
cuantas veces debe escalar m.

Identidad?2 (auxl) ;
norma=normal (Matriz) ;
m = ceil (norma/tolpade);

A través de un condicional if, se determina si se escala la matriz o si se usara sin escalar. Si es

mayor al umbral, se escala la matriz con la funcion Mat escy, sino, se usara sin escalar usando
la funcidn asigna para copiar Matriz en Lm.

if (norma >= tolpade

) A
Mat esc(Matriz, 1.0 / m, Lm);
} else {

asigna (Matriz, ILm);

}

3.2.1.8.1. Calculo de NP

Primero se calcula a ¢; (2.69):

facl = 1.0 * fact(p + g - j) * fact(p) /

(1.0 * fact(p + qg) *
fact (§) * fact(g - 3));

Entonces, el coeficiente de Padé para el numerador se calcula mediante combinaciones de
factoriales, siguiendo la formula general del numerador de Padé de orden p, ¢. En el ejemplo p =
6 y q = 6, los coeficientes estan equilibrados para mejor precision.

e L/ esla potencia j-ésima de la matriz escalada L.

En cada iteracion, escala L’ con su coeficiente facl y suma el resultado a NP y multiplica aux1
por Lm para actualizar la potencia para la proxima iteracion y por.

for (int
facl
q) * fact(j)

0; 7 <= p; J++) {
0 fact(p + g - J) * fact(p) / (1.0 * fact(p +

* 1w
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Mat esc(auxl, facl, aux2);
summat?2 (NP, aux2, NP);
mulmat? (auxl, ILm, aux3);
asigna (aux3, auxl);

3.2.1.8.2. Calculo de DP

En la construccion de DP primero se inicializa la matriz DP en ceros con la funciéon zeros?2 que
serd el acumulador que construird la suma Xd; - L/.

Inicializa aux1 como matriz identidad con la funcién identidad?2, de tamafio 2n? x 2n? para

iniciar con L° = I para calcular a L’ y declara una bandera logica ban para alternar el signo de
cada término.

Para comenzar a construir a d; (2.71), un ciclo for j inicia un bucle desde = 1 hasta j = q,
construyendo cada término del denominador.

Identidad?2 (auxl) ;
bool ban=1;
for (int j=0;3<=qg;j++)

Y que a través de un condicional i f determinara si j es par o impar y usara positivo cuando j
sea par y negativo cuando j sea impar.

if (ban) {
facl = 1.0*fact (ptg-
j) *fact (q)/ (1.0*fact (p+q) *fact (j) *fact (g-3)) ;

ban=0;
}
else
{
facl = -1.0*fact (p+g-
J)*fact(qg) / (1.0*fact (p+qg) *fact (j) *fact (g-7) ) ;
ban=1;

}

Después, con la funcién Mat esc, escala a aux1 (que representa a Lm/) por el coeficiente
escalar (facl) y guarda el resultado en aux2.

Suma el resultado de la iteracion a DP con la funcidon summat2, permitiendo acumular los
términos del polinomio racional del denominador.
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Con la funcion Mulmat2, multiplica la matriz actual en aux1 (Lm/) por Lm para obtener a

Lm/*! ylo guarda en aux3.

Y con la funcién asigna, guarda el resultado en aux1 para que esté listo y se utilice en la siguiente
iteracion.

Mat esc(auxl, facl, aux2);
summat? (DP, aux2, DP) ;
mulmat? (auxl, Lm, aux3) ;
asigna (aux3, auxl) ;

3.2.1.8.3. Calculo de la fraccion racional de matrices

Para calcular (2.65), la funcion inversa calcula la inversa del denominador de Padé (DP) y el
resultado lo guarda en temp.

inversaZ2 (DP, temp) ;

La funcién mulmat2 multiplica el resultado anterior de temp (DP~1)por NP y el resultado lo
guarda en aux3, con la funcidon asigna, copia nuevamente el resultado a temp, pues temp
sera el acumulador para la potencia posterior.

mulmat?2 (temp, NP, aux3) ;
asigna (aux3, temp) ;

La funcidon MatrizPotencia eleva la matriz R(L) a la potencia m, es decir: (DP~1- NP)™,
recordando que m es el ceil(normal/tolpade) es decir, si la norma 1 de Matriz es mayor que el
umbral, se escala la matriz y luego se deshace el escalamiento elevando la aproximacion a la
potencia m.

inversaZ2 (DP, temp) ;
mulmat? (temp, NP, aux3) ;
asigna (aux3, temp) ;
MatrizPotencia (aux3, temp,m) ;

Y finalmente se copia el resultado en aux3 con la funcidon asigna que ahora es el arreglo de salida

Res.

asigna (aux3, Res)



3.2.2. Codigo_Principal.c

Este codigo, como se menciond anteriormente, se desarrolld para

tipo retardada; para esto, manda a llamar a las funciones del cédigo “funciones.h” conforme las
necesite. De esta manera, el c6digo se mantuvo ordenado y limpio, lo que también permitio

disminuir los errores durante su desarrollo.

Después, también, se encarga de preparar y dar formato a los resultados obtenidos, para enviarlos
via UART a CoolTerm, para su graficacion. En el Apéndice C, se puede consultar el cddigo

completo de “Codigo_Principal.c”.

( Inicio )

y

| inicializacion de la Tarjeta FRDM-KL46Z |

I Definir tamario de las matrices de iniciales Ag y Ay I

calcular a la matriz de Lyapunov

I Ingresar matrices iniciales y parametros Iniciales

Definir “h™ y “At”

I Calculo de productos de Kronecker y construccion de la matriz L !

I Construccion de las matrices MyN I

Calcular e*"

I Formar R=M+N-e''" pararesolver (Cl) I

Calcular Y(1)= eL't- (o] I

2

I Preparacion de datos para envio I

L

I Envio de datos a CoolTerm via UART I

N

S —

Incrementar t=T1 + At I

Figura 3.12: Diagrama de Flujo del Codigo_Principal.c.
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Se define a n = 2, pues esta constante se usa para determinar las dimensiones de las matrices y
vectores.

#define n 2

Se declara una variable local persistente, que se utiliza como contador de prueba en el bucle infinito
del programa; no afecta el desarrollo de los calculos.

volatile static int s = 0 ;

Después se inicia la declaracion de matrices iniciales del sistema, donde:
o A, A;:sonlas matrices del sistema dindmico (de entrada).
e h: corresponde al valor maximo en el intervalo [0, h].

e MWvec: es el vector de condiciones iniciales extendidas.

float AO[n][n] = {{0, 1}, {-1, -2}};

float Al[n][n] = {{0, 0}, {-1, 1}};

float h=1;

float Wvec[2*n*n] = {0, O, O, O, -3, 0, 0, -=-3};

Y se inicia una matriz identidad de tamafio n X n:

Identidad (Iden):;

Se comienza a organizar el calculo los calculos de cada parte de la ecuacion (2.19).

3.2.2.1. Armadode L

Recordando que L es una matriz de tamafio 2n? x 2n? (2.18), se tratara como una matriz a bloques,
como se muestra en la ecuacion (3.13), donde (Lo, lo1, L10, L11) seran submatrices de tamafio n? x

n2.

L = Loo 101]. (3.13)

B llO l11

Primero se debe obtener a A} y AT a partir de A, y A, para ello, se usa la funciéon transpuesta

y posteriormente almacenar a AE y A{ en result0y resultl respectivamente.



transpuesta (A
transpuesta (A

0, resulO);
1, resull);
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Y recordando que ya se tiene inicializada la variable 1 den como una matriz identidad de n X n se

comienza a realizar los cédlculos de los cuatro productos de Kronecker para construir cada

submatriz de la matriz expandida L, cada uno se almacenard en una matriz auxiliar de n? x n?

para después ensamblar la matriz L de tamafio 2n? x 2n?.

Para la submatriz l:

productoKronecker (resul0, Iden, auxll);

for (int i =
for (i
L1

Para la submatriz [ :

0; 1
nt j
1031

<

n*n; 1++) {

0; §J < n*n; J++){

aux11[i][3];

productoKronecker (resull, Iden, auxl2);

for (int 1
for

Para la submatriz [;:

= 0; 1 < n*n; 1i++){
(int J = 0; jJ < n*n;
L[{i][j+n*n] = aux12[i]l[j];

J++) o

productoKronecker (Iden, resull, aux2l);
(int 1 = 0; i < n*n;
for

for

Para la submatriz [;;:

(int J

1i++) {

0; jJ < n*n; J++){

Lli+n*n][j] = -aux21[i][j];

productoKronecker (Iden, resul0, aux22);
(int 1 = 0; i < n*n;
for (int j = 0; j < n*n; J++)

for

}

Lli+n*n] [j+n*n]

1++) {

—aux22[i]

{
[

31
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Donde, para las 4 operaciones, la linea productoKronecer (); calcula el producto de
Kronecker y lo almacena en su cuadrante correspondiente, en su respectiva matriz aux y con los
ciclos anidados for iy for 7j se vadeterminando el lugar en el que se asignaran las matrices
que contienen los productos de Kronecker (aux) de tal manera que al final quede la matriz L
ensamblada dentrode L[2*n*n] [2*n*n].

3.2.2.2. Armadode M

Recordando que M es una matriz de tamafio 2n? X 2n? (2.20), se tratard como una matriz a
bloques como se muestra en la ecuacion (3.14), donde (myg, mg1, Myg, M41) S€ran submatrices de
tamafio n? X n2.

_ [Moo  Mo1 (3.14)
M= Mg m11]'

La submatriz m,,, se trata de una matriz identidad que se genera usando la funcion Identidadl
y se almacena en la matriz auxiliar aux1 y a través de los ciclos for iy for 7 anidados, se
asigna el cuadrante superior izquierdo dentro de la matriz M.

Identidadl (auxl) ;

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++){
M[i] [J] = aux1[i][J];

La submatriz my;, se trata de una matriz de tamafio n? X n?llena de ceros, que se genera con la
funciéon cerosl y se almacena en la matriz auxiliar aux1 y de la misma manera, con los ciclos

for iy for 7j anidados, se asigna el cuadrante superior derecho dentro de la matriz M.

cerosl (auxl) ;
for (int 1 = 0; 1 n*n; i++) {
for (int jJ 0; 7 < n*n; J++){
M[i] [J+n*n]

<
* = auxl[i][3];

Para la submatriz m,,, recordando que la matriz auxiliar aux11, ya contiene a A} ® I,
simplemente se hace la asignacion en el cuadrante inferior izquierdo con los ciclos for iy for

j anidados y acomodéandolo en la matriz M.

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int j = 0; j < n*n; Jj++){
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M[i+n*n] [j] = aux11[i][]];

Y para la submatriz m,, recordando que la matriz auxiliar aux12, ya contiene a AT ® I, al igual
que con el cuadrante inferior izquierdo, se hace la asignacion en el cuadrante inferior derecho con
los ciclos for 1y for j anidados, acomodéandolo en la matriz M.

for (int i = 0; i < n*n; i++) {
for (int j = 0; 3 < n*n; Jj++) {
M[i+n*n] [J+n*n] = aux12[i] [j];

}

3.2.2.3. Armadode N

Recordando que N es una matriz de tamafio 2n? x 2n? (2.21), se tratard como una matriz a bloques
como se muestra en la ecuacion (3.15), donde (ngg, 1y, M10, N11) SON submatrices de tamafio n? X

n2.

_ [oo Moz (3.15)
N = Nyo n11]'

La submatriz 1,0, es una matriz de n? X n? llena de ceros, se genera con la funcién ceros1 en
la variable aux1 y posterior a eso, a través de los ciclos anidados for 1y for j se acomodan
dentro de la matriz N en el cuadrante superior izquierdo.

cerosl (auxl) ;

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int J = 0; J < n*n; J++){
N[i] [J] = auxl[i][]];

La submatriz ny;, al tratarse de una matriz identidad de n? X n?, se genera con la funcién
Identidadl y se almacena en aux1, que, aunque se usd para generar la submatriz ng, llena de
0, al utilizar la funcién Tdentidadl sobre aux1, la regenera como una matriz identidad de n? x
n?. Posteriormente, con los ciclos anidados for iy for 7 se acomodan dentro de la matriz N
en el cuadrante superior derecho.

Identidadl (auxl) ;
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int 7 = 0; J < n*n; Jj++) {
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N[i] [J+n*n] = -aux1[i][]J];

Para la submatriz n,,, recordando que la variable aux21 ya contiene a: I ® AT de cuando se
calcul6 [, de la matriz L, solo restaria acomodar a través de los ciclos anidados for iy for j
dentro de la matriz expandida N en el cuadrante inferior izquierdo.

for (int i = 0; 1 < n*n; i++){
for (int j = 0; 3 < n*n; Jj++) {
N[i+n*n] [§] = aux21[i][3];
}

Y para la submatriz n,,, recordando que la variable aux22 ya contiene a I ® A} de cuando se
calculd a ly; de la matriz L, solo restaria acomodar a través de los ciclos anidados for iy for
j dentro de la matriz expandida N en el cuadrante inferior derecho.

for (int i = 0; i < n*n; i++){
for (int j = 0; j < n*n; Jj++){
N[i+n*n] [J+n*n] = aux22[i][j];

}

3.2.2.4. Armado de el!

Con la matriz expandida L construida, se puede empezar a construir a e’ de la ecuacion (2.19),
donde se multiplica a L por el escalar 4, para ello se utiliza la funcion Mat esc, para obtener a

Lh y almacenar el resultado en la matriz auxiliar aux2.

Mat esc(L,h,aux2);

Y con Lh construido y almacenado en aux2, se calcula la exponencial de la matriz Lh usando

Padé mediante la funcion MatExpPad, obteniendo a e“" y almacendndolo en la variable R.

MatExpPad (aux2,R) ;

3.2.2.5. Cdlculo de CI

Con e y N ya construidas y almacenadas en R y N respectivamente, se calcula a N - e!" que,
recordando que ambas son matrices de dimensiones 2n? X 2n?, por lo que, para hacer la
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multiplicacién de dichas matrices, se utiliza la funcion mulmat?2 y el resultado se almacena en la
matriz auxiliar aux2.

mulmat?2 (N, R, aux2) ;

Y con N -e!" calculada y guardada en aux2, recordando que la matriz M estd calculada y
almacenada en M, se suman las matrices, recordando que las matrices son de 2n? X 2n2, se utiliza
a la funcién summat?2 y el resultado se almacena en la matriz auxiliar R.

summat?2 (M, aux2,R) ;

Con toda la expresion M + N - e" calculada y almacenada en la variable R, el siguiente paso es
calcular su inversa, que se calcula con la funcidon inversa?2 que de igual manera esta desarrollada

para trabajar con matrices de 2n? X 2n?y el resultado se almacena en la matriz auxiliar aux2.

inversa?2 (R, aux?2) ;

Para este punto, la matriz auxiliar aux2 ya contiene a (M + Ne!")~1 y lo tiltimo es multiplicarlo
por el vector W almacenado en la variable Wvec, para esto se desarrolld la matriz identidad
mulmatvec2 que multiplica matrices de 2n? x 2n? y vectores de 2n?, y guarda el resultado en

CI.

mulmatvec? (aux2, Wvec,CI) ;

De esta manera, la operacion (M + Ne“")~'W, queda almacenada en la variable CT.

3.2.2.6. Solucion vectorizada

Teniendo a la condicion inicial vectorizada CI, en la variable CTI se evalia la solucion mediante la
expresion (2.17).

Para evaluar la expresion Y (7) se define un incremento temporal, que para el codigo se asigno en
la variable float incretau = 0.1, con el cual se recorre el intervalo T € [0, h] mediante el
ciclo for:

for (float tau = 0; tau <= h; tau=tau+incretau) {

Para la construccion de L;, se multiplica a la matriz L almacenada en L por el valor actual de 7,
para esto se utiliza la funcion Mat esc y se almacena el resultado en la matriz auxiliar aux2.



64

Mat esc (L, tau,aux2);
Para el calculo de elr, se evalta la exponencial de la matriz L usando la funciéon MatExpPad,
que implementa aproximaciones de Pad¢ y el resultado lo almacena en la variable R.

MatExpPad (aux2,R) ;
Con elr almacenada en R y la condicién inicial vectorizada en CI, se multiplica a el CI,
utilizando la funcion mulmatvec?2 y almacena el resultado en Y.

mulmatvec2 (R,CI,Y);

Este procedimiento se repite para cada valor de 7 en el intervalo /0, 4/, el bloque completo para
T(7) = eltCI:

for (float tau = 0; tau <= h; tau=tau+incretau) {
Mat esc (L, tau,aux2);
MatExpPad (aux2,R) ;
mulmatvec?2 (R,CI,Y);

Entonces Y contiene la solucion vectorizada del sistema en el instante de tiempo actual 7.

3.2.2.7. Preparacion y tratamiento de los resultados

Recordando que el proceso de graficacion en Matlab se dividio en 3 fases, siendo la primera la que
se lleva a cabo dentro de “Codigo Principal.c”, que consiste en tratar los datos para enviarlos via
UART a CoolTerm.

Entonces, primero para formatear y enviar los resultados como un archivo (.csv), a través de la
interfaz UART se declar6 un buffer de cadena.

char linea[256]; // Almacena la linea completa
char temp[32]; // Para agregar cada campo numérico

Después se gener6d un encabezado (csv) dindmico, con nombres de columna YO0, Y1, Y2, Y3...
hasta Yn < 2n?, esto para facilitar la importacion del archivo a MATLAB, pues los datos ya
tendran etiquetas de columnas.

sprintf (linea, "tau");
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for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++) {
sprintf (temp, ",¥Y%d", 1i);
strcat (linea, temp);

}
strcat (linea, "\r\n");
PRINTE ("%s", linea);

Con los encabezados listos, se generan los pasos de tiempo, con int pasos, calcula cuantas
iteraciones del bucle for son necesarias para cubrir el intervalo /0, 4/, y con un ciclo for se
ejecuta el ciclo tantas veces como pasos tenga el intervalo, y el indice del paso lo almacena en k,
y calcula el valor real de 1, y lo convierte a milésimas de segundo, con sprintf, escribe el valor

convertido en la cadena 1 inea como primer elemento de la linea.

int pasos = (int) (h / incretau);

i
for (int k = 0;

)
k < pasos; k++) {
float tau = k * incretau;
int tau int = k * (int) (incretau * 1000); // Escalar a
milésimas

sprintf (linea, "%d", tau int);

Posteriormente, para la transmision de datos via UART, se utilizo la funcién sprintf, sin habilitar
el soporte para variables en punto flotante para mantener el uso de memoria de la FRDM-KL46Z
lo mas libre posible, por lo que fue necesario convertir los datos a enteros multiplicindolos por
(100,000,000) para mantener la precision.

Mat esc (L, tau, aux2);
MatExpPad (aux2, R);
mulmatvec?2 (R, CI, Y);

for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1++) {
int yi int = (int) (Y[i] * 100000000);
sprintf (temp, ",%d", yi int);

strcat (linea, temp);

Y, por ultimo, se imprime la linea para enviarla.

strcat (linea, "\r\n"):;
PRINTFE ("%s", linea);
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3.3.  Recepcion y guardado de datos

La segunda fase del proceso de graficacion consiste en, con ayuda de CoolTerm, recibir los datos
que envia la tarjeta FRDM-KL46Z y guardarlos en un archivo (.csv).

Para configurar a CoolTerm, consulte el Apéndice E. Una vez que podemos visualizar los datos
en la interfaz de CoolTerm, como se observa en la Figura 3.13, se debe esperar a que la tarjeta
termine de ejecutar las iteraciones.

B Untitled 0* = (] X

File Session Edit Connection Macros View Remote Window Help

IBEe 2 X H X @6

New Open Save Disconnect | Options | Clear Data View Help

700,905838208,-14999533,464814016,195000080,1117098752,409344768,164999584, 254999952
710,8993129€0,-19499684,4858064¢€4,193500016,1121005184,40¢6484736,1€69499568, 256500032
720,892733376,-23999572,486758752,192000096,1124836992,403574368,173999552,257999872
730,886097782,-28499658,487670560,190500064,1128596352,400611584,178499504, 2594959664
740,879409408,-32999588,4688543904,189000064,1132279808,397595840,182999584, 260999680
750,872€67712,-37499692,489377248,187499984,1135887872,394530976,18749953¢, 262499760
7¢0,885872384,-41999792,490172096,186000128,1139419904,391408960,191999744, 264000608
770,859023744,-46499588,490927552, 184500000, 1142876672,3882308496,196499584, 265500096
780,852123520,-5099%¢€1¢,491€45472,183000016,114€25433¢6,385011968,20099%¢€l¢,267000128
790,845171904,-5549957¢,492324928,181500048,1149555840,381733216,205499440, 268499360
800,838166528,-59999512,492965600,180000112,1152779776,378400224,2099989568, 270000032
810,831112640,-64499712,4935697¢6¢0,1768500112,1155923328,375014208,21449%¢48,271500288
820,824006848,-68999384,494135584,177000144,1158988800,371572608,2182999408,27299913¢&
830,816849792,-73499728,494€64384,175500016,1161974272,36807€896,22349953¢6,274499968
840,809642816,-77999832,495155712,174000048,11648680896,364525984,22799977¢, 276000704
850,802386304,-824959840,495€11104,17249%952,1167705472,360918912,232499%€48,277500672
8e0,795081728,-8699977¢,496029792,171000192,1170448¢€40,357258144,236999¢848,27900009¢6
870,787725568,-91499688,496411360,169500096,1173110016,353539936,241499¢€80, 280500192
880,7803225¢60,-95999672,496757312,168000096,11756689472,349767744,245999504,282000032
890,772871040,-100499632,497067¢€48,166499968,1178185216,345938528,250499536,283499840
900,785370560,-104999592,497341920,165000112,1180598528,342050592,254999536,285000032
910,757824576,-109459768,497581376,163500112,1182926576,338108000,259499616,286500192
©920,750230528,-113999888,497785472,1€20000€4,1185169792,334107008,2€3999696,2858000512
930,742589312,-118499544,457954944,160500080,1187329152,330048544,268499456,28949977¢
940,734900736,-122999528,498089376,155%000080,1189400960,325931360,2729599424,290999424
950,727167168,-127499584,458189408,157500224,1191386240,321755904,277499872,29250105¢
960,719388268,-131999304,498255360,156000000,1193285504,317524352,2819992¢4,293999328
970,711562944,-1364995¢68,498287008,154500112,1195097728,313230880,286499488,295499648
8980,703652800,-140959744,458284960,153000144,1196819584,308883232,250959648,29700025¢
990,695775808,-145499584,498249568,151500144,1198454784,3044€809¢,295499616,298500000

COM4 (OpenSDA - CDC Serial Port (http://www.pemicro.com, @ T1T™X @RS @ DR @ DD
Connected 00:00:40, 8,631 / 0 bytes @®rRx @cas @Dosk @R

Figura 3.13: Resultados en la interfaz de CoolTerm.

Cuando se hayan terminado las iteraciones, se guardan los resultados en un archivo (.csv), como
se observa en la Figura 3.14, siguiendo las instrucciones del Apéndice E. El archivo (.csv) se
puede nombrar de cualquier manera, solo es importante que el nombre sea exactamente el mismo
que se importe en el codigo “Graficador.m” en MATLAB, para el ejemplo se eligidé el nombre
“datos_prueba 1.csv”.
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496411904  -91500344
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495156416 -73000400
454664672 -73500384
494135872  -69000344
493569760  -64500356
492966464  -60000360
452325024  -55500348
451645920  -51000332
450928224  -46500356
430172576 -42000436
489377728  -37500376
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487671264  -28500342
486759104  -24000370
485806944  -19500362
484814944  -15000373
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479246176 74399629
473009088 11939637

Figura 3.14: Resultados guardados en "datos prueba 1.csv".

=] Nimero

149999856
151499340
152999840
154439340
155999824
157499840
1589993856
160499872
161399340
163499872
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166499824
167999824
169499356
170999504
172439338
173999840
175499324
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178499584
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184499856
185399324
187499808
188399372
190499872
191999568
193499320
194399888
196499712
197999856
199499338
200999760
202499336
203399356

A continuacion, se describe la tercera fase del proceso de graficacion.

34. Graficacion
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La ultima fase del proceso de graficacion consiste en importar los resultados almacenados
“datos_prueba 1.csv”, tratar a los datos recibidos y graficarlos. En la Figura 3.15 se muestra la

logica principal utilizada para el desarrollo del cddigo “Graficador.m” en MATLAB. El codigo
completo se puede consultar en el Apéndice D.
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C icio )

!

close all;

clear all;
clc

Limpiar figuras y workspace
J
Ent ‘(d - tiempo = datosCSV(:, 1) /1000
. n Era a datosColumnMajor = datosCSV(;, 2:(n"2+1)) / 100000000;
n=imput (‘Introduce la
dimension de la matriz (n):’)
A 4

| Idatos Ordenados = zeros(size(datosColumnMajor)) I

datosCSV = readmatrix(‘Archivo’)

Archivo GSV guardado de GoolTerm

¢, indice<n"2 7

recorrido por cada Y_ij

datosOrdenados |

—>| fila = ceilindice / n) |
Sl

columnrmjl - row-major N 0 \uanversi:n‘a ;:Dorlrmmraw l
figure; | columna = mod(indice-1,n)+ 1 I

set(gcef, WindowState',maximized);

l | indice =indice +1 | J’
I idxCM = (columna - 1)*n + fila I
!

N ~
| colores =lines(n"2) |

| datosOrdenados(;, indice) = datosColumnMajor(:, idxCM) |

fila = ceil(indice / n)

f columna = mod(indice-1,n) +1 1
Si

| etiqueta = [$Y_{' num2str(fila) hum2str(columna) }(\tau)$] I

éindicesn™2?

graficar cada Y_ijit)

h 4

plot(tiempo, datosOrdenados!..indice),

indice =indice +1 |(—| hold on I(— 'LineWidth.2,Color.colores(indice,),
'DisplayName',etiqueta)

xlabel($\tau$ (s),Interpreterlatex)
ylabel(Valor de $Y$'Interpreter,latex)
title(Evolucion de $Y_{ij} Salida: grafica mostrada
(\taw)$,Interpreter.latex) (ventana figura)
legend(Interpreter,latex,Location,best)
jgrid on

W

Fin

Figura 3.15: Diagrama de flujo del c6digo Graficador.m en MATLAB.

Primero, se debe definir el tamafio de las matrices de entrada originales, esto se almacena en la

variable n.

n = input ('Introduce la dimensidén de la matriz (n): '");
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Luego se lee el archivo que guardamos (datos prueba I.csv) y se guarda en la variable
datosCSV:

datosCSV = readmatrix('datos prueba l.csv');

Después de leer el archivo, recuperamos los valores de la primera columna llamada tau, ahi se
almacenan los datos de tiempo en términos de (t) que estan en milisegundos, por lo que se deben
convertir a segundos, esto se guarda en la variable tiempo.

tiempo = datosCSv(:,1) / 1000;

Y después solo recuperamos los valores de YO a Y3, correspondientes a las coordenadas de
(Yo, Y1, Y,,Y3), puesto que estos son los valores que corresponden directamente a la matriz de
Lyapunov tipo retardada, para matrices de entrada de dimensiones 2 X 2 (coordenadas
correspondientes a las matrices de entrada), por ejemplo, para el caso de unas matrices de entrada
de dimension 3 X 3, la matriz resultado seria una de 2n? x 2n?, donde n = 3, es decir, una matriz
de 18 X 18. Sin embargo, los valores correspondientes a la matriz de Lyapunov tipo retardada son
solo (Y, Y1, Y,, Y5, Yy, Ye, Y, Yo, Yo).

Para esto, primero, se leen todas las columnas, desde la columna 2 hasta 2n?, y recordando que al
enviar los datos desde MCUXpresso IDE, se multiplicé por 100000000, por lo que se deben dividir
entre el mismo nimero para no alterar los resultados y posteriormente guardarlos en la variable

datosColumnMajor.

datosColumnMajor = datosCSV(:, 2:(n"2 + 1)) / 100000000;

Los datos enviados por la tarjeta FRDM-KL46Z se transmitieron en un vector unidimensional
utilizando la convencidon column-major, que apila los elementos columna por columna, pero
MATLAB interpreta en base a row-major, es decir, que apila fila por fila, por lo que es necesario
un reordenamiento de la matriz, pues de dejarlo asi, el etiquetado no coincidiria con los resultados
de cada valor de Y, creando inconsistencias visuales.

Para esto, primero se crea una matriz vacia llamada datosOrdenados y la definimos del mismo

tamano que datosColumnMajor.

datosOrdenados = zeros(size (datosColumnMajor));
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Y con un ciclo for se recorre cada posicion de la matriz vectorizada; después calcula la fila a la
que pertenece cada elemento y lo mismo con las columnas. De esta manera, los datos ordenados
llenan la matriz datosOrdenados.

for indice = 1:n"2

fila = ceil (indice / n);

columna = mod(indice-1, n) + 1;

idxCM = (columna-1)*n + fila;

datosOrdenados (:, indice) = datosColumnMajor (:, idxCM);
end

Después de procesar los datos, se inicia la graficacion, para esto, primero crea la figura y definen
las dimensiones que, para una mejor visualizacion, se defini6 a la figura de tamafo de pantalla
completa.

figure;
set (gcf, 'WindowState', 'maximized"') ;

Iniciando con la graficacion, se crea una paleta de colores automatica usando la funcion 1ines (),
y se define que genere n? colores distintos para que no se repitan y se almacena en la variable
colores.

colores = lines (n"2);
Igual que antes, se crea un ciclo for para recorrer cada elemento de la matriz, con fila y

columna se descubre la posicion de cada valor dentro de la matriz, para después asignarle su
etiquetado correspondiente con etiqueta.

for indice = 1:n"2

fila = ceil(indice / n);

columna = mod(indice-1, n) + 1;

etiqueta = ['$Y_{' num2str (fila) num2str (columna)
"} (\tau) $'];

Y conplot se generan las graficas de los valores almacenados en t iempo (vector con los valores
de 1) y datosOrdenados, con LineWidth, asignamos un valor 2 para hacer las lineas de las
graficas mas gruesas, con Color asignamos un color de la paleta de colores llamada coloresy
con DisplayName asignamos el nombre que aparecera en la leyenda. Terminamos con un hold

on para que MATLAB no borre las graficas y almacene todas en la misma figura.

plot (tiempo, datosOrdenados(:,indice), 'Linewidth', 2,



71

'Color', colores(indice, :),
'DisplayName', etiqueta);
hold on;
end

Por ultimo, se generan las etiquetas de los nombres de los ejes X, asi como el titulo de la grafica.

xlabel ('$\tau$ (s)','Interpreter', 'latex');
ylabel ('Valor de $YS$', 'Interpreter', 'latex');
title('Evolucion de $Y {ij} (\tau)$', 'Interpreter','latex');

legend ('Interpreter', 'latex', 'Location', 'best');
grid on;

Asi, cuando se ejecute el codigo, en la ventana de comandos, MATLAB preguntara al usuario las
dimensiones de las matrices de entrada, para graficar inicamente los resultados que corresponden
a la matriz de Lyapunov en una sola figura.
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Capitulo 4
Resultados

En este capitulo se muestran los resultados de ejecutar los codigos y funciones desarrolladas en el
Capitulo 3 “Desarrollo” y en el Apéndice A, para el calculo de la matriz de Lyapunov tipo
retardada, ejecutandolos en la tarjeta de desarrollo FRDM-KL46Z.

Para ayudar a validar su funcionamiento, se usaron matrices (4.1) y (4.2) obtenidas del trabajo de
Kharitonov y Zhabko en “Lyapunov—Krasovskii Approach to the robust stability analysis of time-

delay systems” [14], en el cual se analizaron sistemas con retardo en el marco de la teoria de
estabilidad de Lyapunov—Krasovskii.

4.1. Matrices de entrada

Se utilizaron las siguientes matrices de entrada:

Ao=[_01 _12] (4.1)
A = _01 (1)] (4.2)

Dichas matrices corresponden al ejemplo 1, presentado en la pagina 19 del articulo Kharitonov y
Zhabko [14], el cual también incluye una grafica de los resultados que obtuvieron. Esto permite
comparar dichos resultados con los obtenidos de la tarjeta FRDM-KL46Z.

4.2. Resultados en la tarjeta FRDM-KI1.46Z

Para visualizar los resultados obtenidos al ejecutar el algoritmo en la tarjeta FRDM-KL46Z en
tiempo real, en MCUXpresso IDE era necesario colocar banderas al final del codigo (antes de
pasar a la siguiente iteracidon), como se muestra en la Figura 4.1, con el fin de parar la ejecucion
del codigo para poder visualizar los resultados obtenidos en dicha iteracion, como se muestra en
la Figura 4.2, proceso que resulta ineficiente y repetitivo, ya que, para obtener graficas mas
precisas, es recomendable ejecutar alrededor de 100 iteraciones.

Mat esc(L, tau, aux2);
MatExpPad (aux2, R):

mulmatvec2 (R, CI, Y):

Figura 4.1: Bandera colocada al final de “Codigo_Principal.c” en MCUXpresso IDE.
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~ By float [8] 0x1fffe668 <Y>
®-=Y[0] float 11.9682055
«=Y[1] float 2.91000319
®-Y[2] float 3.08879995
- Y[3] float 2.96999955
«-Y[4] float 7.03691006
«-Y[5] float 4.98285151
©-Y[6] float -1.4100033
- Y[7] float 1.52999842

Figura 4.2: Ventana "Expressions View" mostrando el contenido de Y después de una iteracion.

En el siguiente punto se muestran los resultados en CoolTerm, antes de importarlos y graficarlos
en MATLAB.

4.3. Resultados en CoolTerm

Gracias a CoolTerm, el proceso de recoleccion de resultados se optimizo, pues se elimind la
necesidad de colocar banderas para detener la ejecucion y se obtienen los resultados de todas las
iteraciones de manera continua, como se muestra en la Figura 4.3, y se guarda en
“datos_prueba_1.csv”, como se muestra en la Figura 4.4,

File Session Edit Connection Macros View Remote Window Help

B 2 X H X @6

New Open Save Disconnect | Options | Clear Data View Help

tau, ¥0,Y1,¥Y2,¥3,Y4,Y5,Y6,Y7
0,1199999872,300000320,299999584,299999968, 687816128, 498180864, -150000336,149999856
10,1198454912,295500320, 304469600, 2958499968, 695775744, 498249664, -145500320,151499840
20,1196820608,291000320, 308880000, 296999968, 703691008, 498255152, -141000336, 152999840
30,1195097600,286500320,313230944,295499936,711561408, 498287200, -136500320,154499840
40,1193286144,282000288,317522752,293999968, 719386560, 4982554688, -132000328,155999824
50,1191387264,277500352,321755872, 292500000, 727166336,498189536,-127500328,157499840
60,1189401216,273000320,325930368,291000064, 734900288, 493089600, -123000336,158999856
70,1187328768,265500352,330046784,2589499968, 742588160, 497955040, -118500352, 160499872
80,1185170432,264000352,334105216,287999936, 750229312, 497785952, -114000368, 161999840
90,11829265848,259500336, 335106048, 286500000, 757823552, 4975816824, -109500336, 163499872
100,1180598400,255000384,342049536,284999968, 765370880, 497342624, -105000344,1645999872
110,11768186112,250500320,345936160,283499936, 772870208, 497067968, -100500344,166499824
120,1175690112,246000288,349765920,282000064,780322048,496757888,-96000352,167999824
130,1173111040,241500336,353539360,280499968,787725248,496411904,-91500344,169499856
140,1170449280,237000368,357256768,278999965, 795080256, 496029696, -87000344, 170999904
150,1167705856,232500416,360918144,277500000,802385984,495611328,-82500344,172499888
160,1164881280,2268000352,364524160,275999936,809642304,495156416,-78000400,173999840
170,1161975808,223500304,368074944,274500000,8168468832,494664672,-73500384,175499824
180,1158990208,219000336,371570816,272999965,824005440, 494135872, -69000344,176999840
190,1155924352,214500352,375012032,271499968,831111552, 493569760, -64500356,178499984
200,1152779520,210000368,378398816,269999968, 538166754, 492966464, -60000360, 179999858
210,1149556224,205500416, 381731744, 268500000, 845170944, 492325024, -55500348, 161499904
220,1146254976,201000256, 385010752, 266999952, 852123328, 491645920, -51000332, 162999920
230,1142877056,196500368, 388236576,265499920, 859023486, 490928224, -46500356, 164499856
240,1139420928,192000352,391408960,2639998688, 865871552, 490172576, -42000436, 155999824
250,1135888256,187500336,394528544,2624999584, 872666816, 489377728, -37500376,157499808
260,1132280448,1830002688, 397595680,261000016, 579409152, 488544224, -33000356, 1568999872
270,1128597120,178500368, 400610592, 259500032, 886097344, 487671264, -28500342, 190499872
280,1124838400,174000352, 403573216,257999904, 892732224, 486759104, -24000370, 191999968
290,1121005312,169500368, 406484352,2564999684, 899312576, 46855806944, -19500362, 193499920
300,11170968368,165000366,409344064,255000000,9058368464,46846814944,-15000373,194999888

Figura 4.3: Resultados en la interfaz de CoolTerm.
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10
20
30
40
50
60
70
80
90

100
110
120
130
140
150
160
170
180
150
200
210
220
230
240
250
260
270
280
290
300
310
320
330
340
350

Yo
1199999872
1198454912
1196820608
1195097600
1193286144
1191387264
1185401216
1187328768
1185170432
1182926848
1180598400
1178186112
1175690112
1173111040
1170445230
1167705836
1164881280
1161975808
1158990208
1155924352
1152779520
1143556224
1146254976
1142877056
1135420928
1135888256
11322580448
1128597120
1124838400
1121005312
1117098368
1113119360
1109066112
1104340544
1100743808
1096475264

Y1
300000320
295500320
291000320
286500320
282000288
277500352
273000320
268500352
264000352
259500336
255000384
250500320
246000288
241500336
237000368
232500416
228000352
223500304
215000336
214500352
210000368
205500416
201000256
196500368
192000352
187500336
153000288
178500368
174000352
169500368
165000368
160500432
156000416
151500256
147000256
142500384

Y2
299999584
304469600
308830000
313230944
317522752
321755872
325930368
330046784
334105216
338106043
342049536
345936160
349765920
353539360
357256768
360915144
364524160
368074944
371570816
375012032
378398816
381731744
385010752
388236576
391408960
394528544
397595680
400610592
403573216
406484352
409344064
412152800
414510464
4176178838
420274624
422881664

Y3
299999968
298499968
296999968
295499936
293999968
292500000
291000064
289499968
287999936
286500000
284999968
283499936
282000064
280499968
278999968
277500000
275999936
274500000
272999968
271499968
269999968
268500000
266999952
265499920
263999888
262499984
261000016
259500032
257999904
256499984
255000000
253499984
251999904
250439934
249000032
247499968

Y4
687816128
695775744
703691008
711561408
719386560
727166336
734500288
742588160
750229312
757823552
765370880
772870208
780322048
787725248
793080256
802385984
809642304
816848832
824005440
831111552
838166734
845170944
852123328
859023488
865871552
872666816
879409152
886097344
892732224
899312576
905838464
912308416
918723643
925082752
931385216
937631296

Figura 4.4: Resultados guardados en "datos prueba 1.csv".

A continuacion, se muestra la graficacion en MATLAB.

4.4. Graficacion de resultados

Y5
498180864
498249664
498285152
498287200
498255488
498189536
498089600
497955040
497785952
497581824
497342624
497067968
496757388
496411904
436029696
495611328
495156416
494664672
454135872
493569760
492966464
492325024
491645920
490928224
490172576
489377728
483544224
487671264
486759104
485806944
484314544
483782304
482709920
481595340
480441984
479246176

Y6
-150000336
-145500320
-141000336
-136500320
-132000328
-127500328
-123000336
-118500352
-114000368
-109500336
-105000344
-100500344

-96000352
-91500244
-87000344
-82500344
- 78000400
-73500384
-65000344
-64500356
-60000360
-35500348
-51000332
-46500356
-42000436
-37500376
-33000356
-28500342
-24000370
-19500362
-15000373
-10500265
-6000459
-1500380

2999585

7499629

\
149999856
151499840
1529993540
154499840
155999824
157499840
158999856
160499872
1619993540
16349935872
164999872
166499824
167999824
169499856
170993504
172499888
173999840
175499824
176999840
178499984
179993588
1314993904
182999920
184499856
185999824
187499808
138993872
1904935872
191999968
193499920
1949599888
196499712
197993856
199499588
200999760
202499936
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Después de correr el codigo “Graficador.m” en MATLAB, asegurandonos de que el nombre
“datos_prueba_1.csv” es correcto, primero nos preguntara el tamafo original de las matrices de

entrada, como se muestra en la Figura 4.5, y después de ingresar el tamafio correspondiente,
generard una grafica como se muestra en la Figura 4.6.

Jx Introduce la dimensidén de la matriz (n):

Figura 4.5: Ventana de comandos de MATLAB.
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Evolucion de Y;;(7)

Valor de Y

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1
T (s)

Figura 4.6: Grafica en MATLAB de los resultados de la tarjeta FRDM-KL46Z.

4.5. Comparacion de los resultados

Con la grafica obtenida de MATLAB que se muestra en la Figura 4.6, se puede comparar de manera
visual con la de Kharitonov y Zhabko [14], concluyendo que ambas son semejantes, por lo que los
resultados son correctos, lo que valida el calculo implementado en la FRDM-KL46Z. También es
importante considerar que para esta prueba se considerd a un sistema lineal con un nico retardo.

Uyo(2)

L Yap()

2()

P i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 4.7: Grafica de referencia. Imagen tomada de [14].

Se realiz6 el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en MATLAB, tomando a las matrices
de entrada (4.1) y (4.2), donde se obtuvo la siguiente gréfica:
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” Matriz de Lyapunov tipo retardada en MATLAB
T T T T T T

Valor de Y

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T (s)

Figura 4.8: Grafica de los resultados del calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en
MATLAB.

4.6. Calculo del error

Tomando como parametro los resultados que se observan en la Figura 4.8, obtenidos de realizar el
calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en MATLAB utilizando la funcion expm, se
calculo el error de los resultados que se observan en la Figura 4.6, obtenidos del calculo de la
matriz de Lyapunov tipo retardada en la tarjeta FRDM-KL46Z, restando los resultados en cada
iteracion, donde al final se obtuvo la siguiente grafica:

<107 Error entre la FRDM-KL46Z y MATLAB

0.5

o

o
o

Error (MCU — MATLAB)

1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.9: Error de los resultados.
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Y tomando como indice la integral del error cuadratico (ISE), se obtuvo la siguiente grafica:

<101 Integral del error cuadratico acumulado

2 T T T
X0.99
¥ 1.9831

—Yu
1.8 —VY 7
Yo
16— — VY —

X0.99
¥ 1.43381

X 0.99
¥ 1.29824e-11
.

IS E(7) acumnulado

Figura 4.10: Grafica de la integral del error cuadratico (ISE).

En donde se observa que las componentes: ¥;; = 1.98319 x 10711, ¥;, = 1.29824 x 10711,
Y,;, = 143381 %1071 y Y,, = 541952 x 10713, valores que se consideran demasiado
pequefios, demostrando que el calculo realizado en la tarjeta FRDM-KL46Z es suficientemente

exacto.

Conclusiones y trabajo futuro

Con el proyecto terminado, se concluye que:

e Es posible implementar el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en la tarjeta de
desarrollo considerada de bajo costo, FRDM-KL46Z, mediante la programacién en
lenguaje C y el uso de MCUXpresso IDE, cumpliendo el objetivo principal del proyecto.

e Analizando la gréafica obtenida en MATLAB y comparandola con la de Kharitonov y
Zhabko (2003) [14], se verifica que los resultados coinciden, por lo que se confirma que el
calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada en la tarjeta FRDM-KL46Z funciona

correctamente.

e La integral del error cuadratico (ISE) entre los resultados del calculo en MATLAB y los
calculos ejecutados en la tarjeta FRDM-KL46Z es demasiado pequefio, por lo que se
considera que los resultados obtenidos en la tarjeta son suficientemente exactos.



78

La comunicacion entre MCUXpresso IDE y MATLAB fue exitosa, pues en conjunto
permitieron desde la ejecucion de los codigos en la tarjeta FRDM-KL46Z, el envio de los
resultados y la visualizacion grafica de los mismos.

5.1.  Trabajos futuros

Analizando las posibilidades de mejora, se analizan los siguientes puntos:

Se determina que el calculo funcionaria en tarjetas o microcontroladores con caracteristicas
superiores a la FRDM-KL46Z, siempre que sean compatibles con el lenguaje de
programacion C y cambiando el entorno de desarrollo (IDE), debido a que el procedimiento
desarrolla cada operacidn que necesita, lo que permitiria analizar también matrices de
tamafos superiores en caso de que las capacidades de la tarjeta FRDM-KL46Z se vean
sobrepasadas.

También se analiza la posibilidad de automatizar el proceso completo de trabajo, desde el
calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada hasta la graficacion de los resultados, para
reducir la intervencion del usuario y mejorar el flujo del proceso.

Con el calculo de la matriz de Lyapunov realizado, se pueden implementar leyes de control
que incluyen a dicha matriz a sistemas reales con retardo puntual, debido a que se hizo mas
accesible al ejecutarla en la tarjeta FRDM-KL46Z.
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Apeéndice A Funciones auxiliares para el
calculo de la matriz de Lyapunov tipo
retardada

Aqui se presentan las funciones desarrolladas para el célculo de la matriz de Lyapunov, las
cuales se utilizaron de manera auxiliar en otras funciones mas complejas y en
“Codigo_Principal.c”.

A.1. Funcion transpuesta

La transposicion de matrices es basica en el algebra matricial y una operacion fundamental
para el célculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada, ya que en ella se utilizan términos
como A%, recordando que las matrices pasan de m X n (2.26), an X m (2.27). En la Figura
A.1 se muestra la logica principal utilizada para el desarrollo de la funcion transpuesta.

Inicio funcion
transpuesta

Entrada:
« Matriz_1

Inicializar i=0

NO

Salida:
Matriz_Res
iz

transpuesta de Matriz 1

| Matriz_Res/jil = Matriz_1[ij| ]

Fin

Figura A.1: Diagrama de flujo de la funcion transpuesta.

Codigo de la funcion transpuesta:

void transpuesta (float Matriz 1[n][n], float
Matriz Res[n] [n]) {
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for (int 1 = 0; i < n; 1i++)
{
for (int 7 = 0; J < n; Jj++)
{
Matriz Res[j][i] = Matriz 1[i][3]];
}

Donde Matriz 1[n] [n]es la matriz de entrada de n X n, Matriz Res[j][i] yes la
matriz transpuesta (de salida), primero se inicia un ciclo for i, que recorrera las filas de la matriz
de entrada, y después un ciclo for 1, que recorrerd las columnas de cada fila en la matriz de
entrada. En Matriz Res[j][i1] = Matriz 1[i][j]es donde ocurre la transposicion,
toma los valores de la fila 1 y la columna j de Matriz 1[n] [n] y los coloca en la fila j y
columna i de Matriz Res.

A.2. Funcion cerosl

La inicializacion de matrices con ceros suele utilizarse como bloques auxiliares en la construccion
de matrices, la funcion cerosl estd programada para trabajar con matrices de dimensiones n? x
n2. En la Figura A.2 se muestra la l6gica principal utilizada para el desarrollo de la funcion cerosl.

( Inicio funcion cerosl )
a
Entrada:
+  Matriz_[n*n]n*n]

Inicializar i= 0

e NO

L2

Salida:
Matriz iniciada
enceros

L2

Fin

Figura A.2: Diagrama de flujo de la funcion cerosl.
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La funcioén cerosl, se program6 manualmente, evitando utilizar bibliotecas como <String> que
consumen memoria de manera innecesaria.

Codigo de la funcion cerosl.
void cerosl (float Matriz[n*n][n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){

for (int j = 0; j < n*n; J++) {
Matriz[i][J] = 0;

Donde Mat riz, es la matriz de entrada de n? X n? , después se inicia un ciclo for i, que recorre
las filas y dentro de ¢l, un ciclo for j, que recorre las columnas de cada fila, y en cada iteracion
se ejecuta la linea Matriz[1] [j] = 0; que asigna el valor 0 en la posicion correspondiente,
de manera que al final Matriz queda llena de 0.

A.3. Funcion ceros2
Mientras que la funcion cerosl genera matrices de n X n, la funcidon ceros2 genera matrices de

2n? X 2n?, que sirven para preparar matrices que funcionaran como acumuladores en procesos de
sumas sucesivas o la aproximacion de Padé.

( Inicio funcion ceros2 )
Entrada:
«  Matriz_[2*n*n]2*n*n]

Inicializari=0

ic2*n'n?
filas

NO

Salida:
Matriz iniciada
enceros

|

Fin

Figura A.3: Diagrama de flujo de la funcion ceros2.
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A.4. Funcion identidad

El codigo para generar matrices identidad se bas6 en la ecuacion (2.51), dichas matrices se
utilizaron en diversos procesos durante el calculo de la matriz de Lyapunov tipo retardada. La
funcion identidad genera matrices de n X n. En la Error! Reference source not found. se muestra
la 16gica principal utilizada para el desarrollo de la funcion identidad.

( Inicio funcion identidad )

/ Entrada:
+  Matriz_[n]n]

Inicializar i=0

NO

Salida:
Matriz identidad
generada

Fin | i=i+1 fe—— Matrizijl=1 |
L J

Figura A.4: Diagrama de flujo de la funcion identidad.

Cddigo de la funcion Identidad:

void Identidad (float Matriz[n][n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++){
for (int 37 = 0; J < n; Jj++){
if (1 == 3
Matriz
else
Matriz[i][Jj] = 0;

)
(11031 = 1;

Donde Matriz[n] [n] es la matriz de entrada de n X n, que se llenard con los valores de la
matriz identidad; primero se inicia un ciclo for i que recorrera las filas de la matriz y dentro de
¢l se inicia un ciclo for J para recorrer las columnas de cada fila.



86

En cada iteracion se evaliia la condiciéon if (i == 7j), siestase cumple, Matriz [i] []] =
1; le asignara el valor 1 y si esta no se cumple, Matriz[i] [J] = 0; le asignard el valor 0.

A.5. Funcion Identidad1l

De la misma manera que la funcion identidad, la funcion Identidadl estd basada en la ecuacion
(2.51), por lo que la légica de operacion es similar, pero la funcion Identidadl crea matrices de
tamafio n? X n?.

( Inicio funcion Identidadl )
Entrada:
+  Matriz_|n*n|n*n|

Inicializar i= 0

' NO

Salida:
Matriz identidad
generada

Fin | j=j'+1 |._| Matriz'i1]1=1|
| J

Figura A.5: Diagrama de flujo de la funcion Identidad]1.

Cddigo de la funcion Identidad1:

void Identidadl (f
for (int 1
for (in

if

loat Matriz[n*n][n*n]) {
0; 1 < n*n; i++){
3 J < n*n; jt++){

~ I~

i]031 = 17

Matriz[i][j] = O;
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Donde Matriz [n*n] [n*n]es la matriz de entrada de n? X n2, que se llenara con los valores
tipicos de una matriz identidad; primero inicia un ciclo for i para recorrer todas las filas de la
matriz y dentro de €l inicia un ciclo for 7 para recorrer todas las columnas de la matriz.

En cada iteracion se evalua la condicion if (i == 7) que, sise cumple, Matriz[1i][]] =
1; asignara el valor 1 a la posicion que esté siendo evaluada y, si no, Matriz[1] [J] = 0;
asignard el valor 0 a la posicion que esté siendo evaluada.

A.6. Funcion Identidad?2

De igual manera que las funciones identidad e Identidadl, la funcion Identidad2 estd basada en la
ecuacion (2.51), pero la matriz Identidad2 genera matrices de 2n? X 2n?. En la Figura A.6 se
muestra la 16gica principal utilizada para el desarrollo de la funcion Identidad?2.

( Inicio funcion Idem:idada)
Entrada:
. Matriz_[2*n*n|2*n*n

Inicializar i=0

4 NO

Salida:
Matriz identidad
generada

Matriz[i[jl= 0

Fin

Figura A.6: Diagrama de flujo de la funcién Identidad2.

Codigo de funcion Identidad2:

void Identidad2 (f
for (int i =

for (int

if |

loat Matriz[2*n*n][2*n*n]) {
0; 1 < 2*n*n; i++){
J = 0; J < 2*n*n; j++){
L= 3)
Matriz[i][j] = 1;
else

Matriz[i][j] = O;
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Donde Matriz [2*n*n] [2*n*n]es la matriz de entrada de 2n? X 2n? que se llenara con los
valores de una matriz identidad ampliada. Primero inicia un ciclo for i, que recorrera las filas
de la matriz, y dentro de €l se inicia un ciclo for j para recorrer las columnas de cada fila, en
cada iteracion se evalua la condicion 1 £ (i == j),sisecumple, Matriz[1i][J] = 1; le

asignara el valor 1, mientras que, sino se cumple, Matriz[i] [j] = O0; le asignard el valor 0.

A.7.  Funcion ceil
Debido a que no se puede contar con la funcion ceil de la libreria de <math.h> se program6 una

funcién ceil propia basada en la ecuacion (2.23). En la Figura A.7 se muestra la logica de
programacion utilizada para el desarrollo de la funcion.

( Inicio funcion ceil )
Entrada:
. numero

Inicializar s =0

Salida:

s— =

techo de numero

Figura A.7: Diagrama de flujo de la funcion ceil.

Codigo de la funcion Ceil:

int ceil (float numero) {
int s=0;
while (s<numero) {
s=s+1;
}
return s;

}
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Que inicializa una variable entera s = 0 y se compara con el nimero s<numero y aumenta en
1 su valor, repite el proceso hasta que s ya no sea menor que numero y entonces retorna el ultimo

valor alojado en s.

A.8. Funcion Mat _esc

La multiplicacion de una matriz por un escalar se bas6é en la ecuacion (2.30). La logica de
programacion utilizada para el desarrollo de la funcion Mat_esc se muestra en la Figura A.8.

( Inicio funcion Mat_esc )
Entradas:
«  matriz[2*n*n][2*n*n|
. escalar

Inicializari=0

&i<2!n*n?
filas

NO

Salida:
resultado

matriz escalada

I resultadoli]j] = matrizi[j] * escalar I

Figura A.8: Diagrama de flujo de la funcion Mat_esc.

Cddigo de la funcion Mat_esc:

void Mat_esc(float matriz[2*n*n][2*n*n], float escalar, float resultado[2*n*n][2*n*n]) {
for(int 1= 0; 1 < 2*n*n; i++) {
for(int j = 0; j < 2*n*n; j++) {
resultado[i][j] = matriz[i][j] * escalar;
b
b
b

Donde matriz [2*n*n] [2*n*n] es la matriz de entrada, escalar es el valor por el que se
desea multiplicar cada elemento de la matriz de entrada resultado[2*n*n] [2*n*n] es la
matriz de salida donde se almacena la multiplicacion de la matriz por el escalar.
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Primero se inicia un ciclo for i, que recorre las filas de la matriz, y dentro de él un ciclo for
j que recorre las columnas de la matriz, y en cada iteracion, la linea de cddigo
resultado[i1][jJ] = matriz[i][7]] * escalar; multiplica el elemento
correspondiente de la matriz por el valor de escalar y lo almacena en su posicion
correspondiente de la matriz de salida.

A.9. Funcion fact

El calculo del factorial es basico en algebra, no solo matricial, sino general, la funcion fact se basa
en la ecuacion (2.25). En la Figura A.9 se muestra la l6gica principal utilizada para programar la

funcion fact.
( Inicio funcion fact )

—>| result =result *i I
Sl

L |i=i+1|<
| —

Figura A.9: Diagrama de flujo de la funcion fact.

Codigo de la funcion fact:

unsigned int fact(int f) {
unsigned int result = 1;
for (int 1 = 1; i <= £f; 1i++) {
result=result*i;

}

return result;

Donde £ es un nimero entero positivo al cual se calculard su factorial, y result es la variable

donde se almacenara el resultado de la operacion. Primero se inicia result en 1, después un
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ciclo for 1 que itera desde 1 hasta el valor alojado en £ multiplicando en cada iteracion el valor
acumulado de la iteracion anterior por el entero de la iteracion actual; siempre que i < f, cuando
ya no se cumpla la condicion, retornara el valor actual de f.

A.10. Funcion asigna

Durante el computo de la matriz de Lyapunov tipo retardada se necesitd guardar el estado
intermedio de una matriz para utilizarla en algun otro momento en otra operacion o iteracion, por
lo que se programd la funcion asigna, que copia el contenido de una matriz de 2n? X 2n2en otra.
En la Figura A.10 se muestra la l6gica principal utilizada para el desarrollo del codigo de la funcion
asigna.

C Inicio funcion asigna )

Entradas:
«  Matriz_12*n*n|2*n*n]
«  Matriz_2[2*n*n2*n*n|

Inicializari=0

&i<2*n*n?
filas

NO

Salida:
Matriz_2

[ Matriz2ij = Matriz_1]j |

Fin

Figura A.10: Diagrama de flujo de la funcion asigna.

Codigo de la funcidn asigna.

void asigna(float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n][2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++)
{

for (int j = 0; J < 2*n*n; j++)
{
Matriz 2[1][J] = Matriz 1[i][3];
}
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Donde Matriz 1[2*n*n] [2*n*n] es la matriz de entrada, cuyos valores se van a copiar,
Matriz 2[2*n*n] [2*n*n], es la matriz de salida, donde se van a almacenar los valores
copiados. Primero se ejecuta un ciclo for 1, que recorrera las filas de la matriz de entrada, y
dentro de ¢l se ejecuta un ciclo for 7j que recorrerd las columnas y en cada iteracion, la linea de
codigoMatriz 2[i][J] = Matriz 1[i][j]; copiard el valor que se estd iterando.

A.11. Funcion summat

La funcion summat estd basada en la ecuacion (2.36) y suma matrices de n X n. En la Figura A.11
se muestra la l6gica utilizada para desarrollar el codigo de la funcion.

( Inicio funcion summat )
]
/ Entradas: /
. Matriz_1[n]n]
. Matriz_2[n|n|

Inicializar i= 0

NO

Salida:
Matriz_Res

| Matriz_Res]i[jl = Matriz_1[i]j] + Matriz_2]i]j] |

Fin I j=j+1 I

Figura A.11: Diagrama de flujo de la funcién summat.

Codigo de la funcidon summat:

void summat (float Matriz 1[n][n], float Matriz 2[n][n], float
Matriz Res[n][n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
{

for (int j = 0; j < n; Jj++)

{

Matriz Res[i][j] = Matriz 1[1][]] +
Matriz 2[1][]]7
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DondeMatriz 1[n][n] yMatriz 2[n] [n] sonlas matrices de entrada que se van a sumar,
ambas de tamafio n X n, el programa inicia un ciclo for 1, que recorre las filas de ambas
matrices, y dentro de ¢l ejecuta un ciclo for 7 para recorrer las columnas de ambas matrices y,
en cada iteracion, la linea de codigo Matriz Res[i] [j] = Matriz 1[i][j] +
Matriz 2[1i][j]; vasumando los elementos de la iteracion y almacenandolos en la posicion
respectiva de la matriz de salida Matriz Res[i] [J].

A.12. Funcion mulmat

La funcion mulmat esta desarrollada para trabajar con matrices de n X n. En la Figura A.12 se
muestra la 16gica principal utilizada para el desarrollo de la funcién mulmat.

( Inicio funcién mulmat )
Entradas:
. Matriz 1n/n|
« Matriz 2n[n

Inicializar i=0

Salida:
Matriz Res

| Matriz_Res/ij = Matriz_Res/i/j| + Matriz_1[i[k] * Matriz_2[k]]] |

Fin

Figura A.12: Diagrama de flujo de la funcién mulmat.
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Codigo de la funcién mulmat:

void mulmat (float Matriz 1[n][n], float Matriz 2[n][n], float
Matriz Res[n][n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
for (int 7 = 0; J < n; Jj++) {
Matriz Res[i][j] = 0;
for (int k = 0; k < n; k++) {
Matriz Res[i][j] += Matriz 1[i][k] *

Matriz 2[k][]];

}

}

Donde Matrizl y Matriz?2 son las matrices que se van a multiplicar (de entrada), y
Matriz Res es la matriz donde se guardara el resultado (de salida), y posteriormente se inician
3 ciclos for anidados, donde for i recorre las filas y for J recorre las columnas de
Matriz Res, para conocer la posicion en la que se estd iterando, y con for Xk, realiza el calculo
de la linea Matriz Res[i][j] += Matriz 1[i][k] * Matriz 2[k][j]; ylo
almacena antes de pasar a la siguiente iteracion.
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A.13. Funcion mulmatvec2

La funcién mulmatvec2 fue programada para operar con matrices de dimensiones 2n? X 2n? y
vectores de tamafio 2n?, esta basada en la ecuacion (2.31). En la Figura A.13 se muestra la 16gica
principal utilizada para el desarrollo de la funcién mulmatvec?2.

(Inicio funcion mulmatvec2 )

Entradas:
« Matriz_12*n*n|2*n*n|
. vec2*n*n|

Inicializari=0

Matriz_Resli| =0 |

Salida:
Matriz_Res

Matriz 1° vee

ijic2m*n?

columnas

NO

I Matriz_Res[i| = Matriz_Res[i] + Matriz_1]ij] * vec]j]

Figura A.13: Diagrama de flujo de la funcién mulmatvec2.



Apéndice B Codigo funciones.h completo

#define n 2

void mulmat (float Matriz 1[n][n], float Matriz 2[n] [n], float
Matriz Res[n][n]) {
for (int i = 0; 1 < n; 1i++)
{
for (int 3 = 0; j < n; J++)
{
Matriz Res[i][]] =
for (int k = 0;
Matriz Res[i] []
* Matriz 2[k][3];

}

void mulmat2 (float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n][2*n*n], float Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1i++)
{

for (int j = 0; Jj < 2*n*n; Jj++)

{

Matriz Res[i][j] = 0;

for (int k = 0; k < 2*n*n; k++)
Matriz Res[i][Jj] += Matriz 1[1i] [k]

* Matriz 2[k][3];

}

void mulmatvec?2 (float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float vec[2*n*n],
float Matriz Res[2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1i++)
{
Matriz Res[i] = O;
for (int j = 0; J < 2*n*n; J++)
{
Matriz Res[i] = Matriz Res[i] +
Matriz 1[1i][]J] *vec[]];

}

void summat (float Matriz 1[n][n], float Matriz 2[n][n], float
Matriz Res[n][n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; 1i++)
{
for (int j = 0; j < n; j++)
{
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Matriz Res[i] [J] = Matriz 1[i][]] +
Matriz 2[i][3];
}
}
}
void summat2 (float Matriz 1[2*n*n] [2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n] [2*n*n], float Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1i++)
{
for (int j = 0; J < 2*n*n; J++)
{
Matriz Res[i] [J] = Matriz 1[i][]] +
Matriz 2[1i][3];
}

}

void asigna(float Matriz 1[2*n*n] [2*n*n], float
Matriz 2[2*n*n][2*n*n]) {
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1i++)
{
for (int j = 0; j < 2*n*n; J++)
{
Matriz 2[i][3J] = Matriz 1[i][J];
}
}
}
void transpuesta (float Matriz 1[n][n], float Matriz Res[n][n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; 1++)
{
for (int j = 0; J < n; J++)
{
Matriz Res[J][i] = Matriz 1[i][J];
}

}

int ceil (float numero) {
int s=0;
while (s<numero) {
s=s+1;
}
return s;

}

void Identidad(float Matriz[n] [n]) {
for (int 1 = 0; 1 < n; i++){
for (int 7 = 0; J < n; J++){
if (1 == )
Matriz[i][j] = 1;
else
Matriz[i][j] = O;



}
}
void Identidadl (flo
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
nt J
(4

for (i = 0; J < n*n; jJ
if (i == 7J)
Matrlz[ 1031 = 1;
else
Matriz[i][j] = O;

}

}
void Identidad2 (f
for (int i =
for (int
(1

= 0; j < 2*n*n;
if (i == 7J)
Matriz[i][j] = 1;
else
Matriz[i][j] = 0O;

}

at Matriz[n*n][n*n]) {

++) {

loat Matriz[2*n*n][2*n*n]) {
0; i < 2*n*n; 1i++){
J

J++) |

void cerosl (float Matriz[n*n][n*n]) {

for (int 1 = 0; i < n*n; i++){
for (int J = 0; Jj < n*n; J++){
Matriz[i][J] = O;

}

void ceros?2(float Matriz[2*n*n] [2*n*n]) {

for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1++){
for (int j = 0; J < 2*n*n; j++) {
Matriz[i][J] = O;

}

void inversa(float Matriz 1[n] [n],
float Matriz[n] [n];
float pivote;
float aux;
for (int 1i=0;i< n;i++)

float Matriz Res|[n

for (int J=0;73< n;j++) {
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][J];

if (11=9)

Matriz Res[i

else

Matriz Res[i

I [n])

{

98
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for (int i=0;i< n;i++) {
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0; k<n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;
Matriz Res[i][k]=Matriz Res[i] [k]/pivote;
}
for (int j=0; j<n; J++) {
if (i!=3)
{
aux=Matriz[J][i];
for (int k=0; k<n; k++) {
Matriz[j] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[1i] [k];
Matriz Res[Jj][k]=Matriz Res[]][k]-
aux*Matriz Res[i][k];

}

void inversaZ2(float Matriz 1[2*n*n][2*n*n], float
Matriz Res[2*n*n] [2*n*n]) {
float Matriz[2*n*n] [2*n*n];
float pivote;
float aux;
for (int 1=0;1<2*n*n;i++)
for (int j=0;3< 2*n*n;j++) {
Matriz[i] [j]=Matriz 1[i][]];
if (i!=3)
Matriz Res[1i] [J]=0;
else
Matriz Res[i] [J]=1;
}
for (int 1=0;i< 2*n*n;i++) {
pivote=Matriz[i] [i];
for (int k=0;k<2*n*n; k++) {
Matriz[i] [k]=Matriz[i] [k]/pivote;
Matriz Res[i][k]=Matriz Res[i][k]/pivote;
}
for(int j=0; J<2*n*n; J++) {
if (i!=3)
{
aux=Matriz[j][1i];
for (int k=0; k<2*n*n; k++){
Matriz[]j] [k]=Matriz[j][k]-
aux*Matriz[i] [k];
Matriz Res[j][k]=Matriz Res[]][k]-
aux*Matriz Res[1i][k];

}



}

float normal (float Matriz 1[2*n*n] [2*n*n]) {

}

float suma, normal;
float vec[2*n*n];
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++){
suma=0;
for (int j = 0; j < 2*n*n; Jj++)
{
if (Matriz 1[3j][1i]1<0)
suma=suma-Matriz 1[J][i];
else
suma=suma+Matriz 1[J][1];
}
vec[i]=suma;
}
normal=vec[0];
for (int i = 1; 1 < 2*n*n; i++){
if (vec[i]l>normal)
normal=vec[i];
}

return normal;

unsigned int fact (int f) {

unsigned int result = 1;
for (int 1 = 1; 1 <= £f; 1i++) {
result=result*i;

}

return result;

void Mat esc(float matriz[2*n*n] [2*n*n], float escalar,

resultado[2*n*n] [2*n*n]) { // Cambié float a void porque no
hay retorno
for(int i = 0; 1 < 2*n*n; i++) {
for(int j = 0; j < 2*n*n; j++) {
resultado[i] [jJ] = matriz[i][]j] * escalar;

}

void productoKronecker (float Matriz 1[n][n], float
Matriz 2[n][n], float Matriz Res[n*n][n*n]) {

for (int 1 = 0; 1 < n*n; i++) {
for (int j = J < n*n; Jj++) |

o) .
’

0;
Matriz Res[i][j] = Matriz 1[i / n][j / n] *
Matriz 2[1i % n][]J % n]

100
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}

void MatrizPotencia(float res[2*n*n] [2*n*n], float
base[2*n*n] [2*n*n], int exponente) {

float temp[2*n*n] [2*n*n];

Identidad?2 (res) ;

for (int exp = 1; exp <= exponente; expt+) {
for (int i = 0; 1 < 2*n*n; i++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; j++) {
temp[i] [J] = O;
for (int k = 0; k < 2*n*n; k++) {
temp[i] [J] = temp[i][J]+res[i][k] *

base[k] [J];

}
}
for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; 1i++) {
for (int j = 0; j < 2*n*n; j++) {
res[i][j] = temp[i][]j];

}

void MatExpPad(float Matriz[2*n*n] [2*n*n], float
Res[2*n*n] [2*n*n]) {
//seccidén de matriz exponencial PADE
int m;
float norma, tolpade = 0.5;
float facl;
int p =6, g =06
float Im[2*n*n] |
float NP[2*n*n] |
float DP[2*n*n] |
float auxl[2*n*n
float aux2[2*n*n
float aux3[2*n*n
float temp[2*n*n
ceros?2 (NP) ;
ceros?2 (DP) ;

Identidad2 (auxl) ;
norma=normal (Matriz);

m = ceil (norma/tolpade) ;

if (norma>=tolpade)

{

Mat esc(Matriz,1.0/m,Lm);
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}

else
{
asigna (Matriz,Lm) ;

}

// arma N de Pade, NP

for (int j=0;j<=p;j++) {
facl = 1.0*fact (pt+tg-

J) *fact(p) / (1.0*fact (p+q) *fact () *fact (p-3) ) ;
Mat esc (auxl, facl, aux2);
summat?2 (NP, aux2,NP) ;
mulmat? (auxl, Lm,aux3) ;
asigna (aux3,auxl) ;

}

// arma D de Pade, DP

Identidad2 (auxl) ;
bool ban=1;
for (int j=0;J<=qg;j++) {
if (ban) {
facl = 1.0*fact (ptg-
j) *fact (q)/ (1.0*fact (p+q) *fact (j) *fact (g-3)) ;

ban=0;
}
else
{
facl = -1.0*fact (p+g-
j) *fact (q)/ (1.0*fact (p+q) *fact (j) *fact (g-J));
ban=1;
}
Mat esc (auxl, facl, aux2);
summat? (DP, aux2, DP) ;

mulmat?2 (auxl, Lm, aux3) ;
asigna (aux3,auxl) ;

}

// obtiene R de Pade, R11
inversaZ2 (DP, temp) ;
mulmat?2 (temp, NP, aux3) ;
asigna (aux3, temp) ;
MatrizPotencia (aux3, temp,m) ;
asigna (aux3,Res) ;



Apéndice C Codigo Principal.c completo

#include <stdio.h>
#include "board.h"
#include "peripherals.h"
#include "pin mux.h"
#include "clock config.h"
#include "MKL46Z4.h"
#include "fsl debug console.h"
#include <funciones.h>
#define n 2
float AO[n] [n] {{0, 1}, {-1, -2}};
float Al[n][n] {{0, 0}, {-1, 1}};
float h=1;
float Wvec[2*n*n] = {0, 0, 0, O,
float resulO[n][n];
float resull[n] [n];
float auxl[n*n] [n*n]
float auxll[n*n] [n*n];
float auxl2[n*n] [n*n];
float aux2l[n*n] [n*n];
float aux22[n*n] [n*n];

float L[2*n*n] [2*n*n
float M[2*n*n] [2*n*n
float N[2*n*n] [2*n*n

float Iden[n] |
float R[2*n*n]
float CI[2*n*n
float Y[2*n*n];

float aux2[2*n*n] [2*n*n];
float incretau=0.01;

4

—— 5
N —
N
=]
>*
=]
~

int main (void) {
BOARD InitBootPins();
BOARD InitBootClocks();
BOARD InitBootPeripherals();

#ifndef BOARD INIT DEBUG CONSOLE PERIPHERAL

BOARD InitDebugConsole () ;
#endif

//PRINTF ("Hello World\r\n");
volatile static int s = 0 ;
Identidad (Iden) ;

transpuesta (A0, resulO);

-3};

103



transpuesta (Al, resull);
productoKronecker (resul0, Iden, auxll);
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++) {
L[i][3j] = aux11[i]l[3]1;
}

productoKronecker (resull, Iden, auxl2);

for (int i = 0; 1 < n*n; i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++) {
L[i] [J+n*n] = aux12[i][]J]1;

}

productoKronecker (Iden, resull, aux2l);
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){

for (int 7 = 0; J < n*n; Jj++)

Llitn*n] [J] = —aux21[i] []

’

{
]
}

productoKronecker (Iden, resulO, aux22);

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++){
L[{i+n*n] [j+n*n] = -aux22[i][j];

}

Identidadl (auxl) ;
for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++){
M[i] [J] = aux1[i][J]~

}

cerosl (auxl) ;
for (int 1 = 0; 1 < n*n; i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++){
M[i] [J+n*n] = aux1[1][J];

}
for (int i = 0; 1 < n*n; i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++) {
M[i+n*n] [j] = aux11[i][3]1;

}

for (int i = 0; 1 < n*n; i++){
for (int j = 0; j < n*n; J++) {
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M[i+n*n] [J+n*n] = aux12[i][j];

}
cerosl (auxl) ;
for (int 1 = 0
for (int j = 0; 73
N[i] []
}

Identidadl (auxl) ;

;1 < n*n; i++){

< n*n; J4+) {

] = aux1[i]1[j];

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){

for (int j = 0; 73
N[i] [J+n*n] =

}

< n*n; J++) {
—aux1[i] [J]1;

for (int 1 = 0; 1 < n*n; 1i++){

for (int 7 = 0; J
N[i+n*n] []j] =

}

for (int 1 = 0; 1 < n*

for (int j = 0; 73

N[i+n*n] [j+n*n] = aux22[i][j];

}

’

Mat esc(L,h,aux2
MatExpPad (aux2, R
mulmat?2 (N, R, aux?2
summat?2 (M, aux2, R
inversa?2 (R, aux?2) ;

14

4

14

—_— — — —

< n*n; J++){
aux21[i][J1;

n; 1i++){
< n*n; J++) {

mulmatvec? (aux2, Wvec,CI) ;

char linea([256];
char temp[32];

// Imprimir encabezado CSV

sprintf (linea, "tau");

for (int 1 = 0; 1 < 2*n*n; i++) {

sprintf (temp, ",Y%

a", 1i);

strcat (linea, temp);

}

strcat (linea, "\r\n");

PRINTFE ("%s", linea);

// Enviar los datos
int pasos = (int) (h /

incretau) ;

for (int k = 0; k < pasos; k++) {
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float tau = k * incretau;
int tau int = k * (int) (incretau * 1000);

sprintf (linea, "%d", tau int);

Mat esc (L, tau, aux2);
MatExpPad (aux2, R);
mulmatvec?2 (R, CI, Y);

for (int i = 0; 1 < 2*n*n; i++) {
int yi int = (int) (Y[i] * 100000000);
sprintf (temp, ",3%d", yi int);
strcat (linea, temp);

}

strcat (linea, "\r\n");
PRINTE ("%$s", linea);
}

while (1) {
s++ ;
__asm volatile ("nop"):;

}

return 0 ;
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Apéndice D Codigo Graficador.m completo

close all
clear all
clc

$Preguntar la dimensidén de la matriz
n = input ('Introduce la dimensién de la matriz (n): ');

$Leer el archivo CSV
datosCSV = readmatrix('datos prueba l.csv');

%$Separar la primera columna (?) y los datos de la matriz ===
tiempo = datosCSv(:,1) / 1000; % Convierte ? de
milésimas a segundos

datosColumnMajor = datosCSV(:, 2:(n"2 + 1)) / 100000000;
Datos en column-major

o\°

% === 477 Convertir de column-major a row-major ===
datosOrdenados = zeros(size(datosColumnMajor));
for indice = 1:n"2

fila = ceil(indice / n);

columna = mod(indice-1, n) + 1;

idxCM = (columna-1)*n + fila;

datosOrdenados (:, indice) = datosColumnMajor (:, idxCM);
end
% === 57?? Crear la figura ===
figure;

set (gcf, 'WindowState', 'maximized"') ;

Q.

% Graficar

colores = lines (n"2);
for indice = 1:n"2

fila = ceil (indice / n);

columna = mod(indice-1, n) + 1;

etiqueta = ['SY {' num2str(fila) num2str (columna)
"} (\tau) $'];

plot (tiempo, datosOrdenados(:,indice), 'LineWidth', 2,
'Color', colores(indice, :),
'DisplayName', etiqueta);
hold on;
end
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Apeéndice E  Guia

Aqui se detallaran configuraciones del software principal MCUXpresso IDE, asi como los
softwares auxiliares CoolTerm y MATLAB, asi como los procesos realizados por el usuario para
graficar los resultados.

E.1. SDK dela FRDM-KL46Z

MCUXpresso se puede descargar de manera gratuita desde el portal oficial de NXP. Durante la
instalacion, es recomendable no cambiar la ubicacion sugerida por el instalador y permitir que el
sistema configure automaticamente las variables de entorno necesarias.

Para utilizar la tarjeta FRDM-KL46Z con MCUXpresso IDE, es necesario descargar el archivo
SDK (Software Development Kit), esto lo hacemos con el siguiente procedimiento:

Abrir MCUXpresso IDE. / Download and Install SDKs.
Se selecciona la opcion para ordenar la lista por tarjetas (board) y no por procesadores (processors).
1. En la lista se selecciona la tarjeta FRDM-KIL46Z.
2. Se selecciona la opcidn de instalar (Install).

De esta manera se descargara e instalara el SDK de la tarjeta FRDM-KL46Z; el proceso funciona
para todas las tarjetas que aparecen en el listado de Board.

E.2. Creacion del Proyecto

Con MCUXpresso IDE listo y el SDK instalado, ya se puede empezar a trabajar en la tarjeta
FRDMKL46Z. Para iniciar, se crea un proyecto:

1. Abrir MCUXpresso IDE.
2. Seleccionar la opcion IDE.
Y se crea siguiendo los pasos:
File / New / New Project / MCUXpresso IDE Project / Create a New C/C++ Project / Next.

Se abrira la ventana “Board and/or Device selection page”, donde se seleccionara la tarjeta en la
M
que se va a trabajar, en este caso la FRDMKIL46Z, una vez seleccionada, se selecciona “Next”.
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Se abrira la ventana “Configure the project”, donde se puede cambiar el nombre del proyecto, y se
revisa que las opciones estén seleccionadas de la siguiente manera:

e Device Packages: MKL46Z256VMCA4.

e Board: Default board files.

e Project Type: C Project.

e Project Options: UART / Import other files

e Components:
=  CMSIS Include.
= Drivers.
= QOperating Systems.
= Others.
= Project Template.
= Utilities.

Una vez que todo esté correctamente seleccionado, se puede cambiar el nombre al deseado, por
ejemplo: “Codigo Principal Matriz Lyapunov tipo retardada”, y se selecciona la opcion “Use
default location” y “Finish”, de esta manera se crea el proyecto nombrado
“Codigo Principal Matriz_Lyapunov tipo retardada”, ya configurado para trabajar con la tarjeta
FRDM-KL46Z.

E.3. Importacion de los codigos

Para importar los codigos (Codigo Principal Matriz Lyapunov_tipo retardada) y (Funciones),
hay varias maneras, ya sea copiando y pegando directamente los co6digos sobre archivos nuevos o
importandolos.

Para importarlos, dentro de MCUXpresso, se selecciona la opcion IDE y se siguen los pasos:

File / Import / Next
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Se abrird la ventana “Import Projects from File System or Archive” y en la opcion “Import source”,
con la opcion “Archive”, se abre una ventana de explorador de archivos, donde se buscard la
carpeta donde se encuentra el archivo que se desea importar y, una vez seleccionado el archivo, se
selecciona “Abrir” en la ventana del explorador de archivos y la opcion “Select All” para importar
todos los archivos y evitar errores en la construccion de los codigos, y por ultimo seleccionamos
“Finish”.

De esta manera, en el espacio de trabajo del menu “Project Explorer” de MCUXpresso IDE,
aparecerd un proyecto con el nombre del archivo que se importd, dentro de €l se encuentra el
proyecto con los codigos “Codigo Principal Matriz_Lyapunov_tipo retardada” y “Funciones”
listos.

E.4. Construccion y ejecucion del Codigo Principal.c

Para ejecutar el programa principal, es necesario asegurarnos de que no contenga errores, tanto en
“Codigo_Principal Matriz_Lyapunov_tipo retardada” como en “Funciones”. Para esto, primero
abrimos los codigos en el espacio de trabajo del ment “Project Explorer”, doble clic en la carpeta
con el nombre del archivo, doble clic en la carpeta source y abrimos el archivo “funciones.h”,
viéndose la ruta asi:

Codigo_Principal Matriz_Lyapunov_tipo_retardada / source / funciones.h

Con el archivo abierto, buscamos la opcion “build”, que esta representada con un martillo, al
seleccionar la opcion, MCUXpresso ejecutara la construccion del programa, lo que asegura que el
codigo estd escrito correctamente y no tiene errores o posibles warnings. Para el archivo
“Codigo Principal Matriz Lyapunov tipo retardada.c”, se siguen los mismos pasos.

Cuando ambos codigos estan correctamente construidos, podemos correr el cdodigo
“Codigo Principal Matriz Lyapunov_tipo retardada.c” sobre la tarjeta FRDM-KL46Z, el
archivo “funciones.h” no se debe correr sobre la tarjeta, pues es mandado a llamar dentro del
“Codigo_Principal Matriz_Lyapunov_tipo_retardada.c”. Para esto, buscamos el mena “debug”,
representado con un escarabajo de color verde, y se despliega su ment1 dando clic sobre el triangulo
al lado de “debug” y se sigue la ruta:

Debug Configurations / GDB PEMicro Interface Debugging / PEmicro Debugger
Dentro de este ment revisamos que las siguientes opciones estén seleccionadas:
e Interface: OpenSDA Embedded Debug — USB Port

e USBI — OpenSDA (99FFCE09)
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e Core: MO

Y en los demds subments se deja todo seleccionado como viene por default; después, en la parte
de abajo, seleccionamos “Apply” y después “Debug”, asi MCUXpresso compilard y cargara a la
tarjeta FRDM-KL46Z después abrira la vista de depuracion, donde, antes de ejecutarse, se pueden
colocar breakpoints, ver y modificar valores o hacer un analisis antes de correrlo.

Una vez que ya se revisd todo, se presiona el boton “run”, y con el programa CoolTerm, ya
configurado, creard un archivo donde se visualizan y guardan los resultados en tiempo real.

E.5. Captura de datos con CoolTerm

Para exportar los resultados obtenidos, es necesario configurar la aplicacion de CoolTerm para
capturar los datos enviados via UART y guardarlos en un archivo de hoja de datos (extension .csv).

Primero es necesario comprobar el puerto donde estd conectada la FRDM-KL46Z, para eso se
ingresa al buscador de dispositivos en el buscador de Windows o presionando Win + X y
seleccionando el administrador de dispositivos, después se sigue la ruta:

Administrador de dispositivos / Puertos (COM y LPT)
Y el puerto que diga OpenSDA es el correspondiente, por ejemplo (COM4).
Administrador de dispositivos / Puertos (COM y LPT) / OpenSDA — CDC (COM4)

Después, en CoolTerm, se selecciona el puerto correspondiente en Options / Port y se seleccionan
los datos:

e Port: COM4.

e Baud rate: 115200.
e Bits de datos: 8.

e Paridad: Ninguna.
e Stop bits: 1.

De esta manera, se configuran los pardmetros de la comunicacion con la tarjeta FRDM-KL46Z y
puede comenzar el proceso de captura de datos.
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Para iniciar la captura de datos, se selecciona Connect para iniciar la conexion con la tarjeta y
verificamos que esté correctamente conectada y se configura el archivo que contendrd los
resultados, siguiendo los pasos:

Connection / Capture to text file / Start

Abrird una ventana donde se debe guardar el archivo con un nombre cualquiera, pero es importante
darle la extension (.csv), por ejemplo datos prueba I.csv 'y cambiar el tipo de archivo a All
Files(* *) y se guarda el archivo. De esta manera, el archivo generado sera una hoja de calculo con
cada resultado en cada celda correspondiente, lo que facilitard su importacion y graficacion en
MATLAB.

Con el archivo ya configurado, regresando a MCUXpresso, se corre el codigo en debug, de esta
manera, los datos los enviard a CoolTerm en tiempo real y, por ultimo, cuando el cddigo termine
de ejecutarse, se regresa a:

Connection / Capture to text file / Stop

En este punto, el archivo ya contiene los resultados y podemos cerrar tanto CoolTerm como
MCUXpresso.

E.6. Graficacion

En MATLAB, se crea un nuevo documento usando ctrl+n y se pega el cédigo que se encuentra en
el Apéndice D y presionando F5, se corre el codigo, MATLAB nos pedira nombrar al archivo,
puede ser cualquier nombre, en este caso se llamara “Graficador.m” y es importante guardarlo en
la misma carpeta donde se tiene a “datos_prueba_1.csv”’. MATLAB editor nos dird que el archivo
no esta en la carpeta actual ni ruta de MATLAB, por lo que nos dara 2 opciones:

1. Change Folder

2. Add to Path

Para este caso es indistinto escoger alguna de las opciones, ya que ambas permitiran que el archivo
se guarde en la carpeta especificada y tenga acceso a “datos prueba 1.csv”, lo que permitird
graficar de cualquier manera.

Cuando se ejecute el codigo, la ventana de comandos tendra el texto:

“Introduce la dimension de la matriz (n):”
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Ahi se debe escribir la dimension de las matrices de entrada, para este caso, las matrices de entrada
sonde n X n, donde n = 2, una vez que se introduzca, MATLAB graficara los resultados y abrira
una figura de tamano pantalla completa con la grafica generada.
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