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Resumen

En este trabajo se muestra como el Método de Iteracién Asintética puede ser empleado
para obtener eigenvalores y eigenfuciones de ecuaciones diferenciales tipo Schrodinger
que aparecen en diferentes areas de la fisica. Particularmente se estudiardn, tres casos
especificos: La ecuacion de Schrodinger para el atomo de Hidrégeno, la ecuacion de Dirac-
Weyl y la ecuacion de Regge-Wheeler. En el primer caso, la ecuacién Schrodinger permite
resolver de forma analitica al &tomo de Hidrégeno, mientras que la ecuacién Dirac-Weyl
describe la interaccion de los portadores de carga de una placa de Grafeno en presencia de
un campo magnético externo y finalmente, la ecuacion de Regge-Wheeler permite calcular
las frecuencias de modos cuasi-—normales para un agujero negro.

Cabe mencionar que el objetivo central de este trabajo, es mostrar como aplicar el
Método de Iteraciéon Asintética en algunas areas especificas de la Fisica.
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= Jiménez-Camargo, M., Lépez N. Y., Pedraza-Ortega O., y Lépez-Suarez L. A.
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Abstract

This work shows how the Asymptotic Iteration Method can be used to obtain eigenva-
lues and eigenfunctions of Schrodinger—like differential equations that appear in different
areas of physics. We will study three cases: the Schrodinger equation for the Hydrogen
atom, the Dirac-Weyl equation, and the Regge-Wheeler equation. In the first case, the
Schrodinger equation allows us to analytically solve the Hydrogen atom, while the Dirac—
Weyl equation describes the interaction of the charge carriers of a Graphene plate in the
presence of an external magnetic field and finally, the Regge-Wheeler equation allows us
to calculate the frequencies of quasi-normal modes for a black hole.

It is worth mentioning that the main objective of this work is to show how to apply
the Asymptotic Iteration Method in some specific areas of Physics.

The following publications have been produced as a result of this work:

» Jiménez-Camargo, M., Pedraza-Ortega O., y Lépez-Suarez L. A. (2022). Modos
cuasi normales para un agujero negro Schwarzschild de Sitter rodeado de quintae-
sencia: Método de Iteracion Asintética. Padi Boletin Cientifico de Ciencias Bdsicas

e Ingenierias del ICBI 10 (Especial), 29-35.

= Jiménez-Camargo, M., Lopez N. Y., Pedraza-Ortega O., y Loépez-Suarez L. A.
(2025). Método de Tteracién Asintética: Atomo de Hidrégeno, Grafeno, Modos cuasi

normales. Revista Mezicana de Fisica E. (Aceptado)



Capitulo 1

Introduccion

En muchas ocasiones, cuando uno requiere estudiar el comportamiento de un sistema
fisico o resolver un problema particular en algtin area especifica de la fisica, en general se
reduce a resolver una ecuacién diferencial homogénea de segundo orden en una dimension
(ecuacién tipo Schrédinger), como la que se muestra a continuacién:

d*y(z)

dx?

+ V(x)yY(x) = Ev(x). (1.1)

En este sentido, hallar soluciones de la ecuacion (1.1) para algin potencial V' (z), es de gran
interés en la fisica. Aunque en general, el método més empleado para resolver (1.1) es el
de series de Frobenius, también existen muchas otras técnicas que pueden ser empleadas
y que proporcionan soluciones analiticas como fracciones continuas [1], el método de
Nikoforov-Uvarov [2], el Método de Iteracién Asintética [3], etc. Desafortunadamente
pocos potenciales V() pueden resolverse de forma exacta usando alguna de las técnicas
mencionadas anteriormente.

En el caso, que (1.1) no admita una solucién analitica para un potencial V' (z) dado,
existen técnicas numéricas que pueden ser ttiles para obtener soluciones numéricas de
(1.1), como por ejemplo diferencias finitas [4], Runge-Kutta [5], entre otros. En este
sentido, el Método de Iteracion Asintética propuesto por Ciftci, Hall y Saad, también
puede proporcionar soluciones numéricas a ecuaciones tipo Schrodinger.

El formalismo del Método de Iteracién Asintdtica ha mostrado que puede ser em-



pleado para obtener soluciones analiticas o numéricas a ecuaciones tipo Schrodinger a
diferencia de otras técnicas, que solo permiten obtener soluciones analiticas o solo solu-
ciones numéricas. Este Método ha sido muy 1til para resolver ecuaciones diferenciales en
muchas aplicaciones de la fisica, como por ejemplo, ha sido empleado en la solucién de
ecuaciones de Schrodinger [6, 7], de Dirac [8, 9], de Klein-Gordon [10, 11] y de Duffin-
Kemmer-Petiau [12], entre otros.

De las ideas expresadas en los parrafos anteriores, el propdsito principal de este trabajo
es mostrar como aplicar el Método de Iteracién Asintética en tres ejemplos particulares:
El atomo de Hidrégeno, el Grafeno y modos cuasi normales. Para ello, en el capitulo 2
se realiza una breve descripcion del Método de Iteraciéon Asintética, mientras que en el
capitulo 3 se aborda la solucion de la parte radial del atomo de Hidrégeno. En el capitu-
lo 4, se proporciona una breve descripcion de la ecuacién de Dirac-Weyl y se estudian
las soluciones de los estados ligados en el Grafeno en presencia de un campo magnético
externo que posee una simetria traslacional. En el capitulo 5 [10], se inicia con un pe-
queno preambulo referente a los modos cuasi normales y posteriormente se calculan las
frecuencias de los modos cuasi normales para un agujero negro de Schwarzschild rodeado
de quintaesencia para perturbaciones escalares. Finalmente, el capitulo 6 se enfoca en la

discusién de los resultados.



Capitulo 2

Método de Iteracion Asintotica

Como se ha mensionado en la introduccién, existen diversas técnicas o métodos que
permiten hallar soluciones analiticas o numéricas a ecuaciones diferenciales tipo Schrodin-
ger. Particularmente, la intencién de este capitulo es presentar los conceptos bésicos del

Método de Iteracién Asintética y de su version mejorada.

2.1. Formalismo del Método de Iteracion Asintotica

El punto de partida para mostrar la estructura del Método de Iteracién Asintética

presentado en [3] es a partir de la ecuacién de Schrodinger en una dimensién

M + V(x)p(x) = EY(z). (2.1)

dax?

El primer paso para poder implementar el Método de Iteracién Asintética en (2.1), es

necesario realizar la siguiente redefinicion

U(x) = flz)x(z). (2.2)

Insertando (2.2) en (2.1) se obtiene la ecuacion diferencial homogénea lineal de segundo

orden
d*x(x)

dx?

dx(z)

) 4 sol)x(a), (23)

= /\0 (ZE)

8
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donde las funciones \o(z) y so(z) son definidas de la siguiente forma:

4
it

Para poder obtener A\o(z) y so(x), es primordial determinar primero la funcién f(x).
En este sentido, usualmente se analizan los comportamientos asintéticos de la ecuacion
diferencial (2.1) para hallar a la funcién f(x) requerida en (2.2), y asi poder aplicar
el Método de Iteracién Asintética. Aqui, las funciones Ag(z) (Ao(z) # 0) y so(x) son

funciones C(a, b).

Para hallar una solucién a la ecuacién diferencial (2.3), se aprovecha la estructura
simétrica del lado derecho de dicha ecuacién diferencial. Para mostrar dicha simetria, se
deriva (2.3) respecto de x, dando como resultado

d*x(z)
dxz3

dx(r)
dx

= /\1 (ZE)

+s1(2)x(), (2.6)

donde las funciones A\ (z) y s1(z) quedan definidas de la siguiente forma:

d)\o (.ﬁﬂ)

M) = P ) + ot (2.7)
s@) = P 4 @ra(a) . 2.8)

Comparando (2.3) y (2.6), se puede apreciar que poseen una forma similar en el lado
derecho de dichas ecuaciones. Esta estructura simétrica es aprovechada para implementar

el Método de Iteracion Asintética.

Procediendo por induccién matemaética a la ecuacion (2.3), obtenemos:

X" () = Noi(@)x (@) + spa(@)x(2), (2.9)

X" (x) = A(@)(2) + su()x(2), (2.10)
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donde las funciones A\, (x) y s,(x) se obtienen de manera recursiva

A(z) = N _(2) + sp_1(x) + No(z) A1, (2.11)

5(@) = Sy (2) + so(@) A (1), (2.12)

aqui la tilde " y los super indices (n 4+ 1) y (n + 2) indican derivada respecto de z.

Tomando el cociente de (2.9) y (2.10)

14 sn
R (X M WC) 2.13
dr (") = N T (2.13)
)\nfl (X + EX)

y haciendo uso del comportamiento asintético del método, el cual indica que para una n

suficientemente grande, se debe satisfacer la siguiente relacion

Sn(m) B Sn—l(x>

)‘n(x) B An-1 ("E)

a(z). (2.14)

Ahora, sustituyendo (2.14) en (2.13), se tiene la siguiente expresién

d A
il (n+1)y _ _7n
——n (x" ) N (2.15)
Cuya solucion es
T Aa(t)
(n+1) =C L dt] . 2.16
X ((E) 1eXp |:/ )\n—1<t) 1 ( )

Siendo C una constante de integraciéon. Nuevamente, empleando (2.14) y (2.11) en (2.16),

se puede expresar a "V (x) como

X" (x) = Cyhn_1(2) exp {/I {a(t) + Xo(t)} dt} . (2.17)

El siguiente paso es sustituir (2.17) en (2.9), con el fin de obtener

X' (x) + a(z)x(z) = C1 1 (x) exp [/x {a(t) + Xo(t)} dt} , (2.18)
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aplicando el método de factor integrante, se tiene la siguiente soluciéon

x(x) = exp {— /w a(t) dt} {02 +Cy /m exp (/T [Ao(t) + 2a(t)] dt) dr} .

Donde nuevamente C5 es una constante. Las constantes de integracion C) y Cs pueden
ser determinadas al aplicar las condiciones de frontera correspondientes a cada situacién
fisica. Generalmente, si uno requiere de soluciones exactas, entonces, se debe de considerar
C; =0.

Ahora bien, una forma alternativa de (2.14) es

() = sp(x) M1 () — sp_1(2) M), (2.19)

aqui k denota el nimero de iteraciones a realizar. Usualmente d;(x) = 0 se le suele llamar
la condicion de cuantizacion y su importancia radica en que sus raices proporcionan los
eigenvalores de (2.1).

Para ciertos potenciales V' (x) sencillos, los valores de la energia se obtienen al resolver
la ecuacion de cuantizacién, sin requerir algin valor especifico de z, es decir, el problema
posee solucion analitica, mientras que para algunos potenciales no triviales que admiten
una solucién exacta, es necesario elegir un punto x = xy adecuado, el cual, puede ser el
valor maximo o el valor minimo del potencial V'(z) o algiin cero de la funciéon A\o(z), para

resolver 0y (x) = 0, y asi hallar los valores de energia.

2.2. Método de Iteracién Asintética mejorado

Como se muestra en el trabajo realizado por Ciftci, Hall y Saad [13], una caracteristica
poco atractiva de las relaciones de recursién (2.11) y (2.12), es que al realizar cada itera-
cion, se debe tomar la derivada de los términos s(z) y A(z) de la iteracién anterior. Esto
puede ralentizar considerablemente la implementacién numérica del Método de Iteracion
Asintoética, lo cual puede provocar problemas con la precisiéon numérica. Para solventar

dicha problemaética, se desarrollé una version mejorada de la técnica, que evita la necesi-
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dad de tomar derivadas en cada paso, lo cual mejora significativamente la precision, asi
como también la velocidad de convergencia del método.

La idea del Método Mejorado de Iteracién Asintotica radica en tomar la serie de
Taylor de las funciones A\, (x) y s, () alrededor de algin punto £ en el que se implementa
el método. Como se comento en la secciéon anterior, dicho punto puede ser el valor maximo

o minimo del potencial V (z) o algin cero de Ag(x). Dichos desarrollos, se escriben como

() = ) di(x=¢), (2.20)

() = Y die—g) (221)

con ¢!y d', los respectivos coeficientes de Taylor de las funciones A, (£) y s,(£). Colocando
(2.20) y (2.21) en las ecuaciones (2.11) y (2.12), se obtienen las siguientes relaciones de

recurrencia

o= G+t +d 1—1—2070” - (2.22)
7=0

d, = (i+1)d +Zd (2.23)

Combinando las expresiones (2.20)-(2.23) en la hipétesis de cuantizacion (2.19), se tiene

la siguiente relacién de recursién
0.0 0 0 _

Esta hipdtesis inicamente requiere tomar las primeras derivadas de A\g y sg para obtener
los coeficientes ¢ y di requeridos para emplear la relacién de recurrencia y obtener los
correspondientes eigenvalores de forma numérica.

Para ejemplificar cémo implementar el Método de Iteracion Asintética y su ver-
sion mejorada, en las siguientes secciones se analizaran tres casos especificos: Atomo

de Hidrégeno, Grafeno y agujeros negros.



Capitulo 3

Atomo de Hidrégeno

El 4tomo de Hidrogeno es el atomo mas simple presente en la naturaleza y su estudio es
primordial para entender la estructura atéomica de los atomos multielectronicos. El atomo
de Hidrégeno consiste en un electrén con carga negativa interactuando eléctricamente con
un protén de carga positiva. Cabe mencionar que el atomo de Hidrégeno, es uno de los
pocos sistemas que posee solucion exacta a la ecuacion de Schodinger.

El 4tomo de Hidrogeno es importante para la comprension de conceptos inherentes a
la mecanica cuantica. Por ello el objetivo de este capitulo, es mostrar de forma breve el
modelo del a&tomo de Hidrégeno, asi como mostrar la aplicacion del Método de Iteracion

Asintética para hallar sus soluciones.

3.1. Modelo atomico

Para describir este sistema de dos cuerpos o particulas, se emplea la ecuacién de
Schodinger, cuyo Hamiltoniano H puede ser construido como la suma de dos Hamiltonia-
nos H; y Hy correspondientes a cada una las particulas, mas un potencial de interaccion
entre ellas V. El caso en el que el potencial de interaccién solo depende de las posiciones

de las particulas, entonces, se tiene

H(py, pa, 71, 72) = Hi(p1, 1) + Ha(pa, ) + V (71, 73) , (3.1)

13
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donde los Hamiltonianos H; (con ¢ = 1,2) pueden escribirse como

H,(5:, 7)) = 27’;'1' FViF) = —5 V2 V() =12, (3.2)

siendo p; y 7; (con i = 1,2) el momento y la posicién de cada particula, & es la constante
de Planck. Aqui, los potenciales V; son potenciales producidos por campos externos. Cabe
mencionar que en el formalismo de la mecanica cuantica, el momento y la posicién, son
operadores vectoriales, por lo que en el espacio de coordenadas, el operador de momento
se expresa como el operador nabla Vp = —ih (0,,d,, 0,) y el operador de posicién es solo

el vector de posicion r = (z,y, 2).

Por lo tanto, la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, toma la siguiente

forma

2

=2
H\I/(Fl, Fg) = ;;ﬂlll + ;;77212 —|— ‘/1(771) + ‘/Q(FQ) + V<F1,F2)1 \If<7?1,7’_"2) = E\I’(Fl, FQ) . (33)

Para un sistema aislado, V; y V5 son nulos. Bajo estas condiciones (3.3), toma la forma

=2 —2
EU(F, 7)) = 2%1 + 2%2 + V(beg)} (7, 7). (3.4)

Ademas, si el potencial de interaccién entre las particulas V (7, 7,), sélo depende de

—

su posicion relativa, es decir, V(7,75) = V(| — 73), la ecuaciéon de Schrodinger puede
reescribirse como

oL h2 h2
E\If(’f’lﬂ“g) = |— VQ —

le 2m2

V2 4+ V(7 — )| U(r, ). (3.5)

La dependencia del potencial en las coordenadas, sugiere expresar las variables 7 y 75 a

las variables relativas y la coordenada del centro de masa, las cuales se definen como

=y

— Fl—Fg, (36)

= myr + mars
R = —. 3.7
- (37)
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Donde M es la masa total y i es la masa reducida del sistema, las cuales se definen de

la siguiente forma

M = mi + Mo ) (38)
mqmso

= —. 3.9

h= (3.9)

En las coordenadas relativas y del centro de masa, la ecuacién (3.5) se expresa como

h? h? -
—mvg — ﬂvi + V(7| U(R,7). (3.10)

Para resolver esta ecuacion, se aplica el método de separacién de variables, para ello se
propone que la funcién de onda ¥ sea el producto de dos funciones, es decir, ¥(R,7) =

¢(R)¢(7), mientras que la energfa E se expresa como: E = Eg + B,

Bajo estas consideraciones, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones desacoplado

Bro(F) = I Vho(R), (311
B() = -5 9i4 V0| v, (3.12)

Aqui, la primera ecuacion describe el movimiento de una particula libre, de masa M con
energia Fgr. Este movimiento es irrelevante para la descripcion del atomo de Hidrogeno,
y sin perdida de generalidad se puede considerar que su energia es nula Fr = 0 y la
funcién de onda ¢ es una constante. Por otra parte (3.12), describe el movimiento de una
particula de masa p asociada al movimiento de las particulas uno y dos interactuando
a través del potencia V(7). La expresién (3.12) es la ecuacién de Schrodinger para el

problema de dos particulas.

En la siguiente seccién se considerara el caso en el cual, las particulas interactian a

través del potencial de Coulomb. Por lo que

V)= -< (3.13)
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donde e es la carga del electron.

3.2. Meétodo de Iteracién Asintética aplicado al ato-
mo de Hidrégeno

En esta seccion se muestra como implementar el Método de Iteracion Asintotica para
resolver la ecuacion radial del 4&tomo de Hidrégeno, y asi hallar los eigenvalores (energias)
y las eigenfunciones (funciones de onda) correspondientes.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo (3.12) (donde se ha suprimido

el subindice r) para el 4tomo de Hidrégeno admite la siguiente forma

2 2
g (3.14)

HY = EV (7 H=—-——
(1) = B (), V-

Considerando nuevamente separacién de variables, pero en coordenadas esféricas, la fun-
cién de onda puede escribirse como W (7) = ¢(0, ¢)R(r). Donde la solucién de la parte
angular de la funcién de onda son los arménicos esféricos, es decir g(0,¢) = Y, (6, ¢),

mientras que la parte radial R(r) = U(r)/r, satisface la siguiente ecuacion

(+1 1 1
—_— 1
e T (3.15)

{dd—; + V,(x)} Uz) =0, V(z)=-

donde
~ —-F e? 21 h?
N = B, — = = — 3.16
V E, 7Y 240 . ap @0 e’ (3.16)

aqui ag es el radio de Bohr.

Como se comenta en la seccién 2.1, el primer paso es hallar la funcién f(x). Para ello
es necesario, identificar si existen puntos singulares en (3.16). Dicha ecuacién tiene dos
puntos singulares, cero e infinito y ambos son regulares. Para el punto x = 0, se debe de

estudiar la cantidad

22V (3.17)

Si esta expresion es finita cuando x — 0, entonces es un punto singular regular, en caso
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contrario es un punto singular irregular. Tomando el limite de 22V} cuando z tiene a cero,

se tiene

2
tm 22V = lim | — rTory
llg(l]:zr Vl_ilgcl) l(l—|—1)+>\ 1 I(1+1), (3.18)

dado que el limite existe, entonces x = 0, es un punto singular regular.

El punto en el infinito, es diferente de todos los puntos y este debe ser analizado como
un caso especial y para ello es conveniente hacer el siguiente cambio de variable z = 1/z.
De acuerdo a este cambio de variable, es necesario analizar la siguiente cantidad

Nil1/z)

22

(3.19)

Si la expresiéon (3.19) estd bien definida cuando z = 0, entonces el punto z = oo es
un punto ordinario, mientras que si diverge no mds rdpidamente que 1/2%, entonces,
x = 00 es un punto singular regular, en caso contrario, es un punto singular irregular

(una singularidad esencial).

Para el caso especifico de V; dado en (3.14), se tiene

‘ —l(l+1
W) 2D ando = 50, (3.20)
z z

por lo tanto, x = oo es un punto singular regular. El hecho de que los puntos singulares
x =0y x = oo sean regulares, indica que entonces es posible expresar una soluciéon de la

ecuacién diferencial (3.14) en dichos puntos.

Ahora, para implementar el Método de Iteracién Asintética, es conveniente analizar
primero el comportamiento asintético de (3.15) para valores de  muy grandes, es decir,
cuando x — o0, (3.15) toma la siguiente forma

{ 1

- ﬂ Uz) = 0. (3.21)

La solucién a esta ecuacién es

=
=
%
D
ml
(VG
+
Sy
T

(3.22)
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La condicién de frontera sobre la funcién U(z), es tal que esta funcién sea cuadrado

integrable, por lo que de (3.22), implica que B = 0.

Cabe senalar que la condicién de frontera de cuadrado integrable es equivalente a que
la funcién U(z) sea finita cuando x tiente a infinito. Si las energias son negativas £ < 0y
de la definicién de la variable = la exponencial creciente deberia de eliminarse, teniendo
justamente que B = 0. En el caso en el que £ > 0 (colisiones), la variable A\ tendria
valores imaginarios y la funcién de onda seria oscilatoria en el infinito y la condicién
de frontera en este caso puede entenderse como la superposicién de una onda esférica

entrante y otra saliente.

Para continuar, el siguiente paso es estudiar el comportamiento asintético de (3.15)

para valores de x muy pequenos (x — 0), en esta caso se tiene

d I(l+1)
Cuya solucion es
U(z) ~ ax™ + bz, (3.24)

Donde nuevamente, la condicién de frontera en (3.24) de que la funcién sea de cuadrado

integrable implican que b = 0. De (3.22) y (3.24), la solucién de (3.15) debe de ser

Uz) = filz)x(z), filz)=e 22" (3.25)

Aqui se puede ver que U(z) tiene la forma de (2.2), por lo que es posible hacer uso de

(2.4) y (2.5) introduciendo f;(x), se obtienen

Xo(z) = W (3.26)
so(z) = % (3.27)

donde se ha considerado a V (z) = Vi(z) y E = 0. De acuerdo a (2.11) y (2.12), es posible
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calcular las siguientes funciones auxiliares

2)\(2l+3)(l+1)—:c[35\(l+1)+1]

A(z) =1+ — , (3.28)
[X(ZH) - 1] (20 +3 — )

si(x) = — =5y : (3.29)
202 (2A[I+ 1]+ 1) — 22 (20 +3) (2A [l + 1] + 1

o Z B 2 1)
+4X (21 + 3) (ij 20+ _, | (3:30)

o x2X—x<X[3l+4]+1) +N(20+3) (1 +2)

= 3\

x (X 141 — 1) . (3.31)

Incluyendo (3.26)-(3.31) en la condicién de cuantizacion (2.19), se tiene

[X(Hl)—l} [x<z+2)_1]
T2)\2
[S\(Z+1)—1} [X<z+2)—1] [X(z+3)—1}

a3 )\3

o (z) = , (3.32)

52 (Q?) =

(3.33)

Aqui los eigenvalores son obtenidos de las raices de las expresiones (3.32) y (3.33). De

forma general se tiene

Mt = L v=1,2,3,..., (3.34)

l+v
aqui, Ay no depende de v v [ por separado, si no mds bien de su suma, n = [+ v y en

combinacién con (3.34) se tiene

1
C on=1,23,..., (3.35)

n

o —

por lo que de acuerdo a (3.16), los niveles de energia del dtomo de Hidrégeno estén dados

por
B e2 13,6V
n2  2a9n® n?

C on=1,23.... (3.36)

Antes de proseguir con el cédlculo de las eigenfunciones U(z), es importante analizar la
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relacion n = [+ v. Es evidente que para una n fija, [ puede tomar varios valores, es decir,
cuando v tome su valor mas pequeno vy, = 1, [ toma su maximo valor . = 1 — Vpin =
n — 1 y para cuando v tome su valor mas grande v, = n, [ alcanza su valor minimo,
es decir, I = N — Vmax = 0, en otras palabras, para un valor dado de n, [ puede tomar
valores entre 0 y n —1 ({ =0,1,2,...,n—1).
Para calcular las eigenfunciones U(z) del Atomo de Hidrégeno, es necesario calcular
primero las funciones &(z) de (2.14). Paran =1 (I = 0) y de acuerdo a (2.14), se tiene
_ So(x) [

Gao(w) = Ao () IA=x T A —a+2h=0

(3.37)

Donde el primer subindice denota n = 1 y el segundo [ = 0. De forma anéloga, para
n=2(l=0,1)y de acuerdo a (2.14), se tiene
3 s1(x) (l-1)(2l4+3—ux)

Gy () = M) = 22—z (B1+5) +2R2(+5)+6 (3:38)

Considerando los valores de [ = 0,1 en (3.38), se obtiene

anla) = ——. (3.39)

Empleando (3.37) y (2.19) es posible obtener la eigenfuncién para el estado base

Xlo(l’) = C10 €XpP |:— / 6600 dl’:| = C10 - (341)

Procediendo de forma similar, las eigenfunciones para el primer estado excitado son

[ ~ 1 dx
X20($) = cyexp |— [ aogidx| = cpexp r_9|

= C9 (ZE - 2) . (342)
Xgl(f[‘) = C21€Xp —/d(n dr| = Co1 - (343)
Los polinomios (3.41)-(3.43), son los polinomios asociados de Laguerre L 1!(2) no nor-
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malizados y en cada caso habra que calcular las constantes de normalizacién, por con-

— L2l+1

i (7). La tabla 3.1 muestra algunos ejemplos de los

siguiente, se tiene que X (x)

polinomios asociados de Laguerre.

Grado (n) Polinomio
0 Ly =1
1 L' = -2 +m+1
2 Ly =2[2 —2(m+2)z+ (m+1) (m + 2)]
3 L7 =¢[-2°+3(m+3)2” —3(m+2) (m+3)z+ (m+1) (m+2) (m+3)]

Tabla 3.1: Algunos valores para los polinomios asociados de Laguerre para distintos
valores de m.

Para finalizar el andlisis del Atomo de Hidrégeno, usando (3.16), (3.25), (3.35) v las

expresiones (3.41)-(3.43), la solucién de la parte radial del Atomo de Hidrégeno es

(2 : r o1 [ 27
Rnl(r> = (ao—n) exXp (_ao_n) Ln+l ao_n . (344)

Cabe mencionar que este resultado se obtiene tradicionalmente usando el método de
Frobenius, sin embargo, el Método de Iteracién Asintética proporciona una forma alterna

de obtener el mismo resultado.



Capitulo 4

Ecuacion de Dirac-Weyl

El Grafeno (monocapa de atomos de carbono) ha recibido una enorme atencién en
los 1ltimos anos, debido a que sus propiedades electronicas lo hacen un candidato idéneo
para el desarrollo de dispositivos electrénicos (ver [14] para mayor referencia). Un punto
crucial para el diseno de dispositivos electrénicos, es el confinamiento de electrones en
Grafeno. Dicho confinamiento no puede realizarse empleando potenciales electrostéaticos
debido a la paradoja de Klein [15], por ello se recurre a considerar el confinamiento

magnético, como se muestra en los trabajos de Castro [16] y Miransky [17].

Recientemente, se han llevado a cabo una serie de estudios sobre la interaccién de
los electrones del Grafeno que se mueven en campos magnéticos perpendiculares a la
superficie del Grafeno [18, 19, 2, 20|, donde se tratan algunos otros perfiles de campo
magnético usando el método de la factorizacién. Estos trabajos muestran las diferentes
formas en las que se pueden confinar las cargas, estudiando la ecuacién de Dirac-Weyl

para poder entender la dindmica de los electrones en el Grafeno.

Por ello en esta seccién se muestra como aplicar el Método de Iteracién Asintética
para un perfil de campo magnético proporcional a una secante cuadrada, considerando

interacciones magnéticas invariantes bajo traslaciones.

22
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4.1. Hamiltoniano para una capa de Grafeno

En el Grafeno, el Hamiltoniano efectivo alrededor de un punto de Dirac para un

electrén de Dirac posee la siguiente forma
H=vro-p, (4.1)

donde v = ¢/300 = 10°m/s, con ¢ la velocidad de la luz en el vacio, o = (0,,0,) son
las matrices de Pauli y p = —ih(0,,0,) es el operador de momento en dos dimensiones.
De esta forma, a bajas energias, el espectro de energias es descrito por la ecuacion de

Dirac-Weyl
00(z,y,1)

H(z,y,t) = vr (0 p) (2, y,t) = ih—

. (4.2)

Para estados estacionarios, la funcién de onda admite la siguiente forma ®(x,y,t) =
U(x,y)e P por ello la ecuacién de Dirac-Weyl independiente del tiempo se puede

reexpresar Como

vr (0 p) W(ary) = EV(wy), ay) = | 7Y (4.3)

(2, y)
con ¥(z,y) la funcién de onda de dos componentes, siendo 4 las componentes del vector
columna.

Si el electron de Dirac interactiia con un campo magnético externo B = V x A
perpendicular al plano del Grafeno, entonces, de acuerdo a la regla de acoplamiento
minimo, el operador de momento p puede ser reemplazado por p+eA/c, con —e la carga
del electrén y el vector potencial es dado por A = (A4,,A,,0). De esta forma (4.3) se

puede expresar como
vE [a : (p n EA)} U(z,y) = EW(z,y). (4.4)

Si el campo magnético externo posee simetria traslacional en una direccion particular,

entonces, sin pérdida de generalidad se puede fijar el eje de simetria en la direccion y,
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ademas empleando la norma de Landau, uno puede expresar al vector potencial como

A =(0,4,(z),0), B= <0 0, %) . (4.5)

La implementacién de (4.5), implica que la expresién (4.4) es independiente de la coor-

denada y, permitiendo parametrizar la funcién de onda W(x,y) de la siguiente forma

V(a,y) = ™ (Y (2), i ()", (4.6)

donde k es el nimero de onda en la direcciéon y y T denota la transpuesta del vector

columna. Incorporando (4.6) en (4.4) se tienen dos ecuaciones desacopladas

in*“ ehA } vo(z) = Ey(x), (4.7)
{_d%+k+ ;A}wx) — v (), (4.8)

donde & = E/(hvy). Combinando (4.7) y (4.8), es posible obtener una ecuacién tipo

Schrodinger para cada funcién ¢, y ¢_. Asi se tiene que las funciones ¢, y 1_ satisfacen

{—% + Vi( ):| wi = Ewi(l’) y (49)

donde
e = E?/(h*v), (4.10)
Vi(z) = <k+ — Ao )>2i %d’%f). (4.11)

En la siguiente seccién se estudiara un perfil especifico de campo magnético. La idea es
emplear el Método de Iteracién Asintotica para poder hallar una solucion a la ecuacion

(4.9).



4.2. POZO TRIGONOMETRICO 25

4.2. Pozo Trigonometrico

Para proseguir con el estudio del Grafeno se considerara el siguiente perfil para el

potencial vectorial y para el campo magnético

A = (0,Bptan(ax),0), —g <axr < g, (4.12)
= (0,0, aBysec® (azx)) . (4.13)

Colocando (4.12) en (4.11), los potenciales son
Vi(r) = k* — D*+ D (D + a)sec? (ax) + 2Dk tan (ax) . (4.14)

con D = 5. La gréfica de los potenciales (4.14), se muestran el la figura 4.1.

15 T .

3 z
S Pl E
ol ) |

2a. 2a
-5 0 5
X

Figura 4.1: Grafica de los potenciales Vi (x), dado por (4.14). Con D = 1,k = 1y
a=0,5.

Anadiendo (4.14) en (4.9), se tiene

2

_ +k* — D?*+ D (D 4 a)sec® (ax) + 2Dk tan (az) | Y (z) = ey (z).  (4.15)

dx?
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Para resolver la ecuacién (4.15), es conveniente redefinir la funcién ¢y y aplicar el si-

guiente cambio de variable

¢+(2)
Via [l — 22

Con este nuevo cambio de variable, z toma valores en todo eje de la parte imaginaria del

Vi(z) = z = itan (ax) . (4.16)
plano complejo.

Evaluando (4.16) en (4.15) se obtiene la siguiente ecuacion tipo Schrédinger

)] s =0, (417

con

Vi) = D(D+a)z?+2iDkzFa(D+ta)—k*+¢
x(2) == a? (22 —1)° '

(4.18)

Aqui, nuevamente se debe se estudiar los puntos singulares de (4.17), como en el capitulo

anterior. Aqui solo hay cuatro puntos singulares +1 y +o00, dichos puntos son regulares.

Para los puntos z = +£1, se tiene

_ —D?+2iDk+ K>+ a?—¢
. 2 _
zlilfrcll (Z + 1) Vi - 4042

, (4.19)

lo cual muestra que z = £1 es un punto singular regular y entonces es posible obtener

una solucion a (4.17) en dichos puntos.

Para el punto en el infinito (+00), hay que realizar el cambio de variable z = 1/z y

estudiar el comportamiento del termino V (z7!) /z%. En este caso se tiene

Ve(z7! D (D +
= (_z ) ~ — ( ) a)7 cuando zZ — 0. (4.20)
z a?z

De acuerdo a lo discutido en el capitulo anterior, los puntos 00 son puntos singulares

regulares.

El siguiente paso para encontrar la funcién f(z) del AIM, es estudiar los comporta-
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mientos asintéticos de (4.17) cuando z — +1. Cuando z — 1, se tiene

?  a®— (D+ik) -«

— =0. 4.21
dz? 40 (z — 1)2 ¢=(2) (421)
Esta ecuacién posee las siguiente soluciéon
1.5 1A
d+(2)=A1(z—1)2722 + By (z —1)27 22 | (4.22)

donde f3; se define como
B =1\/(D+ik)’ +e. (4.23)

La condicién de frontera (cuadrado integrable) implica que By = 0. Por otra parte cuando

z — —1, se tiene

[d2 o2 — (D —ik)’ —e

d=? 402 (z+1)° ] P .

cuya solucién es

B2 1_B

bi(2) = Ay (z+1)2% % 4 By (2 4+1)7 % | (4.25)

donde
By =/(D —ik)® +e. (4.26)

Aqui la condicién de frontera implica que By = 0.

De este modo, la funcién ¢ (z) puede escribirse como

s
Ay

_l’_

[SIES
N

T (24 1)

[

¢+(2) = f2(2)xx(2),  falz) = (2 —1) o (4.27)

Colocando a f3(z) en (2.4) y (2.5), se pueden hallar las siguientes relaciones

—(2a+ﬁ+)z+ﬁ_

Aox(2) = a(z2—1) J (4.28)
A

sox(2) = 22 (2 1) (4.29)

By = P+ P2, B-=P02— P, (4.30)

A = D(D+2a)+k*—e— B3 —aBy, (4.31)
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donde se ha tomado V = Vi (z), definida en la ecuacién (4.18) y E = 0. Aqui x+(2)

satisface la siguiente ecuacion diferencial

d2§j2(z) _ /\Oi(z)dX;Z(Z) +s0s(2)xa (). (432)

Sin embargo, cabe mencionar que el andlisis realizado a (4.17) cuando z — =+1 para
determinar a f»(2) no es suficiente para precisar los comportamientos asint6ticos en dichos
puntos. Para establecer el comportamiento asintético de x4 (z) cuando z — +1, se sugiere

el siguiente ansatz

Xa(2) = (22 = 1) e g () (433)

donde ¢ y p son constantes a determinar. Sin pérdida de generalidad, de aqui en adelante
solo se prosigue con el analisis de las funciones con el subindice mas x (z), debido a que el
estudio de las funciones con subindice menos x_(z) conlleva un andlisis muy similar, por
lo que es suficiente estudiar inicamente el caso y(z) para mostrar como implementar el

Método de Iteracién Asintdtica.

Evaluando (4.33) en (4.32) se tiene

Ef(z) 5o A=)
T2 = Aoe(2) =+ Sex(2) 1 (2). (4.34)

Donde las funciones Aos y S04 son definidas de la siguiente forma

— 2o+ By +4qa) z + f- + 2ipa

)\0+(Z) = o (22 _ 1) ) (435)
- i AlZZ + AQZ + A3 A
SO+(Z) - 20[2 (22 _ 1>2 + 20{2 (ZQ _ 1) 9 (436)
donde
Ay = —daq(aq+a+ By), (4.37)
Ay = 2ia(dapg+ pby —2igB-) , (4.38)

Ay = 20 (o’ +20q—ipB_) . (4.39)
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Para aplicar el Método de Iteracién Asintodtica, se deben de imponer las siguientes con-

diciones

Al = —A3, (440)

Ay = 0. (4.41)

Resolviendo el sistema (4.40) y (4.41) para q y p, es posible encontrar la siguiente solucién

- (4.42)
16—

Bajo esta eleccién de p y g dados en (4.42) y (4.43), entonces Aoy (2) ¥ 504 (2) pueden

escribirse como

3 —(2a—B4)z— B

Nos(2) = M CES R (4.44)
Sos(2) = ﬁ. (4.45)

Usando las funciones (4.44) y (4.45) es posible obtener las funciones auxiliares A, y 814,

mostradas abajo

2T — APz By —3a] + T

o) = TR et (1.46)
. _ DT3[z (By —4a) + 5]
() = B (447

donde las expresiones I'y, I's y I's son definidas de la siguiente forma

[, = 120°+3B,8; — 1laBy — 3k* +3e + D (5D + 2a) , (4.48)
[y = 4a® —5k* +5¢ — 5818, — aBy + D (3D —2a) , (4.49)
I3 = D(D+2a)+k*—e—B1f—afy. (4.50)

Procediendo de forma andloga al atomo de Hidrogeno, la implementacién de la hipotesis
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de cuantizacién proporciona las siguientes ecuaciones

B A_AL
0 = P TR Z 1 (4.51)
A = D(D+2a)— BB+ a(By —4a)+k*—¢, (4.52)
A = D(D+2a)—pifr—af, +k*—e. (4.53)

Las tnicas soluciones fisicamente aceptables de (4.51) (se consideran unicamente eigen-

valores positivos, los cuales conducen a energias reales) a la energfa son

€1 = 0, (454)
2D D? +2D 2 4 )2
., = 22DFa)(D*+ ata +K) (4.55)
(D + «)
4o (D D? 4+ 4D 402 + K2
(= a(D+a)(D*+ (;z+ a? + )_ (4.56)
(D + 2a)

En el caso general, los eigenvalores pueden escribirse como

D*k?

€n=k*—D*+ (D +na)’ — ———,
( ) (D + na)?

n=0,1,2,.... (4.57)

La figura 4.2 muestra los primeros cuatro eigenvalores ¢, como funcion de k.

De acuerdo al resultado previo y con ayuda de (4.10), los niveles de energia para un

electrén de Dirac en presencia de un campo magnético pueden expresarse como

Ene = thvp, [k2 — D2 4+ (D + na)? Cali (4.58)
it = Tho — na)’ — —— . .

- " (D + na)®

conn =0,1,2,.... Estos niveles de energia suelen llamarse niveles de Landau. La energia

del estado base, n = 0 es igual cero e independiente de la presencia del campo magnético.
Cabe mencionar que los niveles de energia positivos corresponden a la banda de conduc-
ciéon de Grafeno, mientras que los niveles de energia negativos corresponden a la banda

de valencia.

Para el calculo de las eigenfunciones, es conveniente reescribir las funciones (4.44),

(4.45), (4.46) y (4.47) colocando explicitamente el valor de ¢ dado en (4.57). Por consi-
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Figura 4.2: Gréfica de los primeros eigenvalores €,, dados en (4.57). Con D = 1, k = 1

y a=0,5.

guiente se tiene

con

b—a—(a+b+2)z

5\04_(2’):— 1_ 22 ;

.  (n=1)(n—=1+a+b+1)

N cz’+dz+g

)\H(Z)ZT’

. (n—1)(n+a+0b)[z(a+b)+b—d

S14(2) = 5 )
22 —1

a——Q—n+ 1kD

a a (D + na)

b——D B ikD

- e " a(D+na)’

c=(a+b0)’+n(a+b+n—1)+2(2a+2b+3),
d=2(a+b+3)(a—0b),

g=(a—b’—n(a+b+n—1+2(a+b+1).

(4.59)
(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)
(4.65)
(4.66)

(4.67)
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De acuerdo a las definiciones de Mo, (2) ¥ 504(2), n = 0 queda excluido debido a que la
solucién no satisface las condiciones de frontera, es decir, las eigenfunciones ¢, () no
incluyen el eigenvalor cero. Ahora bien, se puede calcular las funciones &(z). Paran = 1,

la ecuacién (2.14) conduce a

Gi(z) = =& (4.68)
)\1+(Z) n=1
Mientras que para n = 2, se tiene
Golz) = 2B (4.69)
)\2“1'(2) n=2

(D + «) (D + 2a)
—2(D+ ) (D +2«a) + Dki-

De acuerdo a los resultados (4.68) y (4.69), las eigenfunciones para el estado base y el

primer estado excitado son

fir(z) = crexp l—/&l(z) dz} =c, (4.70)
For(2) = crexp [— / Ga(2) dz} | (4.71)
— ¢ [Dki— (D+a) (D +20a) 2] . (4.72)

=cllat+b+2)(z—1)+2(a+1)] (4.73)

n=2

Calculando las constantes de normalizacién ¢; y cq, se tiene que las funciones f, (z) =
P,Eci’ll’)(z), conn = 1,23,... y donde Pr(fl’b)(z) son los polinomios de Jacobi. Esto se ve

haciendo la comparacién de (4.70) y (4.73) con los polinomios de la tabla 4.1.

Grado (n) Polinomio
0 P =1
1 P =12(a+ 1)+ (a+ B +2) (x—1)]
2 P =14(a+1)(a+2)+4(a+B+3)(a+2)(z—1)

+(a+pB+3)(a+B+4)(x—1)7

Tabla 4.1: Algunos valores para los polinomios Jacobi. Donde a, f > —1.
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Finalmente de (4.16) y (4.27), la funcién de onda para el Grafeno es

1+b

Yos [2(@)] = A(z+1)F (z— 1) 2 eflo Do)

<P (), n=1,2,3,...,

n—

1+R(a)

= A(2—1) 2 e S@arpled iy (4.74)

donde A es una constante de normalizacién, R (a) y S (a) es la parte real e imaginaria de
a, respectivamente. Para el célculo de las funciones ¢_ (), se procede de forma andloga
a (4.74), sin embargo aqui ¥_ (x) ~ Pn(a’b)(z), conn = 0,1,2,... y estas funciones si
consideran el eigenvalor ¢y = 0, a diferencia de 1, (x). La figura 4.3, muestra la densidad

de estados para los primeros tres niveles.

JT L
2 ']

-3 -2 -1 0 1 2 3

X
Figura 4.3: Grafica de la densidad de estados p,(z). Con D=1, k=1y a =0,5.

Es importante destacar que para el célculo de las energias y funciones de onda para
el Grafeno, usualmente se emplean técnicas de mecanica cuantica supersimétrica, como

se puede ver en la referencia [19].
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Modos cuasil normales

Los agujeros negros presentes en nuestro universo, no pueden permanecer completa-
mente aislados, ellos deben de interactuar con la materia y energia presentes alrededor
de ellos, esta interaccién puede perturbar al agujero negro. Cuando un agujero negro es

perturbado, su comportamiento resultante puede ser descrito en tres etapas:

1. La primera etapa corresponde a la radiacion debida a las condiciones iniciales de la

perturbacion.

2. La segunda etapa corresponde a oscilaciones amortiguadas con frecuencias com-
plejas. Los modos de dichas oscilaciones se denominan modos cuasi normales. Los
modos cuasi normales son una manifestacion de las oscilaciones de resonancia del
propio espacio-tiempo del agujero negro y dominan poco después de la etapa tran-
sitoria inicial.

Estas frecuencias son independientes de las condiciones iniciales y solo dependen de

las propiedades del agujero negro.

3. La tercera etapa en general corresponde a una ley de potencia de decaimiento de

los campos.

Cabe mencionar que el estudio de los modos cuasi normales es muy 1til para caracte-
rizar a los agujeros negros, debido a que estas frecuencias dependen tnicamente de los

parametros que describen al agujero negro, es decir, pueden considerarse como la huella

34
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digital del agujero negro (ver [21]), por lo que el célculo de las eigenfunciones en este caso

es irrelevante.

5.1. Perturbaciones escalares

El analisis de los modos cuasi normales consiste en resolver una ecuacion tipo Schrodin-
ger con un potencial efectivo que depende de la funcién métrica que describe la solucion
de agujero negro. Si el agujero negro posee simetria esférica estatica y es perturbado por
un campo escalar, la ecuaciéon que describe los modos cuasi normales es

d2

da?

() + [wz — V(T)} P(zr)=0. (5.1)

La expresién (5.1) es conocida como la ecuacién de Regge—Wheeler y donde x es la

coordenada tortuga, definida como

dx 1
i m, (5.2)

y tiene la propiedad de barrer exclusivamente el espacio fuera del horizonte de eventos y
no representar su interior, es decir, la coordenada tortuga cambia el horizonte de eventos
del agujero negro por x — —oo, mientras que el infinito espacial le corresponde x — oo.
El potencial efectivo V(r) puede expresarse como

(I+1)  1df.(r)
72 +; dr

V(r) = fu(r)

, (5.3)

siendo f,(r) la funcién métrica del agujero negro (forma de medir las distancias espaciales

y temporales) y [ el indice del arménico esférico.
Los modos cuasi normales w se definen como soluciones de (5.1) sujeto a las condiciones

de frontera

e —o0,
Y(x) = (5.4)

et x— 400,



36 CAPITULO 5. MODOS CUASI NORMALES

de dichas condiciones de frontera se obtienen un conjunto discreto de soluciones con
frecuencias complejas

W= wy, + iw; . (5.5)

Donde w, es la frecuencia de oscilacién del agujero negro y w; describe la estabilidad
del agujero negro (el lector puede consultar la referencia [22] para mdas detalles). Es
importante mencionar que de acuerdo al valor de w;, las siguientes situaciones, pueden

ocurrir:

1. Si w; < 0, se tiene una oscilacién amortiguada, debido a que ¥ (z,t) ~ e~ decrece
conforme el tiempo avanza y eventualmente tiende a cero para tiempos muy grandes,
por lo que la oscilacion del agujero negro cesara, este comportamiento describe una

solucién estable.

2. Cuando w; > 0, la funcién ¢ (x,t) ~ e~** crece indefinidamente conforme el tiempo

avanza, por lo que este comportamiento describe una solucién inestable.

3. Mientras que si w; = 0, la solucién (5.1) describe los modos normales, es decir, el

agujero negro permanecera oscilando indefinidamente.

5.2. Agujero negro de Schwarzschild rodeado de quin-
taesencia

La materia de quintaesencia es uno de los varios mecanismos que permite proveer una
fuente de presion negativa que permite contrarrestar a la interaccion gravitacional y por
lo tanto entender por que el universo se expande de forma acelerada.

La solucién de un agujero negro rodeado por materia de quintaesencia fue discutida
por Kiselev [23], esta permite obtener la funcién métrica de un agujero negro rodeado de

3watl 3 Ja métrica del agujero

quintaesencia al anadir el término de quintaesencia —¢/r
negro.

Para el calculo de los modos cuasi normales, en este trabajo se elije al agujero negro
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de Schwarzschild rodeado de quintaesencia, cuyo elemento de linea es descrito por

1

ds* = —f.(r)dt* + A0

dr® 4+ r2df* + r? sin® 0d¢? (5.6)
donde la funcion métrica toma la siguiente forma

f*(r)zl———m7 (5.7)

aqui M es la masa, ¢ es un factor de normalizacién y w, el pardmetro de estado que debe
de satisfacer la siguiente restriccién —1 < w, < —1/3. Particularmente, en este trabajo
se considerard el caso especifico de w, = —2/3, por consiguiente (5.7) se puede expresar

cOomo

iy =1-M o (5.8)

r

Para poder proseguir, es primordial determinar el rango de valores que los parametros

que describen el agujero negro deben de tomar, esto facilita el andlisis de los horizontes.

Los horizontes se definen como las raices positivas de la funcién métrica dada por

(5.8), lo cual conlleva a

r—2M —¢er®*=0. (5.9)

Esta ecuacién posee dos raices r, y 7z

Ty = ; e = ) (510)

siendo 7}, el horizonte de eventos y rz el horizonte cosmoldgico o aparente (r;, < 75).
Ambos horizontes coinciden 7, = 7z cuando M toma el valor de la masa critica M, = 8%
y se tiene dos horizontes cuando M < M,. En este trabajo se emplearan valores de los

parametros M y ¢ para el cual el agujero negro tendra dos horizontes.

Para resolver (5.1), es mds adecuado realizar el siguiente cambio de variable

£=-. (5.11)

S | =
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Cabe mencionar que el dominio de la variable r esta definido desde el horizonte de evento

a infinito, es decir r € [rp,00), mientras que con el cambio de variable £, su dominio

queda definido desde cero a %, por lo que £ € (O, i] Donde el cero de & corresponde al

infinito de r.

Por lo tanto, la funcién métrica f.(r) y el potencial V(r) se pueden expresar en la

nueva variable £ como

p(€)
£’

p(&) = & —2ME — €.

Ve = pe) [mm%].

Colocando el potencial (5.14) en (5.1) y aplicando (5.11), se obtiene

d2_1p+p’@+{w2 l<l+1)—2M§2_é}w:0,

ez T pde T \pr p £p

donde p' = 2£ — 6ME? — ¢ (aqui la prima significa derivar a p respecto a &).

Redefiniendo la funcién de onda (&)

entonces (5.17) se formula como

con
_ AMPE — Al (I + 1) p+c[2p — ] + 4w?
V() = " .

(5.12)
(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Como se procedio en los capitulos anteriores, aqui también es necesario analizar los puntos
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singulares de (5.18), los cuales son

foo - 0,
o - L 2
T . 1+ ViI—8Mé’
1 2

donde se tiene que & < &;.

Para estos puntos singulares se tiene

lim (£ —&x)°V(E) = 0,

=€
Jim (E—&)°V(E) = o0,
Jim E—-&)>V(E) = o,

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)
(5.23)

(5.24)

dado que el limite esta bien definido, entonces, los puntos &4, & v &1, son puntos singulares

regulares. En la variable r, los puntos 7y, 7z e infinito son puntos singulares regulares.

Para poder continuar con el célculo de los modos cuasi normales, es necesario expresar

las condiciones de frontera (5.4) en términos de la variable €. Para ello se obtiene primero

la coordenada tortuga

I N S ds
e f(r) /p(f) /2M§(§—§0)(f—§1)7

_ Wn(g-&) I = In(€—&)
2M& (§o— &)  2M&&  2M& (S — &)

(5.25)

Por otra parte, si se calcula la gravedad superficial para & = &, € = & v € = &, se

obtienen entonces las siguientes expresiones

B 1df B 52 df B
" 5% r—>r’— - 3d—£ E=foo B _M&)gl?
2
Ry = — %Z—J; e, = M¢ (50 —51) )
2
PR S A B VN

2 d¢ §=&1

(5.26)
(5.27)

(5.28)
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Las ecuaciones anteriores permiten expresar a la coordenada tortuga x en términos de &,

de la siguiente forma
1 1 1
z=1In(&) +1n (£ —E&)20 +1In({—§&)2 . (5.29)

Es importante mencionar que el resultado (5.29) en general es muy complicado obtenerlo

de forma exacta y en otros casos hay que considerar aproximaciones a cierto orden.

Insertando (5.29) en la condicién de frontera de onda entrante (5.4), se tiene
e = TR (€= &) T (E- &)™ (5.30)

Cabe mencionar que el término dominante en la expresién anterior cuando r — —oo (r —
rhy & = &), es el segundo término del lado derecho de (5.30), por ello, el escalamiento

adecuado cerca del horizonte de eventos se puede formular como sigue

Un (€= &) (5.31)

Por otra parte, cuando = — oo, la segunda condicién de frontera de (5.4) (r — ooy

¢ — 0) se puede formular como sigue
€T = €5 (€ — €)™ (€ — €)™ (5.32)

Aqui puede observarse que no hay un comportamiento dominante, como en (5.31), por lo
que es mas adecuado escalar el comportamiento divergente de (5.32) cuando z — o0,

como

oo e €7 — ¢ 56 (5.33)

Para implementar el Método de Iteracién Asintética en (5.17), se puede considerar

D(E€) = FOX(E), (&) = (€—&) e ™S5 (5.34)
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Introduciendo f3 en (2.4) y (2.5), donde E =0, V = V(£), se obtiene la forma estandar

2
DL (@B + s 0x(9), (53
donde
B 21w B p/ — 21w
)\0(5) - K1 (5 _ 51) D 5 (536)
L+ 1) +2ME — ¢
50(5) = (+ )5 2_2]) S «

iw(iw + kK1) dw(p — 2iw)

CR(E-6)? mpE—&)

(5.37)

A diferencia de los dos casos mostrados anteriormente en este trabajo, la solucién de los
modos cuasi normales requiere de un proceso completamente numérico. Es por ello que

se empleara el Método de Iteraciéon Asintotico Mejorado.

El siguiente paso, es tomar los desarrollos de Taylor de las funciones A\g(§) y so(§)
alrededor de un punto & = é , para después insertar dichos coeficientes en (2.24), obte-
niendo una ecuacién algebraica que permiten calcular de forma numérica las frecuencias
w, para una eleccion adecuada de n. En este trabajo se utilizé el software Mathematica
para realizar todos estos calculos numéricos, pero el lector puede consultar el codigo en

Python en la referencia [7].

Es importante mencionar que la eleccién del punto é deberia de ser independiente del
valor obtenido para w, pero en la préactica hay variaciones muy pequenas al cambiar el
valor f . Sin embargo, se ha encontrado que si é corresponde al valor donde el potencial

(5.14) alcanza su maximo valor, entonces se obtienen mejores resultados para w.

Las Tablas 5.1 y 5.2 muestran los resultados obtenidos de los modos cuasi normales
para diferentes valores del parametro de quintaesencia ¢ y para el parametro de masa M.
Si ¢ y M incrementan, la parte real e imaginaria de las frecuencias de los modos cuasi

normales disminuyen.

Como se menciona en los parrafos previos, la parte real de los modos cuasi norma-

les representa la frecuencia de oscilacion, entonces se puede indicar que la presencia de
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quintaesencia suprime la oscilacion del agujero negro y su amortiguamiento aumenta con

forme aumenta la presencia de quintaesencia, es decir, aumenta el valor de .

¢ (l=3) n=20 n=1 n=2
0.1 3.05551-0.42448;  2.99338-1.28481:  2.87824-2.177471
0.2 2.71143-0.364527  2.66079-1.10242¢ 2.56626-1.865621
0.3 2.33573-0.30192:  2.29682-0.91214:  2.22349-1.540741
c(l=4) n=1 n=2 n=3
0.1 3.92815-0.42377:  3.87902-1.27827¢ 3.78510-2.15308:
0.2 3.48940-0.36373¢  3.44934-1.09661: 3.37241-1.845341
0.3 3.00923-0.30116¢  2.97848-0.90735:  2.91907-1.52495:

Tabla 5.1: Frecuencias de los modos cuasi normales para un agujero negro de Schwarzs-

child rodeado de quintaesencia, para M = 0,2.

M (I =3) n=20 n=1 n=2
0.1 6.43724-0.907407  6.30162-2.74749¢ 6.05110-4.65941:
0.2 3.05551-0.42448:  2.99338-1.28481¢ 2.87824-2.17747:
0.3 1.92450-0.26318; 1.88690-0.79629; 1.81697-1.348601
M (l=4) n=>0 n=1 n=2
0.1 8.27166-0.906137 8.16446-2.73386¢ 7.95991-4.60668:
0.2 3.92815-0.42377:  3.87902-1.27827¢ 3.78510-2.15308:
0.3 2.47539-0.26268:  2.44564-0.79215:  2.38865-1.33369:

Tabla 5.2: Valores de los modos cuasi normales para un agujero negro de Schwarzschild

rodeado de quintaesencia, para ¢ = 0,1.
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Conclusiones

En este trabajo se han estudiado tres casos especificos donde se ha mostrado co-
mo implementar el Método de Iteraciéon Asintética para hallar las eigenfunciones y los
eigenvalores a partir de la ecuacién tipo Schrodinger asociada a cada caso. Como una
alternativa a los métodos y técnicas de soluciones de ecuaciones diferenciales homogéneas

de segundo orden ya conocidos en la literatura.

Por otra parte, la eleccién de los ejemplos mostrados en este trabajo, tiene la intencién
de que el lector no experto tenga un primer acercamiento a los temas de mecanica cuantica
y agujeros negros y también sirva de motivacién para lectores més avanzados a adentrarse

mas a dichas tematicas.

Como primer caso, se estudio la ecuacién radial del Atomo de Hidrégeno y se mostré
que el Método de Iteracién Asintotica, proporciona los resultados ya conocidos en los
libros de texto de mecanica cuantica. El objetivo para este ejemplo es mostrar otra forma

alternativa de resolver la parte radial del Atomo de Hidroégeno.

En el segundo caso, se resolvié la ecuacion de Dirac-Weyl para un perfil de campo
magnético proporcional a una secante cuadrada. De los resultados obtenidos, se tiene que
los estados ligados corresponden tnicamente al movimiento de las cargas en la direccién
x, donde los niveles de Landau presentan una dependencia explicita del numero de onda
k. Por lo que la velocidad promedio en la direccion y de esos estados ligados pueden ser

calculados al tomar la derivada respecto de k a los niveles de energia.

43
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En el estudio de Grafeno, usualmente se emplea la técnica de la factorizacion, y
también se suele recurrir a definir variables complejas como (4.16). Referente a la ecuacién
(4.34), con la definicién de Ay v S04 dados en (4.59) y (4.60), cabe mencionar que esta
es la ecuacion diferencial de Jacobi, por lo que n no puede incluir al cero. Sin embargo en
este trabajo se ha mostrado que el Método de Iteracion Asintdtica proporciona la misma
solucion.

El tercer caso presentado en este trabajo, se enfoca al cdlculo los modos cuasi normales
(eigenvalores) para un campo escalar en un agujero negro de Schwarzschild rodeado de
quintaesencia. Como primer paso, se realizé el andlisis de los horizontes y se determiné
la region de valores de los parametros, para los cuales se tienen uno o dos horizontes.

Aqui vale la pena enfatizar que un factor fundamental para la implementacién del
Método de Iteracion Asintética, es factorizar adecuadamente el comportamiento asintoti-
co en los horizontes e infinito, tal como se muestra en (5.31) y (5.33) y dicho andlisis en
general dependera de la solucion de agujero negro que se estudie.

De los resultados obtenidos de las frecuencias de los modos cuasi normales, se en-
contré que el agujero negro de Schwarzschild rodeado de quintaesencia, es estable para
perturbaciones escalares cuando el factor de normalizacién aumenta.

Aunque los resultados mostrados en las Tablas 5.1-5.2, se consideran los modos para
algunos valores de n y [ > n, el Método de Iteracién Asintética es lo suficientemente
robusto y funciona adecuadamente para valores de [ < n, a diferencia de otros como WKB

(Gregor Wentzel, Hendrik Kramers y Leon Brillouin) ver [24] para mayor referencia.
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