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Resumen

Se aborda el problema de la regresion polinomial empleando el cdlculo no newtoniano.
Esta tesis comprende de tres capitulos. En el capitulo 1 se introduce a las propiedades
algebraicas y topoldgicas, asi como operaciones basicas con matrices del calculo no new-
toniano. En el capitulo 2 se plantean los conceptos del cédlculo diferencial no newtoniano.
Finalmente, en el capitulo 3, se propone la teoria de regresién polinomial no newtoniana,
en donde para los ejemplos propuestos, se emplea la funciéon logaritmo como un caso
particular para la funcién a.
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Abstract

This thesis comprises three chapters; Chapter I introduces the algebraic and topological
properties, as well as basic operations with matrices of non-Newtonian calculus. Chapter
II introduces the concepts of non-Newtonian differential calculus. Finally, in Chapter 111,
the theory of non-Newtonian polynomial regression is proposed, where for the proposed
examples, the logarithm function is used as a particular case.
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Introduccion

Cuando se quiere construir un modelo de regresion lineal el cual es una técnica
fundamental en el anélisis de datos donde se pretende estudiar la relacion entre variables,
a menudo, al modelar situaciones o problemdticas de la vida real, nos enfrentamos con
obstaculos que afectan al rendimiento del modelo. Un ejemplo de esto es cuando el conjunto
de los valores de los datos estdn muy dispersos o bastante asimétricos, frecuentemente
cuando se presenta esta situacion, en ocasiones se aplica una transformacioén a los datos,
particularmente, una transformacion logaritmica a fin de obtener una mejor distribucion
de los mismos. Esta es una técnica que debe emplearse con cuidado ya que puede cambiar
el significado o la interpretacion del modelo y resultados.

En West (2021) se sefiala que es una buena practica el emplear la transformacion
logaritmica a los datos con el fin de reducir la asimetria de una variable de medicion:
si el resultado es una distribucién simétrica o se aproxima a una distribucién normal se
podrian obtener buenos resultados. El autor también hace la observacién de que si hay
muchos valores cero, deberdn emplearse otros métodos, ya que la funcion logaritmo no
estd definida en cero.

Por otra parte, en Barranco ez al. (2017) se desarrollan férmulas que permiten expresar
resultados de la regresion con transformaciones logaritmicas en cuatro modelos diferentes
compardndolos entre ellos: en el primero se considera el modelo sin aplicar ninguna
transformacion, en el segundo se considera modificar solo la variable independiente, en el
tercero se considera la opcién de transformar sélo la variable dependiente y, finalmente,
el cuarto modelo se induce una transformacion total de los datos.

Finalmente, en Feng et al. (2014) se plantean diversos desafios al emplear el enfoque
de una transformacidn logaritmica. La principal limitacién es interpretar la relevancia del
andlisis de los datos transformados en relacién con la hipétesis planteada sobre los datos
originales. Exponen algunos ejemplos donde la transformacién logaritmica no contribuye
areducir la variabilidad de los datos ni a aproximarlos a una distribucién normal. De hecho
en ciertas circunstancias, puede incrementar tanto la variabilidad como el sesgo de los
datos. Ademads, los datos transformados mediante logaritmos suelen tener escasa relacion
con los datos originales, lo que dificulta hacer inferencias vélidas sobre estos ultimos.
Se concluye finalmente, que el investigador debe ser verdaderamente consciente de las
limitaciones de esta préctica y optar por herramientas mas nuevas como las ecuaciones de
estimacion generalizadas.

Considerando una generalizacion del cuarto modelo que se presenta en Barranco et



al. (2017), en este trabajo se analiza el efecto de aplicar una transformacion logaritmica
total, es decir, aplicar una transformacién logaritmica a todo el proceso que se sigue para
realizar una regresion polinomial. Para lograr esto, serd necesario considerar el calculo no
newtoniano empleando una funcion a-generadora particular: la funcién logaritmo. Con
este método se muestra que existe una limitacion al usar el coeficiente de determinacion.



Capitulo 1

Nociones basicas del calculo no
newtoniano

1.1. Preliminares de aritmética no newtoniana

El célculo tradicional, y que en el presente trabajo también denominamos cdlculo
newtoniano, fue iniciado en la segunda mitad del siglo XVII por matematicos tales como
Isaac Newton, Gottfried Wilhelm Leibnitz, Jakob Bernoulli, Johann Bernoulli, entre otros,
ver Dunham (2005). Una alternativa del cdlculo newtoniano es el cdlculo no newtoniano,
cuyo origen se remonta en una serie de trabajos desarrollados por Michael Grossman y
Robert Katz publicados entre los afios 1967 a 1970, y que se resumen en Grossman y Katz
(1972). La base del célculo no newtoniano consiste en substituir las operaciones binarias:
suma, resta, multiplicacion y divisién, por otras operaciones binarias que dependen de una
funcién inyectiva. En este sentido, el cdlculo no newtoniano constituye una generalizacion
del célculo newtoniano.

Los principios bdsicos se resumen a continuacién. Sea X un intervalo no vacio de Ry
sea @: X — R una funcién cuyo rango a(X) se denota por R,. La funcién @ es llamada
un a-generador de una a-aritmética sobre R, si las siguientes cuatro a-operaciones son
bien definidas para todo a, b € Ry,:

adb=al@(a)+a (b)), a-suma, (1.1a)

a&b=al@(a)-a (b)), a-resta, (1.1b)

a®b=ala(a) o' (b)), a-multiplicacion, (1.1¢)
-1

adb= a(%), a-division. (1.1d)

El conjunto R, es llamado conjunto de niimeros reales no newtonianos. La funcién
permite establecer un a-orden sobre el conjunto R, de la siguiente manera: a < b si, y
(o3

s6lo si, @~ !(a) < @' (b). De manera equivalente: a < b si, y sélo si, ' (a) < a~'(b).
Los siguientes ejemplos de calculo no newtoniano son de interés.

3



4 Nociones basicas del calculo no newtoniano

Ejemplo 1.1. Si seelige X = Ry @ = id, donde id: R — R es la funcién identidad:
id(x) = x para cada x € R, entonces las id-operaciones se reducen a las operaciones
habituales en el cédlculo newtoniano:

i i i i a
adb=a+b, abb=a-b, abb=a-b, aéb:E, b#0.
En este caso, el conjunto R;; describe el conjunto de nimeros reales newtonianos, es
decir, R;; = R. Es claro que el id-orden en R;; coincide con el orden habitual de IR.

Ejemplo 1.2. Si se eligen a(x) = exp(x) para cada x € Ry a~!(x) = In(x) para cada
x € R, = R, entonces las exp-operaciones que se obtienen de (1.1a)—(1.1d) para cada
a,b € R, son:

exp exp a exp

1
exp —_—
a®b=ab, aS b=y, a©b=a""=p"D qgb=abl, p=zl.
Considere el siguiente caso particular para esclarecer como se opera en este célculo
no newtoniano. Se toman los niumeros reales no newtonianos 3 y 4, entonces:

a 3@ 4= nB)HNM) = (34 1o
s 38 4= I oin(d) = 3
m 3 e(%) 4 = )4 — eln(3ln(4)) — 3ln(4)’

In(3) 1 1
e 33 4= el@ = MBT) _ 3T

El conjunto de nimeros reales no newtonianos que se obtiene Rexp €s llamado conjunto
de niimeros reales multiplicativos o conjunto de niimeros reales geométricos. Algunas
propiedades de este conjunto de nimeros reales no newtoniano se pueden consultar en
Bashirov et al. (2008) y Stanley (1999). Se destaca que, probablemente, este es uno de
los conjuntos de nimeros reales no newtonianos mas populares, debido al nimero de
investigaciones y aplicaciones que se han reportado en la literatura. Algunas aplicaciones
se pueden consultar en Moorthy (2020), Georgiev (2022), Georgiev y Zennir (2023, 2024).

Ejemplo 1.3. Si se considera una constante x € (—1, 1) y se eligen las funciones a/(x) =
k~''sinh(x) para cada x € Ry o !(x) = arcsinh(«x) para cada x € R, = R, entonces
el conjunto de numeros reales no newtonianos que se obtiene R, es llamado conjunto
de numeros reales de Kaniadakis. Las k-operaciones que se obtienen de (1.1a)—(1.1d) se
describen por

K

adb=aVl+2b?+ bVl + k2a?,
aéb:a\/1+/<2b2—b\/1+/<2a2,

a & b = k" sinh (k! arcsinh(ka) arcsinh(kb)),

« 1. arcsinh(ka)
b=k h( —) b 0.
a0 o sm Karcsinh(Kb) *
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En el conjunto de nimeros reales de Kaniadakis se describe una aritmética que se suele
emplear en fisica estadistica, ver Kaniadakis (2002, 2005, 2013). Algunas aplicaciones
del conjunto de nimeros reales de Kaniadakis se pueden consultar en Czachor (2021),
Kaabouchi er al. (2009), Kaniadakis et al. (2020).

Otros tipos de conjunto de nimeros reales no newtoniano y su unificacion se pueden
consultar en Czachor (2020).

Observacion 1.1. En ocasiones se emplea la notacién
a
aéb:ga, a’beRaa

para denotar la @-divisién de dos nimeros reales no newtonianos.

1.2. Propiedades algebraicas y topolégicas de R,

Los resultados que se presentan en este apartado son una adaptacion de aquellos que
se discuten en Cakmak y Basar (2012). Durante la exposicién se supone que X = Ry
que a: X — R, es una funcién inyectiva y continua y, por consiguiente, @ posee funcién
inversa, ver Spivak (2012).

1.2.1. Propiedades algebraicas

En este apartado se muestra que R, es un campo aritmético bajo las operaciones (1.1a)—
(1.1d). Se recuerda que un sistema conformado por un conjunto E, cuatro operaciones
binarias (é, 8,0, é) definidas en E y un orden < definido en E, es llamado un campo
ordenado si las operaciones binarias definidas en E se comportan de la misma manera
como se comportan las operaciones binarias (+, —, -, /) definidas en R, y la relacién de
orden definida en E se comporta de la misma manera como se comporta el orden < definido
en R, ver Grossman y Katz (1972). Un campo ordenado se llama campo aritmético cuando
este es un subconjunto de IR.

La a-suma induce las siguientes propiedades sobre R, .

(a) adbeR, para todo a, b € R,, lo cual se sigue de la definicién de a-suma.
(@) (adb)&c=ad (b c)paratodo a,b,c € R,. En efecto:

(adb)dc=ala(@adb)+a'(c)

= a(a " (a(a (@) + a7 (b)) +a ' ()
a(a M (a) + a7 (b) + a7 (¢))
= a(a™'(a) +a N (ala' (b) + a7 (0))))
=a(a N a)+a ' (b &c)=ad (b o).
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a & a(0) = @(0) & a = a para todo a € R,. En realidad, basta con observar que
a ® a0) = a(a(a) + a ' (@(0))) = a(a"'(a)) = a. De la misma manera se
muestra que @(0) & a = a. Por lo tanto, a(0) es el elemento a-neutro de R, con
respecto a la @-suma.

a® a(-a'(a)) = a(-a(a)) & a = a(0) paratodoa € R, . En efecto, resulta que
a®a(-a(a)) =ala(a) +a ' (a(-a""(a)))) = @(0). De la misma manera se
muestra que a(—a~'(a)) & a = «(0). Porlo tanto, a(—a~'(a)) € R, es el a-inverso
aditivo de a € R, con respecto a la @-suma.

adb=b&a para todo a,b € R,. En realidad, de la definicién de a-suma se
observaque a & b = a(a'(a) + a1 (b)) = a(a ' (b) +a ' (a)) = b & a.

Los puntos (aj)—(as) muestran que el conjunto R, es un grupo abeliano si en €l se
considera la @-suma como operacién binaria.

Teorema 1.1. (R, &) es un grupo abeliano.

Empleando un procedimiento analogo al anterior, se muestra que la a-multiplicacion
induce las siguientes propiedades en R, \ {a(0)}:

(b1)

(b2)

(b3)

(D)

a ®beRy\{a(0)}paratodo a, b € Ry, lo cual se concluye a partir de la definicién
de a-multiplicacion.

(a®b)bc=abd (b6 c)paratodo a,b,c € R, \ {a(0)} De acuerdo con la
definicion de a-multiplicacion se sigue que

(@db)Sc=ale(@adb)-a ()

=a(a (a(@™ (@) - a7 (b)) - a7 (c))
=a(a™(a) a7 (b) - a7 ()

=a(a™'(a) - o (ala™ (b) - a”'(c))))
=a(a N a) - a'bOc)=ad (b Se).

a®a(l)=a(l) & a=aparatodoa € R\ {(0)}. Para verificar esto, se observa
quea & a(l) = a(a™'(a) - a ' (a(1))) = a(a™'(a)) = a. De la misma manera se
comprueba que (1) ® a = a. Se sigue que a(1) es el elemento a-identidad del
conjunto R, \ {@(0)} con respecto a la a-multiplicacion.

a ®al(e(a)™) = a((a(a)™) & a = a(l) paratodo a € R, \ {«(0)}.
Yaque a © a((@(a)™) = a(e(a) - a N (a((@"(a))™!))) = a(1), se obtiene
la primera igualdad. La segunda igualdad, a((e~'(a))™") ® a = a(1), se muestra
de forma andloga. Se concluye que a((a~'(a))™!) es el a-inverso multiplicativo de

a € Ro \ {a(0)}.
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(bs) a ®b =b & aparatodo a, b € R,. De la definicién de e-multiplicacién se observa
que:a ®b=ale(a) a' (b)) =ala'(b)-a(a)) =b O a.

Los puntos (b)—(bs5) permiten obtener el siguiente resultado.
Teorema 1.2. (R, \ {a(0)}, ®) es un grupo abeliano.

Las leyes distributivas por la izquierda y por la derecha, también se cumplen en R,
con respecto a la @-multiplicacién y a la @-suma.

b)) aO b&c)=@Ob)&(@de)y(b&c)Oa=(bGa)d (cOa)para cada
a, b, c € R,. Enrealidad, se observa que
adbde)=alaNa)-a(b &)
= a(a ' (a) - (a7 (b) +a7'(¢)))
=a(a(a)- a7 (b) + a7 (a) - a7 ()
= a(a ' (a) - a7 (b)) & a(a™' (@) -a”'(¢))
=(@a®b)® (abdc).
Similarmente se comprueba que (b & ¢) ©a = (b G a) & (¢ O a).
Se obtiene entonces el siguiente resultado como conclusion.
Teorema 1.3. La a-multiplicacion es distributiva sobre la a-suma.

Tomando en consideracién que R, es un conjunto ordenado, y de acuerdo con los
teoremas 1.1-1.3, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.4. (R, &, O, <) es un campo ordenado.

Se recuerda que dos campos son isomorfos si existe un homomorfismo biyectivo entre
ambos campos, ver Herstein (1990). Se termina este apartado con el siguiente resultado
que muestra la relacidn que existe entre los campos ordenados considerados.

Teorema 1.5. Los campos ordenados (R, +, -, <)y (Ra, &, ®, <) son isomorfos.

Demostracion. Es suficiente con observar que si se elige ¢: R — R, de tal manera que
¢(x) = a(x) para cada x € R, entonces

¢(a-b) = a(a™ (a(a) - a (b)) = a(a) & a(b) = p(a) © ¢(b),
p(a+b) =a(a (a(a)) +a ' (a(b))) = a(a) & a(b) = p(a) & ¢(b).

Por otra parte, si se elige ¢: R, — R definida por ¢(y) = a~'(y) para cada y € R,,
entonces se sigue que:

$(a ®b) =a (a(a(a) + a1 (b)) = a (a) + @' (b) = ¢(a) + $(b),
$(a 6 b)=a Y (a(a(a) a1 (b) =a(a) - a ' (b) = ¢(a) - $(b).

Esto muestra el resultado deseado. O
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1.2.2. Propiedades topolégicas

Las propiedades topoldgicas de R, se pueden obtener a partir de las operaciones
(1.1a)—(1.1d). Estas propiedades serdn empleadas mds adelante al describir el a-cédlculo.
Los resultados que se muestran a continuacioén son una adaptacion de aquellos que se
presentan en Cakmak y Basar (2012) y Turan y Cevik (2017). Con el objeto de analizar
tales propiedades, se introducen los subconjuntos principales de R,,.

El primer conjunto que se considera es el conjunto de niimeros naturales no newto-
nianos, el cual se define como

N, ={a(n) e R, | n € N}.

Este conjunto tiene propiedades similares al conjunto IN. En principio, se puede observar
que este conjunto es cerrado bajo la a@-suma, pues si se eligen a(n), a(m) € IN,, entonces

a(n) & a(m) = a(a N(a(n) + @ (a(m))) = a(n+m) € N,.

En particular, se observa que (n) & a(1) = a(n + 1). Por lo tanto, si se a-suma n-
veces a (1), como resultado se obtiene a/(n). Lo anterior permite observar que el principio
de induccién matemética es vélido en IN,. Por otra parte, se tiene que si a(n) > a(1),
entonces a(n) & (1) = a(n — 1). Esta propiedad permite introducir el conjunto de
niimeros enteros no newtonianos, el cual se define por

Zo =A{a(n) e Ry | n € Z}.

Por construccién se sigue que IN, C Z,. Es claro que el conjunto Z, se conforma de
las soluciones de la ecuacién lineal no newtoniana a(m) & b = a(n), donde m,n € IN.
Por el contrario, si se considera el problema de hallar soluciones de la ecuacion lineal no
newtoniana a(m) ® b = a(n), donde m,n € Z y m # 0, entonces existen soluciones
que no pertenecen a Z,. Esto permite introducir el conjunto de niimeros racionales no
newtonianos, €l cual se define como

Qo ={a(n) @ a(m) e Ry |n,m e Zym # 0}
:{am)

a(m)

o € Ry

n,meZymiO}.

Una vez mds, por construccion se sigue que Z, C Q,. Como conclusién, se tiene que
N, c Z, € Q, C R,.

El nimero «(0) permite separar R, en dos subconjuntos. Sea a € R,, arbitrario. Se
dice que a es un niimero real no newtoniano positivo si a = a(0), a es un niimero real
no newtoniano negativo si a < a(0) y, finalmente, a es un niimero real no newtoniano
sin signo si a = a(0). Lo anterior justifica la descomposicion R, = R} U R, U {a(0)},
donde R} = {a € Ry |a > a(0)} y R, = {a € Ry | a < @(0)}. Se llamard a R}
el conjunto de niimeros reales no newtonianos positivos y R, el conjunto de niimeros
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reales no newtonianos negativos. Ademds, se llamard a R} = R} U {a(0)} el conjunto
de niimeros reales no newtonianos no negativos. De las definiciones se desprende que
N, c R y que N, U {a(0)} c R?}.

Se establece ahora la relacién que existe entre la suma y multiplicacién de nimeros
reales newtonianos con respecto a la @-suma y la a-multiplicacién de ndmeros reales no
newtonianos.

Sean ay,as,...,a,; € Ry. Usando (1.1a) se observa que

a1 ® ar = a(a™(a1) + a ' (a2)),
a1 & ar ®az =ala(a(@ " (a1) + @ (a2))) + a ' (a3))

=a(a(a1) + o (a2) + @' (a3)),

aadard---da, = a(a/_l(al) + a_l(az) + -+ a_l(am)).

La férmula anterior se puede simplificar si se considera la notacién de a-sumatoria:
Q Q Q
“Yiak=a1 ®ax & --- & ay, con lo cual se observa que

ai ar =« (i a_l(ak)) . (1.2)

k=1 k=1

Se sigue que la @-suma de los primeros m nimeros naturales no newtonianos cumple:

QZ a(k) =a (@) .

k=1

Se muestra por induccion matematica la igualdad anterior. Se emplea la notaciéon P(a(m))
para denotar el cumplimiento de (1.2). Se observa que el resultado es valido para el primer
ndmero no newtoniano, es decir, se cumple P(a(1)): a(1) = a(%). Luego, se supone
que el resultado es vdlido para m = k, es decir, se supone que es valido

Pla(®):a() & a) b & alk) = a (@) ,

y se muestra que el resultado es vélido para m = k + 1, es decir, se muestra que se cumple

Plak+1):a(1)&a) & - & ak) dak+1) ZQ(W)_

2
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Por hipétesis de induccion, se obtiene la siguiente suma

k(k+1)
2

=ala™! (a' (@)) +a  (a(k + 1)))

=a M+(k+1))

a()®a)® - +ak)dalk+1)=a )éa(k+1)

2
k(k+1)+2(k+1))
2

(k+1)(k+2)
)

Por lo tanto, se cumple P(a(k + 1)). Esto muestra que P(a(m)) es verdadero para todo
a(m) € IN,.

De la misma manera, usando (1.1c) se puede comprobar que paraay, as, ..., an, € Ry
se tiene

a1 © ar = a(a ' (a1) - @ (a2)),
a1 ® a ® a3 = ala (a(a N (a)) - @ (a2)) - @ (a3))

=a(e N(a) - a (@) - a N (a3)),

[e%

a1 Oard--Sap=ale (@) e (a) - a (an)).

Una vez més, la férmula anterior se puede simplificar si se considera la siguiente notacion:
[°3 [°3 a .
“Hleak =a; ©ay ®©--- O a,;, con lo cual se obtiene

aﬁ ay = a(ﬁ a/_l(ak)) . (1.3)
k=1 k=1

Como caso particular, se observa que la a-multiplicacion de los primeros m nimeros
naturales no newtonianos, es decir, el a-factorial de a(m) que se denota por a(m)!,
cumple:

a(m)! = l_[a(k) = a(m!).
k=1

Siparacadaa € R, y a(m) € IN, se denota por a®" la correspondiente a (m)-ésima
potencia de a, entonces se obtiene una expresion para a®” por a-multiplicar m-veces el
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ndmero real no newtoniano a consigo mismo, es decir,

a®@ = a4 &a=ala(a) e Y(a)) = a((e(a))?),

a® =@ § g =a((@ N (a))? () = a((e(a))?),

a®m = g@m=-0 & 4 = ()z((cy_l(a))m_1 . a_](a)) = Q((a_l(a))m)’

por lo tanto,
a®™ = o((e " (a))™), meN. (1.4)

La expresién (1.4) permite observar que a®) = a(a~'(a)) = a, y que si @~ (a) # 0,
entonces a®©) = a(1). Por otra parte, se observa que a®") = a((a~'(a))™!), es decir,
a®=D es el inverso multiplicativo de @ € R,. Esto permite reescribir el punto (b4) al
emplear a®~1 en lugar de a((a'(a))™!):

) a a®Y =a"D 6 a = (1) paratodo a € Re.

Como aplicacién de (1.2) y (1.4) se obtienen algunas férmulas en el conjunto R,, que
son conocidas en el conjunto R. Por ejemplo, si a € R, es tal que a~'(a) # 1, entonces
la a-suma geométrica finita cumple

N m o) 1 - (a,—l(a))m+l)
Za —a( l-ala) |’

k=0

Vamos a mostrar la identidad anterior por induccién matematica. Para el primer ndmero
no newtoniano, se tiene

1-(a"a)?\  [((U-aa)(1+a'(a)
I—a'(a) )‘“( T—a(a) )

a(1+a(a))

a(e ' (a(1) +a ' (a)

=a(l)&a

= a0 & g0,

P(a(1)) : a(

Se supone que el resultado es vélido para m = k, esto es

-1 k+1
P(a(k) : a®@ & a®D & ... & qo®) = ¢ 1-(a” (a)™ ’
1 —al(a)

y se muestra que el resultado es valido param = k + 1:

a a @ 1 — -1 k+2
Plak+1):a*® & a*D & ... & gk = a( (@™ (a)) ) .

1 -al(a)
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Asi

@ & g0 & ... & 4o § gatkrD)

. 1 —1(7;1_(1621);“) & q@k+D)
_ - k+
oo (a (1 l(jyal_(lcz)a)) 1)) .\ a_l(aa(kn)))

o
1 -al(a)

)) + a_l(a((a_l(a))k“)))

. 1 _l(iy;l_(lfl()cz))k+l + (a_l(a))kH)
1 - (a,—l(a))kﬂ s (Cl'_l(a))k+1 _ (a,—l(a))k+2)
1 —al(a) 1-al(a)
_ 1= (a,—l(a))k+2)
B al(a) |’

Asi el resultado es valido para m = k + 1. Por lo tanto, P(a(m)) es verdadero para todo
a(m) € N,.
Sia,b € R,, entonces se comprueba que

(a®b)*™ =a((a'(a) +a”' (b))")

y, como consecuencia, el desarrollo de un a-binomio de Newton cumple la siguiente

relacién
m

a m\, kg —
(a by = o (Z ()o@ 1(b>)k) .
k
k=0

Una consecuencia adicional que resulta de la representacion (1.4), es que paraa € R,
y m € NN, la ecuacién no newtoniana b*"™ = g admite la solucién b = a( ¥a~'(a)), lo
cual se puede verificar directamente por sustitucion. Esto permite introducir la a (m)-ésima
raiz de a € Ry, la cual se denotada por X/a” y se define como

Ka" =a ( \/ma‘l(a)) . (1.5)

Se observa de la expresion (1.5) que cada valor de la a(m)-raiz §/a” de a € R, depende
del valor de la m-ésima rafz {/a~!(a) de a~'(a) € R. En particular, si en (1.5) se elige
m = 2, entonces las dos a-raices cuadradas de a € R, son: & va* = a(—a"'(a)) y
Va® = a(al(a)).

Con el mismo método se introduce el a-valor absoluto de a € R, denotado por |a|,,
y que satisface |a|, = Vae@" = a(la~(a)|). En tal caso, se define

laly = a(la” (a)]). (1.6)



Propiedades algebraicas y topoldgicas de RR,, 13

Si se considera a € R, arbitrario, entonces se obtiene de la representacion (1.6) la
definicion de la funcién a—valor absoluto | - |, : R, — R, definida por

a, sia > a(0),
lale = 3 @(0), sia =a(0),
@(0) &a, sia<a0).

Se describen ahora dos propiedades en R, que se desprenden de la definicién de
a-valor absoluto.

(c1) |la © bly = |ale O |b|y para todo a, b € R,. Basta observar que de la definicién de
a-multiplicacién y de (1.6) se obtiene

la & blo = a(la™!(a) - &' (B)]) = a(la” (a)] - la”" (b))
=a(e (a(la” (@)]) -  (a(le” (D))
=a(la” (a)]) 6 a(la™ (D)) = lala © [ba-
(c2) |a & bl < |ale & |b|y para todo a, b € Ry,. Para ver que esto es asi, sean a, b € Ry,.
Entonces
la & blo = a(la”'(a & b)) = a(la™ (a) +a ' (b))).

Si se aplica la funcién a~! en ambos lados de esta desigualdad, se observa lo siguiente:
a(la & bl,) =l (a)+a 1 (b)| < |la ' (a)| + |a~(b)| y, como & es una funcién

inyectiva, se obtiene que

a(la”! (@) + o™ (b))
a(a (a(la™ (@) +a  (a(la™ (D))
a(le” (@) & a(la™ (D)) = lale & |blo.

la & bl

VA C/AC

Los puntos (c1)—(cz) implican las siguientes propiedades en R,. Sean a,b € R,
arbitrarios. Se observa primero que |a & b|, > a(0), pues esta desigualdad no newtoniana
es equivale a la desigualdad newtoniana |a~'(a) — @~ !(b)| > 0. Ademds, es claro que
la & bl, = a(0) si, y sélo si, @ !(a) — a~!(b) = 0, es decir, si y s6lo si, a = b. Por
otra parte, se puede comprobar de forma directa que |a & b|, = |b & al,. Ademais,
la & cle < la & bly & |b & cl|y para todo a, b, ¢ € Ry, lo cual se obtiene de (cp) y de
observar que

@édb)dbEc)=al@ (@adb)+a'(bé0))

=a(e N (a)-a () =abec.
Finalmente, se observa que |a & b|, € R}, lo cual se desprende de la representacién (1.6)

y de notar que: |a & b|, = a(Ja~'(a) — @~'(b)|). Esto permite introducir una propiedad
adicional en R,,.
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(c3) Lafuncién p,: Ry X Ry — R, definida por
pa/(a»b) = |aéb|a” a’beRa’

induce una métrica en R,,, que satisface para todo a, b, ¢ € R, las siguientes propie-
dades:

() pala,b) = a(0).
(1) po(a,b) = a(0) si, y sélo si, a = b.
() po(a,b) = pe(b,a).
(1v) pala,c) < pala,b) & pa(b,c).
Como consecuencia de (c3) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1.6. El conjunto de niimeros reales no newtoniano R, puede ser considerado
un espacio métrico bajo la métrica p,, definida por

pala,b) =la & bl, = a(la™' (a) —a™! (b)]). (1.7)

El espacio métrico (Rq, pe) es llamado espacio métrico no newtoniano y p, es llamada
métrica no newtoniana.

Sien R se considera la métrica estdndar p: R X R — R, es decir, la métrica definida
por p(by, by) = |by — by|, entonces se observa de (1.7) que

pala,b) = a(p(a'(a),a”' (b)), a,b € R,.

Se establecen algunas propiedades sobre la topologia en R,,. Para este fin, se supone
que a y b son elementos arbitrarios de R, tal que a < b.

(d1) Sea (a,b), = {x € Ry | a < x < b} un intervalo abierto no newtoniano en R,
Este conjunto se identifica en R con el conjunto de nimeros ! (x) € R tales que
a~!(a) < a7 (x) < a7 (b). De esta manera

(a,b)e = a((@”'(a),a”'(b))).

(d2) Sea [a,b]y, = {x € Ry | a < x < b} un intervalo cerrado no newtoniano en R,.
Este conjunto se identifica en R con el conjunto de nimeros a~!(x) € R tales que
a~!(a) < a7 '(x) < @' (b). Por lo tanto

[a,b]e = a([a™' (a),a”" (B)]).

(d3) Sea By(a,€) = {x € Ry | po(x,a) < €} una bola abierta no newtoniana de centro
a € R, yradio € > a(0). Six € B,(a, €), entonces se comprueba que la desigualdad
pa(x,a) < eequivaleen Raa'(a) —a'(e) < a'(x) < a”l(a) + a'(e). Se
sigue que

By(a,€) = a(B(a™'(a),a”' (€))).



Conceptos basicos de matrices no newtonianas 15

(ds) Sea By(a,€) = {x € Ry | po(x,a) < €} una bola cerrada no newtoniana de centro
a € R, yradio € > a(0). Six € B,(a, €), entonces se observa de forma andloga que
pa(x,a) < eequivaleen Raa~'(a) —a () < @' (x) < @' (a) + @~ (¢€). Luego

Bo(a,€) = a(B(a™'(a),a”'(e))).

1.3. Conceptos basicos de matrices no newtonianas

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales es uno de los conceptos fundamentales
en el dlgebra lineal dado que aparecen en una gran cantidad de problemas, ya sea de indole
tedrico o practico. Por ejemplo, en la estadistica cuando se quiere aplicar una regresion
lineal a un conjunto de datos, se debe resolver un sistema de ecuaciones para hallar los
pardmetros de la funcién que mejor los aproxime, cominmente una linea recta.

Conjuntamente se emplean las matrices y vectores para representar, operar € interpretar
mads facilmente la informacion de un sistema de ecuaciones.

1.3.1. Operaciones no newtonianas con matrices
Se comienza con algunas definiciones.

Definicién 1.1. Un a-vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n
ndmeros escritos de la siguiente manera:

bl a(f)

M2 a(1f2)
a(n) =a = . .

n (1)

Definicion 1.2. Una a-matriz es un arreglo rectangular de m X n nimeros dispuestos en
m renglones y n columnas, es decir,

ajl ap - daiy a(an) aap) --- aain)

a axp -+ ay a(az) al(axn) --- aaz)
a(A) =a . . . = . ) .

aAml Am2 - Aamn Q’(Clml) a’(amZ) e a/(amn)

Definicién 1.3. Sean «(A) = («(a;;)) y @(B) = (a(b;;)) dos a-matrices de tamafio m xn.
La a-suma de «(A) y a(B) denotada por a(A) & a(B) es la a-matriz a(C) = (a(cij))
de tamafio m X n tal que a/(c;;) = a(a;;) & a(b;j).

De la definicién 1.3 se sigue la @-suma de a(A) y a(B) es la a@-matriz a(C) que se
obtiene de sumar los componentes correspondientes de @(A) y a(B).

Es conveniente en ocasiones emplear la notacion a(A),,x, para denotar que el tamafio
de la a@-matriz a(A) es m X n.
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Ejemplo 1.4. De la definicién de @-suma de a@-matrices se sigue que si

a(3) a(l)]’ a(B):[a@) a(—l)],

M =102) a@) «(-2) a(3)

entonces la a-matriz @(C) = a(A) & a(B) se obtiene de la siguiente manera

_a@B) a()| o | @(2) a(-1)

“(C)‘[a@) a(4) @[m—z) a(:s)]
3 a(3) & a2) a(l) & a(-1) _|a(5) «(0)
Tl b a(-2) a@) daBB) | |a0) a(D|"

Ahora que se a definido un @-vector columna y una a-matriz parece natural extender
la definicion del a-producto de una a-matriz a(A);x, y el a-vector a(n),x; tal como se
hace en el dlgebra lineal. En tal caso, el producto satisface la siguiente propiedad:

la(an) alan) - a(am) a ()
«(A) B a(n) = Q(G.tzl) CY(C'lzz) - alaz) 8 (I(ﬁz)
_a(anl) alap) - alap) a (1)

[a(ain) © a(i) & a(arn)

- - ) a(ar,) o} a(7,)
a(az) © a(f) © a(axn)

O () & & :
O () © -+ & alaz) © a(h,)

_a'(anl) 6 a'(ﬁl) éé a'(anZ) 6 (ﬁZ) éé T é a'(ann) é a’(ﬁn)
La expresion anterior se puede simplificar si se emplea la féormula (1.2):

«(A) & a(n) = a(az) © a(f) & a(an) D - & a(an) © a(hy)

((a11) © a(h) ® aan) & (H) & -+ & a(ai) & a(h,)
© (f2) & -~
@(an) © a(in) & alan) & () & - & alam) O al(fn)

a(anf +apif + -+ aiuis)
a(anf + axnia + -+ + axnijy)

_a'(anlﬁl + apfy + -+ - + apniin)

anf +apf + -+ api
a1 + axniy + -+ - + axyi

a

anlﬁl + an2ﬁ2 +---+ annﬁn
a(An).
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Por lo tanto, podemos concluir que el a-producto de una @-matriz @(A),x, y un a-vector
a(n)nx1 cumple la siguiente identidad:

a(A) © a(n) = a(Anp). (1.8)
Con esta misma idea, pero de modo mas general, se define el a-producto de @-matrices.

Definicion 1.4. Sean a(A),x, = (a(a;i;)) y @(B)uxn = (a(b;;)) dos a-matrices. El a-
producto de @(A) y a(B), denotado por a(A) & a(B), es la a-matriz a(C) = (a(cij)),

donde
o n n
a(cij) = Za'(ail) O a(by) =a (Z air - blj) :
I=1 I=1
El siguiente ejemplo ilustra la definicién anterior.

Ejemplo 1.5. De la definicién de a-producto de a-matrices se sigue que si

a3 a(l)
“(A)‘[a@) a(4)

_[e® (-1
=[G )|

entonces la a-matriz @(C) = a(A) © a(B) se obtiene de la siguiente manera

[a(1) @ (2)
WO =142 al-1)

o la(3) a(-2)
G[a(l) a(l)]

[ a(1) ©aB) @ a2) Oa(l) a(l)da(-2) & a(2) O a(l)
a(2) ©a3) a(-1) S a(l) a2) ®a(-2)&a(-1) 6 a(l)

[ a(3) & a(2) a(-2) & a(2)
| (6) & a(-1) a(-4) & a(-1)

[@(3+2) a(-2+2)
a(6-1) a(-4-1)

(@ (5)  a(0)
a(5) a(=5)

El siguiente ejemplo muestra un caso particular de una propiedad interesante que
cumple el a-producto de dos matrices no newtonianas.

Ejemplo 1.6. Se supone que

a(ay) a(az)
a(apn) a(axn)

a(A) =

_|a(bn) a(ba)
- aw = |2 ),



18 Nociones basicas del calculo no newtoniano

entonces el a-producto a(C) = a(A) © a(B) cumple la siguiente identidad similar a

(1.9):
& [a(bn) Cl(bzl)]
a(brp) a(bn)

a(ay) a(az)
a(az) a(axn)

a(C) = [

_ |@(anbi +anbiz) alanba +axnbrx)
a(apnbi +axnbiz) alanbs +anbn)

:a(

= a(AB).
El ejemplo anterior permite concluir, empleando induccién, que para matrices a(A) y
a(B) de tamafio n X n, se cumple la siguiente identidad que extiende (1.9):

a@(A) & a(B) = a(AB). (1.9)
En particular, se sigue que @(A) © a(A) = a(A?), a(4) & a(A) & a(A) = a(A3) y, en
general, que el a-producto de la a-matriz @(A) consigo misma n veces, lo cual se denota
como a(A)*™, cumple

a(A)*™ = a(A) & - & a(A) = a(A").

aprbiy +axbix aiba +azxbxn
apbi1 +axbiy annb +axnby

n-veces

Ejemplo 1.7. Simplificar la siguiente expresion

a3)  a(l) a(=D]"®  Ta)
n=\|a2 a4 a?) O | a2
a(-1) a(-1) a(l) a(-3)
Observemos algunos casos particulares. Con a(n) = a(1) se tiene
a(3) a(l) a(-1) a(l) a(2) 1
a2) a4 a@) |6 |la@)|=|a@) |=a|2]|2]].
a(=1) a(-1) a(l) a(3) a(-6) -3

Con n = 2 se tiene

a(3)  a(l) a(-1) a(3)  a(l) a(-1) 10 6 ©
a2) a@ a2 |6|a) a@d) 2 :a/( 12 16 12).
a(-1) a(-1) a(l) a(-1) a(-1) a(l) -6 -6 2

Por lo tanto, se tiene que:

10 6 6 a(l) 10 6 6][1
all12 16 12||&|e@) |=a||12 16 12]]2
6 -6 2 a(=3) -6 -6 2|]-3

1
=al|4|2]].
-3
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Se puede comprobar por induccién que para n = k se tiene

a3 a(l) a(=D]"®  Ta) 1
a2)  a@) a2 S| a@) | =2k 2
a(-1) a(-1) a(l) a(=3) -3

En particular para n = 25 se obtiene

1
n=al2®]2
-3
Definicion 1.5. La a-matriz identidad de tamafio n X n es una matriz a(/,) cuadrada tal
que a(a;;) = a(0) sii # j,ytal que a(a;;) = a(l),sii = j; es decir,

a(l) a(0) --- a(0)
(D) = 0/(:0) oz(:l) a(:O) .
a(.O) a/('O) a/('l)

Definicién 1.6. Se dice que una @-matriz a(A) de tamafo n X n es invertible si, existe una
a-matriz a(B) de tamafio n X n tal que

a(B) & a(A) = a(A) © a(B) = a(l). (1.10)
Si una matriz a(A) es invertible, su inversa se denota por ar(A)*(=1.

De acuerdo con la propiedad (1.9), se sigue que si una matriz a(A) de tamafio n X n
posee inversa a(B) de tamafio n X n, entonces la identidad (1.10) se puede reescribir de
forma equivalente como

a(BA) = a(AB) = a(l).

Esta observacion, y la inyectividad de la funcién generadora @, permite concluir que si
a(A) posee inversa a(B), entonces la matriz newtoniana A posee inversa B, y viceversa.
Por consiguiente, se sigue que si a(A) posee inversa a(B), entonces (B) = a(A™!). Se
tiene asi la siguiente relacion:

a(A)* D) = (4™, (1.11)
Ejemplo 1.8. Sea
_a(l) a(2) a3 a(=2)
“(A)‘[au) a(S)]’ B == e |

Luego, si se hace el producto de estas matriz se obtiene

a(3) & a(-2) a(-2) & a(2)
a(3) & a(-3) a(-2) & a(3)

a(A) & a(B) = [ [“(1) “(O)] .

a(0) a(l)

Por lo tanto, la matriz a(B) es la matriz inversa de la matriz a(A). Asi a(B) = a(A™") y
se cumple @(A) © a(A™") = a(A™") & a(A) = a().
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Capitulo 2

Conceptos de calculo diferencial no
newtoniano

2.1. Polinomios no newtonianos

Considere en el calculo tradicional una funcién f: R — R definida por:
f(x) = aix + ao, 2.1)

la cual tiene como representacion grafica una linea recta. Ahora bien, si se expresa en el
calculo no newtoniano una funcién lineal que describa una “linearecta” con las operaciones
definidas en R,, entonces se debe considerar la siguiente funcién f,: R, — R, que
transforma valores no newtonianos en valores no newtonianos:

fala(x)) = a(ar) 6 a(x) & a(ap). (2.2)

En este caso, la funcién lineal (2.1) describe una recta en el cdlculo tradicional y la funcién
lineal (2.2) describe una recta en el cilculo no newtoniano.

Para observar la relacién que existe entre las funciones (2.1) y (2.2), se observa la
siguiente propiedad que se obtiene de la definicién de las operaciones (1.1a)—(1.1d) en
Re:

a(a)) © a(x) & alap)

a(e N (a(ar) o (@(x)) & a(ag)
a(a1x) ® a(ao)

a(a” (a(aix)) + ' (a(ao)))

= a(aix + agp).

Ja(a(x))

De la representacion anterior se establece que, si se consideran las funciones lineales
f:R—> Ry fi: Ry = R, definidas en (2.1) y (2.2), entonces se cumple la siguiente
identidad

Ja(a(x)) = a(f(x)). (2.3)

21
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Esta identidad se ilustra en el diagrama siguiente

@(x) € Re —I% 3 a(f(x)) € Ra

xeR f > f(x) e R

Ejemplo 2.1. Una funcién lineal en el célculo tradicional podria ser la funcién lineal
f(x) = 3x+4. Si ahora se considera la misma funcién, pero no newtoniana, esta se expresa
como f,(a(x)) = @(3) ® a(x) & a(4), lo cual, de acuerdo con (2.3), es equivalente a

Ja(a(x)) = a(f(x)) = a(3x +4).

Como caso particular, si se elige a(x) = exp(x) para cada x € R, entonces se tiene
fexp(exp(x)) = exp(3x +4) = exp(3x) exp(4).

En la figura 2.1 se comparan las graficas de ambas funciones.

40

30

201 i -~ foxp(exp(x))

: —  f®

10 -

-10 |-

_20 L | | |

Figura 2.1. Grificas de f(x) y fexp(exp(x)).

Una consecuencia adicional que resulta, es que si se considera el polinomio

P(x) =ax" + -+ aix + ao, (2.4)

con coeficientes aop,...,a, € Ryn € IN, y a la par, si se define un a-polinomio en la
variable a(x) € R, como la siguiente expresion

Po(a(x)) = a(ay) & a(x)*™ & - & a(a)) 6 a(x)*V & a(ap), (2.5)
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entonces se cumple una relacién andloga a (2.3). Esto se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. Para todo par de polinomio P: R — Ry P,: Ry — Ry como en (2.4)
v (2.5), se cumple la siguiente igualdad:

Py(a(x)) = a(P(x)). (2.6)
Demostracion. Se observa primero que
a(ag) = a(ag) & a(1) = a(ag) & a(x)*,

con lo cual (2.5) se puede expresar como

n

Pa(a() = ") alar) & a(0)™®.

k=0
Asi, de acuerdo con (1.2), se tiene

n
a

PQ(Q’(X)) = a(ak) (‘5 a/(x)a'(k)
k=0

=a a_l(a/(ak) o) a/(x)a(k)))

bl

S

o

=« a_l(a(ak -xk)))

>~

S

o

=« a 'Xk) = a(P(x)),

=~
[«

cumpliéndose asi la igualdad. m|

El resultado de la proposicion 2.1 se ilustra en el siguiente diagrama

a(x) € Ry —% 5 o(P(x)) € Ry

xeR i

> P(x) e R

Ejemplo 2.2. Se requiere hallar la ecuacién de la recta [, que toca la gréfica de la funcién
fula(x)) = a(x)*?@ & a(1) en el punto @(2) y que tiene una pendiente m, = a(4).

De la igualdad (2.6), se tiene que la funcién se puede expresar de forma equivalente a
fa(a(x)) = a(x? + 1). Por lo tanto, si se considera la funcién f(x) = x> + 1, entonces la
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ecuacion de la recta [ que toca la gréafica de esta funcién en el punto x = 2, tiene pendiente
m =4y ordenada y = f(2) = 5. Tal recta se describe por

[:y-5=4(x-2),
o bien
[:y=4x-3.
Asi, la ecuacion de la recta [, = (1), se expresa como:
lo a(y —4x +3) = a(0),
o bien
lo :a(y) =a(4) O alx) & a(3).

Si se considera el @-generador a(x) = In(x) parax € R* y a~!(x) = exp(x) para x € R,
entonces en la figura 2.2 se muestra la situacién descrita, donde fi,(In(x)) = In(x>+ 1) y

gm(In(x)) = In(4x — 3).

— Jfin(In(x))
1 --- gm(In(x))

Figura 2.2. Grificas de las In-funciones fi,(In(x)) = In(x*> + 1) y gin(In(x)) = In(4x - 3).

2.2. Algunas funciones no newtonianas

En general, la expresion (2.3) invita a pensar como se pueden definir funciones tales
como exp, (@(x)), sin, (a(x)), cos,(a(x)), entre otras, empleando series de potencias.
Para esto es necesario introducir conceptos tales como sucesiones de nimeros, sucesiones
de funciones, y criterios de convergencia.

En el cdlculo tradicional se conoce que una sucesion {a,},cy de nimeros reales es
convergente a un numero real A, si para cada € > 0 puede determinarse un entero positivo
N (que depende de €) con la siguiente propiedad:

la, — A| <€,
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siempre que n > N, véase Apostol (1976).
Paralelamente podemos definir la convergencia de una sucesién de nimeros reales no
newtonianos.

Definicién 2.1. La sucesion {b,},cv de nimeros reales no newtonianos es convergente
a un nimero no newtoniano B, si para cada a(e) > a(0) puede determinarse un entero
positivo N (que depende de a(€)) con la siguiente propiedad

1Dy S Bl, < a(e),
siempre que n > N.

Ejemplo 2.3. Se conoce que la sucesion {a, } e definida por a,, = % converge a Cero en
el calculo newtoniano, es decir, para todo € > 0 existe N € N tal que |% -0 = % <€
siempre que n > N.

Si se considera la sucesion {b,},cw de nimeros reales no newtonianos definida por

b, = %w, se debe esperar que tal sucesién converge a a(0). En efecto, se observa que

(i)

Otra nocién que se considera en el célculo tradicional es el relacionado con la con-
vergencia uniforme de una sucesién de funciones. Una sucesion de funciones { f;, } ,ew s
uniformemente convergente a una funcién f en un conjunto S, si para cada € > 0, existe
un entero positivo N tal que n > N implica |f,(x) — f(x)| < € para cada x € S, véase
Apostol (1976).

Al trasladar este concepto al cdlculo no newtoniano, surge la siguiente:

para cada a(€) > a/(0), si se elige n > N, entonces

1

o(l) & =a (;) < a(e),

ma © a(0)

a (1) 6 a(0)
n

a a @

teniendo asi el resultado.

Definicion 2.2. Una sucesién de funciones {fy}new, converge uniformemente a una
funcién f,: S, € Ry — R, si para cada a(e) > a(0) puede determinarse un entero
positivo N (que depende de a(¢€)) tal que n > N implica

| fon(@(x)) © fala(x))lo < a(e) paracada a(x) € So.

Abhora bien, un criterio para determinar la convergencia uniforme en el cdlculo tradi-
cional es la condicién de Cauchy, la cual sefiala que una sucesién de funciones { f;, } e
converge uniformemente a una funcién f en un conjunto § si, y solo si, se cumple que
para todo € > 0 existe un entero positivo N (que depende de ¢€) tal que m,n > N, im-
plica | f,,(x) — fu(x)| < € para cada x € S, véase Apostol (1976). Una formulacién no
newtoniana del resultado anterior se concentra en el siguiente:
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Teorema 2.1 (Condicién de Cauchy para la convergencia uniforme). Una sucesion de
funciones { fy n}newN converge uniformemente a una funcion f, en un conjunto S, si, y
solo si, para todo a(€) > a(0) existe N € N tal que para m,n > N se cumple la siguiente
relacion

| fam(@(x)) & fan(@(x)la < @(€) para cada a(x) € Sa. 2.7

Demostracion. Se supone que la sucesion { fo.»}new, converge uniformemente a la fun-
cién f,, luego dado a(€) > a(0), existe un entero positivo N tal que si n > N, entonces
| fon(@(x)) & fola(x))]|e < a(5) para cada a(x) € S,, asi que si m,n > N, entonces

| fam(@(x)) & fan(@))la < | fna(@(x) & fala(®))]e & |fo(a(x) & frala(x))la
= | fam(a(x)) S fa(a@(x))la é | fan(a(x)) S fa(@(x))la

Za(9) da(s) =a(§+9 =ale).

para cada a(x) € S,, es decir, la sucesion satisface (2.7).
Se supone ahora que { fo. }ne satisface (2.7) con a(5) S «(0), es decir,

| fa,m (@ (x)) S Jan(@(x))]a < a’(%)’ (2.8)

para m,n > N, esta ultima desigualdad es valida para cualquier @(x) € S, es decir, para
cada a(x) € S, fijo, la sucesion {f, (@ (x))},en es una sucesion de Cauchy y, por lo
tanto, convergente; esto es, para cada a(x) € S, existe f,(a(x)) tal que {f, (@ (X)) }new
converge a f,(a(x)). Regresando a (2.8), se fija m > N y se toma el limite n — oo,
obteniendo

[fam(@(x)) & fala(x)]a < a(5) < ale).

para cualquier m > N, lo anterior significa que {f, (@ (x))}nmew converge a f,(a(x))
para cada a(x) € S,. O

El resultado anterior nos permite definir funciones que se definen mediante series de
potencias de nimeros no newtonianos, tal como el andlogo a la funcién exponencial en el
célculo tradicional, es decir, la funcién exp, (@ (x)).

. . K .
Ejemplo 2.4. Se conoce que la serie 3, 77 converge uniformemente para cadax € R a
la funcién exp(x) en el célculo tradicional, es decir, para todo € > 0 existe N € IN tal que

si m,n > N entonces
m. nok

RNy

k=0 k=0

< E.

Un pensamiento natural nos lleva a suponer que si se considera la serie no newtoniana

(o)

N a(k)
YD e e R,

1N @
o a(k!)
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esta converge a una funcién f,: R, — R,. En efecto, basta con demostrar que para cada
a(e) > a(0), puede determinarse N € N tal que si m,n > N, entonces

m k
PRI

k=0 7 k=0 '

En tal caso para m,n > N, se tiene
1Sm(@(x)) & Sp(a(x)]e = a(le™ (Su(@(x))) — ™ (Su(a(x)])

:a( _IH_ZH) < a(e).
n a/(x)(r(k)

k=1
Por lo tanto, la serie no newtoniana ¢}’ k=0 o (kT converge uniformemente a una fun-
ciéon no newtoniana f,: R, — R,. Esto permite definir la funcién a-exponencial no
newtoniana como:

k

o0

_a a(x)“(k)
exp, (@(x)) = ,;;W“’ a(x) € Ry. (2.9)

Se observa que:

(o] n

ax a(x)*® e a(x)*®
= E =  _ 2
@) =2, Ty T e
n a(k) ook
= lim oY o (ma)):h’ma( —)
n—oo (kZ:(:) (l’(k') n—oo =0 k!

Q(L%Zk—k)a(ik—k)

a(exp(x)).



28 Conceptos de calculo diferencial no newtoniano

Esto muestra la relacidn que existe entre la funcién exponencial en el cdlculo newtoniano
y la funcién a-exponencial no newtoniana, lo cual se resumen en el siguiente diagrama:

@(x) € Ry ——2% 4 o(exp(x)) € Ry

xeR P > exp(x) € R

Observacion 2.1. En ocasiones se suele emplear la notacién eg(x)

a-funcién exponencial exp,, ((x)).

para designar a la

Los casos de estudio anteriores permiten formular el siguiente resultado que incorpora
los casos ya discutidos.

Teorema 2.2. Si la serie },,° , a,x" converge uniformemente sobre un conjunto S C
R a una funcion f: R — R, entonces la a-serie “}, >~ a(ay) A a(x)®™ converge
uniformemente sobre S, = a(S) a una funcion f,: Ry, — R,. Ademads, se cumple la
identidad

fe(a(x)) = a(f(x)), x€S.

Demostracion. Sea a(€) > «(0) arbitrario, es decir, € > 0. Por hipdtesis, la serie
2oy anx" converge uniformemente para cada x € R, luego por el criterio de Cauchy
se tiene que existe N € IN tal que si n, m > N entonces

m n

Zakxk - Zakxk < E.

k=1 k=0
En tal caso, basta demostrar que para a(€) > a(0), si n, m > N entonces
m n
a Z apxk - Z ax*|] < a(e).
k=1 k=0
Considere la sucesion de sumas parciales definida como
n

S, (a(x)) = “Za(ak) & a(x)*® ) a(x) € S,.
k=1
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Note lo siguiente
m

Su(a(x) = ") ala) & a(x)*®

k=1

=« Zn:a_l (a(ak) o) oz(x)a(k)))
k=1

= Z a Ya(ar) & Cl(xk)))
k=1

n
=« Zak-xk ,

k=1

Luego para n,m > N se puede escribir

1Sn(@(0) & Sy(@(@)la = @ (Jo™ (Sn(a() - o~ (S(a())

:a(

Por lo tanto, la a-serie de potencias “ ), a(a,) & a(x)®™ converge uniformemente
sobre S, = a(S).
Por otro lado, observe que

m

n
Zak-xk— ak-xk
k=1

k=1

) < a(e).

(o)

fua@) = S et & ey ®

n=1
k
¢4 a
= lim a(a) & a(x)*™
k—o00 |
k
= lim « (Za_l(a(an) o) oz(x)"(”)))
k—o00 |
n
= lim « (Zak -xk)
k—o00 P
n (o)
= a/(h’m Zak -xk) = a( ag -xk) =a(f(x)).
k=i k=1
Esto muestra que se cumple la igualdad f, (a(x)) = a(f(x)). O

El teorema 2.2 permite concluir que toda funcién en el cédlculo tradicional que se
admita una representacion mediante serie de potencias, permite definir una a-funcién que
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es uniformemente convergente. El siguiente diagrama resume este resultado:

a(x) € R, L} a(f(x)) € Ry

xeR f > f(x) e R

Con este precedente, se puede emplear el procedimiento anterior para obtener otras
funciones que se definen mediante series de potencias no newtonianas. Con ello se puede
definir, por ejemplo, las siguientes funciones a-trigonométricas:

= La funcién a-seno: sin, (a(x)) = a(sin(x)), a(x) € R,.
= La funcién a-coseno: cos,(a(x)) = a(cos(x)), a(x) € R,.
= La funcién a-tangente: tan, (a(x)) = a(tan(x)), a(x) € R,.

Se puede comprobar que con las operaciones no newtonianas, la siguiente identidad
respecto a las funciones @-seno y a-coseno es cierta:

sin?® (a(x)) & cos®? (a(x)) = a(1), a(x) € Ra,.
Se verifica que esto es asi:

sing ) ((x)) & cosy? (@(x)) = (@™ (sing (¢(x))))*) & (@™ (cosa(@(x))))?)
= a((a™' (sing (@(x)))?) + (@' (cosq (@(x)))?)
= a(sin?(x) + cos?(x)) = a(1).
Una de las identidades importantes en el cdlculo tradicional es la que permite deter-

minar la suma de dngulos: sin(x + y) = sin(x) cos(y) + sin(y) cos(x). Se comprueba que
estd también se cumple en el cdlculo no newtoniano.

sing (@ (x)) O cosq(a(y)) & sing(a(y)) & cosq(a(x))
= a(a” (sing(a(x))) - @' (cosq (@(y))))
& a(a™! (sing(a(y))) - @' (cose (@(x))))
= a(sin(x) - cos(y)) & a(sin(y) - cos(x))
= a/(sin(x) - cos(y) + sin(y) - cos(x))
= sing (a(x + y)) = sing (a(x) & a(y)).

Por lo tanto,

sing (@(x) & a(y)) = sing(@(x)) & cosa(@(y)) & sing(a(y)) © cosq(a(x)).
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Las tres identidades trigonométricas principales del dngulo doble que se cumplen
en el cdlculo tradicional, a saber, sin(2x) = 2sin(x) cos(x), cos(2x) = 1 — 2sin®(x) y
tan(2x) = 2tan(x)/(1 — tan?(x)), también son vilidas en el cdlculo no newtoniano. Se
muestra Unicamente que la primera identidad es vélida, las otras dos se obtienen de forma
andloga. En efecto:

@(2) O cosg(a(x)) O sing(a(x))
= a(a” ' (@(2) - @' (cosa(a(x))) & sing(a(x)))
a(2 - cos(x)) O sing (a(x))
= a(a " (@(2 - cos(x))) - @ (a(sin(x))))
= (2 - cos(x) - sin(x)) = a(sin(2x)) = siny (@(2) & a(x)).

Por lo tanto,
sing (@(2) & a(x)) = a(2) O cosq(a(x)) O sing (e (x)).
Por dltimo se tiene la siguiente identidad

tan, (a(x)) & tan, (a(y)) 3 a(tan(x) + tan(y))
a(1) & tany (a(x)) O tany (a(y))” (1 - tan(x)) & tang (@ (y))"
_a(tan(x) + tan(y))
(1 —tan(x) - tan(y))“
3 tan(x) + tan(y)
|1 -tan(x) - tan(y) )
= a(tan(x + y)) = tany (a(x) & a(y)).

Asi, se cumple la identidad

tan, (@ (x)) & tan, (a(y))
a(1) & tang (a(x)) © tang(a(y)) "

tang (a(x) & a(y)) =

Ejemplo 2.5. Si se considera el a-generador definido por a(x) = exp(x) parax € Ry
a~'(x) = In(x) para x € R, entonces las exp-funciones trigonométricas Sinexp (exp(x)),
COSexp(exp(x)) y tanex,(exp(x)) tienen los siguientes valores en x = 7:

» Sinexp(exp(r)) = exp(sin(n)) = 1.
" COSexp(€xp(m)) = exp(cos(m)) = el = %
®» tanep(exp(m)) = exp(tan(m)) = 1.

En la figura 2.3 se observan estos valores, asi como las graficas de las exp-funciones
trigonométricas consideradas.
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5 | |
4 | N .
— Sinexp (exp(x))
31 - - == COSexp(exp(x))
s | - tanexp(exp(x))
1 | |
0 B | | | | | |
-6.28 -3.14 0 3.14 6.28

Figura 2.3. Representaciones graficas de las siguientes exp-funciones trigonométricas
Silexp (€Xp(x)), COSexp (eXp(X)) y tanexp (exp(x)).

2.3. Derivada de una funcion no newtoniana

En este apartado se consideran funciones no newtonianas f,: [a,b], — R, como
aquellas que se analizaron en el apartado anterior, es decir, funciones no newtonianas que
satisfacen la igualdad f,(a(x)) = a(f(x)) para alguna funcién f: [a,b] — R.

Definicién 2.3. Se dice que f,: [a,b], — R, es a-diferenciable en a(x) € [a, b], siel
limite
o J(@() & a(h) O fo(a(x))
1im s
a(h)—a(0) Ck(h)

existe. En tal caso, la a-derivada de f, en a(x) € [a, b], es denotada por

Zx_df“(a(x)) _ gy Jele®) éa(h) & fa(a(X))a‘ 2.10)

a(h)—a(0) oz(h)

Es conveniente obtener una expresion alternativa para determinar la derivada de una
funcién no newtoniana. Para este fin, se observa que para una funcién f, : [a,b], — Re
existe f: [a,b] — R tal que f,(a(x)) = a(f(x)) paratodo x € [a, b], entonces

fo(@(x) & a(h) 6 fula(x)) _ ala' (fula(x) & a(h) —a ' (fula(x))))
a(h) ‘o a(h) “
_ (a“ (fo(@(x) & a(h)) - o' (fula(x)))
= h
_ (f(x+ h) — f(x))
= h s
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por lo tanto, empleando la continuidad de la funcién a se puede expresar (2.10) como

fala(x) & a(h) & fo(a(x))

aq o
g fele) =" Clim

a(h)—a(0) a(h) ¢
Ly (f(x +h) - f(x))
= l1mm «
h—0 h
. (Hm flx+h) - f(x))
h—0 h
= (%f(x)) .

Como resultado de lo anterior, se obtiene la siguiente expresion para la @-derivada de una
a-funcion no newtoniana f, en a(x) € [a, b],:

“d d
T fala(x) =a (af(x)) . @1

Esta formulacién nos permite derivar funciones simples y obtener expresiones para la
a-derivada de la suma, producto y cociente de funciones que son a-diferenciables.

Ejemplo 2.6. Se considera la funcién f,(a(x)) = a(x)*™ con a(n) € N,, en este caso

a(x +h)*™ & a(x)e™

aq e
S fal@@) = lim

a(h)—a(0) a(h) ¢
_ om a((@ ' (a(x+h))") 6 a((@ ! (a(x))")
a(h)—a(0) a(h) ¢
_ oy a((x+h)") & a(x")
a(h)—a(0) a(h) ¢
_ ey a((x+h)" —x")
B a(h)ig(O) a(h) ¢
- m e (M)
a(h)—a(0) h
=« (}111_1{(1) W) = a(nxn—l).

Adicionalmente, se observa el siguiente procedimiento
a(nx") = a(@ (a(n) - (@(x" ")) = a(n) & a(x" )
=a(n) & a((e”(@()))") = a(n)a(x)*"Y,

por lo tanto,
S fola () = a(ma) .
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Ejemplo 2.7. La expresion (2.11) permite verificar la validez de la siguiente derivada:
para la funcion sin, (a(x)) se tiene

od d .
. sing (@ (x)) = @ (a sm(x))
= a(cos(x)) = cosy(a(x)).

Dada la experiencia anterior, se pueden verificar las siguientes propiedades.

Teorema 2.3. Si g,, hy: [a,b]s — R, son a-diferenciables en a(x) € |a, b],, entonces
go(@(x)) & hy(a(x)) también es a-diferenciable en a(x) € [a, by y

a a

d o d . d
— (8a(@() & ho(@(x)) = Tga(@(x)) & Zha(a().

Demostracion. Se observa primero que existen dos funciones g, i: [a, b] — R tales que
ga(a(x)) = a(g(x)) y he(a(x)) = a(h(x)), de donde, de la definicién de a-suma se
sigue que go (@(x)) & ho(a(x)) = a(g(x) + h(x)), paratodo x € [a, b] y, por lo tanto, se
tiene lo siguiente

a

od (ga(@(x)) & he(a(x))) = a (%g(x) + %h(x))

dx
=a (%g(x)) &« (%h(x))

d o 4d
= 8a(@(®) & Thy(a(x).
lo cual muestra el resultado. O

Teorema 2.4. Si g,, hy: [a,b]ls — R, son a-diferenciables en a(x) € |a, b],, entonces
go(@(x)) & hy(a(x)) también es a-diferenciable en a(x) € [a, by y
od d ad

o (8a(@(x)) © ho(a(x))) = gala(x)) & I el (x)) & ha(a(x) O 8 (@),

Demostracion. Existen dos funciones g, h: [a,b] — R tales que g,(a(x)) = a(g(x))y
he(a(x)) = a(h(x)) vy, por lo tanto, de acuerdo con la definicién de @-multiplicacién se
sigue que go(a(x)) O ho(a(x)) = a(g(x)h(x)), para todo x € [a, b] y, por lo tanto, se
tiene lo siguiente

@

d N d
2 (60 @) & h(a0) = o g h0) |

= (st 3000 + o fra a0

=« g(x)%h(x)) &« (h(x)%a/_lg(x))

a
@

= 4a(0(1) & ha(@(1) & ho(@(x) & g (@ ()

lo cual muestra el resultado. O
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Teorema 2.5. Si g,: [a,b], — R, es una funcion diferenciable en a(x) € [a,b], con
8a(a(x)) # @(0), entonces:

ad
aq a(l) 0 o agw(a’(x))
W gata® "0 C g @
Demostracion. Podemos escribir
d d
ad (1) ~ d 1 ~ ag(x) (0 & ag(X)
a@ammﬁ‘“&ﬂﬁﬁ)‘ T |70 e
d a
a[gew) )
— OO G T ey
Teniendo asi el resultado. O

Ejemplo 2.8. Se quiere encontrar la ecuacién de la recta tangente ¢, a la grifica de
fola(x)) = 380 en el punto (a(a), %a) con a(a) # a(0).
La funcién se puede expresar en la forma

X

1
Ja(a(x)) = a( ) :
Se conoce que la pendiente de 7, es

ed B o a(l)
afa(a(a)) =a(0) © W(y,

en tal caso, la recta tangente se expresa como:

s L )
te ra(y) © a(a)(z =a(0) © a(a)a(z)a

Por otra parte, es claro que

© (a(x) & a(a)),

wiam a L) =a(-L) 6 @t a.
a a

ta:a(y—l)zaf(—iz-(x—a)).
a a

Aplicando a~! en ambos lados de la igualdad anterior, se obtiene que

1 X 1
fiy-——=——>+-,
a a a

y, por lo tanto,

es la recta tangente a la funcién f(x) = )lc en el célculo tradicional.
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Se termina este apartado con la siguiente observacion.

Observacion 2.2. Sea f,: [a1,b1]e X+ X [an, by]oe — Ry una funcién a-diferenciable
en a(x;) € [a;, b;], para la cual existe una funcién f: [aj, b] X -+ X [a,, by] — R tal
que fy(a(xy),...,a(x,)) = a(f(xy,...,x,)) para cada x; € [a;, b;], entonces se puede
definir la a-derivada parcial extendiendo la a-derivada y mostrar que

;—ifa(a(m), cona(x)) =a (é%if(xl, .. ,xn)) ,

2.4. Maximos y minimos de una funcién no newtoniana

En lo que sigue se supone que I, = [a(a), @(b)], es un intervalo en R,,.

Definicién 2.4. Sea f,: I, — R, una funcién no newtoniana. Un punto a(x) € I, es un
punto maximo de f, en I, si

fo(a(x)) 2 fula(y)),
para todo a(y) € I,.

Teorema 2.6. Sea f,: I, — R, una funcion. Si a(xy) es un punto maximo o minimo de
foenlyy fy es a-diferenciable en a(x), entonces

S futatao) = a(0).

La demostracion se sigue de las propiedades de la derivada no newtoniana ya mencio-
nadas y de la inyectividad de la funcién a.

Definicion 2.5. Una funcién no newtoniana f,: I, — R, es una funcién a-creciente en
I, siparaa(x),a(y) € I, cona(x) < a(y) setiene f,(a(x)) < fy(a(y)). Andlogamente,
f. es una funcién a-decreciente en I, si para a(x), a(y) € I, con a(x) < a(y) se tiene

fola(x)) > fo(a(y)).

Corolario 2.1. Sea f,: 1, — R, una funcion no newtoniana a-diferenciable sobre 1. Si
adfa(a/(x)) S a(0) para todo a(x) € 1,, entonces f, es a-creciente en dicho intervalo. Si

% fo(a(x)) < a(0) para todo a(x) € 1,, entonces f, es a-decreciente en dicho intervalo.

Ejemplo 2.9. Considere la funcién f,(a(x)) = a(x)*® & a(8) & a(x) & a(1). En-
cuentre el valor maximo o minimo.

Recuerde que se cumple f,(a(x)) = a(f(x)) = a(x®> — 8x + 1), si resolvemos la
ecuacion %a( f(x)) = a(0) se tiene el punto maximo @ (4).



Capitulo 3

Una aplicacion del calculo no
newtoniano: la regresion polinomial

En este capitulo se comparan algunos tipos de regresiéon polinomial en el célculo
newtoniano y en el cdlculo no newtoniano: la regresion lineal, regresion cuadratica,
regresion cubica, y en general, la regresion polinomial mediante un polinomio de grado
n. Estos son métodos que se emplean para realizar inferencia estadistica. De manera
mads especifica, dada una coleccién de datos (x1,y1), (x2,¥2), ..., (X, Ym), €l problema
consiste en buscar un polinomio y(x) = A; + fax + H3x> + - - + f,x" de gradon < m — 1
que aproxime de la mejor manera tales datos.

En este trabajo serdn de interés tres casos particulares de regresion polinomial. Cuando
n = 1, el polinomio describe la linea recta y(x) = 7j; + 7jox, y la aproximacién polinomial
es llamada regresion lineal. Cuando n = 2, el polinomio representa la parabola y(x) =
A1 + Hax + H3x2, y la regresién polinomial es llamada regresion cuadrdtica. Finalmente,
cuando n = 3, el polinomio representa una funcién ctibica y(x) = ; + fox + fi3x% + Asx°,
y la regresion polinomial es llamada regresion cubica. En la figura 3.1 se ilustran estos
casos particulares.

~ ~ ~
= | | = L i = L |
e o N
B > B
| | |
X X X
(a) Regresion lineal. (b) Regresion cuadratica. (c¢) Regresion ctibica.

Figura 3.1. Casos particulares de regresion polinomial
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En el caso de la regresion lineal, se obtiene informacién sobre la asociacién de dos
variables, una independiente, denotada por x, y otra dependiente, denotada por y, la cual
se describe por la relacion y(x) = 7j; +7j,x. Este proceso se distingue de otras pruebas para
realizar andlisis de datos preliminares y predecir tendencias futuras, ya que se propone
una recta que puede describir la tendencia de los datos. La misma perspectiva se obtiene
si se requiere aproximar por una curva cuadritica y(x) = 7i; + fox + f3x> 0 por una
ctibica y(x) = | + fax + fH3x? + fizx>. Mds adelante se discute este tipo de regresiones y,
finalmente, una aproximacion por una funcién polinémica.

3.1. Regresion lineal

El método de regresion lineal es una herramienta estadistica muy ttil dado que permite
determinar el grado en que la variable independiente influye en la variable dependiente, es
decir, cuando se quiere conocer la relacion entre dos variables, por ejemplo, en economia,
en medicina o biologia, por mencionar algunas.

Se supone que se tiene una coleccidn finita de datos, digamos, (x1, y1), (x2,¥2), - - -
(Xm>Ym), Y que y es una variable aleatoria con distribucion normal tal que su media
u(x) = Hy + frx y su varianza o> son desconocidas. En tal caso, el problema consiste
en hallar una funcién que aproxime de la mejor manera estos valores, para lo cual, se
contempla como caso particular una recta y(x) = 7j; + fox. Es importante sefialar que
este proceso se realiza bajo el supuesto E[y] = u(x) y Var(y) = o2. Esto significa que el
valor promedio de la variable dependiente se puede expresar como una funcion lineal de
la variable explicativa.

3.1.1. Regresion lineal newtoniana

Si se considera que la funcién que mejor aproxima estos valores se describe por
y(x) =10 +Aix +e,

El problema consiste en hallar el valor de las pardmetros 77 y 77, a fin de obtener la recta
de regresion. Estos valores se estiman por el método de minimos cuadrados, donde e se
considera como una variable aleatoria distribuida normalmente con media cero, desviacion
estdndar o, la cual es llamada error. Este valor explica la variabilidad entre la respuesta
observada y la respuesta media.

La idea consiste en minimizar el error medio cuadrético:

m

E(i i) = » (v — (71 +ioxe))’.
k=1

Dado que este es un problema de optimizacion, el procedimiento se basa en derivar con
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respecto a 17 y 72, € igualar a cero dichas derivadas, es decir:

) =-2 Z(yk — 11 —aXxg) =0

aE 71,12) = ZZ(yk — A1 — fakxy) (=Xxy) =

k=1

De lo anterior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

m m
Z)’k =ni + 12 ZXk,
=1 =1

Zkak —mZXk +7722

Este sistema se puede representar de modo matricial:

donde
[ n Z’lek] :[m] b:[ ’,?zlyk]
PIARE TS YA 7 | S vk |
De lo anterior se puede obtener la solucién explicitamente como

k= lxkzk 1Yk — le? 1xkykzz1=1xk
an 1xk (Zk 1xk)
n Zzl:] XkYk — Zk:1 Xk Zkzl Yk
nZZ’:Mi = (X4 x6)?

E)
1

>
o
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3.1

Existen diversas maneras de verificar que efectivamente, el modelo proporciona un
buen ajuste en el momento de explicar (predecir) la variable respuesta. Bdsicamente, son
medidas sobre la bondad del ajuste, y se cuantifica como el porcentaje de variabilidad
de la respuesta que consigue ser explicada por el modelo ajustado. Una de estas es el
coeficiente de determinacién R2. Con el objeto de obtener su definicidn, introducimos las

variabilidades siguientes:

» Suma total de cuadrados: Mide la variabilidad total de las observaciones:

SST = > (3 = 9%,
k=1
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= Suma total de cuadrados del error: Representa la variabilidad residual que queda sin
explicar por la linea recta de regresion:

m
SSE = Z(yk — 1)
=1

= Suma total de cuadrados de la regresion: Cuantifica la cantidad de variabilidad en
las observaciones y; explicada por la linea recta de regresion:

m
SSR =" (i - 7).
k=1

Se satisface la siguiente igualdad
SST = SSE + SSR.

El coeficiente de determinacién se expresa como

_SSR . SSE

R? -
SST SST

(3.2)
Se cumple que 0 < R? < 1, un valor cercano a 1 implicard que buena parte de la varianza
es explicada por la recta de regresion, por otro lado, un valor cercano a O significard
que pricticamente toda la variabilidad de los datos queda sin explicar por la recta. El
estadistico R? se debe emplear con precaucion, pues tiende a estimar de forma optimista
el ajuste de regresion. Siempre incrementa a medida que aumenta la dispersion de las x
y decrece cuando disminuye esta dispersién. Asf un valor grande o pequefio de R? puede
ser tan sélo el resultado de que x haya variado. Se debe tener presente que aunque R? es
grande esto no necesariamente implica que el modelo de regresion sea un predictor exacto.
Para corregir esta medida de bondad de ajuste se emplea el estadistico R? ajustado a fin
de enmendar esta sobreestimacién siempre que el coeficiente R? ajustado sea menor que
R?, ver Montgomery et al. (2006).
En los siguientes ejemplos se muestra esta situacion.

Ejemplo 3.1. En la tabla 3.1 se muestra la relacién que existe entre las horas que se
trabajan en una empresa, las cuales se denotan por xy, x3, . . ., X209, ¥ las correspondientes
unidades de un producto, las cuales se denotan por yi,ys,..., y20, los cuales han sido
tomados de Bilgehan (2015). Con esta informacion, se desea buscar la recta

y(x) =701 + 7x,

que mejor aproxime los datos que se han descrito.
Se aplica un modelo de regresion lineal simple en el cual la recta que mejor ajusta los
datos es:
y =2.97+0.001x.
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n | Horas (x,) Produccién (y,)
1 10 2.87
2 20 2.80
3 30 2.89
4 40 2.90
5 50 3.00
6 60 3.06
7 70 3.11
8 80 3.16
9 90 3.20
10 100 3.13
11 110 3.26
12 120 3.27
13 130 3.27
14 140 3.32
15 150 3.30
16 160 3.00
17 170 3.11
18 180 3.13
19 190 2.99
20 200 2.82

Tabla 3.1. Datos del ejemplo 3.1.

El valor de R? fue de 0.07428 , lo que significa que el 7.4 % del cambio de la produccién
puede ser explicada por las horas trabajadas.

En la figura 3.2 se muestran los datos (xi, y1), (x2,y2), ..., (x20, y20) y la recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de regresion lineal.

3.4 T T T T T T T
3.3
3.2
3.1

3
2.9
2.8

2-7 | | | | | | |
-20 10 40 70 100 130 160 190 220

X

y(x)

Figura 3.2. Aproximacion lineal de los datos newtonianos del tabla 3.1 del ejemplo 3.1.

En el ejemplo anterior se ha mostrado un caso particular en el que el coeficiente 77, en
la recta y(x) = 71 + fjox es pequefio. El siguiente ejemplo muestra el caso opuesto.
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Ejemplo 3.2. En la tabla 3.2 se muestran mediciones de la relacién que existe entre la
concentracion de madera contenida en la pulpa a partir de la que se elabora papel (madera),
las cuales se denotan por xi,x7,...,X18, y la resistencia (en términos de tensién que
soporta) del papel resultante, y que se denotan por yi, ya, ..., yig. Con esta informacion,
se desea buscar la recta

y(x) =71 + fjox,

que mejor aproxime los datos que se han descrito.

n | Maderax, Tensiény,
1 1.5 11.1
2 2.0 20.0
3 3.0 24.0
4 4.0 26.1
5 4.5 30.0
6 5.0 33.8
7 5.5 34.0
8 6.0 38.1
9 6.6 39.9
10 7.0 42.0
11 8.0 46.1
12 9.0 53.1
13 10.0 52.0
14 11.0 52.5
15 12.0 48.0
16 13.0 42.8
17 14.0 27.8
18 15.0 21.9

Tabla 3.2. Datos del ejemplo 3.2.

Se determina la ecuacion de la regresion lineal y se obtiene:
y = 1.39x + 25.12.

En este caso, el valor de R? fue de 0.2173, lo que significa que el 21.73 % del cambio de
la resistencia del papel puede ser explicado por concentracion de madera con la que se
elabora el papel.

En la figura 3.3 se muestran los datos (xi, y1), (x2,y2),..., (x18, y18) y la recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de regresion lineal.

3.1.2. Regresion lineal no newtoniana

En este apartado se observa que ocurre si la idea de una regresion lineal se traslada al
calculo no newtoniano. Por lo tanto, dada una coleccién de datos, digamos, (@ (x;), a(y1)),
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O | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 3.3. Aproximacion lineal de los datos newtonianos del tabla 3.2 del ejemplo 3.2.
(a(x2),a(y2)), .. ..(a(xy),a(yn)), se considera el problema de aproximar estos por una
a-funcidn de la forma
Ye(@(x)) = a(@) & a(in) & a(x),
o de manera equivalente, de acuerdo con la expresion (2.3), la @-funcién
Yo(a(x)) = a(fi +72x).

En tal caso, se considera el a-error cuadratico

(IZ (Q’(yk) < (a(ﬁl) & a(hr) o) a,(xk)))(l(Z)
k=1

@ (Z(yk - (1 + ﬁzxk))z) ,

k=1

Eq(a(n1), a(f2))

y se plantea el problema de buscar su @-valor minimo posible. Calculando las @-derivadas,
de acuerdo con la observacién 2.2, e igualando a a(0), se tiene

YOF,
on

(a(f1),a(h)) = a (—22 vk = (11 + ﬁzxk))) = a(0),
=1

YOF,
o1

(a(f1),a(2))) = @ (—22 vk = (11 + ﬁzxk)xk)) = a(0),

k=1

El sistema de ecuaciones anterior se puede reescribir como a(M) © a(n) & a(b) = a(0),

o de manera equivalente,
a(Mn) = a(b),
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de donde se concluye que los pardmetros resultantes en R solo se trasladan a R, esto es:
. X2 1yk Dby XkYk D1 Xk
a(fi) =« . ,
h Zk 1 k (Zk 1 Xk)

nzll?lxk)’k_zk lkak lyk)
Z:k 1 k (Zk 1xk) '

(3.3)

a(fz) = a (

El @ coeficiente de determinacién se considera como a (R)®(?). Para ver su definicion,
necesitamos introducir las variabilidades siguientes:

= Suma total de cuadrados:

m
a(SST) = “ 3 (a(y) & ()" = a (Zm -5 )
k=1
= Suma total de cuadrados del error:
o m
a(SSE) =" ) (a(yi) & a())"? = @ (Zm - yk>)
k=1
= Suma total de cuadrados de la regresion:
@ m m
a(SSR) = ") (a(31) & a()" (Zm - y)z) :
k=1 k=1

Se cumple la siguiente relacién
@(SST) = a(SSE) & a(SSR) = a(SSE + SSR).

El a-coeficiente de determinacidn se expresa como

a(R?) =

@(SSR) _ (1_SSE). (3.4)

a(SST)“ SST

Se cumple que @(0) < a(R?) < a(1), un valor cercano a a(1) implicard que buena parte
de la varianza es explicada por la recta de regresion, por otro lado, un valor cercano a a(0)
significard que pricticamente toda la variabilidad de los datos queda sin explicar por la
recta.

Ejemplo 3.3. Se consideran para la regresion lineal no newtoniana, los datos correspon-
dientes no newtonianos del ejemplo 3.1, es decir, se consideran los datos (a(x;), a(y1)),

(a(x2),a(y2)), ..., (@(x20), @(y20)), donde los datos (x1, y1), (X2, y2), - - ., (x20, y20) son
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descritos en la tabla 3.1. Como caso particular, se considera la funciéon a(x) = In(x) para
x € R*.

El primer paso consiste en aplicar el logaritmo a los datos de la tabla 3.1, con lo cual
se obtienen los valores trasladados al plano Rj,, como se muestra en el tabla 3.3.

Abhora bien, el valor de los pardmetros también se obtiene como sigue:

In(7;) = In(2.97) = 1.09,
In(#,) = In(0.001) =& 6.90.

Con estos valores, es posible calcular un modelo de regresion lineal simple, en el cual la
recta que mejor ajusta los datos es:

ym(In(x)) = 1.09 & (6.90) & In(x)
= In(2.97 + 0.001x).

En este caso, el valor del In-coeficiente de determinacién ajustado In(R?) corresponde
al valor In(0.07428). Notemos que en este caso es mds dificil dar un porcentaje de
aprobacion del cambio de la produccién que puede ser explicada por las horas trabajadas,
pues el modelo proporcionard un buen ajuste cuando In(R?) esté lo més cercano a In(1),
mientras que el modelo proporcionard un mal ajuste cuando In(R?) esté los mds cercano
posible a In(0), jpero dicho valor no existe! Por lo tanto, cualquier valor de In(R?) siempre
estard mas cerca de In(1).

En la figura 3.4 se pueden observar los valores correspondientes del conjunto de
los In-datos (In(x),In(y;)), (In(x2),In(y32)), ..., (In(xz9),In(y20)) que se obtienen de
los correspondientes datos (xi, y1), (x2, y2), ..., (x20, y20) del tabla 3.1, y la In-recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de In-regresion lineal.

1.28 T T T T I I I
1.24
1.2
1.16 0° 8
1.12
1.08
1.04 ° o
1 [ -
0.96

T T T
S
| |

T
(o]
L

yin(In(x))

| | | | |

| |
2 245 29 335 38 425 47 515 5.6
In(x)

Figura 3.4. Aproximacion lineal de los In-datos de la tabla 3.3 del ejemplo 3.3.
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n | Horas (In(x,)) Toneladas (In(y,))
1 2.30 1.05
2 2.99 1.02
3 3.40 1.06
4 3.68 1.06
5 391 1.09
6 4.09 1.11
7 4.24 1.13
8 4.38 1.15
9 4.49 1.16
10 4.60 1.14
11 4.70 1.18
12 4.78 1.18
13 4.86 1.18
14 4.94 1.20
15 5.01 1.19
16 5.07 1.09
17 5.13 1.13
18 5.19 1.14
19 5.24 1.09
20 5.29 1.03

Tabla 3.3. In-datos del ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.4. Se considera ahora la correspondiente regresion lineal no newtoniana que
se obtuvo en el ejemplo 3.2. Por lo tanto, como primer paso, se determina los correspon-
dientes a-datos de la tabla 3.2, es decir, los a-datos (a(xy), a(y1)), (a(x2),@(y2)), ...,
(a(x18), @(y18)). Como caso particular, se considera una vez mas la funcién a(x) = In(x)
parax € R*.

El primer paso consiste en aplicar el logaritmo a los datos del tabla 3.2, con lo cual
se obtienen los valores trasladados al plano Rj,, como se muestra en el tabla 3.4. Ahora
bien, el valor de los pardmetros también se trasladan, es decir,

In(f;) = In(25.12) = 3.224,
In(7j2) = In(1.39) = 0.33.

Asi, la recta que mejor aproxima los datos es

ym(In(x)) = 3.22 & (0.33) & In(x)
= In(3.22 + 1.39x).

En el actual caso, el valor del In-coeficiente de determinacién ajustado In(R?) corres-
ponde al valor In(0.2173). Notemos una vez mads, que en este caso es mds dificil dar un
porcentaje de aprobacién del cambio de la resistencia del papel que puede ser explicada por
la madera, pues el modelo proporcionara un buen ajuste cuando In(R?) esté lo mds cercano
a In(1), mientras que el modelo proporcionara un mal ajuste cuando In(R?) esté los ms
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cercano posible a In(0), jpero dicho valor no existe! Por lo tanto, cualquier valor de In(R?)
estd mas cerca de In(1). En la figura 3.5 se pueden observar los valores correspondientes
de los correspondientes In-datos (In(x),In(y1)), (In(x2),In(y2)), ..., (In(x1g), In(y1g))
que se obtiene de los datos (x1,y1), (x2,¥2),...,(x18,y18) del tabla 3.2 y la recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de In-regresion lineal.

n | Maderaln(x,) Tension In(y,)
1 0.40 2.40
2 0.69 2.99
3 1.09 3.17
4 1.38 3.26
5 1.50 3.40
6 1.60 3.52
7 1.70 3.52
8 1.79 3.64
9 1.88 3.68
10 1.94 3.73
11 2.07 3.83
12 2.19 3.97
13 2.30 3.95
14 2.39 3.96
15 2.48 3.87
16 2.56 3.75
17 2.63 3.32
18 2.70 3.08

Tabla 3.4. Datos del ejemplo 3.4.

4.45 T T T T T T T
4.1
3.75
34
3.05
2.7 a
235} ? 8

2 | | | |
0O 04 08 12 16 2 24 28 32

In(x)

yin(In(x))

Figura 3.5. Aproximacion lineal de los In-datos de la tabla 3.4 del ejemplo 3.4.
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3.2. Regresion cuadratica

Cuando se quiere estudiar la relacién entre las variables puede ser de dos tipos: la
relacion lineal y la relacién no lineal. Se considera que la relacién es lineal si al graficar
los datos se observa una distribucidon de estos alrededor de una linea recta, como se
ha desarrollado en la seccidén anterior. Si la relacion es no lineal, los datos observados
se distribuyen alrededor de una curva y la ecuacion de esa curva se determina a partir
de alguno de los modelos no lineales. En particular la regresion cuadrética es un modelo
alternativo a emplearse cuando en el modelo de regresion lineal no se obtiene un coeficiente
de determinacién apropiado, o bien, cuando se observa que los datos podrian tener un
comportamiento parabdlico

3.2.1. Regresion cuadratica newtoniana

Se desea ajustar una coleccion de datos (x1,¥1), (x2,y2), ..., (X, Ym) pOr una expre-
sién de la forma y(x) = Ay + fox + A3x>, de tal manera que se minimice el siguiente
error

m
A A A A A A 2N\2
E(i1, 2, 3) = ) (vk = (A1 + faxi + 1357)%
k=1
Para minimizar esta funcién, se calculan las derivadas parciales y se igualan a cero, con
lo cual se tiene

OE - o A
=2 (yk — (1 + foxy + 773Xi)) =0
k=1
(9E L o A
—ZZ (Yk — (A1 + Naxp + 773xi)xk) =0,
k=1
oE ., . . -
(1,72 713) = =2 ) (yk = (M1 + Noxi + nsxk)xk) =0.

on3

~
Il
—_

De donde resulta el siguiente sistemas de ecuaciones

m m m

Zyk ni +ﬁ22xk +13 Zxkz,

k=1 = =
iykxk: +7722Xk+7732xk )
i 2zxk+ﬂ3ZXk .
k=1

Este sistema se puede representar de la siguiente formal matricial:

Q’»
|M§

»N
Q’»
ME

k=1

Mn =0,
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donde 7 es el vector de pardmetros a estimar, y

n Z;anl Xk ZT:] x2 M Z;{nzl Yk
M = Zg:mé Zg}lx; Zgzlx . n=|m|, b= Zgzlym; .
kel Xp 2upe1 Xy 2ape1 Xy 3 k=1 YkXg

Ejemplo 3.5. En los resultados del ejemplo 3.1 se observa que una linea recta no es la
mejor opcidn para aproximar los datos, asi que retomando los valores en la tabla 3.1 se
realiza la pertinente regresion cuadrética.

Se considera la siguiente matriz M y vector b como:

20 2100 287000 61.59
M = | 2100 287000 44100000 |, b =]6532.60].
287000 44100000 7226660000 889796

Apoyandose en la representacion matricial Mn = b, el vector 5 representa los pardmetros
que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el siguiente producton = M~'b,

en consecuencia:
2.63

n=| 00103
~0.00004

Por tanto la ecuacién de la regresion cuadratica es:
y = 2.63 + 0.0103x — 0.00004x°.

La estimacion del coeficiente R? resulté de 0.5624, lo que denota que el 56.24 %, del
cambio de la produccién puede ser explicada por las horas trabajadas. Notoriamente el
coeficiente de determinacion obtiene un valor mas alto y por tanto una regresion cuadratica
€s mas conveniente para este ejemplo.

En la figura 3.6 se muestran los datos (xy, y1), (x2,y2), ..., (x20, y20) ¥ la recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de regresion lineal.

Ejemplo 3.6. De los resultados del ejemplo 3.2 se infiere que un modelo de regresion lineal
no es la mejor alternativa para aproximar los datos, asi que reanudando la informacién de
la tabla 3.2 se procede con la regresién cuadratica.

La matriz M y vector b son:

18 137.1 1335.31 643.2
M= 137.1 1335.31 1494737 |, b =|5304.29
1335.31 14947.37 181538.66 51712.71

Apoyandose en la representacion matricial Mn = b, el vector 5 representa los pardmetros
que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el siguiente producton = M~'b,

en consecuencia:
-7.85

n=|12.04].
~0.64
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34 T T T T T T T
331
32
3.1

3
291
2.8

2.7
-20 10 40 70 100 130 160 190 220

X

y(x)

Figura 3.6. Aproximacion cuadrética de los datos newtonianos de la tabla 3.1 del ejem-
plo 3.1.

La ecuacion de la regresion es:
y = —7.85 + 12.04x — 0.64x>.

El valor de R? fue de 0.8459, lo que significa que el 84.59 % del cambio de la resistencia
del papel puede ser explicada por concentracion de madera con la que se elabora el papel.

En la figura 3.7 se muestran los datos (xi,y1), (x2,y2),...,(x18,y18) y la recta que
mejor los aproxima, de acuerdo con el método de regresion lineal.

Figura 3.7. Aproximacién cuadratica de los datos newtonianos de la tabla 3.2 del ejem-
plo 3.6.
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3.2.2. Regresion cuadratica no newtoniana

Si se traslada esta misma idea al calculo no newtoniano, entonces se plantea el problema
de aproximar un conjunto de datos no newtonianos (a(x1),@(y1)), (a(x2),a(y2)), ...,
(a(xm), @(y,)) mediante una funcién cuadratica

Yo((x)) = a(f1) & a(z) & al(x) & a(3) 6 a(x)*?,
o de manera equivalente, la a-funcién
Ya(@(x)) = a(@1 +02x +3x%),

de tal manera que se minimice el siguiente error

o . 20\ ®@
2 (o) = @G + e + )

o
@ (Z yi = (1 + faxy + 773Xk)) )
1

Para minimizar esta funcion, se calculan las derivadas parciales y se igualan a @(0), luego

Eq(a(f1), a(12), a(h3))

YOF,
o

(a(fr), a(2), a(f)3)) = a | -2 (yk — (A1 + oxy + ﬁ3xi))) = a(0),

(i), @), a(is) = a | <237 (v~ O + o +ﬁ3xi>xk)) = a(0),

=(a(), (i), a(h3)) = @ | -2

oS
S|
NeERINGERNNSE

o (v = (1 + e + ﬁ3Xi)Xi)) = a(0).

>~
I

1

Este sistema de ecuaciones se puede reescribir como a(M) © a(57) & a(b) = a(0), o de
manera equivalente:
a(Mn) = a(b). (3.5)

Ejemplo 3.7. Se contempla para la regresion cuadrética no newtoniana los datos corres-
pondientes no newtonianos del ejemplo 3.3, estos valores son descritos en la tabla 3.3,
donde como caso particular, se considera la funcién a@(x) = In(x) parax € R*. El vector
a(n) representa los pardmetros que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo
el siguiente producto n = M~'b, en consecuencia:

2.63
In(n) =1n| | 0.0103
0.00004
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Por lo tanto, la ecuacion de la regresidn cuadritica es:
yin(In(x)) = In(2.63 + 0.0103x — 0.00004x?).

En este caso, el valor del In-coeficiente de determinacién In(R?) corresponde al valor
In(0.5624). Notemos que en este caso es mds dificil dar un porcentaje de aprobacion del
cambio de la produccion que puede ser explicada por las horas trabajadas, pues el modelo
proporcionard un buen ajuste cuando In(R?) esté lo mds cercano a In(1), mientras que el
modelo proporcionard un mal ajuste cuando In(R?) esté los més cercano posible a In(0),
ipero dicho valor no existe! Por lo tanto, cualquier valor de In(R?) estd mas cerca de In(1).

1.28 T T T T T T T
1.24
1.2
1.16
1.12
1.08
1.04
1
0.96

yin(In(x))

| | | | |

| |
2 245 29 335 38 425 47 515 5.6

In(x)

Figura 3.8. Aproximacion cuadrética de los datos no newtonianos de la tabla 3.3 del
ejemplo 3.3.

Ejemplo 3.8. Se retoma para la regresion cuadratica no newtoniana los datos correspon-
dientes no newtonianos del ejemplo 3.4, estos valores son descritos en la tabla 3.4, donde
como caso particular, se considera la funcién a(x) = In(x) para x € R*. El vector a(n)
representa los pardmetros que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el
siguiente producto 7 = M~'b, en consecuencia:

—7.85559
In(p) =In|| 12.045
—-0.6491

La ecuacion de la regresion es:
yin(In(x)) = In(=7.85 + 12.045x — 0.64x2).

El valor de In(R?) es de In(0.846), lo que significa que el 84.6 % del cambio de la
resistencia del papel puede ser explicada por concentracién de madera con la que se
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elabora el papel. Notemos que en este caso es mds dificil dar un porcentaje de aprobacion
del cambio de la producciéon que puede ser explicada por las horas trabajadas, pues el
modelo proporcionard un buen ajuste cuando In(R?) esté lo mas cercano a In(1), mientras
que el modelo proporcionard un mal ajuste cuando In(R?) esté los més cercano posible a
In(0), jpero dicho valor no existe! Por tanto, cualquier valor de In(R?) estd mas cerca de
In(1).

4.45 T T T T T T T
4.1} .
3.75

Yin(In(x))

N
G
T

2 | | | |
0O 04 08 12 16 2 24 28 32

In(x)

Figura 3.9. Aproximacion cuadrética de los datos no newtonianos de la tabla 3.4 del
ejemplo 3.4.

3.3. Regresion cibica

Dentro de los modelos de regresiéon no lineales se encuentra el modelo de regresion
polinémica de tercer orden, aqui se enriquece el modelo lineal al aumentar predictores
adicionales, obtenidos al elevar cada uno de los predictores originales a una potencia.
Por ejemplo, una regresion cubica utiliza tres variables, como predictores. Este enfoque
proporciona una forma sencilla de proporcionar un ajuste no lineal a los datos.

3.3.1. Regresion ciibica newtoniana

Se desea ajustar una coleccién de datos (xy, y1), (x2,¥2), ..., (Xm, ym) POr una expre-
sién de la forma y(x) = Ay +flox + fi3x% + fi4x>, de tal manera que se minimice el siguiente
error

m
E(M1,12,13) = Z(yk — (1 + fioxp + H3x7 +1ax))?.
i=1
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Para minimizar esta funcién, se calculan las derivadas parciales y se igualan a cero, con
lo cual se tiene

aE —22 (yk — (1 + X + M35 + 774xk)) 0,
gE M3.14) = 22 ()’k — (1 + foxp + ﬁ3Xiﬁ4x,3()xk) 0,
353 13,74) = 22 (yk — (A1 + Haxg + N3x37ax])x7 ) 0,
37}75:1 71,12, 13, 4) = —2i (yk — (A1 + foxg + ’73xk774xk)xk) —0.

k=1 k=1 k=1 k=1
m m m m m
A 2 A A 4
YiXk =M1 Zxk + Uzzxk + 173 Zxk +n4Zxk ,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
m m m m m
2 A 2 A 3 A 4 A 5
Zykxk =1 Zxk + Uzzxk + 13 Zxk +774Zxk )
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
m m m m m
3 A 3 A 4 A 5 A 6
Zykxk=ﬂlzxk+ﬂzzxk+ﬂszxk +174 ) Xk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Este sistema se puede representar de la siguiente manera matricial:

Mn=0>,
2 3 .
m” Zgzlxg Zgzlxé '/? 1 Uil Zm';?ﬂ Yk
M = an:l xlﬁ k=1 x,§ 211%21 xﬁ 51 1 1§ 0= 2 b= Z;cnzl ykxlg _
2k=1x13< Zk:ﬂ‘ﬁ Zk=1x15< k=1 ’é 3 Z,kn=1 YiX
m m m m A
L=t Xy Zp=1 X Zg= Xy k=1 Xy n4 21 kXL

donde 7 es el vector de pardmetros a estimar.

Ejemplo 3.9. Se retoman los resultados del ejemplo 3.1 donde se tiene que la matriz M
y vector b son:

20 2100 287000 44100000
M= 2100 287000 44100000 7226660000
~ | 287000 44100000 7226660000 1,233, 330,000,000 |’

44100000 7226660000 1,233,330,000,000 216,455,810,000,000
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61.59
b= 6532.6
889796
135783700

Apoyédndose en la representacion matricial My = b, el vector 5 representa los pardimetros
que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el siguiente producton = M~'b,

en consecuencia:
2.78

0.0025
0.000045
-0.0000028

Por tanto la funcién de regresion esta dada por
y = 2.78 + 0.0025x + 0.000045x2 — 0.00000028x°.

El valor de R? fue de 0.8646, lo que significa que el 86.46 % del cambio de la produccién
puede ser explicada por las horas trabajadas.

3.4 T T T T T T T
3.3
321
3.1

3
291
2.8

2.7 | | | | | | |
-20 10 40 70 100 130 160 190 220

X

y(x)

Figura 3.10. Aproximacion cubica de los datos newtonianos de la tabla 3.1 del ejemplo 3.9.

Ejemplo 3.10. Se retoman los resultados del ejemplo 3.2 donde se tiene que la matriz M
y vector b son:

18 137.10 1335.31 14947.37
M= 137.10 1335.31 14947.37 181538.66
© | 133531 14947.37 181538.66  2318608.04 |’

14947.37 181538.66 2318608.04 30601568.75
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643.20
5304.29
51712.71
560599.95

b=

Apoyandose en la representacion matricial Mn = b, el vector 5 representa los pardmetros
que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el siguiente producton = M~'b,

en consecuencia:
10.83

| 1.38
T=10.91
~0.06

Por tanto la funcién de regresion esta dada por
y = —0.0648x> + 0.9184x> + 1.3886x + 10.833.

El valor de R? fue de 0.97, lo que significa que el 97 % del cambio de la resistencia del
papel puede ser explicada por concentracién de madera con la que se elabora el papel.

Figura 3.11. Aproximacion cubica de los datos newtonianos de la tabla 3.2 del ejem-
plo 3.10.

3.3.2. Regresion cibica no newtoniana

Si se traslada esta misma idea al calculo no newtoniano, entonces se plantea el problema
de aproximar un conjunto de datos no newtonianos (a(x1),a(y1)), (a(x2),a(y2)), ...,
(a(xm), @(y,)) mediante una funcién cibica

Yo(@((0) = a() & a(i2) © a(x) & a(z) © a(x®) + a(fas) & a(x),
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o de forma equivalente

Yo (a((x)) = @(H1 + fiax + i3x> + Hax?),

de tal manera que se minimice el siguiente error

m

a
Eq(@(), (i), (), () = 3 (@) = (i + Aoy + A3} + fax)
k=1

)(1(2)

m
=a (Z()’k — (1 + Xk + 37 + ﬁ4xi))2) .
=1

Para minimizar esta funcion, se calculan las derivadas parciales y se igualan a cero, con
lo cual se tiene

YOE
o

“(a(), a(h2), a(f3), a(fs)) = @ —ZZ ()’k — (M1 + faxy + ?73Xk))) = a(0),

YOF,
o

(), @), @) () = @ [=2 3 (e = (1 + o + x| = @ (0),

5 (@) @01, a1, (1)) = a | =2 3 (ve = O + doxi + vt )| = 0(0)

YOE,
014

2
OE, . kz”:’: (
(

(a(f1), a(12), @(f3), @(fs)) = @ ZZ yi = (1 + faxy + ﬁ3x%))€2) = a(0).

>~
Il
—_

Del anterior sistema de ecuaciones se puede reescribir de manera matricial, observe lo
siguiente: a(M) © a(n) & a(b) = a(0)

a(Mn) = a(b)

Ejemplo 3.11. Se contempla para la regresion ctibica no newtoniana los datos correspon-
dientes no newtonianos del ejemplo 3.3 , estos valores son descritos en la tabla 3.3, donde
como caso particular, se considera la funcién a(x) = In(x) para x € R*. El vector a/(1)
representa los pardmetros que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el
siguiente producto 7 = M~'b, en consecuencia:

2.63
In(n) =1n| | 0.0103
0.00004

Por tanto la ecuacion de la regresion cubica es:

ym(In(x)) = In(2.78 + +0.0025x + 0.000045x> — 0.0000028x").
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En este caso, el valor del In-coeficiente de determinacién In(R?) corresponde al valor
In(0.8646). Notemos que en este caso es mas dificil dar un porcentaje de aprobacion del
cambio de la produccién que puede ser explicada por las horas trabajadas, pues el modelo
proporcionara un buen ajuste cuando In(R?) esté lo mas cercano a In(1), mientras que el
modelo proporcionard un mal ajuste cuando In(R?) esté los més cercano posible a In(0),
ipero dicho valor no existe! Por lo tanto, cualquier valor de In(R?) estd mas cerca de In(1).

1.28 T T T T T T T
1.24 a
1.2
1.16
1.12
1.08
1.04
1
0.96

yin(In(x))

| | | | |

| |
2 245 29 335 38 425 47 515 5.6

In(x)

Figura 3.12. Aproximacion cuibica de los datos no newtonianos de la tabla 3.3 del ejem-
plo 3.11.

Ejemplo 3.12. Se contempla para la regresion ctibica no newtoniana los datos correspon-
dientes no newtonianos del ejemplo 3.4 , estos valores son descritos en la tabla 3.4, donde
como caso particular, se considera la funcién a(x) = In(x) para x € R*. El vector a(n)
representa los pardmetros que se quieren estimar, el cual se obtiene de llevar a cabo el
siguiente producto n = M~'b, en consecuencia:

2.63
In(n) =In| | 0.0103
0.00004

Por tanto la ecuacién de la regresion cubica es:
yin(In(x)) = In(10.833 + 1.3886x + 0.9184x% — 0.0648x°).

En este caso, el valor del In-coeficiente de determinacién In(R?) corresponde al valor
In(0.97). Notemos que en este caso es mas dificil dar un porcentaje de aprobacion del
cambio de la produccién que puede ser explicada por las horas trabajadas, pues el modelo
proporcionard un buen ajuste cuando In(R?) esté lo mas cercano a In(1), mientras que el
modelo proporcionard un mal ajuste cuando In(R?) esté los més cercano posible a In(0),
ipero dicho valor no existe! Por lo tanto, cualquier valor de In(R?) estd mas cerca de In(1).
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4.45 T T T T T T T
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Figura 3.13. Aproximacién cibica de los datos no newtonianos del tabla 3.4 del ejem-
plo 3.12.
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Conclusion

Esta investigacion comenzd con el interés de explorar y comprender conceptos y ope-
raciones fundamentales del cdlculo no newtoniano. Posteriormente, se plante6 el objetivo
de integrarlo con otra rama de las matematicas: la estadistica y el modelo de regresion
polinomial. Para ello, se analizaron dos casos especificos aplicando regresiones lineales,
cuadrdticas y cubicas, tanto con el cdlculo tradicional como el no newtoniano, utilizando
especialmente la funcion In-generadora. Cabe sefialar que la vélidez de estos resultados se
debe a que la funcién In es inyectiva.

En los ejemplos estudiados, se observo que en las regresiones cldsicas, el coeficiente
de determinacién permite interpretar en qué porcertaje la variabilidad de la variable
dependiente es explicada por la variable independiente. Sin embargo, al aplicar el cdlculo
no newtoniano con la funcién In-generadora, esta medida de bondad de ajuste pierde su
interpretacién habitual, ya que no es posible que In(R?) tome valores cercanos a In(0),
el cual estd indefinido. La alternativa para evaluar el mejor ajuste es calcular varias
regresiones polinoiales de diferentes In-6rdenes, y la regla es elegir el modelo de tal
manera que In(R?) esté més cercano a In(1).

Los resultados de las regresiones indican que aplicar una transformacién logaritmica
total no es una técnica adecuada si el objetivo es realizar inferencias sobre la variable
en su escala original, es decir, sin transformacion. Pues considerando el coeficiente de
determinacién como medida de bondad de ajuste, se encuentra que este cumple: In(R?) <
In(1), es decir, In(R?) no estd acotado inferiormente. Esto muestra una pérdida de utilidad
del coeficiente de determinacién como criterio para evaluar la eficiencia de la regresion.

Una ampliacién futura de este trabajo podria fundamentarse en estudiar que ocurre
con las pruebas de significancia del modelo de regresion, al estudiar como se transforman
las funciones de densidad de probabilidad correspondientes al cdlculo no newtoniano.
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