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RESUMEN

En esta tesis, consideraremos la clase de las graficas de comparabilidad de reticulas
booleanas truncadas y nos centraremos en analizar la descomposicion en submodulos
irreducibles de la homologia de las gréaficas de clanes de tales graficas. Demostraremos
que los complejos simpliciales asociados a estas gréaficas y sus gréficas de clanes son
homotoépicos por medio de una equivalencia homotoépica equivariante, lo que implica
isomorfismo en sus homologias vistas como representaciones del grupo simétrico.

ABSTRACT

In this thesis, we will consider the class of the comparability graphs of truncated
Boolean lattices and we will focus on analyzing the decomposition into irreducible
submodules of the homology of the clique graphs associated with such graphs. We will
show that the simplicial complexes associated to these graphs and their clique graphs
are homotopic, through an equivariant homotopy equivalence, implying isomorphism in
their homologies viewed as representations of the symmetric group.






INTRODUCCION

En matematicas, al analizar un tema exploramos diversas ramas de estudio que, al
interactuar, revelan conexiones profundas entre diferentes principios. Por esta razon,
comenzaremos revisando en el capitulo 1 algunos conceptos preliminares, iniciando
nuestra travesia con el estudio de la topologia en la secciéon 1.1, donde recordaremos
la definicién y propiedades de una funcién continua. Posteriormente, en la seccion 1.2
estudiaremos el concepto de un grupo G, el cual es un conjunto con una operaciéon
binaria entre sus elementos que es asociativa y garantiza la existencia de un elemento
neutro y de inversos. Estas primeras nociones nos permitirdn abordar el concepto de
funcién homotoépica y espacios homotopicos equivariantes en la seccion 1.3.

En la seccion 1.4 analizaremos las graficas, las cuales son representaciones visuales
que capturan las interconexiones y asociaciones entre elementos. Una grafica GG consiste
de un conjunto finito de vértices y aristas. Nosotros estamos interesados en las graficas
de clanes K(G), donde cada vértice representa un clan, que es una subgrafica completa
maximal en una grafica G, es decir, un conjunto de vértices conectados entre si de
manera que no se puede agregar ningun vértice adicional sin perder la propiedad de que
todos los vértices se relacionen. Los vértices en la grafica de clanes estan conectados
por aristas si los clanes que representan tienen una interseccién no vacia en la grafica
original G.

Dado un grupo G y un espacio vectorial V', diremos que V' es un G-modulo si existe
una funcién G x V' — V', llamada accién, que cumple ciertas propiedades. Si V' es un
G-modulo, entonces un G-submodulo es un subespacio W de V' que es cerrado bajo la
accion de G. Si V' es un G-mo6dulo y no tiene G-submodulos no triviales entonces se
dice que V es irreducible. La descomposicién en submodulos irreducibles se presentara
en la seccion 1.5 y es un concepto importante en diversas ramas de las matemaéticas, ya
que permite descomponer un moédulo més grande en partes més pequenas y manejables.
Esto facilita el estudio y la manipulacion algebraica, haciendo que los célculos sean méas
accesibles.

En la secciéon 1.6, revisaremos los médulos de Specht, estructuras fundamentales
en la teoria de representaciones del grupo simétrico S,. Introduciremos el concepto
de tableros de Young, que son diagramas formados a partir de particiones de enteros.
Posteriormente, definiremos el médulo M?, generado por los tableros de Young, y el
modulo de Specht S*, que se construye a partir de ciertas combinaciones lineales de estos
tableros. Por tltimo, presentaremos teoremas clave que establecen la irreducibilidad de
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los médulos de Specht y su relacion con las clases de conjugacion en S,,.

En el capitulo 2, comenzamos revisando los conceptos de complejos simpliciales, que
establecen un puente entre la combinatoria y la topologia, sirviendo como un medio
para traducir conceptos combinatorios abstractos en estructuras topologicas concretas.
A estos complejos los abordaremos desde dos perspectivas, la abstracta (seccion 2.1) y
la geométrica (seccion 2.2). En términos generales, un complejo simplicial se compone
de un conjunto de vértices y una colecciéon de subconjuntos de vértices denominados
simplejos, los cuales cumplen con la propiedad de ser cerrados bajo inclusion. Esto
significa que si un conjunto es un simplejo cualquier subconjunto de este también lo
es. A una gréfica se le puede asociar un complejo simplicial, donde los vértices de la
grafica son los vértices del complejo simplicial y los simplejos estan determinados por
subgraficas completas, es decir, graficas en donde todos los vértices estan conectados
entre si.

En la seccion 2.3 se presenta el concepto de un conjunto parcialmente ordenado,
o0 copo por su abreviacion, que es un conjunto P equipado con una relacion binaria
< que cumple con ciertas propiedades de orden. A cada copo P le podemos asociar
una grafica G(P), llamada grafica de comparabilidad, donde los vértices de la grafica
son los elementos de los copos y si dos elementos son comparables se unen por una
arista. La asociacion entre un complejo simplicial y un conjunto parcialmente ordenado
se realiza asignando un vértice a cada elemento del conjunto parcialmente ordenado, y
un conjunto de elementos del conjunto parcialmente ordenado forman un simplejo si es
totalmente ordenado.

Las reticulas, abordadas en la seccion 2.5, son conjuntos parcialmente ordenados en
los cuales, para cualquier par de elementos, existe tanto el supremo como el infimo de
dicho par en el conjunto. En general, se tiene que el complejo simplicial de un conjunto
parcialmente ordenado es isomorfo al complejo simplicial de su grafica de comparabili-
dad. Por tanto, a las reticulas les podemos asociar un complejo simplicial de la manera
en que ya hemos descrito y podremos trabajar con su gréafica de comparabilidad.

Por otra parte, una manera efectiva de introducir el dlgebra en el estudio topologico
es a través de la homologia. En la seccion 2.4 se discutira la homologia de copos, y en la
seccion 2.6 se tratara la homologia de complejos simpliciales. Siguiendo el enfoque previo
donde asociamos complejos simpliciales a reticulas, ahora extendemos este vinculo y
asignamos a los complejos simpliciales una sucesiéon de espacios vectoriales conocida
como la homologia del complejo simplicial.

Finalmente, en el capitulo 3 se presentaran nuestros resultados, aplicando la teoria
desarrollada en los capitulos anteriores y las nociones introducidas en la secciéon 3.1.
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La inspiracion para esta investigacion proviene del estudio del teorema de Solomon
(Solomon, 1968), mencionado por M. Wachs en (Wachs, 2007). Este teorema establece
que para todo k < n, se cumple la siguiente relacion:

Hyopor (BE) 225, SE10),
donde (k,1"*) es una particion de n y S®"™") denota el modulo de Specht corres-
pondiente a dicha particiéon. El teorema nos habla de la descomposicion en submodulos
irreducibles del médulo sobre el grupo simétrico dado por las homologias de complejos
simpliciales asociados a la reticula booleana truncada, denotada como BE, que es una
reticula que consiste de los subconjuntos del conjunto [n] = {1,2,...,n} de tamano al
menos k ordenados por inclusion.

No obstante, otros investigadores también han trabajado en la descomposicién en
submodulos irreducibles de otras homologias, tal es el caso de S. Bouc (Bouc, 1984),
quien ha establecido una descomposiciéon en submoédulos irreducibles del médulo sobre
el grupo simétrico dado por las homologias de complejos simpliciales M,, construidos a
partir de ciertas graficas, llamadas graficas de emparejamiento. El teorema de Bouc, fue
abordado previamente en una tesis de maestria por un colega (Campero, 2021) donde
presentd la descomposicion en submodulos irreducibles de los médulos de homologia
asociados a los complejos simpliciales de la grafica de emparejamientos y de la gréfica
de clanes de la grafica de emparejamientos, para valores particulares de n.

La contribucién principal de este trabajo se encuentra en la secciéon 3.3, consiste
en analizar la homologia de las graficas de clanes de las graficas de comparabilidad de
reticulas booleanas truncadas y determinar si se obtiene un resultado similar al teorema
de Solomon antes mencionado. A la gréafica de comparabilidad de reticulas booleanas
truncadas, es decir G(B¥) la denotaremos como G, ;. Demostraremos que los espacios
topologicos de los complejos simpliciales asociados a Gy, v K(G,, k) son homotopicos,
para ciertos valores de n y k, lo que implica la isomorfia de sus homologias. Nuestra
investigacion se enfoca en demostrar la isomorfia de las homologias entre las gréficas
de comparabilidad de las reticulas booleanas truncadas G, ;, v las graficas de clanes
de estas K (G, ), no solo como espacios vectoriales, sino también como S,-médulos. A
pesar de que no hemos hallado una férmula general para descomponer en irreducibles
H(K(Gp)), hemos logrado identificar resultados concretos para ciertos valores de n y
k, especificamente en el caso n — k = 2.

13






CAPITULO 1

PRELIMINARES

1.1 Topologia

En esta seccion se presentan una serie de definiciones y teoremas que proporcionan
los fundamentos necesarios para respaldar nuestras afirmaciones en los resultados. Es
importante senalar que las demostraciones de estos teoremas pueden consultarse en
(Munkres, 2000).

1.1.1 Definicién. Sea X un conjunto, una topologia sobre X es una familia de
subconjuntos 7 de X que satisface las siguientes condiciones.

» ), X erT.

= La union de los elementos de cualquier subcoleccion de 7 esté en 7.

= La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de 7 esté en 7.
Un conjunto X con una topologia 7 se llama espacio topolégico.

A los elementos U € 7 se les dicen conjuntos abiertos y sus complementos se
llaman conjuntos cerrados.

Cuando estamos formulando definiciones para ciertas estructuras, como los espacios
topologicos, conviene considerar funciones que conserven las caracteristicas esenciales
de dicha estructura. En el caso especifico de los espacios topoldgicos, nos referimos a
estas funciones como funciones continuas y enseguida proporcionamos su definicion.

1.1.2 Definicion. Sean X y Y espacios topoldgicos. Una funciéon f: X — Y se dice
que es continua si para cada subconjunto abierto V de Y, el conjunto f~*(V) es un
subconjunto abierto de X.

1.1.3 Definicion. Sean X y Y espacios topolégicos y sea f: X — Y una biyecciéon. Si

la funcién f y la funcién inversa f~': Y — X son ambas continuas, entonces se dice
que f es un homeomorfismo.
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1.2 Grupos

La nocién de homeomorfismo es importante en topologia, ya que permite identificar
espacios que son topologicamente equivalentes, es decir, esencialmente iguales. Gracias
a este concepto, se establece una relacion que identifica y preserva las propiedades
topologicas entre diferentes espacios.

1.1.4 Teorema. Si f: X — Y y ¢g: Y — Z son funciones continuas, entonces la
composicion go f: X — Z es una funcion continua.

1.1.5 Teorema. (Lema del pegado). Sea X = AU B donde A y B son cerrados en X.
Sean f: A — Y y g: B — Y funciones tales que para toda x € AN B se tiene que
f(z) = g(x), definamos una funcion h: X — Y tal que:

o) = g(x) six € B,
he) {f(x) six e A.

Entonces h es continua si y solo si f y ¢ son ambas continuas.

El lema del pegado se puede extender al caso cuando X sea uniéon de n subespacios
cerrados.

1.2 Grupos

1.2.1 Definicién. Un grupo es una pareja (G,*), con G un conjunto no vacio, y
una funcion llamada operacion binaria *: G x G — G, denotada por *((a,b)) = ab, que
satisface las siguientes condiciones:

1. La operacion es asociativa, es decir, para todos a,b,c € G, a(bc) = (ab)c.

2. Existe un elemento neutro 1 € G tal que para todo a € G, al = la = a.

3. Para todo a € G existe a~! € G, llamado inverso de a, tal que aa™! = a~ta = 1.

Algunos ejemplos de grupos son:

1.2.2 Ejemplo. Los grupos aditivos de los ntimeros enteros, racionales, complejos y
reales.

1.2.3 Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio. Una permutacién de X es una funcion
biyectiva 7: X — X. El conjunto de todas las permutaciones de X se suele denotar
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1.2 Grupos

como Sx. Six € X ym € Sy, decimos que 7 fija a x si m(x) = z, en caso contrario
decimos que m mueve a x.

El grupo de todas las permutaciones de n elementos se llama grupo simétrico y se
denota como S,,. La operacién en el grupo simétrico es la composiciéon de permutaciones,
es decir, la realizacion de una permutacion seguida de otra.

Sea. x € X y m € 5,, un ciclo de longitud £ es una permutacion que envia k
elementos a otros k elementos de manera ciclica, y deja fijos los demés elementos. Un
ciclo de longitud k se denota generalmente como (ay, as, . .., ax) indicando la secuencia
de elementos que se mueven. Un ciclo de longitud 2 se llama transposicion.

Los ciclos son importantes en la descomposicién de permutaciones més complejas, y
el teorema de descomposicion en transposiciones establece que cualquier permutacion
se puede expresar como un producto de transposiciones.

1.2.4 Ejemplo. El conjunto de todas las transformaciones lineales invertibles de un
espacio vectorial V' sobre un campo F, junto con la operacion de composicion de
transformaciones lineales, forma un grupo llamado general lineal o grupo de transfor-
maciones lineales invertibles de V' en V' y es denotado como:

GL(V)=A{T:V — V| T es una transformacion lineal invertible en V'}.

1.2.5 Ejemplo. El conjunto de matrices invertibles n x n con entradas en un campo
F, denotado como G L(n, F'), junto con el producto usual de matrices, forma un grupo
llamado grupo de matrices.

1.2.6 Definicion. Sea GG un grupo y H un subconjunto no vacio de GG. Se dice que H
es un subgrupo de G, y lo denotaremos como H < G, si la operacién de G restringida

a H hace de este un grupo.

1.2.7 Definicién. Sea G un grupo y X un conjunto no vacio. Una accién de G en X
es una funcién *: G x X — X tal que para toda x € X y para toda gy, g2 € G:

s lxz =2
= (9192) * & = g1 * (g2 * ).
Si se cumple lo anterior, también decimos que X es un G-conjunto.

En adelante por brevedad escribiremos gz en lugar de g * x.
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1.3 Homotopia

1.3 Homotopia

1.3.1 Definicion. Sean f,g: X — Y funciones continuas entre espacios topologicos,
decimos que f es homotdpica a g si existe una funcion continua H: X x [0,1] — Y,
tal que para cada x € X,

H(z,0) = f(x) y H(z,1) = g(x).

La funciéon H se conoce como homotopia entre f y g. Cuando dos funciones sean
homotopicas escribiremos f ~ g. En adelante, I representara el intervalo cerrado [0, 1].

1.3.2 Definiciéon. Sean X y Y dos espacios topologicos. Diremos que X y Y son
homotépicamente equivalentes u homotépicos y lo denotaremos por X ~ Y, si
existen las funciones f: X - YV y ¢g: Y — X talesque go f ~idx y fog ~ idy.
Las funciones f y ¢ son llamadas equivalencias homotoépicas donde g es la inversa
homotoépica de f.

Si X es homotopico a Y y Y es homotopico a Z, entonces X es homotopico a Z. Esto
se debe a la existencia de homotopias F': X x I - Y y G:Y x I — Z, con las cuales
podemos producir una homotopia de X a Z denotada como G o F': X x I — Z. Cabe
senalar que esta construcciéon requiere un proceso especial y no consiste simplemente
en aplicar F'y luego G de manera secuencial.

Cuando X es homotdpico a un punto, se dice que X es contraible. Un ejemplo de
espacio contraible es el siguiente:

1.3.3 Ejemplo. Consideremos X = {(z1,22,...,2,) € R" | 22 + 22+ -+ 22 < 1}, el
disco cerrado. Vamos a probar que este espacio es contraible.

Sea p € X un punto fijo. Definamos f: X — {p} como la funciéon constante que
envia todos los puntos de X apy g: {p} — X como la funcion inclusion. Mostraremos

que go f ~idx y fog~idg,.
Definamos la homotopia H: X x I — X como:
H(z,t) = (1 —t)x + tp,
donde z € X, t € [0,1] y p es un punto fijo en X. Se tiene que H(x,t) esta bien
definido pues el disco X es un conjunto convexo. Notemos que cuando ¢ = 0, la funcion

H(x,0) = (1 —=0)x + 0p = z, para cualquier x en X, por lo que H(zx,0) es la identidad
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1.3 Homotopia

en X. Por otro lado, si t = 1, la funcion H(z,1) = (1 — 1)x + 1p = p, para cualquier
x en X. Asi, H(x,1) es la funcién constante que mapea todos los puntos de X a p, es

decir H(z,1) = g(f(z)).

Ademaés, la funcién H es continua por ser combinacién lineal de funciones continuas,
por tanto g o f ~ idx. Finalmente notemos que f o g = idy,. Por lo tanto, podemos
concluir que X es contraible.

Si dos espacios son homeomorfos, entonces son homotépicos. Sin embargo, la reci-
proca no siempre es cierto. En el ejemplo anterior vimos que un disco cerrado y un
punto son homotopicos, sin embargo, estos dos espacios no son homeomorfos pues no
existe una biyeccion entre un disco cerrado y un punto.

1.3.4 Definicién. Sea GG un grupo y sean X y Y G-conjuntos, decimos que una funcion
f: X =Y es equivariante si f(ox) = of(z) paratodo o € Gy = € X.

Si f: X = Y es una funcién equivariante y x € X es un punto fijo, es decir, ox = x
para todo o € G, entonces f(z) € Y es un punto fijo. Por lo tanto, podemos concluir
que toda funcién equivariante mapea puntos fijos a puntos fijos.

1.3.5 Definicién. Un G-espacio topolégico es un G-conjunto X, donde X es un
espacio topoldgico, y la accién es tal que la funcion o: X — X definida por = — oz es
continua para todo o € G.

1.3.6 Definicion. Sean X y Y G-espacios topologicos. Una G-homotopia entre
funciones equivariantes f,g: X — Y es una homotopia H: X x I — Y que satisface
que paratodox € X, t €I,y o € G,

H(ox,t) = oH(x,t).

Una G-homotopia también se puede llamar homotopia equivariante. Si X y Y son
homotépicamente equivalentes, sus equivalencias homotopicas son equivariantes y las
homotopias go f >~ ix y f o g =~ iy son equivariantes. En este caso, decimos que X y
Y son G-homotopicamente equivariantes y lo denotamos como X ~g Y.

1.3.7 Ejemplo. Un ejemplo de dos espacios donde acttia un grupo G tal que X ~ Y,
pero X %4 Y es el siguiente:

Consideremos dos espacios homotopicos, X = [—1,1] y Y = [—1,1]. Y consideremos
el grupo Sy en donde la accion de Sy en X y Y se define de la siguiente manera:
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1.3 Homotopia

= En X la accion de Ss es la trivial, es decir, la identidad y la transposicion dejan
fijos todos los puntos.

= En Y la acciéon de S consiste en dejar fijo el intervalo bajo la identidad y en
invertir el intervalo bajo la transposicion (12).

Aunque X y Y son homotoépicos, no son Sy-homotopicos ya que una G-homotopia
necesariamente tiene que preservar los puntos fijos.

La topologia algebraica se ocupa del estudio de propiedades topoldgicas que son
invariantes bajo deformaciones continuas de espacios topologicos. En este contexto, dos
operaciones importantes son la suspension y la cuna o wedge por su nombre en inglés,
que nos permiten construir nuevos espacios a partir de otros més simples.

1.3.8 Definicion. Para un espacio topologico X, la suspensiéon Susp X es el cociente
de X x I obtenido al identificar X x {0} en un punto y X x {1} en otro punto.

1.3.9 Definiciéon. Sean X y Y dos espacios topologicos, v sean zg € X y yg € Y,
entonces definimos la cuna X VY como el cociente de la uniéon disjunta X LY obtenido
al identificar xq y 3o en un solo punto. Es decir,

XVY =(XUY)/{xo,yo}, conzg € X, yo €Y.

En general se puede definir la cuia de una coleccion arbitraria de espacios \/ _, X,
comenzando con la uniéon disjunta L, X, e identificando los puntos z, € X, en un solo
punto. Notemos que, aunque en general la cuna depende de los puntos z, escogidos, los
espacios a los que aplicaremos tal concepto tienen las propiedades suficientes para que

la cuna sea independiente salvo homeomorfismos de los puntos escogidos.

1.3.10 Ejemplo. La cuiia de dos circunferencias S*, S* v S!, se ve en la figura 1.

Xo Xl

Figura 1: Cuna de dos circunferencias S*.
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1.4 Graficas

1.4.1 Definicion. Una grafica G consiste de un conjunto finito V= V(G) de p
vértices y un conjunto £ = E(G) de ¢ pares no ordenados de vértices distintos llamados
aristas, es decir, ¢ € F es tal que ¢ = {u,v} con u,v € V y u # v.

Una manera natural de ver una grafica es colocando puntos para los vértices y una
linea entre dos puntos para una arista. Si dos vértices forman una arista se dice que son
adyacentes y se escribe u ~ v. Representaremos a dos vértices v y v unidos por una
arista como uwv, en lugar de {u,v}.

1.4.2 Definicién. Sea GG una grafica. Un camino es una sucesion de vértices en la
que cada par consecutivo estd conectado por una arista. Se dice que G es una grafica
conexa si para cualesquiera dos vértices u,v € V(G), existe un camino en G que
comienza en v y termina en v.

1.4.3 Ejemplo. En la figura 2 podemos ver un ejemplo de gréafica conexa. En esta
grafica, cualquier par de vértices esta conectado a través de caminos y no hay ningin
vértice aislado. Por ejemplo, 1 y 3 tiene el camino de vértices adyacentes 1 ~ 2y 2 ~ 3.

1 2 3

VAN

Figura 2: Gréfica conexa.

1.4.4 Definicion. Sean G'y H dos graficas. Decimos que Gy H son isomorfas si existe
una correspondencia biyectiva 6: V(G) — V(H) tal que u ~ v si y solo si §(u) ~ 0(v).

Escribimos G = H para denotar isomorfismo.

1.4.5 Definicion. Decimos que G es una grafica completa si para todo u,v € V(G)
con u # v se tiene que u ~ v € E(G). Una grafica completa con n vértices se denota
como k.

1.4.6 Definicion. Dada una gréfica G, definimos la grafica de emparejamientos
M (G) como la grafica cuyos vértices son las aristas de G y dos vértices son adyacentes
si las aristas correspondientes no tienen vértices en comin.

1.4.7 Ejemplo. En la figura 3 se encuentra un ejemplo de una gréfica y su grafica de
emparejamientos.
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1.4 Gréaficas

1 4 12 13 14
2 3 34 24 23
Ky M(Ky)

Figura 3: Grafica completa K, y su grafica de emparejamientos M (Ky).

1.4.8 Definicién. Una subgrafica de una grafica G es una grafica H tal que:

V(H) S V(G)y E(H) € E(G).

1.4.9 Definicién. A una subgrafica completa maximal, es decir, que no esta contenida
propiamente en ninguna otra subgrafica completa se le llama clan.

1.4.10 Definicién. Dada una grafica G, definimos la grafica de clanes, denotada
como K(G), como la gréfica en la que los vértices representan clanes de la grafica G, y
hay una arista entre dos vértices distintos si tienen intersecciéon no vacia.

1.4.11 Ejemplo. En la figura 4 tenemos una grafica G que contiene 4 clanes de 3
vértices, por tanto tendremos 4 vértices en su respectiva grafica de clanes K(G). Dado
que en G los cuatro clanes se intersecan dos a dos, en la grafica de la derecha podemos
observar la grafica de clanes de G, la cual es la grafica completa K.

G K(G)

Figura 4: Una grafica G y su grafica de clanes K(G).
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1.5 Representaciones de grupos

En este capitulo, estudiaremos las definiciones y propiedades de los médulos. En lo
que sigue, restringimos nuestra discusion a grupos finitos G y espacios vectoriales de
dimensioén finita sobre el campo C. Sin embargo, muchos de estos conceptos son validos
en general para cualquier campo F'. Los detalles de la teoria y los teoremas mencionados
en este capitulo fueron consultados principalmente en (Wachs, 2007), (Sagan, 2001) y
(Fulton, 1997).

1.5.1 Definicion. Sea GG un grupo y V un espacio vectorial sobre el campo C. Una
accion lineal (izquierda) de G en V' es una accion (definicion 1.2.7) que cumple las
siguientes propiedades para todo v,w € V' y g € G-

1. g(v+w) = gv+ gw, (distributiva con respecto a la suma en V).

2. g(Av) = A(gv) = (Ag)v, para A € C.
1.5.2 Definicién. Sea V un espacio vectorial y G un grupo. Decimos que V es un
G-modulo (izquierdo) si existe una accion lineal de G en V, G x V' — V, denotada
por (g,v) — gv, de elementos de G por elementos de V.
1.5.3 Definicion. Sea V un G-moédulo. Un G-submoédulo de V' es un subespacio
vectorial W que es invariante bajo la accion de G, es decir, gw € W para todos w € W,
g € G, tal que W junto con la accion de G es en si mismo un G-moédulo. Escribiremos
W <V si W es submédulo de V.
1.5.4 Definiciéon. Sea GG un grupo y V un espacio vectorial sobre el campo C. Una
accion lineal por la derecha de GG en V es una funcion *: V x G — V que cumple
que para todo v,w € V' y g1,92 € G-

1. v1 = v, donde 1 es el neutro de G.

2. v(9192) = (vg1)92-

3. (v+ w)g1 = vgr +wygi, (distributiva con respecto a la suma en V).

4. (M)g1 = Mvgy), para X € C.

También, se pueden definir médulos derechos mediante una accioén lineal de G por
la derecha en V, V x G — V, denotada por (v,g) — vg. Y submodulos derechos,
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1.5 Representaciones de grupos

con W invariante bajo la accién de G por la derecha, es decir, wg € W para todos
weW,geG.

En lo siguiente usaremos accion lineal izquierda a menos que se indique lo contrario.

1.5.5 Definiciéon. Sean G un grupo y V' un espacio vectorial sobre el campo C. Una
representacion de GG en V' es un homomorfismo de grupos

¢: G — GL(V).

La dimension de la representacion es definida como la dimension del espacio vecto-
rial V.

1.5.6 Teorema. Sea GG un grupo y V un espacio vectorial de dimension finita sobre el
campo C. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de acciones lineales
de G en V y el conjunto de representaciones de G en V.

Demostracion. Supongamos primero que se tiene una accion lineal x: G x V' — V| para
cada g € G, usando esta accion definamos la funcién p,: V' — V dada por p,v = gv para
todo v € V. Enseguida demostraremos que p, es una transformacion lineal invertible.

Sean v,w € V, A € F', entonces:
py(v+w) = g(v+w) = gv+ guw = py(v) + py(w),
pg(Av) = g(Av) = AMgv) = Apy(v).

Asi que p, es lineal, ahora veamos que es invertible. Como G es un grupo, existe
g ! € @, tal que:

pg(pg-1(v)) = pglg~'v) = glg~'v) = (997" v = v,

Pg-1(pg(v)) = pg-1(gv) = g (gv) = (¢ 'g)v = v,

por lo tanto p, tiene como inversa a pg-1.

Ahora, observemos que la funcion p: G — GL(V) es un homomorfismo de grupos.
Si g, h € G, entonces para todo v € V:

pgn(v) = (gh)v = g(hv) = g(pn(v)) = pye(pr(v)) = (pg © pr)(v),
por lo que pgp = pg © pi.
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1.5 Representaciones de grupos

Suponga ahora que se tiene un homomorfismo de grupos p: G — GL(V). Demos-
traremos que gv = p,(v) define una accion lineal de G en V verificando las propiedades
de una accioén lineal:

1 es el neutro de G, entonces,

lv=(p1)v=1y(v) = v,
para todo v € V.

Sig,heGywveV, entonces,

(gh)v = pgn(v) = (pg 0 pr)(v) = py(pn(v)) = g(pn(v)) = g(hv).

Parage Gyv,w eV,

g(v+w) = py(v +w) = py(v) + py(w) = gv + gw.

ParaAe FlveVyged,

g(Av) = pg(Av) = Apy(v) = Algv).
Asi, hemos verificado que gv = py(v) define una accién lineal de G en V. O

Este teorema nos dice que estudiar las representaciones de G en V es equivalente a
estudiar G-modulos V.

1.5.7 Ejemplo. Dado que toda permutacion o € .S, es producto de transposiciones, es
decir, ciclos de longitud 2, al expresar a o como 0 = 7Ty ... Ty = Y115 ... 1, donde 7;
y v¥; son transposiciones para i =1,...,ky j =1,...,s, se puede demostrar que tanto
k como s son pares o bien ambos impares, y por lo tanto, (—1)* = (—1)*. Si ¢ puede
ser expresado como una multiplicaciéon de una cantidad par de transposiciones se dice
que es par y en el caso contrario que o es impar. Ahora, sea V un espacio vectorial de
dimensién finita n sobre C. Si 0 = 717y ... 7, donde 7; son transposiciones, definimos
la funcion signo sgn: S, — GL(V) mediante:

sgn(o) = (—=1)*1y.

La funcién signo esté bien definida, asi que V' recibe una estructura de S,-modulo,

con accion:
v, Sl o es par,
ov =

—v, si o es impar.
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1.5 Representaciones de grupos

El caso en el que V = C, como espacio vectorial de dimensién 1, es una representacion
importante de grado 1. Denotamos como C al S,,-médulo C con la accion anterior.

1.5.8 Ejemplo. Sean G un grupoy X = {x1, s, ..., 2, } un G-conjunto. Consideremos
el espacio vectorial generado por X sobre C, V = CX, donde:

CX = {)\11‘1 + /\25(32 —+ -4 /\nxn | )\z S (C}
La suma y la multiplicacion por escalar en CX esta definida por:
M1+ -+ xn) + Nz 4+ -+ XNx,) =M+ XDz + -+ (A + X))z,

y
c( A1 + Aoxo + -+ Amy) = () xy + (eXg)za + -+ - + ()T,

respectivamente. Sean v € CX, con v = Az + Xoxg + - -+ + Az, v g € G, entonces la
accion de G en CX esta dada por:

gu = g(Mz1 + Aoxa + - -+ Xxy) = M(g21) + Ao(gz2) + - - + A (gy).
Luego, CX es un G-modulo de dimension | X|. El cual es conocido como médulo de

permutacion, y los elementos de X son una base de CX. Tomemos un caso especifico,
sea S, el grupo simétrico actuando en Y = {1,2,...,n}. Entonces,

y la accion de S, en Y esta dada por:

oML+ X2+ -+ An) = ANo(1) + Ao (2) + -+ + Ao (n).

Un submédulo importante de dimensién n — 1 de CY es:

i=1

La representacion asociada a este submoédulo se llama representaciéon estandar.

E= {(.171,1'2,...,17”) e CY

1.5.9 Definiciéon. Sea V un G-moédulo no trivial. Decimos que V' es irreducible si los
tnicos submoédulos de V son 0y V.

1.5.10 Definiciéon. Un espacio vectorial V' es la suma directa de W; y W5, denotada
como V = W, & Wy, si Wy y Wy son subespacios de V' tales que Wy N W, = {0} v
Wi4+Wsy =V. SiW; y Ws son G-mddulos, entonces V' se convierte en un G-moédulo con
accion g(wy, wy) = (gwy, gws). La definicion se extiende a suma directa de n G-modulos
conn > 2.
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1.6 Modulos de Specht

1.5.11 Definicién. Sea V un G-modulo. Decimos que V' es completamente redu-
cible, si V' se descompone en suma directa de submoédulos irreducibles, es decir,

VewWaew®@ae...eowh,

donde cada W® es un G-submoédulo irreducible de V. Nos referiremos en ocasiones a
tal descomposicion de V' simplemente como una descomposiciéon en irreducibles.

1.5.12 Teorema (Teorema de Maschke). Sea G un grupo finito y V' un G-moédulo.
Entonces, V' es completamente reducible.

Una prueba de este teorema la podemos encontrar en (Sagan, 2001). Es importante
tener en cuenta que el teorema de Maschke se aplica a campos cuya caracteristica
no divide el orden del grupo. Por ello, es conveniente trabajar sobre un campo de
caracteristica cero, ya que esto implica automaticamente que la caracteristica no divide
al orden de cualquier grupo finito.

1.6 Mo6dulos de Specht

1.6.1 Definicién. Una particién de un entero positivo n es una sucesion de enteros
positivos A = (A1, Ag, ..., Ag) cuya suma es n y satisface que \y > Ay > -+ > A

Escribimos A F n para denotar que A es una particion de n y decimos que la longitud
[(A\) es k. También escribiremos A = (A", A3, ..., A\;"*) si A tiene m; partes de tamano

A; para cada 1.

1.6.2 Ejemplo. Para n = 5 tenemos las siguientes siete particiones:

(5),(4,1),(3,1,1),(3,2),(2,1,1,1),(2,2,1), (1,1, 1,1, 1).

Las cuales podemos reescribir de la siguiente manera:

(5)’ (47 1)7 (37 ]‘2)7 (37 2)’ (27 13)7 (22’ 1)7 (15)

1.6.3 Definicion. Sea A = (A1, Ay, ... \;x) una particion de n, entonces se define el
diagrama de Young de A\ como n cajas colocadas en k renglones alineados a la
izquierda, donde el i-ésimo renglén tiene \; cajas.
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1.6 Modulos de Specht

1.6.4 Ejemplo. Los diagramas de Young correspondientes a las particiones de n = 5
son:

HEEEN [ 1] | L] |

(5) (4,1) (3,2) (3,1,1) (2,2,1) (2,1,1,1) (1,1,1,1,1)

1.6.5 Definicién. Un A-tablero de Young T es el relleno de un diagrama de Young
correspondiente a A - n, con los enteros positivos distintos del 1 al n.

1.6.6 Definicion. Sea A F n. Se define T, como el conjunto de A-tableros de Young.

1.6.7 Definicién. Sea A\ F n. Se define M* como el espacio vectorial sobre C generado
por elementos de T, es decir,

M*=(T|TecT,).

1.6.8 Ejemplo. Sea (2,1) F 3. Un posible A-tablero de Young es Th\= [L[2]. Por otro

2'},yMA:<§ 2] (217, (13, (57, (213, 5 2|>.

1ado,ﬂ:{§ 2], [2]1], [1]3], [3]T],[2[3],

3 2 2 1

[=]es

El grupo simétrico S, actua (por la izquierda) sobre el conjunto de A-tableros,
permutando entradas de los tableros de Young. En este caso, para la transposicion
o= (i,7) € S,y T € Ty, el tablero T se obtiene de T al intercambiar las entradas

1y 7.

1.6.9 Ejemplo. Sea (4,2,1,1)F 8 y 0 = (2,3) € S, entonces:

5T4[1] 3T4[1]

(2,3)

|Cﬁ|00\100
|©|N\IOO

1.6.10 Ejemplo. Sea (4,3,1,1)F 9y o = (1,3,5) € Sy, entonces:

o
—

8] 413]8]

(]
|

(1,3,5)

|m|oo01©
|m|c:t -] o
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1.6 Modulos de Specht

1.6.11 Ejemplo. Sea (3,2,1) - 6 y o € S, entonces:

<.

k]

BEE

La representacion que hemos descrito es la representacién regular izquierda
de S,,. También se puede dejar que 5, actie por la derecha como la representaciéon
regular derecha. En este caso, para la transposicion o = (i,5) € S,, y T un A-tablero,
el tablero T'o se obtiene de T' intercambiando los contenidos de las celdas i-ésima y
j-ésima, considerando que las celdas se numeran de izquierda a derecha del primer al
ultimo rengléon. Note que hacer actuar o por la derecha, es equivalente a reemplazar la
entrada a; por la entrada a,-1(;) en el lugar .

Una prueba de que efectivamente T'o es una accién por la derecha es la siguiente:

Sean o, € S,, y T € Ty. Vamos a probar que (To)a = T(o«).

Consideremos la celda i cuya entrada es a;. Primero, al actuar ¢ en T" por la derecha,
la entrada a; es reemplazada por la entrada a,-1;). Asi, en la celda i ahora esta la entrada
as-1(;)- Luego, al aplicar a por la derecha en T'o, la entrada a,-1(; es remplazada por

la entrada Aa=15-1(;) = A(ga)=1(:)-

Por otro lado, en el caso T'(c«r) tenemos que o« actia por la derecha en 7" moviendo
a la celda i la entrada a(yq)-1(;)- Por tanto, (T'o)a = T'(ca).

1.6.12 Ejemplo. Sea (4,2,1,1)F 8 y 0 = (2,3) € Ss, entonces:

2[4]1]
5

4]2]1]
5

(273) -

|@|CJJ =J| Co
EEEE

1.6.13 Ejemplo. Sea (4,3,1,1) -9y o =(1,3,5) € Sy, entonces:

419]8]

|cn|w o ©
|®|oo =] o
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1.6.14 Ejemplo. Sea (3,2,1) - 6 y o € S, entonces:

CLJ—l(l) CLJ—l(Q) a071(3)

ay|ag | as

Q4 | Gy o = a071(4) a071(5)

g

CLJ—l(G)

1.6.15 Proposicion. La accion izquierda y derecha de S, en T, conmutan.

Demostracion. Sean o, € S, y T € T). Vamos a probar que (¢7)a = o(Ta).

Supongamos que en la celda i de T estéa la entrada j. Entonces, al actuar o por la
izquierda en T se tiene que en la celda ¢ ahora esta la entrada o(j). Luego, al aplicar «
por la derecha en o7, obtenemos que en la celda «(i) esta la entrada o(j).

Por otro lado, aplicando primero « en T por la derecha se tiene que en la celda a(i)
de T« esta la entrada j. Posteriormente, aplicando o por la izquierda en T'a obtenemos
que en la celda «(i) esta la entrada o(j). O

1.6.16 Definicion. Diremos que dos tableros en 7, son equivalentes por renglones
si tienen la misma sucesion de conjuntos de renglones. Analogamente dos tableros en 7T,
son equivalentes por columnas si tienen la misma sucesion de conjuntos de columnas.

1.6.17 Ejemplo. Los siguientes tableros son equivalentes por renglones:

2[4]1] 1]2]4]
705 5(7
83 Y 38
6] 6]

Sea A = n y T € 7T,. El estabilizador de rengléon, denotado como R), se define
como el subgrupo:

R, ={0 €S, | o fija cada renglon de T" por accion derecha}.

De manera similar, el estabilizador de columna, denotado con C), se define como el
subgrupo:

Cy\ = {o € 5, | o fija cada columna de T" por accion derecha}.
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1.6 Modulos de Specht

1.6.18 Definicion. Para cada T' € T,, se define el politabloide asociado a A como:

er = Z Z sgn(B)Tap.

acRy BeC)y

Note que «a y [ realizan acciéon derecha.

1.6.19 Ejemplo. Si tenemos T' = 2] entonces,

1
3]

Por lo que que:

er = (sen(OF00 + sen((13) 0 (,3)

(1,2) 0 - (EPa.2) ,3)

Dado que la accion izquierda y derecha de S,, en T, conmutan (proposiciéon 1.6.15)
tenemos que:
Ter = €T,

paratodo T € Ty y w € S,,.

La justificacion de esta afirmacion se presenta a continuacion:

Ter =T (Z Z sgn(ﬁ)Taﬁ)

aER)y BeC)
-5 Y senldyn(rad)
a€ERy BeC)
Z Z sgn(B)(nT)afs = eqr.
a€ERy) BEC)

1.6.20 Definicion. El modulo de Specht S es el subespacio de M* (definicion 1.6.7)
dado por:
S)\:<6T|T€7;\>.
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De la igualdad mer = e.r se deduce que S* es un S,-submoédulo de M?* (bajo la
accion izquierda).

El teorema que sigue es importante, pues en general se sabe (Sagan, 2001), que para
un grupo finito se tiene que la cantidad de médulos irreducibles es la misma que la de
clases de conjugacion de sus elementos. Sin embargo, no se conoce un algoritmo que
construya una representacion irreducible a partir de cada clase de conjugaciéon y que se
aplique a todo grupo finito, pero para el grupo simétrico si se conoce y es el siguiente
teorema.

1.6.21 Teorema. Los médulos de Specht S* para todo A - n forman una lista completa
de S,-moédulos irreducibles.

Una prueba para el teorema 1.6.21 la podemos encontrar en (Sagan, 2001).
Ahora daremos una caracterizacion del médulo de Specht como cociente de M?*.
1.6.22 Definicion. Las relaciones de renglon se definen para toda T € T\ y 0 € Ry

por:
ro(T)=To —T.

4]

1.6.23 Ejemplo. Sea A = (2,1,1) y T' = € T, (definicion 1.6.5). El estabilizador

w|w.—l

de renglén Ry contiene permutaciones que mantienen fijos los renglones de T' (actuando
por la derecha), como por ejemplo o = (1, 2).

Entonces para este T'y o la relacion de renglon r,(T') es:

1] 1]4] 1] 1]
(172)_3 =
3

ro(T) =

[eo] o] =

[eo] o] =

1
— 12
3]

1.6.24 Definicién. Sea A - n. Paratodo i, j talque 1 < j < \; ei < n, se define C; j(\)
como el conjunto de celdas en las columnas j hasta \; del renglon ¢ y en las columnas
1 hasta j del renglon ¢ + 1. Definimos G; ;(A) como el subgrupo de S, que consiste en
todas las permutaciones o € S,, que fijan las entradas que no estan en C; ;(A), bajo la
accion derecha sobre todo A-tablero de Young. Las relaciones de Garnir se definen
para todo 4, j tal que 1 < j < \; y para todo T € T, por:

Gi.j (T) = Z To.

o€Gi ()
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=

1.6.25 Ejemplo. Sea A\ = (2,2,1) y T=

BES
S

Estudiemos el caso i = 2y j = 1. Entonces, Cy1()) es el conjunto de celdas desde la
columna 7 = 1 hasta Ay = 2 del renglén ¢ = 2, es decir, las celdas 3 y 4 con entradas 5y
4 respectivamente, y desde la columna 1 hasta la columna 7 = 1 del renglén i + 1 = 3,
es decir la celda 5 que contienen la entrada 3.

Luego, las permutaciones o € S5 tales que o fija por accién derecha las entradas de
T que no estan en Cy () son aquellas que dejan inalteradas las entradas que no estan
en las celdas de Cy (), es decir, las celdas 1 y 2, de modo que Ga () consiste de las
permutaciones de las celdas 3,4 y 5, por lo que:

GQ,l()‘) = {()7 (37 4)v (37 5)’ (47 5)7 (3v 4? 5)a (37 57 4)}

Por tanto, la relacion de Garnir de 7' parat =2y 7 =1 es:

92’1 (T) = Z TO'

O'GGQJ()\)
21 21 21 21 21 21
= [514]() + [5]41(3,4) +[5]41(3,5) + [5141(4, 5) + [3141(3,4,5) + [5]4](3,5,4)
3 3 3 3 3 3
2|1 2|1 2|1 2|1 2|1 2|1
= [5]4] + [4]5] + [3]4] + [5[3] + [B]5] + [4]3].
3] 3] 5] 4] 4] 5]

Nuevamente, dado que la accion izquierda y derecha de .S,, en T conmutan, tenemos:
. (T) = ro(nT),
79i,5(T) = gi4(7T),
para todo ™ € S,,. En consecuencia, el subespacio U* de M* generado por las relaciones
de renglon r,(T) = To — T y las relaciones de Garnir g; ;(T) = Z To es un

JEG,’J()\)
S,,-submédulo de M?.

El teorema siguiente aparece en (Wachs, 2007). Recordemos (definicion 1.6.7), que
M? es el S,-médulo generado por los elementos de T, y S* es el submodulo de M*
generado por todos los politabloides er asociados a A (definicion 1.6.20).

1.6.26 Teorema. Para todo A F n,

SA g MU
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1.6 Modulos de Specht

Ahora, podemos ver el médulo de Specht S* como el médulo generado por tableros
de una particiéon A sujeto a las relaciones de rengléon y de Garnir.

1.6.27 Definicion. Un tablero de Young es estandar si las entradas aumentan a lo
largo de cada rengléon y columna.

1.6.28 Ejemplo. El tablero de Young de la izquierda no es estandar, pues en el primer
renglon 8 > 2 y ademés 8 > 7, por lo que las entradas no aumentan ni en renglén ni en
columna. Por otro lado, el tablero de Young de la derecha si lo es.

8[2]4]1] 112]4]7]
715 3]6
9[3 5(8
6] 9]

1.6.29 Definicion. Se dice que un politabloide er es estandar si T' es un tablero de
Young estéandar.

1.6.30 Definiciéon. Dado un diagrama de Young para una particion A - n, se define
el gancho asociado a una celda x como el conjunto de celdas que incluye la celda x
misma, asi como todas las celdas a la derecha de x en el mismo rengléon y todas las
celdas que estan debajo de x en la misma columna. Denotaremos como h, al niimero
de celdas en el gancho asociado a la celda x.

1.6.31 Ejemplo. Sea A = (4,4,4,3,2,2). Entonces, el diagrama de Young para esta
particion es:

112314
516718
9 10|11 (12

Procedamos a senalar el nimero de celda en el diagrama: 17

15

16 [ 17

18119

Sea x la celda 6, entonces, el gancho asociado a esta celda contiene a la celda 6
misma, las celdas 7 y 8 que estan a la derecha de esta y las celdas 10,14,17 y 19 que
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1.6 Modulos de Specht

estdn debajo de la celda 6.

13 (14|15

16 | 17

18119

Por tanto, el numero de celdas que conforman el gancho asociado a z = 6 es 7, de
modo que hg = 7.

Los siguientes teoremas aparecen en (Sagan, 2001) y nos proporcionan la dimension
de S* en términos de \.

1.6.32 Teorema. Para cualquier particién A, dim S* = f*, donde f* es el ntimero de
A-tableros estandar.

1.6.33 Teorema (Formula de la longitud del gancho, (Frame et al., 1954)). Si A F n,
n!

erz\ hx’

donde el denominador es el producto de las longitudes de los ganchos h, sobre todas
las celdas x del diagrama de Young de .

=

1.6.34 Ejemplo. Sea A = (3,2). Entonces, el diagrama de Young para esta particion

es | Luego, los A-tableros de Young estandar son:
112]3] [1]2]4] [1[2[5] [1[3[4] 1[3[5]
A5 [3[5] ° [3[4] © [2]5] Y [2l4]

De modo que, dim S®?) = f(32) = 5. Ahora, en el diagrama de Young de \ sefialaremos
la celda x y el niimero de celdas en el gancho asociado a la celda x, denotado por h,,
solo para ilustrar la idea:

4 13 |1
2" 17
Por tanto,
5!
(3’2): :5
/ 4.3-2-1-1
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CAPITULO 2

HOMOLOGIA

En este capitulo, abordaremos las definiciones y propiedades béasicas de complejos
simpliciales abstractos, complejos simpliciales geométricos y conjuntos parcialmente
ordenados. Estos conceptos se pueden estudiar de manera més amplia en (Munkres,
1984), (Graham et al., 1995) y (Kozlov, 2008). Posteriormente, exploraremos el concepto
de homologia y sus propiedades asociadas a los complejos simpliciales y a los conjuntos
parcialmente ordenados.

2.1 Complejos simpliciales abstractos

2.1.1 Definicion. Sea A una coleccion finita de conjuntos, decimos que A es un
complejo simplicial abstracto si es cerrado bajo inclusiéon, es decir si A € Ay
B C A, entonces B € A.

2.1.2 Definicién. Dado un complejo simplicial abstracto A, a cada elemento A € A
se le llama simplejo.

2.1.3 Definicion. Sea A € A un simplejo. Si A tiene p + 1 elementos, decimos que A
es un p-simplejo y su dimensioén es p.

La dimensién de A es el maximo de las dimensiones de sus simplejos.

2.1.4 Definicion. Sea A € A un simplejo. Los subconjuntos de A se llaman caras
de A.

2.1.5 Definicion. Si v es tal que {v} € A, entonces v se llama vértice de A. Denota-
mos el conjunto de todos los vértices de A como V(A).

Por convencion se considera que no hay diferencia entre un vértice v € V y el
O-simplejo {v} de A.

2.1.6 Ejemplo. La coleccion de conjuntos de todos los subconjuntos de {1,2,3} de
hasta dos elementos es un complejo simplicial abstracto:

A ={0, {1} {2}, {3}, {1,2}, {1, 3}, {2, 3}}.
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2.2 Complejos simpliciales geométricos

Este conjunto cumple con la condicién de ser cerrado bajo inclusiéon, ya que si un
subconjunto de {1,2,3} esta en A, entonces todos sus subconjuntos también lo estén.
Por ejemplo, {1,2} estda en A, y sus subconjuntos (), {1} y {2} también estan en A.
Note que en este ejemplo los p-simplejos son:

(-1)-simplejos: 0.
O-simplejos: {1}, {2}, {3}.
I-simplejos:  {1,2},{1,3},{2, 3}.
2-simplejos:  {1,2,3}.

2.2 Complejos simpliciales geométricos

2.2.1 Definicién. Sea 0 = {z¢,71,...,7,} C RY. Diremos que o es afinmente
independiente si la tnica soluciéon de la ecuacion:

)\0550“‘)\1271 + - +)\nﬂfn = O,

donde Ag, A1, ..., A\, son coeficientes que suman 0, es aquella en la que todos los coefi-
cientes son cero (\g =\ = -+ =\, =0).

En términos generales, un conjunto z, ..., x, es afinmente independiente si y solo si
los vectores x1 — xg, T2 — X9, ..., T, — To son linealmente independientes en el contexto
del algebra lineal.

2.2.2 Definicién. Sea o = {x¢,z1,...,2,} C RY afinmente independiente, conn < N,
el simplejo geométrico generado por o es:

’0‘| = {Z/\ZIZ S RY
=0

Z/\izl,)\iZOparaizO,l,Q,...,n}.
i=0

Se puede demostrar que los niimeros \; estan determinados tnicamente por:

n
r = Z/\’mi € |o|,
i=0

y se llaman coordenadas baricéntricas del punto x de ¢ con respecto a zg, 1, . . ., T,.

2.2.3 Ejemplo. En la figura 5 podemos observar que los 0-simplejos geométricos son
puntos. El 1-simplejo generado por xg y 1 consiste de todos los puntos de la forma
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2.2 Complejos simpliciales geométricos

T
X ZL:)/‘
[ J
Figura 5: O-simplejo y 1-simplejo geométrico.

x = Arg+ (1 — A)xq con 0 < X\ < 1, es decir, de los puntos a lo largo del segmento de
linea que une a xy y x1. De este modo los 1-simplejos geométricos son segmentos.

2.2.4 Definiciéon. A los puntos xg, 1, ..., T, que definen un n-simplejo geométrico o
se les llama sus vértices. Escribiremos o = (xg, 1, ..., z,).

2.2.5 Definiciéon. Si o es un simplejo geométrico generado por un conjunto de vértices
{zg,x1,...,2,} y 7 C o también es un simplejo geométrico generado por un subcon-
junto de {zg,x1,...,x,}, decimos que 7 es cara de o.

2.2.6 Definiciéon. Un complejo simplicial geométrico A es una coleccion finita de
simplejos geométricos tal que:

1. Sioc € Ay r7escarade o, entonces 7 € A. Es decir, todas las caras de un simplejo
en A también estdn en A.

2. La interseccion de cualesquiera dos simplejos geométricos o, 7 € A es una cara de
cada uno de ellos.

2.2.7 Ejemplo. En la figura 6 tenemos a la izquierda un complejo simplicial geométrico.
Por otro lado, a la derecha tenemos dos simplejos cuya interseccién no es una cara de
ninguno de ellos, por lo que la unién de tales dos simplejos junto con todas sus caras
no es un complejo simplicial geométrico.

Figura 6: Complejo y no complejo simplicial geométrico.
2.2.8 Definiciéon. Dado un complejo simplicial geométrico A el esquema de vértices
de A, se define como el conjunto de conjuntos de vértices de todas las caras de los

simplejos geométricos de A.
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2.2 Complejos simpliciales geométricos

Notemos que el esquema de vértices es un complejo simplicial abstracto.

2.2.9 Definicion. Sea A un complejo simplicial geométrico formado por simplejos
geométricos contenidos en R™ para alguna n. La realizacién geométrica de A es
|A| = Uyeao, el cual se considera un espacio topologico como subespacio de R™.

2.2.10 Definicién. Si A es un complejo simplicial abstracto existe un complejo sim-
plicial geométrico K tal que su esquema de vértices es A. La realizacion geométrica
de A se define como la realizacién geométrica de K y se denota como |A].

Si A es un complejo simplicial abstracto se puede demostrar que su realizacion
geométrica es tnica salvo homeomorfismo, es decir, no depende del K escogido.

2.2.11 Ejemplo. Consideremos el siguiente complejo simplicial abstracto A con vér-
tices {v1,v9,v3} y las siguientes caras:

A= {{Ul}v {U2}7 {v3}7 {Ulv U2}7 {U27 U3}7 {Uh U3}> {Ula V2, 03}}'

La realizacion geométrica |A| se construye asignando a cada vértice en A un vértice
correspondiente en el espacio euclidiano RY. Luego, cada conjunto de vértices en A se
representa como un simplejo geométrico en |Al.

En esta realizaciéon geométrica, como se puede observar en la figura 7, cada vértice
o 0-simplejo en el complejo simplicial abstracto corresponde a un vértice en el espacio
cuclidiano R?, cada 1-simplejo en el complejo simplicial abstracto corresponde a una
arista conectando los vértices v; y v;, con 4,5 € {1,2,3} e i # j, y cada 2-simplejo en
el complejo simplicial abstracto corresponde a un triangulo con vértices vy, vg, v3.

Vo

U1 V2

Figura 7: Realizacién geométrica del complejo simplicial abstracto

A= {{’01}, {,02}7 {03}7 {1)1, ,02}7 {,027 /03}7 {Ulv U3}7 {Ula V2, U3}}'

Esta representacion geométrica captura la estructura del complejo simplicial abs-
tracto A en términos de vértices, aristas y caras, asignando coordenadas en el espacio
euclidiano de manera que se respeten las relaciones de inclusion de caras.
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2.2 Complejos simpliciales geométricos

2.2.12 Definicion. T : R" — R" es una transformacién afin si existen p € R" y
una transformacion lineal invertible @) : R® — R” tales que:

T(x) = Qz+p.
2.2.13 Proposicion.

1. Sivy,...,v, € R® son afinmente independientes y T" es una transformacion afin,
entonces T'(vq),...,T(v,) son afinmente independientes.

2. Si vg,v1,...,0. € R” son afinmente independientes y wq, wy,...,w, € R"™ son
afinmente independientes, entonces existe una transformacion afin tal que:

Demostracion.

1. Supongamos que T(x) = Qz + p para p € R" y @ una transformacion lineal

invertible. Supongamos que \7'(v1) + -+ + AT (v,) =0, con Ay + - + X\, = 0.
Queremos demostrar que \; = --- =\, = 0.
Se tiene que, M7 (v1)+- -+ AT (v.) = A\ (Qui+p)+- - -+ A (Qu.+p) = 0. Por lo
que, Q(Av1 4+ Nv) + (A +- -+ A)p = 0. Como A\; +- - -+ A\, = 0, entonces,
Q(Mv1+- -+ A\v,.) = 0. Luego, @ es no singular, entonces, A\jv; + - - -+ \v, = 0.
Ahora, puesto que vq,...,v, € R" son afinmente independientes, se tiene que
AL =--- =\, =0 como se queria.

2. Como vy, vy,...,v. € R" v wy,wy,...,w, € R™ son afinmente independientes,
tenemos que v; — vy, Va2 — Vg, . . . , U, — Vg son linealmente independientes y también
wi — Wy, Wy — Wy, - . . , W, — wWo son linealmente independientes.

Luego, por élgebra lineal, existe una transformacion lineal invertible ) : R" — R”
tal que:

Q(vs — vo) = w; — wp,
parai = 1,2...,7. De donde se tiene que Q(v;) — Q(vg) = w; — wy, lo cual implica
que Q(v;) — Q(vg) +wo = wy, para i = 1,2,...,r.

Entonces, sea T : R" — R" dada por T(x) = Q(x) + p con p = —Q(vg) + wo, se
tiene que T' es una transformacion afin tal que T'(v;) = w;, parai =1,2,... 7.

[]
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2.2 Complejos simpliciales geométricos

2.2.14 Proposicién. Sean ag, ay,...,a, € RY afinmente independientes, con n < N,
y sean ei,es,...,e, € RY, elementos de la base canoénica. Si T : RY — RV es la
transformacion afin que lleva ag a 0 y a; a e;, para i = 1,2,...,n, entonces T lleva el
punto:

n

xr = Ztiai,

i=0

al punto (t1,...,t,,0,...,0), donde ti,...,t, son coeficientes que suman 1.

Demostracion. De la proposicion 2.2.13 tenemos que existe una transformacion afin
T :RY — RY tal que T(a;) = ¢;, parai=1,2,...,ny T(ag) = 0.

Entonces:
=0 =0
=1

=t1e1 +toea + -+ e,
=t(1,0,...,0) +2(0,1,0,...,0) +--- +t,(0,0,...,1,0,...,0)
= (t1,t2,...,t,,0,0,...,0).

(&

N

2.2.15 Proposicion. Una transformacion afin 7' : R” — R” es continua.

Demostracion. Por definicion de transformacion afin tenemos que T'(z) = Qx + p para
alguna transformacion lineal invertible @) : R® — R" y p € R"™.

Luego @@ : R" — R™ es una funcién continua pues ||Qz — Qy|| < ||Q||/|lz — y|| ¥

como ||@Q]] # 0, entonces, tomando § = @, dado € > 0 se tiene que () satisface la
definiciéon de continuidad. Por otro lado, la traslaciéon es una funcién continua pues
note que ||z; +p — (22 + p)|| = ||x1 — x2]|, por lo que considerando § = € se demuestra

la continuidad.

Por tanto, como una transformaciéon afin es composicion de una funciéon invertible y
una traslaciéon y ambas son continuas se tiene que T es continua. L]
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2.2.16 Proposiciéon. Sea ¢ = {ag,ay,...,a,} € RY con n < N, un conjunto
afinmente independiente. Sea x € |o|. Sean {t;(x)} las coordenadas baricéntricas de x.
Entonces, las coordenadas baricéntricas ¢;(x) de x con respecto a ag,as,...,a, son
funciones continuas de x.

Demostracion. Sea T : RY — R la transformacion afin que manda ag a 0y a; a e; para
i=1,...,n. Entonces, T envia el punto z = > t;a; al punto (t1,...,%,,0,...,0) por
la proposicion 2.2.14, y T' es continua por la proposicion 2.2.15. Entonces, para ¢ > 0
se tiene que la funcion ¢; es la composicion de T' con la i-ésima proyeccion de RY en R,
por lo tanto t¢; es continua. Pero to =1 —1t; — ty — --- — t,,, por lo cual ¢ty también es
continua. O

2.3 Conjuntos parcialmente ordenados (copos)

2.3.1 Definiciéon. Un copo (abreviatura de conjunto parcialmente ordenado), o
poset por su abreviatura en inglés, es un conjunto P junto con una relaciéon binaria <
que satisface los siguientes axiomas para todo z,y, 2z € P:

1. Es reflexiva: z < z.

2. Es antisimétrica: Si <y y y < x, entonces = = y.

3. Es transitiva: Si x <y y y < z, entonces x < z.

Ademas, los elementos = vy y se dicen comparables si z < y o y < x, mientras que
se dicen incomparables si no son comparables.

2.3.2 Definicion. Un copo (P, <) donde cualquier par de elementos =,y € P son
comparables se dice que esta totalmente ordenado.

En esta tesis se supondré implicitamente que todos los copos son finitos.
2.3.3 Definicion. Dado un copo (P, <), un subconjunto @) de P se llama subconjunto
parcialmente ordenado (subcopo) si, para cualquier par de elementos z,y en @, la
relacion de orden < en P se mantiene en (). Esto significa que si z,y € @), entonces
r<yensiysolosiz<yen P.

Existen subcopos importantes, como los subintervalos, que definimos a continuacion.
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2.3 Conjuntos parcialmente ordenados (copos)

2.3.4 Definicion. Dado un conjunto parcialmente ordenado (P, <), para x <y en P,
el intervalo cerrado entre z y y, denotado como [z, y|, esta definido como:

[z,y ={z€ Plx<z<y}

Notemos que como [z,y] C P, se tiene que [z,y] es finito.

Anélogamente el intervalo abierto se define como:
(x,y)={z€Plz<z<y}

Los intervalos semiabiertos (z,y| y [z, y) se definen de manera similar.

2.3.5 Definicién. Una m-cadena de un conjunto parcialmente ordenado P es un
subconjunto totalmente ordenado ¢ = {1 < 9 < -+ < xp, 11} de P.

También diremos que la longitud [(c) de ¢ es m y se considerara que la cadena vacia
es una (—1)-cadena. La longitud I(P) de P se define como:

[(P) = max{l(c) | ¢ es una cadena de P}.

2.3.6 Definicién. Si un copo P tiene un elemento minimo, es habitual denotarlo con
0 y referirse a él como el elemento inferior. De manera similar, el elemento maximo, si
existe, se denota como 1 y se denomina elemento superior.

2.3.7 Definicion. Dado un copo (P, <), el complejo simplicial asociado A(P), se
construye de la siguiente manera:

» Los vértices del complejo A(P) son los elementos de P.

= Los m-simplejos son las m-cadenas.

Es decir, cada simplejo en el complejo corresponde a una cadena de elementos de
P ordenados por la relaciéon de orden parcial <. Ademés, si 7 es una subcadena de
una cadena o entonces el simplejo correspondiente a 7 estd contenido en el simplejo

correspondiente a o.

2.3.8 Definicion. Si P es un conjunto parcialmente ordenado, denotamos a A(P)
como |P|y se llama la realizacion geométrica de P.

Por medio de | P| (definicion 2.2.9) se le asocian conceptos topologicos al copo P. Por
ejemplo, se dice que P es contraible si |P| lo es y que dos copos P, ) son homotopicos

si |P|, |@Q] lo son.

44
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2.3.9 Definiciéon. Sean P y () copos, definimos un morfismo de copos como una
funcion f: P — @ tal que si z,y € P con = < y entonces f(z) < f(y).

Un morfismo de copos f: P — @ induce una funcion continua |f|: |P| — |Q)|.

2.3.10 Definiciéon. Si f, g son morfismos de copos P, @), diremos que son homotépicos
si |f| v |g| lo son como funciones de |P| en |Q)].

Asi como asociamos un complejo simplicial a un copo, podemos asociar un conjunto
parcialmente ordenado a un complejo simplicial de la siguiente manera:

2.3.11 Definicion. Dado un complejo simplicial A, abstracto o geométrico, el copo
asociado P(A) se define asignando cada simplejo no vacio en A como un elemento en
P(A) y decimos que 7 < ¢ si y solo si 7 es un subconjunto de o.

Un conjunto parcialmente ordenado no solo puede estar asociado a un complejo
simplicial, sino también a una grafica mediante la siguiente definicion.

2.3.12 Definiciéon. Dada la relaciéon de orden en un copo P, podemos construir una
grafica de comparabilidad G(P) en donde cada vértice P se representa como un
vértice en la grafica G(P) y si dos elementos a y b son comparables (a < bo b < a), se
forma una arista del vértice a al vértice b en la grafica G(P).

2.3.13 Definiciéon. La parte propia de un conjunto parcialmente ordenado P es:
P=P—-{zcPlz=00xz=1},
donde 0 es el minimo y 1 es el maximo de P, si existen.

2.3.14 Definiciéon. Sea GG un grupo. Un G-copo es un copo P junto con una acciéon
de G en P tal que, para todo g € G, la accién de g en P preserva la relacion de orden,
es decir, si x < y en P, entonces gr < gy en P.

Si P es un G-copo, entonces |P| es un G-espacio topologico.

La definicion de un G-copo nos permite enunciar el siguiente teorema, que seré
relevante en nuestra contribucion. Este teorema proporciona una condiciéon suficiente
para que dos funciones equivariantes sean G-homotopicas.

2.3.15 Teorema. (Thévenaz & Webb, 1991). Sea X un G-copo y sean ¢, ¢: X — X
dos funciones de copos equivariantes tales que ¢(z) > 1(z) para todo x € X. Entonces
¢ y ¥ son G-homotodpicas.
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2.4 Homologia de copos

2.3.16 Definicion. Si P y () son copos, se define la junta P % () como el copo cuyo
conjunto de elementos es P U () y el orden se define como:

l.z<ysiz,ye Pyx<yenP.
2.z<ysiz,yeQyxz<yenQ.

3.r<ysize PyyeqQ.

2.4 Homologia de copos

2.4.1 Definiciéon. Sea P un copo, definimos el j-ésimo espacio de cadenas como:

C;(P) = C-espacio vectorial cuya base son j-cadenas de P.

Por convencion la cadena vacia es una (—1)-cadena por lo cual C_;(P) es un espacio
de dimension uno, esto es C_1(P) = C. Ademas C;(P) =0si j < —2.

2.4.2 Definicion. Sea P un copo, el j-ésimo operador frontera esta dado por
j+1
aj(.’Kl < e K l’j+1) = Z(—l)l(l'l < LK< < .Tj+1>,
i=1

donde * denota la eliminacién.

Notemos que en el caso j = 0, se tiene que Jy(z1) es la cadena vacia, por lo cual se
puede considerar como el generador de C_;(P).

2.4.3 Teorema. Sea P un copo, entonces 0;_1 0 9; = 0 para toda j.

Demostracion. Calculamos:

Jj+1
(8j_1 08]')(331 < < JZJ'_H) = 8j_1 <Z(—1)l($1 <L << $j+1)>
=1
J+1 _
= Z(—l)laj_1($1 <L < < $j+1)
1=1
= > (DD < <@ <o <@ <o < mjga)
1<k<i<j+1
+ Y DD < <l < < Bk < e < @),
1<i<k<j+1
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2.4 Homologia de copos

Notemos que las dos tltimas sumas se cancelan al intercambiar i y k. Esto se debe a
que al realizar esta permutacion en la segunda suma, esta se convierte en el negativo
de la primera. Por lo tanto, 9;_; 0 9; = 0 para toda j. H

En la seccion 2.5, se encuentra un ejemplo préctico del calculo de estos operadores
en el ejemplo 2.5.10.

2.4.4 Definicién. El nicleo del j-ésimo operador frontera d; es llamado espacio de
ciclos y se denota con Z;(P). El espacio de fronteras se define como la imagen de 0;41
y se denota con B;(P).

2.4.5 Definicion. La homologia del copo P en la dimension j > 0 se define por

H;(P) = Z;(P)/B;(P).

2.4.6 Definiciéon. Sea P un copo y j > 0, §: C;(P) — Cj11(P), es el j-ésimo
operador cofrontera y se define en generadores por medio de la siguiente ecuacion:

(07 (), B) = (@, 951 (8)),

donde a € C;(P), B € Cj11(P) y (.,.) es la forma bilineal donde las cadenas, es decir
generadores de C;(P), son base ortonormal. Esto es equivalente a decir que:

Jjt+2
oy <--<z)=> (1)) Y (m<-<mag<z<z <o <)),
=1 2€(Ti—1,2:)
para todas las cadenas 1 < --- < z;, donde ¢ es el elemento mas pequeno de Py ;41

es el elemento mas grande de P.

2.4.7 Teorema. Sea P un copo, entonces 87 o §~! = ( para toda j.

Demostracion. Sea o € Cj_; y B € Cj41, entonces:

(07 (07 (@), B) = ("), 0541(B)) = (@, 0;(9;41(8))) = (e, 0) = 0.

Por lo tanto, 6 0 §~! = 0 para toda j. O

2.4.8 Definicién. El nicleo del j-ésimo operador cofrontera ¢/ es llamado espacio de
cociclos y se denota con Z7(P). El espacio de cofronteras se define como la imagen
de 8’71 y se denota con BY(P).
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2.4.9 Definicién. La cohomologia del copo P en la dimensiéon j > 0 se define por

H'(P) = Z'(P)/B'(P).

Se puede demostrar (Wachs, 2007), que para todo copo Py todo j se tiene que
H,;(P) = H’(P).

2.5 La reticula booleana

2.5.1 Definicién. Una lattice, o reticula en espanol, es un conjunto parcialmen-
te ordenado (L, <) tal que para cada par de elementos a,b € L existe un supremo
(denotado como @V b) y un infimo (denotado como aAb) en L. Es decir, dados a,b € L,
existen a Vb y aAben L tales que:

a<aVbyb<aVb.

aNb<ayanb<b.

SiceLyc<ayc<b, entonces c < aAb.

Sice Lya<cyb<c, entonces aVb<ec.

2.5.2 Definiciéon. La reticula Booleana B, esta formada por todos los subconjuntos
del conjunto [n] = {1,2,...,n}, ordenados por inclusion.

2.5.3 Ejemplo. Si n = 4 la reticula booleana B, (ver figura 8), tiene los siguientes
elementos:

{0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2,4}, {3.4}, {1,2,3}, {1,2,4},
(1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}.

La relacion de orden que consideramos es la inclusion de conjuntos, es decir, para dos
subconjuntos A y B, diremos que A < B si A C B. Para demostrar que esta estructura
es una reticula, tenemos que verificar que cumple con las dos condiciones necesarias, en
este caso, el supremo de a,b € B, es a Ub y el infimo de a,b € B, es a N b.

Note que en el dibujo del diagrama de la reticula, asi como en los copos en general,
hay relaciones que quedan implicitas, por lo que no agregamos lineas adicionales. Esto se
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2.5 La reticula booleana

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

Figura 8: Reticula Booleana Bj.

debe a que solo representamos las relaciones de inclusion directa entre los subconjuntos.
Por ejemplo, en {1} < {1,2} < {1,2,3} solo dibujamos lineas entre {1} < {1,2} y
{1,2} <{1,2,3}, pero no entre {1} < {1,2,3}, ya que esta tltima relacién se deduce
de las anteriores.

2.5.4 Definicién. Para cada k < n, se define la reticula booleana truncada BF como
el subconjunto de B,, dado por:

BE—={ACn] : 4] > k}.

Aunque BF se llama reticula booleana truncada y conserva algunas propiedades de
la reticula booleana B,,, no es una reticula en el sentido estricto. Esto se debe a que no
siempre contiene fnfimos (intersecciones) para todos los pares de elementos en B~.

A nosotros nos interesa estudiar la parte propia, (definicion 2.3.13), de la reticula
booleana truncada, denotada como B¥. Por lo cual, en adelante por razones de brevedad
nos referiremos a ella simplemente como ‘reticula booleana truncada’.

2.5.5 Definiciéon. Un subconjunto @ de un copo (P, <) se llama anticadena si para
cualesquiera a,b € () con a # b, se tiene que a £ by b £ a. En otras palabras, ningin

par de elementos en () son comparables bajo la relaciéon de orden.

2.5.6 Definicién. Sea (L, <) una reticula y a,b € L. Se dice que b es el complemento
deasiavb=1yaAb=0. Esto se denota como a L b.
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2.5 La reticula booleana

El siguiente teorema es 1til para obtener el tipo de homotopia de un copo cuando el
copo es reticula.

2.5.7 Teorema. (Bjorner & Walker, 1983) Sea L una reticula con méximo 1 y minimo
0, vy sea a € L un elemento tal que los complementos de a forman una anticadena.
Entonces, el tipo de homotopia de la parte propia de L (definicion 2.3.13), denotado
por L esta dado por:

1L 22 \/ Susp (0, 2) % (z, 1)1,
zla
donde la unién se toma sobre todos los elementos x de L que son complementos de a,
y Susp (definiciéon 1.3.8) indica la suspension del espacio topolégico asociado a la junta
(definicién 2.3.16) de los intervalos (0,z) y (x,1), que son los elementos de L entre
0 yx,yentrezy i, respectivamente.

En ejemplo 2.5.10 usamos conceptos y teoremas de topologia algebraica, sugerimos
como referencia (Munkres, 1984). En particular, existe un concepto de homologia que
es aplicable a todo espacio topologico X tal que si P es un copo y X = |P| entonces
H,(X) es isomorfo a la homologia del copo H,(P) como lo definimos antes.

2.5.8 Teorema. Sean X y Y espacios topologicos. Si X y Y son homotopicos, entonces

H,(X) = H,(Y) para n > 0. En particular, si X es contraible, entonces H,(X) = 0
para n > 0.

2.5.9 Teorema. Sea S" = {r € R""! | ||z|| = 1} la esfera de dimension n, entonces
~ oy ) 0 sii#mn,
Hi(s)_{C si i =n.

2.5.10 Ejemplo.
~ =+ [ 0 sik#n-2
Hk(B")_{(C sik=n—2

Demostracion. Para esta prueba primero veamos que B, es homotépico a S" 2. La
prueba la haremos por induccion sobre n.

Notemos que si n = 2 tenemos que Bs son dos puntos no comparables y por tanto,

82 ~ SO.

Ahora, supongamos que se cumple para n — 1, es decir, tenemos que B,,_; ~ S" 3. Si
consideremos a = {n} € B, entonces a solo tiene un complemento, b = {1,2,...,n—1},
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2.5 La reticula booleana

entonces por el teorema 2.5.7 tenemos que B, es:

B, = Susp((0,{0,1,2,3,...,n —1}) % ({0,1,2,3,...,n — 1},1).

Luego, como B, 1 = B,_1 — {0,n — 1}, es decir es el subconjunto que contiene a
todos los elementos entre el (# y n — 1, entonces (0,{0,1,2,3,...,n —1}) = Bo_1 y
ademas, ({0,1,2,3,...,n —1},1) = 0, por lo tanto, considerando nuestra hipotesis de
induccion tenemos que:

B,, = Susp B,,_1 * ) = Susp B,,_1 = Susp S" 3.

Y como la suspension de una esfera es homotdpica a una esfera del grado siguiente
(Hatcher, 2002), tenemos por tanto que:

B, ~ S" 2.

Por consiguiente, como B,, es homotopico a S™ 2 la homologia reducida de B, es
igual a 0 cuando k #n — 2y Csi k =n — 2 por el teorema 2.5.9. n

Veamos con detalle el caso del calculo de la homologia de Bs, directo de la definicién,
sin usar el teorema anterior, considerandolo como una representaciéon del grupo Ss.

12 13 23
1 2 3.
Queremos determinar si H, (B3) es la permutacion signo o la trivial.

Consideremos los siguientes operadores frontera:

Co(Bs) & C1(By) 2 Cy(Bs) 2 .

Notemos que Co(Bs) = (1,2,3,12,13,23), lo que implica que dim(Co(Bs)) = 6.
Ademas, debido a que dim(Cy(Bs)) = dim(ker dy) + dim(im dp) y dim(im dy) = 1, pues
la imagen de 0y genera a C, tenemos que dim(ker dy) = 5.

Por otro lado, como

C1(Bs) = (1<12,1<13,2<12,2<23,3<13,3<23),
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2.5 La reticula booleana

entonces:

imad; = &[C(Bs)]
= (01(1 < 12),0:(1 < 13),01(2 < 12),8,(2 < 23),0,(3 < 13),91(3 < 23))
= (1-12,1—-13,2—12,2—23,3 — 13,3 — 23)
=(1-12,1-13,2—12,2 — 23,3 — 13).

Ya que (1 —12),(1 —13),(2 — 12),(2 — 23) y (3 — 13) son linealmente independientes
pues,
c1(1—12) 4 co(1 — 13) + ¢3(2 — 12) + ¢4(2 — 23) + ¢5(3 — 13) = 0,

implica que,
(Cl + 02)1 + (Cg + 64)2 + (05)3 + (—Cl — 03)12 + (—Cg — 05)13 + (—04)23 = 0,

de donde se sigue que, ¢; = ¢y =c3 =c¢4 =5 = 0.

Note que (3—23) =(3-13) - (1 —-13) + (1 —12) — (2 —12) + (2 — 23).

Por lo tanto, tenemos que dim(imd;) = 5.

Luego, dim(ker dy/im 0;,) = dim(ker dp) — dim(imd;) = 5 — 5 = 0, entonces como
tenemos un espacio de dimension cero, ker dy/im 9; = 0, por lo cual,

ﬁo(ég) = ker (90/ 1m81 = 0.

Ahora como dim(Cy(Bs)) = dim(ker d;) +dim(im 9y ) = dim(ker d;)+5 = 6, tenemos
que dim(kerd;) = 1, ademéas dado que no tenemos cadenas de dimension 3 en Bj
tenemos que la im d, = 0, por lo cual tenemos que

ﬁl (Bg) = ker 81.

Entonces, consideremos:
2=(1<12)—(1<13)—-(2<12)+(2<23)+(3<13) — (3 <23),
y observemos que
0z=(1-12)—(1-13)—(2—-12)+(2—23) + (3—13) — (3—23) =0,

por lo que z € ker 0y, luego si hacemos actuar una permutacién impar, como por ejemplo
(1,2) tenemos que:

(12)2=(2<12) - (2<23) - (1<12)+ (1 <13)+(3<23) — (3 < 13) = —z,

por lo tanto H 1(Bs) es la representacion signo de Ss.
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2.6 Homologia de complejos simpliciales

2.6.1 Definicion. A una subcoleccion de simplejos de A que a su vez forman un
complejo se les llama un subcomplejo de A.

2.6.2 Definicién. Se le dice p-esqueleto de A y se le denota por A® al subcomplejo
que consiste de todos los simplejos de dimensién a lo més p.

Los puntos de la coleccion A©) son los vértices de A, y el 1-esqueleto AM) de cualquier
complejo simplicial es una grafica.

2.6.3 Definicién. Un complejo simplicial A es conexo si AY) es una grafica conexa.

2.6.4 Definiciéon. Sea 0 = {vg, vy, -+ ,v,} un p-simplejo, un p-simplejo orientado
es un simplejo junto con una orientaciéon en él.

Una forma natural de formar esta orientaciéon es enumerando sus vértices y dos
ordenamientos de su conjunto de vértices se dicen equivalentes si son diferentes el uno
del otro por una permutacion par. De modo que la orientacion “usual” en o se denota
como g = vg ANvr A+ AUy

2.6.5 Ejemplo. Un 0-simplejo orientado es un punto vy. Un 1-simplejo orientado vy Avy
es ilustrado en la figura 9 con una flecha dirigida de vy a v1, de modo que voAvy # v1 Avy,
pero vy A v; = —v1 A vy por tener una orientacion opuesta.

Vo

T

Figura 9: 1-simplejo.

2.6.6 Definicion. Sea A un complejo simplicial abstracto. Una p-cadena en A es
una funciéon ¢ que asigna a cada p-simplejo orientado de A un ntmero complejo, de
tal manera que si o y ¢’ son dos orientaciones opuestas del mismo simplejo, entonces
c(0) = —c(0’). En otras palabras, la funcién ¢ cambia de signo al cambiar la orientacion
de un simplejo.

El espacio vectorial de p-cadenas orientadas de un complejo simplicial abstrac-
to A, denotado C,(A), se obtiene considerando una orientacion fija por cada p-simplejo
y tomando C,(A) como el espacio vectorial generado por tales p-simplejos orientados.
Cada elemento en C,(A) puede expresarse como una suma finita de p-cadenas orien-
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tadas en A, donde cada término de la suma es un p-simplejo orientado en A y cada
coeficiente es un nimero complejo. La suma de dos p-cadenas orientadas en A se define
como la suma de sus respectivos términos, mientras que el producto de una p-cadena
orientada en A por un escalar A € C se define como la multiplicacién de cada término
por A.

El espacio vectorial C,(A) se utiliza para construir la homologia de A, que es una
medida de la cantidad de “agujeros” de dimension p en |A]l. Sip < —1 0 p > dim A,
entonces C,(A) denota al espacio trivial, es decir, el espacio vectorial que consta tni-
camente del vector cero. Por convencion C_;(A) esta generado por el tnico simplejo de
dimension —1, esto es, el simplejo vacio, y por tanto, C_1(A) = C.

A una grafica finita G se le asocia un espacio topoldgico por medio de cierto complejo
simplicial.

2.6.7 Definicién. Sea GG una grafica, su complejo simplicial asociado A(G), se
construye considerando los vértices de la grafica como los vértices del complejo simplicial
y los simplejos son las subgréficas completas.

2.6.8 Definicién. Sea 0 = vy Av; A --- A v, un simplejo orientado, definimos la trans-
formacion lineal 9,: C,(A) — C,—1(A) por medio de:

p
0p(0) = p(vo Aoy A== Awy) =D (=1 (wg Avg Ave- A A=+ Awy),
=0
al que llamamos el p-ésimo operador frontera, donde v; indica que el vértice v; es
borrado del arreglo.

Como C,(A) es el espacio trivial para p < —1, para p < —1 tenemos que J, es la
transformacion cero.

Se mostrara que 0,(—0) = —0,(0). Para ello, es suficiente mostrar que si se cambian
dos vértices adyacentes en el arreglo vo A vy A--- Awv; A--- Ay, el lado derecho de la
ecuacion:

p
Dp(vog Avp A=+ Awy) = Z(—l)”l(vo/\vl/\-~-/\ﬁi/\...vp),
i=0

cambia de signo. Entonces, vamos a comparar las expresiones:
a) Op(vg A\ -~ AUj_1 AU AVj41 AVjpa A= ANvp) Y

b) Op(vo A -+ AVj_1 AVjp1r AVj AVjia A= Avy).
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Si ¢ es distinto de j y j + 1, el i-ésimo término en esas dos expresiones difiere
precisamente por un signo, el término es idéntico excepto que v; y v;i; aparecen
intercambiados. A continuacion, se presenta que sucede para el i-ésimo término cuando
t=jyi=75+1.

Para la expresion a) se tiene:

(—1)j+1(vo/\' AV 1 AD AV 1 AV A\ - ‘/\Up)+(—1)j+2(v()/\' AV 1AV ADj 11 AVjpa - - '/\Up).

Mientras que para b), se tiene:
(—1)j+1(vo/\' . -Avj_1A®j+1AvjAvj+2A- . '/\Up)+(—1)j+2(’vo/\' . '/\Uj_l/\vj+1/\ﬁj/\vj+2/\‘ . '/\Up).
Por lo que comparando las dos expresiones se observa que difieren por un signo.

2.6.9 Ejemplo. Observemos que:

1. En el caso de un 1-simplejo:

81(1)0 A Ul) = —v1 + Vp.

2. En el caso de un 2-simplejo:

82<U0 A U1 A\ Ug) = —(Ul A UQ) -+ (Uo A 1)2) — (Uo A\ Ul).

3. En el caso de un 3-simplejo:

83(1)0/\1]1 /\Ug/\Ug) = —(Ul AN /\U3) + (Uo/\Ug/\Ug) — (U(] A /\’Ug) + (’Uo/\l)l /\Ug).
2.6.10 Teorema. Sea ¢ un p-simplejo orientado, entonces 9,_1 o 9, = 0 para todo p.

Demostracion. Calculamos:

p
Op10p(vo A Avp) =Y (=1)'pi(vg Av- A A Ay)

=0
= (=D (=1) (g A  ADj A AB A Awy)
j<i
HY (D) g A NG A N A A,
j>i
Las dos tltimas sumas se cancelan ya que después de cambiar ¢ y 7 en la segunda suma,
se convierte en el negativo de la primera por lo que 9,1 0 9, = 0. ]
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2.6.11 Definicién. El nicleo de 0,: Cp(A) — Cp_1(A) es llamado el espacio de
p-ciclos y es denotado por Z,(A). La imagen de 0p41: Cpy1(A) = Cp(A) es llama-
do el espacio de p-fronteras y es denotado por B,(A).

2.6.12 Definicion. Se define el p-ésimo espacio de homologia de A como el espacio

cociente

Hp(A> = Zp(A)/Bp(A)-

2.7 Subdivision baricéntrica

A continuacién introduciremos el concepto de subdivisiéon baricéntrica, primero para
un complejo simplicial geométrico y posteriormente para un abstracto.

2.7.1 Definicion. Sea A un complejo simplicial geométrico y sea s un n-simplejo de

A con vértices vy, . .., v,. El baricentro b, de s es el punto de s definido por
S |
bs = V; .
; n+1

De este modo tenemos que el baricentro de un 0-simplejo s = (vp) es el mismo vértice
bs = (vg) y el baricentro de un 1-simplejo s = (vg,v;1) es el punto medio del segmento
que une vy con v;. En general podemos identificar al baricentro como el centroide de s.

2.7.2 Definicion. Dado un complejo simplicial geométrico A, definimos su subdivi-
sién baricéntrica como el complejo simplicial geométrico, denotado como sd A, en
donde los vértices son los baricentros de los simplejos de A y los simplejos de sd A son
todos los simplejos geométricos generados por los conjuntos ordenados (b, . .., bs,) con
s; cara propia de s;.1 para todo 1.

2.7.3 Ejemplo. Sea A el siguiente complejo simplicial:

Vo

U1 V2
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Veamos que en A tenemos los siguientes n-simplejos:

» (-simplejos sy = vg, 1 = V1 Y S2 = Vg, con baricentros by, = vg, bs, = v1 y bs, = V2
respectivamente.

» 1-simplejos sg1 = (vo, V1), Sz = (Vo, V) ¥ S12 = (v1, v2), que tienen como baricen-
1 1 1 -
tros by, = 5(vo + 1), bsy, = 5(v0 4 v2), by, = 5(v1 + v2) respectivamente.

= 2-simplejo so12 = (vg, v1,v2) con baricentro by, = 3(vo + v1 + v3).

Por lo que sd A consta de (bs,, bsy,s bsora)s - - - (Dsy» Us12, bsorn)s v todas las caras de
éstos. Su dibujo se puede ver como:

bs

0

bs

1 512 b32

2.7.4 Definicion. Sea A un complejo simplicial abstracto, la subdivisiéon baricén-
trica de A, denotada como sd(A) es el complejo simplicial abstracto asociado al copo
de simplejos, es decir sd(A) = A(P(A)).
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2.7.5 Ejemplo. Sea A el complejo simplicial abstracto que consiste de {vg,v1,v2} v
todos sus subconjuntos.

Vo
(%1 (%)
Entonces el diagrama de P(A) es:
{vo,v1,v2}
{vo,v1} {vo, v} {vr, v2}
{vo} {v1} {v2}
Por lo que sd A = A(P(A)) es:
{vo}

{v1} {v1, 02} {v2}
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Note que {vo} v {vo,v1} son simplejos en A tales que {vg} C {vg,v1}, de modo que
{vo} v {wvo,v1} son elementos de P(A) que estén relacionados y forman una 1-cadena.
Por tanto, {vg} y {vo, v1} son vértices de sd A y forman un 1-simplejo.

Es importante destacar que si A es un complejo simplicial abstracto, entonces las rea-

lizaciones geométricas de los complejos simpliciales A y sd A son siempre homeomorfas,
es decir tienen la misma estructura topologica (Eilenberg & Steenrod, 1952):

A] = [sd Al
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CAPITULO 3

GRAFICA DE CLANES DE LA
RETICULA DE SUBCONJUNTOS

Las representaciones del grupo simétrico en las homologias de ciertos complejos sim-
pliciales notables con mucha simetria han sido estudiados por varios investigadores
como por ejemplo Solomon (Solomon, 1968) y S. Bouc (Bouc, 1984). Por otro lado,
ya en una tesis de maestria de la UAEH (Campero, 2021) se considerdé ademas otro
complejo construido a partir del complejo estudiado por Bouc usando el operador de
clanes en graficas. Tales estudios nos sirvieron como motivaciéon y nos permitieron la
creacion del presente capitulo.

Dentro de este capitulo se encuentran los resultados obtenidos en el estudio de la
descomposicion en submoédulos irreducibles de la homologia de las graficas de clanes
de las graficas de comparabilidad de reticulas booleanas truncadas. En particular, se
explorara la relacion entre el complejo simplicial de la grafica de comparabilidad del
copo B y el complejo simplicial de la grafica de clanes asociada a su grafica de com-
parabilidad, K (G, ). Se pretende probar que A(Gpx) =s, A(K(Gny)) y, por tanto,
mediante el uso de la subdivisién baricéntrica y del teorema 2.3.15, asi como de otros
resultados presentados en este capitulo, establecer que H (K (BF)) =, H(BF).

3.1 Antecedentes tedricos

En el proceso de llevar a cabo una investigacion, la seleccion y la aplicacion de
teoremas juegan un papel crucial al proporcionar las bases tedricas y las herramientas
necesarias para dar forma y respaldar la investigacion. En este contexto, en esta seccion,
los teoremas y conceptos que presentaremos desempenan un papel fundamental al per-
mitirnos pasar desde la formulacion inicial de la investigaciéon hasta su implementacion
efectiva.

3.1.1 Definicion. Dada una grafica Gy una subgréfica H de G, decimos que H es
una subgrafica inducida si para cualesquiera dos vértices u,v € H se tiene que u y v

son adyacentes en H si y solo si son adyacentes en G.

3.1.2 Ejemplo. En la figura 10 se presenta una grafica GG y dos subgraficas de G, H y
J. En este caso, tnicamente H es una subgrafica inducida de G, ya que cualquier par
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3.1 Antecedentes tedricos

de vértices adyacentes en H también lo son en G. Sin embargo, J no es inducida pues
v; y v3 son adyacentes en (G, pero no lo son en J.

(%) V2 VU2
01%03 UlLUS ”1¢U3
V4 Vg
G H J

Figura 10: Una grafica G y dos subgraficas de G, H es inducida y J no.

3.1.3 Definiciéon. El complemento de una grafica G, denotado como G consiste del
mismo conjunto de vértices de GG y tal que dos vértices distintos en GG son adyacentes
si y solo si no lo son en G.

3.1.4 Ejemplo. En la figura 11 tenemos una grafica Gy su complemento G.

V2 V2

(%] % U3 U1 U3

Vs [ Us Uy
G €
Figura 11: Una grafica G y su complemento G.
Recordemos que en la definiciéon 1.4.6 denotamos como K, a la grafica completa de

n vértices, para la siguiente definicion denotaremos como nKs a la grafica que consiste
de la unién de n graficas completas de 2 vértices.

3.1.5 Definicion. Sea nK, la grafica que consiste en n graficas completas de dos
vértices. Llamamos octaedro al complemento de esta grafica y lo denotamos como O,,,
es decir, O,, = nKs.

3.1.6 Ejemplo. En la figura 12 tenemos una grafica 4K5, es decir, una gréafica con
8 vértices que consiste de 4 graficas Ky y en la figura 13 el complemento de esta, es

decir Oy.
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3.1 Antecedentes tedricos

Recordemos que hemos denotado como G, , a la gréfica de comparabilidad de la reti-
cula booleana truncada BE. Los siguientes dos teoremas son ttiles porque nos permiten
argumentar que la grafica de comparabilidad de una reticula booleana con k = n — 2
es homotopica a su grafica de clanes, es decir, G, —2 >~ K(Gpn_2).

3.1.7 Teorema. (Larrion et al., 2009) Sea G una grafica que no tiene octaedros Os
inducidos y tal que todo triangulo esté contenido en un tnico clan. Entonces K (G) ~ G.

Que todo triangulo esté contenido en un tnico clan significa que si tenemos 3 vértices
en G, vy, vy y v3, tales que forman una grafica completa K3 (un tridngulo), no puede
haber dos vértices distintos de estos, vy, v5 € G, tales que son adyacentes a vy, vo y s,
pero no sean adyacentes entre ellos. Que no tenga octaedros inducidos significa que no
se pueden escoger 6 vértices tales que esos vértices induzcan un octaedro Os.

3.1.8 Teorema. Sea G, ;, la grafica de comparabilidad de una reticula booleana trunca-
da con n—k < 3, entonces G, , es libre de octaedros O3 y todo tridngulo esta contenido
en un dnico clan.

Demostracion. Supongamos que G, i tiene un octaedro inducido. Entonces tenemos un
subcopo de B con 6 elementos A, B, C, D, E y F en donde solo son incomparables
Acon B, C con Dy E con F'y todos los demas son comparables, como se muestra la
figura 14. Note que A y E son comparables pues A < C' < E, analogamente B y F'.

Como Ay B son incomparables existen x € A\ By y € B\ A. Luego {z,y} C CND,
ya que A y B estan contenidos en C'y D.

Similarmente, como C'y D son incomparables existen w € C'\ Dy z € D \ C tales
que w y z son distintos de x y vy, pues A y B estan contenidos en C'y D. Por tanto,
{z,y,w} CCy{z,y,2} CD.

Analogamente, como E y F son incomparables, existen u € E\ Fyv € F\ E
distintos de z, y, w y z, tales que {z,y,w,z,u} C Ey {x,y,w, z,0} C F. Y dado que
C'y D estan contenidos en F y F tenemos que {z,y,w,z} C ENF por tanto para que
haya octaedros Oz inducidos se necesita que n > 6. Por otro lado, como |E \ A| > 4,
se necesita que la diferencia en cardinalidad entre los elementos mas grandes y los
elementos mas pequenos en BZ sea 4.

Entonces, G, con n —k < 3 es libre de octaedros O3 y como en este caso los clanes

de G, ; son triangulos, en particular todo tridngulo de G, j, esta contenido en un tnico
clan. O]
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A B

Figura 14: Octaedro O3

El teorema 3.1.8 nos da condiciones necesarias para cumplir las hipdtesis del teorema
3.1.7 y poder concluir que para ciertos valores de n y k se tenga que G, ~ K(G,x).
Como el grupo simétrico .S, actiia en G, se obtiene por tanto una accién natural en
su grafica de clanes K (G, k), por lo que surge la pregunta base de este trabajo de si la
equivalencia homotopica G, ~ K(G, ) sera equivariante, lo cual implicaria que las
representaciones de 5, en sus homologias seran isomorfas.

El teorema que se enuncia a continuacién, nos muestra la descomposicién en sub-
modulos irreducibles del moédulo sobre el grupo simétrico dado por las homologias de
complejos simpliciales asociados a la reticula booleana truncada. Una idea de esta prue-
ba la encontramos en (Wachs, 2007).

3.1.9 Teorema. (Solomon, 1968) Para todo k& < n, se tiene que:
f{n—k—l(gﬁ) gSn S(k,ln—k).

donde (k,1"7%) es una particion de n y S (k1) denota el modulo de Specht correspon-
diente a dicha particion.

Sabemos que el complejo simplicial del copo B¥ coincide con el complejo simplicial
de la grafica de comparabilidad de Bf, es decir A(B¥) = A(G,x). En este capitulo
pretendemos mostrar que A(G, k) ~g, A(K(Gnk)), es decir queremos mostrar que
son homotépicamente equivalentes preservando la accion del grupo simétrico. Para ello,
primero haremos uso de la subdivision baricéntrica de A(G, ) v A(K(Gpk)) v veremos
que A(Gnx) ~s, sd(A(Grx)) y que A(K(Gpi)) ~s, sd(K(A(Gyk))), posteriormente
probaremos que sd(A(G,x)) ~s, sd(K(A(G,x))) utilizando el teorema 2.3.15.

Antes de considerar el caso general en la secciéon 3.3 consideraremos con detalle un
ejemplo pequeno en la secciéon 3.2.
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3.2 La reticula booleana truncada 32

{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4}

{1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}
Figura 15: Diagrama de 2.

{3,4} {2,4} {1,4} {2,3} {1,3} {1,2}

{4} (3} {2} 1}

Figura 16: Diagrama de B2, truncando los k “niveles” mas altos.

3.2 La reticula booleana truncada BE

Consideremos el copo de B2, representado por el diagrama en la figura 15.

Se puede demostrar que el copo obtenido truncando los k “niveles” mas bajos de B,
es isomorfo al obtenido truncando los k “niveles” més altos. En la figura 16 aparece el
dibujo del copo obtenido. Para simplificar, a este copo isomorfo se le denotara también
con BF.

Procedemos a obtener la grafica de comparabilidad de la reticula booleana trun-
cada B2, G(B?) (definicién 2.3.12), a la que denotaremos como Gy, y el complejo
simplicial asociado A(Gy42) (definicion 2.6.7). Notemos que A(G42) puede ilustrarse
como en el dibujo de la figura 17, en donde omitimos los corchetes y comas para man-
tener una notaciéon mas clara y concisa. En lo que resta de la demostracion seguiremos
con esta notacion pues esto no afecta la validez, ya que el grupo simétrico actua de
manera consistente con tal notacion.

Ahora, consideremos la subdivision baricéntrica de A(Gy2), la cual es denotada
como sd(A(Gy42)). En la figura 18 se muestra el dibujo del diagrama de sd(A(G42)), en
donde [a,b] con a,b € {1,2,3,4} v a # b, denota el conjunto {a,ab}, por ejemplo [1, 2]
es {1,12} mientras que [2, 1] es {2,12}. Seguiremos usando esta notacion a lo largo de
la demostracion, ya que como el grupo simétrico sigue actuando de manera consistente
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3.2 La reticula booleana truncada 532

4
14
34 24
1
/ \
13 12
/ \
3 23 2

Figura 17: Complejo simplicial de Gy 5.

[1,2] 2,3 2,4]  [3,1] [3,2] [4,1]

Figura 18: Diagrama de sd(A(G42))

no afecta su validez. El dibujo de sd(A(Gyz)) tiene una representacion gréfica dentro
del tetraedro, ver la figura 19.

Sean X = A(G42) v X = sd(A(Gys)). Aunque es inmediato que X y X son ho-
meomorfos, nosotros queremos demostrar que estos dos espacios de hecho son homoto6-
picamente equivariantes, para ello vamos a definir funciones f;: X — X Vg1 XX ,
G-equivalencias homotopicas que preserven la accion del grupo G = ;.

Recordemos que si x se encuentra en el (k — 1)-simplejo con vértices vy, v, . .., vx lo
representaremos como r € (vy, Vg, ..., Ug).

Comencemos observando que todo 1-simplejo (segmento) en A(G42) va de a1 a aqas
con aj,as € {1,2,3,4} y a; # ag, de modo que todo punto z € {(ai,ajas) se ve de la
forma x = Aajas + (1 — N)ay con A € [0,1]. Por lo que definimos f; de la siguiente
manera;

(1 =2N)a; + 2)\[aq, as] si Ael0,1],
fi(x) =
(2 —2\)[a1, as] + (2A — Dajas  si A€ [1,1].
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3.2 La reticula booleana truncada 32

4
[4,1]
[4,3] [4,2]
14
[1,4]
34 24
1
7N
1,3] 1,2]
[3,4] / AN 2,4]
13 12
~ N
[3,1] 2,1]
3 -~ [3,2] 23 2,3] o 2

Figura 19: Subdivision baricéntrica de A(Gy2).

Observemos que f; esta bien definida ya que para \ = % se tiene que:

(1 —2X\)ag + 2\[aq, az] = [a1, as] = (2 — 2)\)[ay, az] + (2A — 1)aqas.

Para demostrar que f; es continua, consideremos una transformacion afin 7' que
envie a; € X en a1 € X y ajas € X en —aj + 2[ay, as] € X. Entonces:

T(Aaras + (1 — N)ay) = NT'(araz) + (1 — N)T'(aq)
= MN—a1 + 2[ay,a2)) + (1 — N)ay
= —Aa; + 2\[ag, as] + (1 — Ny
= (1 =2X)a1 + 2A[aq, ag].

Como T' es una transformacion afin, entonces 7' es continua. Restringiendo 7" a los
puntos (a;, ajaz) de la forma Aajas + (1 — A)ay con A € [0, 3] obtenemos la funcion del
primer caso de la definiciéon de f;.

Similarmente se muestra la continuidad del segundo caso (con A € [%, 1]). Por tanto,
como fi es continua en los dos subintervalos cerrados [0, 3] v [3,1], se tiene que f; es

continua para toda A € [0, 1].
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3.2 La reticula booleana truncada 532

Veamos que f; preserva la accion del grupo Sy.

ap G2 az a4 . .
Sean o = € Sy y x = Aajas + (1 — N)ay. Primero consideremos el
Uy U U3 Uy

caso cuando A est en el intervalo cerrado [0, 3]. Por un lado, tenemos que:
ofi(z) = o((1 —2X\)ay + 2\[a1, as)) = (1 — 2X\)uy + 2\ [ug, ua),
mientras que ox = o(Aajas + (1 — N)ay) = dugus + (1 — A)uy. Por lo tanto,
filox) = (1 — 2X\)ug + 2\ [uy, ug] = o fi(x).

Por otro lado, si consideramos el caso cuando A estd en el intervalo cerrado [%, 1],
tenemos que:

ofi(z) = a((2 = 2)\)[a1, as] + (2\ — Dagaz) = (2 — 2M\)[ug, ug] + (2X — 1)uyus,

y como fi(ox) = (2 — 2\)[ug, us] + (2A — 1)uqusy, tenemos por lo tanto que para toda
reXyoe€ Sy, ofi(x) = fi(ox).

Para definir ¢g; notemos que todo punto & € sd(A(Gy2)) puede estar en el 1-simplejo
(ay,[a1,as]) o en el 1-simplejo (ajas, [a1,as]), donde ay,as € {1,2,3,4} y a3 # as. De
modo que todo punto & € sd(A(Gy42)) es de la forma:

= May, a0l + (1 =Nay stz € (ay,[a,az]),
o de la forma:
T =Aaraz + (1 = Nar,az] st 2 € (araz, (a1, az).
Entonces, para toda A € [0, 1], g1 puede definirse de la siguiente manera:

(1= Dar+3mas s & =Aay,as) + (1 Ny,

91(2) =
(5)ar + (H2)arae  si & = Aaraz + (1 — N)[aq, as).

La continuidad de ¢; se demuestra de manera analoga a la manera en como se
demostro la continuidad de f;.

Veamos ahora que esta funciéon preserva la accion del grupo Sy.

a; a2 a3 aq ~
Sea 0 = € S4. Comencemos con el caso & = A[ay, az] + (1 — N)a;.
U Ug U3 Uy
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3.2 La reticula booleana truncada 32

Dado que 02 = A[uy, ug] + (1 — A)uy, podemos calcular ¢, (02) y og1(2):

A A

gl<0'.%) = (1 — 5) (75} -+ §U1U27

(A)— 1_5 _|_é — 1_5 _|_é
og1\xr) =0 5 aq 2@1@2 = 9 U1 2U1U2.

Por lo tanto, ¢g1(0Z) = 0g;(Z) en este caso.
Ahora, consideremos el caso en el que & = Aajas + (1 — A)[ay, as]. Dado que:
ot = o(Aaraz + (1 — N)[aq, as]) = Augus + (1 — A)[uq, us,

podemos calcular nuevamente ¢;(0) y 0g:(2):

(12 1+
g1(oz) = —)w + —y ) s,
(&) = AP L) (1A, (1A
ogi1\r) =0 —2 aq —2 a1y | = —2 Ul —2 UiUsg.

Como en este caso también gy (0d) = og; () tenemos por tanto que para toda & € X
y o €8y, 09:1(2) = gi(0).

Analicemos ahora si (g; o f1)(x) y (f1 0 ¢1)(Z) son homotopicas a la identidad en X
y X respectivamente por medio de una homotopia que preserve la accion del grupo Sy,
para asi determinar si X y X son homotdpicamente equivariantes.

Empecemos con el caso (g1 o fi)(x) y tomemos x = Aajas + (1 — A)ay, entonces:

fi(z) = (1 —2X\)ay + 2\[aq, az) para A € {O, %] :

de modo que nos encontramos en el caso en el que & = X|ay, as]+ (1 —N)a; con N = 2
por lo que:

N N
(91 e} fl)(x) = <1 — 5) a + Ealag = (1 - )\)Cll + )\alag = X.

Por otro lado, para A € [3,1],
fi(z) = (2 —2))[a1, az] + (2A — 1)a;aq,
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3.2 La reticula booleana truncada 532

por lo cual estamos en el caso T = Najas + (1 — X)[ay, az] con X = 2\ — 1 por tanto:

(910 f1) = (1 —2)\’) ap + (1;)\/) aiaz
_ (1 — (22)\— 1)) o+ <1+(22)\— 1)) s

= (1 — )\)al + )\alag =,

Asi, para toda x € X tenemos que (g; o f1)(x) = x, es decir, g; o f; es la identidad en

X = A(Gy2).

Para el caso (f; o g1)(&), supongamos que & = Aay, as] + (1 — N)ay, entonces:

. A A
gl<l’) = <]_ — §> aq + —a10a9,

2
por lo que estamos en el caso en el que x = Najaz + (1 — N)a; y N € [0,4] con N = 3
por tanto:
(fl e} gl)(i') = (1 — 2)\’)a1 + 2)\1[661, &2] = (1 — )\)al + )\[al, CZQ] = f%
Luego, si & = Aajas + (1 — A)[ay, as], entonces:
() 1—A N 1+ A
) = _— a — a1a
an 9 1 5 102,

por lo cual estamos en el caso z = Najas+(1—N)a; y N € [%, 1] con X' = %, entonces:

(fiog)(@) = (2~ 2)\,)[%7 ag) + (2)\, —1)aay

_ (2 9 (#)) (a1, 0] + (2 (?) _ 1) a0z

= (]_ — /\)[al,(lQ] + /\a1a2 = Zi‘,
de modo que para toda # € X tenemos que (f, o g1)(2) = i.

Dado que se ha demostrado que las composiciones (g1 o f1)(z) v (f1 0 ¢1)(Z) son
la identidad en los espacios X y X respectivamente, esto implica que las funciones
f1 v g1 establecen una homotopia equivariante entre X y X. En otras palabras, los
espacios A(Gy2) vy sd(A(G4z2)) son Syi-homotopicamente equivariantes.

Consideremos ahora el complejo simplicial de la grafica de clanes de G2, A(K(Gy42)),
cuya grafica puede ser dibujada dentro de un octagono, como se muestra en la figura 20.

Recordemos que [a,b] con a,b € {1,2,3,4} y a # b, denota el conjunto {a, ab}.
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3.2 La reticula booleana truncada 32

[2,1]

[4,3]

Figura 20: Complejo simplicial de la grafica de clanes de Gy .

Examinemos ahora el dibujo de la subdivision baricéntrica de A(K(Gyz)), ver figu-
ra 21. La grafica de la subdivision baricéntrica puede ser dibujada dentro de un octagono
como se muestra en la figura 22.

Sean Y = A(K(Gys))y Y = sd(A(K(Gy4s))), queremos demostrar que estos espacios
son homotopicamente equivariantes, para ello vamos a definir funciones f3: Y — Yy
g3: Y — Y G-equivalencias homotopicas que preserven la accion del grupo G = S;.

Comencemos definiendo f3;. Para ello, notemos que todo punto § en Y puede en-
contrarse en un l-simplejo de la forma ([aq, as], {[a1, as], [a2,a1]}) o en un 2-simplejo
de la forma <[a’17 a‘2]7 {[ah a2]7 [alu 0/3}}, {[a17 a‘2]7 [ah a3]7 {ala CL4]}>, donde ai, az,a3,04 €

{1,2,3,4} y a1 # ag, a1 # as, a1 # a4, as # as, as # a4 y ag # ay. Por tanto, si § esté
en un 1l-simplejo, entonces y es de la forma:

g = (1= Nlar, az] + Mlay, ag}, [az, a1]}.
Y si ¢ estd en un 2-simplejo, entonces ¢ es de la forma:

g = Mifa, as) + Ao{lar, as], [a1, as]} + As{[a1, as], (a1, asl, [a1, as] }.
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3.2 La reticula booleana truncada 532

{112}, [1.3
{112} [1.4 {11.2], 11,3, [1, 4]}
{113 [1.4

{11.2]) / {21,123

{3 ’/ (2.1, 2.4 (2.1, 12,3, 2.4}

{[4,1], 4, 2], [4, 3]}

Figura 21: Diagrama de A(K(Gy2)). En este copo los elementos minimales aparecen a
la izquierda y los maximales a la derecha.
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[2,1]

[1,2]
{[1,2],12,1]}

{[2,1], 2,31} {[2,1],2,4)}

[4,3]

Figura 22: Subdivision baricéntrica de A(K(Gyz)).
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Por tanto, para toda A en [0, 1], definiremos a f3 de la siguiente manera:

(1_%)[%, a2]+%[a2, a] en el primer caso,

fs(@) =

(M+22+22) [ar, ao)+ (22+22) a1, az]+2¢[a1,as]  en el segundo caso.

La continuidad de f; se demuestra de manera analoga a la manera en como se
demostro la continuidad de f;.

Veamos ahora que la funcion f3 preserva la accion del grupo Sy.

ap a2 a3 Qa4 . .
Sea 0 = € 94. Analicemos primero el caso:
Uy Uz U3 Uy

g = (1= Nlar,a2] + Ma1, as], [az, a1]}.
Dado que oy = (1 — A)[ug, ug] + M{[u1, ua), [u2, u1]} entonces:

A A

f3(oy) = <1 — 5) [uy, ug) + §[u2,u1].

o fo(i) = o ((1 _ %) la1, 0] + %[aQ,al]) _ (1 _ %) o] + %[ug,uﬂ.

Por lo que f3(0y) = o f3(y) para este caso.

Por otro lado, si § = Ai[a1, as] + o{[a1, as], [a1, as]} + As{[a1,as], [a1, as], (a1, a4]}.
Dado que:

oy = o(M[ay, as] + Ao{[ar, as], (a1, as]} + As{[a1, asl, [a1, as], [a1, a4]})
= A [ug, ug) + Ao{[ur, ual, [wr, us]} + As{{ur, ual, w1, us), [u1, ual },

podemos calcular nuevamente f5(c9) y o f3(9):

. A A A A A
o) = (3t 5+ 5 ) b+ (54 ) el + .

ofs(y) =0 (<)\1 + % + %) a1, ag] + (% + %) a1, as] + %[%M])

A A A A A
= (/\1 + ?2 + 33) [Ul,UQ] + (72 + 33) [ul,u3] + g[ul,ud.
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3.2 La reticula booleana truncada 32

Como en este caso también f3(07) = o f3(4) tenemos por tanto que para toda § € Y
y 0 € Sy, 0 f3(y) = f3(00).

Ahora, para definir g3 notemos que todo punto y € Y puede encontrarse en un 1-
simplejo, es decir y € ([a1, az], [az, a1]) o en un 2-simplejo, y € ([a1, as}, [a1, az], (a1, ad]).
De modo que, basandonos en la imagen de f3, tenemos que y € Y puede ser:

v ([al,GQ] L [az,a1]> 4 (1= Na1, as] = (1 _ %) [ay, as] + %[ag,al],

2 2

con A € [0, 1] como primer caso, o bien:

J— Mo, sl 4 A ([al,@] : [al,ag]) i ([al,@] + [aléag] + [al,a4]>

A A A A A
_ <)\1 + 52 + ?‘) [ay, as] + (72 + 33) [ay, as] + g[al,a4],

con Ai, A2, A3 € [0,1] tal que A\; + Ag + A3 = 1 como el segundo. Por tanto, definiremos
a g3 de la siguiente manera:

(1 = N)a1, as] + Aaz, a1] en el primer caso ,
B0 =\ Mfar, aa) + Aaffar, 0] for, ]}

en el segundo caso .
+ As{[ay, az, [a1, as), [a1, as]}

La prueba de que g3 es una funcién continua se hace de manera analoga a la manera
en como se demostro la continuidad de f;.

Veamos que esta funcion preserva la accion del grupo 5;.

U U2 U3 Ug 2

B ((1 - %) (a1, 0] + 5[a2,a1]) _ (1 - %) 5] + Sz, ),

entonces calculando og3(y) y g3(oy), tenemos que:

Sea o = <a1 a2 a3 a4> € S,. Por un lado, siy = (1 — A) [ay, as]+ %[ag, aq], dado
que:

(]

og3(y) = o((1 = Nar, az] + Aag, a1]) = (1 — A)fus, us] + A[ug, ui],

g3(oy) = (1 — N)[ug, ug] + Nug, uq],
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3.2 La reticula booleana truncada 532

lo que implica que og3(y) = gs(oy).

Por otro lado si y = (A + 22 + 22) [a1, as] + (22 + 22) a1, a3] + 22[a1, a4, como:

Ao A Ay A A
oYy =0 (()\1 + ?2 + 33) [ay, as] + (32 + 33) lay, as] + gg[alvad)

A A A A A
= (>\1 + 52 + 33) [u1, ug] + (52 + 33) [u1, us] + 33[“1,“4]7

entonces calculando og3(y) y gs(oy), tenemos que:

g3(0y) = Afur, us] + Ao{fur, ua], [ur, us]} + Ag{{ur, ua], [u1, us), [ur, udl},

093(y) = o(Mlar, az] + Ao{[ar, as], [a1, as]} + As{[as, asl, [a1, as], (a1, as]})
= Ap[ug, ug] + Ao{[ur, wal, [ug, us)} + As{[ur, ual, [ur, us), [u1, ug)}-

Por tanto, para toda y € Y y o € S, tenemos que og3(y) = g3(oy).

Ahora, notemos que por construccion (gzo f3)(9) =7y ( f3093)(y) =y, lo que implica

que se preserva la acciéon del grupo Sy. De este modo, Y y Y son S;-homotépicamente
equivariantes.

Por ultimo, queremos probar que sd(A(Gy2)) ~s, sd(A(K(G42))). Para ello, pro-
cedemos a obtener los copos asociados a los complejos simpliciales de sd(A(G42)) y
sd(A(K(G42))) (definicion 2.3.11), a los cuales denotaremos como X y Y respectiva-
mente. Recordemos que en la figura 18 y en la figura 21 se muestran sus diagramas.

Entonces, definamos f» : X =Y y ¢» : Y — X de la siguiente manera:

([a1, as) si 7= [ay, a9,
f(7) = ¢ {lar, 2], [az, an]} si &= aja,
| {[a1, a2, [a1, az], [ar, asl} si T =a.
([a1,05]  si = [a1, ),
92(9) = § ara st g ={la, a2, [az, an]},
(a1 si 3 € {{lar, a2, [a1, as]}, {[a1, az], [ax, as], [a1, aa]} }.
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3.2 La reticula booleana truncada 32

Veamos que f5 y g2 preservan la accion del grupo Sj.

ap az a3z Qa4 . S
Sea o = € S4. Por un lado notemos que si & € X, entonces:
Uy Uz U3 Uy

olay, as] = [ug, us] si T = [ay, as]
0T =< oa1as = Ujls Si & = aia9,
(oar = 1w Sl T = a.
Luego,
(J[al,ag] = [ug, us) si T = [ay, as,
o fo(T) = < o{la1, as), [az, a1]} = {[us, ua], [uz, u1]} s1 T = aas,
\0-{[a17a2]7 [a/17a3]7 [a17a4]} - {[u17u2]7 [Ul,UgL [u17u4]} sl x = ai.
Y 4
[Ul,UQ] S1 T = [(11, a2]7
fa(o) = < {[ur, us), [uz, ui]} sl T = ajag,

[, ual, [ur, us, [ur, wa]} siZ = ay.

De modo que o fo(#) = fo(oF) para toda & € X y o € Sy. Por tanto, f, es equivariante.
Por otro lado, si § € Y.

4 . o~
olay, as] = [ug, us) si g = [ay, az),

o{lay, as], [az, a1]} = {[ur, wa], [ug, 1]} si g = {[a, az, [az, a1]},

oy =« o{la1, as], [a1, as]} e
= {fun ), s, 3]} si § = {[m,02], [on, 03]}

U{[ah CLQ]’ [ala a3]7 [al, a4]}

. = {[u17u2]7[u1uu3]7[u17u4]}

si § = {[a1, az], [a1, as), [a1, as]}.
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3.2 La reticula booleana truncada 532

Entonces,

,a[al,aﬂ = [ug,us] i g =la,as,

092(y) = { oalas = ujug si g = {[a1, as], [az, 1]},

(oar = w sig e {{[al,ag], la1, as)}, {[a1, as], [a1, as], [al,a4]}}.

[ug,us) s g =|ay,aq,
g2(0g) = § wmuz st g ={lar, as] [az, 1]},
Uy si g€ {{[al,ag],[al,ag]},{[al,ag],[al,ag},[al,a4]}}.
De modo que 0g2(ij) = g2(0f) para toda § € Y y o € Sy. Por tanto, g, es equivariante.
Ahora, notemos que en general en X se tiene el siguiente diagrama:

a1, as]

a1 a1as

Por lo que a1 < [ay, as] y a1as < [ay, az]. Luego, dado que:
falar) = {[a1, az), [ar, as], [a1, as]} > [a1, as] = fa([a1, as)),
falaraz) = {la1, as), [az, a1]} > [a1, as] = fo([ar, az)),
entonces se tiene que f, invierte el orden.

Por otro lado, para Y tenemos en general el siguiente diagrama:

{[alv a2]7 [alv a3]7 [Ch, a4]}

{lar, a2l a1, as]}  {[a1, ag, [az, ar]}

/

(a1, as]
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3.2 La reticula booleana truncada 32

Por lo que:

[a1, as] <
<

{la1, az, [az, a1]},
a1, az] < {[ay1, az], [a1, as]},
a1, az] < {[a1, a2, [a1, as], [ar, a4l},

{la1, s, [a1, as]} S {lay, az; [a1, az), [ar, asl}.

Entonces, dado que:

92(lar, ag)) = lay, ag] > arag = go({[as, az], [az, a1]}),
g2([ay, ag]) = la, as] > ar = g2({[a1, as], [a1, as]}),
g2([a1, az]) = [ay, az] > a1 = g2({[a1, a2], [a1, as], [a1, a4]}),

92({lar, az; lar, asl}) = a1 = ga({[an, a2, [ay, as], [a1, asl}),
tenemos que gy invierte el orden.

Finalmente, notemos que:

([a1,a0) si &= [ay, a0,
(g2 0 fo)(Z) = < aras si T = aias,
L a1 st @=ay.
Y
a1, az) si g = [ar, az],
(f2092)(5) = { {lar, az], [az, @]} si g = {[ar, as. [a5, a]},

{la1, as], [a1, as], [ar, aa]} st § € {{[a1, a2, a1, as]}, {[a1, az], [a1, as], [ar, aa]} }.

Por lo que tenemos que (gs0 f»)(#) = Z para toda i € X y (f2092)(9) > ¢ para toda
§ € Y. Entonces por el teorema 2.3.15 podemos concluir que X v Y son G-homotépicos
y como ademés fo y go son tales que fo(0Z) = ofa(Z) v g2(07) = 0g2(7) para toda
ieX , U € Y y 0 € 54 tenemos que X y Y son homotopicamente equivariantes. Lo
cual implica que A(Gy2) ~g, A(K(Gy42)) como se queria.

Esto implica que las representaciones de S, en las homologias de G2 y K(Gy2) son
isomorfas.
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

- \ ~
e \

{1,2,...,n—2,n—1} R {1,2,...,4,...,n}

- \ N
- ~ -
- .

{1,2,-..,71—3,71—2} e {1,2,...,5,...,5,...,7}} {3,,’[7,}

Figura 23: Diagrama de B"~2, donde . denota eliminacion, 4,j € {1,...,n} e i # j.

{172} {173} {Z7]} /\ {n_lvn}

N .

{1} {2} R {n)

Figura 24: Diagrama de By, con i, j € {1,....n}yl1<i<j<n.

3.3 La reticula booleana truncada B>

Consideremos el copo de B"2, el cual es ilustrado en el diagrama de la figura 23.
Recordemos que para simplificar notacion trabajaremos con un copo isomorfo a este,
ilustrado en el diagrama de la figura 24.

Procedamos a obtener la grafica de comparabilidad del copo B?~2 (definicién 2.3.12),

denotada como G, -2 y el complejo simplicial asociado a esta, A(G,,,—2) (defini-
cion 2.6.7).

Notemos que el complejo simplicial de Gy, ,,—2 puede dibujarse dentro de una pirdmide
con base un poligono de n — 1 lados o en un poligono de n lados. En las figuras 25 y 26
tenemos el ejemplo de este dibujo para n = 5 y en las figuras 27 y 28 para n = 6.

En el resto de la demostracion, simplificamos la notacién eliminando corchetes y
comas para garantizar una presentacion mas clara y concisa. Ademas, utilizaremos la
notacion [a, b] para representar el conjunto {a,ab}, donde a,b € {1,2,...,n} y a # b.
Por ejemplo, [4, 2] denota el conjunto {4, 24}, mientras que [2,4] representa el conjunto
{2,24}. Estas simplificaciones no afectan la validez de la demostracion, ya que el grupo
simétrico actiia de manera consistente con tales notaciones.

Ahora, consideremos la subdivisién baricéntrica de A(G,,,—2), sd(A(Gpn—2)). El
dibujo de su diagrama lo encontramos en la figura 29.
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

82

12
14 15

2 25 __| N5

13
23
45

24

34
3 4

Figura 25: Complejo simplicial de G55 dibujado en una pirdmide cuadrangular.

ZSWH
3/
\

2
13
7=
4

2 25

35

4 5

Figura 26: Complejo simplicial de G5 3 dibujado en un pentagono.



3.3 La reticula booleana truncada Br—2

3 4

Figura 27: Complejo simplicial de G4 dibujado en una pirdmide pentagonal.

12
13

16 24
23

226 1 14
6 36 - 3
/ 35
S 7\ [

26 34

15
46

45
5 4

Figura 28: Complejo simplicial de G4 dibujado en un hexagono.
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

[1,2] 1, 3] 1, 4]

Figura 29: Diagrama de sd(A(Gy,,—2)).

Sean X = A(Gppn2) v X = sd(A(Gnn2)). Aunque es inmediato que estos dos
espacios son homeomorfos, nosotros queremos demostrar que estos dos espacios son de
hecho homotépicamente equivariantes, para ello vamos a definir funciones f;: X — X
V g1: XX , G-equivalencias homotopicas que preserven la acciéon del grupo G = S,,.

Recordemos que si x se encuentra en el (k — 1)-simplejo con vértices vy, vg, ..., vy lo
representamos como x € (vq, U, ..., Ug).

Comencemos observando que todo 1-simplejo (segmento) en A(G,,,,—2) va de a; a
ajay con aj,as € {1,2,...,n} y a; # ay, de modo que todo punto x € {(ay,ajas) se ve
de la forma x = Aajas + (1 — X)ay con A € [0, 1]. Por lo que definimos f; de la siguiente
manera;

(1 — 2)\)@1 + 2)\[@1, CLQ] si A E [O, %],
filz) =

(2 = 2\)[ay, as] + (2A — D)ayay  si A € [35,1].
Observemos que f; esta bien definida ya que para A = % se tiene que:
(1 =2X)ay + 2A[ay, as] = a1, as] = (2 — 2\)[ay, as] + (2A — 1)ajas.

Ademas, como vimos en la seccién anterior, f; es continua en los dos subintervalos

cerrados [0, 1] y [3,1], por lo que fi es continua para toda A € [0, 1].

Veamos que f; preserva la accion del grupo S,,.
ay Qaz ... Qp

Uy U2 ... Up
el caso cuando A estd en el intervalo cerrado [0, %] Por un lado tenemos que:

Sean o = ( > €S,y x = Aajas + (1 — N)ay. Primero consideremos

ofi(z) = o((1 —2N\)ay + 2\[ay, az]) = (1 — 2X\)ug + 2\ [ug, us),
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

mientras que ox = o(Aajaz + (1 — N)ay) = Augug + (1 — A)uy. Por lo tanto,

fl(O'JT) = (1 — 2)\)U1 + 2>\[U1,U2] = Ufl(l‘).

Por otro lado, si consideramos el caso cuando \ estd en el intervalo cerrado [%,1],

tenemos que: .
ofi(z) =0((2 —2X)[a1, as] + (2A — 1)araz) = (2 — 2A)[uy, ug) + (2A — 1)uqus,

y como fi(ox) = (2 — 2X\)[ug, us] + (2A — 1)ugus = o fi(z), tenemos por lo tanto que
para todax € X y 0 € S,,, o fi(x) = fi(ox).

Para definir g; notemos que todo punto z € sd(A(G,, ,,—2)) puede estar en el 1-
simplejo (ay, [a1,as]) o en 1-simplejo (ajas,[ai,as]), donde aj,as € {1,2,...,n} vy
a; # ay. De modo que todo punto & € sd(A(G,,,—2)) es de la forma :

T = A[al,az] + (]. - )\)CLl si T € <CL1, [CLl, CL2]>,
o de la forma:
T = Aajag + (1 — A)far,as] si & € {a1az,[a1, ag)),

por tanto para toda A € [0, 1], g1 puede definirse de la siguiente manera:

(1 _ %)al + %a1@2 si T = )\[al, CZQ] + (1 - )\)(11,
91(z) =

(5001 + (H2)arae st &= Aajas + (1 — M)as, as].

Notemos que g; es continua, la prueba es aniloga a la manera en que se demostrd
la continuidad de f;.

Veamos que esta funcion preserva la accion del grupo .S,,.

Sea o = (Zl ZQ o Z" € S,. Analicemos el caso & = A|ay, az] +(1—A)ay. Dado
1 2 .- n

que o = A[ug, ug] + (1 — X)uyg, podemos calcular g;(c2) y og1(2):

. A A
g1(oz) = (1 — 5) uy + §u1u2,

(A)— 1_5 _|_é — 1_5 _|_é
ogi\r) =0 9 aq 2a1a2 = 9 U1l 2U1U2.
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

Por lo tanto, ¢g1(02) = 0g;(Z) en este caso.
Ahora, consideremos el caso en el que & = Aajas + (1 — \)[ay, as]. Dado que:
0% = o(Aayas + (1 — N)[ay, as]) = Augug + (1 — ) [ug, usl,

podemos calcular nuevamente g, (02) y 0¢1(2):

(i) — (122 4y 5 (122
giloxr) = 5 Uy 5 UiUz,

(1= 1+ C(1-2) 1+
O’gl(l’)—(f T ay + T ajay | = T Ul + T Ui1Ug.

Como en este caso también ¢;(04) = ogi(#) tenemos por tanto que para toda & € X
y o € S, se cumple que 0¢;(Z) = g1(0).

Analicemos ahora, si (g1 0 fi)(x) y (fi10g1)(2) son homotépicas a la identidad en X
y X respectivamente por medio de una homotopia que preserve la accién del grupo S,

para asi determinar si X y X son homotoépicamente equivariantes.

Empecemos con el caso (g1 o f1)(z) y tomemos x = Aajas + (1 — N)ay, entonces:

fi(z) = (1 —2XN)ay + 2\[aq, az) para A € [0, %] :

por lo que estamos en el caso en el que & = N|ay, as] + (1 — X)a; con X = 2\ entonces:

N N
(g10 f1)(z) = (1 - 5) a; + 5010z = (1 —=XNay + Aayas = z.

Por otro lado, para \ € [%, 1],
f1<£ll') = (2 — 2)\)[@1, CLQ] + (2)\ — 1)(11&2,

por lo cual estamos en el caso cuando & = Najas + (1 — N)[ay, ag] con X = 2\ — 1 por

tanto:
1N 1+ N
(glofl):( 5 )a1—|—< 5 >CL1@2

_ (1 — (22>\— 1)) - <1+(22A— 1)) a1

= (1 — )\)al + )\&1(12 =X,
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

de modo que para toda z € X tenemos que (g; o f1)(z) = x, es decir, g1 o f1 es la
identidad en X = A(G,, n—2).

Ahora, para el caso (f1 0¢1)(Z), supongamos que & = A[aq, as| + (1 — X)ay, entonces:

. A A

g1() = (1 — 5) at 5,
de modo que estamos en el caso en el que z = Najas+(1—XN)a; y N € [0, %] con N = %
por tanto:

(fl o gl)(i’) = (1 — 2)\’)@1 + 2)\/[(11, CLQ] = (1 - )\)Cll + )\[al, (12] = 1.
Luego si & = Aajas + (1 — A)[ay, as), se tiene que:
(7) = 1—A N 1+
gi\T) = 5 ai 5 aiag;,

por lo que estamos en el caso z = Najas+(1—XN)a; y N € [1,1] con N = 2, entonces:

(fi091)(@) = (2= 2X)[a1, ag] + (2N — 1)aras

= <2 -2 (#)) la1, as) + (2 (%) — 1) aias

= (1 — /\)[al, CLQ] + )\CLlCLQ = .f,
de modo que para toda # € X tenemos que (f, o g)(2) = i.

Dado que se ha demostrado que las composiciones (g; o f1)(z) y (f1 0 ¢1)(Z) son la
identidad en los espacios X y X respectivamente, esto implica que las funciones f; y ¢;
establecen una homotopia equivariante entre X y X. En otras palabras, los espacios X
y X son Sp-homotopicamente equivariantes.

Analicemos a continuaciéon el complejo simplicial de la grafica de clanes de G, 2,
A(K(Gppn-2)), cuya grafica se puede dibujar dentro de un poligono de 2n lados con
n poligonos interiores de n — 1 lados, en donde cada vértice de la forma [ay, as], con
aj,as € {1,2,...,n} y a1 # as, tiene una arista con el vértice de la forma [as, a1] y con
los vértices de la forma [ay, a;], con a; € {1,2,...,n} y a; # a; para i € {3,4,...,n},
como se muestra en la figura 30.

Recordemos que [a,b] con a,b € {1,2,...,n} y a# b, denota el conjunto {a, ab}.
Examinemos ahora el dibujo del diagrama de sd(A(K(Gpn—2))), ver figura 31.
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

{112,

/

{11.2)) 11,3} Ly G 1)

Figura 31: Diagrama de sd(A(K (Gpn-2))).
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

Sean Y = A(K(Gpn2)) y Y = sd(A(K(Gpn_s))), queremos demostrar que es-
tos espacios son homotopicamente equivariantes, para ello vamos a definir funciones
f3:Y = Y yg3: Y = Y G-equivalencias homotopicas que preserven la accion del
grupo G = §,,.

Empecemos definiendo f5. Para ello, notemos que todo punto ¢ € Y puede estar en
un 1-simplejo de la forma

(lar, az], {[ar, as], [az, ai]}),
o en un (n — 1)-simplejo de la forma:
([a1,as],{[a1, asl, [a1,as]}, ..., {[a1, as], [a1,as], ..., [a1,an]}),

donde ay,as, ..., a, € {1,2,...,n} con a; # a; para toda i # j. Por tanto, si § esta en
un 1-simplejo, entonces ¢ es de la forma:

g = (1= MNlay, ax] + Mlay, az, [az, as]}-

Si g estd en un (n — 1)-simplejo, entonces ¢ es de la forma:

U = Mla, as] + Ao{ar, asl, [a1, as]} + - - - + An1{[a1, az], [a1,a3], . . ., [a1, an]}-

Por tanto, para toda A en [0, 1], definiremos a f3 de la siguiente manera:

(1 - %)[al’ as] + %[a% a] en el primer caso,

f3(

<
SN—
|

()\1 +& +oeee gt Anll)[al,ag]

2 n= en el segundo caso.
Anfl

n—1

n—1

1>[a1,a3]+---+

A
+(§+---+ L a1, a,)

\

La continuidad de f; se demuestra de manera analoga a la manera en como se
demostro la continuidad de f;.

Veamos que esta funcion preserva la accion del grupo .S,,.

a Qa ... @ . .
Sea 0 = ") € S,. Analicemos primero el caso:
Uy Uz ... Up

?) = (1 - /\)[aba?] + )‘{[aba?]? [a%al]}'
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

Dado que 03 = (1 — X)[uq, ug] + M[uq, us), [u2, u1]} entonces:

f3(og) = (1 - %) [uy, usg) + %[uz,ul].
Y,
ofs(§) =0 ((1 - %) a1, ag] + g[az;al]) = (1 - %) [u, v] + %[UQ,ul].
Por o que f5(0) = o f5(§)) en este caso.
Por otro lado, si
U = Aifay, az] + Xof[aq, asl, [ar, as]} + - - - + Ai{[@r, az), [a1, as), . . ., [a1, an]}
Dado que:
oy = o(Ala, as] + Ao{la1, as], (a1, as]} + - - - + A1 {[a1, asl, [a1,as], . . ., [a1, an]})
= A [ug, us] + Ao [u, ual, [ur, ug)} + - - - + A1 {ur, wa), [ur, us), . .., [ur, un)},

podemos calcular nuevamente f3(og) v o f3(9):

X A An— A An—
f3(0y): <>\1+?2+~—|—n_11) [Ul,UQ]—l— (?24--—1—”_11) [u1’u3]+

2 n—1 2 n—1
+ /\n__ll[al,an])
= (/\1 + % ot :”_‘11) (w1, us] + <% +ot 2”_‘11) [, ug] +
+ :n__ll[ul,un]

Como en este caso también f3(oy) = o f3(y) tenemos por tanto que para toda g € Y
Y 0 € Sy, 0f3(y) = f3(09).

Para definir g3, notemos que todo punto y € Y puede estar en un 1-simplejo, es decir,
y € ([a1, as], [az,a1]) o bien en un (n — 1)-simplejo y € ([a1, as], [a1,as], ..., [a1,a,]). De
modo que basandonos en la imagen de f3, tenemos que y € Y puede ser:

Y=\ ([“1’2‘”] + [GQ’QC”]) + (1 - Nar, as) = (1 - %) lay, as) + %[ag,al],
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

como primer caso, o bien:

y = Alat, ag] + Ao ([al’a2] + [al’a3]) e Ay <[a17a2] + a1, a3] + -+ + [a1,an_1])

2 n—1

- - n—1

A Ap— A An— An—
:<>\1+22+~-+ 11>[a1,a2]+<22+"'+ 11>[a1,a3]+~-+ Lla, an),

como segundo caso. Por tanto, definiremos a g3 de la siguiente manera:

(1 = N)a1, as] + Aaz, a1] en el primer caso ,
93(y) = § Mlar, ag] + Aao{lan, asl, [a1, as]}
en el segundo caso.
+ ot Ami{lar, agl, [ar, as), - - - Jan, an]}

La prueba de que g3 es una funcion continua se hace de manera analoga a como se
demostré la continuidad de f;.

Veamos que esta funciéon preserva la accion del grupo .S,.

Sea o = (a1 @2 - a") € S,. En el primer caso, dado que:
Uy Uz ... Up
A A A A
oy = o ((1 - 5) . aa] + Sz, ) = (1 - 5) o]+ 3o ]

entonces calculando og3(y) y gs(oy), tenemos que:

og3(y) = o((1 = N[a, az] + Aag, a1]) = (1 — A)[us, us] + A[ug, ui],

g3(oy) = (1 = Mur, ua] + Auz, ua],
lo que implica que og3(y) = g3(oy).

Por otro lado, en el segundo caso se tiene que:

A P A A An—
0y=0<(>\1+2+~--+ 1>[a1,a2]+<2+---+ 1)[(11,(13]-1-----1- l[al,an])

2 n—1 2 n—1 n—1
o )\2 )\nfl )\2 >\n71 >\n71
= <>\1+2++n_1>[U1,U2}+<2++n_1)[ul,’ll,3]++n_1[ul,un],

entonces calculando g3(oy) vy 0g3(y), tenemos que:
93(oy) = Aifur, ug] + Ao{[ur, ual, [ur, usl} + - -+ A {[ua, ua), [ur, usl, - - -, [ar, anl},
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

O'gg(y> = 0'()\1[&1,&2} + )\2{[&1,&2], [Cll, ag]} + -+ )\n_l{[al,ag], ey [al,an]})
= Aifur, ug) + Nof[ur, ua, [ur, ugl} + -+ -+ A {[u, us, . . ., a1, anl}.

Por tanto, para toda y € Y y o € S,, tenemos que ogs(y) = g3(oy).

Ahora, notemos que por construccion (gso f3)(9) = 7y (fsog3)(y) = y, lo que implica

~

que se preserva la accion del grupo S,. De este modo, Y y Y son S,,-homotépicamente
equivariantes.

Por ultimo, queremos probar que sd(A(Gjn—2)) ~s, sd(A(K(Gpn_2))). Para ello,
procedemos a obtener los copos asociados a los complejos simpliciales de sd(A(G,,—2))

y sd(A(K (Gpnpn—2))) (definicion 2.3.11), a los cuales denotaremos como X y Y respecti-
vamente. Recordemos que en la figura 24 y en la figura 31 se muestran sus diagramas.

Entonces, definamos las funciones f> : X — Y v ¢o : Y — X de la siguiente manera:

(

[a, as] si T = [ay, asl,
fQ(ZINf) = < {[al,ag], [ag,al]} slx = aiasg,
{[a1, a2], (a1, @3], .. Jar, a0} si 2= ay.

([&1&2] siy = [a17a2]7

92(9) =  aray  si g = {[a1,as],[az,a1]},

& si g € {{[a1,as],]ar,as]}, ..., {[a1,as], ..., [a1,an]}}.

Veamos que f5 y g2 preservan la accion del grupo S,,.

ap Qs ... a Lo ~
Sea o = (u " u") € S,. Por un lado notemos que si £ € X, entonces
1 2 .« 0. n
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

(O'[CLh(IQ] - [u17u2]7 Si j - [a17a2]7

0T = { oa1as = Ujls, Si T = aiao,

(oa1 = ST = a.

Por lo que:

olai,as] = [u1, ug]

0 f2() = { oflar, a2, [a2, a1} = {[u1, w2, [u2, wa]}
o{la1, a9, [a1,as),. .., [a1,an]} = {[ur, ua], [u1,usl, ..., [u1,u,]}
Y (
[u1, us] si & = [aq, as),
faloZ) = § {[uy, us), [ug, uq]} Sl T = aqaq,
([, wal, [ur, us, - [un, ugl} sl 2= ay.

si T = [a1,ag),
si x = ayag,

SI T = aj.

De modo que 0 f5() = fo(0Z) para toda # € X y o € S,,. Por tanto, f, es equivariante.

Por otro lado, si g € Y,

fa[al,ag] = [u1, us] si g = [ay, as),

o{lay, as], a1, as]}

O'g: :{[UlaUQ]v[ubu?)]}
o{la1,asl, ..., a1, a,]} — o a
] ) st g ={lar,aq],...

o{lay, asl, [az, a1]} = {[ur, uo, [ug, wa]} i § = {[as, a2, [az, ar]},

si g = {[a1, as], a1, as]},
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

Por lo que
(J[al,az] = [uy,us] sig=lag,as,
0g2(Y) = { cajas = ujuy si g = {[a1, az], [az,a1]},
(oar = w si g€ {{lar,a0], a1, a3}, ... {[a1,as], ..., [a1,a,]}}.
Y,

( [ula UZ] si g = [afla a2]7

92(0:&) =\ U1U2 sl g = {[a’h a2]7 [an al”?

& si g € {{[ar,as],|ar,as]}, ..., {[a1,as], ..., [a1,an]}}.

De modo que 0g5(§) = g2(c§) para toda § € Y y o € S,,. Por tanto, g, es equivariante.

Ahora, notemos que en general en X se tiene el siguiente diagrama:

a1, as]

ai a1a2

Por lo que a1 < [ay, as] y ajas < [ag, as], luego, dado que

folar) = {la1, aa], ..., a1, an]} > (a1, as] = fa(las, as)),

falaraz) = {[a1, azl, [az, a1]} > [ay, as] = fo([ay, az]),
entonces se tiene que fo invierte el orden.
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3.3 La reticula booleana truncada Br—2

Por otro lado, para Y tenemos en general el siguiente diagrama:

{la1, asl, [a1,as],. .., a1, an}

{la, az], [a1, as], [a1, aq)}

{lar, as]; [ar, as]}  {[a1, az, [ag, as]}

/

a1, as)]

Por lo que:

la1, as] < {[a1, as], [az, a1]},
{[ala a2]7 [a’h a3]7 ceey [ab a’l]} < {[a’h a2]7 [(11, CLg], SRR [alu aj]}a
parai,j € {2,...,n} coni < j.
Entonces, dado que:
g2(lay, ag)) = lay, ag] > aras = go({[a1, azl, [az, a1]}),

g2([ar, az]) = [ar, as] > a1 = g2({[a1, as, [a1, as], . .., [ar, a;]}),

parai € {3,...,n},y
92({lar, as], [ar, as], . . - [ar, ail}) = a1 = go({[ar, aa], [, as], - . - [ar, a5]}),
parai,j € {3,...,n} con i < j, tenemos que gy invierte el orden.
Finalmente, notemos que:
la1,as] st T =[a,as),
(g20 f2)(T) = ¢ ajay si T = ajae,
ay si T =a.
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3.3 La reticula booleana truncada Bn~2

Y
[a1, a2] si § = [a1, aa),

(f2092)(9) = 4 {lar, a2], [az, aa]} si g = {[a1, az], [az, aa]},
{lar,a0), ..., [ar,a,]} si§ € {{{ar,az), [ar,as]}s - .. {[ar, as), - .., [ar, a0]} ).

Por lo que tenemos que (g o f2)(¥) = & > 7 para toda ¥ € Xy (fao 92)(¥) > 7
para toda y € Y. Entonces por el teorema 2.3.15 podemos concluir que X y Y son
G-homotopicos y como ademas fy y go son tales que

fa(oZ) = o fo(T),

y

92(09) = 092(9),
paratoda z € X, €Y y o € S, tenemos, que X y Y son homotopicamente equiva-
riantes. Lo cual implica que A(G),—2) =g, A(K(Gyn—2)) como se queria.

Esto implica que las representaciones de S,, en las homologias de G, ;,—2 ¥ K (G n—2)
son isomorfas.
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CAPITULO 4

CONCLUSION

El aporte de este trabajo radica en el analisis de la homologia de las graficas de clanes
de las graficas de comparabilidad de reticulas booleanas truncadas B¥, recordemos que
la reticula booleana truncada consiste de los subconjuntos del conjunto {1,2,...,n} de
tamano al menos k. Nosotros buscabamos determinar un resultado analogo al teorema
de Solomon 3.1.9 (Solomon, 1968) para la grifica de clanes de B¥ logrando identificar
que H(K (B ?)) =,, H(B;™).

El teorema 3.1.7 del articulo (Larrion et al., 2009) nos permitié mostrar en el teorema
3.1.8 que para n — k < 3 se tiene que G ~ K(G, ) lo cual, por el teorema 2.5.8,
implica que H(G,,x) v H(K(G,)) son isomorfos como espacios vectoriales para ciertos
valores de n y k, por lo que surge la pregunta de si son isomorfos como S,,-moédulos y la
prueba hecha en la seccion 3.3 nos dice que para n — k = 2 si se tiene este isomorfismo.

En la seccién 3.3 se demostro que para n —k = 2 los espacios A(G ) y A(K(Grp))
son S,-homotopicamente equivariantes, lo cual implica que H(G,x) =5, H(K(Gnk))

para n — k = 2 y por tanto H(B'?) =, H(K(B"?)), entonces, por el teorema de
Solomon (Solomon, 1968) se puede concluir que:

~ 2 =
(B =, H(K(B) =5, SO0 =g

n n

_ Aunque no se ha encontrado una féormula general para descomponer en irreducibles
H(K(Gpx)), no descartamos la posibilidad de un resultado analogo al menos para
n—k=23.
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