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Resumen

Cuando un experimento aleatorio es analizado estadisticamente es frecuente comen-
zar averiguando si las variables aleatorias que modelan al experimento tienen alguna
distribucion en especifico, por ejemplo la distribucién normal. Esto resulta importante
pues al determinar la distribucion, también sabemos qué herramientas son las maés
apropiadas para continuar con el andlisis. Para estudiar la distribucién de las variables
aleatorias, cuando no se conoce a la funcién de distribucién, se emplean las pruebas de
bondad de ajuste, las cuales se desprenden de la inferencia estadistica no paramétrica.
En este trabajo construimos una de las pruebas de bondad de ajuste mas ampliamente
utilizadas: la prueba Smirnov-Kolmogorov, estudiando las probabilidades de cruce del
puente Browniano. Nuestro enfoque constituye una forma nueva y mas natural de obtener
este resultado clasico.

Abstract

When a random experiment is statistically analyzed, it is frequent to begin finding
out if the random variables modeling the experiment follow a distribution in specific, for
example, the normal distribution. This is important since determining the distribution
also allows us to define the proper tools to proceed with the analysis. To find out the
cumulative probability function of a random variable, when it is unknown, nonparametric
statistical inference tools are used: goodness-of-fit tests. The Smirnov-Kolmogorov test,
one of the most used goodness-of-fit tests, is constructed in this thesis using boundary
crossing probabilities for the Brownian bridge. Our approach establishes a new and more
natural way to prove this classical theorem.
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Introduccion

La estadistica inferencial nos permite derivar conclusiones sobre el comportamiento
probabilistico de un experimento aleatorio a partir de los datos observados. No obstante,
es imprescindible verificar la validez de tales conclusiones; asi, surgen las pruebas de
hipdtesis, las cuales son procedimientos que contrastan afirmaciones a fin de decidir si
son verdaderas.

Desde la perspectiva practica, la parte mas importante de las pruebas de hipdtesis son
las decisiones que se concluyen. En cambio, desde la perspectiva tedrica, el estadistico de
prueba es la pieza clave. Una prueba de hipdtesis generalmente se especifica en términos
de un estadistico de prueba, es decir, de una funcion de la muestra aleatoria.

Las pruebas de hipotesis de tipo no paramétrico destacan de entre las pruebas de
hipotesis pues son métodos libres de distribucion, es decir, no es necesario que las
realizaciones de la muestra aleatoria se adapten a una distribuciéon especifica para
que estas pruebas puedan aplicarse, por lo que representan una alternativa con gran
versatilidad. Dentro de las pruebas de hipdtesis no paramétricas se encuentran las pruebas
de bondad de ajuste, las cuales permiten medir el acoplamiento entre el comportamiento
probabilistico de las realizaciones de una muestra aleatoria y una funcién de distribucion
dada.

En este trabajo construiremos el estadistico de prueba Smirnov-Kolmogorov, una
prueba de bondad de ajuste. Este estadistico surge de los trabajos de Andrei Kolmogorov
[37] v Nikolai Smirnov [53], y es una de las herramientas més utilizadas para determinar
la distribucion de una variable aleatoria continua en contextos donde, por algin motivo,
es desconocida (ver por ejemplo [1], [40], [62]).

Para el estadistico Smirnov-Kolmogorov, se ha estudiado principalmente su distribu-
cién limite [16], [21]. En este trabajo mantendremos dicha perspectiva y mostraremos
como las probabilidades de cruce del puente Browniano estan relacionadas con el com-
portamiento limite de este estadistico. Es decir, en esta tesis trataremos el caso en el que
las probabilidades

P (jmis Wl < ).

0<t<1

donde W es un movimiento Browniano y f : [0,1] — R es una funcién lineal, estén
condicionadas al valor que toma este proceso en t = 1. A través de las propiedades de las
trayectorias del movimiento Browniano, usadas como en [50], [42], y el resultado clasico
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de [16], calcularemos la probabilidad
P (méx ‘Wt —th\ < Oé) 5
0<t<1

con a € R. De esta manera, aludiendo al Teorema de Donsker, obtendremos una forma
mas natural de determinar la distribucion limite del estadistico Smirnov-Kolmogorov.

Este trabajo se divide en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 realizaremos una revisién
general de conceptos de probabilidad necesarios para introducir el concepto de pruebas de
hipdtesis en la Seccién 1.2. Luego, en el Capitulo 2 estudiaremos la funcién de distribucion
empirica en la que se basa la prueba Smirnov-Kolmogorov asi como su comportamiento
asintotico, es decir, estudiaremos el Teorema de Glivenko-Cantelli. El Capitulo 3 estara
dedicado al puente Browniano, primero definiremos y construiremos al movimiento
Browniano luego, estudiaremos las propiedades de invarianza de sus trayectorias, las
cuales, seran de utilidad para estudiar al puente Browniano y abordar el problema central
de este trabajo. Finalmente, en el Capitulo 4 se proporcionara la construccion de la
distribucién limite del estadistico Smirnov-Kolmogorov.



Preliminares

En este capitulo presentamos las herramientas y resultados bésicos necesarios para el
desarrollo de este trabajo. La lectora o el lector familiarizado con los conceptos basicos de
la Teoria de Probabilidad puede comenzar la lectura en la Seccién 1.2. Ademds, para no
desviarnos del objetivo de este trabajo hemos omitido algunos conceptos basicos relativos
a Teorfa de la Medida; sin embargo, recomendamos consultar el libro de Kolmogorov [38,
Cap. 1-2] para todas aquellas personas que deseen profundizar en esta drea en el contexto
de probabilidad. Los resultados de probabilidad fueron tomados de libro de Resnick [45],
mientras que los resultados referentes a estadistica del libro de Hogg, McKean y Craig
(30].

1.1. Conceptos generales de Probabilidad

Para poder definir apropiadamente un espacio de probabilidad es conveniente intro-
ducir algunos conceptos de teoria de la medida.

Definicién 1 (o-dlgebra) Sea Q2 # () un conjunto. Una o-édlgebra F es una coleccion
de subconjuntos de €2 que satisface las siguientes propiedades:

(a) Qe F.
(b) Si A € F, entonces A° € F.

(¢) Si{A;}nen es una coleccién numerable de conjuntos en F, entonces U A, e F.
neN

La pareja (£2, F) recibe el nombre de espacio medible.

Ahora, veamos algunos ejemplos de o-algebra.

Ejemplo 2 (0-dlgebra generada) Sea A una coleccién de subconjuntos de 2, entonces

o(A) = ﬂ{]: | F es una o-dlgebraen Q y A C F}
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es la o-dlgebra generada por A.
Un caso particular, y muy importante, de una o-algebra generada es la o-dlgebra de
Borel. Si tomamos
A={(a,b) CR|a,b R, a<b}.

Entonces, la g-dlgebra generada por A se conoce como o-algebra de Borel y se denota
por B(R).

En todo espacio medible, la o-dlgebra nos dice qué conjuntos pueden ser medidos; sin
embargo, no se ha fijado una forma de medir, lo que nos lleva a introducir el concepto de
medida.

Definicién 3 (Medida) Sea (2, F) un espacio medible. Una medida en (€2, F) es una
funcién p : F — [0, 00| que satisface:

(a) u(0)=0.
(b) u(A) > 0, para todo A € F.

(¢) Si{Ap}nen es una coleccién numerable de conjuntos disjuntos de F, entonces

p (U An> = u(An).

neN neN

Es importante recordar que las propiedades que satisfacen los conceptos previos seran
omitidas; sin embargo, recomendamos a las personas interesadas consultar [45] y [33].

Nota 4 A la terna (Q, F, i) se le conoce como espacio de medida y u(B), con B € F,
como la medida del conjunto B. Luego, si p(£2) < oo se dice que u es una medida finita
y, en particular, si () = 1 se dice que p es una medida de probabilidad y se denotara
como P; por lo que, en este caso, a P(B) se le denomina como la probabilidad del
evento B € F. Ademas, como en este trabajo nos restringimos a emplear medidas de
probabilidad, no es necesario hablar de la incorporacion del infinito en la recta real.

Finalmente, al espacio de medida (€2, F, P) se le conoce como espacio de probabi-
lidad y, este contexto, a €2 se le conoce como espacio muestral pues el conjunto de
resultados de un experimento aleatorio.

Los espacios de probabilidad son mas interesantes cuando definimos variables aleatorias
en ellos, entonces procedamos con su definicion.
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Definicién 5 (Variable aleatoria) Se dice que una funcién X : Q — R es una funcién
medible si X !((—o0,z]) = {w € Q| X(w) < z} € F, para toda x € R. Las funciones
medibles en un espacio de probabilidad se conocen como variables aleatorias (v.a.).

Consideremos los espacios medibles (£2, F) y (R, B(R)), con B(R) la o-algebra de
Borel, y sea X una v.a. Si P : F — [0, 1] es una medida de probabilidad, diremos que
Px(B):= P({w € Q| X(w) € B}), para todo B € B(R), es la medida de probabilidad
inducida por X (ver [19]).

En particular, la probabilidad del evento X ~!((—o0, z]), para todo z € R, se llama
funcién de distribucion de la v.a. X y la definicién formal es la siguiente.

Definicién 6 (Funcién de distribucién) Sea X una variable aleatoria. La funcién de
distribucién (f.d.), de X, es una funcién, Fx : R — [0, 1], que estd definida por

Fx(z) = Px(X < x), para toda z € R.

Con lo anterior, tenemos que si Px denota la medida de probabilidad inducida por la
v.a. X, entonces hemos construido el espacio de medida (R, B(R), Px) y, més fuerte aiin,
hemos construido un espacio de probabilidad, pues notemos que la f.d. de X y Py estan
relacionadas de la manera siguiente:

Fx(x) = Px((—o0, z]), para toda = € R.

Ejemplo 7 (Variable aleatoria uniforme) Sea (a,b) C R un intervalo. Considere-
mos a la f.d. F': R — [0, 1], definida por

0, six<a
F(z) = "”Z_ ¢ size(abd) (1.1)
—a
1, sixz >0D.

La v.a. X, inducida por F, es conocida como variable uniforme continua con parametros
ayb.

Diremos que una v.a. X tiene distribuciéon F, y en simbolos lo denotamos como
X ~ F, si X es inducida por F; asi, si I’ es como en la ecuacién (1.1) es frecuente
llamarla distribucién uniforme y para expresar que una v.a. tiene dicha distribuciéon se

escribe X ~ Unif(a,b).
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Una vez aclarada la importancia de las f.d., estudiaremos algunas de sus propiedades,
las cuales seran de utilidad en el estudio de la funcién de distribucién empirica (ver
Capitulo 2).

Teorema 8 Sea F(r) = P(X < z) una funcién de distribucién. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

(a) wlggo F(z) =1.

(b) lim F(z)=0.

T——00
(¢) Sixz <y, entonces F(x) < F(y).

(d) F es continua por la derecha, es decir, si h >0y F(zT) := }llfII(l) F(z + h), entonces
—>
F(z) = F(x).

() Sih>0y F(z™) :== }lLir% F(x — h), entonces F'(z7) = P(X < z).

DEMOSTRACION.

(a) Sea a = {a,}neny una sucesién creciente de nimeros reales tal que lim a, = oo.
n—oo

Sea A = {A, }nen una sucesion de eventos con A, = (X < a,), para toda n € N.
Como la sucesién a es creciente, entonces la sucesiéon A lo es; ademas, como en el
limite de la sucesiéon a no converge, entonces

lim A, = Q.

n—oo
Asi, por la continuidad de la medida de probabilidad (ver [19], [47]), se tiene que
lim F(a,) = lim P(A,) = P(Q) =1.

n—oo n—o0

Y dado que de cualquier sucesién {x, }nen tal que lim z, = co, podemos extraer
n—o0
una subsucesion creciente {x,, }ren tal que lim x,, = oo, pues R con la métrica
k—o00

del valor absoluto es un espacio métrico, entonces se sigue el resultado.

(b) Sea a = {a, }nen una sucesion decreciente de nimeros reales tal que lim a, = —occ.
n—oo

Sea A = {A, }nen una sucesion de eventos con A, = (X < a,), para toda n € N.
Como la sucesién a es decreciente, entonces la sucesion A también lo es y esto
implica que

lim A,, = 0.

n—oo
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Entonces, nuevamente por la continuidad de la medida de probabilidad, se tiene
que

lim F(a,) = lim P(A,) = P(0)=0.

n—oo n—oo
Asi, sin importar la forma en cémo los nimeros tiendan a —oo se cumple que

lim F(z,) = 0.

n—00

Como z < y, entonces

F(z) < F(x)+Plx < X <vy)
=P(X <z]Ufz <X <y
=P(X <y
= F(y)-

Sea {a, }nen una sucesion decreciente de niimeros reales positivos tal que 1im a,, = 0.
n—o0

Notemos que
Flx+a,) =F(x)+ Plx < X <z+ay).

Entonces, tomando la sucesion de eventos {4, } donde 4, = (z < X <z + ay,),
para toda n € N, se tiene que la sucesién converge al conjunto vacio, por lo que
usando la continuidad de la probabilidad obtenemos

lim F(z 4 a,) = F(z) 4+ lim F(A,) = F(z),

n—oo n—oo

de donde se sigue lo deseado.

Sea {ay, }nen una sucesion decreciente de nimeros reales positivos tal que lim a,, = 0.
n—oo
Tomando la sucesién de eventos { A, }nen con A, = (X < z—a,), para todan € N,
se tiene que la sucesién converge al evento (X < z), por lo que la continuidad de la
probabilidad implica
P(X <a)= lim P(A,) = lim F(z —a,) = F(a™).

n—oo n—oo

Otra propiedad de la f.d se encuentra descrita en la siguiente definicién.

Definicién 9 (Variable aleatoria absolutamente continua) Una v.a. X, con fun-
cion de distribucion F', es absolutamente continua si existe una funcién no negativa
e integrable en el sentido de Riemman, f : R — R, que denominaremos funcién de
densidad, tal que

Fla) = / oo F(u)du.



16 Preliminares

En el caso que X sea una v.a. discreta, es decir, una variable aleatoria cuyo rango es a lo
sumo numerable el simbolo de integral se reemplaza por una suma sobre el conjunto de
puntos en donde no es cero.

Cabe aclarar que solo en algunos casos, como en el Ejemplo 7, la funciéon de densidad
existe, y tanto esta como su f.d son conocidas bajo algin nombre especifico, como
distribucién geométrica, binomial, normal, Poisson, etc., por tal razén, generalmente se
trabaja con la f.d.

Ahora presentamos algunos ejemplos que seran relevantes a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 10 (Distribucién Bernoulli) Seap € (0,1). Consideremos ala f.d. F': R —
[0, 1] definida por

0, six <0,
Flz)=<¢1—-p, si0<z<l1,
1, en otro caso.

Verificaremos que f : R — R definida por
fa) = {p%l —p)' siw=0,1,

0, en otro caso,

es una funcion tal que
F(z) =) f(u).
u<lzx

Por la definicién de f, para z < 0, se cumple que f(z) = 0, por lo que F(z) = 0.
Luego, para x = 0 se tiene que f(z) =1 — p; mientras que, para 0 < z < 1 se satisface
que f(z) = 0, en consecuencia, para 0 < x < 1 se cumple que F(x) =1 — p. Finalmente,
f(1)=pysix>1, entonces f(x) = 0; por lo tanto F'(z) = 1 para > 1. Verificando la
afirmacion.

Ahora, si una v.a. X tiene distribucién F, diremos que X tiene distribucion Bernoulli
con pardmetro p y escribiremos X ~ Ber(p).

Ejemplo 11 (Distribucién Binomial) Sean n € N y p € (0,1). Consideremos la
funcion de densidad f : R — R definida por

n .
f(a) = <x)p"‘”(1—p)n , o siz=1,...,n,

0, otro caso.

Si una v.a, X, tiene funciéon de densidad f, diremos que X tiene distribucién Binomial
con parametros n y p, y escribiremos X ~ Bino(n, p).
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Ejemplo 12 (Distribucién normal) Sean yu, 02> € R con ¢? > 0. Ademés, sea f :
R — R una funcién de densidad definida por

1
flx) = e
() = 7=
Si una v.a. X tiene funcion de densidad f, diremos que X tiene distribucién normal, o
Gaussiana, con pardmetros p y o2, y escribiremos X ~ N (u,0?).

[N

p—p\2
(=5#) , para toda x € R.

Las v.a. poseen caracteristicas numéricas entre las que destacan el valor esperado, la
varianza y la covarianza. A continuacién presentamos su definicion.

Definicién 13 Sea X una v.a. absolutamente continua con funcién de densidad f.

(a) El valor esperado, o esperanza, de X se define como la siguiente integral en el
sentido de Riemann

E(X):/R:cf(:c)d:c.

En el caso de que X sea una v.a. discreta y absolutamente continua, sustituiremos
el simbolo de integral por una suma sobre el conjunto de puntos en donde es distinta
de cero. Ademés, cuando F(X) = +oco diremos que X no tiene esperanza finita.

(b) La varianza de X se denota y define como

Var(X) = E([X — E(X)]?).

(c) SiY esuna v.a., entonces la covarianza de X y Y se define como

Cov(X,Y) = E([X — E(X)][Y — E(Y)).

La razén por la cual los tres conceptos previamente definidos destacan, es la in-
terpretacion que podemos asociarles. La esperanza es el nimero alrededor del cual se
concentran los eventos con mayor probabilidad de ocurrir; por otro lado, la varianza se
refiere a cuan dispersos se encuentran los eventos y, finalmente, la covarianza indica cémo
es la relacion entre dos variables aleatorias dadas. Para no desviarnos del objetivo de este
trabajo sugerimos consultar [57], [45] y [33], para profundizar en las diversas propiedades
que satisfacen los conceptos antes mencionados.

Ahora, introduciremos los vectores aleatorios, pues estos relacionan dos o mas v.a. a
fin de modelar experimentos aleatorios mas sofisticados y la covarianza toma un papel
fundamental en el estudio de ellos.
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Definicién 14 (Vector aleatorio) Sea X : Q — R™ una funcién. Diremos que X es
un vector aleatorio si

Xﬁl((_oowrl] X X (_Ooyan G.F,\V/l'l,...’ﬂfn e R.

De la definiciéon anterior no es del todo claro que estemos hablando de un vector
aleatorio; asi, presentamos el siguiente resultado.

Proposicién 15 Una funcién (X1, ..., X,)T : Q@ — R" es un vector aleatorio si, y sélo
si, cada coordenada es una variable aleatoria.

Introduciremos ahora a las funciones de distribucién conjuntas, las cuales son andlogas
a las funciones de distribucién definidas previamente.

Definicién 16 (Funcién de distribucién conjunta) Sean X, ..., X, variables alea-
torias. Diremos que la funcién de distribucién conjunta (f.d.c.) del vector X = (X, ..., X,,)7,
Fx : R™ — [0, 1], se define por

FX(xlan'axn):PX(Xl lea-”?Xn an)7

para cualquier (zi,...,z,) € R"

Para vectores aleatorios existen definiciones y resultados andlogos a los de v.a. Reco-
mendamos consultar [56], [45] y [33].

Ahora, extenderemos a vectores aleatorios el concepto de variables aleatorias absolu-
tamente continuas y el concepto de funcién de densidad.

Definicién 17 (Funcién de densidad conjunta) Sea X = (Xi,...,X,)” un vector
aleatorio con funcion de distribucion Fx. Se dice que X es absolutamente continuo si existe
una funcién no negativa e integrable, fx : R™ — R, tal que para todo (z1,...,x,) € R™,
se cumple que

FX([L'l,...,QTn):/ / fX(ul,...,un)dun...dul,

empleando la integral en el sentido de Riemann. Notemos que, similar a variables
aleatorias, en el caso de que el vector aleatorio X esté formado de variables aleatorias
discretas, sustituiremos los simbolos de integral por sumas sobre los correspondientes
soportes. Ademas, a la funcién fx la denominaremos funcién de densidad conjunta.
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[lustraremos la utilidad de la definicién anterior mostrando un ejemplo que sera
relevante en el Capitulo 3.

Ejemplo 18 (Distribucién normal p-variada) Sea X = (Xi,...,X,)” un vector
aleatorio. Diremos que X tiene distribucién normal p-variada si su funcién de densidad
conjunta es

fx(y) = (V2m) 7 det(S) /2 exp (—%(y —w)'E Yy - u)) , para todo y € R?,

donde p € RP es tal que u = (E(X1),...,E(X,))T vy £ € M,yp(R) es tal que ¥ =
(COV(XZ',XJ'))Z‘J'.

Dado un vector aleatorio, en ocasiones, es 1til conocer el comportamiento estocastico
de alguna coleccién de las variables aleatorias que lo componen, de esto surge el concepto
que definimos a continuacion.

Definicién 19 (Funcién de densidad marginal) Sea X = (Xi,...,X,)? un vector
aleatorio con funciéon de densidad fx. Definimos a la funciéon de densidad marginal
fx, R =R, paracadas=1,...,n, por

x1 Ti—1 Tit1 Tn
le(xz) :/ / / / fX(ul,...,un)dun...dui+1dui_1...du1,

empleando la integral en el sentido de Riemann.

Habiendo definido las funciones de densidad marginales podemos extender el concepto
de independencia a las variables aleatorias.

Definicién 20 (Independencia de variables aleatorias) Sean X y Y variables alea-
torias con funciones de densidad fx y fy, respectivamente. Diremos que X y Y son
independientes si

f(x7y)(x7y) = fX(x)fY(y)7 para todos x,Yy € R.
Donde f, ,, denota la funcién de densidad conjunta del vector aleatorio (X, Y)T.
Enunciaremos a continuacién algunas propiedades que satisfacen las variables aleato-

rias independientes, la demostracién de la siguiente proposicién puede ser consultada en
[57], [10] y [33].
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Proposicién 21 Sean X, Y variables aleatorias independientes, entonces

independientes si, y sélo si, Cov(X,Y) = 0.

Ahora, mostramos algunos tipos de convergencia para variables aleatorias definidas
en un espacio de probabilidad. Las demostraciones pueden consultarse en [10], [45] y [19].

Definicién 22 (Convergencia puntual) Sea {X,, },en una sucesién de variables alea-
torias definidas en un mismo espacio de probabilidad y X una v.a. sobre dicho espacio.
Diremos que la sucesién { X, }nen converge puntualmente a X si para todo w € 2 se
cumple que

lim X,(w) = X(w).

n—o0

En este caso, escribiremos X,, — X.

La convergencia puntual es una herramienta esencial pues a través de ella puede
definirse la convergencia casi segura, y para hablar de ella es necesario introducir el
concepto siguiente.

Definicién 23 Consideremos un espacio de probabilidad (2, F, P). Diremos que una
proposicién sobre elementos aleatorios es valida casi seguramente (c.s.) si existe un
evento F € F, con P(E) = 0, tal que la proposicién es valida si w € E°.

El evento E recibe el nombre de conjunto excepcion.

En ocasiones, si una proposicién se cumple c.s. es usual decir que dicha proposicién
es valida con probabilidad uno, ya que si £ es un conjunto excepcién entonces
P(E°) =1— P(F) = 1. Con lo anterior, procedamos a definir la convergencia casi segura.

Definicién 24 (Convergencia casi segura) Sea {X,,},cn una sucesiéon de variables
independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) y X una v.a. Diremos que {X,, },en
converge casi seguramente a X si

Pwe Q| Xu(w) = X(w)}) = 1.
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En este caso, diremos que

lim X,, = X casi seguramente.
n—o0

Alternativamente, escribiremos
Xn C.S. X'

Para continuar, introduciremos un tipo de convergencia que surge a partir de proponer
una forma alterna de medir la cercania entre una sucesion de variables aleatorias y la v.a.
candidata a limite.

Definicién 25 (Convergencia en probabilidad) Sea {X,,},cn una sucesién de v.a.
Diremos que X,, converge en probabilidad a la v.a. X si para toda € > 0 se cumple que

nlg&P({w €| X, (w) — X(w)| >¢e})=0.

o P
En tal caso, escribimos X,, — X.

Finalmente, hablaremos sobre un tipo de convergencia la cual mide la cercania entre
una sucesion y la v.a. candidata a limite a través de la funciéon de distribucion.

Definicién 26 (Convergencia en distribucién) Sea {X,,},en una sucesién de varia-
bles aleatorias i.i.d. con funcién de distribucién F;,. Para una funcién g, denotemos por
C(g) al conjunto de puntos en donde g es continua. De esta manera, decimos que X,
converge en distribucion a la v.a. X, con f.d. F, si

lim F,(z) = F(z), para todo = € C(F).
n—o0

o D
En tal caso, escribimos X,, — X.

A continuacién, presentaremos resultados importantes para la Teorfa de Probabilidad
que emanan del estudio de los tipos de convergencia.

Teorema 27 (Ley débil de los grandes ntmeros) Sea {X,,},cn una sucesion de va-
— 1 «
riables aleatorias i.i.d. con E(X;) = py Var(X;) < oo. Si definimos X,, = — E Xi,
n
i=1

entonces
= P
X = p.
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Ahora, introduciremos un resultado similar al Teorema 27 en donde el tipo de
convergencia que se obtiene resulta ser convergencia casi segura.

Teorema 28 (Ley fuerte de los grandes ntiimeros) Sea {X,,},en una sucesion de
variables aleatorias i.i.d. Sea X, como en el Teorema 27, entonces existe una constante
c € R tal que

X, % e,
si, y sélo si, E(]X;]) < oo. En tal caso, ¢ = E(X;).
La siguiente proposicién es una herramienta fundamental en la teoria de probabilidad
y estadistica por su versatilidad.
Teorema 29 (Teorema del limite central) Sea {X,, },en una sucesion de variables

n
L . .= 1
aleatorias i.i.d. con esperanza p y varianza o? < oo. Si X,, = — E X,y Z es una v.a.
n
i=1

con distribucion normal estandar, entonces

V(X —p)

g

=Ny

Nota 30 Observemos que el Teorema del limite central implica la ley débil de los grandes
nimeros pues

2

_ 1 & 1 « o
Var(X,) = Var (n ;1 ) o ;1 Var(X;) — <00

Luego, la desigualdad de Chebyshev (ver [7]) implica que para toda ¢ > 0 se cumple que

— Var(X,, 2
P(‘Xn—,u‘>e’5)§# U
19 ne

Finalmente, por el teorema de estriccion (ver [54]) se tiene que

lim P (|X, —p| >¢) =0,
n—0o0

. = P
es decir, X,, — pu.
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1.2. Pruebas de hipdtesis

Recordemos que el objetivo central de este trabajo es construir el estadistico de
prueba conocido como Smirnov-Kolmogorov, por tal razén en esta secciéon introducimos
los conceptos basicos de pruebas de hipotesis.

En estadistica es usual encontrarnos con problemas que involucran incertidumbre,
pues al considerar experimentos aleatorios desconocemos parcial o totalmente elementos
tales como la distribucién de las variables que los modelan y los parametros que las
caracterizan. Para lidiar con dichos situaciones se han desarrollado herramientas de
inferencia [30].

El campo de la inferencia estadistica se divide en dos: estimaciéon de parametros y
pruebas de hipdtesis. Respecto a la estimacién de parametros se tienen a los estimadores
puntuales, lo cuales proporcionan un tnico valor que pretende aproximar el verdadero
comportamiento del pardmetro de interés, y para analizar qué tan buena es la aproximacién
se estudian propiedades como el sesgo, la consistencia y la suficiencia del estimador puntual.
Ademas, dentro de la estimacién de parametros podemos encontrar la estimacién por
intervalo, la cual nos permite generar todo un conjunto de la forma (a,b) C R en el cual,
posiblemente, puede hallarse al verdadero valor del parametro de estudio. Notemos que
con este enfoque, tenemos una cantidad infinita no numerable de posibilidades, como el
uso de intervalos de confianza y de credibilidad, lo que puede resultar conveniente pues
se tiene un drea de trabajo que no resulta tan restrictiva [22].

Por otra parte, respecto a las pruebas de hipdtesis, éstas se dividen en dos tipos: las
pruebas de hipétesis sobre parametros, las cuales estudian la validez de afirmaciones
hechas sobre el comportamiento del parametro de interés, por ejemplo verificar si el
parametro es menor o igual a 5; mientras que, el segundo tipo de pruebas de hipdtesis se
refiere a las pruebas de bondad de ajuste que veremos mas adelante. Para comenzar a
hablar formalmente sobre las pruebas de hipdtesis es necesario introducir los siguientes
términos.

Definicién 31 (Muestra aleatoria) Sea X una v.a. con f.d. Fx. Una coleccién de n

variables aleatorias i.i.d. X,..., X, es denominada una muestra aleatoria, de tamano n,
de la v.a. X si

X; ~ Fx, paratodai=1,...,n.

Es decir, X y X; son iguales en distribucién, i = 1,...n; o, equivalentemente en simbolos
o D
escribimos X; = X.

Ademas, diremos que x1,...,x, es una realizacion, u observacion, de la muestra si

€Tr; — XZ'(U)),
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para algin w € Q.

Definicién 32 (Estadistico) Sean X una variable aleatoria, X7, Xs, ..., X,, una mues-
tra aleatoria de X y A es un conjunto no vacio. Un estadistico 7" es una funciéon 7' : 2 — A
tal que € es el espacio muestral asociado al vector aleatorio (X, Xo, ..., X,).

Nota 33 Note que un estadistico de prueba es una variable aleatoria.

Definicién 34 (Hipdtesis estadistica) Una hipdtesis estadistica (H) es una suposi-
cién hecha sobre la f.d. F'(z,0) de una variable aleatoria o vector aleatorio. Una hipétesis
estadistica es llamada simple si determina completamente a la funcién de distribucién,
en otro caso es llamada compuesta.

Ejemplo 35 Consideremos una v.a. X ~ N(u,0?) con puy o? pardmetros desconocidos.
Una hipétesis simple seria:
H:p=30 y o?=10.

Mientras que, una hipdtesis compuesta seria:

H:pu#30, p<01y o*>1.

Definicién 36 (Prueba de hipétesis) Dado un par de hipétesis estadisticas comple-
mentarias, es decir, tales que exactamente una de ellas es verdadera, diremos que una
prueba de hipotesis es un procedimiento para decidir qué hipdtesis aceptar.

Coloquialmente, una prueba de hipétesis es un procedimiento que nos ayuda a tomar
la decisién de aceptar o no una hipétesis dada [29], la cual puede ser cuantitativa o
cualitativa. Para este fin se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se recolectan datos de muestra.
2. Se calculan los estadisticos descritos en la prueba.

3. Se usa la informacién obtenida en los pasos anteriores para conocer qué tan probable
es que la hipdtesis sea correcta.

Un estadistico de prueba particiona al espacio muestral {2, generando asi un subcon-
junto C' C €2, llamado region critica, el cual determina la aceptaciéon o rechazo de la
hipdtesis. Para fijar ideas veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 37 Sea X una v.a. con f.d. F'(z,0), donde 6 € © es una propiedad desconocida
de F'y©#(. Sea X1, Xs,...,X, una muestra aleatoria de X. Supongamos que existe
un par de conjuntos disjuntos distintos del vacio ©y, ©; C O tales que

@Ou@lz@.

Ademas, supongamos que 6 es elemento de uno, y solo uno de los conjuntos Oy y ©;.
Realizar una prueba de hipdtesis ayuda a determinar si

heO, o6 0¢€0O,

a través de su estadistico de prueba T : 2 — A C R.
Sea C' C € la region critica que induce el estadistico T'. Si la observaciéon

{weQ| Xi(w)=u,... Xp(w)=z,} CC (1.2)

diremos que no hay suficiente informacién para aceptar que 6 € © y, en consecuencia,
aceptamos que 0 € ©1. En otro caso aceptamos que 6 € O,.

Es importante notar que, en la préactica, es usual trabajar con la imagen de C' bajo el
estadistico T para tomar la decision [6], verificando si T'(zy, ..., x,) es, o no, elemento
de T'(C), en vez de trabajar directamente con la regién critica C'.

Tomando el Ejemplo 37 como base enunciaremos las definiciones siguientes.

Definicion 38 En un problema de prueba de hipdtesis, a la suposicion que 0 € O
la llamaremos hipdtesis nula (Hj); mientras que, a la suposicién que § € ©; la
denominaremos hipétesis alternativa (H;).

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 39 Una empresa automotriz determind, a través de pruebas de choque a
10km/h, que solo el 25 % de las veces sus autos no sufren danos visibles. Para incrementar
dicho porcentaje se ha disenado un parachoques reforzado, el cual serd probado bajo las
mismas condiciones. De esta manera, si p denota la proporcién de autos con parachoques
reforzado que chocaron a 10km/h y no sufrieron danos visibles, entonces se presenta el
siguiente problema de prueba de hipdtesis: como hipdtesis nula se tiene que el reforzado
del parachoques no mejor6 la resistencia de los autos a los choques, pero al ser un
reforzamiento tampoco empeord su anterior resistencia, por lo que p seria igual a la
proporcién previamente observada, lo que significa que

Hy: p = 0.25.
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Por otro lado, como hipétesis alternativa se tiene que el reforzado cumplio las expectativas
de mejorar la resistencia de los autos a los choques lo que implicaria que p fue mayor a
la proporcién antes reportada, por lo que

Hy:p> 0.25.

En el contexto de este ejemplo es intuitivamente claro que solo una de las hipdtesis es
cierta pues, por la ley de tricotomia, no es posible que p sea igual a la proporcion de
autos sin parachoques reforzado que chocaron a 10km/h y no sufrieron danos visibles y
que a la vez sea mayor que ella.

Definicién 40 (Regién critica) Sea X una variable aleatoria y Xi,..., X, es una
muestra aleatoria de X. En una prueba de hipdtesis, la region critica de dicha prueba es
el subconjunto del espacio muestral asociado al vector aleatorio (X, ..., X)), donde la

hipétesis nula, Hy, se rechaza.

La validez de las conclusiones que se obtienen de una prueba de hipdtesis depende
de la evidencia recolectada al observar el experimento, por lo que no es posible tener
total certeza de la conclusion, pues la incompletitud de evidencia quiza nos haga cometer
errores, como aceptar H; cuando la hipotesis Hy en realidad era cierta, o viceversa, lo
anterior es conocido como error del tipo I y error del tipo II, respectivamente [30]. De lo
anterior, se desprende la Tabla 1.1.

Realidad del experimento
Hj cierta H; cierta
Rechazar Hy | Error del tipo I | Decision correcta
Aceptar Hy | Decision correcta | Error del tipo 11

Decision

Tabla 1.1: Conclusiones de una prueba de hipétesis.

Dentro de la inferencia estadistica es crucial calcular la probabilidad de cometer los
errores de tipo I y de tipo II, pues, como menciondbamos antes, al no contar con la
totalidad de la informacion, es fundamental cuantificar la probabilidad de errar. Asi,
presentamos los siguientes conceptos.

Definicién 41 Sea X7 = (X1, ..., X,,) una muestra aleatoria de la v.a. X. Consideremos
un problema de prueba de hipétesis, con C' la region critica de dicha prueba. Definimos

a)=PX eC|0), V0O,
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B(8) = P(X ¢ C | 6), V0 € O,.

La probabilidad de cometer el error de tipo I, conocida como el nivel de significancia de
la prueba, se denota y define por

a = P(“Cometer el error de tipo I”) = sup a(0). (1.3)
(ASSH

Luego, la probabilidad de cometer el error de tipo II se denota y define por

B = P(“Cometer el error de tipo II") = sup 3(0), (1.4)
€O,

donde Oy y ©; son como en el Ejemplo 37.
Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 42 En adicién a lo discutido en el Ejemplo 39 supongamos ahora que se
procedera a realizar un prueba de hipétesis, con estadistico de prueba 7', considerando
una muestra aleatoria Xy, ..., X, de tamano n = 20.

Para llevar a cabo la prueba de hipdtesis se requiere la realizacion de la muestra aleatoria
x; = X;(w), w € Q, la cual en este caso se obtendria de construir 20 autos que cuenten
con el prototipo de parachoques reforzado. Luego, para cada auto ejecutar un choque
independiente a 10km/h y evaluar si hay danos visibles o no, lo que nos habla de una
v.a. con distribucion Bernoulli.

Luego, puesto que se desea analizar la cantidad de autos sin danos visibles, se propone
que el estadistico T sea la v.a. que cuenta el nimero de autos, con parachoques reforzado,
que tras chocar no presentan danos visibles, por lo que

20
i=1

En consecuencia T' ~ Bino(20, p), donde recordemos que p denota la proporcién de autos
con parachoques reforzado que chocaron a 10km/h y no sufrieron danos visibles
Sabemos que si los autos hubiesen sido construidos con el parachoques original se esperaria
que el 25 % de los autos, es decir 5 autos, no presentaran danos visibles. Sin embargo,
como la empresa quiere asegurarse que los parachoques reforzados proveen mejores
resultados, esperan que al menos 8 autos, el 40 % de la muestra, no presenten danos
visibles. De esta manera, la region critica es

C =1{8,9,...,20}.
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Ademas, en este contexto, el nivel de significancia o la probabilidad de cometer el error
de tipo I, a, es la probabilidad de asumir que los parachoques reforzados tuvieron mejor
rendimiento que los parachoques originales, cuando en realidad su rendimiento fue igual.
Asi,

a=P(T > 8)~0.1018,

donde T ~ Bino(20,0.25), pues suponemos que H, es cierta.
En cambio, la probabilidad de cometer el error de tipo II, , es la probabilidad de
asumir que los parachoques reforzados resultaron igual de resistentes que los parachoques
originales, cuando en realidad proporcionaron mejores resultados, digamos p = 0.32 > 0.25.
Asi,

g =P(T<T7)=~0.7077,

donde T' ~ Bino(20,0.32), pues suponemos que H; es cierta.

Ademas de preguntarnos sobre la probabilidad de errar, también es de gran interés
estudiar qué tan buena es la prueba de hipdtesis para tomar la decisién correcta, re-
chazando la hipotesis alternativa cuando es falsa. De esto, se desprende el siguiente
concepto.

Definicién 43 (Poder de una prueba de hipédtesis) Sea X7 = (Xi,...,X,) una
muestra aleatoria de la v.a. X. Consideremos un problema de prueba de hipdtesis, con C
la regién critica de dicha prueba. Definimos el poder de la prueba

+(6) = P(X € C | 6), (1.5)

para cada 0 € O.

La razén de estudiar el nivel de significancia de una prueba de hipdtesis es refinar
la aceptacion o rechazo de Hy dando un nivel de certeza a la conclusién. Notemos que
entre més cercano a cero sea el nivel de significancia, tendremos mayor certeza sobre que
hemos tomado la decisiéon correcta.

En general, el procedimiento de aceptacién-rechazo de Hy implementando el nivel de
significancia depende de la f.d. del estadistico de prueba; sin embargo, a continuacién
presentamos un ejemplo que ilustra la idea subyacente.

Ejemplo 44 Sea X una v.a., X,..., X, una muestra aleatoria y x1,...,x, una reali-
zacién de ella. Dada una prueba de hipdtesis con estadistico de prueba T, con f.d. Fr, y
un nivel de significancia «. Aceptaremos la hipdtesis Hy con nivel de significancia «, si

T(l’l, ce ,l'n) S ta,
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donde t, es tal que Fr(t,) = a.

Ahora introduciremos una alternativa a los procedimientos de toma de decisién
similares al discutido en el ejemplo previo. El p-valor tiene grandes implicaciones en
la toma de decision asociada a un problema de prueba de hipétesis; para este trabajo,
proporcionaremos una breve introduccién al tema. Recomendamos consultar [6] y [22]
para las personas interesadas en ampliar esta informacién.

Definicién 45 (p-valor) Sea X una v.a., X,..., X, una muestra aleatoria de la v.a.
y x1,...,%, una realizaciéon de ella. Dada una prueba de hipotesis con estadistico de
prueba T': Q — R, con € el espacio muestral asociado al vector aleatorio (X1, ..., X,)%,
definimos el p-valor asociado a la prueba como

P(T >1t]6 € 0y), (1.6)
donde t = T'(xq,...,2,).

El p-valor, es a veces denominado nivel de significancia observado [30], pues el célculo
del p-valor depende directamente de los datos observados como vemos en su definicién.
Ademés, de acuerdo con [22], si t es el calculo del estadistico usando los datos observados,
el p-valor puede entenderse como la probabilidad de obtener valores préoximos a ¢t dado
que Hj es cierta. Es por ello que entre més cercano al valor uno sea el del p-valor, mayor
certeza tendremos de que, en efecto, Hy es cierta.

Recordemos que para introducir el Ejemplo 44 mencionamos que los procedimientos de
prueba de hipétesis dependen de la f.d. del estadistico de prueba. No obstante, el p-valor
nos proporciona una alternativa para tomar una decisién en las pruebas de hipotesis
en donde tal dependencia es nula, pues dado un nivel de significancia «, aceptamos la
hipétesis Hy si

P> a, (1.7)

donde p denota el p-valor.

1.2.1. Pruebas de bondad de ajuste

Ahora, usaremos lo discutido en la seccién previa para estudiar las pruebas de
hipdtesis no paramétricas. Estas son un caso particular de las pruebas de hipotesis
que se desarrollaron como parte de la inferencia no paramétrica, la cual tiene como
idea subyacente hacer pocas suposiciones y usar a los datos para inferir propiedades
cuantitativas y cualitativas desconocidas [60].

Una prueba de hipétesis no paramétrica es un método libre de distribucion [29], es
decir, no pide como hipétesis que los datos sigan una distribucion especifica, ofreciendo
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una alternativa con mayor flexibilidad, que no sacrifica la informacion que provee la
distribucién de los datos [31].

Recordemos que al observar un experimento aleatorio suponemos que las v.a.,
Xi,...,X,, que componen una muestra aleatoria son independientes e idénticamente
distribuidas, digamos con f.d. comun F’; sin embargo, en estadistica, al tener realizaciones
de dicha muestra, es usual desconocer a F' y para tratar de hallar una solucion a este
problema surgen las técnicas no paramétricas de bondad de ajuste [11], [22]. Ahora,
veamos el siguiente ejemplo para familiarizarnos con el contexto de un problema de
bondad de ajuste.

Ejemplo 46 Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una v.a. X con funcién de distri-
bucién desconocida. Ya que, por la definicién de muestra aleatoria (ver Definicién 31),
X1,..., X, comparten una misma f.d., una realizacién de dicha muestra z,...,z,, pre-
serva tal informacion entonces cuando, por alguna razdén, se sospecha que las realizaciones
se adectian a alguna f.d. F'* es indispensable verificar la validez de nuestra afirmacion
[11], pues esto nos ayudaria a develar informacién sustancial sobre el experimento de
interés.

Con el ejemplo anterior, introducimos las pruebas de bondad de ajuste, las cuales
pretenden medir la discrepancia, o equivalentemente el acoplamiento, entre el comporta-
miento probabilistico de las realizaciones y F™.

Formalmente, las pruebas de bondad de ajuste son pruebas de hipétesis no paramétri-
cas cuya hipdtesis nula, usualmente, es que la variable aleatoria, o el vector aleatorio, X
que modela el experimento de interés tiene distribucién F* [11]. Ademas, la hip6tesis
nula suele refinarse con el objetivo de conocer los parametros que caracterizan a F™; sin
embargo, cuando los parametros consisten en propiedades de localizacion y escala, no
resulta necesario refinar la hipétesis nula, puesto que la aceptaciéon o rechazo depende
de la forma de F* y no de los pardmetros [8]. Por otra parte, la hipdtesis alternativa no
resulta informativa [11] puesto que, en general, no nos hace sugerencia alguna sobre el
verdadero comportamiento aleatorio.

Dentro las pruebas de bondad de ajuste podemos encontrar pruebas para distribuciones
discretas y también continuas. A continuacién discutiremos algunas de las pruebas mas
conocidas.

i) Pruebas basadas en la distribucién y?

En el caso de distribuciones discretas tenemos la prueba de y? propuesta por Karl
Pearson en 1900 [22]. Dada una muestra aleatoria X7, ..., X, proveniente de una
v.a. discreta, esta prueba supone que los datos pueden clasificarse en k diferentes
categorias. Para cada ¢ = 1,..., k definimos f; como el nimero de observaciones
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que entran dentro de la categoria i y e; el nimero esperado de observaciones para
la categoria i. Entonces el estadistico de la prueba x? es

k

Qi = Z (fi ; &) ‘

i=1 i

Esta prueba de hipdtesis recibe el nombre de x? pues

D
Qn,k — Qa

con Q ~ xi_;.
ii) Pruebas basadas en la funcién de distribucién empirica

En el caso de las v.a. continuas las pruebas de bondad de ajuste se basan en una
funcién aleatoria conocida como Funcién de Distribuciéon Empirica. Esta funcién
es una aproximacion de la f.d F' comun a las v.a de la muestra y serd definida y
estudiada con mayor profundidad en el siguiente capitulo.

De manera general, las pruebas de bondad de ajuste para v.a. continuas miden la
distancia entre la funcién de distribucién empirica F}, y la funcién de distribucion F
propuesta. Esto es, miden la diferencia entre ellas, el valor absoluto de la diferencia
o el cuadrado de la diferencia. Esto puede apreciarse en los estadisticos de prueba

siguientes
D} = sup{F,(x) - F(z)} (L8)
D, = iﬁE{F(I) — Fu(2)}. (1.9)

D,, = sup |F,(z) — F(z)|
z€R (110)
=max{D;, D, }.

cﬁznéwuw—Fuﬁwwmmww» (1.11)

con ¥ : [0,1] — [0, 00) una funcién de peso e integrando en el sentido de Lebesgue.

Por si solos, los estadisticos en las ecuaciones (1.8) y (1.9) son de gran utilidad
computacionalmente [36]; sin embargo, para ser empleados en pruebas de hipdtesis
es usual proponer un estadistico de prueba en donde ambos estén relacionados,
como en el estadistico en la ecuacién (1.10) conocido como el estadistico Smirnov-
Kolmogorov, del cual hablaremos a lo largo de este trabajo.
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Un ejemplo en donde los estadisticos D y D; se relacionan para generar una
prueba de hipétesis puede observase en [39], donde derivado de estudiar la migracién
de aves se preguntan si la dindmica observada en dos lugares y momentos del ano
distintos, tiene el mismo comportamiento estocastico; para ello, toman de referencia
una brujula y estudian el angulo en el que se dirigen los grupos de aves. De esta
manera, si z = (sin(27z), cos(2mz)) es el vector aleatorio que modela el angulo
x € [0,1), es intuitivamente claro que podemos hacer el andlisis estadistico sobre x;
asi, para abordar la prueba de hipotesis proponen el estadistico

V., =D} +D,, (1.12)

para comparar con los datos encontrados en la literatura.

Finalmente, en la ecuaciéon (1.11) se observa la familia de estadisticos Cramér-
von Mises, la cual es una alternativa a la prueba de bondad de ajuste Smirnov-
Kolmogorov, que a través de la funcion de peso permite modular la sensibilidad de
la prueba de hipétesis de acuerdo a los requerimientos acordados [12].

Nota 47 Las pruebas de bondad de ajuste se aplican con la intencién de no rechazar
la hipotesis nula, porque en caso contrario no se obtiene ninguna informacién til
sobre la muestra estudiada.
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Como ya se ha senalado en la Seccién 1.2.1, las pruebas de bondad de ajuste como
la prueba Smirnov-Kolmogorov se basan en la funcién de distribucién empirica. En
consecuencia, en este capitulo presentamos la definciéon y algunas propiedades importantes
de esta funcion. El resultado mas relevante del capitulo es el Teorema de Glivenko-Cantelli,
el cual nos permitira definir al estadistico de prueba Smirnov-Kolmogorov.

Los resultados relacionados con la funcién de distribucion empirica fueron tomados de
[52], mientras que la demostracién del Teorema de Glivenko-Cantelli fue tomada de [44].

La funcién de distribucién empirica, propuesta por Francis Galton en 1875 [23], es una
funcién asociada a la medida empirica [58] y sirve para estimar la funcién de distribucién
desconocida F' generada por una muestra aleatoria. Esta funcion se define de la siguiente
manera.

Definicién 48 (Funcién de distribucién empirica) Sean Xi, Xy, ..., X, una mues-
tra aleatoria con f.d. F'. La funcion aleatoria definida como

1 n
F.(z,w) = - E 1¢x,<s}, paraz € R, (2.1)
i=1

donde
1, siwe{X; <z},

1ix e =
Xz} {0, otro caso,

se conoce como funcién de distribucién empirica (f.d.e.) de la muestra aleatoria.

Notemos que la f.d.e., F},, es una v.a. por lo que el siguiente resultado nos muestra
cual es su distribucion.

Teorema 49 La funcion de distribuciéon empirica es una v.a. cuya distribucion es

binomial con parametros n y —, es decir, F,, ~ Bino [ n, — |.
n n



34 Funcion de distribucién empirica

DEMOSTRACION. Sea x € R fija. Notemos que E(1x,<s}) = F(z), pues

E(lixi<s)) =0 Plw ¢ {X; <a}) +1- Plwe {X; <z})

= F(x).
Desde que 1¢y,<g) ~ Ber(F(z)), paratodai=1,...,ny x € R es arbitraria se satisface
F
que F,(z) ~ Bino <n, ﬂ), lo cual prueba el resultado. O
n

El siguiente ejemplo muestras como la f.d.e. estima a la f.d. a través de una muestra
aleatoria.

Ejemplo 50 Sea X una v.a. tal que X ~ N(0,1) y sean X7,...,X,, una muestra
aleatoria de X. La Figura 2.1, obtenida con ayuda de R, muestra en color negro la grafica
de la f.d.e. calculada a partir de una realizacion de una muestra aleatoria de tamano
n = 30 y en color rojo se muestra la grafica de la f.d. de una v.a. con distribuciéon normal
estandar.

ecdf(x)

Figura 2.1: Aproximacién a la funcion de distribucion a través la funcién de distribucién
empirica.

Del ejemplo anterior y tras observar la Figura 2.1 se infiere que, similar a la funcion
de distribucién, la funcién de distribucién empirica es no decreciente; asi, tenemos el
siguiente resultado.
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Teorema 51 Sea Xi, X»,..., X, una muestra aleatoria. Si F,, denota la f.d.e. de la
muestra, entonces F;, es no decreciente.

DEMOSTRACION. Sean z,y € R arbitrarios y fijos; ademés, supongamos que = < y.
Notemos que si 1{x,<,) = 1, para algin i = 1,...,n, esto implica que 1;x,<,3 = 1, puesto
que si X; < x entonces X; <y, por transitividad, ya que x < y. De esta manera,

1{Xi§x} < 1{Xi§y}> Vi = 1, s, N

En consecuencia, por la definicién de la f.d.e., F,(z) < F,(y). O

Los siguientes resultados representan herramientas relevantes para los fines de este
trabajo de tesis, pues junto con el Teorema de Donsker, que serda enunciado en el
Capitulo 4, nos proporcionara una conexion entre el puente Browniano y el estadisticio
Smirnov-Kolmogorov.

Definicién 52 (Normalizacién de la funcién de distribucién empirica) Sean Xj,
..., X, variables aleatorias i.i.d., con F'la f.d. de X;, para toda i =1,...,n. Si F,, denota
la f.d.e., diremos que la normalizacién de F, es la siguiente v.a.

Vn(F,(z) — F(x)), para toda = € R.

Nota 53 Notemos que F, esencialmente asigna una masa 1/n a cada valor X;, con
i = 1,...,n; ademds I, es un estimador natural de la f.d. F', pues si Y; = 1;x,<.},
entonces la ley fuerte de los grandes numeros (ver Teorema 28) implica

54 1< c.s.

donde = E(1yx,<sy) = F(x).

Ademaés, por el teorema del limite central (ver Teorema 29), se observa la cercana
conexién entre la normalizacion de la f.d.e. y la distribucién normal, ademas de la
versatilidad que hereda de las propiedades de la convergencia en distribucion.

De los trabajos de Galton sobre la funcion de distribuciéon empirica emana la fun-
cién cuantil [24], también conocida como la transformacién inversa de una funcién de
distribucién y su definicién es la siguiente.

Definicién 54 (Transformacién inversa) Sea F' una funcién de distribucién dada.
La transformacion inversa de la funcién de distribucién F' se define como

F7l(t) = inf{z e R | F(x) > t},
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para 0 <t < 1.

Nota 55 Para emplear la prueba Smirnov-Kolmogorov se requiere que la f.d. F' sea
continua. Ademas, como en contextos de estadistica aplicada principalmente se trabaja
con f.d. estrictamente crecientes se cumple que la inversa de la funcion F' existe y coincide
con la transformacién inversa de F' (ver [30, pag. 294]). De esta manera, en ¢t = 1 ya no
se depende de si F' alcanza la recta y = 1 o si dicha recta es una asintota para la grafica
de F', entonces se puede convenir que F~1(1) € R es el nimero tal que hace verdadera la
igualdad
F(F (1)) = 1.

Similarmente, en ¢ = 0 puede convenirse que F~(0) € R es el niimero tal que hace
verdadera la igualdad
F(F7H0)) =0,

donde recordamos que F'! es la transformacién inversa de la f.d. Iy, en este caso
coincide con la funcién inversa de F'.

De la Definicién 54 surge una pregunta natural, sobre si F'~! estd bien definida para
todo t € (0,1) por lo que se tiene el siguiente teorema.

Teorema 56 Si I’ es una funciéon de distribucion dada, entonces su transformacion
inversa, F'~!, estd bien definida.

DEMOSTRACION. Sea u € (0,1) y definamos A = {z € R | F(z) > u}. Defina
e:=1—wu >0, por el inciso (a) del Teorema 8 existe Ny € N tal que si z > Ny entonces
|F(z) — 1] =1— F(z) < ¢, es decir, u < F(x), por tanto como Ny + 1 > Nj se tiene que
F(Ng+1) > u y se sigue que Ng+ 1 € A, por lo que A # 0.

Por el inciso (b) del Teorema 8, para ¢g = u existe My € N tal que si x < —M,
entonces |F(z)| = F(z) < g¢. Por tanto —(Mj + 1) es una cota inferior de A ya que de
no ser asi existiria y € A tal que y < —(My + 1) y como F' es no decreciente entonces
u < F(y) < F(—(Mp+ 1)), una contradiccién. De esta manera, como A es un conjunto
no vacio y acotado inferiormente, el inf A existe. Ademads, como u fue arbitraria, se tiene
que inf A existe para cada 0 < u < 1. 0

Para familiarizarnos con la transformacion inversa de una funcién de distribucion
enunciaremos algunas propiedades que se utilizaran posteriormente. Sugerimos consultar
el libro de Shorak & Wellmer [52] para profundizar en el tema y el libro de Rincén [46]
para obtener una perspectiva computacional.

Teorema 57 Sea F una f.d. dada. Si F~! denota la transformacién inversa de F,
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entonces F'~1 satisface las siguientes propiedades.

(a)
(b)

F(F~Y(u)) > u, para toda u € (0,1).

F(F~Yu)") < u, para toda u € (0,1). Donde F(z7) es el limite por la izquierda
(vea inciso (e) del Teorema 8).

DEMOSTRACION.

(a)

Sea u € (0,1) arbitraria y fija; como antes, definamos A :={x € R| F(z) > u} y
sea a := F~1(u) = inf A, el cual existe por el Teorema 56. Dada € > 0 se tiene que
a < a-+¢ey, masain, a + ¢ € A pues:

si a € A, necesariamente se cumple que F(a) > u y dado que F' es no decreciente

se tiene que
Fla+¢)> F(a) > u.

Por otro lado, si a ¢ Ay suponemos que a+¢ ¢ A, entonces F(a) < uy F(a+e) < u,
por la definicién de A; no obstante, por la definiciéon de infimo, se cumple que para
la ¢ dada existe o € A tal que a < a + ¢ lo que implica que u < F(«a) < F(a+¢€),
una contradiccién.

De esta manera, como para cada € > 0 se cumple que F(a + €) > u, entonces se
tiene que

lim Fla+¢) = F(a™) > u.

e—0

Y puesto que F' es continua por la derecha se tiene que F'(a) = F(a™), de donde se
sigue que

Luego, como u fue arbitraria se muestra que el resultado es vélido para cada
ue (0,1).

Sea u € (0,1) arbitraria y fija. Definamos A := {z € R | F(z) > u} y sea
a:=inf A = F~!(u), el cual existe por el Teorema 56. Dada ¢ > 0 se cumple que
a — ¢ < a lo que implica que a — ¢ ¢ A, pues si a — ¢ fuese un elemento de A
necesariamente se cumpliria, por la definicién de infimo, que a < a — ¢, lo cual es
una contradiccién.

Asi, se sigue que F(a — ) < u, para toda € > 0, por lo que al tomar limite cuando
e — 0 se tiene que
lim F(a —¢) = F(a™) = F(F ' (u)") < u.

e—0

Notemos que como u fue arbitraria, se tiene que el resultado es valido para toda
u € (0,1), lo cual concluye la prueba. O
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Del teorema anterior se desprende el siguiente corolario.

Corolario 58 Sea F' es una funcién de distribucién dada. Siu € (0,1) y A ={z € R|
F(z) > u}, entonces A es un intervalo de la forma (a, o0) o [a, 00).

DEMOSTRACION. Sea u € (0, 1) arbitraria y fija. Del Teorema 56 se tiene que A es
acotado inferiormente; luego, usando un argumento similar a la demostracién del inciso
(a) del Teorema 57 sabemos que para todo £ > 0 se tiene que inf A + ¢ € A por lo que
(inf A, 00) C A. Por otro lado, si inf A ¢ A para x € A entonces x > inf A y se sigue que
x € (inf A, 00), por lo que A = (inf A, 00).

Note que si inf A € A entonces x > inf A, es decir, x € [inf A,00). Ademas, si
y € [inf A, 00) se cumple que y = inf A+ (y — inf A) de donde se sigue que y € A, pues si
y > inf A entonces tomando €y = y — inf A > 0 se tiene que Inf A + ¢y € A, mientras que
si y = inf A entonces trivialmente y € A. De esta manera se tiene que A = [inf A, 00).

Con lo anterior se ha mostrado que A es intervalo no acotado superiormente y dado
que u fue arbitraria el resultado es vélido para toda u € (0, 1). O

Nota 59 Desde que u € (0,1), los incisos (a)-(c) del Teorema 8 implican que si A =
{z € R| F(z) > u}, entonces inf A € A, por lo que

A = [inf A, c0).
O, equivalentemente, en términos de la transformacion inversa

A= [F(u), ).

A continuacién presentaremos un resultado que sera crucial en para la construccién del
estadistico de prueba de Smirnov-Kolmogorov.

Teorema 60 Sea F' una f.d. dada y ¢ una v.a. con distribucién uniforme, es decir, & ~
Unif(0,1). Si X = F~1(¢), con F~! la transformacién inversa de la f.d. F, entonces
X ~F.

DEMOSTRACION. Sea z € R arbitraria y fija. Demostraremos a continuacién que los
eventos By :={w € Q| F(z) > &(w)} y By :={w € Q| x> F1(£w))} son equivalentes.

Sea w* € Fy. Como &(w*) € (0,1), pues £ ~ Unif(0,1), entonces de la definicién de
la transformacién inversa se tiene que

FE(W") = int{y € R| F(y) > €W}
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Notemos que se cumple que F(z) > {(w*), puesto que w* € E, entonces x € {y € R |
F(y) > &(w*)}; asi, por la definicién de infimo, se tiene que F~!(£(w*)) < z, probando
que Fy C Es.

Ahora, sea w* € Fy, entonces x > F~!(£(w*)); de esta manera, aplicando el Corolario
58 y la Nota 59, se tiene que x € {y € R | F(y) > £(w*)}, por lo que F(x) > &(w*),
mostrando que Fy C Fj.

De lo anterior se tiene que E; = E, vy ya que x fue arbitraria se tiene que el resultado
es valido para toda = € R. De esta manera, se sigue que

P(X < 2) = P(FY(€) < 2) = P(€ < F(x)) = / ede = F(x).

Es decir, X ~ F. O

2.1. Teorema de Glivenko-Cantelli

En esta seccién profundizaremos en la conexién de las funciones de distribucién con
la funcién de distribucién empirica correspondiente estudiando la convergencia entre
estas. El Teorema de Glivenko-Cantelli (ver [25] y [5]), a veces denominado “Teorema
fundamental de la estadistica” [52], establece que la f.d.e. F}, definida en ecuacién (2.1)
converge uniformemente y en distribucion a la f.d. F'. Esto nos permite remarcar que F,
es, en efecto, un buen estimador de F. De hecho, por el Teorema 49 podemos concluir
que F;, es un estimador insesgado de F', es decir, satisface que

E(F,)=F.

Teorema 61 (Glivenko-Cantelli) Sea { X, },en una sucesién de variables aleatorias
i.i.d. con f.d. comun F. Si F,, denota la f.d.e. correspondiente definida en la ecuacion

(2.1) y

D,, :=sup |F,(z) — F(z)], (2.2)

z€R
entonces

D,, == 0.

DEMOSTRACION. Sea F~! la transformacién inversa de F' y k € N arbitraria. Para cada
v=1,...,k definamos

Ty = F v /k).
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Sea * € [Tyk, Tyi1k), PaTa v = 1,...,k — 1 arbitraria y fija, el caso v = k sera
estudiado posteriormente. Por las propiedades de la f.d. (ver Teorema 8) se satisface que

F(xyr) < Fx) < F(zpr1x ) (2.3)
Ademaés, para cada n € N
Fo(zpr) < Fu(z) < Fu(pi1x ), (2.4)

ya que F}, es no decreciente (ver Teorema 51).
Combinando las desigualdades (2.3) y (2.4) se obtiene

Fo(wyr) = F(rpp ) < Fu(z) — F(2) < Fo(Tos1x ) — F(Tuk). (2.5)
La definicién de las x, 4 y los incisos (a) y (b) del Teorema 57 implican que

_ v+1 v 1
F(zyr1n ) = F(zor) < T

paratodav=1,...,k— 1.
Lo anterior, nos permite reescribir la desigualdad (2.5) de la manera siguiente

1 1
Fo(zyg) — F(Tor) — Z < Fu(x) = F(z) < F(vpi1p ) — Fropn ) + T (2.6)
Usando la desigualdad (2.6) junto con la desigualdad del tridangulo obtenemos

1

|F.(x) — F(z)| < max {|Fn(ka) — F(xyp)|, |[Fo(@os1e ) — F<xv+1,k_>‘} + 7

por lo tanto

, _ _ 1
sup  [F(a) = F2)| = max{|Fu(zon) = F(@on)]s [Fa(@orie”) = oo )} + )

xe[xv,kaxv+1,k:)

para toda v =1,...,k — 1. En consecuencia
sup  |Fu(2) - F(a) < . 2.7)
TE[T1 KTk k)
donde
, . _ _ 1
C:= ve{{?i}kf—l} {maX“Fn(Iv,k) - F(wv,k”v |Fn(xv+1,k ) - F(xv—f—l,k )|}} + E

Mostraremos que

sup |F,,(x) — F(x)| < C.

zeR
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Supongamos que = < x1; v F(z) < F,(x). Como F,, es una funcién no decreciente,
entonces
[ Fn() — F(iﬂ)! = Fu(r) - F(z)
Fo(z1") — F(x)

) — F(
Fu(win™) = Fo) + Foe™) = Flew)
< |Fn($1,k )= F(x) + F(ri,) — Fzig)|
Aplicando la desigualdad del triangulo se tiene que
[Fn(x) = F(2)| < | Fa(wr™) = Fle )+ [FrwT) = Fo)]. (2.8)
Como z < w4 entonces F'(x) < F(zy,); asi, usando el inciso (a) del Teorema 57 se

cumple que

_% < —F(r147) € —Flay,) + Fla)

Asi, se tiene que

[F () = Fre)] < (2.9)

Empleando lo anterior en la desigualdad (2.8) se tiene lo siguiente.

Fu(e) = F@)| < | Falwna) = FlosO)l + 1

observemos que la ultima desigualdad se obtiene de la definicién de C' y se satisface para
toda = < x1 tal que F(z) < F,(z).

Ahora si suponemos que x < z1; y F(x) > F,(z), entonces
|Fo(z) — F(z)| = Fu(z) — F(z) < Fy(x)
1
< Fa(z17) < T
<C,

y en consecuencia, podemos extender la desigualdad (2.7) de la siguiente manera

sup  |F(x) — F(x)] < C. (2.10)

TE(—00,Tk, k)

Ahora abordaremos el caso v = k, notemos que basta analizar cuando x > xy,

k
entonces F(z) > F(xgx) > P 1y ya que F(z) < 1, para toda z € R se tiene que
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F(z) = 1. Similarmente, como F,,(z) > F,(zxx) = F,(1), entonces usando la Nota 55 se
tiene que F,(1) = 1, lo que implica que F,(x) = 1. Por tanto, para > xj; se cumple
que |F,(z) — F(x)] = 0 < C; asi, podemos extender la desigualdad (2.10) a todos los
nimeros reales, es decir,

Dy, = sup |Fy(x) — F(x)] < C. (2.11)

zeR

Como E(F,(x)) = F(x) < oo, entonces la ley fuerte de los grandes nimeros (ver
Teorema 28) implica que

Anélogamente, como E(F,(z~)) = F(z~), entonces
F.(z7) 2 F(z7).
De esta manera, se cumple que
Fo(z) — F(z) £ 0 y F.(z7) — F(z7) 0,
esto implica que

i Ama(Fus) = Fa)l ) = Fleas )} <50
.
por lo que C' = T casi seguramente.
Asi, se sigue que

limsup D, < - c.s.
n—oo k
Y ya que k fue arbitraria se concluye que
limsup D, <0 c.s.

n—0o0

Finalmente, como 0 < D,, entonces 0 < liminf D,,, por lo que
n—o0o

0 < liminf D,, < limsup D,, <0,

n—oo n—00

esto implica que lim D, = 0 casi seguramente, lo que concluye la prueba. 0
n—o0

A continuacién presentaremos un par de resultados inmediatos del teorema anterior.
Corolario 62 La f.d.e. F}, converge en distribucién a la f.d. F.

Corolario 63 La f.d.e. I, converge uniformemente a la f.d. F', en R, casi seguramente.
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En este capitulo introduciremos un proceso estocastico conocido como puente Brow-
niano. Este es un proceso Gaussiano construido a través del movimiento Browniano y
resulta ser un objeto matematico con aplicaciones muy interesantes en estadistica debido
a que es el proceso limite de aquel estadistico definido en el Teorema de Glivenko-Cantelli.

Debido a que el movimiento y el puente Browniano son procesos Gaussianos comen-
zaremos presentando algunas propiedades elementales de dicha familia de procesos. Los
resultados de esta seccion fueron obtenidos del libro de Steel [55].

Para comenzar, hace falta introducir el siguiente concepto.

Definicién 64 (Proceso Gaussiano) Sea X un proceso estocéstico, es decir, una
coleccion de v.a. definidas en un mismo espacio de probabilidad indexadas por algin
conjunto 7" C R. Definiremos a las distribuciones finito dimensionales del proceso X
como el conjunto de las funciones de distribucién conjunta (ver Definicién 16) de los
vectores (Xy,, ..., X4, ), para toda n € N. Diremos que X es un proceso Gaussiano si sus
distribuciones finito dimensionales son Gaussianas.

Es claro que el trabajar con las distribuciones finito dimensionales implica lidiar
con distribuciones multivariadas; sin embargo, para los procesos Gaussianos se tiene la
siguiente alternativa.

Teorema 65 Sea X un proceso estocastico. Diremos que X es un proceso Gaussiano
si, v sélo si, cualquier combinacion lineal de sus componentes tiene distribucion normal
univariada.

El comportamiento de los procesos Gaussianos es similar al comportamiento de la
distribucién normal en el siguiente sentido: quedan determinados por un par de pardmetros,
su funcién media y su funcién de covarianza [55], que definimos a continuacién.

Definicién 66 (Funcién media) Sea X un proceso estocastico. La funcién media de
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X se denota y define para cada t € T como

px(t) = E(Xy).

Definicién 67 (Funcién de covarianza) Sea X un proceso estocastico. Para cada s,
t € T definimos a la funcién de covarianza de X por

kx(s,t) = E([Xs — B(X,)][Xe — E(Xy)]).

Con lo anterior hemos desarrollado herramientas suficientes para comenzar el estudio
del movimiento Browniano y el puente Browniano.

3.1. Movimiento Browniano

Descrito en un articulo cientifico por primera vez en 1828 por el botanico Robert
Brown [51] como trayectorias incesantes, impredecibles e irregulares tras observar el
desplazamiento que seguian particulas de polen al ser inmersas en una gota de agua,
el movimiento Browniano revoluciond la ciencia por sus diversas propiedades y las
aplicaciones que tiene en la actualidad.

La historia del movimiento Browniano va mas alla de Robert Brown ya que derivado
de las observaciones realizadas por el biélogo aleman Wilhelm Friedrich von Gleichen-
RuBBwurm sobre el movimiento de las particulas de polen fue que Brown comenzo6 sus
propias investigaciones [51]. Asimismo, durante la primera década del siglo XX, Marian
von Smoluchowski y Albert Einstein se interesaron, de manera independiente, en el
movimiento Browniano como un fenémeno fisico, a partir de las publicaciones de Brown.

De forma casi simultanea a las investigaciones de Einstein y Smoluchowski, el ma-
tematico Louis Bachelier en su tesis doctoral estudié al movimiento Browniano en el
contexto de las fluctuaciones del mercado de acciones [35]; sin embargo, al ser un trabajo
orientado completamente a la economia no fue notado de inmediato, sino hasta la década
de 1960 [51].

Poco a poco, el movimiento Browniano se volvié més afin a las matematicas y fue asi
como Norbert Wiener en 1923 [51], debido a los trabajos de Einstein y Smoluchowski,
formaliza una construccion matematica del movimiento Browniano y es por eso que
en ocasiones suele llamarse proceso de Wiener o movimiento Browniano de manera
indistinta.

A partir de Wiener muchos mateméticos estudiaron el movimiento Browniano, entre
ellos Andrei Kolmogorov, Paul Lévy, Zbigniew Ciesielski, Monroe Donsker, entre otros y
es que tanto por parte de las matematicas puras como de las aplicadas el movimiento
Browniano generd, y sigue generando, gran curiosidad.

Los resultados que ahora presentamos pueden consultarse en [44].
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Definicién 68 (Movimiento Browniano estiandar) Sea W = {W, | ¢ > 0} un pro-
ceso estocastico. Si W satisface:

(a) Tiene incrementos independientes; esto es, para cualquier n € N y cualesquiera
tiempos 0 <t <ty < ... <t,_ 1 <t,, las variables aleatorias

Wy Wy =Wy oo e We, — Wy |
son independientes.

(b) Para 0 < s < t, la variable aleatoria W; — Wj tiene distribuciéon normal con
esperanza () y varianza t — s.

(c¢) Tiene trayectorias continuas casi seguramente.
(d) Wy = 0 casi seguramente.

Diremos que W es un movimiento Browniano estandar.

Para familiarizarnos con el movimiento Browniano, observemos la figura siguiente, en
la que se muestra la grafica de una trayectoria de dicho proceso estocastico.

Trayectoria del movimiento Browniano

W,

-10

-15

T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Tiempo
Figura 3.1: Una posible trayectoria del movimiento Browniano.
Antes de seguir, haremos la observacién siguiente. Ya que trabajaremos exclusivamente

con el movimiento Browniano estandar nos referiremos a él, a partir de ahora, solo como
movimiento Browniano.
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Nota 69 En ocasiones, al enunciar la definicién de movimiento Browniano se hace
mencion que es un proceso con incrementos estacionarios, es decir, satisface que dados
0 < s < t entonces

Wy — Wy 2 Wiy, — Wen, YR >0,

de donde se sigue que W; — Wy L W;_s. Sugerimos consultar el libro de Resnick [44] en
donde se muestra que dicha propiedad se sigue de la Definicién 68.

Estudiar al movimiento Browniano a partir de la perspectiva de la Definiciéon 68
resulta 1til en ciertos contextos; sin embargo, en ocasiones es conveniente verlo desde la
perspectiva de los procesos Gaussianos.

Definicién 70 (Movimiento Browniano como un proceso Gaussiano) Consideremos
W = {W, |t € T} un proceso Gaussiano. Si W satisface:

Diremos que W es un movimiento Browniano.

La demostracién del resultado anterior puede consultarse en el libro de Steel [55, pp.
33]. En adicién, para tener un trabajo més completo, incluimos la demostracién de la
existencia de este proceso estocastico en el Apéndice A.

3.1.1. Propiedades de las trayectorias del movimiento Brow-
niano

A lo largo de esta seccién estudiaremos algunas propiedades de las trayectorias del
movimiento Browniano. El objetivo es que a través de estas, podamos obtener expresiones
explicitas para las probabilidades de cruce del puente Browniano.

Los siguientes resultados provienen de [44] y [51].

Teorema 71 (Propiedad de diferencia) Sea W un movimiento Browniano. Defina-
mos el proceso W¢ = {Wy, s, — W, | t > 0}, para s > 0 dada, entonces W* es un
movimiento Browniano independiente de TW.
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DEMOSTRACION. Sean 0 < t; <ty < ... <1,y a1,Q9,...,0,, € R paran € N. La
Definicién 70 y el Teorema 65 implican que la combinacion lineal

Z OéZVVtSI = Z ai(Wti—i-s - WS)a
=1 =1

tiene distribucién normal, y, se sigue que W* es un proceso Gaussiano.

Ahora, sean r,t > 0 tiempos arbitrarios tales que 0 < r < t. Como la funcién media
de W es puw(7) = 0, entonces pws(t) = E(W?) = E(Wis — W) = E(Wiys) — E(Wy) =
pw (t + s) — pw(s) = 0, para toda ¢t > 0.

Con lo anterior, se tiene que

ks (r, ) = E(WIWY)
= E([Wrys — Wil[Wiys — Wi])
= BE(WyssWigs) — BE(W,n s Wy) — BE(W,Wiy) + E(W2)
=kw(r+s,t+s)—cw(r+s,s) —cw(s, t+s)+ rw(s,s)
= min{r + s,t + s} — min{r + s, s} — min{s, ¢ + s} + min{s, s}

=r
= min{r, ¢}.
Luego, sean ty,ts,...,t, tiempos arbitrarios. Notemos que podemos escribir los

incrementos de W* como incrementos de W de la forma siguiente

(Wté; - W ) Wts Wy ) = (WterS - Wt1+87 ) thJrs - WtTL,lJrs);

by e e i .
y como los incrementos de W son independientes, se sigue que los incrementos de W?
también lo son.

Por 1ltimo, las propiedades (c) y (d) de la Definicién 70 son inmediatas, por lo tanto,
W?# es un movimiento Browniano.

Ahora, basta probar la independencia entre los procesos W y W?#, lo cual se sigue
del hecho de que W es un proceso con incrementos independientes. Si ¢;,7; > 0 son
tiempos tales que t; < s < 7; + s para s > 0, entonces las variables aleatorias W;,, W, —
Wi, We, 4 — Wy son independientes. Asi, considerando todo par de vectores finitos X y
Y con entradas cuyas componentes son incrementos de W y W* obteniendo la propiedad
de independencia. O

Teorema 72 (Propiedad de escalamiento) Sea W un movimiento Browniano. Para
c € RT, definimos W = {/cW: | t > 0}. Entonces W es un movimiento Browniano.

DEMOSTRACION. Es claro que Wy = 0 casi seguramente, pues Wy, = /cWj. De
igual manera, como las trayectorias de W son una contraccion, o dilatacion, de las
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trayectorias de W entonces se preservan continuas casi seguramente. Ademds, la propiedad
de incrementos independientes se preserva pues la independencia es invariante bajo
transformaciones invertibles.

Falta mostrar que W es un proceso Gaussiano, calcular su funcién media y su funcién
de covarianza. Sean 0 < t; <ty < ... <t,yaq,as,...,a, € Rparan € N. Consideremos
la combinacién lineal

Z aiﬁ/\ti = Z ai\/EWti/c. (31)
=1 =1

Por definir 3; := y/ca;,i = 1,...,n es claro que la ecuacién (3.1) es una combinacién
lineal de las componentes de W, Wy, /., ..., W, /.. En consecuencia, se sigue que W es
un proceso Gaussiano. .

Ahora, observemos que la funcién media de W, es pg(t) = E(\/EW%) = Vepw (£) =0,
para toda t > 0. .

Por otro lado, para s,t > 0 la funcién de covarianza de W es kg (s,t) = chw (2, 1) =
min{s,t}. Ademds, las propiedades (c) y (d) de la Definicién 70 se siguen inmediatamente,
lo que concluye la prueba. O

Teorema 73 (Propiedad de inversién de tiempo) Sea W un movimiento Brow-
niano. Definimos para cada t > 0

. tWa sit >0,
Wi = ' .
0 sit=0.

Entonces W* = {W; | t > 0} es un movimiento Browniano.

DEMOSTRACION. Sean 0 < t; <ty < ... <t,y ai,qs,...,0, € R, paran € N. La

combinacién lineal
n n
i=1 i=1 '

n
puede expresarse como Z ,BZ-W% , definiendo §; = t;a;, i = 1,...,n. Asi, por la Defini-
i=1
cién 70, y el Teorema 65, la combinacién lineal en (3.2) tiene distribucién normal. En
consecuencia, W* es un proceso Gaussiano.
Calculemos la funcién media de W*. Si t = 0, trivialmente gy (0) = 0; asi, suponga-
mos que ¢ > 0 entonces puy+(t) = tuw (3) = 0, para toda ¢ > 0.
Ahora calculemos la funcién de covarianza de W*. Si alguno de s o t es cero, es claro que
Kw=(s,t) = 0, pues supongamos que s = 0, entonces ry+(s,t) = F(0) = 0 = min{0, ¢}.
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Supongamos ahora que 0 < s < t entonces k- (s,t) = sty (%, 1) = stmin{i, 1} y

ya que 0 < s < t sucede si, y s6lo si, % < %, entonces k(s,t) = s = min{s, t}.
Mostraremos que W* es un proceso con incrementos independientes. Sean 0 < t; <
ty < ...<t, tiempos arbitrarios y consideremos el vector aleatorio

X = (taWije, —tiWipeys oo ta Wi, =ty i Wi, ).
Notemos que si ¢; < t; entonces t; < t;_, por lo que

Cov(W

. th_l, Wtj - Wtj_l) = COV(tiwl/ti, th1/tj) - COV(tiwl/ti, tj_1W1/tj71)
— Cov(tiaWip 1, tjWiy,)
+ COV(tiflwl/ti_l,tj,lwl/tj_l)
= min{t;, t;} — min{t;,t;_1} — min{t;,_,¢;}
+min{t;,_1,t;_1}
= 0.

Lo anterior implica que la matriz de covarianza del vector X es una matriz diagonal y, a
su vez, esto implica la independencia de los incrementos.

Por otra parte, las trayectorias de W*, al ser producto de funciones continuas resultan
ser continuas en (0,00) con probabilidad uno y, mas fuerte ain, son continuas en [0,00)
con probabilidad uno, ya que en todo elemento de {[a,b]NQ | 0 < a < b,a,b € Q} se
cumple que

* xy D
(th,...7th) == (th,...,th)7

para cualesquiera tiempos a < t; < ... <t, < by cualquier n € N.
De esta manera, {W; |t € QN [0,1]} y {W; | t € QN [0,1]} tienen el mismo
comportamiento estocastico, por lo que

C.S. ’ C.S. z
0= lim W, = lim W}.
t—07F t—0F
teQ teQ

Luego, como el conjunto de los racionales es denso en R y, ademas, W* tiene trayec-
torias continuas en (0, 00), entonces se concluye que

lim W, = 0 casi seguramente,
t—0+

mostrando que las trayectorias de WW* son continuas casi seguramente en [0, 00). Por
ultimo, notemos que la propiedad (d) de la Definicién 70 se verifica directamente, por lo
que W* es un movimiento Browniano. ]
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3.2. Puente Browniano

El puente Browniano, también conocido como “movimiento Browniano atado”, es
un proceso estocastico util para modelar fenémenos aleatorios que parten de un estado
inicial y al final de la observacién se espera que regresen a tal estado [32] y es por esto
que, coloquialmente, esta “atado”. Ahora, procedamos a introducirlo formalmente. Para
cada 0 <t <1, definimos

co 27-1

B’ = ZZZM/ Hi(r (3.3)

7=1 k=0

donde {Z; | j,k € NU{0},con 0 < k < 2/ — 1} es una coleccién de v.a. i.i.d. con
distribucién Z;; ~ N(0,1) y las funciones H,j son como en la ecuacién (A.2).

Entonces BO {B? |0 <t <1} es un puente Browniano. Observe que las ecuaciones
(A.6) y (A.8) implican que B = B} = 0.

Nota 74 (1) Observemos que al omitir el primer sumando de la ecuacién (A.9) se
obtiene la ecuacién (3.3); de esto, es intuitivamente claro que podemos entender al
puente Browniano como un movimiento Browniano definido en el intervalo [0, 1]
condicionado en los extremos.

(11) Directamente de la ecuacién (3.3) sabemos que el puente Browniano esta bien
definido y que sus trayectorias son continuas con probabilidad uno, ya que los
resultados de la Seccion 3.1 de este capitulo se mantienen véalidos.

Del inciso (1) de la nota anterior se desprende el siguiente resultado.

Teorema 75 Sea W un movimiento Browniano definido en el intervalo [0,1]. Si B° es
un puente Browniano, entonces

B 2w, —tw,
para toda 0 <t < 1.

DEMOSTRACION. De la ecuacién (A.9) sabemos que

002]1

Wt k:/H]k:
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Luego, la ecuacién (A.5) implica que

co 29—-1

t t 1
ZO,O/ H070(T>d7' -+ Z Z Zj7k/ HLk(T)d’T = tZO,O / H070<7')d7' + B?
0 j=1 k=0 0 0
- th + B?,
en consecuencia, B 2 W, — tW,. O

Para ilustrar la conexién entre el puente Browniano y el movimiento Browniano, en
la figura siguiente se observa una trayectoria del puente, la cual al compararla con la
Figura 3.1 puede apreciarse una cierta similitud en su comportamiento.

Trayectoria del puente Browniano

B¢

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

Figura 3.2: Una posible trayectoria del puente Browniano.

Motivados por el resultado anterior, la cual nos permite ver la conexiéon entre el
puente Browniano y el movimiento Browniano, introduciremos la definicién del puente
Browniano como un proceso Gaussiano, para ello determinaremos su funciéon media y su
funcién de covarianza.

Teorema 76 Sea B° un puente Browniano. Entonces B° es un proceso Gaussiano con
funcién media
ppo(t) =0, para cada 0 <t <1,

y con funcién de covarianza

Kpo(s,t) = min{s,t} — st, para cada s,t € [0, 1].
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DEMOSTRACION. El Teorema 98 implica que

oo 29—-1

ppo(t) = > Al E(Zx) = 0.

j=1 k=0
Por otro lado, al aplicar el Teorema 75, se tiene que

Kkpo(s,t) = Cov(BY, BY) = Cov(W,, W;) — sCov(W;, W;) — tCov(W,, W)
+ StCOV(Wl, Wl)
= min{s,t} — smin{l,¢} — ¢tmin{s, 1} + st min{1,1}

= min{s,t} — st.

Notemos lo siguiente

i=1 i=1 i=1 i=1

donde la primer suma de la ecuacion (3.4) tiene una distribucién normal, pues es una

n
combinacion lineal de las componentes de W. Luego, por definir \; := — Z Ait; se tiene
i=1

Xl Wy tiene distribucién normal; de esta manera la combinacién lineal de las componentes

de B? tiene distribucién normal, pues la suma de v.a. con distribucién normal tiene

distribucién normal. En consecuencia, B® es un proceso Gaussiano. 0
A continuacion, veamos un corolario del teorema anterior.

Proposicién 77 Sea B® un puente Browniano. Entonces BY ~ N(0,#(1 —t)), para cada
0<t< 1.

Al inicio de esta seccion, se mencioné que podemos entender a un puente Browniano
como un movimiento Browniano en el intervalo [0, 1] condicionado en uno de sus extremos.
En lo siguiente, exploraremos con mayor detalle tal afirmacion.

Teorema 78 Sea B° un puente Browniano. Si W es un movimiento Browniano en [0, 1],
entonces

BY 2 (W, | Wy =0),

para toda 0 <t < 1.
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DEMOSTRACION.  Sea fu,w, la funcién de distribucién de la v.a. W, condicionada por

Wi. Sabemos que
th Wy (I> 0)
s (2] 0) = —F———, 3.5
donde fw, w, es la funcién de densidad conjunta de (W, W) y fw, es la funcién de
densidad de Wj.

Puesto que los eventos
{weQ|Wiw)=2,Wi(w) =0} v {weQ|Wi(w) =2 W(w)—-W,=—z},

son equivalentes, entonces aplicando la propiedad de incrementos independientes, podemos
escribir la ecuacién (3.5) de la manera siguiente

fwi (@) fw1-wi(—2)

Luego, la propiedad de incrementos estacionarios implica que W; — W, 2 Wi_4, por
lo tanto

th|W1(x | O) =

_ 12 _ L1, _
th|W1(SC | 0) = o5 (@2/1) =5 ( 2/(1—t))

1
V2mt(1 —t)

1 12?2

e —) t(lzft) .
V2rt(1 —t)
En consecuencia, (W, | Wy = 0) ~ N(0,t(1 — t)); asi, la Proposiciéon 77 implica que
W, — tWy 2 (W, | Wy = 0). O

3.3. Probabilidades de cruce

A lo largo de esta seccién presentaremos calculos explicios para las probabilidades de
cruce del movimiento y puente Browniano. Con probabilidad de cruce nos referimos a la
probabilidad de que, dada una funcién lineal f(¢), el movimiento o el puente Browniano
la cruce en algin momento. Asimismo, realizaremos una revision de resultados previos.
La metodologia para resolver el resultado principal de esta seccion sera similar a la usada
en [42], [50], [59].

El siguiente teorema, tomado de [16], constituye la primera herramienta en que se
cimienta este trabajo de investigacion.

Teorema 79 Sea W un movimiento Browniano y m,b € R. Entonces

—2mb . b
P (SUP{Wt = mt+b}) =P (U{Wt > mt+b}> _ {e ,sim,b>0

>0 £50 1, en otro caso.
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Para apreciar las implicaciones del resultado anterior enunciaremos el siguiente teorema
y procederemos a su prueba.

Teorema 80 Sea W un movimiento Browniano y sean b, k, m,t,x € R tales que m, k > 0
y mt + b > x. Entonces

P(U{Wtht+b}> :1_q>(m¢g+%)+6_zmb¢(_mﬁ+%)

y 1, en otro caso. Aqui, ® denota la f.d. de una v.a. normal estandar.

DEMOSTRACION. Observemos que

P (U{Wt > mt + b}) = / P (U{Wt > mt + b})Wk = x) fw, (x)dz, (3.6)

t>k t>k

donde fiy, esla f.d. de W.
Notemos que

P (U{Wt th"‘b}‘wk:x) =P (U{Wt_wk th+b—x}‘Wk=x> .

t>k t>k

Ahora, ya que W es un movimiento Browniano entonces tiene incrementos indepen-
dientes; asi, dado los tiempos k <t se tiene que las variables aleatorias Wy, W, — W}, son
independientes, por lo que

P (U{Wt—Wk 2mt+b—m}‘Wk:x>

t>k

:P(U{Wt—Wkth+b—x}>.

t>k

Luego, como W es un proceso con incrementos estacionarios se sigue que

P(U{Wt—Wkth+b—x}> :P<U{Wt_k2mt+b—x>.

t>k t>k

Asi, tomando 7 =t — k se puede reindexar los conjuntos, lo que implica
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P (U{Wt th—I—b}) =P (U{WT Zm(T—i—k)—l—b—x})

t>0 7>0
:P<U{W72m7+(mk+b—x)}>.
7>0

Tomando como my = m y by = mk + b — z se sigue del Teorema 79 que

1, en otro caso.

P (U{Wt > mt + b}‘Wk _

t>k

> B {e‘Qm(me_I), sim>0,mk+b>ux

Usando lo anterior, en la ecuacién (3.6), se tiene que si m < 0 0 mk+b < x es directo
notar que

P <U{Wt > mt + b}) = 1.

t>k
Entonces
mbth - ] .
/RP (tyk{Wt > mt+b}‘Wk =w> fwk(x)dx:/oo o 2m(mhk+b—z (me 2) "

cuando m > 0y mk +b > x.
Por un lado, el primer sumando

mk-+b

mk-+b am(mk-+b—z) 1 2
e mmEThTE e 2 | dx
/_OO <\/ 2k )
1 mk+b ) x?
-2 4 —— ] /2
Nl exp(—2(m~k + mb)) exp (( me = - ) / k) dx
2
_ exp(—2(m?*k + mb)) / exp ((4mx . - 4m2k‘) /2) dx
21k oo k
1 mk-+b 1 . 2 2
exp(—me)/ exp <—5 (a:—\/gnk)) > dx
2mb)P(Y < mk +b).

ﬁ
)
x5

I
e
>

=
|



56 Puente Browniano

Donde Y ~ N(2mk, k). De esta manera, si Z es una v.a. tal que Z ~ N(0,1), se cumple
Y —2mk D

que T = Z, permitiéndonos reescribir lo anterior como

exp(—2mb) P(Y < mk + b) = exp(—2mb) P (Z < —mVk + %)

— exp(—2mb)® (—m\/E + %) .

(3.7)

Por otro lado,

> 1 22 ~

/ e zdr=P(Y >mk+0D).
mk+b V 21k

Y

vk

Donde Y ~ N(0, k), en consecuencia 2z , por lo que

P(Yka:er):P(ZZm\/EwL%)

:l—P(ng\/E+%) (3.8)

:1-@(mx@+%>.

De las ecuaciones (3.7) y (3.8) se sigue que

P (U{Wt > mt+b}> =

7>0

1—® (m\/E + %) + exp(—2mb)® (—m\/E+ %) .

Y por tanto, se obtiene el resultado. O

La versatilidad del Teorema 79 se refleja también en probabilidades de cruce que invo-
lucran al puente Browniano pero, para proseguir, realizaremos un pequeno recordatorio
respecto al puente Browniano.

Nota 81 Previamente probamos que si T = 1 entonces el puente Browniano B = {B? |
0 <t < T} satisface By 2y, — Wy, para 0 <t < T, donde W = {W; | t > 0} es un
movimiento Browniano. 5

Y maés atn, probamos que W, — £Wr = (W, | Wr = 0), lo cual nos permite trabajar
con el puente Browniano a través de considerar al movimiento Browniano condicionado,
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lo cual jugara un rol crucial pues esto nos permitird emplear los resultados ya conocidos
de probabilidades de cruce del movimiento Browniano para abordar el problema central
de este trabajo.

Teorema 82 Sea W un movimiento Browniano y b,k,m € R. Sib >0y mk+b > z,
entonces

P ( U W = mt+ 0} | W = x) _ 2t

0<t<k

y 1, en otro caso.

DEMOSTRACION. Usando que W es un proceso estocéstico continuo a tiempo continuo
y la propiedad de inversién de tiempo (ver Teorema 73) se tiene que

P( U {Wtht—Fb}‘Wk:a:) :P< U {tw: zmt+b}‘ng :a;)

0<t<k 0<t<k

:P(U {W12m+§}‘wi:%>.

0<t<k

Haciendo 7 = %

b
P(U {Wizmﬁ}\wi:%):lﬁ U W zmbrywy =2

0<t<k

_p U{WT—W%ZerbT—E}‘W;:

que

P {WT—leerbr—f}’W;:f _p {WT—W;Zm—l—bT—E}
72% TZ%
A
—Pp {WT12m—|—bT—E}
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1
Asi, introduciendo el cambio de variable t = 7 — z podemos reindexar los conjuntos
de la siguiente manera

(o1 -p (U m(o) )

oY ()

Aplicando el Teorema 79 a la expresién anterior y tomando como mg = by by =

m+

-
se tiene que si m+ 7 > 0, o equivalentemente mk+0b > x, y b > 0 entonces

p( U {Wtht+b}’Wk:x) = exp (—Qb(m+ b;x))

osick —exp (<2 (moe s (7))

y 1, en otro caso. 0
De la siguiente proposicién (ver ecuacién (4.3) de [16]), se desprende un resultado
crucial de este trabajo.

Proposicién 83 Sea W un movimiento Brownianoy o, 8,4y, 2 € R.Sia, 2 >0y 5,y > 0
entonces se satisface

o0

1 Z [e—zAi 1 2Bi _ o~2Ci _ 6—2D,} ‘

P(—(at+ ) < Wy < 2t +y,Vt > 0) = P

0, otro caso.
(3.9)
Donde
Ay =izy+ (i — D?aB +i(i — 1) (28 + ya),
B; = (i —1)%zy +i*aB +i(i — 1)(28 + ya), (3.10)
Cy=i*(zy+apf)+i(i — 1)zB+i(i + Dya, v '

(i +
D; = ?(zy +af) +i(i + 1)z8 +i(i — 1)ya.
En particular, si a =2 >0y 8 =y > 0, entonces

1—-9 z+1 —2i%2y
P({W| < zt4+y,vt >0) = Z

0, otro caso.
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Nota 84 Consideremos el caso a = z > 0y =y > 0 entonces de la ecuacién (3.9) se
tiene que

P(Wi| S 2t +y, ¥t >0)=1-) [e 4 e — e — 2] (3.11)
=1
Con
Ay =2y(i®+ (i — 1> +2i(i — 1)) = 2y(i + (1 — 1))* = 2y(2i — 1)
= B,
y

Ci = zy(2i* +i(i — 1) +i(i + 1)) = 4i®zy
=D,

Por lo tanto

e}

2 E ’L+l —242 2y _ E |:e—2Ai + €—QBZ‘ _ 6—2Ci _ 6—2Di:|

=1
0o
_ i 1)2 _Qi2
:2§ :6 2(2¢ l)zy_6 Szzy'
=1

Es decir, la probabilidad de que el movimiento Browniano quede dentro de la regién
determinada por las rectas zt + y y su negativo, en todo momento, es

[e.e]
1_— 22 2672(21'71)2@; B 6781'221/.
i=1

Presentamos ahora el resultado principal de este trabajo, el cual nos permitird estudiar
la distribucién limite del estadistico de prueba Smirnov-Kolmogorov.

Teorema 85 Sea W un movimiento Browniano y b,k,m,z € R.Sib >0y mk+0b> z,
entonces

P( U {]V[Q|th—|—b}‘Wk::v>

0<t<k

_ 22 [exp (_2(22' ) (mb + %)) cosh (—2(—2@’ +1)2 (%))
—exp <—8i2 (mb—i— %)) cosh ( 4i (b,f))}

y 1, en otro caso.
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DEMOSTRACION. Sabemos que

P( U {wil zmt+b})wk:x) :1—p< N (Wil <mt+b}‘Wk:x>.
0<t<k 0<t<k

(3.12)

Para calcular el segundo sumando de la ecuacién (3.12) usamos que W es un proceso

estocdstico continuo a tiempo continuo y la propiedad de inversién de tiempo (ver
Teorema 73), por tanto

P( N {|Wt]<mt+b}’Wk—x> _P< N {|Wt|<mt+b}’Wk—a:)

0<t<k 0<t<k
:P< N {t\Wq < mt+b} ’k:W; :x> :
t k
0<t<k

Introduciendo el cambio de variable 7 = % se obtiene

P ( N {#wal<mt+o} ‘k;W% :1:)

0<t<k

xXr
— P (W <b7+m}‘Wi =2
72%

(3.13)
=P ﬂ{ (br +m) < W, <br+m}’W1 =7

Z%

_p ﬂ{—<b7+m+%) <WT—W%<bT+m—%}‘W%:

1
TZE

x
k

Aplicando la propiedad (a) de la Definicién 70 y la Nota 69 en la ecuacién (3.13) se
obtiene
3

PN {—(bT—I—m-i—%) <W, —W, <br+m—f}‘wl -

xr
k
—Pp {—(bT+m+%><W W1<b7'—i—m—— )

>

=

=P {—(b7+m+

T2

%><W 1 <bT—|—m—E}

=



3.3 Probabilidades de cruce 61

Tomando t =7 — %

P {—<b7+m+%><WT_%<bT+m—%}

1
T>¥

b+x b—=x
=P —(bt+m+— | <W,<bt+m+ —— )
(- (e i2) 2w men b))

Note que en la igualdad anterior hemos usado que las trayectorias de W son continuas
con probabilidad uno.

btz T
k

Ahora, considerando o = b, 5 =m + ,z=byy=m+ % en la Proposicién 3.9

se tiene que

2 2 2 _
aﬁzmb+b —;bx’ zﬁzmlﬂ—b be, ya:mb+b kbyc7

b? — bx
k

2 2
zy = mb + , zﬁ+ya:2(mb+b—),y zy+aﬁ=2(mb+b—).

k k

De esta manera, sustituyendo los coeficientes en (3.10) de la Proposicién 83, se obtiene

A =zy+ (i — 1B +i(i — 1)(28 + ya)

2 —b 2+b b2
:z‘QKmer P x)+(mb+ Z x)+2(mb+g)]
b2 +b b? b2 +b
4+ =2( mb-+ + o —2{mb+ — + | mb+ o
k k k
4b2 20 + b b2 +b
=2 [dmb+ — | — 2i |2mb + o + | mb+ o
k k k
b? 202 + b b2 +b
— 42 [mb+ﬂ _ 9 lzmer ; I} n (mb+ Z x)

2
= (mb—I— %) (20 — 1) + %(—22' +1).
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B; = (i — 1)?zy +i*aB +i(i — 1) (28 + ya)

b? — bx b? + bx b?
2 o”
=9 {(mb—f— 3 >+(mb+ 3 )+2(mb+k)]
2 2 2
—I—z{—Q(mb—kb kbx>—2(mb—|—%>]+(mb+b kbx>
2 2 2
= 42 4mb+& —2i 2mb+2b b + mb+b br
k k k
2 22_ 2 _
42 |:mb+%:|_2i [2mb+ b - bx}+(mb+b kbx)

— <mb + %) (20 —1)% — %(—2@ +1).

C; =i*(zy +af) +i(i — )28 +i(i + 1)ya

oo ) (3] (o £5)
) (e 72)

] aff]

D; =i*(zy +af) +i(i +1)z8 +i(i — 1)ya

op{oe ) (02 12). (00 222)]
555 o252
] ofi]
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Por lo tanto, remplazando en la expresién (3.9) de la Proposicién 83 obtenemos

e~24i 4 o=2Bi _ o—2C; —2D;

(& — €

a2 (3] o)
oo () o)
e oo
()]

e (o () e (22 ()
e (o8¢ (s ) 2o (- ()

:2{exp (—2(2@—1)2 (Trlerbk))cosh( 2(—2i + 1) (f))

o (e (e ) o (=0 () )|

Por tanto, usando que

b+ x b—=x
P — T W < e i
(DO{ ( +m ot — >_Wt_ +m A+ })

:P(— <bt+ +b%) thgbt+m+b_T$,Vt20)

se verifica que, por la Proposicién 83, si « = b > 0, f = m + bJrTm >0, x=0>0y
y=m-+2L>0

P( U {wi 2mt+b}’Wk:x>

0<t<k
b+

_ 22 [eXp (_z(zi —1)? (mb+ b—;)) cosh (—2( 2i 4+ 1) (b];v))
— exp (_&'2 (mb + Z)) cosh (—4@ (%))}
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vy 1, en otro caso.
O
Del resultado anterior se desprende el siguiente corolario que sera de gran utilidad
para la construccion del estadistico de prueba de Smirnov-Kolmogorov.

Corolario 86 Sea W un movimiento Browniano y b € R. Si b > 0 entonces

0 > _ z+1 —242p?
P(OIE%\B | b) zz

y 1, en otro caso.

DEMOSTRACION.
Por el Teorema 78

0 ¢ _ _ _
P (Org% |BY| > b) P (ggtag(l{]Wt\ > b}‘w1 - o) —p <0<L;J<1{’Wt’ > b} ‘Wl - 0) .

Luego, tomando £k =1, m =0y x = 0 en el Teorema 85

P( U (w zb}\W1:0>

0<t<1

_ 22 [exp (_2(2@' —1)? <mb+ %)) cosh (— (—2i + 1)? (b;:))
—exp <—87L2 (mb + %)) cosh (—4z‘ (%))]

=2 fexp (2021~ 1) — exp (~87%7)]

Luego, por la Nota 84 se concluye que si b > 0

o

Z exp (—2(2i — 1)*b*) — exp (—8i°b%)] = Z(_l)i+1€—2i2b2'
=1

i=1

En consecuencia, para b > 0

P ( U {IWy| > b} ‘Wl = O) Z 1)itle —2i2p2
0<t<1

=1

y 1, en otro caso. 0



Estadistico Smirnov-Kolmogorov

Este capitulo es resultado de todo lo discutido previamente, es por esto que da
nombre a este trabajo de tesis. Recordemos que en el Capitulo 2 se definié la f.d.e. F),
(ver Definicién 48), la cual resulta ser un estimador natural de la f.d. F" asociada a una
muestra aleatoria dada. Esto es de suma utilidad en contextos donde desconocemos a F.

La ley fuerte de los grandes nimeros (ver Teorema 28) nos permite asegurar que
F, £% F. Ademss, el teorema del limite central (ver Teorema 29) implica que

Vi(Fy(x) = F(x)) = N(0, F(z)(1 - F(2)).

Por otro lado, el teorema de Glivenko-Cantelli (ver Seccién 2.1) extiende el alcance
de la ley fuerte de los grandes ntmeros, proporcionandonos convergencia uniforme.
Finalmente, a la distancia /nD,, (ver Teorema 61) se le conoce como el estadistico
Smirnov-Kolmogorov.

Es importante notar que la f.d.e. F,, es una funcién aleatoria. De esta manera, la
extension del teorema del limite central a un limite central “funcional” recurre al uso
de temas mas sofisticados. Por tal motivo, introduciremos el siguiente resultado sin
demostracion, cuyo analisis y estudio queda fuera de los alcances de este trabajo. Las
personas interesadas pueden consultar [15], [18], [19].

Teorema 87 (T. Donsker) Sea {X,,},en una sucesion de v.a. i.i.d., con distribucion
comun F, tales que E(X,) =0y Var(X,) = 1. Ademads, sea W = {W; |0 <t <1} un

n

— 1
movimiento Browninano. Si X, = — E X;, entonces
n

=1
VX ) 2w,

donde |-] denota la funcién menor entero.

Ahora, estamos listos para estudiar la distribucion del estadistico Smirnov-Kolmogorov.
Para poder utilizar el Teorema 87 comenzaremos por considerar la siguiente f.d.e.

1 n
Gulw) =~ d iy, 02 <1, (4.1)
=1
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donde Y7, ...,Y, son v.a. i.i.d. tales que Y; ~ Unif(0,1), parai=1,...,n.
Si consideramos U' < ... < U los n estadisticos de orden asociados a las v.a.
Yi,...,Y,, se satisface que

1 n
Gn - - — 1 n — Y.
W) —y=- mZ:l Up<yt — Y
Ahora supongamos que Ul' < ... < U _; < U <y, para algun y € (0, 1), entonces
Gu(y) —y=Gn(Up) —y=——y<——Up,
n n
de esta manera, tomando los supremos correspondientes se sigue que

m
sup Gp(y) —y< sup — —U,.. (4.2)
0<y<1 m=1,..n T

m
Por otro lado, como {— -Uu;
n

m = 1,...,n} C{G,(y) —y |0 <y <1}, también se
satisface que
m
sup — — U, < sup Gp(y) —y. (4.3)

1<m<n N 0<y<1

En consecuencia, las ecuaciones (4.2) y (4.3) implican que

sup G,(y) —y = sup m_ U. (4.4)

0<y<1 1<m<n T

El siguiente resultado, cuya demostraciéon puede ser consultada en [13, Capitulo 5],
nos facilitara el trabajo algebraico.

Lema 88 Sean {V},},en una sucesién de v.a. i.i.d. tales que V; ~ exp(1). Definamos

Z, = Z: V. (4.5)

Entonces

paratodam=1,...,n.

Los siguientes teoremas representan los resultados mas importantes de este capitulo.
El Teorema 89 nos permite aproximar el estadistico Smirnov-Kolmogorov a través del
puente Browniano.
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Teorema 89 Sea W un movimiento Browniano. Entonces D,, definido en la ecuacién
(2.2) satisface que

VD, 2 méx |BY),

<t<1

donde B} es el puente Browniano definido en (3.3).

DEMOSTRACION. Sea F' una f.d. continua y F~! su transformacion inversa (ver Definicién
54). Dada = € R existe y € (0,1) tal que z = F~!(y), entonces el inciso (a) del Teorema
57 implica que

F(z) = F(F~'(y)) > v. (4.6)

Por otro lado, el inciso (b) del Teorema 54 sabemos que
F(z™)=F(F'(y)7) <, (4.7)

donde F(F~(y)~) denota el limite de F por la izquierda de F~!(y).
Luego, como F es continua entonces F'(x~) = F(z). En consecuencia, de las ecuaciones
(4.6) y (4.7) se obtiene que

F(z) = F(F™'(y) = y.

Asi, podemos concluir lo siguiente

sup [ F(z) — F(z)| = sup |Gu(y) -yl

z€R 0<y<1

Ademads, esto nos permite observar que si F es continua, /nD, no depende de la
distribucién F' (ver ecuaciones (2.2) y (2.2") de [16]).
Lo anterior implica que v/nD,, = v/n sup |G,(y) — y|; asi, por la ecuacién (4.4) y el
0<y<1

Lema 88 se tiene la siguiente igualdad

D m
vnD, =+/n sup |——U"
1<m<n 1 T
D m Zm
=yn sup |— — ,
1<m<n ! T Zn+1

donde Z,, y Z,1 satisfacen la ecuacién (4.5).
Reescribiendo
mZn—H 1
z) L
(252 -2) 7

Zm  MZny
NOEREEE ‘

n

VnD,

sup
Zn+1 1<m<n

n

IS

sup
Zn+1 1<m<n
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Al trabajar en un conjunto finito, el maximo se alcanza y ya que éste existe, coincide
con el supremo. De esta manera
Zm . mZn+1 ’
\/ﬁ n3/2

(B - )|

\/ﬁDnQ n max

Zn+1 1<m<n

D n
= ma
Zn+1 1<m<n

Ahora, definamos

Lm —
Tm, sit=m/nconme{0,1,...,n},
n
B,(t) = m—1 m (4.8)
lineal, sobre { ,—}
n o n
Sit =" para algin m € {0,1,...,n}, entonces
Zp—m m(Zps1 —n) _ B (t) -t Zni1—M
NG n3/2 NG
Zn+1 —n
=B,(t)—t| ——— tB,(1) —tB,(1).
0= (2222 a0 - 15,0
Zn —n ., . . . .
Como B,(1) = T, la ecuacién anterior se reescribe de la siguiente manera
n
Lpi1 — N Lpni1—n Ly — 1
B,(t)—t| ———— tB,(1) —tB,(1) =B,(t) —t| ———+ B,(1) — ——
()= () B, 0) = 08,0) = Bl o (D= 4 ) - P20
Zn—l—l - Zn
=B,(t)—t| ———+ B,(1) ).
0 -t (=222,
(4.9)
Notemos que por la ley fuerte de los grandes nimeros (ver Teorema 28)
Zn 1 = c.s. Zn+1 1 - c.s.
— =— Vi—1 = — Vi =1,
pues E(V;) =1, ya que V; ~ exp(1).
Lo anterior implica que
ZnJrl - Zn c.s.

NLD
y por lo tanto, en el Teorema de Donsker al tomar como X,, = V,, — 1, se cumple que
E(X,,) =0y Var(X,,) =1, pues V;,, ~ exp(1); asi

Ba() 2 W(),
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donde W es un movimiento Browniano.
Como consecuencia de aplicar la ecuacién (4.10) en la ecuacién (4.9) se obtiene que

D .
VvnD, = méax |B,(t) — tB,(1)],
1<m<n
donde, por el Teorema 75, podemos reconocer al lado derecho de la ecuacién anterior
como el puente Browniano B°. En consecuencia,

D ‘ 0
vnD, = mdx |BY|.

O

En contextos de aplicacion, trabajar con D,, resulta computacionalmente muy costoso

(ver [17] y [41]). Asi, presentamos el resultado que se utiliza més frecuentemente en la

préactica; para tener un trabajo mas completo hemos incluido un ejemplo de un problema

de bondad de ajuste el cual abordamos empleando la prueba Smirnov-Kolmogorov en la
Seccion 4.1.

Teorema 90 (Distribucién limite del estadistico Smirnov-Kolmogorov) Consi-
deremos B° un puente Browniano y sea o € R. Si a > 0, entonces

P (méx 1B| < a) =1-2) (—1) e (4.11)
i=1

0<t<1

y 0, en otro caso.

DEMOSTRACION. Por aplicar el Teorema 78, se tiene que

, D ,
max | B} = méx |(Wi|Wy = 0)].

0<t<1

Luego, por el Corolario 86 obtenemos que para a > 0

‘ 0] « 1 _ _1)i+1,-2i%a2
P(£?§|Bt|_a> 1 221( 1) e

y 0 en otro caso. 0

Para aplicar estos resultados en la practica es necesario una muestra de tamano n
suficientemente grande, a saber n > 80 de acuerdo con [44]. Sin embargo, en ocasiones es
necesario conocer la distribucién de D,, para una n dada, este trabajo fue originalmente
desarrollado por [2] de donde se desprende el siguiente resultado.
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Proposicién 91 (Distribucién para tamano de muestra finito) Sin € Ny D, =
sup |Fy,(z) — F(z)] es el estadistico Smirnov-Kolmogorov entonces
z€eR

P(Dngi—i—x)
2n

0. six <0,
T et e
_ / / flur,ug, ... uy)duy, . .. duy, Si0<l’§%,
ETR RS TR o
1. si x> 2=l

nl, si0<wu; <...<u
donde f(ul,...,un):{ ’ ! "

1, en otro caso.

Para profundizar en el tema recomendamos consultar [2] y [22]; ademads, para pers-
pectiva computacional de este resultado recomendamos consultar [17] y [41].

4.1. Ejemplo de aplicaciéon de la prueba Smirnov-
Kolmogorov

La prueba Smirnov-Kolmogorov es la prueba de bondad de ajuste mas ampliamente
utilizada en contextos de aplicacion. A continuacién veremos un ejemplo, ejecutado en el
software de computo cientifico R [43], en el cual se ilustra la utilidad de la prueba.

En el archivo housing.txt, obtenido del repositorio de datos del libro de Zelterman
[61], se reporta el costo de renta promedio para departamentos y casas en cada uno de
los 50 estados y el Distrito de Columbia de Estados Unidos. De esta manera, tenemos un
par de v.a. Xy y X, que representan el costo de renta promedio para departamentos y
casas, respectivamente; ademas, tenemos una muestras aleatorias de tamano n = 51 para
cada variable.

Importemos la base de datos, es decir, las realizaciones de las muestras aleatorias.

housing <- read.table("housing.txt", header = TRUE,row.names = 1)

Visualicemos los primeros diez datos, para verificar que se ha importado correctamente
vea la Tabla 4.1.

head (housing, 10)
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## Apartment House
## AK 949 237.8
## AL 631 121.5
## AR 606 105.7
## AZ 866 229.2
## CA 1135 467.0
## CO 848 242.2
## CT 970 306.0
## DC 1011 474.1
## DE 917 250.9
## FL 947 218.7

Figura 4.1: Output de la instruccién head (housing, 10).

Hemos anexado la Tabla 4.1, en donde pueden verse datos contenidos en el archivo
housing.txt.

Apartment House Apartment House Apartment House
AK 949 237.8 KY 578 118.4 NY 953 318.9
AL 631 121.5 LA 698 132.4 OH 667 140.2
AR 606 105.7 MA 991 353.6 OK 614 105.5
AZ 866 229.2 MD 1074 341.2 OR 780 273.3
CA 1135 467 ME 702 180.2 PA 726 164.7
CcO 848 242.2 MI 706 151.3 RI 850 286
CT 970 306 MN 734 213.8 SC 675 138.7
DC 1011 474.1 MO 657 141.5 SD 569 126.2
DE 917 250.9 MS 638 99.7 TN 660 138.6
FL 947 218.7 MT 631 180.3 X 768 126.8
GA 787 169.1 NC 694 154.5 uT 784 236
HI 1298 560.2 ND 534 112.5 VA 934 269.6
IA 607 120.7 NE 626 126.5 VT 797 214.7
ID 690 183.7 NH 914 264.7 WA 874 308.1
IL 811 214.9 NJ 1068 364.1 WI 704 173.3
IN 670 125.2 NM 668 165.1 WV 528 95.9
KS 654 125.7 NV 1011 271.5 WY 636 188.2

Tabla 4.1: Datos del archivo housing.txt.

La columna etiquetada por “Apartment” contiene las realizaciones de X ; mientras
que, la columna etiquetada por “House” contiene las realizaciones de X.. En el libro de
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Zelterman se menciona que al aplicar una estandarizacion a Xy, es decir

Xy — E(Xy)

AV4 Var(Xd) ’

Yy

se satisface que Y; ~ N(0,1).
Esta afirmacion proviene de observar un comportamiento similar a la campana de
Gauss en la Figura 4.2.
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Figura 4.2: Histograma de los costos de renta promedio para departamentos.

La Figura 4.2 fue obtenida empleando las siguientes sentencias de codigo.

hist(housing$Apartment, main = "", ylab = "Frecuencia",
xlab = "Costo promedio en délares")

Al no conocer los parametros reales de la f.d. se prefiere la estandarizacién, por
simplicidad para el analisis. Ahora, para verificar la afirmacion sobre la distribucion

recurriremos a la prueba Smirnov-Kolmogorov. Comenzaremos por generar un vector
que almacene las realizaciones de Xj.

y<-housing$Apartment

Ahora procederemos a aplicar la estandarizacion.

y <-(y - mean(y)) / sd(y)
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Al observar la Figura 4.3 podemos realizar un analisis visual del comportamiento
entre la f.d.e. Fj;, construida con las 51 realizaciones de la estandarizacion de Yy, y la
f.d. F' de una variable aleatoria normal estandar.

O.
=

0.6 0.8

Fsi(y)

0.4

0.2

0.0

Figura 4.3: Relacion entre la f.d.e. F5; y la f.d. F.

En la figura anterior tenemos en color rojo la grafica de F' y en color negro la grafica
de Fx;. Esta figura fue construida a través de las siguientes sentencias de cédigo.

plot(ecdf (y),main= " ",xlab="y", ylab =expression(’F’[51 ](y)))
intervalo<-seq(-3.1,3.1,0.1)
lines(intervalo,pnorm(intervalo,0,1), col="red")

Notemos que dada la cercania entre ambas graficas, podemos inferir que la hipotesis

Hy: Yy~ N(0,1) (4.12)

es cierta. Llamaremos a la funcion ks.test para llevar a cabo la prueba de bondad de
ajuste Smirnov-Kolmogorov y formalizar la aceptacién o rechazo de Hy.

ks.test(y,"pnorm",0,1)

En la sentencia anterior, el fragmento "pnorm",0,1 hace referencia a la f.d. de una
variable aleatoria normal estdndar, por lo que con esta linea de cédigo verificaremos la
validez de la hipétesis descrita en (4.12) empleando la prueba Smirnov-Kolmogorov.
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La prueba concluye (ver Figura 4.4) que la distancia, con la métrica del supremo,
entre la f.d.e. asociada a las 51 realizaciones de la estandarizacién de X y la f.d. de una
variable aleatoria normal estandar es

D5, = 0.15968.

Asi, si la experta o el experto que analiza estos datos considera que dicha distancia
es suficientemente pequena, aceptariamos que Yy ~ N(0,1). Ademads, para tomar una
decision mas objetiva tenemos que el p-valor es 0.1484; por tanto, si la experta o el
experto han fijado un nivel de significancia

a < 0.1484,

se concluiria que hay evidencia suficiente para aceptar la hipdtesis Hy con un nivel de
significancia a.

#Hit

## One-sample Kolmogorov-Smirnov test
#it

## data: y

## D = 0.15968, p-value = 0.1484
## alternative hypothesis: two-sided

Figura 4.4: Output de la instruccién ks.test(y, "pnorm",0,1).
Para hacer un analisis usando la distribucion limite emplearemos la funciéon cont_ks_c_cdf

contenida en la paqueteria KSgeneral que se desprende del trabajo de Dimitrova, Kaishev
y Tan [14]. Para cargar la paqueteria escribimos la siguiente sentencia de c6digo.

library (KSgeneral)

Ahora, la funcién cont_ks_c_cdf nos permitird calcular la probabilidad P(Ds; >
x) = a para «, z € R. En la préctica, usualmente o toma el valor de 0.05; asi, partiendo
de lo anterior, realizaremos la prueba de manera directa: calculando los estadisticos de
prueba y aceptando Hj si
D51 = 0.15968 < q,

donde ¢ es el 0.05 cuantil superior de la v.a. Ds1, es decir, ¢ satisface la ecuacion
Al implementar la sentencia de cédigo:

cont_ks_c_cdf(0.186588, 51)
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se tiene que ¢ = 0.186588, pues a P(Ds; > 0.186588) ~ 0.05.

[1] 0.05000191
Figura 4.5: Output de la instruccién cont_ks_c_cdf (0.186588, 51).

Recordemos que el estadistico evaluado en las realizaciones es 0.15968; ademads, se
cumple que
0.15968 < ¢ = 0.186588.

En consecuencia, hay suficiente evidencia para aceptar la hipdtesis Hy : Yy ~ N(0,1) con
un nivel de significancia o = 0.05.

Notemos que la razén de elegir a ¢ como el 0.05 cuantil superior es que la probabilidad
P(Ds1 > q) es pequena, lo cual puede observarse en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Grafica de la funcién de distribucion de la v.a. Ds;.

La Figura 4.6 fue construida usando las siguientes sentencias de codigo.

intervalo<-seq(0.001,1,0.001)
1<-length(intervalo)
x<-rep(0.001,1)

§=0.001

for (i in 0:1){
x[i]<-cont_ks_cdf(j, 51)
j=j+0.001

}
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plot(intervalo,x,type = "1", 1ty = 1,xlab="x",
ylab=expression(’P(D’ [61]*’<x)?))

La funcion ks.test viene integrada por default en las funciones béasicas del software
R y, para complementar este ejemplo, se ha decidido incluir el cédigo de esta funcién.

getAnywhere (ks.test)

Figura 4.7: Instruccién para obtener el cddigo de la funcién ks. test.

A single object matching ‘ks.test’ was found
It was found in the following places
package:stats

namespace:stats

with value

function (x, y, ..., alternative = c("two.sided", "less",
"greater"), exact = NULL)

{

alternative <- match.arg(alternative)

DNAME <- deparsel(substitute(x))

x <= x[!is.na(x)]

n <- length(x)

if (n < 1L)

stop("not enough ’x’ data")

PVAL <- NULL

if (is.numeric(y)) {

DNAME <- paste(DNAME, "and", deparsel(substitute(y)))
y <= y[!is.na(y)]

n.x <- as.double(n)

n.y <- length(y)

if (n.y < 1L)

stop("not enough ’y’ data")

if (is.null(exact))

exact <- (n.x * n.y < 10000)

METHOD <- "Two-sample Kolmogorov-Smirnov test'

TIES <- FALSE

n<-n.x*xny/(n.x + n.y)

w <= c(x, y)

z <- cumsum(ifelse(order(w) <= n.x, 1/n.x, -1/n.y))
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if (length(unique(w)) < (n.x + n.y)) {

if (exact) {

warning("cannot compute exact p-value with ties")

exact <- FALSE

+

else warning("p-value will be approximate in the presence of ties")
z <- z[c(which(diff(sort(w)) != 0), n.x + n.y)]

TIES <- TRUE

+

STATISTIC <- switch(alternative, two.sided = max(abs(z)),
greater = max(z), less = -min(z))

nm_alternative <- switch(alternative, two.sided = "two-sided",

less = "the CDF of x lies below that of y",
greater = "the CDF of x lies above that of y")

if (exact && (alternative == "two.sided") && !TIES)
PVAL <- 1 - .Call(C_pSmirnov2x, STATISTIC, n.x, n.y)

+

else {

if (is.character(y))

y <- get(y, mode = "function", envir = parent.frame())
if (!is.function(y))

stop (print(

"’y’ must be numeric or a function or a string naming a valid function"))
METHOD <- "One-sample Kolmogorov-Smirnov test"

TIES <- FALSE

if (length(unique(x)) < n) {

warning("ties should not be present for the Kolmogorov-Smirnov test")
TIES <- TRUE

by

if (is.null(exact))

exact <- (n < 100) && !'TIES

x <= y(sort(x), ...) - (0:(m - 1))/n

STATISTIC <- switch(alternative, two.sided = max(c(x,

1/n - x)), greater = max(1/n - x), less = max(x))

if (exact) {

PVAL <- 1 - if (alternative == "two.sided")
.Call(C_pKolmogorov2x, STATISTIC, n)
else {

pkolmogorovix <- function(x, n) {
if (x <= 0)
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return(0)

if (x >= 1)

return(1)

j <- seq.int(from = 0, to = floor(n * (1 -

x)))

1 - x * sum(exp(lchoose(n, j) + (n - j) * log(l -
x - j/n) + (j - 1) * log(x + j/n)))

}

pkolmogorovlx (STATISTIC, n)

}

}

nm_alternative <- switch(alternative, two.sided = "two-sided",

less = "the CDF of x lies below the null hypothesis",
greater = "the CDF of x lies above the null hypothesis")
}

names (STATISTIC) <- switch(alternative, two.sided = "D",
greater = "D"+", less = "D"-")

if (is.null(PVAL)) {

pkstwo <- function(x, tol = 1le-06) {

if (is.numeric(x))

x <- as.double(x)

else stop("argument ’x’ must be numeric")

p <- rep(0, length(x))

plis.na(x)] <- NA

IND <- which(!is.na(x) & (x > 0))

if (length(IND))

p[IND] <- .Call(C_pKS2, p = x[IND], tol)

P

3

PVAL <- if (alternative == "two.sided")

1 - pkstwo(sqrt(n) * STATISTIC)

else exp(-2 * n * STATISTIC"2)

by

PVAL <- min(1, max(0, PVAL))

RVAL <- list(statistic = STATISTIC, p.value = PVAL,
alternative = nm_alternative,

method = METHOD, data.name = DNAME)

class(RVAL) <- "htest"

return(RVAL)

}
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<bytecode: 0x00000000049631f0>
<environment: namespace:stats>
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Conclusiones

Historicamente, la distribucion limite del estadistico de prueba Smirnov-Kolmogorov

VnD, = +/nsup|F,(z) — F(x)],

zeR

con F), la f.d.e., fue hallada a partir de considerar un problema de probabilidad de cruce
para el movimiento Browniano (ver [16]). En este trabajo se presenté una alternativa para
hallar la distribucién limite de tal estadistico de prueba que resulta mas natural, pues al
considerar un movimiento Browniano en [0, k], W = {W, |0 <t <k}, y bym,n,z € R,
el problema de probabilidad de cruce

P( U {|Wt|2mt+b}‘Wk:x>,

0<t<k

puede reescribirse en términos del puente Browniano B°, al tomar k=1, m =0y z = 0,
de la manera siguiente

P(méx | BY| 26),

0<t<1

usando las propiedades del puente Browniano.

Gracias al Teorema de Donsker sabemos que

vnD, 2 max |B|,

0<t<1

de esta manera, en este trabajo hemos hallado la distribucién limite del estadistico de
prueba Smirnov-Kolmogorov tomando como tinico objeto de estudio al puente Browniano
y la probabilidad de que este proceso estocastico cruce la funciéon constante b.

En el contexto de estadistica, a la constante b se denomina nivel de significancia, y
usualmente se denota por a. En una prueba de hipdtesis

H0:6€@0 VS. H1:9661
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el nivel de significancia se define como la probabilidad de cometer el error del tipo I, es
decir rechazar la hipétesis Hy cuando en realidad era correcta.

En consecuencia, a través de los resultados de este trabajo hemos proporcionado una
alternativa para el calculo del nivel significancia en la prueba Smirnov-Kolmogorov cuando
se tiene una observacién de una muestra aleatoria de tamano n, con n suficientemente
grande. Esto resulta importante pues la prueba Smirnov-Kolmogorov es una de las
pruebas de bondad de ajuste mas usadas en la practica.
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A. Construccion del movimiento Brow-
niano

Habiendo definido al movimiento Browniano surge una pregunta fundamental sobre
si existe algiin un objeto tal que satisfaga alguna de las definiciones previas; para esto,
realizaremos la construcciéon de Lévy-Ciesielski para el movimiento Browniano en el
intervalo [0, 1], basdndonos en [55].

Consideraremos el espacio de funciones L?[0, 1] definido por

L*[0,1] := {f :[0,1] = R ‘ f es medible y /1 |f(z)?dz < oo},
0

y lo dotaremos con el producto interno

(f.g) = / f(2)g(x)de,

para toda f,g € L*[0,1].

Luego, como todo producto interno induce una métrica, al considerar al espacio
L?[0,1] como un espacio métrico, se tiene un espacio de Hilbert, es decir, un espacio
métrico completo (ver [34], [28]).

Ahora, podemos proceder con el siguiente lema.

Lema 92 Sea H : [0,1] — R un funcién definida por

( 1
1, SiO§t<§,

H(t) =4 _1. Si%StSL (A.1)

\ 0, en otro caso.

Para j > 1,0<k <271yt €0,1] definimos las funciones
H()’o(t) - 1,
(A.2)
Hjp(t) =20V (2571 — k),

J
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Entonces el conjunto de funciones {Hjx};renufoy €s ortonormal en L?[0, 1].

Nota 93 (1) Las funciones H son conocidas como ondula madre. Estas funciones
han sido ampliamente usadas a partir del trabajo de Alfred Haar a principios del
siglo XX (ver [26], [27], [9]). A las funciones definidas en (A.2) se les conoce como
funciones de Haar.

(11) El conjunto de las funciones de Haar {H;};renuqoy €s un conjunto numerable,
pues todo nimero n € N puede escribirse como n = 2/~ + k, con j,k € NU {0}
tales que j > 1y 0 < k < 2/, entonces podemos reindexar de la manera siguiente

{H;1}jkenogoy = {Hn}nenvioy-

(1) El conjunto {Hy,}nenufoy ademds de ser un conjunto ortonormal, es una base
ortonormal para L?[0,1], es decir, satisface que:

(a) Para toda f € L?[0,1]

lim ‘f—Z(f, HYH:| =o.
1=0

n—o0

(b) Para toda f € L?[0,1]

> H) = fIP

=1

DEMOSTRACION. Notemos que para j > 1y 0 < k < 277! se tiene que

( . k 1+ 2k
(j—1)/2 '
2 , sl 51 <t< 5
Hj(t) = —9U-1/2 4 1 +A2k <t < ﬂ
’ 2 = T 217
0, en otro caso.




91

En consecuencia,

- / Todt+ [ 7 (20922
0 2j]il
27—
+/ ( 2<J—1>/2)2dt+/ 0dt
142k 1+k
2] 2j—1
1+_kl
= [T 2U g
k
27—1
_ g1 (Ltk K
2i—1 271

=1.

Luego, es directo notar que (Hy, Hy) = 1; de esta manera, hemos mostrado que
todo elemento de {HM}]-,%NU{O} tiene norma igual a uno. Ahora, basta mostrar la
ortogonalidad del conjunto.

Consideremos dos parejas j,k y 7%, k*, tales que se cumpla al menos una de las
siguientes condiciones, j # j* 6 k # k*. Notemos que para j > 0 fija el soporte de Hj,
supp(Hjy), es el intervalo [k/2/71, 14k /277'; por lo que, las funciones Hj, - - -, Hji-1_1
son traslaciones de H, o, de donde se tiene que la interseccién de supp(H, k) v supp(Hj )
es a lo mas un punto (ver Figura A.1), es decir,

card(supp(Hj7k) N Supp(Hj7k*)) <1,

donde card() denota la cardinalidad del conjunto.
Lo anterior, implica que H; ;(t)H;~(t) # 0 para, a lo mds, un punto. En consecuencia,

1
/ Hy (8 H, o (1)t = 0.
0

En general, para H;j y Hj- ~, con j # j* y k # k*, se cumple que sus soportes estan
contenidos uno dentro de otro o son disjuntos (ver Figura A.2). En el primer caso, como

*

H - 1~ es simétrica respecto al punto o 08 decir,
14 2k~ 1+ 2k*
Hj (—t—|— 57 ) = —Hju <t+ o7 ) , 0<t< 1.

De esta manera, se cumple que la longitud del intervalo en donde Hj- - es positiva,
{ k* 14 2k*

—— ———— |, intersecado con el intervalo en donde H.; es positiva tiene la misma
95" —1 ) 27" ) j,k



92 A. Construccién del movimiento Browniano

142k 1+

2j* Y 2]*71
el intervalo en donde Hj, es positiva, y similarmente cuando se intersecamos con en el
intervalo donde Hj ) es negativa, esto es,

’ [k 1+2k ﬂ k* 142k iy ko 1+2k m 1+2E 14Kk
_2j*1’ 2] 2.]'*717 2_]* - 2]'717 2] 2]* ) 2]'*71

’ [1+2k 1+k ﬂ k* 14 2k iy 1+2k 1+k n 142k 1+ K
I 2] ) 2]71 2’]'*717 2,]* - 2] ) 2]71 2]* ) 2’]*71 )

donde ¢ es la longitud de los intervalos.
Por lo anterior, definiendo

ko1 2% K142k B2k [142k 14k
A*—{. 1t )m[ L ) A—[.—,+—.)m[ T LY ]
21 2 210 2 21 2 TR

longitud que el intervalo en donde Hj« j+ es negativa, [ } , intersecado con

y

B 1+2k 1+k kE* 142k B 1+2k 1+k ﬂ 1+2k 14k
- 2.7 ) 2j—1 2j*_1’ 2‘]* ) - 2] ’ 2j—1 2,7* ) 2j*_1

se obtiene que
(AT —U(A")=0 y UB")—¢B)=0,

1
lo que implica que / H;,(t)Hj - (t)dt = 0, pues
0

/OH]k()H] & (t)dt = 2U1/290"=D)/2 ([4+dt—/_dt /B+dt+/—dt>

— 90U—-1)/29("~1) /2 ) —4(BT) + 4B

Por otra parte, cuando los soportes son disjuntos trivialmente se tiene que H; () H j« = (t)
1

para toda 0 <t < 1, por lo que / H;(t)Hj« j« (t)dt = 0. Asi, habiendo mostrado la

0
ortogonalidad del conjunto, se concluye la prueba. 0

Ejemplo 94 A continuacién, ilustraremos el comportamiento de las funciones de Haar.
En la Figura A.1 hemos fijado a j = 3, por lo que k£ puede tomar los valores 0,1,2 y 3.
En la Figura A.la se observa en color negro la grafica de Hs y en color rojo la grafica de
Hj 1; ademads, hemos resaltado el punto en donde supp(Hsp) v supp(Hs 1) se intersecan
trazando la recta vertical y = 1/4 como linea punteada de color azul.
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Luego, en la Figura A.1b, nuevamente tenemos en color negro a la grafica de Hsp,
pero en color rojo tenemos la grafica de la funciéon Hj . De esta manera, observamos que
sus soportes tienen interseccion vacia y, mas aun, al considerar las Figuras A.1la y A.1b se

verifica visualmente que para j fija H, es una traslacion de H;o, k =0,1,... , 27— 1.
Funciones de Haar Funciones de Haar
ex o - 8‘1 °
T T
o (Tl - PR
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

t t

(a) La interseccién de los soportes es un  (b) La intersecciéon de los soportes es el
punto. conjunto vacio.

Figura A.1: Graficas de las funciones Haar para j fija.

En la Figura A.2 presentamos el caso cuando j # j* y/o k # k*, pues en negro
tenemos la grafica de la funcién Hy( y para la Figura A.2a, en rojo tenemos la grafica de
Hj, en este caso podemos ver que supp(Hso) C supp(Hap). Por otra parte, en la Figura
A.2b, se muestra en rojo la gréafica de la funcién Hs 3 y podemos ver que los soportes son
disjuntos.

Funciones de Haar Funciones de Haar

Hix ()
0
|
Hix(t)
0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t t

(a) Un soporte contiene a otro. (b) Los soportes son disjuntos.

Figura A.2: Gréficas de las funciones Haar con j # j* y/o k # k*.
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Lema 95 El conjunto de funciones de Haar, {H;}; renufo}, definido como en el lema
anterior, es una base ortonormal para L?[0, 1].

DEMOSTRACION. Mostraremos que el conjunto de las funciones de Haar son densas
en el conjunto de las funciones indicadoras de los intervalos diddicos contenidos en el
intervalo [0, 1].

Sea

D= {[%,%} C[0,1] ‘ z,y,z € NU{0} tales que:r<y}

el conjunto de intervalos diddicos contenidos en el intervalo [0, 1] y consideremos un

1
intervalo arbitrario y fijo de la forma {L It } =15 conr,s e NU{0} y 0 <r <2

25’ s

Comenzaremos por mostrar que las funciones de Haar, satisfacen las condiciones

de base ortonormal (ver inciso (111) de la Nota 93) cuando se consideran las funciones
indicadoras de los intervalos de la forma I, ;.

Notemos que, por su definiciéon, I, ; estd contenido en algin intervalo de la forma

[;—rj, m;l/ﬂ 6 [m;m’ m;l}, para algin m € NU {0} si i < s, entonces para 1 < j < s se

2i—1_1 2 . 2 i
+90-1)/2 9i—1
</ 1IT’S(t>Hj’k(t)) :( ) s

28 248

Por otra parte, para cualquier j > s+ 1 es directo observar que

</[0,1] 117"5(t)Hj”f(t)dt>2 =0.

Y por tltimo, respecto a Hy se tiene que

2
1
</ 1Ir,s(t)H0,o(t)dt> = 5o
[0,1]

satisface que

Por lo que
2 1 s /9i-1
D (L Hi) =) ( / 1zr,5<t>Hj7k<t>dt) =t ( Z )
ik ik [0,1] j=1
1 2° —1 1
= = - =11
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Usando lo anterior, aunado a la ortonormalidad del conjunto {Hjx}; renuqoy, se tiene
que

’ 2

= <Z(11r,s,Hj,k>Hj,k ; Z(llr,s7Hj,k>Hj,k>

ak Ik

2
= / (Z<1n,s7 Hj,k>Hj,k(t)) di
[0,1] ik

- /[ Sl H

Jk

H > (. Hiw)Hix
7.k

+ 3 (A, Hig) (L, iy Hygo () Hye g (0)dt— (A3)
J#5*
k#£k*

— / SO (L Hy) B2 (8)d
[071] j7k;

- / S (1 Hy 2t
[071] 7.k

= |11z, I

Ahora, notemos lo siguiente
2
H]'Ir,s - Z(llr,57 H]7k>H]7k ‘ = <1I’V‘,S - Z<1I'r,s’ H]7k>H]7k 9 1I'r,s - Z(llr,s’ H]7k>vak>
Jk Jk Jk

= /[ 0 =250 D (L ) Hi)d
0,1

[ (S

j7

k
> g / S (U ) L, (8 H (1)t
[0,1]

j?k

2
<1Ir,5aHj,k>Hj,k:(t)> dt

= |11y,

’2

+ H > (L, Hjx)Hj
7.k

2
= |17, |I” - 2/ > (g, Hip)’dt + H > (., Hiw)Hjx
0.1 5k jik
2
= 2 = || S s Hy) |
7.k
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De lo anterior, usando la ecuacién (A.3), se tiene que

Hlfr,s =) (1, Hj,k>Hj,kH =0.
7.k

Notemos que podemos extender lo anterior para intervalos de longitud 2i abiertos
de uno o ambos extremos, pues la argumentacion seria completamente analoga. En
consecuencia, como cualquier elemento de D puede escribirse como una unién disjunta de
intervalos de longitud %, las funciones de Haar {Hj,k}j,keNu{O} son densas en el conjunto
de funciones indicadoras de los intervalos diddicos, puesto que podemos escribir la funcién
indicadora de cualquier elemento de D como una suma de funciones indicadoras de
intervalos de longitud %

Finalmente, dado que las funciones Riemann integrables pueden ser aproximadas por
funciones indicadoras, considerando combinaciones lineales de ellas, es decir, considerar
funciones simples [48], se obtiene que, en efecto, para cualquier funcién f € L?[0, 1] las

funciones de Haar satisfacen la definicién de base ortonormal. O

Nota 96 Como el conjunto {Hjx}; renufo} €s una base ortonormal para L?[0, 1] se cumple
la identidad Parseval, para espacios de Hilbert; esto es, para toda f,g € L?[0,1]

(fog) =D {F Hix){g: Hyp). (A.4)

Ik

Para la construccién de un objeto estocastico como lo es el movimiento Browniano, es
claro que no es suficiente con considerar tinicamente funciones de L?[0, 1]; sin embargo,
lo anterior, nos sera de utilidad para estudiar las ondiculas triangulares, las cuales juegan
un rol crucial en la construccién. Ahora, comenzaremos a trabajar con v.a. en el siguiente
lema, para agregar la parte aleatoria a nuestra construccion.

Habiendo recordado lo anterior, procedamos con el siguiente resultado para la cons-
truccion del movimiento Browniano.

Lema 97 Sea {Z, }nenufoy una sucesion de v.a. iid. tal que Z, ~ N(0,1). Sin > 2,
entonces existe una variable aleatoria C' tal que

|Z,] < Cy/log(n) vy P(C<oo)=1.

DEMOSTRACION. Usando que Z, tiene distribucién normal estdndar y que para toda

x > 1 se satisface que
e—x2/2 < 1'6_12/2.
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Obtenemos

2 & 2
A Zx):\/—_/ 2y

\/7/ ue 2 dy,
= \/j 6
T

Notemos que para a > 1 y n > 2 se satisface que

2alog(n) > 1,

de esta manera, por lo anterior, se tiene que

ZP(|Z|> 2clog(n Z\/j exp (—alog(n))

o0

donde la serie Z — < oo por el criterio de las p-series, y por tanto
n

ip (|Zn| > \/Wg(n)) < 0Q.

Sea A, = {|Z,]| > \/2alog(n)}. Por el lema de Borel-Cantelli (ver [3] y [4]), se tiene
que

o (e.)
P (ﬂ U Ak> =0,
n=1k=n
esto significa que con probabilidad uno, solo una cantidad finita de eventos A, son
simultaneos.
Entonces si definimos

se tiene que C es finita c.s., puesto que al ocurrir de manera simultanea solo una coleccién
finita de los A,,, esto implica que la cantidad de veces que |Z,| es mayor que /2« log(n)

|

V/log(n)

tales que n > 2, se tiene lo deseado. O

es, a lo mas, finita; asi < V2a < oo c.s. y tomando el supremo sobre los n € N
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En el siguiente resultado estableceremos la relacién entre las ondiculas de Haar y la
sucesion de variables aleatorias con distribucion normal estandar, para ello, es oportuno
introducir a las funciones de Faber—Schauder (ver [20], [49]), también conocidas como
ondiculas triangulares.

Las ondiculas triangulares se generan a partir de la funcién A : [0, 1] — R, definida
por

1
2, S0<t<s,
At) =
o1
2(1—1), Sl§§t§1.

Es directo verificar que A es dos veces la integral de la funcion H, definida previamente
en la ecuacién (A.1), en efecto, para 0 < t < %

t ¢
H(r)dr = / ldr =t.
0

Por otra parte, para % <t <1 se tiene que

t 1/2 t 1 1
/H(T)dT:/ 1d7'+/ —ldr==-+=-—-t=1-1.
0 0 1/2 2 2

En general, cada ondicula triangular, multiplicada por una constante de proporciona-
lidad, resulta ser la integral de una funcién de Haar, es decir, para cada t € [0, 1]

)\OOAOQ / Hoo dT—t (A5)

donde Mg = 1.
Para j,k € NU {0} tales que j > 1y 0 < k < 27, se tiene que para 0 <t < %
1+2k

t t
/ H;(m)dr = / 0dt = 0.
0 0
2
t ‘ . k . 21t — k
. UG-D12gr —oU-D/2 (4 _ > | oG- (2~ %
/0 H; (T / 2 dr =2 <L‘ 2j—1) =2 ( 51 )

71 (A.6)

27~ lt—
- ()
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L2k <t < Ltk se tiene que

2] 19
t 142k t
Y : 1 , 14 2k
: - (-1)/2 _oU-1/24, — G-n/2 [ T2

/0 H;(r)dr = /k 2 dT—I—/H% 2 dr = G0 +2 ( 5 t)

27—1 27
1 i—1
_ 1 4 9G-1/2 1/24+k—2"1 _ 1 N 1/24+k—21"1¢
2(i+1)/2 2i—1 20j+1)/2 20—-1)/2
1 124 k—271\ 14+k—2""
2(5+1)/2 2(5-1)/2 o 90U-D/2
(A.7)
g <t <1
t 1 L t
2. . 27— .
H;p(T)dr :/ 2(3_1)/2d7+/ —2(]_1)/2(17—1—/ Odr
0 & Lizk Atk
27—1 2—1
R By 1+2k_1+k: o (A.8)
20j+1)/2 27 2i—1 26+1)/2 93+1)/2
=0.
De esta manera,
Nelj(t) = N\ e A2 — /

9—(-1)/2
con \j = ——7——

Habiendo definido las ondiculas triangulares, podemos introducir el siguiente resultado.

Lema 98 Sea {Z; | j,k € NU{0}, con 0 < k < 27} una coleccién de v.a. i.i.d. tal que

Zjx ~ N(0,1); ademés, consideremos los \;; v A, definimos previamente. Si
co 27-1
=D > NwZili(t), 0<t<1, (A.9)
§=0 k=0

entonces W; converge uniforme y absolutamente en el intervalo [0, 1] con probabilidad
uno.

DEMOSTRACION. Sea N € N un nimero arbitrario y fijo. Recordemos que el inciso (11)
de la Nota 93 implica que la coleccién de v.a. puede reindexarse de la manera siguiente

{Z;x | 5,k € NU{0}, con 0 < k < 27} = {Z, }nenuioy,
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tomando n = 27! + k. De esta manera, podemos entender a la coleccién de v.a. previa
como una sucesién de v.a.
Asi, en consecuencia del Lema 97, se tiene que

oo 27711 oo 29711
DY N Zieik O =D Y Nl Ziwl Aj(t)
j=N k=0 j=N k=0

co 20711

<Y ) Cw)he/log(2 1 + k) A k(t)

J=N k=0
Como 2771 + k < 2771 + 2971 = 27 entonces log(2/ 7! + k) < log(2’) = jlog(2) < 7,
implicando que

0o 29-1_1 27-1_1

Z Z C(w)Ajev/1og(2 1 + k) Aj(t) < Clw )i Z 0=G=D/2\/EA, 4 (1),

J=N k=0 =N k=0
ko 14k
Como A;(t) =0en [0,1] \ [ﬁ’ %} y |A; ;| <1, se tiene que
(@) o=~ o D2 EA. Ow) S~ o1/ /5
— Z 2~ wl(t) < > Z 2 k.
j=N k=0 j=N

Donde
Cw) + (i—1)/2 c.s
T;:Nj 20-D/2/k 225 0

puesto que C' es finita c.s., esto implica que la cantidad de eventos en los que la serie
anterior diverge es, a lo mas, finita; en consecuencia, W; converge absolutamente con
probabilidad uno en [0, 1]. Luego, como la convergencia absoluta implica la convergencia
uniforme, entonces se ha probado lo deseado. O

Nota 99 Observemos que en el resultado anterior, las sumas parciales de W; son conti-
nuas, ya que cada sumando es producto de funciones continuas; por lo tanto el limite es
continuo.

Ahora, teniendo los lemas previos, podemos construir al movimiento Browniano en el

0,1].

Teorema 100 Sean \jx, Zjr v ANji, j,k € NU{0} con 0 < k < 27, como en el lema
anterior. Si para cada 0 < ¢t < 1 definamos W; como en la ecuacién (A.9), entonces
W ={W,|0<t<1} es un movimiento Browniano en el intervalo [0, 1].
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DEMOSTRACION. Recordemos que por el inciso (11) de la Nota 93, podemos escribir
cualquier n € NU {0} como n = 27 + k para algunas j, k € NU {0} tales que 0 < k < 2.
De esta manera Z;, es equivalente a escribir Z,, y es completamente andlogo para A y
A]”k.

Ahora, sean s,t € [0,1], 0 < s < t. Usando lo anterior y la definicién de W; (ver
ecuacion (A.9)) se tiene que

N t N s
Wt—Ws:]\}l_rgOZZn/ Hn(T)dT—ZOZn/O H,(7)dr

= lim Z / H,(
N—>oo
Entonces, si 0 < s <t < u < v y consideramos el vector aleatorio X7 = (W, —

Wy, W, — W,,) se tiene que la funcién caracteristica de X, para todo a’ = (a, ay) € R%
es

E(e""™X) = E (exp [u_Ll(Wt —W, ) +iag (W, — Wy)])

=F | exp zalj\}lrn Z/H )dT + iagy hm ZZ/H ])
—>oo

=F |exp |i lim Z (al/H dT+a2/ H,( dT) )
N—>oo
ZZ (al/H dT—I—CLQ/ H,( ) )
N
= lim E(exp |:ZZ <a1/ H,( d7'+a2/ H,( dT):|)
N%oon:0

Notemos que a; / H,(1)dt+as / H,(1)dr € R, por lo que cada factor es la funcién

= FE | lim exp

N—oo

caracteristica de una variable normal estandar multiplicada por una constante, por lo que
lim E (exp {ZZ (al/ H,( dT+a2/ H,( )})
N—>oo
2
:A}gréol_loexp<zt0——[a1/f] dT+a2/H dTGR:|>

:llmexp< i{al/H dT+a2/H dTER])

n=

[\3|>—l
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Expandiendo el binomio al cuadrado se tiene que

N t v 2
, 1
]\}1_{1;0 exp <—§Z {alfs Hn(T)d7'+a2/u H,(r)dr € R] ) =

n=0
1 N t 2 t v v 2
lim exp <—— Za% (/ Hn(T)dt> + (Z1CL2/ Hn(T)dt/ H,(7)dt + a3 (/ Hn(’/')dt> ) :
N—oo 2 n—0 s s u u

(A.10)

Ahora, como [s,t) y [u,v) son intervalos disjuntos se tiene que

(List), Ljuwy) = 0.

Por otro lado, usando la identidad de Parseval (ver ecuacion (A.4)) se tiene que

o0

<1[s,t); 1[u,v)> = Z<1[s,t)a Hn><1[u,v)a Hn>

- ni)/t Hn(r)dt/uv H, (7)dt.

Por lo que el segundo sumando de la ecuacion (A.10) es cero; asi, usando lo antes
mencionado y la definicién de base ortonormal, tiene que

N

E <6wa> = lim exp (-%Zaf (/t Hn(T)dt)2+a§ (/ Hn(T)dt) 2)

n=0

_ ]\}5%0 exp (—%afi% (/: Hn(T)dt) 2) exp <—%a§i% (/u” Hn(T)dt) 2)

1 1
= exp (—ia% Z(l[s,n,HnV) exp (—;@ Z<1[u,v>7Hn>2>

n=0 n=0

1 1

= exp | —5ail[1isp|* ) exp | —5a3) 1w
2 2
Ly L,

= exp —§a1(t —3) | exp —§a2(v —u) .

Con lo anterior, hemos mostrado que dados dos incrementos, éstos son independien-
tes; sin embargo, podemos extender este argumento para cualquier cantidad finita de
incrementos lo que implica que W es un proceso con incrementos independientes.



103

Por otra parte, como W; converge absolutamente en [0, 1] (ver Lema 98) se tiene que

(Z)\ZA ) Z)\A 0,

para toda t € [0, 1]. En consecuencia, la funcién media de W es la funcién idénticamente
cero, es decir, uy (t) = 0, para toda 0 <t < 1.
Respecto a la funcién de covarianza de W, se tiene que si s,t € [0, 1], entonces

RW(Sa t) =F ([Ws - E(Ws)] [Wt - E(I/Vt)]) =F (WsWt)

= E i/\nZnAn(t) [i A Zmn A () )

n=0 m=0
0o 0o .
=D E(ZuZy) / H,(r)dr | H,(7)dr (A.11)
n=0 m=0 0 0
oo ¢ ‘
- Z E(Z) | Hu(r)dr | H,(r)dr
n=0 0
0o " ¢
et ’ °
n#m

Luego, ya que {Z, }nen es una sucesion de v.a. i.i.d. tales que Z,, ~ N(0, 1) tenemos
que
0, sim#n.

1, sim=n.

E(Z,Z,) = {

Asi, la identidad de Parseval (ver ecuacién (A.4)), implica que la ecuacién (A.11) es igual
a

w (s, t) Z/ H,( dT/ H,( dT_ <1[0t H,)(1j0,6), Hy)

= (1j0,4), Lo,5) = min{s, t}.

Por 1ltimo, de la Nota 99, sabemos que las trayectorias son continuas con probabilidad
uno mientras que de la definicién de W, se tiene que es igual a cero; por lo que, en
particular es igual a cero con probabilidad uno. De esta manera, W satisface la Definicién

70 del movimiento Browniano como un proceso Gaussiano, lo que concluye la prueba.
O



104 A. Construccién del movimiento Browniano

Nota 101 A partir de la construccion del teorema anterior, podemos construir al mo-
vimiento Browniano en intervalo [0,00) [51], [55]. Para esto, es necesario considerar
procesos independientes, esto es, diremos que los procesos X y Y son independientes si
para cualesquiera tiempos ty,--- ,t, € 11 y 11, -+ , 7, € T5, los vectores aleatorios

(th"'vth) y (K'u"'?Y;n)

son independientes.

Asi, considerando {W*},enugoy, con WP = {W}F | 0 < ¢ < 1}, una sucesién de
movimiento Brownianos definidos en el mismo espacio de probabilidad si para cada t > 0
definimos

w2, sitel0,1).
Wo+ WL, —sitell,?2).
Wi=1{ .. 1 t—1 [1,2)
ZW{C_{—WtJ—jv SltE[],]+1),jZ2
k=0

Entonces W = {W, | t > 0} es un movimiento Browniano en [0, co).





