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Introduccion

Los agujeros negros representan un tipo particular de las soluciones a las ecuaciones

de Einstein en la relatividad general. Estas soluciones tienen la caracteristica de tener sin-
gularidades en la métrica, estas se pueden deber al tipo de coordenadas que se usen para
escribir dicha métrica. Cuando las singalaridades no se deben a las coordenadas usadas se
dice que la singularidad es real. La presencia de estas singularidades representa un pro-
blema en la teoria pues esto representaria un espacio-tiempo no regular. La existencia de
una singularidad desnuda resultaria que en dicha singularidad la teoria no es valida y es
imposile determinar que pasa ahi. Sin embargo, existen motivos para creer que las singu-
laridades desnudas no existen en la naturaleza por lo que se llama a la formulacién de la
hipétesis de la censura césmica, es decir, las singularidades que se produzcan en un colapso
gravitacional siempre estardan dentro de un horizonte de eventos.
Existen trabajos en los que se han propuesto modelos de soluciones que eliminan el proble-
ma de las singularidades, por ejemplo los agujeros negros de Bardeen en electrodindamica
no lineal [1], estos reprentan un cuerpo con carga magnética. La electrodindmica no lineal
ha sido utilizada como un intento de remover dichas singularidades en agujeros negros
cargados. En [2] Ayon-Beato y Garcia presentan una solucién de un agujero negro que
acopla electrodindamica no lineal con gravedad, dicha solucién para ciertos valores de los
parametros representa un agujero negro libre de singularidades y para otros representa un
espacio-tiempo regular.

Dado que el tiempo de evaporacién de un agujero negro esta determinado por G*M?3 /hc*
o, aproximadamente, 107" M3 segundos, si la masa M se mide en kilogramos. Un agujero
negro de una masa comparable a la del sol se evaporaria, segiin esta férmula, en ;107!
segundos, pero en el caso de micro agujeros negros (supuestamente obtenidos en los acele-

radores de particulas ) su tiempo de vida se estima en microsegundos.
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Estudiar la estabilidad de los agujeros negros es importante ya que con ello se puede
establecer la posibilidad que dichos sistemas puedan existir en la naturaleza o si su forma-
cién o configuracion no es probable. También se estableceria cuales son sus caracteristicas
para que los agujeros negros se formen.

Recordemos que un sistema se puede estudiar la estabilidad mecéanica y la estabilidad ter-
modinamica, en sistemas extensivos la estabilidad termodinamica local esta relacionada a
la estabilidad dinamica.

El estudio de la estabilidad termodinamica de un sistema se hace a través de la maximiza-
cién de la entropia mediante la hessiana. Estudiando los agujeros negros como un sistema
termodinamico se ha encontrado que estos no pueden ser considerados como un sistema
ordinario, debido a que la entropia (proporcional al drea) no es una variable extensiva, y
ademas algunos agujeros negros tienen capacidades calorificas negativas, lo cual contradice
la termodinamica. Por ello los agujeros negros representan sistemas termodinamicos no ex-
tensivos; el estudio termodinamico de estos sistemas debe hacerse de una manera diferente
a la que se tiene en termodinamica ordinaria. Por lo cual el método antes mencionado no
puede ser aplicado a estos sistemas.

Existen otros métodos para estudiar la estabilidad termodindmica, por ejemplo el método
del punto de retorno [3], el cual se basa en el principio de maxima entropia. Este método
hace un estudio a través de la funcién extendida de Massieu (potencial termodindmico)
para describir los estados de equilibrio del sistema. El método del punto de retorno puede
ser aplicado a sistemas no extensivos (no invoca la aditividad de la entropia).

Este método es un método grafico que, mas que estudiar la estabilidad de un sistema de-
termina si existe alguna inestabilidad mediante el ploteo de las variables conjugadas, para
cualquier teoria electrodindmica no lineal. Si en la grafica de las variables conjugadas se
muestra una tangente vertical o una bifurcacién significa que hay un cambio de estabilidad.
Ademas este método establece cotas de estabilidad para el sistema, las asintotas verticales
son cotas de estabilidad.

El método del punto de retorno se ha aplicado para el estudio de soluciones tipo agujero
negro, por ejemplo para el agujero negro de Kerr y el agujero negro de Bardeen en electro-
dinamica no lineal.

En este trabajo se empleara este método para estudiar la estabilidad termodindmica de

la solucién de Reissner-Nordstrom en el ensamble microcanénico (sistema aislado). Este
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mismo estudio se realizard para la soluciéon de Ayon-Beato y Garcia que tiene acoplada
electrodinamica no lineal con gravedad; el estudio se hard en los ensambles: microcanoénico,
candnico y gran candnico.

Las dos soluciones a las cuales se aplicara el método representan al mismo objero pero en
distintas teorias. Es interés de hacer este estudio es para determinar el efecto que se pro-
duce en la estabilidad termodinamica al eliminar la singularidad en Reissner-Nordstrom.
Para la solucion de Ayén-Beato y Garcia se calcula la capacidad calorifica, algunos autores
proponen que las divergencias con un cambio de signo estan relacionadas con transiciones

de fase. El método del punto de retorno determinara si existe alguna inestabilidad.
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Resumen

En este trabajo se presentara un estudio de la estabilidad termodinamica por medio del
método del punto de retorno, éste se aplicard a dos soluciones que representan el mismo
cuerpo pero en distintas teorias. En el caso del agujero negro de Reissner-Nordstom, se
realiza una revision de dicha solucién por medio del método de punto de retorno dado que ya
se ha realizado dicho estudio pero es importante mencionarlo de manera introductoria. En
el caso de agujero negro acoplado con electrodinamica no lineal el estudio que se realiza es la
aportacién de la tesis, dado que no se ha realizado este tipo de estudio a la solucién (Ayén-
Beato y Garcia) que se menciona en la tesis. En el capitulo uno se hablard brevemente de
la termodinamica en agujeros negros, se explicara como se puede calcular la temperatura
y la entropia de estos sistemas, asi mismo la capacidad calorifica. En el capitulo dos se
revisaran dos soluciones. El agujero de Reissner-Nordstom es una solucién que un cuerpo
estatico que tiene masa y carga eléctrica. La solucion que propusieron Ayon-Beato y Garcia
es una solucion estatica con masa y carga de teoria de electrodindmica no lineal, libre
de singularidades. En el capitulo tres se muestra el método del punto de retorno que
permite hacer un andlisis de la estabilidad termodindmica a través de un estudio grafico.
En el capitulo cuatro se mostrara la aplicacion de método a la solucién de R-N en el
ensamble microcanénico. Para la solucion de Ayén-Beato y Garcia se hara en los ensambles:
microcanénico,canénico y gran candnico, y ademas su capaidad calorifica. Finalmente se
daran unas breves lineas para describir las concluciones a la que se llegaron después de

aplicar el método a ambas.
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Capitulo 1
Termodinamica

De termodinamica sabemos que el estado de un sistema puede ser estudiado mediante
la ecuacién de estado que lo describe, para los agujeros negros ésta existe. Estudiando los
agujeros negros como un sistema termodindamico aplicando los conceptos de termodinamica
y fisica estadistica tales como temperatura, entropia, etc, y dado que se pueden considerar
los parametros que pueden caracterizarlos como variables termodinamicas, por ejemplo la
masa, es posible posible obtener méas informacion acerca de estos. Asi mediante un estudio
termodinamico se pueden determinar diversas propiedades o limitaciones para el agujero
que se esté estudiando, por ejemplo a través de la entropia. Se usara el sistema de unidades
geometrizadas que concuerdan con ¢, G y h son iguales a uno. Para obtener los valores de
masa y carga que involucren un valor especifico de coordenadas (unidades) se utilizan las

integrales de Komar.

En 1973 Larry Smarr [4] formulé una ecuacién en la que se relacionan las variables que
pueden caracterizar un agujero negro. Considerando un agujero negro estacionario de ma-
sa M, momento angular J y area superficial A, es perturbado mediante un proceso cuasi
estatico, la férmula de Smarr en su férmula diferencial dada como la primera ley de los

agujeros negros estd dada por
dM = 8idA + QudJ, (1.1)
T

Al término k se conoce la gravedad superficial, esta es la fuerza necesaria para que un

objeto permanezca en el horizonte de eventos del agujero negro sin que éste caiga dentro



o escape, visto por un observador en el infinito; 2y es la velocidad angular del agujero
negro. La entropia es una cantidad que permite obtener informacion de las variaciones que
se pueden hacer a un sistema, pues sabemos que la entropia de una sistema nunca puede
decrecer. En un agujero negro esta definida a través del drea como

dA

:E7

ds (1.2)

La ecuacion (1.1) debe ser modificada si se considera que el agujero tiene una carga eléctrica
QE, el agujero que considera esta carga es el agujero de Kerr-Newman [5], la primera ley

estd dada como

dM = 8idA + QpdJ + PpdQp (1.3)
™
donde &5 es el potencial eléctrico
r+Qp
bp=——"— 1.4
PTr a2 (14)

El potencial eléctrico ®g estda evaluado en el horizonte de eventos, a se define como
a = J/M, ry es el radio del horizonte de eventos. Cabe mencionar que los pardmetros
de la ecuacion 1.3, son adimensionales, por ejemplo el parametro M esta relacionado con
la masa, pero su comportamiento de M corresponde el comportamiento de la masa del
agujero negro, de la misma forma para todos los pardmetros que se utilizaran.

El agujero de Kerr-Newman es para un cuerpo con masa M, momento angular J y carga
eléctrica D, esta es una solucién més general, de esta solucion se puede obtener la solu-
cion de Kerr, de Schwarzschild o Reissner-Nordstrom, mas adelante se hablard mas de esta

solucidn.

Si ahora se considera que el agujero también tiene una carga magnética ()as, esta car-
)
ga se tiene solo cuando el agujero estd rotando y se puede ver el objeto que genera un

potencial magnético ®,;; la férmula (1.3) se modifica apareciendo un término Qs
dM = 8idA + Qud] + OpdQp + ®ydQy (1.5)
T

Si se consideran procesos cuasi estaticos para hacer variaciones en M, J, Qg y @y, enton-

ces se tiene una modificacion a la primera ley de los agujeros negros.



Se puede ver que cuanto mas general se pretenda volver la soluciéon de un agujero ne-

gro es necesario ir agregando términos en la formula de Smarr.

Para un agujero negro estatico y con simetria esférica, la forma en la que se calcula la

gravedad superficial  es
1

K = 5 rJtt ’r:m_ (16)

Donde g4 es la primera entrada de la métrica y 7, es radio del horizonte de eventos.
Por ejemplo, para el agujero negro de Schwarzschild [6] que es una objeto de masa M

estatico con simetria esférica tiene una gravedad superficial

1
k=17 (1.7)

La temperatura para un agujero negro fue definida por Hawking a través de diversos
calculos, él determiné que la temperatura esta en funcién de la gravedad superficial, dado
que k es proporcional a T', entonces la temperatura de un agujero negro esta bien definida;
k es diferente para cada agujero ya que cada uno tiene un horizonte de eventos distinto.

T=_— 1.8
5 (1.8)

La férmula 1.3 tiene comprendida los analogos a las leyes de la termodindmica, es decir, la
ley cero establece que la gravedad superficial de un agujero negro estacionario es uniforme
sobre el horizonte de eventos, mientras que la primera ley establece que los cambios en
la masa, carga y momento angujar estan determinados por esta ecuacion. La segunda ley
menciona que el area superficial de un agujero negro nunca puede decrecer: A > 0. El
analogo de la tercera ley establece que la gravedad superficial de un agujero negro nunca
se puede reducir a cero en un tiempo finito.

Todas ellas de acuerdo con la ley de la conservacién de la energia.

1.1. Capacidad calorifica

En termodinamica una de las cantidades mas importantes que se usa para obtener
informacion acerca de las propiedades de un sistema es la capacidad calorifica. En general en

un proceso en el cual se aumenta la temperatura es a alguna de las variables termodinamicas



como constante. En un agujero negro también se le puede asociar una capacidad calorifica

C, = g <%)x (1.9)

donde x es la variable que se mantiene constante, para este calculo los resultados son

[7], en este caso se tiene

evaluados en el horizonte de eventos.

La capacidad calorifica con la carga eléctrica constante puede calcularse como

Kk (dA

la capacidad calorifica para Reissner es

r3 —Q?

CQ = —27‘(’7"_2’_

donde r es el horizonte de eventos de RN.



Capitulo 2
Soluciones de Agujeros Negros

Se hara una revisién breve de dos soluciones de las ecuaciones de Einstein, la primera es
el agujero negro de Reissner-Nordstrom, el cual representa un agujero negro, caracterizado
por un objeto de masa M y carga eléctrica (), con simetria esférica. La solucién de Eloy
Ayén-Beato y Alberto Garcia [2] representa un agujero negro con masa y carga eléctrica
en electrodinamica no lineal, el cual cumple que para distancias muy grandes tiene un

comportamiento parecido al de Reissner-Nordstrom. Ambas soluciones son estaticas.

2.1. Solucion de Reissner-Nordstrom

En 1916 Reissner y Nordstrom en 1918 descubrieron de manera independiente una
solucién de las ecuaciones de Einstein. Esta solucién considera un cuerpo en reposo de
masa M que tiene una carga eléctrica (), este cuerpo tiene simetria esférica.

En este caso la ecuacién que se debe resolver es la ecuacion de Einstein general [5]

1
R, — §gWR =T (2.1)

pues debido a la presencia de la carga eléctrica ) se genera un campo eléctrico E y se
tiene un espacio electro-vacio, es decir que el tensor de energia momento 7),, es diferente

de cero.

la métrica en coordenadas esféricas esta dada por

oM Q? oM Q*\ !
ds? — — (1 _2M Q_) e (1 _ M Q_2> dr? +r2d6% + rsin? 0de®  (2.2)
T T

r 72

5



Nétese que el término de la metrica correspondiente a dt? es el inverso del término corres-
pondiente a dr?. En esta solucién existe una singularidad en r = 0, este es un punto donde
no es posible tener informacién pues el elemento ds? diverge. Para obtener el horizonte
de eventos se toma que el elemento gy = 0, esto provoca que en la coordenada radial el

elemento ds? diverja, de modo que se tiene la ecuacién para r

2M Q2
l——+=2=0 2.3
r + r2 (2:3)
las raices de r son
re =M £/ M? — )? (2.4)

considerando que las coordenadas son esféricas entonces 7 son esferas. Si || > M esto nos
darfa un radio imaginario por los tanto no habria horizonte, esto no tiene significado fisico,
ademas esto nos diria que la singularidad esta descubierta pero por la censura cosmica las
singularidades no pueden estar descubiertas, es decir, debe existir un horizonte de eventos
que las cubra. Veamos que cuando |Q] < M el radio r es real, esta condicién nos dice que
el pardmetro de la carga no puede ser mayor que M. Cuando |Q| = M es un caso extremo
de la solucién, es decir cuando ry =r_.

El horizonte de eventos estd dado por r,

ry =M/ M2 —Q? (2.5)

el término r_ es un radio menor que 7 por lo tanto este se encuentra dentro del horizonte
de eventos y no se puede observar.
Se sabe que Reissner-Nordstrom es una solucién a las ecuaciones de Einstein-Maxwell [8]

que es estatica con simetria esférica y asintoticamente plana.

2.2. Agujero Negro en electrodinamica no lineal

La dinamica de un objeto cuando se considera un espacio-tiempo curvo esta determi-
nado a través de las ecuaciones de Einstein (2.1), las cuales estan altamente acopladas, en
el caso cuando hay simetrias estas se reducen.

De las soluciones a las ecuaciones de Einstein que representan agujeros negros mas co-

nocidas se observa que todas tienen singularidades en la métrica, como es en el caso del



agujero negro de Schwarzschild que tiene una singularidad cuando la coordenada radial y el
parametro de la masa tienen el mismo valor. Esta singularidad se deben a las coordenadas
utilizadas para escribir la métrica, cuando r = 0 se tiene una singularidad real, pues esta
se mantiene. Se han hecho trabajos para buscar nuevas soluciones de agujeros negros que
no contengan este problema de las singularidades.

En 1934 Born e Infeld [9] propusieron una teoria electromagnética no lineal en la que se
cambiaba el lagrangiano de Maxwell por uno mas general en donde para ciertos limites se
regresa a la teoria electrodinamica lineal de Maxwell. La electrodinamica no lineal conside-
ra que pueden darse efectos cuanticos cuando la magnitud del campo eléctrico o magnético
supera cierto limite.

Usando el principio de minima accién en electrodindmica no lineal e incorporando ley de
gravitaciéon de Einstein, se tiene una accién més general que puede tomar en cuenta los
efectos cudnticos del campo gravitacional y el campo electromagnético.

Existen soluciones propuestas que tienen como caracteristica el hecho de que no contienen
singularidades reales, es decir las singularidades que puedan llegar a tener se debe a las
coordenadas usadas. Un ejemplo de estas soluciones son los “agujeros negros de Bardeen”,
estos son agujeros con carga magnética en eletrodinamica no lineal; estas soluciones no han

sido el tnico intento de eliminar las singularidades.

Consideremos la accion de Einstein-Hilbert

1
S=— [ Ry—gd'z (2.6)

" 167 J,
donde R es el escalar de curvatura y g es el determinante de la métrica g,,. Variando la

accion de E-H obtenemos las ecuaciones en vacio

1
R;LV - Eg,u,z/R =0 (27)

Se puede definir una accion eletromagnética de Einstein-Maxwell en un espacio, de la forma
1
S = o / V=9 (R+F,F*)d'x (2.8)
s

donde F),, = 0,A,—0,A, es el tensor electromagnético; se define la cantidad F' = }lF M
podemos ver que la accién es una funcién lineal de F. La accién en (2.8) es la accién para

Reissner-Nordstrom.



La electrodinamica no lineal en gravedad es que la accién no esta en términos de una
funcién lineal L(F'). Se propone una accién general que acopla electrodindmica no lineal

con gravitacion como
1
= I6 (R— L(F))y/—g d'z (2.9)
T

la funcién L(F') debe de cumplir [7] las ecuaciones (2.1) y ademads

S

V(LpF"™) =0 (2.10)

Vu (F*) =0 (2.11)
donde Lp es la derivada de L respecto de F''y F** es el dual de F'*¥. En electrodindmica
no lineal la forma del tensor electromagnético es

1
T = —2LrFuuFy + 50l (2.12)

el tensor de energia momento es esta teoria puede escribirse como
1
Tﬂ = §dzag(L + 2fe LF, L + 2fe LF, L — 2fm LF, L — 2fm LF), (213)

donde
L=2QLR . fa=2Qh 2.14)

los términos Q. y @,, son la carga eléctrica y magnética, respectivamente.

2.2.1. Soluciéon de Ayén-Beato y Alberto Garcia

Una de las aplicaciones de la eletrodindmica no lineal en agujeros negros es que puede

dar soluciones libres de singularidades o visto de otro modo puede evitar las singularidades
asociadas para agujeros negros cargados, es decir que solo podran haber singularidades
debido a las coordenadas.
La solucién de Ayén-Beato y Garcia es solucién de las ecuaciones de Einstein acopladas con
eletrodinamica no lineal, esta solucion no tiene singularidades. En esta solucién se considera
un objeto estatico, de masa m y con carga eléctrica ¢, esta solucion tiene simetria esférica.
La métrica esta en coordenadas esféricas, esta dada por

2mr? r2q? 2mr? r2q? -1
ds? = —[1— a4+ (1 — dr?4+r2dQ?
# = (- ) (g )
(2.15)




notemos que cuando » = 0 no hay singularidades en la métrica, ningiin término diverge.
Veamos que Reissner-Nordstrom describe el mismo cuerpo, en este caso al introducir elec-
trodinamica no lineal quita el problema de la singularidad que se tenia. El campo eléctrico

asociado debido a la carga eléctrica q es

2 5 1
% — 5q 5 m > (2.16)

E=gr*| —"—" = 77
" ((T2+q2)4 RPN EEOE

se espera que para r grande la solucion de Ayén-Beato y Garcia se comporte como Reissner-

Nordstrém (2.2). Para r grande las ecuaciones (2.15) y (2.16) tienen la siguiente forma

2m ¢ 1 1
1= Lo (), E=feo(%),
T r T r T

la solucién tiene el comportamiento asintético esperado.
Para determinar el radio del horizonte de eventos se debe resolver la ecuacion g,; = 0 para

r

2mr? T2q2

o (r2 + ¢2)3/2 + (r2 + ¢2)2

Debido a que se quiere que la forma de la métrica sea

~0 (2.17)

ds? = —fdt* + f~ldr® + r*dQ?

las raices de la ecuacién (2.17) son

) 1/2
B 1 Vf(s) V6 (9 f(s)  9(12s2 —1) i
T+ = |q| s + 12 + 195 (5 — 1252 — . o) ) -1 (2.18)

donde

f(s)=6 (g —48% + s59(s)

g(s) = 4 (9 + 745 + /27(4005° — 11257 + 4757 — 1))



se toma el radio del horizonte con el signo positivo pues r, > r_. Esta solucién tiene la
caracteristica que para ciertos valores de masa y carga eléctrica se comporta como agujero
negro; haciendo los siguientes cambios z = 7/|q| y s = |g|/2m en la ecuacién (2.17), los
cuales tienen valores criticos reales x. ~ 1.58 y s, =~ 0.317, para estos valores hay un
minimo en —g;. En el caso cuando s < s. el minimo es negativo, para s = s. el minimo es
cero y cuando s > s, el minimo es positivo.

Observemos entonces que para s < s. existe una singularidad de coordenadas, el horizonte
de eventos y, por tanto (2.15) representa un agujero negro, para s > s. (2.15) representa
un espacio regular.

En el caso extremo ry = r_ tenemos |q| = 2s.m, para este caso el horizonte de eventos es
re = 25. 1.58m (2.19)

Recordando que la solucién de Ayén-Beato y Garia es solucién de la accién con la funcion

L
1 —8y/—2¢*P—6¢*P) 3 (=2¢*P)1(3 — 2/ —2¢%P)
(1++/—2¢% P)* S A@?s (14 —2@P)2

(2.20)

/\/_d4 (—R — iﬁ) (2.21)

similar a la accién en (2.9). £ estd en términos del invariante negativo P = 1 P, P* =
(EF)QF y del tensor de campo electromagnético no lineal P,, = Lp F},,. El invariante P

tiene el valor
P=——. (2.22)
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Capitulo 3
Estabilidad Termodinamica

En un sistema se puede estudiar la estabilidad mecanica y la estabilidad termodinami-
ca, a través de la estabilidad termodinamica se puede tener cierta informacién para conocer
si un sistema puede tener estabilidad mecanica. Existen varios métodos para determinar
la estabilidad termodindmica de ciertos sistemas, por ejemplo mediante el estudio de los

potenciales termodinamicos.

En termodindamica la estabilidad estd determinada a través de la matriz Hessiana de la
entropia, para que haya estabilidad se requiere que los todos los eigenvalores de la hessiana
sean negativos, de esta manera se asegura un maximo de la entropia. Si alguno de los ei-
genvalores de la hessiana fuera positivo esto implicaria que el sistema es inestable. Cuando
se aplica este criterio a los agujeros negros se encuentra que el método falla para el agujero
de Schwarzschild, como se sabe esta es una solucién estable en el ensamble microcanoénico,
por ello se esperaria que sus eigenvalores sean todos negativos; este problema se deriva del
hecho de que la entropia no es aditiva en estos sistemas, por tanto los agujeros negros cons-
tituyen sistemas no extensivos, es decir que no pueden ser considerados como subsistemas
idénticos. Para sistemas termodinamicos no extensivos se aplica el método del punto de
retorno [3].

Los agujeros negros son sistemas termodindmicos que no pueden ser considerados como
sistemas extensivos debido a que el area no es una variable extensiva, recordemos que la
entropia es proporcional al area, asi que la entropia no es una varible extensiva para estos

sistemas.
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El método del punto de retorno se puede utilizar para estudiar la estabilidad de los agu-
jeros negros(sistemas no extensivos), estd basado en el principio de maxima entropia, éste
principio establece que la estabilidad se tiene cuando la entropia es maxima. Sabemos que
en fisica estadistica existen ensambles de sistemas termodinamicos, por lo tanto el método
se puede aplicar a estos, puesto que un sistema puede ser estable en un ensamble e inestable

en otro.

3.1. Meétodo del punto de retorno

El método del punto de retorno hace un estudio de la estabilidad de un sistema a través
de un potencial termodinamico llamado funcién extendida de Massieu W, este potencial
describe los estados de equilibrio del sistema termodinamico. Este método bajo ciertas
suposiciones otorga informacién del comportamiento de la funcién extendida de Massieu
¥ y de la estabilidad usando solo ecuaciones de estado de equilibrio. Para esta funcién no
es necesario conocer su forma explicita sino que basta con imponer condiciones que ésta
deba de cumplir.

Se muestra el método en un ensamble microcandnico (sistema aislado), en este caso la
funcién extendida de Massieu coincide con la entropia, con las variables termodinamicas

{1'}, haciendo variaciones infinitesimales de W, se obtiene
dV = Bidy’, (3.1)

con las correspondientes variables conjugadas {5}

o

(3.2)

La maximizacion de la entropia da informacién de la estabilidad, esto es mediante varia-
ciones de segundo orden de V. Consideremos tales variaciones para determinar los puntos

en donde se tienen los estados de equilibrio de W, los correspondientes eigenvalores \; estan

existird un cambio de estabilidad cuando uno o varios eigenvalores llegue a ser cero y cam-

dados como

bie de signo, esto es A; > 0.
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El diagrama conjugado (u*, 5;(1*)) a lo largo de las series de equilibrio tendrd una tangente
vertical en el punto donde exista este cambio de signo, a este punto se le llama punto de

retorno (figura 4.1).

04 B(p)

00
-0z}
- 04

—06

-0.5 LKL 0.5 1.0

Figura 3.1: Diagrama conjugado (p, B(1)).

El método nos permite determinar la existencia de inestabilidades (el sistema es mas inesta-
ble) mas que la de estabilidades(sistema mas estable). La existencia de un punto de retorno
significa que existe al menos un modo inestable. El punto de retorno se tiene cuando hay
un cambio de la pendiente positiva a negativa pero no de una negativa a positiva, pues
para este caso no se tiene una tangente vertical en el diagrama conjugado. Cerca de un
punto de retorno en el diagrama conjugado, los puntos en donde la pendiente es negativa
siempre son mas inestables, mientras que los que tienen pendiente positiva no se pueden
considerar como totalmente estables, solo se puede decir que estos son mas estables que los
de pendiente negativa. Podemos ver que este método nos ayuda a determinar inestabilida-
des en el sistema mas que estabilidades. Por lo tanto, la existencia de puntos de retorno
indica modos de inestabilidad.

Puede ser que haya eigenvalores que puedan estar cambiando de signo pero que esto no
sea mostrado en el diagrama conjugado (figura 4.1), se a demostrado que esto sélo ocurre
en una bifurcacién, es decir cuando hay otra secuencia de equilibrio que se cruza en un
punto. De manera que, no solo los puntos de retorno indican cambios de estabilidad sino
que también la existencia de bifurcaciones puede provocar esto.

Las asitotas verticales que puedan aparecer son fronteras de secuencias de equilibrio, con

13



ellas no se puede hablar de cambios de estabilidad ni tampoco decir algo sobre si puede
existir equilibrio mas alla de una asitota vertical. Si se encontrara una serie de equilibrio
que sea estable después de la asintota, esta pertenecera a otra serie de equilibrio.

El método se mostré con un sistema aislado que no interactua este es un ensamble micro-

canonico pero puede ser mostrados a otros ensambles.

3.2. Ensambles estadisticos

Un ensamble estadistico es un conjunto de particulas que estan regidas por una regla.
En fisica estadistica se consideran tres ensambles [10]: microcandnico, candnico y gran
canénico. Consideremos un agujero negro con una masa M y carga elétrica @), en lo siguiente
se hace una revision de este agujero para los ensambles anteriores. La funcién extendida

de Massieu sera distinta para cada ensamble que se considere.

3.2.1. Ensamble microcandnico

El ensamble microcanénico considera un sistema se encuentra aislado, por lo tanto este
no interactua con sus alrededores. En este caso la funcién extendida de Massieu ¥ del
sistema termodinamico coincide con la entropia.

Para un agujero negro sabemos que la entropia S es proporcional al drea A
1
S=—A 3.4
4”7 (34)
combinando las ecs (3.4) y (1.3) se tiene la primera ley de agujeros negros cargados
AV, = dS = BudM — BodQ, (3.5)

para este sistema observamos que las variables termodindmicas son el conjunto {u'} =
{M,Q}, que son la masa y la carga eléctrica. Las correspondientes variables conjugadas
{8} = {Bum, —Bo}, con By =1/T y Bg = fu®, donde T es la temperatura y ® el poten-

cial eléctrico.

Los eigenvalores correspondientes a las variables termodinamicas son

we (20, 5
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Ao =— (ST%)M (37)

3.2.2. Ensamble candnico

En este ensamble el sistema puede intercambiar calor con los alrededores. La funcién
extendida de Massieu se determina a través de una transformada de Legendre de la funcién

en el ensamble anterior.
AV, = dS — d(By M) = —MdB — BodQ, (3.8)

ahora las variables termodindmicas son el conjunto {u'} = {8, Q}, que es el inverso de
la temperatura y la carga eléctrica. Las variables conjugadas {3'} = {—M, —fg}.

Los eigenvalores correspondientes son

(9B
)‘51\/1 - (8_M)Q (39)

__ (99
Ag = (05Q)5M (3.10)

3.2.3. Ensamble g ran canénico

En los ensambles anteriores se considerd un sistema aislado o en contacto térmico, el
ensamble gran candnico se refiere a un sistema que estda en contacto térmico y ademaés
puede estar intercambiando particulas con sus alrededores.

La variacién de la funcién extendida de Massieu, siguiendo el proceso anterior

dTs = dUs — d(Bg Q) = —MdBa + QdBq, (3.11)

en este caso las variables termodindmicas son {u'} = {Bu, 8o} con sus correspondientes
variables conjugadas {'} = {—M, Q}

Los eigenvalores son
B 0B
- o2
Q

9
Aay, = <5’%2)ﬁ (3.13)
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Capitulo 4

Aplicacion del método a las

soluciones de agujero negro

En el capitulo anterior se estudié el método del punto de retorno para agujeros negros
en un sistema aislado, este método no esta limitado a ser aplicado unicamente a este
ensamble, sino que puede ser aplicado a otros ensambles, y ademas se puede aplicar en
electrodinamica o eletrodinamica no lineal. Por esta razén este método ha sido utilizado
para el estudio de la estabilidad de varias soluciones, por ejemplo para el agujero negro de
Born-Infeld [7], la cual es una solucién en electrodindmica no lineal.

En el capitulo 2 se mencioné que las soluciones presentadas representan al mismo cuerpo
pero descrito en diferentes teorias. En el presente trabajo se aplica el método a ambas
soluciones, esto se hace para distintos ensambles, esto es para el caso de la solucion de Ayon-
Beato y Garcia. Se realizara un anélisis para comparar la estabilidad de estos sistemas, pues
aunque ambas soluciones representan al mismo objeto, una solucion tiene la caracteristica
de no tener singularidades y se desea conocer si la estabilidad termodinamica del agujero

negro es afectada.
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4.1. Aplicacién del método a la solucién de Reissner-

Nordstrom

Consideremos un ensamble microcanénico para el agujero negro de Reissner-Nordstrom
[11], para el cual se tiene el conjunto de variables termodinamicas {u'} = {M,Q} y sus co-
rrespondientes variables conjugadas {8’} = {8(M), B(Q)}.. En este caso la correspondiente

funcién extendida de Massieu coincide con la entropfa [10], dada como
AV, = dS = (M) — S(M)®dQ

de aqui se obtiene la variable conjugada S(M) = %, que es el inverso de la temperatura, esto
se ve cuando uno compara esta ecuacion con las ecuaciones (1.3) y (3.4). Para determinar

la forma de S(M) utilizamos la ecuacién (1.6) para obtener la gravedad superfical

1
KR = §ar Gt |7":r+7
recordemos que el horizonte de eventos para este agujero esta dado como
ry = M+\/ M2 —QQ,

de manera que la temperatura del agujero de Reissner-Nordstrom esta dado por

e
TN = i+ aE oo (4.1)

Para ver el comportamiento de la temperatura como funciéon de la masa M a Q = cte

veamos la figura 4.1. La temperatura crece conforme se aumenta la masa, llegando a un
maximo en el punto M., después de este punto la temperatura comienza a disminuir.

La variable conjugada G(M) estd dada como

B(M) = %(M\;Mi 2]\_4262_2 <) (4.2)

Para graficar esta funcién necesitamos fijar a la carga eléctrica @), esto se hace tomando el

valor @ = 10, para lo cual tenemos la figura 4.2 La variable 5(M) tiene un minimo que

coincide con el maximo de la temperatura, el cual estd dado por

OT _ 2m(m+ /M? — Q%) (—m +2\/M? — Q*) _ 0

M (M2~ Q)2

(4.3)
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Figura 4.1: Temperatura del agujero negro de Reissner-Nordstrom con () = 10

podemos ver que gréifica de la temperatura 7' tiene un maximo en M, = 2Q/+/3, conforme
va aumentando la masa la temperatura va incrementando hasta llegar al maximo, apartir
de este punto la temperatura comienza a disminuir conforme se aumenta mas la masa,
mientras que para la gréafica de §(M), el maximo de 7" ahora es un minimo, a medida
de que la masa aumenta 5(M) disminuye y después de que llega al minimo comienza a
aumentar, a partir este punto la pendiente siempre es positiva, vemos entonces que no
se muestra ningun punto de retorno. Se puede decir que el sistema es estable para esta

configuracion si no se encuentra alguna bifurcacion.

Debido a la presencia de la carga eléctrica, se puede determinar el potencial eléctrico
®(Q), para determinar esto usamos que para esta solucién el potencial se puede calcular

CcOomo
O = |r——r
r +

de manera que la expresién para el potencial eléctrico de esta solucién es

(Q) (4.4)

- Q
ML AP -

con las ecuaciones (4.4) y (4.3) se obtiene la segunda variable conjugada 5(Q) = —B(M)P(Q),
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Figura 4.2: Grafica de S(M) para el valor Q) = 10

que esta dada como
_ 2mQ(M + /M2 — Q?)
- M2 — (2,

fijando el valor para la masa M = 20 y graficando (@) contra () se muestra su comporta-

B(Q) (4.5)

miento en la figura 4.4. En la gréfica (4.3) se ve que conforme aumenta la carga aumenta el
potencial, como es de esperar, mientras que al aumentar la carga la pendiente de 5(Q) se
va haciendo mas negativa, para este caso tampoco se tiene un punto de retorno, debido a
esto se puede decir que no hay un cambio de estabilidad en el sistema, de modo que cambie
de mas estable a menos estable.

El agujero negro de R-N bajo el método del punto de retorno no muestra alguna inesta-
bilidad en el ensamble microcandénico para los diagramas conjugados que corresponden en

este caso, este analisis es hablando termodinamicamente.

4.2. Aplicaciéon de método a la solucion de Ayén-Beato

y Garcia

Recordemos que esta solucion representa al mismo cuerpo descrito por R-N pero en
electrodinamica no lineal, al quitar la singularidad de la métrica se desea conocer si esta
solucion puede ser estable termodindamicamente, pues la estabilidad nos puede ayudar para

saber si tal solucion es fisicamente aceptable.
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Figura 4.3: Grafica del potencial eléctrico (@) con M = 20

El estudio de la estabilidad termodinamica de esta solucién se realizard en los ensambles:

micro canonico, canénico y gran canénico.

4.2.1. Ensamble microcanonico

Retomando que para este ensamble el sistema esta aislado, y que la funcién extendida

de Massieu V¥ coincide con la entropia, obtenemos
AV, = dS = B,dm + B,dq, (4.6)

donde S, = 1/T, B, = —®/T, con T la temperatura y ¢ el potencial eléctrico. Sabemos
que en general, la gravedad superficial y la temperatura de un agujero negro estan dados
como

1 1

T = %KZ, R = 5 rJtt |r:r+ . (47)

Para un agujero negro estatico con simetria esférica, la temperatura se puede calcular

usando la componenete 7 del tensor energfa-momento [7] en el cdlculo de , dada como

1

k= 1= 2 4T0(r)], (4.8)
2T+

para este caso utilizaremos esta expresiéon para determinar la temperatura del agujero

negro.
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Figura 4.4: se grafica 5(Q) para la masa M = 20

Para obtener la expresién de 7 usamos las ecs. (2.20), (2.14), (2.16) y (2.22).

La forma que toma £ (ec. (2.20)) en términos de r y ¢ es

2(3,2 _ 9,2 2094 Q2.2 4
£:_3mq (3r 7;1)_q (3¢* — 8¢°r 4—|—r)' (4.9)
2(q2+r2)/ 2 (g2 +1r?)

para la derivada de £ respecto a F', se tienen las siguientes expresiones

Lp= \/? (4.10)

2 2\4
L= (" +r7) , (4.11)
r6 (15m q® + 1?2 —10¢% + 27“2>

se sigue que f, tiene la siguiente forma
fo=2¢r'LAr 4, (4.12)

2
2¢2r® (15m Z 2 —10¢% + 2r2)
fo= T , (4.13)

la componente 7 en términos de las cantidades anteriores, estd dado como

2feLp + L
T0 JeLr +

4.14
0 9 ) ( )
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3¢ (\/ q* + 12 (¢* + 24¢%% — 5r*) — m (2¢* + 39¢*r? + 37r4))
Ty =— 73 : (4.15)
4(¢* +1?)

La temperatura del agujero negro de Ayon-Beato tiene la forma siguiente

3q%r? <—m @2+ 12 (2¢% + 37r?) + ¢* + 24¢*r* — 57’4> +(¢* + r2)4
T— . er, (4.16)
Arr (¢? + 12)

de esta manera se sigue que la expresion para la variable 3,,, estd dada como

4rr q2 + 72 4

= |r=r (4.17)
3q3r? <—m %+ 12 (2¢% + 37r?) + ¢* + 24¢%r% — 57"4) + (2 + 7"2)4 !

donde 7 es el radio del horizonte de eventos (2.18).

Debido a la forma del horizonte de eventos no se muestra la forma explicita de los resulta-
dos pues estas expresiones son grandes.

Como se indico en el método, se estudia la estabilidad a través de los diagramas conjugados
de cada una de las variables para estudiar si existe algin punto de retorno. Para esto se
tomaron valores de los parametros ¢ y m, fijando estos valores se grafica cada una de las
variables conjugadas.

En la figura (4.5) se grafica la temperatura para varios valores de ¢, notemos que en un
rango pequeno de valores de m la temperatura aumenta alcanzando un méximo, a partir
de este punto comienza a disminuir y no vuelve a aumentar. Se puede ver que conforme se
fijan valores de la carga mas grandes la temperatura va disminuyendo en su valor maximo
y tiende a cero de manera mas lenta. La temperatura de esta solucion tiene un comporta-
miento muy similar al de R-N.

Cuando se grafica la temperatura de esta solucién se muestra un comportamiento en el
cual el agujero tiene temperaturas negativas, esto ocurre debido a que por alguna razon el
calculo permite obtener la temperatura dentro del horizonte de eventos, esto ocurre para
cierto tipo de soluciones, en este trabajo no nos fijamos en ver en que clasificacion de so-
luciones estd esta solucién. Las temperaturas negativas no se muestran en la figura (4.5)
pues estas no son permitidas por la teorfa [12], unicamente se muestran las temperaturas
positivas.

De igual forma se grafico 3, dejando constante a la carga eléctrica y haciendo correr los
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Figura 4.5: Gréfica de la temperatura con los valores a) ¢ = 2, b) ¢ = 10, ¢) ¢ = 30, d) ¢ =
50.

valores que podia tomar m, pues para considerar que se tiene una agujero negro se debe
cuidar la desigualdad s < s.. En la grafica de /3, de la figura (4.6) no se muestra ningin
punto de retorno; en el extremo izquierdo de la grafica la funcion tiene una asintota mien-
tras que en el otro extremo no hay ninguna asintota. Podemos entonces decir que el sistema
es estable sino se muestra ninguna bifircacién [3]. La pendiente de 3, aunque pasa de ne-
gativa a positiva se mantiene siempre asi; no hay cota de estabilidad. Los puntos donde
el sistema es mas estable se van recorriendo hacia la derecha conforme se incrementan los

valores de la carga eléctrica.

La forma para determinar el potencial eléctico es

o= q/ dr (4.18)

2 Y
+T’ﬁF

aplicando a la soluciéon de Ayén-Beato y Garcia, se obtiene

1. 3m 2 N
o = 54T < 77~ ) s (4.19)

q2 (qz +r2) (q2 _,_7,2)3
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Figura 4.6: Gréfica de la (,, con los valores a) ¢ = 2, b) ¢ = 10, ¢) ¢ = 30, d) ¢ = 50.

finalmente el potencial eléctrico esta dado como

dm 1 o 3m 2
— Z — §Q7" (q2 (q2 N 7”2)5/2 - (q2 n 7a2)3> "r‘=r+ .
En la figura (4.7) podemos notar que la forma del potencial eléctrico tiene el mismo com-
portamiento como en el caso de R-N, en este caso también se admiten valores negativos de
la carga ¢. En este mismo caso se graficé para los valores fijos de la masa al azar, podemos
notar que la gréafica tiene dos asintotas, las cuales se van separando conforme m toma

valores mas grandes.

La variable conjugada (3, estd dada en términos de la temperatura y el potencial eléctrico,

la cual se deja en términos de r, como
4 75 2,5
2rr (q2 + 7“2) <m (3 - (qZ_STQ)g,/Q) + (qz({FTQ):)’)

q <3q2r2 (—m q% + 12 (2¢% + 37r2) + ¢* + 24¢°*r? — 57“4) + (¢ + 7“2)4)

/3q = -

‘r:mr?

(4.20)
en este caso nuevamente la variable que se fija es el parametro m, nétese que en la figura

(4.8) del diagrama conjugado para [, no se muestra nungin punto de retorno.
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o(a) c) o(q) d)

Figura 4.7: Gréfica del potencial eléctrico ® con los valores a) m = 2, b) m = 10, ¢) m =

30, d) m = 50.

En la figura(4.8) del diagrama conjugado podemos ver que la asintota se recorre hacia la
derecha conforme se aumentan los valores del parametro m.

Podria decirse que el sistema es estable ya que para los valores que estan a la izquierda de la
asintota no se muestra ningiin punto de retorno. Por lo tanto no hay ninguna inestabilidad
sino se encuentra alguna bifurcacion en el diagrama conjugado.

Segun el método, la divergencia se debe a la no diferenciablididad de la funcién extendidad
de Massieu ¥ en la frontera de la secuencia. Por esta razéon no se puede hablar de una

inestabilidad.

4.2.2. Ensamble candnico

Este ensamble considera que el sistema puede estar intercambiando calor con los alre-
dedores, por esta esta causa se espera que el sistema sea inestable ya que como sabemos
Hawkings determiné que los agujeros negros radian.

En este caso las variables termodindmicas son {u'} = {8, ¢} con las variables conjugadas

{8} = {—m, B,}. Como podemos ver 3, ya se graficé en el ensamble anterior por lo cual
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Figura 4.8: Grafica de /3, con los valores a) m = 5.4, b) m = 27, ¢) m = 80, d) m = 135.

ahora nos interesa obtener el diagrama conjugado (5,,, —m). En este caso se considera la

funcién extendida de Massieu
dVy = dS — d(Bmm) = —m df,, + B, dg. (4.21)

Se puede observar que es necesario poner a m en términos del inverso de la temperatura,
como se vio anteriormente estas expresiones son dificiles de manipular, por lo cual este
calculo es muy complicado de hacer.

El diagrama conjugado (f,,, —m) se puede obtener a través de una rotacién [7] de 90° en
sentido contrario a las manecillas del reloj del diagrama (m, f3,,). En este caso se grafi-
card punto a punto, usando la expresién (4.13), se evalua a f3,,, asignandole valores a cada

m.

En la figura (4.9) notamos que aparece un punto de retorno, pues hay una tengente ver-
tical mostrando que hay un cambio de signo en la pendiente, esto muestra que el sistema
tiene una inestabilidad como se esperaba. De acuerdo con el método los puntos donde la
pendiente es positiva son méas estables que aquellos con pendiente negativa. Conforme se

aumentan los valores de ¢, la inestabilidad aparece para valores cada vez mas grandes de
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Figura 4.9: Grafica de —m con los valores a) ¢ = 2, b) ¢ = 10, ¢) ¢ = 30, d) ¢ = 50.

m, es decir que cuanta mas carga eléctrica tenga el agujero negro, tendrd que ser muy
masivo para que el sistema muestre la inestabilidad en esta configuracion.
Como se mensiond anteriormente este sistema es inestable en esta configuracién, esta ines-

tabilidad también se muestra en el agujero de Schwarzschild.

4.2.3. Ensamble Gran canonico

En este ensamble el sistema puede estar intercambiando calor con sus alrededores y
ademas puede estar realizando un trabajo sobre estos. La transformada de Legendre para

la funcién extendida de Massieu es
dVs = d¥y — d(B, q) = —m dBm + q db,, (4.22)

ahora las variables termodindmicas son {y‘} = {8, 8,} con sus correspondientes variables
conjugadas {3} = {—m, q}.
Notemos que sélo tenemos que considerar el diagrama para la configuracion de (f,q).

Para realizar este diagrama se utilizé el mismo método que en el ensamble candnico para
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determinar los valores que va tomando 3,, de nuevo se graficard punto a punto.

En la figura 4.10, en el diagrama (3,,¢) no se muestra ningin punto de retorno, por lo

“by

Figura 4.10: Grafica de ¢ con los valores a) m = 5.4, b) m = 27, ¢) m = 80, d) m = 135.

cual no se puede hablar de nunguna inestabilidad en esta configuraciéon. En este caso en
la grafica no hay asintota vertical alguna como en las graficas anteriores, que sea cota de
estabilidad.

En el ensamble candnico se hizo un andlisis del diagrama (8,,, —m), se encontré una ines-
tabilidad (habia un punto de retorno) en esta configuracion, con base a esto podemos decir
que la carga eléctrica actia en el agujero negro como un estabilizador del sistema, cam-

biando un modo inestable a uno mas estable.

4.2.4. Caso extremo

En las secciones anteriores se aplicé el método a la solucién en los diferentes ensambles,
para el caso extremo de la solucion también se aplicara el método pero unicamente en

el ensamble microcandnico. La aplicacion de método para el caso extremo, es decir para
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cuando el radio del horizonte de eventos es (2.19), cuyas variables termodindmicas son
{u'} = {m, q} y el conjunto de variables conjugadas correspondientes {3'} = {S, 3,}, al
cual le aplicamos el método.

recordemos que la gravedad superficial esta dada como

3¢%r? (—m Q2+ 12 (2¢% + 37r?) + ¢* + 24¢*r* — 57“4) +(¢* + 7“2)4

2r (g2 + r2)*

|7‘:7"e

K =

la temperatura esta dada como

3q%r? (—m 2+ 12 (2¢% + 37r?) + ¢* + 24¢*r* — 57"4) +(¢* + 7“2)4
T(m) = 47r (g% + 7’2)4 Ir=r.

08

LU

M

']'] -I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.00 005 010 15 0.20

Figura 4.11: Gréfica de la temperatura 17" con g = 25.m.

En la gréfica (4.11) podemos notar que el comportamiento de la temperatura 7' es muy
grande para masas pequenas y tiende a cero conforme a cero conforme la masa aumenta.
Notemos que su comportamiento es diferente al que se mostré en la gréfica (4.5), pues
en tal grafica la temperatura era pequena para masas pequenas y después alcanzaba un
maximo a partir de la cual comenzaba a disminuir, mientras que para esta grafica no se

tiene un maximo, es decir que para masas pequenas la temperatura diverge.
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Teniendo el valor de k recordemos que el valor del radio del horizonte en el caso extremo

es 1 = 25.1.58m, por lo tanto 3, estd dada como f,, = 1/T

5 = 4mr (¢ + r2)4
3q3r? (—m % + 12 (2¢% + 37r2) + ¢* + 24¢°r? — 57’4> + (g2 + r2)4
Bm = 530.021m (4.23)

|T:Te

En este caso 3, es una linea recta, por ello podemos decir que en el diagrama conjugado
no se mostrara ningin punto de retorno ni bifurcacion, el sistema es estable.
Si se hiciera una rotacién de los eje se encontraria que para el ensamble canénico no hay
ningun punto de retorno ni bifurcacién.

La ecuacion anterior es lineal, al graficar (3, no tiene punto de retorno ni asintétas ver-
ticales. Se puede ver que esto es posible ya que el sistema va disminuyendo su temperatura
para asi mantenerse estable.

A partir del campo eléctrico (2.16), se obtiene el potencial eléctrico;

3m 2 3m
=" —0.504315m°¢ | — + 4.24
2q I < (1.00344m2 + ¢*)*  ¢2(1.00344m? + q2)3> (4:24)

Dado que para el caso extremo m = 1.57729¢q, se obtiene que el potencial es constante.
Obteniendo asf el valor de 3, = —1319.431¢
También se tiene como en los casos anteriores que no hay punto de retorno ni asintotas
verticales que son las que nos determinan el cambio de estabilidad, en este caso la no
existencia de asintotas verticales nos determina que no existe una cota de estabilidad, es

decir el sistema es estable por completo.

4.3. Capacidad calorifica

En el capitulo 1 vimos que la capacidad calorifica en termodinamica se obtiene a través
de la ecuacién (1.11), la cual estd en términos de la férmula de Smarr. Para agujeros negros
estaticos con simetria esférica, y con una carga eléctrica, la capacidad calorifica se puede
obtener mediante el tensor de energia-momento
—2mri 21 5 47"3760(7"? 0

L+ 4r3 70 (rs) + 43750 (1)

C, = (4.25)
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donde la prima denota una derivada con respecto a r, esta expresion es valida para cualquier
solucion con carga eléctrica.

La inestabilidad que se encontrd en este ensamble ha de ser verificada en la gréfica de la
capacidad calorifica mostrando una divergencia.

Recordemos las expresiones que se encontraton para 7 y 76’0, las cuales deben ser evaluadas

en el horizonte de eventos.

3¢° (x/q2 + 72 (¢* + 24¢*r* — 5r*) — m (2¢* + 39¢*r* + 37r4))

70 =
' (g 4122

3¢2r (m (—60g* + 125¢%% + 185r%) + dy/@ + 2 (10¢* — 41¢%r2 + 5r4))

0 __
7= 4(g2 +r2)1?

La expresion para la capacidad calorifica esta dada como

272 (q2 + r2) (\/W (qS + 7¢5r% + 78¢*r* — 11¢%r5 + 7“8) — 3mg?r? (q2 + 7“2) (2q2 + 37T2)>

3mgPr? (@2 +12) (2q* + 99¢2r2 — 148r4) + /g2 + 12 (q10 + 2¢Br2 — 185¢5r* + 445¢476 — 40g2rS + 710)
(4.26)

Cq = |r:r+
En la figura (4.12) se muestra el comportamiento de la capacidad calorifica para diferentes
valores de carga ¢, en las graficas se muestra que hay una divergencia y un cambio de signo
en la capacidad; el valor en el cual ocurre la divergencia coincide con el mismo valor en el
cual se mostré que habia un punto de retorno en el ensamble canoénico, esto coincide con
la inestabilidad encontrada en esa configuracién del sistema, de modo que la capacidad
calorifica esta relacionada con las inestabilidades en el ensamble canénico. Esta solucién

tiene el mismo comportamieno en la capacidad como en el caso de la solucion Schwarzchild.
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Capitulo 5
Conclusiones

Al aplicar el método del punto de retorno se encontré que en el caso del agujero negro
de Reissner-Nordstrom en el ensamble microcanénico, el sistema es estable. En el diagrama
conjugado de cada una de las variables no se encontré algtin punto de retorno para decir
que haya un cambio de estabilidad en el sistema, es decir no se muestran inestabilidades

en esta configuracion.

En el caso de la solucién de Ayon-Beato y Garcia, el método se aplico al los diferentes
ensambles. En el ensamble microcandnico el sistema es estable termodindmicamente ha-
blando, pues no se encontré nungun punto de retorno ni alguna bifurcacién. En el diagrama
de (m, 5,,) no hay asintota que sea cota de estabilidad. Se puede ver también que el sistema
disminuye su temperatura para mantenerse estable; a diferencia de la solucién de R-N, esta
solucion permite valores negativos para la temperatura, pero se considerd que se encuentra
dentro del horizonte de eventos, por lo cual no son graficados. Ademés de que conforme se
aumenta la carga g la temperatura va disminuyendo.

Para el diagrama (g, 5,) conforme se aumenta el valor para la masa fijada, la asintota se
van desplazando, de manera que conforme se aumente el valor para m el sistema tiene
un mayor rango de estabilidad. El comportamiento del potencial eléctrico no cambia con
respecto al de R-N.

En el ensamble canénico, para el diagrama conjugado de (5,,, —m) se mostré que el sistema
es inestable, esto se debe a que hay un punto de retorno, conforme al método esto indica

que el sistema pasa de ser més estable a menos estable. Para valores mas grandes de ¢ la
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inestabilidad tarda mas en aparecer.

Para el diagrama (,,q) no se encontré ningin punto de retorno ni alguna bifurcacién,
como en el caso del diagrama (—m, 3,,) se puede decir que el sistema es inestable para
cualesquiera valores de ¢ y m en el ensamble gran canénico. Podemos considerar que la
carga eléctrica tiene una efecto sobre el sistema, en el cual hay un cambio de un modo

estable a uno mas estable en el sistema.

En este trabajo se uso la capacidad calorifica para determinar que la inestabilidad mostra-
da en el ensamble candnico y gran canénico se puede observar también en ésta. Las graficas
de la capadidad calorifica mostraron un cambio de signo y una divergencia. Los valores en
que ocurre el cambio de signo coincide con los valores donde se mostré la inestabilidad.

Comparando los resultados en el anélisis termodinamico que se hizo de ambas soluciones es
que, al introducir eletrodinamica no lineal para eliminar la singularidad el comportamiento
que encontrd en el agujero negro de Ayon-Beato y Garcia coincide con el que ya se tenia
para R-N, es decir que el efecto de eliminar la singularidad que se tiene en el agujero negro

de R-N no provoca ningtin cambio en su estabilidad termodinamica.
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