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Without mathematics one cannot fathom the depths of philosophy,
without philosophy one cannot fathom the depths of mathematics;
without the two, one cannot fathom anything.

(Bordas-Demoulins)

All our knowledge begins with the senses, proceeds
then to the understanding, and ends with reason.
There is nothing higher than reason.

(Kant)

Se puede tener por compafiera la fantasia,
pero se debe tener como guia a la razém.

(Dr. Johnson)



ABSTRACT

Starting from the definition of arithmetic model, i.e., a set with two operations
which validate each Peano’s axiom translated to the first order, this work aims
to show that besides the usual arithmetic (that of the natural numbers with
their usual addition and multiplication operations), there exist other sets en-
dowed with their own operations which are models to Peano’s axioms as well.
After proving the existence of them, we will delve in some aspects which are
inherent to all arithmetic models, and others that are exclusive to countable
ones. Also, the first chapter of preliminaries includes concepts and basic theo-
rems that are considered necessary to better understand the results presented
on this thesis.

RESUMEN

Este trabajo tiene por objetivo partir de la definicién de modelo aritmético,
esto es, un conjunto y un par de operaciones que validen a cada axiomas de
Peano traducido a primer orden y mostrar que, ademas de la aritmética usual
(el conjunto de los niimeros naturales junto a la suma y producto usuales), exis-
ten otros conjuntos, dotados de sus propias operaciones, que continian siendo
modelos para estos axiomas. Luego de mostrar su existencia, se ahondara en
algunos aspectos que son inherentes a todos los modelos aritméticos y otros
exclusivos de los numerables. El texto contiene también un primer capitulo de
preliminares a fin de exponer los conceptos y teoremas basicos, considerados
necesarios para el buen entendimiento de los resultados presentados en la tesis.
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Introduccion

La légica, como rama de la matematica, pretende modelar el razonamiento que se ocupa al hacer
y estudiar esta ciencia. Asi, puede pensarse que la logica es un intento por formalizar algunos de los
conceptos naturales utilizados en cualquiera de sus ramas, tales como la idea intuitiva de demostracion
y la nocién de verdadero, entre otras.

Es un hecho que el pensamiento humano es lo suficientemente amplio y desconocido como para abar-
carlo todo en una sola teoria cientifica, en particular, la forma de razonar es demasiado compleja para
sintetizarla en una unica logica, asi, dentro de esta rama aparecen numerosos y diversos tipos de logica
que se enfocan en algin aspecto particular del razonamiento. Uno de los més bésicos, y quiza el més
cercano a la forma sencilla de pensar en la matemadtica, es la 16gica de primer orden (o légica de predi-
cados) la cual abarca las nociones de variable, constante, cuantificador, igualdad, relacion, funcidn, etc.
La ventaja de utilizarla como eje de estudio es que gran parte de la matematica se puede trasladar a
esta légica y es, a su vez, no tan compleja como para obtener de ella una rica teoria llena de resultados
interesantes. Hay que mencionar la principal gracia (y desgracia) de estd 1égica; ocurre que este traslado
de la matematica dentro de la logica de predicados conlleva cierta pérdida de propiedades, esto debido
a su capacidad expresiva pues, si bien puede cuantificar sobre variables (por ejemplo, dentro de ella se
puede expresar la frase «para todo nimero par n mayor que 2 existen numeros primos p y ¢ tales que
n = p+ ¢») no puede hacer cuantificacién sobre conjuntos o funciones (por ejemplo, no puede reproducir
la frase «todo subconjunto no vacio y acotado de nimeros reales tiene un supremo»). Es por ello que, al
traducir este tipo de frases (como el principio de induccion en los axiomas de Peano, el cual se muestra
en el capitulo segundo), aparecen ciertas irregularidades que son el punto de partida para la existencia
de estructuras que seguiran haciendo vélidos ciertos axiomas (como los de Peano, por ejemplo) pero que
no son isomorfos al modelos usual (conocido también como modelos estdndar).

Es importante esclarecer un aspecto de la logica. No ocurre que la légica es una rama privilegiada
que carga sobre sus hombros a toda la matemaética y que de ella depende toda la veracidad de lo que se
realiza en las demas; sino que, como ya se ha mencionado, es solo una rama maés cuyo objetivo es modelar
(no fundamentar) el pensamiento humano que se ocupa dentro de la matematica. Es por ello que se basa
en otras teorias para poder presentar y dar sustento a sus resultados, la parte mas importante de esto es
la teorfa de conjuntos cldsica denotada por ZFC!. Es decir, definiciones importantes para el estudio de
la 16gica (tales como proposiciones o estructura) son en si elementos de ZFC, es decir, conjuntos. Es por
ello que la notacién utilizada y las nociones de conjunto, relacién y funcidn, entre otras, haréan referencia
a los conceptos dentro de la teorfa de conjuntos?.

1En si, ZFC es el conjunto de axiomas del cusl parte esta teoria, pero suele referirse a ella de esta manera. Estos axiomas
se presentan en el apéndice A.
2Se pueden consultar las definiciones, notaciones y resultados de ZFC usados a lo largo del texto en el apéndice A.
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XTIV INTRODUCCION

El objetivo particular de este escrito es lograr un material introductorio®, formal y a la vez suficien-
temente completo (un motivo méds para la anexién del primer capitulo) que hable sobre los aspectos
bésicos de la aritmética de Peano en logica de primer orden, ademés de ampliar este tema hacia aspectos
especificos como el orden (seccién 2.3) y la recursién (seccién 2.5) sin presentar demasiada notacién y
resultados que, si bien son importantes para continuar ampliando el estudio, son irrelevantes para lo que
esta tesis quiere abarcar. Este deseo nace, en parte, por observar que algunos textos importantes de légica
hacen poca mencién del tema (por ejemplo, [18] solo le dedica un par de pdginas) y otros, especificos del
tema, ahondan tanto que es complicado entender los teoremas importantes de manera sencilla pues su
demostracién necesita més teorfa de la que se pretende mostrar aqui (como en [12], en donde se realiza un
estudio profundo y exhaustivo del tema). Algunas demostraciones presentadas a lo largo del trabajo estdn
basadas en las consultadas de la bibliografia, aun asi muchas de ellas fueron modificadas o completadas
para adaptarse al contexto.

3Como en [17], un articulo introductorio del tema donde se mencionan algunos resultados importantes.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se presentan las nociones, definiciones, teoremas y demas conceptos basicos,
elementales y necesarios para el buen entendimiento del desarrollo y objetivo de este texto; por ende,
el motivo principal es mostrar un panorama general, amplio y didactico para poder empaparse con las
ideas fundamentales de este estudio, por esta razén se evitaran las partes técnicas y demas contenido que,
aunque importante, es irrelevante para lo que aqui se presenta. A fin de lograr esto, se omitirdn practi-
camente todas las demostraciones de los resultados que se enunciardn, y se presentaran varios ejemplos
que ayuden a una mejor comprensién de los conceptos poco conocidos (o quizd desconocidos) de la 16gica
matematica; ademds de tener numerosos pies de pagina que serviran para hacer algunas aclaraciones.

La idea que incité a la anexién de este capitulo es el hecho de que, a diferencia de otras ramas
matematicas como el cdlculo o el dlgebra, la légica no es una asignatura comun en la licenciatura de
matematicas y, por tanto, probablemente poco conocida entre la comunidad.

Las secciones y contenido de estos preliminares estdn fuertemente basados en [18, cap. 2 y cap. 3.
Otro texto donde se pueden consultarse estos temas es [15].

1.1. Légica proposicional

La légica proposicional, también llamada légica de orden cero, es lo que se puede llamar estudio cldsi-
co de la légica; se puede decir que en ella se representan algunas oraciones no ambiguas! (las llamadas
proposiciones) que luego se pueden unir a otras mediante conectivos para formar nuevas oraciones més
complejas. Por ejemplo, mediante el simbolo «p» se denota a la oracién «7 es un nimero trascendente», y
mediante el simbolo «g» a la oracién «hoy hay luna llena». Una manera de unir estas oraciones es mediante
el conectivo y, se formaria entonces la oraciéon «m es un numero trascendente y hoy hay luna llena», la
cual se representard por el simbolo «p A ¢». Otro ejemplo es formar con ellas una oracién condicional
como «si hoy hay luna llena, entonces 7 es un nimero trascendente», representada por «q — p». Ademds
de formar nuevas oraciones interesa el estudio de su veracidad; asi, se puede decir que p es verdadera y
que la veracidad de ¢ depende del dia en cuestion. Uno puede notar que la veracidad de las oraciones
complejas (por ejemplo p A ¢ y ¢ — p) dependen de la veracidad de las partes que las constituyen, esto
se verd formalmente reflejado més adelante.

Para formalizar estas ideas se procederd en dos niveles, primero se definird un lenguaje formal, esencial
para el estudio de la logica, para después especificar la manera de decidir cuando una proposicién es valida.

1Un ejemplo de oracién no vélida es: Yo miento.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.1.1. Sintactica

Definicién 1.1.1. El alfabeto de la ldgica proposicional consta de los siguientes simbolos.
1. Simbolos proposicionales (numerables): po, p1, p2, - .

1. Conectivos: N, V, —, <>, =, L.

. Simbolos auxiliares (, ).

Se ocupo un color de texto diferente para distinguir entre los simbolos que constituiran el lenguaje for-
mal de la logica y los simbolos que se ocupan en el lenguaje comin o informal, el meta-lenguaje, necesario
para la comunicacién humana. Esta diferencia, sutil y aparentemente innecesaria, es un aspecto impor-
tante para el entendimiento profundo del estudio. En ocasiones se usara esta distincién en el texto para
enfatizar su naturaleza formal, atin asi, se puede distinguir entre el lenguaje formal y el meta-lenguaje
de acuerdo al contexto.

Se daran algunas aclaraciones de la definicién anterior, primero, la cantidad de simbolos proposiciona-
les es, como se indica, numerable? y cada uno de ellos estd indizado con un niimero natural (se adoptara
la convencidén, como en ZFC, de que 0 es el primer niimero natural), los tinicos simbolos auxiliares son
paréntesis, ademas, los conectivos poseen nombres tradicionales:

e /\ - conjuncion.
e V - disyuncién.

e — - implicacién.

<> - doble implicacién.
e — - negacion.
e | - falso.

Al conectivo | y a los simbolos proposicionales (p;) se les llamard dtomos.

Se puede pensar que el alfabeto es el conjunto formado por todas las posibles «concatenaciones»
(finitas) de los simbolos introducidos en la definicién 1.1.1. M4s formalmente, si S es el conjunto de estos
sfmbolos (es decir, S = { (, ), A, V, =, <>, =, L, po, p1, ... }) entonces el alfabeto para la 16gica de
orden cero es el conjunto® Alphg = S<¥ en donde, en lugar de ocupar la notacién de sucesién finita
(es decir, la notacién para n—adas de elementos), solo se colocardn en ese orden los simbolos que la
conforman (por ejemplo, (py V —pg) en lugar de ((, po, \VV, =, po, ))). Ahora bien, este conjunto contiene
«palabras basura», en el sentido de que se desea que simbolos como el del ejemplo si sean parte del
lenguaje y simbolos como py)(po—V no lo sean (pues estos tltimos no representan oraciones mateméaticas
del meta-lenguaje). Por tal motivo se «depura» al conjunto Alphg definiendo al conjunto de proposiciones
(siguiente definicién) y se olvidan los demds simbolos del alfabeto. A fin de simplificar la comunicacién se
usaran letras griegas minusculas, tales como o, ¢ y 1, como meta-variables para elementos del lenguaje,
las cuales no son parte del mismo, sino simbolos del meta-lenguaje utilizados para hacer referencia a
elementos del lenguaje formal (asi por ejemplo, ¢ puede ser py — —pg o L1 1). Para este mismo fin se
dejara de usar, por ahora, un color diferente para los elementos del lenguaje formal.

2En teorfa de conjuntos, un conjunto es numerable si existe una funcién biyectiva de éste a N, es decir, «tiene tantos
elementos como niimeros naturales».
3La notacién X <“ se refiere al conjunto de todas las sucesiones finitas en X, es decir, X <% = Upen X™. Ver A3.7.



1.1. LOGICA PROPOSICIONAL 3

Definicién 1.1.2. El conjunto PROP, de proposiciones, es el conjunto X mds pequeno con las siguientes
propiedades.

I. p; € X para cada i =0,1,2,... y L € X.

II. Sip, ¢ € X entonces (p A1), (p V), (¢ =), (p <) € X.
1. Si e € X entonces (—p) € X.

La existencia de PROP se sigue de la existencia de Alphy puesto que éste lo contiene. A manera de
ejemplo, se mostrard que o1 = (pg A pg) — L es una proposicién, mientras que oo = ==L no lo es.

Por la parte uno de la definicién se tiene que pg, pg y L estdan en PROP; asi, por la parte dos, se
tiene que (pg A pg) también lo estd, luego, por el mismo motivo, o1 es una proposicién. En general, para
mostrar que una cierta cadena de simbolos del alfabeto es una proposicién (pertenece a PROP), basta
verificar si su construccion estd basada en la definicién 1.1.2.

Por otro lado, mostrar que o2 no esta en PROP lleva a otro tipo de argumento. Se actia por contra-
diccidn, es decir, se supone que =1 € PROP. Claim: X = PROP \ {—~—_L} cumple las condiciones de la
definicién 1.1.2, eso bastard para llegar a una contradiccién. Dado que p;, L € PROP entonces p;, L € X,
luego, es claro® que ==L no es de la forma (p[Jy) para algunos ¢ y 1 donde [J representa® a cualquiera
de los simbolos A, V, = 0 <>; por esta razon, el conjunto X cumple la condicién dos. De la misma manera
X satisface la tltima condicién puesto que ==L no es de la forma® (—¢p) para alguna ¢.

Se puede mostrar que las proposiciones poseen ciertas meta-propiedades, esto es, propiedades que son
enunciadas en el meta-lenguaje; por ejemplo, retomando que se pueden pensar como concatenaciones de
simbolos, una meta-propiedad es que son finitas y esto es aplicable sin necesidad de definir finito en el
lenguaje formal. El uso de estas propiedades es bastante 1til para la légica, ya que permite discernir
cualidades y caracteristicas de los objetos en este estudio. Si A es una meta-propiedad se ocupa el
simbolo A(y) para cuando ¢ posea la propiedad descrita por A. Para mostrar que todas las proposiciones
poseen cierta meta-propiedad se procede de «manera inductivas, es decir, se mostrard primero que los
atomos tienen la propiedad y luego se ocupara esto para mostrar que las mas complejas también poseen
la propiedad aprovechando el hecho de que estan formadas por atomos de acuerdo a las reglas de la
definicién 1.1.2. Esto se formaliza en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3. PRINCIPIO DE INDUCCION. Sea A una meta-propiedad, si ocurre que
e A(p;) para cadai=0,1,2,... y A(L),
o si A(p) y A(Y) entonces A(()), y
e si A(p) entonces A((—));

entonces A(p) se tiene para toda ¢ € PROP.

Demostracion. Sea X = {¢ € PROP : A(p)}, por las hipétesis del teorema se tiene que X satisface las
condiciones de la definicién 1.1.2, asi, PROP C X, es decir, A(y) se tiene para toda ¢ € PROP. O

Utilizando el principio de induccién se puede mostrar, por ejemplo, que cualquier proposicién tiene
un numero par de paréntesis. A fin de simplificar la notacién no se usaran paréntesis en el lenguaje, a
menos que sean necesarios para evitar ambigiiedad, utilizando la convenciéon de que A y V tienen mayor

4Es claro si se recuerda que éstos simbolos se pueden tratar como sucesiones finitas.
5El simbolo O funge como una meta-variable para algunos conectivos del lenguaje.
6Es importante el uso de los paréntesis, ya que =L es diferente a (=(—.1)), este tltimo sf es un elemento de PROP.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

jerarquia que — y > (de manera similar al uso de paréntesis con los simbolos + y ), y que — es més
fuerte que los deméds. Por ejemplo, en lugar de ocupar la proposicién ((¢ A (—1))) — L) se ocupard el
sfmbolo p A= — L, y en lugar de (o — (¢ V (¥ — 7))) se ocupard ¢ — ¢V (1p — o). Las abreviaciones
no son, en un sentido estricto, proposiciones.

1.1.2. Semantica

Como se mencioné al principio de este capitulo, interesa tener una forma de decidir cudndo una
proposicién es verdadera y, como se observd, ésta debe depender de las partes atémicas que la forman.
La semdntica es la parte de la légica que se encarga de interpretar las proposiciones, a diferencia de la
sintdctica donde importa la buena formacion de éstas sin preocuparse por su significado. En esta seccion
se estudiard entonces la semantica de la légica de predicados. Para comenzar se utilizard la idea de las
llamadas tablas de verdad.

Retomando el ejemplo en el primer parrafo del capitulo, se consideran las oraciones representadas por
py q; ademas, se adopta la tradicional notacién de usar 1 y 0 en lugar de verdadero y falso respectiva-
mente. A continuacién, se muestra la tabla de verdad de algunas oraciones formadas a partir de estas
proposiciones.

plall-p|pAg|pValp—=q|psq|~(pA-g) —=p| (-pVeg = (PA-P) —q)
ojo[ 1] o 0 1 1 0 1
ol1] 1] o 1 1 0 0 1
1{of o] o 1 0 0 1 0
110l 1 1 1 1 1 1

Cuadro 1.1: Ejemplo de una tabla de verdad.

Entonces, se puede interpretar la cuarta columna como «7 es un nimero trascendente y hoy hay luna
llena» y asi las demads, siendo las ultimas dos m&s complicadas, por ejemplo, la peniltima seria «si 7
no es un numero trascendente y hoy no hay luna llena, entonces 7 es un nimero trascendente». Como
se observa, la veracidad de cada una de éstas depende del valor que tenga cada atomo y se nota que la
asignacion de valores es acorde a lo que se espera, asi, la inica manera de que una conjuncién sea verdad
es que ambas partes los sean, una disyuncion es verdad si al menos una de las partes lo es, una implicacién
es falsa solo cuando el antecedente es verdadero y la conclusion falsa, etc. Estas ideas intuitivas se definen
formalmente mediante las llamadas valuaciones.

Definicién 1.1.4. Una funcion v : PROP — {0,1} es una valuacién si cumple lo siguiente.

. v
. v
V. v
V. v(=p) =1 —v(p).

VI. v
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Dada esta definicién, si una valuacién estd dada solo en los 4tomos entonces es posible extenderla, de
manera tnica, a todas las proposiciones”. Dada una valuacién v, se ocupara la notacién [¢], en lugar de
v(p). Ademés, se dird que ¢ es verdadera (resp. falsa) bajo v si [¢], = 1 (resp. [¢], = 0). Ahora se definen
dos importantes conceptos, el primero, que se llamara tautologia, es la propiedad de una proposicién de
ser verdadera bajo cualquier valuacién, se puede decir que es siempre verdadera; la otra es una manera
de relacionar conjuntos de proposiciones con proposiciones.

Definicién 1.1.5. Sea ¢ una proposicion y I' un conjunto de proposiciones.
I.  es una tautologia (denotado por F ¢) si[¢], =1 para toda valuacién v.

II. ¢ es una consecuencia semdntica de I' (denotado por T E @) si para toda valuacion v se cumple que,
si [¢]o = 1 para todo i € T, entonces [¢], = 1.

En palabras, I' F ¢ se tiene si y solo si ¢ es verdadera bajo todas aquellas valuaciones que hacen
verdaderas todas las proposiciones de I'. La notacién I' ¥ ¢ hara referencia a que I' F ¢ no es el caso, es
decir, ¢ no es consecuencia seméntica de I', lo que significa que existe una valuacién v tal que [¢], = 1
para todo ¢ € Ty [¢], = 0.

Algunos ejemplos de tautologias y consecuencias semanticas:
e Fp—yp

s FpViYy &YV

° {p P} Fony

o {pp—YlFY

El primero de ellos se puede interpretar en el meta-lenguaje como «siempre es cierto que una propo-
sicién se implica a ella misma» o el Ultimo como «siempre que las proposiciones ¢ y ¢ — 1 sean ciertas,
entonces 1 es ciertar. Ahora se definird otro artilugio muy usual en la matemédtica y es el sustituir pro-
posiciones por dtomos dentro de una proposicién; esta definicién, como aquellas que establecen algo para
todas las proposiciones, se hace por recursion.

Definicién 1.1.6. Sean @, 1, 1, w2 proposiciones y p; un dtomo.

p, Sip esun dtomo y p # P;
L @lv/pi] = { b, sip=pi.

1. (p102)[¥/pi] = e1[v/pi] O w2/ pi]
L. (=) /pi] = =plp/pi]

Se dird que las proposiciones ¢, son equivalentes si F ¢ <> 1. El siguiente teorema establece una
propiedad en las sustituciones con relacién a las proposiciones equivalentes; el cual, interpretado, dice que
se pueden reemplazar partes de una proposicién por partes equivalentes. Su demostracién se encuentra
en [18, pag. 19].

Teorema 1.1.7. TEOREMA DE SUSTITUCION. Sean v, 1, @2 proposiciones y p un dtomo, si se tiene que
E @1 <> w2 entonces E ¥[p1/p] < ¥]p2/p]

"El sustento de este hecho, y de otros posteriores, es el llamado teorema de definicién por recursién, el cual es un resultado
técnico que puede consultarse junto con su demostracién en [18, pdg. 10].
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El teorema de sustitucion, aunque poderoso, estd limitado a realizar sustituciones sobre los dtomos;
a veces, interesard realizar sustituciones sobre proposiciones mas complejas. Por ejemplo, se sabe por un
teorema anterior que ¢ V 1) es equivalente a ¢ V ¢, ahora, en o — (¢ V 9) se quiere realizar la respectiva
sustituciéon y obtener el mismo valor de verdad; como ¢ V 1 no es un atomo el teorema anterior no
procede, sin embargo, el resultado se puede extender a uno més general que involucra el caso citado (para
hacerlo se necesita, claramente, una nueva definicién de sustitucién) cuya demostracién es anéloga a la
del anterior. El teorema resultante se enuncia de igual manera salvo la restriccién de los atomos, ain asi,
es demasiado técnico para los propdsitos de esta secciéon. En adelante, cuando se mencione el teorema de
sustitucion se hara uso de la version general.

Una manera eficaz, aunque no siempre conveniente, para mostrar que alguna proposiciéon es una
tautologia es utilizar las tablas de verdad; en este caso, la condiciéon de que en la correspondiente columna
haya tnicamente simbolos de verdad (unos) es necesaria y suficiente para que ésta sea una tautologfa.
El fundamento de esto se basa en que, dada la definicién, el valor de verdad de una proposicién depende
solamente de las partes que la constituyen.

Teorema 1.1.8. Sean p, v, 0 proposiciones, las siquientes son tautologias.
e Asociatividad:
(P AY) Ao < @AW A)
(pVY)Va < oV (Vo)
Conmutatividad:
AN e AN
VY & YV
Distribucion:
AW Vo) & (pAY)V(pAo
eV NAo) & (pVY)A(pVo
Leyes de De Morgan:
(P AY) & mpV oy
~(eVY) & A

Ley de doble negacion:

~— —

—\—\gp<—)sp

A manera de ejemplo, se demostrard una de éstas utilizando el método de las tablas de verdad.

el || W eAY | 2(@AY) | 2V )| (e AY) & —p VY
0jo| 1|1 0 1 1 1
o110 0 1 1 1
10|01 0 1 1 1
11010 1 0 0 1

Cuadro 1.2: Ejemplo de una demostracion utilizando tablas de verdad.

El siguiente teorema muestra algunas proposiciones equivalentes, con las cuales se pueden «definir»
todos los demds conectivos l6gicos en términos de solo dos, ya sea de {V,—}, de {—, -}, de {A, =} o de
{—=. L}
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Teorema 1.1.9. Sean @, proposiciones, se cumple lo siguiente.
a) E(pov) & (p=¢) AW — o)

b) Flp—=v) < (mpVY)

¢) FeVy < (e =)

d) FoVvi < (oA )

e) FoAY & =(mpV )

f)E-p < (p—=1)

g9)FL & pA-p

Como se mencioné anteriormente, las tablas de verdad pueden ser una tutil ayuda para determinar si
una proposicion es o no una tautologia, sin embargo, como se puede observar, este procedimiento tiene la
desventaja de ser amplio en proposiciones complejas (por ejemplo, para (1 Aps — (mV o))V (p1 Vs —
1) <> =0V o3V 1 se necesita una tabla con 2° renglones, lo cual desemboca en un problema computacio-
nal). Luego, se puede actuar por otro tipo de demostracién usando calculos algebraicos, esto es, utilizar
los anteriores teoremas (cuya demostracién se pude hacer sin problema utilizando tablas de verdad) para
establecer una cadena de equivalencias hasta obtener el resultado. La siguiente es una prueba utilizando
este método. Por conveniencia, solo en este ejemplo, se escribird ¢ ~ ¥ en lugar de F ¢ <> 1.

Ejemplo 1.1.10. Se cumple que E (¢ = (Y = 0)) « (p A = 0)

Demostracion. Se tiene la siguiente cadena de equivalencias.

o= W —=o)=-pV (W= o) [Teorema anterior]
V(W —=0o)=-pV (Vo) [Mismo teorema y sustitucion]
V(- Vo)x(-pV-1Y)Veo [Teorema anterior, sustitucién y asociatividad]
(mpV-Y)Vor-(pANY)Vao [Asociatividad, leyes de De Morgan y sustitucion)]
“(pAY)Vox (oA = 0) [Teorema anterior, leyes de De Morgan y sustitucién]

Por lo tanto, E ~(p AY) Vo < (gAY = o). O

Existe una buena cantidad de resultados semanticos muy interesantes que son de ayuda para empatar
a la logica con otros estudios de la matemadtica, sin embargo, estan fuera de los propdsitos de estos
preliminares. Si se desea, se pueden consultar en [18, pag. 20-27].

1.1.3. Deduccién natural

Hasta este momento se ha visto a la 16gica desde el punto de vista semantico, donde la nocién principal
es la de verdad. Sin embargo ésta no es la Unica manera de tratarla, si se piensa en la logica como una
representaciéon simbdlica del razonamiento humano, principalmente el matematico, entonces uno puede
preguntarse sobre un método de inferencia o derivacién® que no utilize la nocién de verdad.

Por tal motivo, en esta subseccion se mostrarda un enfoque no seméntico de la légica creando un con-
junto de reglas que permitan concluir proposiciones a partir de otras dadas (llamadas premisas). Estas
reglas, en su forma actual, fueron propuestas por G. Gentzen en la primera mitad del siglo XX (en [6]

8En este contexto, inferir es la accién de formular conclusiones a partir de premisas mediante reglas. Es la formalizacién
de la nocién matematica de demostrar.
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y [7]) y representan la manera intuitiva que se ocupa para derivar conclusiones; por ejemplo se puede
pensar en el siguiente escenario: la experiencia ha ensenado, y los hechos lo confirman, que siempre que
cae una tormenta el cielo estd nublado, esto se puede concentrar en la frase «si hay tormenta, entonces el
cielo esta nublado», ahora, en un tipico dia de agosto en el cual hay tormenta se tienen dos premisas: «si
hay tormenta, entonces el cielo estd nublado» y «hay tormenta», asi nuestro sistema natural de razona-
miento concluye que «el cielo est4 nublado»”. Un ejemplo més ahora en el contexto de la matemética: un
teorema del cdlculo afirma que toda funcién derivable es continua, esto es, «si una funcién f es derivable,
entonces f es continua», ahora, es sabido que toda funcién polinomial es derivable, incluso se tiene una
férmula para encontrar dicha derivada, asi «si f es un polinomio, entonces f es derivable», por ultimo,
2'® 4922 — 2 es un polinomio; entonces, usando modus ponens se tiene que '8 + 922 — 2 es derivable y,
ocupando la misma regla, se concluye que z'® + 922 — 2 es una funcién continua.

Otra regla natural de inferencia es la conocida como demostracion por casos. Se ilustrard esta regla
mediante un ejemplo; primero se parte de una disyuncién «todo primo p mayor o igual que 5 es congruente
a 1 o a2 moédulo 3», se procede a suponer uno de los casos y se llega a una cierta conclusién «supongamos
que p es congruente con 1 médulo 3, entonces - - - y asf p? es congruente a 1 médulo 3», luego se parte del
otro caso y se llega a misma conclusién «supongamos ahora que p es congruente con 2 médulo 3, entonces
...y por lo tanto p? es congruente a 1 médulo 3», al final, se concluye con lo inferido en ambos casos
«de todo lo anterior se sigue que p? es congruente a 1 médulo 3». De este ejemplo también se extrae algo
muy importante en las demostraciones que es el hecho de suponer temporalmente algunas proposiciones,
asi, en cierto punto se supuso que «p es congruente a 1 médulo 3» y en otra parte que «p es congruente
a 2 moédulo 3», sin embargo, estas hipétesis no aparecen en la conclusién final, a este tipo de hipdtesis se
les llamara hipdtesis cancelables. Estos nuevos términos se explicardan con detalle mas adelante mediante
algunos ejemplos.

Asi, la deduccién natural no es mas que una manera formal y abstracta de representar, mediante
reglas, el razonamiento natural que se ocupa para hacer demostraciones. A pesar de que este estudio se
abstiene de interpretaciones, puesto que las proposiciones aqui carecen de significado alguno, es recomen-
dable intentar empatar las siguientes definiciones y resultados con lo que se estudian en una licenciatura
de matemadtica o, incluso, en la interaccién cotidiana.

Las derivaciones se formaran de pequenos pasos consecutivos, que de hecho son las reglas que a
continuacién se estableceran, las cuales tienen una forma muy simple; a manera de ejemplo se muestra
la regla del modus ponens:

P =Y
¥

Las proposiciones por arriba de la linea horizontal se conocen como premisas, la que estd debajo
como conclusion. Se observa que el modus ponens es una regla que «elimina» el conectivo implicacién, sin
embargo, también se pueden introducir conectivos. A continuacion las reglas.

Reglas de conjuncién.

AP

(B

9A esta regla natural de hacer inferencia se le conoce como modus ponens.
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Reglas de disyuncién.

®»
T (vI)

VY (V1)

Reglas de implicacion.
(]

Y

CETAME

Reglas de doble implicacién.

— (&
Py
Reglas de negacion.

[¢]

L
= (=0

Reglas del falso.

1
<+

o] (4]
eV U& o (v E)
® w@—w (> E)

¥ © <P (& E)

Y soﬁzb(HE)

(=]

1
5 (RAA)

La etiqueta que se coloca a la derecha de las reglas codifica su nombre, por ejemplo «(A I)» representa
«(introduccién de la conjuncién)» y «(—= E)» a «(eliminacién de la negacién)». Los puntos suspensivos
significan que puede haber una derivacién entre la proposicién de arriba y la de abajo.

Antes de continuar, se daran ejemplos de cémo poder interpretar estas reglas y observaciones sobre
éstas. En palabras, la regla de introduccién de la conjuncién dice que de las proposiciones ¢ y ¢ se
puede concluir'® que ¢ A 1; en la regla de introduccién de la implicacién la primera premisa estd entre
corchetes, lo que significa que es una hipdtesis cancelable, es decir que no cuenta como hipétesis para la
conclusién sin importar las veces que se haya usado para la inferencia, lo cual resulta claro si se interpreta
lo que quiere decir esta regla: si de ¢ se puede concluir v, entonces de todo ello se concluye que ¢ —

10Recordando la diferencia entre el lenguaje y el meta-lenguaje: es diferente «@ y 1» a «@ A i)».
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y 1o es necesario mantener a ¢ como hipétesis!!. De manera similar se interpretan las demds reglas de
introduccién y eliminacién. La primer regla del falso, por ejemplo, se puede interpretar como el principio
de explosion (ex falso quodlibet, «de lo falso se sigue cualquier cosa») y la segunda como el tradicional
principio de demostracién por contradiccién (Reductio ad absurdum), la cual se entiende como «si de la
negacién de ¢ se llega a lo falso (una contradiccién), entonces se concluye a @».

Para adquirir practica con estd nueva técnica y para mostrar las notaciones que se usaran en ella, a
continuacién se muestran ejemplos de como estas reglas se usan para formar derivaciones.

Ejemplos 1 y 2.

1
A N Pk NE 2 % S
i P L
e A =51
T
oAb grg 0 o

Estos ejemplos muestran que, sin ninguna hipétesis, se puede inferir a o A = P Ay a p — -,
Aqui los super-indices en las hipétesis cancelables se corresponden con los sub-indices de las reglas que
indican cual de ellas es la que las estan cancelando. Ahora, ejemplos un poco més elaborados.

Ejemplo 3.
[p A ]!
[p A )t B v MNE oo (o) -
P P — 0o
= E
I
pANY — 0o L
(=W —0) = (A= 0)
Ejemplo 4.
(o]
ov-p V1 SV -p)?
1 — B
7_‘ Il
VI 2
oV g [~(e V)] -
J_ -/
PV RAM

Como se muestra en el teorema 1.1.9 todo el lenguaje se puede formular a partir de unos cuantos
conectivos, esto es de mucha ayuda dentro de la deduccién natural pues ocurre que algunas de las reglas
de inferencia son «abreviaciones» de unas pocas y asi la demostracién de los resultados que involucren
derivaciones son mucho menos extensas, pues solo hay que argumentar para un nimero reducido de casos.
Como en estos preliminares se omiten la mayoria de las demostraciones, esta restriccién del lenguaje no

11Se puede pensar en el teorema del cdlculo que se mencioné anteriormente. Para mostrar que una funcién diferenciable
es continua (¢ — 1) se comienza suponiendo que f es diferenciable () y de ello se deduce que es continua (¢), al final
el teorema no se enuncia: «si f es diferenciable, entonces si f es diferenciable entonces es continua», sino que se elimina la
primera hipétesis ([¢]) quedando solamente lo deseado (¢ — ).
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es necesaria, ademas, al ocupar su totalidad se puede apreciar més la manera en que se esté abstrayendo
la forma de demostrar en la matematica.

Retomando las observaciones sobre las reglas, una aclaraciéon sobre las siguientes.

] [~
1 1

Aunque en el meta-lenguaje éstas sean consideradas iguales, ya que ambas se pueden interpretar como
demostraciones por contradiccién (pues la primera se puede entender como: si de suponer ¢ se concluye lo
falso, es porque ¢ no es el caso, por lo tanto, se concluye a —), lo cierto es que en principio son diferentes,
ya que en la segunda se estd utilizando el principio de contradiccién y no la regla de introduccion de la
negacion; si se aplica esta ultima a la derivacién se concluiria ——¢ en lugar de ¢ y aunque estos sean
intuitivamente equivalentes no es claro que lo sean en este sentido.

Antes de llegar a la definicién principal, se hard mencion de la notacién que se ocupara. El simbolo
representard una derivacién con conclusién ¢ (D puede ser vacia, es decir, la derivacién solo consta
de la proposicién ¢), se ocupard < para hacer énfasis en que 9 es una hipétesis (no cancelable). Si

2
D

es una derivacion, entonces ¥ es una derivacién que se obtiene de la primera aplicando una regla

(0
/
de inferencia a ; similarmente, si g y D/
4

p I

son derivaciones, entonces ¢ ¢’ es una derivacién

que se obtiene de las anteriores aplicando alguna regla de inferencia a ¢ y ¢’ (existe el caso de hacer
inferencia ocupando tres premisas, esto es Uinicamente cuando se ocupa la regla de eliminacién de la dis-
yuncién, en cuyo caso la notacién es similar). Como se menciond, la cancelacién de hipétesis se indicard

con corchetes, esto es, si p es una derivacién con hipdtesis v, entonces D ¢s una derivacién con 9
© i
o

cancelada mediante la aplicacion de una regla.

Definicién 1.1.11. El conjunto de derivaciones es el conjunto X mds pequeno tal que:

L (¥)
¥ € X para cada 1) € PROP.

1. (A)
, p D
Si Z, ’Z € X entonces ¢ P e X.
eAY
D D b
Si o A € X entonces oAy , AP €X.

® G
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L. (V)
Si
Si
. (=)
Si
Si
V. (&)
Si
Si
VL. ()
Si
Si
vil. (L)
Si
Si
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D D D
o € X entonces P , |4 e X.
eVY YV
o W
D , D, pr €X entonces D 2 D" cX.
eV . oV o o
o
ol
0 %
D € X entonces ¥ e X.
) v
=Y
/ D 24
ZZ , <p2—)>1/J € X entonces ¢ =1 €X.
(U
e Y [g [v]
D , p € X entonces D' cXx.
v v e
Y
D 'D/ D//
D D/ D/I D
) , € X entonces ¢ oY, 9 peyp €X.
¥ ~ - r '’ ¥ ¥''¥v
(U Y1 o >
%) [90}
D € X entonces D €X.
1 L
"2
D D’
D s D' € X entonces ¢ w e X.
' "2 -1
D D
B € X entonces 1L € X.
¥
—|<p [_‘90]
D € X entonces D €X.
L L
%)

Se puede mostrar que el conjunto de derivaciones existe de manera andloga a la utilizada para mostrar
la existencia de PROP. A los elementos de X se les llamara derivaciones, la ultima proposicién en una
derivacién se llama conclusion. Puesto que las derivaciones tienen una definicién recursiva se pueden
trasladar los resultados de la subseccion 1.1.1, en particular el principio de induccién. La anterior definicién
no es mas que la formalizacién dentro del estudio de la légica de todo lo anterior mencionado en esta
subseccion, es decir, a la manera que se utiliza para demostrar resultados en la matematica.
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Definicién 1.1.12. Sea I" un subconjunto de PROP y ¢ una proposicion. La relacion T' - ¢ se tiene si
existe una derivacion cuya conclusion es ¢ y todas las hipdtesis no canceladas son elementos del conjunto
T. SiTF ¢ es el caso, se dird que ¢ es derivable (demostrable) de T.

Se nota que, por definicién, si I' - ¢ entonces I" puede tener elementos innecesarios, esto es, no todos
los elementos de I' tienen que ser hipotesis de la derivacién. Otra observacién importante es que toda
derivacién tiene finitas hipdtesis.

Definicién 1.1.13. SiT'+ ¢ y T' = () entonces se ocupard la notacion & ¢ y se dird que ¢ es un teorema.

La definicién de teoremal? se interpreta como una proposicién que puede ser demostrada (en el sentido

formal que se acaba de definir) sin necesidad de hipdtesis alguna. Para terminar esta seccién, se dardn
ejemplos de teoremas y proposiciones derivables.

Lema 1.1.14. Sean I' un conjunto de proposiciones y @,, o proposiciones. Se cumple lo siguiente.

a) SiTU{p}F, entoncesT'F o — 9.

b) SiTHe yI"F o — 1, entonces TUTY F 4.

c¢) TU{p,~p} F L.

d) SiTU{p}F L, entonces T F —gp.

e) SiTF L, entonces T' F ¢ para cualquier ¢ € PROP.
flre = (=9

9) Fe—= (e =)

h) Fp=9) & (¢ = )

A la parte a) del lema se le conoce como el meta-teorema de deduccion, y éste afirma que para
demostrar que una implicacion se deriva de un conjunto de oraciones I', basta con suponer al antecedente
como hipétesis adicional para probar al consecuente!®. En principio demostrar el lema anterior, y en
general mostrar que I' = ¢ para casos particulares, es una ardua tarea ya que, por el momento, se
necesita exhibir una derivacién cuya conclusién sea ¢ y las hipétesis no cancelables sean elementos de T'.
Procediendo asi, se mostrard la parte h), las demés son demostraciones similares.

A A et L
b - [~e)]? []* —p -
R - RAA
—|’LZ) R — 12 o= 1/} — 14

Se puede, si asi se quiere, omitir las etiquetas izquierdas en cada paso de la derivacién y los super-
indices en las hipotesis para obtener una forma maés presentable, el precio a pagar es que se pierde
informacién directa sobre la misma, pero uno puede prescindir de esto si posee cierta experiencia con
derivaciones. A continuacién, se muestra la anterior omitiendo las etiquetas.

12Una vez més, una aclaracién sobre el lenguaje y el meta-lenguaje. Aqui la palabra teorema tiene un significado preciso
dentro del estudio y, formalmente, carece de interpretaciéon alguna; un teorema en el meta-lenguaje es lo que comtinmente
se entiende por ello en la comunidad matematica.

13Esto tdltimo es lo que se realiza en la matemética siempre que se quiere mostrar una implicacién.



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

] [ — ] [—¢] (¢ — —¢]
Y [-y] 1o ~@
1 L
e v
) — - =Y

1.1.4. Completitud

Hasta este momento se han estudiado dos importantes relaciones entre proposiciones, la nocién de
verdad (consecuencia seméntica) y la nocién de demostrable (derivacién); éstas, formalmente, son muy
diferentes, sin embargo no es complicado (aunque si un tanto laborioso) demostrar lo siguiente.

Lema 1.1.15. LEMA DE SUFICIENCIA. S ' ¢, entonces I' F ¢

Para mostrar este lema es suficiente, por definicién de T' - ¢, mostrar que para toda derivacién D con
conclusién ¢ e hipétesis en I se tiene que I' F ¢, lo cual se realiza por induccién sobre las derivaciones!?.
Este lema tiene una consecuencia importante, provee una manera alternativa de mostrar que una proposi-
cién no es un teorema, basta mostrar que no es una tautologia, es decir, en lugar de mostrar que no existe
ninguna derivacion sin hipétesis con conclusién ¢ solo hay que encontrar una valuacién que haga falsa a

©. A manera de ejemplo, se ocupard este método para mostrar que ni L ni (¢ — 1) — A1) son teoremas.

Ejemplo 1.1.16. Se cumple que:
a) ¥ L
b) ¥ (=) = oA

Demostracion. Mostrar que | no es un teorema es muy sencillo ya que, por definicién, para cualquier
valuacién v se tiene que [L], = 0, es decir, L no es una tautologfa, luego, no es un teorema. El otro
ejemplo no es, estrictamente hablando, una proposicién, si no un esquema de proposiciones'®, por lo que
basta demostrar que una instancia'® de éste no es una tautologia; sea entonces ¢ = L y 1) = py, entonces
la proposicién (L — pg) — L A pp no es una tautologia, ya que bajo la valuacién cero ([p;], = 0 para
todo dtomo p;) su valor de verdad es cero; por lo tanto ¥ (¢ — ¥) — @ A 1. O

Se puede esperar que, mas que una condicién suficiente, el lema 1.1.15 sea también una condicién
necesaria. Para mostrar ello, se requiere una serie de nuevas definiciones y lemas previos.

Definicién 1.1.17. Un conjunto I' de proposiciones es consistente si I' ¥ L. Un conjunto I de proposi-
ctones es inconsistente si no es consistente.

Lema 1.1.18. Sea I un conjunto de proposiciones, las siguientes condiciones son equivalentes.
o I' es consistente.
e Para ningin ¢, U'F @ y I'F —ep.

e FExiste una proposicion ¢ tal que T' ¥ .

1, prueba de los lemas y del teorema de completitud en esta subseccién se encuentran en [18, cap. 2.5].
15Una abreviacién dentro del meta-lenguaje para referirse a un conjunto de proposiciones.
16Deberfa nombrarse meta-instancia ya que més adelante se ocupa la palabra instancia dentro del lenguaje formal.
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Su prueba se sigue directamente de las propiedades de la derivacion. La segunda condicién del lema
dice que un conjunto consistente no puede demostrar algo y su negacién a la vez, y la tercera afirma que
un conjunto consistente no puede demostrarlo todo. El siguiente lema muestra una condicién suficiente
para que I' sea consistente.

Lema 1.1.19. Si existe una valuacion v tal que [], = 1 para cada ip € T, entonces T' es consistente.

Ahora se define un tipo especial de conjuntos consistentes, que son los mds grandes en el sentido de
la contencion, esto es, los maximales.

Definicién 1.1.20. Un conjunto I' es maximalmente consistente si cumple las siguientes condiciones.
I. I' es consistente.
1. SiT CI' y IV es consistente, entonces I' =T".

O de manera equivalente, I' es maximalmente consistente si y solo si es consistente y para cada
I C PROP tal que I' C T se cumple que I' es inconsistente. Un ejemplo de un conjunto maximalmente
consistente es, como se muestra en la proposicién C.0.23, I, = {¢ € PROP | [¢], = 1} para alguna
valuacion v fija.

Lema 1.1.21. Cualquier conjunto consistente I' estd contenido en uno maximalmente consistente T'*.

El lema anterior es importante puesto que se tiene una variedad de resultados interesantes para
conjuntos maximalmente consistentes.

Lema 1.1.22. Si ' es mazimalmente consistente, entonces I' es cerrado bajo derivabilidad, es decir, si
I' - ¢ entonces ¢ € T'.

Lema 1.1.23. SiT' es consistente, entonces existe una valuacion v tal que [], = 1 para cada ¢ € T.
Teorema 1.1.24. DE COMPLETITUD. I' ¢ si y solo si I' F ¢

Para terminar con esta seccion, se daran algunas definiciones méas que se pueden formular con todo lo
que se ha visto hasta ahora y corresponden a la idea intuitiva que se tiene de ellas. Se dice que un conjunto
I' es completo si para cada proposicién ¢ ocurre que I' - ¢ o I' b = (para cualquier proposicién ¢, el
conjunto I' puede demostrar ¢ o su negacién). Se dice que ¢ es independiente de I'si ' ¥ ¢ y I' ¥ =
(de T no se puede demostrar ni ella ni su negacién). Un conjunto I" es independiente si para toda ¢ € T’
ocurre que I'\ {p} ¥ ¢ (cada elemento de ¢ es independiente de los demads).

Estas propiedades (consistencia, independencia y completitud) fueron estudiadas por D. Hilbert y,
a la vez, fundamentales para el desarrollo del llamado Programa de Hilbert (ver [11], principalmente la
seccién titulada El pensamiento axiomdtico). Hasta el siglo XX se tenia la idea de que el conjunto de
axiomas de las ramas matemdticas (que se puede pensar como un conjunto de proposiciones) deberia
poseer dichas propiedades, es decir, no tenian que producir contradicciones, tenia que ser independiente
entre si'” y ser capaz de demostrar cualquier enunciado de la teorfa o su negacién. A partir del programa
de Hilbert se comienzan a estudiar con mas formalidad buscando una prueba rigurosa de este deseo, sin
embargo, los teoremas de Godel, de alguna manera, lo destruyen (ver Hilbert y los fundamentos de las
matemdticas de Carlos Torres Alcaraz en [11]).

17E] ejemplo més antiguo e ilustrativo de este hecho es el quinto postulado de Euclides.
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1.2. Logica de predicados

En la seccién anterior se mostré el alcance (seméntico y de inferencia) que tiene la 16gica de orden
cero la cual, retomando, abstrae la idea de formar enunciados complejos (mediante conectivos) partiendo
de las unidades llamadas dtomos. Sin embargo, es demasiado general y abstracta como para expresar la
forma de razonar en la ciencia mateméatica. Para entender esto se dara un ejemplo. En teoria de ntimeros
se puede formular la oracién «todo niimero primo mayor que 2 es impar», ademés se sabe que «19 es un
nimero primo mayor que 2», de lo que se concluye que «19 es impar»; en la légica proposicional esto
se representa con, por ejemplo, ps A p15 — psg v aunque se acepta que el ejemplo es verdadero no existe
ninguna razén para concluir que ps A p15 — ps lo sea. El motivo de esto es que la légica de orden cero
no es lo bastante expresiva como para abarcar la nocién de, por ejemplo, el para todo. Es por ello que
se desea enriquecer a la logica agregando nuevos elementos, uno de ellos debe ser aquel que permita
interpretarse como el cuantificador universal en el mundo de discurso, asi, se desea poder tener una
manera de representar oraciones tales como «todo nimero par es igual a la suma de dos nimeros primos
impares»; ademas, se desea introducir la nociéon dual, conocida como el cuantificador existencial, para
poder trabajar con, por ejemplo, «existe un nimero real tal que su cuadrado es igual a 2».

El ejemplo del péarrafo anterior también muestra una deficiencia crucial en la légica proposicional
que es el no poder representar, de una manera conveniente, las propiedades y relaciones que poseen
los objetos de estudio. Por ejemplo, la oraciéon «19 es un nimero primo» se puede representar con el
atomo ps, sin embargo, se pierde mucha informacién; otro ejemplo es la oraciéon «19 es mayor que 2»
que, de nuevo, es pobre en su representacion por un atomo. Entonces, se desea ampliar la légica con la
nocién de relacién en el sentido de la teorfa de conjuntos'®. Se desea también poder abarcar la idea de
funcién, por ejemplo a + : N x N — N conocida como la suma de los naturales'?. Més atn, queda el
hecho de poder usar variables en nuestro nuevo lenguaje que, puesto que antes no se podian formular ora-
ciones como «z+4 < 0», en donde el stmbolo z representa a un (unos o ningtin) objeto dentro del estudio.

Sabiendo la idea principal de la logica de primer orden, como también se le llama a la logica de
predicados, se estd preparado para entrar en las definiciones principales.

1.2.1. Estructuras

La nocién de estructura estd presente en el estudio de la matemdtica, en algebra un grupo es un
conjunto no vacio equipado con dos operaciones, una binaria y una unaria, que satisfacen ciertas reglas;
en teoria de conjuntos un conjunto ordenado es un conjunto con una relacién binaria que satisface otras
reglas. Por el momento solo importara extraer la definicién abstracta que abarque la idea de estructura,
dejando para después las ciertas reglas.

Definicién 1.2.1. A un conjunto ordenado de la forma (A; Ry,...,Rn; Fi,...,Fm; {c;i | i € I}) se le
llamard estructura. Donde A es un conjunto no vacio, Ry, ..., R, son relaciones en A (es decir, R; C A™
para alguin r; natural), Fy, ..., F,, son funciones en A (es decir, Fj : A% — A para algin a; natural) y
{ci| i € I} es un subconjunto de elementos de A indizado con I.

18En dicha teorfa se define una relacién R en un conjunto X como un subconjunto de alguna potencia natural de X,
es decir, R C X™ para algiin n natural; en el caso n = 1 éstas se pueden llamar propiedades. Por ejemplo, en el conjunto
de los ntimeros naturales (N) la propiedad de ser un nimero par se puede cambiar por el hecho de pertenecer al conjunto
P={n€N : 2divide a n} y la relacién menor o igual se puede concebir como el conjunto < = {(n,m) € N2 | existe k €
N tal que n = m + k}. Véase definicién A.1.5 y [10, pags. 45-47 y 66-70].

19V éase definicién A.1.6 y [10, pags. 51-52].
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Se ocuparén letras géticas (2, B, €, ...) para denotar estructuras. Si una estructura carece de relacio-
nes, funciones o constantes se omite su escritura entre los puntos y comas correspondientes.

Ejemplos de estructuras son los siguientes??.

o A= (Q;; +,—; {0}).
e B=(R;; +,x,—; {0,1}).
o C=(Z; <; ).

Si 2 es una estructura, se denotard con el simbolo || al conjunto A de la definicién 1.2.1 al cual se le
llamard universo de 2; adem4s, se dird que 2 es finito (resp. infinito) si su universo es finito (resp infinito).

Existen estructuras diferentes que comparten cierta similitud, por ejemplo todos los grupos que,
aunque son de diferente naturaleza, pues sus universos pueden ser conjuntos diferentes, comparten la
misma esencia en cuanto poseer solo un par de funciones (una binaria y una unaria) y una sola constante.
Por ello interesa clasificar las estructuras en la siguiente definicién.

Definicién 1.2.2. Sea A= (A; Ry,...,Rn; F1,...,Fn; {c; | i € I}) una estructura, el tipo de similitud
(o simplemente tipo) de 2 es el conjunto (r1,...,7rn; a1,...,0m; k) donde R; C A", F; : A% — Ay
k=e i€}

Los tipos de 2, B y € del ejemplo anterior son, respectivamente, (—; 2,1; 1), (—; 2,2,1; 2) y (2; —; 0)
en donde el simbolo «—» indica que no existen relaciones o funciones segin sea el caso. Asi, (—; 2,1; 1)
indica que no hay relaciones, que hay dos funciones (una binaria y una unaria) y una constante; y (2; —; 0)
que hay una relacién (binaria), no hay funciones y no hay constantes.

Hay que notar que en los ejemplos no se hace mencién de la relacién binaria igualdad (I = {(z,y) €
X2 | 2z =y}), esto es porque se supondra que todas las estructuras la poseen (a menos que se indique lo
contrario) y no se escribird explicitamente.

Los «casos extremos» en las relaciones son relaciones de aridad 0 (0-arias), esto es, conjuntos R tales
que R C X0 = {0}, asf una relacién de aridad 0 solo puede ser ) o {()} las cuales pueden ser consideradas
como los ordinales 0 y 1 respectivamente. Estas son, en la practica de la légica de predicados, innecesarias,
sin embargo son convenientes e importantes para otros fines. Por otro lado, una funcién f de aridad 0
(f: {0} — A) puede considerarse como una constante (en A), pero como la definicién de estructura las
considera de manera independiente, no sera necesario hacer uso de estas funciones. Este parrafo se puede
concluir con lo siguiente: Sea (r1,...,ry; a1,...,am; k) €l tipo de la estructura 2, entonces r;,a; > 0
parai=1,....nyj=1,...,m,y kK > 0.

1.2.2. Lenguaje

El lenguaje en la logica de primer orden, asi como en cualquier otra légica, no es mas que una repre-
sentacion simbodlica y formal del lenguaje natural que se utiliza en los razonamientos. Asi, un lenguaje se
compone de un alfabeto (conjunto de sfmbolos sin significado alguno) que se unen o concatenan®' bajo
ciertas reglas para formar términos (los cuales representaran objetos del universo) y formulas (las cuales
representaran expresiones sobre dichos términos).

20 Aunque con nombre propio, estos ejemplos son, por ahora, solamente estructuras. En la subseccién 1.2.6 se dan las
definiciones necesarias para llamar grupo a, por ejemplo, A = (Q; ; +, —; {0}).
211dea similar a la realizada en 16gica de primer orden; es decir, sucesiones finitas de los simbolos de este lenguaje.
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Para construir un lenguaje se necesita que este sea de algiin tipo; en esta seccién se asumira que el
tipo de lenguaje estd fijo y es (ri,...,rn; a1,...,am; ) con ry,a; > 0.

Definicién 1.2.3. FEl alfabeto consiste de los siguientes simbolos.
1. Stmbolos predicados: Py, ..., P,, =.

1. Simbolos funcionales: Fy, ..., Fp,.

1. Simbolos constantes: ¢; para cada i € K.

1v. Variables: xo, x1, ... (numerables)

v. Conectivos: N\, V, —, <>, -, 1L, V, 3.

VI. Stmbolos auziliares: (, ).

Los simbolos V, 3 son llamados cuantificador universal y cuantificador existencial, respectivamente.
Los simbolos predicados, funcionales y constantes presentados en la definicién, en si, son meta-variables
para representar simbolos; esto es porque, dado un lenguaje, éste tendrd sus propios simbolos.

Un comentario respecto al simbolo de igualdad (=); hay, de hecho, varios simbolos de igualdad que
se ocuparan, uno de ellos es el usado en el meta-lenguaje, estd también la introducida en la definicién
anterior (la igualdad sintdctica), ademds de otras igualdades que fungen dentro de las meta-variables,
como por ejemplo al decir que la estructura 2 es igual a la estructura B (20 = B). En principio debe
haber diferentes simbolos para la igualdad, sin embargo, a veces se abusard del lenguaje y se ocupard el
mismo simbolo (=) para todas siendo el contexto quien dicte el tipo usado.

Hay algo més que aclarar antes de continuar y es sobre el uso de las variables (variables sintdcticas).
Ocurre que éstas son de primer orden, esto significa que solo se pueden ocupar para representar elementos
del universo y no otras cosas; por ejemplo, en la estructura de los reales presentada para la definicién
1.2.1, las variables solo hacen referencia a nimeros reales (en  +4 = 5, a x se le interpreta como un
real) y solo se puede cuantificar sobre éstos (Vz(x -z > 0)), dejando fuera la posibilidad de usarlas sobre
relaciones o funciones, asi no hay manera de representar la oracién «todo subconjunto no vacio acotado
superiormente tiene una cota minima superior» pues esta cuantifica sobre subconjuntos, los cuales no
son elementos del universo. Para combatir esta deficiencia se define la ldgica de sequndo orden. Para un
mayor entendimiento de este comentario, ver [18, cap. 5].

A diferencia de la légica proposicional, en donde solo se definié a PROP, aqui se definiran dos tipos
de categorias sintdcticas, las cuales son TERM (el conjunto de términos) y FORM (el conjunto de
férmulas)?2. Esto debido a que en la matemdtica hay una diferencia esencial entre elementos tales como
7L y+x,0y 1yotros como 27! < 1, VaTdy(y +x = 0) y 0 # 1, pues las primeras representan a un
objeto (u objetos, como y + ) dentro del universo y las segundas expresan propiedades de estos objetos,
asi 0 representa solo un elemento del universo y 0 # 1 es una oracién que expresa una propiedad??.

Definicién 1.2.4. Se define a TERM como el conjunto X mds pequerio con las siguientes propiedades.
I. ¢; € X para cada i € 1.
m. x; € X parat=0,1,...

L. Sity,...,tq; € X, entonces Fi(t1,...,tq,) € X paral <i<m.

22Estos conjuntos existen por motivos similares a los usados en la prueba para la existencia de PROP.
23Dentro de los niimeros reales, por ejemplo, ocurre que 0 es un elemento del universo y la oracién 0 # 1 no lo es.
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En la definicién anterior, para hacer referencia a elementos del alfabeto, se ocupan meta-variables, asi
¢; no es parte del lenguaje, es una manera genérica de representar a una constante, lo mismo con x; y t;.
El conjunto de términos contiene a los simbolos constantes, a las variables y a los simbolos que resultan
al aplicar?* las funciones a términos.

Definicién 1.2.5. Se define a FORM como el conjunto X mds pequeno con las siguientes propiedades.

I. leX.
Sit1,y ... tr, € X entonces Pi(t1,...,tr,

) eX.
Sit1,t € X entoncest; =ty € X.

1. Sip, € X entonces () € X, donde O € {A\,V,—,}.
1. Si e € X, entonces (—p) € X.
1v. Si @ € X, entonces para cada i € I, (Vz;)p), ((3zi)e) € X.

Las férmulas introducidas en la parte 1. de la definicién 1.2.5 se llamardn atomos. Los dtomos de un
lenguaje constan entonces del falso y de las relaciones aplicadas a términos, haciendo énfasis en la relacién
de igualdad que, como se menciond, se tomara siempre en cuenta a menos que se indique lo contrario.
Estos atomos y sus negaciones pueden ser considerados como los atomos de la légica proposicional, pues
son éstos las unidades minimas que expresan algo y pueden formar expresiones mds complejas al combi-
narlos apropiadamente con los conectivos.

Se adoptaran las abreviaciones de la seccién anterior para simplificar la escritura en el lenguaje omi-
tiendo cierto uso de paréntesis, ademads se suprimiran los paréntesis externos que se encuentran en las
férmulas que involucran cuantificadores y a veces todos los paréntesis de éstas, teniendo V y 3 mayor
jerarquia que los demds conectivos; asi, se ocupard el simbolo VaxgIdrg(L — xg = x9 A =—L) para sim-
plificar la escritura de la férmula ((Vzo)((3z9)(L — ((xo = x9) A (—(=L1)))))). Mds atin, se unirdn los
cuantificadores del mismo tipo cuando éstos sean consecutivos dentro de la misma férmula, por ejemplo,
se ocupard el simbolo VzjzodrsxyVase para simplificar a Va1 VasdrsIzyVase. Por dltimo, a fin de ha-
cer méis amena la escritura, se asumird que el sub-indice n tanto en P(ti,...,t,) como en F(t1,...,t,)
siempre es el nimero del argumento correspondiente a cada simbolo predicado P y simbolo funcional F'.

Al igual que antes, al ser las definiciones de TERM y FORM recursivas, se tendrda un teorema del
principio de induccién para cada una y su demostracion es similar a la de su homoéloga de la seccién
anterior.

Teorema 1.2.6. PRINCIPIO DE INDUCCION PARA TERMINOS. Sea A(t) una meta-propiedad aplicable a
los términos del lenguagje. Si ocurre que

o A(t) se cumple cuando t es una variable o una constante, y

e siempre que t1,...,t, tienen la propiedad A entonces F(t1,...,t,) tiene la propiedad para todo
simbolo funcional F;

entonces se cumple A(t) para todo t € TERM.

24El lenguaje formal estd constituido por simbolos sin significado alguno, asf, aplicar equivale a concatenar (sucesiones
finitas de) simbolos sin necesidad de definir el significado de esto.
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Teorema 1.2.7. PRINCIPIO DE INDUCCION PARA FORMULAS. Sea A(yp) una (meta-)propiedad aplicable
a las formulas del lenguaje. Si ocurre que

A(yp) para todo dtomo ¢,
e si A(p) y A(y) entonces A(e),
e si A(p) entonces A(—p), y

o si A(p) entonces A(Va;0) y A(x;0) para todo i =0,1,...;
entonces toda ¢ € FORM tiene la propiedad A.

A continuacién, un ejemplo de un lenguaje del tipo (2; 2,1; 1). Se usard en éste el color de texto
distinto para diferenciar al lenguaje formal. Primero el alfabeto a utilizar.

e Simbolos predicados: m, =.
e Simbolos funcionales: p, i.

e Simbolos constantes: ¢.

Es importante el orden en el cual se presentan los simbolos (predicados y funcionales), ya que, dado
el tipo de similitud de la estructura, el orden coincide con el numero de su aridad. Asi, en este ejemplo
p es un simbolo funcional binario y ¢ es unario. Como se menciond, no se hace referencia a la relacién de
igualdad en el tipo.

Algunos términos en este lenguaje son: t1 = e, to = x0, t3 = p(xo,¢), t4 = p(p(xp,2),2), ts5 = i(x1),
te = pli(x1), p(xp,€)). Algunas férmulas en este lenguaje son las siguientes.

s pr=u10=¢ e py=i(ry) =11 = =¢
® 2 = (x0 = p(x0,€)) o 5 = Vagdry(p(xo, 1) =€)
e 3 =m(i(z1),21) o g = VaodxgVao(r) = x2)

o 7 = dxg (Vay (p(xo, 1) = x1 AVas (p(ag, 1) = 1 — 29 = X0)))

El lenguaje formal de la légica es un conjunto de simbolos sin ningun significado a priori, sin em-
bargo, se utiliza para representar el lenguaje que se ocupa en la matematica. Por tal motivo se utilizo
una notacién sugestiva en el anterior ejemplo, se puede interpretar el simbolo predicado m como «menor
que, los simbolos funcionales p y 7 como «producto» e «inverso» respectivamente y el simbolo cons-
tante ¢ como «neutro». Siendo entonces el lenguaje de un grupo multiplicativo dotado ademéas de un
orden. Asi, ain cuando solamente son simbolos sin significado, se puede interpretar al termino ¢3 como
«el producto de z( con el neutro» y a la férmula 7 como la condicién de existencia y unicidad del neutro.

Al igual que en la légica de orden cero, en la légica de predicados existen teoremas que permiten
hacer definiciones por recursién sobre los términos y sobre las férmulas, dichos teoremas son demasiado
técnicos para estos preliminares y simplemente se ocupardn como sustento en las definiciones posteriores.
Si se desea ver los enunciados de estos teoremas véase [18, pag. 59]

Paso siguiente es definir un curioso y comun uso dado a las variables dentro del estudio de la ma-

. . b g2 . . . . .
temética. En la integral fa e® 0z y en la oracién Va € R la variable = tiene un significado diferente, ya
que en estos no varfa ni tampoco se puede, a menos que resulte algo sin sentido, sustituir a x por algin
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numero real; a pesar de todo ello, se sigue conociendo como variable. La razén es que que son simples
etiquetas dentro de la notacién las cuales, para cobrar sentido, estén ligadas a otro simbolo (en la integral,
x tendrfa otro sentido si no estuviese junto al stmbolo 9). Por otro lado, el uso de x en expresiones como
z+4 <00 x?=—1 es completamente diferente, aqui si se puede pensar que = toma diversos valores y
se puede sustituir por algin objeto del estudio (se puede formular a 12 = —1 pues estd bien escrito, su
veracidad es parte de otro estudio), aqui las variables estan libres de los otros simbolos.

Definicién 1.2.8. Sea t un término. Se define recursivamente al conjunto FV (t), el conjunto de variables
libres de t, como sigue.

I. FV(Q?Z) = {LUZ}
. Fv(g)=20.
. FV(F(t1,...,tn)) =FV(t1)U---UFV(t,).

Definicién 1.2.9. Sea ¢ una formula. Se define recursivamente al conjunto FV(p), el conjunto de
variables libres de ¢, como sigue.

. FV(L1) =

B!

1n. Fv(t, = ) FV(tl) UFV(tQ)

ur. FV(P(t1,...,tp)) =FV(t1)U---UFV(tp).

v. FV ﬁ(p) ( )

(L
(
(
V. FV(p0y) = FV(p) UFV ().
(
VI. FV(Vz;0) = FV () \ {z;}.
(

vil. FV(3z;0) = FV(p) \ {x:}.

Lo que dice este par de definiciones es que toda variable (sola) est4 libre y las unidas a algin cuantifica-
dor no lo estdn, las constantes no tiene variables libres y las variables libres de una férmula o término com-
puesto son las variables libres de sus partes. Por ejemplo, FV(¢; =¢; — L) =0, FV(xg = z1) = {zo, 21},
FV(3z1-(xo = 1)) ={x0} y FV(VroIz1—(zo = 21)) = 0.

La definicién del conjunto de variables ligadas (BV (¢)) se hace similar y conserva la idea intuitiva
que se presentd. Se observa que no necesariamente F'V (o) N BV () es vacio.

Saber si un término o una férmula tiene variables libres es importante en el estudio. Por ejemplo,
dentro de los nimeros reales, se entiende plenamente el significado de 0+ 1,0+ 1 =0y Jxg(zo - zo = 2)
en el sentido que expresan un término o predicado concreto, pero, ;jque significarfa z +y, 0+ 2 = 0 o
33?0(33‘0 X1 = 2)7

Definicién 1.2.10. Se dice que el término t (resp. la férmula @) es cerrado (resp. cerrada) si FV (t) = 0)
(resp. FV(p) = 0). Una férmula cerrada también es llamada oracién. Una férmula sin cuantificadores
es llamada abierta. Se denotard con TERM¢ al conjunto de términos cerrados y con SENT al conjunto
de oraciones.

Se definird ahora la manera de sustituir variables por términos y sustituciones de férmulas dentro de
otras férmulas.
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Definicién 1.2.11. Sean s,t términos y x una variable, entonces s[t/x] es definido por:

L s[t/x]{ s, sis#w

t, sis=ux
II. clt/z]=c
L. F(ty,...,t)[t/x] = F(t1[t/x],. .., ta[t/x]) para todo simbolo funcional F'.
Definicién 1.2.12. Sea t un término, x una variable y ¢ una férmula, se define @[t/x] mediante:

L Lft/a] =1
P(ty, ... t,)[t/z] = P(ti[t/a],. ..

L tplt/x]) para todo simbolo predicado P.
(t = ta)[t/a] = (0t/2] = ta[t/a])

L (eUy)[t/z] = eft/2]0y[t/ 2]
(@)[t/a] = —elt/a]
w o) = { R S

euarre = { 3 LT

Las definiciones de sustitucién parecen naturales salvo, quizd, las que involucran cuantificadores. Esto
queda m4s claro con un ejemplo, sea ¢ = Jxg(xo = 1), no hay problema en sustituir dentro de ¢ a x; por
cualquier otro término, por ejemplo una constante ¢;, lo cual da como resultado a ¢[¢;/21] = Jxo(xo = &;);
en cambio, si se pretendiera sustituir a zy por un termino puede ocurrir que lo resultante ni siquiera esté
bien definido, por ejemplo al querer sustituirlo por una constante; es por ello que ese tipo de sustitucién
no se permite por definicion.

Para la siguiente definicién se ocupard # como simbolo para representar un atomo, el cual actuard
como pardmetro de sustitucion. Como en el caso de la definicién 1.1.6, la siguiente solo permite hacer
algunos tipos de sustituciones muy sencillos, pero se puede formular una mas general donde se permita
que el pardmetro de sustitucion sea cualquier férmula; por ser este tltimo mucho mas conveniente, en lo
venidero se hard referencia a él.

Definicién 1.2.13. Sean @, 0,071,029 férmulas, se define a olp/§] de la siguiente manera.

o, sio#f

1. Sio esun dtomo, o[p/t] = { o sic=f

—

L. (01002)[@/t] = o1]p/f]002[¢/t]
1t (—o)p/t] = —olp/t]
. (Vzo)lp/t] = Voolp/t]

V. (Bzo)le/t] = Fzole/t]

25 Aqui la diferencia entre dos tipos de igualdad.
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Por ltimo, se tratard otro problema con las sustituciones que involucran a los cuantificadores. Por
definicién, no se puede realizar una sustitucién en una férmula que involucre un cuantificador utilizando
la variable que estad ligada a éste, pero puede ocurrir que se realice una sustitucién permitida y en lo
resultante haya un término ligado de mds. Por ejemplo en Vz(z < y), la cual es una férmula con y como
variable libre y « como variable ligada, la definicién permite hacer la sustitucién Vz(zx < y)[z/y] la cual
resulta ser Va(z < z), razén por la cual se necesita algin otro tipo de restriccién. El problema de esto
radica en que cuando se sustituye una variable libre por otra, ésta ultima puede convertirse en ligada.
Para manejar esta prohibicién se recurre a lo siguiente.

Definicién 1.2.14. Sea t un término, x una variable y ¢ una formula. Se dice que t es libre por x en
p st se cumple alguna de las siguientes condiciones.

I. ¢ es un dtomo.
. ¢ = p10ps (09 =—p1) yt eslibre por x en p1 y en @y (resp. en p1).

. ¢ = Yy (o ¢ = Jyt), sit es libre por x en ¢ y ademds se cumple que si x € FV(p) entonces
y ¢ FV(t).

Algunos ejemplos:

e 1, es libre por zg en xyp = x7.

e F(xg) es libre por zg en —3xg(P(zg, 21, 22) — L).

e F(x0) no es libre por g en ~3xo(P(zo,x1,22) — L).

Esta definicion puede parecer engorrosa y poco entendible, pero estas son, como lo demuestra el
siguiente lema, exactamente las condiciones que se deben pedir para evitar los problemas mencionados.
Su prueba se encuentra en [18, pdg. 62].

Lema 1.2.15. t es libre por x en ¢ si y solo si las variables de t no estdn ligadas por algin cuantificador
en p[t/x].

Esto es en el caso de los términos, pero como también se puede sustituir por férmulas se tiene la
definicién y lema correspondientes.

Definicién 1.2.16. Sean @,o0 formulas. Se dice que o es libre por f en ¢ si se cumple alguna de las
siguientes condiciones.

I.  es un dtomo.

1. ¢ = 10w (0w =—p1) y o es libre por § en 1 y en w2 (resp. en ¢1).

L. @ =Vy (o p = Fyb), si p es libre por  en 1 y ademds se cumple que si § ocurre®®

y ¢ FV(o).

en @ entonces

Lema 1.2.17. o es libre por § en ¢ si y solo si las variables libres de o no estan ligadas por algin
cuantificador en p[o/4].

26Entiéndase «p (resp. t) ocurre en 1» como el hecho de que la férmula 1 se cre6 a partir de ¢ (resp. t) siguiendo de las
reglas de la definicién 1.2.5.
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A partir de ahora se supondrd, de manera implicita, que en las sustituciones se ocuparan términos y
férmulas «libres por».

A fin de simplificar la notacion y de ocupar una mas tradicional, se escribirdn expresiones de la forma
o(z,y,2),¥(x), etc. Lo cual no significa que las variables listadas sean necesariamente libres y, en caso de
serlo, sean las tnicas; es simplemente una notacién que permitird presentar las sustituciones de manera
mas compacta, asi, ¥(t) es el resultado de reemplazar ¢ en lugar de z en ¥ () (es decir, una abreviacién
de 9[t/z]); a 1(t) se le llamard instancia de ¥(z).

Algunas veces serd necesario, en alguna estructura 2{, tener un nombre para cada elemento de su
universo, esto es, se querrd que cada elemento de |2| sea una constate (principalmente como un recurso
auxiliar). Es por ello que se introduce la siguiente definicién.

Definicién 1.2.18. Sea 2 una estructura y L su lenguaje. El lenguaje extendido de A, denotado por
L), es el lenguaje que se obtiene de agregar a L simbolos constantes por cada elemento de |2|. Se
denotard con @ al simbolo constante correspondiente con a € |2].

1.2.3. Semantica

Debe ser claro que los objetos del estudio de la légica son simbolos sin significado alguno que re-
presentan entes mateméaticos (v. g. nimeros, graficas, funciones, conjuntos, figuras geométricas, etc.). El
objetivo de la semdntica es poder interpretar los primeros (objetos sintdcticos) utilizando los segundos
(objetos reales) para después decidir cudndo una oracién es verdadera, para ello, se basard en la idea que
tuvo Tarski sobre la verdad?”: «una oracién o serd verdadera en una estructura si realmente o ocurre en
ella»?8. Un ejemplo dentro de la matematica: Dentro de la estructura de los enteros como grupo aditivo,
la férmula del lenguaje formal 1+0 = 0+1 es verdadera pues su interpretacién (es decir, 1 +0 =0+ 1)
si ocurre en ella.

Para lograr un mayor entendimiento de este sutil concepto, antes de presentar las definiciones formales
se trabajara empiricamente con un ejemplo. Sea?® A = (Z, <, +,—,0) el grupo aditivo de los nimeros
enteros con su orden usual, cuyo tipo de similitud es (2; 2,1; 1); sea L el lenguaje de este tipo cuyo
alfabeto es el siguiente.

e Simbolos predicados: M, =.
e Simbolos funcionales: S, I.

e Simbolos constantes: 0.

Y sea L(21) el lenguaje extendido, esto es, para cada m € Z se tiene un nuevo simbolo constante
para el lenguaje, a saber, . Primero se interpretardn algunos términos cerrados del lenguaje L(2l), la
interpretacién de ¢ en 2, denotada por t%, es un elemento de su universo, es decir, t* € Z.

27Una discusién amplia de este tema puede encontrarse en Stanford Encyclopedia of Philosophy, en su entrada llamada
Tarski’s Truth Definitions.

28Fl enunciado «el agua es liquida» es verdadero puesto que realmente el agua es liquida. El enunciado «el niimero 7 es
algebraico» es falso porque realmente no lo es.

29 A veces, cuando la escritura no se preste a confusién, se omitird el uso de las llaves en el conjunto de las constantes y
se cambiardn los puntos y comas que separan a los integrantes de la estructura por simples comas.
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Termino cerrado (t) [| Interpretacién (%)

1(1(0)) —(=0) [=0]

S(9, 14) 9414 [: 23]

S(t,0) 240
1(S(t1,t2)) — (17 +13)

Cuadro 1.3: Algunos términos cerrados y sus interpretaciones en 2.

De nuevo se ocupa una notacién conveniente en el alfabeto del lenguaje, asi, al simbolo funcional S
se le interpreta como la suma de 2 (+) y a I como su inverso aditivo (—). Ademds, la interpretacién
estard restringida a los términos cerrados pues jque interpretacion (objeto de Z) se le puede asignar a
S(x0,0)? Se procede ahora a interpretar oraciones (férmulas cerradas) del lenguaje asignando, mediante
una funcién v, el valor 1 (resp. 0) en el caso que sea verdadera (resp. falsa). Para ello, se adoptaran las
reglas, adaptadas a este contexto, de la definicién 1.1.4 agregando algunas mas.

o ot = s) 1, sit?=s%
o 0, en otro caso.

RIUICRIE (i,
o v(Vzp) = min{v(p[n/z]) | n € Z}.
e v(Jzp) = méx{v(p[n/z]) | n € Z}.

En el caso general, la funcién v serd definida por recursién, ademads estd completamente determinada
por la estructura 2 por lo que una mejor notacion seria vy, sin embargo, ninguna de éstas serd usada, en su
lugar, se ocupara la notacién [¢]u (o simplemente [¢] cuando se haya especificado a 2() en lugar de vy ().

La interpretacién de una férmula con cuantificador universal (resp. existencial) es una generalizacién
de la idea del conjuntor (resp. disyuntor) pues es verdadera solo en el caso en que toda (resp. alguna)
instancia de ¢(x) sea verdadera. Para terminar con este ejemplo, algunas interpretaciones de férmulas:

e [0=1(0) ] =1, puesto que 0 = —0.
o [ M(0,2) A M(2,0) ] =0, por que no ocurre que 2 < 0..
e [0=1— M(2,0) ] =1, el antecedente es falso.

o [ VaxIy(M(z,y)) ] =1, pues Z no tiene elemento maximo.

Para la definicién formal de interpretacion sea A = (A4; Ry,...,Rp; F1,..., Fn; {¢; | i € I}) una
estructura del tipo de similitud fijo (ri,... s Tn} Q1 -y Qs k). El lenguaje correspondiente tiene simbolos
predicados Ry, ..., R,; simbolos funcionales F'1, ..., F,,; y simbolos constantes ¢;; ademds, el lenguaje

L(2) tendréd una constante adicional @ por cada a € A.

Definicién 1.2.19. Una interpretacion de los términos cerrados de L(2A) en A es una funcion (-)* :
TERM¢ — || la cual satisface

I. E?‘ =C;.
@t =a
1. (Fi(ty, ..., tp)* = Fi(t], ..., t2).
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Definicién 1.2.20. Una interpretacién de las oraciones de L() en 2 es una funcion [-Jo : SENT —
{0,1} la cual satisface

I. [[J_]]Ql = 0.

1, si(t3...,tY) eR;
. [Rity,- - tp)la = { 0’ en(oiﬁio cc;sg.) l

[t1=tola = { é: thtft:) tcgclbso.
1. [o A Y] = min{[@]a, [¢]a}-

[¢ V¥l = méx{[¢]a, [¥]a}-

[ = ¢la = max{1 — []a, [¢Y]a}

[ < ¥]a =1 - [[¢la — [¥]al-

[=¢la = 1 =[]

. [Vaela = min{[p[a/z]]a | a € [A]}.
[Baela = méx{[pla/z]]a | a € [A[}-

A veces, se utilizara la notacién de corchetes en las interpretaciones de términos ([t]y en lugar de t%).
Para simplificar la comunicacién, a partir de ahora se asumird que las estructuras y lenguajes tienen el
tipo de similitud apropiado y no especificard el tipo.

Se ocupard la notacién 2 E ¢ (resp. 2 ¥ ¢) para cuando [¢]o = 1 (resp. 0) y si este es el caso se dird
que @ es verdadera o valida (resp. falsa) en 2. La (meta-)relacién E se llama relacién de satisfaccion.
Para ampliarla a férmulas que no sean oraciones y a conjuntos de férmulas, se introduce las siguientes
definiciones.

Definicién 1.2.21. Sea ¢ una formula y FV (p) = {z1,..., 2} entonces la oracion Cl(p) =Vz1 -+ zkp
es llamada la clausura universal de ¢.

Definicién 1.2.22. Sea ¢ una formula y I' un subconjunto de FORM, se define
L AE @ si AE Cl(p).
1. E ¢ siAFE ¢ para toda 2 (del tipo apropiado).
. AET st AFE ¢ para toda ¢ € T'.
v. SiTU{p} C SENT, entonces T E ¢ si se cumple que si AET entonces T E .

Si AF ¢ (resp. A ET) se dird que 2 es modelo de ¢ (resp. T'); ¢ serd verdadera si E ¢ y serd una
consecuencia seméantica de T" si ' F ¢. La notacién ¥ ¢ (resp. I' ¥ ¢) se ocupa cuando E ¢ (resp.
T'F ¢) no es el caso.

La propiedad de consecuencia semdntica es muy interesante y quiza se necesite aclarar un poco. Se
dice que ¢ es consecuencia seméantica de I' si ocurre que todo modelo de I' es también modelo de ¢,
es decir, en cualquier estructura donde los elementos de I' sean verdaderos también sera verdadera ¢
(no es, en principio, sencillo determinar cuando se cumple esta relacién, pues involucra a una clase de
estructuras).
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ea o una formula con variables libres z1, ..., z;; se dird que ¢ se satisface por aq,...,a; si
S fi 1 bles lib e 2k sed tisf: s ap € |U| i3
AE pla,...,ak/z1,. .., 2k, sl este es el caso, se dird que ¢ es satisfecha en 2 y finalmente se dird que
 es satisfecha si es satisfecha en alguna estructura 2.

La interpretacién de los conectivos del lenguaje formal se corresponde con la idea que se tiene de
ellos en el meta-lenguaje, esto es, se pueden simplemente reemplazar por sus respectivas nociones del
meta-lenguaje. El siguiente lema menciona formalmente algunos de ellos y su prueba es directa de la
definicién de interpretacién.

Lema 1.2.23. Si se restringe solo a las oraciones del lenguaje, se cumple
a) AE A siysolosiAE o yAEP.

b) AE —p siy solo si A¥E o.

c) AE o =Y siy solo si, AE ¢ implica que A E 1.

d) AE Jxp siy solo si UE pla/x] para algin a € |A|.

La definicién de verdad para la légica de predicados es, de hecho, una extensién de su version en la
l6gica proposicional; asf, cualquier formula que sea una (meta-)instancia®' de una tautologfa serd verda-
dera en toda estructura 2(, por ejemplo, se sabe que la proposicién ¢V <> =(—¢V 1)) es una tautologia,
entonces, la férmula resultante de colocar cualquier férmula del lenguaje en lugar de ¢ y cualquier otra en
lugar de 1) es satisfecha en toda estructura. Por ello, muchas de las propiedades semanticas enunciadas en
la subseccion 1.1.2 se pueden transferir a este contexto, asi, en lo siguiente solo se presentaran propiedades
semanticas para los cuantificadores (sus pruebas se encuentran en [18, cap. 3.5]).

Teorema 1.2.24. LEYES DE DEMORGAN.
a) E=Vxp < Jx—p
b) E —Jzp < Vo—p
¢) EVap <> =Jz—p
d) E Jzp < Voo
El siguiente teorema demuestra que el orden entre cuantificadores del mismo tipo es irrelevante (por
ejemplo, se acepta que VzVy(z =y — Va(z +a =y +a)) y YyVz(x = y — Va(r +a = y + a)) expresan lo
mismo) ademds de que, como se pudo observar desde el momento de su definicién, no tiene ningin efecto

aplicar un cuantificador con variable ligada = a alguna oracién que no tenga a x como variable libre.

Teorema 1.2.25.
a) EVaVyp < YyVap

b) E dzxTyp < JyTze
c) Six ¢ FV(p), entonces EVrp < @.

d) Sixz ¢ FV(p), entonces F Jxp < .

30La notacién @[ti,...,tn/T1,...,Tn] corresponde a una sustitucidn simultanea, es decir, cada variable x; se sustituye
por el término ¢; de manera independiente a los demés y al mismo tiempo.
31Ge coloca el prefijo «meta» para evitar confusién con la idea de instancia que se definié dentro del lenguaje.
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En principio, al hacer una sustitucién iterada®? se debe tener bastante cuidado, puesto la interpretacién
del término o la oracién puede cambiar completamente. Sin embargo, el siguiente resultado muestra que
uno puede acortar ciertas sustituciones.

Lema 1.2.26. Sea t un término, ¢ una oracion y a € |2|.
a) Siz ¢ FV(t) entonces tla/x] = (t[z/x])[a/z].
b) Siz¢ FV(p) y z es libre por x en @, entonces pla/x] = (plz/x])[a/z].

Ahora se analizard un truco muy usado en la matematica, el cual consiste en cambiar, de manera
conveniente, la variable ligada a un cuantificador. Por ejemplo, en la oraciéon usada dentro del campo
de los reales Vo(z? > 0 A (x > 1 — 22 > x), quizd uno quiera separar las dos oraciones que abarca
el cuantificador y colocar una «nueva variable» (pues = ya fue usada) para la segunda, y obtener asi
Va(z? > 0) AVy(y > 1 — y? > y); para realizar cambios como éste se necesita que las oraciones sean
equivalentes (que no se modifique la interpretacién), las condiciones para lograrlo se enuncian en el
siguiente teorema.

Teorema 1.2.27. CAMBIO DE VARIABLES LIGADAS. Si x,y son libres por z en ¢ y ademds no son
variables libres de la formula ¢, entonces se cumple lo siguiente.

o F dxplx/z] <> Jyply/z]

o EVayplx/z] < Vyply/z]

En la légica de primer orden también se tiene un teorema de sustitucién el cual, en analogia con su
version en la légica proposicional, asegura que se pueden sustituir términos iguales u oraciones equivalentes
dentro de otras.

Teorema 1.2.28. TEOREMA DE SUSTITUCION
o Fty =ty — (s[t1/x] = s[ta/x])

o Bt =ty — (@[t1/] & @ta/x])

o F 1 < p2 = (Ylp1/o] < Plp2/0])

Una consecuencia del teorema de sustitucién es el siguiente corolario, a cuyo enunciado se le puede dar
la interpretacién de que el término ¢ del lenguaje formal y la constante t% son, en el sentido seméntico,
el mismo objeto. En particular dice que no hay diferencia entre una constante c¢ del lenguaje L de una
estructura 2 y la nueva constante ¢ del lenguaje extendido.

Corolario 1.2.29.

a) [s[t/=]] = [s([t]/=1]-

b) Tolt/=] = [#llt1/=]]-

Para terminar esta subseccién se introducirdn algunas notaciones convenientes, un par de ellas in-
volucra a las relaciones unarias. Por ejemplo la propiedad de densidad de los ntimeros de los niimeros
racionales en los reales, ésta se puede escribir (abusando un poco de la notacién) con el lenguaje de
la estructura®® A = (R,Q, <) como Vzy(z < y — I(Q(2) Az < z < y)); a pesar de ello, se estd més
acostumbrado a Vzy(x <y — 3z € Q(z < z < y)). Las otras son abreviaciones comunes del cuantificador
existencial.

32No debe confundirse con una sustitucién simultdnea, ésta tltima hace los cambios al mismo tiempo mientras que la
iterada los realiza siguiendo el orden escrito.
33En esta estructura Q estd tomando el papel de relacién unaria de R.
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Definicién 1.2.30. Sea P un simbolo predicado de aridad uno y ¢ una oracion, se ocupardn las siquientes
notaciones como abreviaciones.

o (Vx € P)p =Va(P(x) — @)

o (3z € P)p=3z(P(z) = ¢)

o Brp(z) = ~Frp()

o Jlwp(z) = 3zp(r) AVy(p(y) =y = )

1.2.4. Deduccién natural

La deduccién natural de la 16gica de predicados se tratard como una extensién (adecuada) de la dis-
cutida en la subseccién 1.1.3, primero, al conjunto de reglas de derivaciéon expuesto en esa seccién se le
anadirdn cuatro més (dos para el cuantificador universal y dos para el existencial).

Reglas de cuantificaciéon universal.

14 YV
v 1) Vrp
Vo otja )

Reglas de cuantificacion existencial.

o[t/] (]
T (31) |
e 1/)
(&

Sin embargo, éstas tienen algunas restricciones sobre las variables y términos usados en ellas. Para
entender esto, se vera con un ejemplo que ocurriria si no se tiene cuidado en ello.

(3 E)

[z =10 [Vady(z # y)]
V:c(x:f))VI . Jyly #y) e I
2 =0 — Va(z = 0) _>v : VaTy(z # y) — Jy(y # v)
Vo(r =0 — Vz(z = 0)) v E
)

La primer «derivacién» dice que en una estructura con una constante 0 se puede demostrar que, si
0 = 0, entonces todo elemento del universo es igual a esa constante. La segunda, dirfa que si para todo
elemento existe otro distinto a él, entonces existe un elemento que es diferente a si mismo. Estas anomalias
ocurren porque las anteriores no son derivaciones ya que violan los siguientes requisitos: en (V I) 2 no
debe ser variable libre en ninguna hipétesis de la cual dependa ¢(x), esto es, se quiere que la variable x
sea arbitraria, por lo cual no se puede suponer nada sobre ella (en el primer ejemplo se supone x = 0); en
(V E) se requiere que ¢ sea libre por x en ¢, esto para que al sustituirla no quede ligada a un cuantificador
(como en el segundo ejemplo). En las reglas de 3 ocurren fenémenos similares, para evitarlo, ¢ debe ser
libre por x en ¢ en laregla (3 1) y en la regla (3 E) 2 no es libre en ¢ ni en cualquier hipStesis, a excepcién
de ¢, de la cual ) dependa.
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Asi, la definicién del conjunto de derivaciones en logica de predicados es igual que la definicién 1.1.11
salvo por la parte 1., donde se cambia PROP por FORM, ademaés de agregar las partes correspondientes
a las reglas de los cuantificadores pidiendo las mencionadas restricciones. Se extiende ademas la notacién
del simbolo F ((meta-)relacién que ahora se da entre conjuntos de férmulas y férmulas), la definicién de
derivable, teorema, conclusién, consistente y demés conceptos y notaciéon de la deducciéon natural
para la légica proposicional.

Los resultados de dicha subseccién también se pueden trasladar, con la debida adaptacién en este
contexto, a esta nueva definiciéon de derivacién. El siguiente teorema es solo para mostrar un par de
teoremas que involucran a los cuantificadores. Su demostracién se sigue de las reglas introducidas.

Teorema 1.2.31. Sea ¢(x) una férmula, se cumple lo siguiente.
o F3dxp(x) « —Vr-p(z)
o FVap(x) «» —Jz-p(x)

Para terminar con esto, pues no hay nada nuevo en la deduccién natural por agregar, se mostraran
algunos ejemplos de derivaciones utilizando estas nuevas reglas.

Siz ¢ FV(p) se tiene la siguiente derivacién.

[Va(p — ¢(x))]

P s A
V@) g
Vi (x) I
© = Vo (x) - I
V(e = (x)) = (¢ = Vaip(z))
Si z ¢ FV (1) se tiene la siguiente derivacion.
[Va(p(x) = )]
e 100
[Bap(x)] Y g
(U
Seple) 29 1
—1

Va(p(z) = ) = Cre(r) = )

1.2.5. Identidad

Hasta ahora, se ha tratado a la igualdad como una relacién binaria inherente en toda estructura y
en todo lenguaje, aiin asi, se puede estudiar de manera independiente, esto es, en lugar de ser tratada
como una relacién matematica se puede ver como otro simbolo l6gico, el cual cumple ciertos aziomas
caracteristicos. Para poder enunciarlos se necesita introducir una nueva notacién para la conjuncién y la
disyunciéon que servird como abreviacion de oraciones extensas.
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Definicién 1.2.32. Sea ¢; una férmula para cada i € N; se define para cada natural n a \\;., @i y @
W<, i como sigue. -
{ Mi<o i = ¥o

/X\i§n+1 Yi = /X\ign Pi N Pnt1

{ \X/igo Pi = $o
\X/ign+1 Yi = \X/ign ©i V Pnq1

Estas notaciones siguen la misma idea que los simbolos >  y [] (en cuanto abreviar una expresién
finita). Con esto se pueden formular las siguientes oraciones que caracterizan a la identidad.

o ) =Vz(z=12x)

L=Veylxr=y—y==x)

Isg=Veyz(z =yAy=2z—>x=2)
o I, EV$1"'$ny1"'yn(/X\i§n$i =y >t 2) = Y1, Yn))
o Ly =Var oy Yn(Micn Ti = ¥i = (@1, 20) = @Y1, -+, Yn)))

La notacién t(z1,...,z,) (resp. ¢(x1,...,x,)) representa una sustitucién simultdnea, estrictamente
deberfa escribirse como t[xy,...,Tn/21,...,2,] (vesp. p[T1,...,2n/21,...,24]), DUes a veces no se querrd
sustituir a todas las ocurrencias de x; por y; en p, mas adelante se da un ejemplo para entender esto. Se
dardn ahora las reglas de inferencia correspondientes para la identidad.

Reglas de identidad.

JE— Xr = €r = =z
r=x (Idy) Y= g (Id2) yx = zy (Ids)
1 =Y1y,-.-, Ty = Yn (Id4) T1 =Yl Ty = Yn (p(ajl’_._’gjn) (Id)
@1, e n) = (Y1, Yn) oW ) 4
Donde en (Id4) las variables yi, ..., ¥y, son libres por x1,...,x, en ¢. Las reglas anteriores implican

inmediatamente que F I; parai = 1,2, 3, 4. Se vera ahora un ejemplo de porqué se utilizan las sustituciones
simultaneas de la manera antes mencionada, para ello, se trabajard en 2 = {Z,<,+,—,{0}} y, para
mostrarlo méas entendible, se hard un abuso del lenguaje utilizando el meta-lenguaje en las derivaciones.

=1y r+y<xz+2 T=1y r+y<z+2 =1y r+y<z+2
y+y<z+2 r+y<y+2 y+y<y+2

Puede parecer que no se esta haciendo una buena sustitucién en las primeras dos derivaciones puesto
que no todas las ocurrencias de = se estdn sustituyendo por y; lo que ocurre es que la forma real de la
férmula que actiia como hipétesis es z1 + 2o < 23+ 2, por lo que una manera mas precisa, aunque extensa
y a veces innecesaria, de escribir las derivaciones es la siguiente.

T=Y Y=Y, T =T (21 + 22 < 23+ 2)[2,y, 7/ 21, 22, 23]
(21 + 22 < 23+ 2)[y,y, 7/ 21, 22, 23]

rT=2,Yy=Yy,r=Yy (21 + 22 < 23+ 2)[2,y, 2/ 21, 22, 23]
(21 + 22 < 23+ 2)[z,y,y/ 21, 22, 23]
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T=yy=y,r=y (21 + 22 < 23+ 2)[,y,7/21, 22, 23]
(Zl +22 < z3 +2)[y,y,y/zl,22,23]

Por 1iltimo, el conjunto infinito de reglas®* representadas por (Ids) se puede derivar de un conjunto
finito, utilizando los simbolos predicados y funcionales del lenguaje. Su prueba estéd en [18, cap. 3.10]

Lema 1.2.33. Sea L un lenguaje del tipo (r1,...,7n; Q1,...,am; K), st las reglas
T1=Yiy- s Tr; = Yr; -Pi(xla"'axri) .
para cada i < n,
Pi(yh cee ayri)

y las reglas

Tl :yla"'vxaj :ya]-

para cada j < m
Fj(ml,...,xrj) = Fj(yh...,yrj)

estdn dadas, entonces las reglas (Idy) son derivables.

1.2.6. Ejemplos

En esta subseccion se mostraran las definiciones de algunas estructuras familiares y sus lenguajes. Se
supondra que todas las estructuras satisfacen los axiomas Iy, I, I3 e 14.

El lenguaje de la Identidad. Del tipo (—; —; 0)
Alfabeto:

e Simbolos predicados: =.

Una estructura de identidad es una estructura muy simple, pues es de la forma 2 = (A); por lo que
bésicamente solo se puede hacer inferencia sobre la cardinalidad de su universo, para ello, se definen las
siguientes proposiciones.

e N\, =3y1---yp (/x\i# Y # yj) para n > 1 natural.

® Ly =YY Yp (\X/#j Yi = yj> para n > 0 natural.

La primera puede interpretarse como «existen al menos n elementos» y la segunda como «existen a lo
més n elementos». Se tiene entonces que A F A\, A piy, siy solo si || = n.

El lenguaje del Orden Parcial. Del tipo (2; —; 0)
Alfabeto:

e Simbolos predicados: =, <.

Para las posteriores definiciones conviene introducir las siguientes abreviaciones.

z#£y=-(x=y) r>y=y<azx r<y<z=z<yAy<z

r<y=cx<yNx#y r>y=y<zx r<y<zz=rz<yAy<z

34Puesto que representa una regla para cada eleccién de t y ¢, es decir, es un esquema de reglas de inferencia.
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Definicién 1.2.34. 2 es un conjunto parcialmente ordenado (copo) si A es un modelo de
Vayz(z <y <z—x<2)
Vay(z <y <z r=y)
Un copo puede ser totalmente ordenado o densamente ordenado si ademés de las anteriores es modelo
de Vay(x <yVy<z)yVey(x <y — Jz(x < z < y)) respectivamente.
El lenguaje de Grupos. Del tipo (—; 2,1; 2)
Alfabeto:
e Simbolos predicados: =.

e Simbolos funcionales: -, ~*.

e Simbolos constantes: e.

A fin de utilizar una notacién mas apegada a la usual, se escribird t-s y t~1 en lugar de -(t,s) y ~1(¢)
respectivamente.

Definicién 1.2.35. 2 es un grupo si es modelo de

Veyz((x-y) -z =x-(y-2))
Ve(r-e=x AN e-x=1x)

1 1

Ve(r-a '=e ANz t-x=¢)

Se ocupd la notacién usual para los grupos multiplicativos (los reales o los racionales, por ejemplo);

sin embargo, y dado que solamente son simbolos, se puede adoptar la notacién de grupos aditivos (los

enteros, por ejemplo), esto es, utilizando los sfmbolos funcionales «+» y «—» en lugar de «» y « 1»

respectivamente. Ademads, se dird que un grupo es abeliano si ademéas de ser modelo de las anteriores
oraciones es modelo de Vzy(z -y =y - x).

El lenguaje de Anillos con Unidad. Del tipo (—; 2,2, 1; 2)
Alfabeto:

e Simbolos predicados: =
e Simbolos funcionales: +, -, —
e Simbolos constantes: 0, 1.

Definicién 1.2.36. A es anillo (con unidad) si es modelo de

Veyz((z +y)+z =24 (y + 2)) Vayz((z+y)-z2=2- 24y 2)
Vay(x +y =y + x) Va(zx +0=ux)
Vayz((z-y)-z=x-(y-2)) Ve(r 4+ (—z) = 0)

Veyz(z- (y+2)=xz-y+z-2) Ve(l-z=2 A z-1=ux)

Un anillo 2 es conmutativo si es modelo de Vay(z -y = y - ). Un anillo A es un anillo de division si
es modelo de Vz(z # 0 — Jy(z -y = 1)). Un anillo de divisién conmutativo es llamado campo.

Otra estructura que se puede definir es la de la aritmética, pero esa se verda mas adelante con mucho
més detalle. Para ver mds ejemplos de estructuras ver [18, pags. 78-85].
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1.3. Teoremas principales

En esta seccién se enunciaran algunos teoremas principales de la légica de primer orden que estan
relacionados con el desarrollo del tema principal en el capitulo siguiente. El primero de ellos es la versién
en légica de predicados del lema 1.1.15.

Lema 1.3.1. LEMA DE SUFICIENCIA. Si I' - ¢, entonces I' E .

Como su anélogo, este lema se sigue de demostrar que para cada derivaciéon D con hipotesis en I' y
conclusién ¢ se tiene que I' E ¢, para lo cual se ocupa induccién sobre el conjunto de derivaciones®®.
Lo que muestra este resultado es que si la oracién ¢ es demostrable a partir de I', entonces también es

consecuencia semantica. El siguiente lema es consecuencia del anterior.
Lema 1.3.2. Si un conjunto ' tiene un modelo entonces es consistente.

Demostracion. Se supone lo contrario, si I' - L entonces, por el lema anterior, se tiene que I' F L; por
hipdtesis se tiene que existe una estructura 2 tal que % F I', luego se cumple que A = L, pues L es
consecuencia semantica de I', as{ [L]y = 1 lo cual contradice a la definicién de interpretacion. O

Este lema asegura que si un conjunto de oraciones tiene un modelo entonces no se pueden demostrar
contradicciones a partir de él. Ahora un par de definiciones que formalizan la idea que se tiene del concepto
de teoria y axioma.

Definicion 1.3.3.

1. Una teoria T es un conjunto de oraciones con la propiedad de ser cerrado bajo derivaciones; esto
es, para cada oracion p, si T ¢ entonces ¢ € T'.

1. Un congunto T tal que T = {p | T+ ¢} es llamado un conjunto de axiomas de la teoria T. Los
elementos de I" son llamados axiomas.

En la parte 11. de la definicién se asume que el conjunto T es una teoria, no es dificil mostrar este
hecho. Sea ¢ una oracion tal que T F ¢, entonces, por definicién de T', existen finitas oraciones o1, ..., 0y,
tales que 01,...,0, F ¢ y I' F 0; para cada indice ¢; esto es, existen derivaciones D, Dy, ..., D, tales que,
para cada indice 1 < ¢ < n, D; es una derivacion con hipétesis en I' y conclusion o; y D es una derivacién
con las oraciones o1, ..., 0, como hipétesis y conclusién . Asi, existe una derivacién D’ con hipétesis en
I" y conclusién ¢ la cual es el resultado de colocar la derivacion D debajo de las demdas como se muestra
a continuacién.

Dy D, e D,
o1 09 e On
D
¥
El siguiente par de definiciones muestra relaciones entre dos teorias de diferente lenguaje.
Definicion 1.3.4. Sean T' y T dos teorias cuyos respectivos lenguagje son L' y L.

I. T" es una extensién de T si T C T".

1. 7" es una extensién conservativa de T st T" N L =1T.

35La prueba completa se encuentra en (18, pag. 89].
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La primera es simplemente que la teoria T esté contenida, como conjunto de oraciones, en T”, es decir,
que todo teorema de T sea teorema de T’; la segunda es més fuerte pues se pide que todos los teoremas
de T” que estén en el lenguaje L de T sean también teoremas de esta ultima. Es claro que si 7”7 es una
extensién conservativa de T entonces es también una extension de T'.

Uno de los lemas principales en la seméntica de la légica de primer orden es el lema de existencia de
modelo el cual es el dual del lema 1.3.2. La demostracién de este lema es bastante técnica y se basa en el
hecho de que todo conjunto de oraciones I' estd contenido en la teorfa T'= {¢ | ' F ¢} y esta, a su vez,
estd contenida en una teorfa maximalmente consistente T* (cuya existencia se muestra directamente del
lema de Zorn-Kuratowski®6.) y que el lenguaje mismo de T* es un conjunto del cual se puede definir un
modelo para I', esto es, se muestra que si I' es un conjunto es consistente se puede exhibir una estructura
explicita, cuyo universo es un conjunto cociente de los términos cerrados en T, que sea modelo de T'.

Lema 1.3.5. LEMA DE EXISTENCIA DE MODELO. Si I' es un conjunto consistente de oraciones entonces
tiene un modelo.

De la demostracién del anterior lema®” se sigue de inmediato una versién més precisa del mismo. Para

enunciarlo se define la cardinalidad de un lenguaje L, denotado por |L|, como el cardinal X, si L tiene
finitas constantes y si el lenguaje tiene k > Ry contantes, entonces |L| = k.

Lema 1.3.6. Sea L un lenguaje de cardinalidad k y T' un conjunto de oraciones en este lenguaje. Si T’
es consistente, entonces tiene un modelo de cardinalidad \ < k.

Este ultimo lema, aunado al lema 1.3.2 dan la siguiente versién definitiva.

Lema 1.3.7. Un conjunto I' de oraciones es consistente si y solo si I' tiene un modelo de cardinalidad
a lo mads la cardinalidad de su lenguagje.

Un primer resultado que se sigue de este conveniente lema, junto con el lema 1.3.1, es el teorema
de completitud; cuya primera demostracién la presenté K. Gdodel en el ano 1930 como parte de su tesis
doctoral (en [9]).

Teorema 1.3.8. TEOREMA DE COMPLETITUD.?® I' E ¢ si y solo si I' - . Es decir, ¢ es consecuencia
semdntica de T' si y solo si es demostrable a partir de T'.

Demostracion. <) Es el lema 1.3.1.

=) Si T es inconsistente entonces toda férmula es demostrable a partir de T' (lema 1.1.18), en parti-
cular I' - ¢, asi I' F ¢ implica a ' F ¢.

Se supone entonces que I' es consistente. Si ocurriese que I' ¥ ¢ entonces I' U {—¢} es consistente, en
efecto, si ' U {—p} F L, al ser I" consistente y por la regla de derivacién (RAA), se tendria que T' F ¢;
luego, por el lema de existencia de modelo, I' U {—¢} tiene un modelo 2, por lo que se cumple AL E Ty
AE -, es decir, A ET y A ¥ ¢ (lema 1.2.23), lo cual contradice al supuesto de que T'E . Asi, T'E ¢
implica a I' - ¢. O

Existe otra manera de demostrar al lema 1.3.5 de tal manera que, utilizando el teorema de completitud
(habiéndolo demostrado sin utilizar este lema), el argumento es bastante corto, sin embargo solo muestra
(de manera indirecta) la existencia de un modelo para un conjunto consistente de oraciones y no da més
informacion, con lo cual no se podria llegar al enunciado del lema 1.3.7 que es bastante util pues da
informacién sobre el modelo. A continuacién, y con el fin de exponer un ejemplo de las diferencias entre
una prueba directa y otra indirecta, se muestra el lema de existencia de modelo.

36Ver A.1.20.
37La cual se puede encontrar en [18, cap. 4.1].
38Se puede encontrar una demostracién de cardcter seméntico de este resultado en [1].
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Lema 1.3.9. Si T es un conjunto consistente de oraciones entonces tiene un modelo.

Demostracion. Por contradiccién. Se supone que I" no tiene modelo; sea ¢ cualquier oraciéon dentro de su
lenguaje, entonces se sigue por vacuidad que I' F ¢ A =, ocupando el teorema de completitud se tiene
que ' - @ A = con lo cual T'+ L y entonces I es inconsistente, contradiciendo la hipétesis. O

Otro resultado importante que es inmediato del lema de existencia de modelo es el importante para
la 16gica (e imprescindible para el desarrollo del segundo capitulo) teorema de compacidad.

Teorema 1.3.10. TEOREMA DE COMPACIDAD. Un conjunto I' tiene un modelo si y solo si cada subcon-
junto finito de I' tiene un modelo.

Es claro que el teorema de compacidad es trivial para cuando |I'| < Ng, sin embargo para cuando T’
es infinito es un teorema muy 1til. Para su demostracién se ocupard una formulaciéon equivalente: I' no
tiene modelo si y solo si algin A C I' finito no tiene modelo.

Demostracion. <) Se supone que existe A C T finito tal que no tiene modelo. Si I' tuviera un modelo 2,
entonces, por definicién, 2 serfa modelo de A puesto que A C I'. En general, si I'y C I'y son conjuntos
de oraciones del mismo lenguaje, cualquier modelo de I'; es modelo de I's.

=) Se supone que I' no tiene modelo. Por el lema de existencia de modelo se tiene que T es inconsis-
tente, por lo que existen o1,...,0, €T tales que o1,...,0, F L. Esto muestra que A = {o1,...,0,} es
inconsistente y, por el lema 1.3.2, no tiene modelo. O

Para demostrar el siguiente teorema hace falta la definicién para cuando una estructura 8 sea una
expansion de 2. Por ejemplo, sea A = (R, +,0) la estructura de los reales como grupo aditivo, se le puede
agregar la funcién producto (- : R x R — R) y la constante uno (1) para asf tener la estructura de anillo
para los reales, B = (R, +, -, 0, 1); asi, expandir una estructura es conservar el mismo universo y agregar
posibles relaciones, posibles funciones y posibles constantes.

Definicién 1.3.11. Sean 2 y B estructuras. Se dird que A es una reduccién de B (o que B es una
expansion de A) si || = |B| y toda relacion, toda funcidn y toda constante de A es también relacion,
funcidn y constante de B. Se ocupard la notacion (A, S1,...,5,91,....9m,{a; | j € J}) para hacer
referencia a una expansion de A indicando las relaciones, funciones y constantes extras.

La siguiente proposicién es directa de la definiciéon anterior y se muestra ocupando induccién sobre
las oraciones.

Proposicién 1.3.12. Sea A una estructura con lenguaje L que es reduccion de B. Se cumple que A F o
sty solo si B F o para cualquier oracion o del lenguaje L.

Teorema 1.3.13. SKOLEM-LOWENHEIM DESCENDENTE Sea I' un conjunto de oraciones en un lenguaje
de cardinalidad Kk y sea A un cardinal tal que Kk < X. Si T tiene un modelo de cardinalidad X\, entonces T’
tiene un modelo de cardinalidad k' para cualquier cardinal k' tal que k < K’ < .

Demostracion. Sea L el lenguaje de I'. Sea L’ el lenguaje que extiende a L y que resulta de agregar
el conjunto {c¢; | ¢ € I} de ' nuevas constantes (es decir, que no estdn en el alfabeto de L). Sea
I"=TU{c; #¢; | i,j € Iyi#j} del lenguaje L'. Se mostrard que I tiene un modelo.

Por hipétesis existe un modelo 2 de I' de cardinalidad A. Sea 2 la expansién de 2 que resulta al
agregar k' constantes distintas (esto es posible pues k' < A, y asi existe un subconjunto A de || con
cardinalidad £’). Por la proposicién anterior, 2’ es modelo de I' ademds, 2" F ¢; # ¢; para toda 4,j € I
con i # 7, por lo tanto, A’ es modelo de I".
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La cardinalidad de L’ es x’. Por el lema de existencia de modelo, I tiene un modelo B’ de cardinalidad
menor o igual que &/, por otro lado, los axiomas ¢; # ¢; implican que B’ tiene cardinalidad mayor o igual
que «'; asf, B’ tiene cardinalidad x’. Por tltimo, sea B la reduccién de B’ al lenguaje L, entonces por la
proposicién anterior B es modelo de T O

Sea K una clase®® de estructuras, del mismo tipo de similitud fijo, entonces se define la teoria de K
como el conjunto Th(K) = {o | A F o para cada 2 € K}. En el caso de que K esté constituida por una
sola estructura, es decir K = {21}, se ocupard la notacién Th(2l). Sea R = (R, +,-,71,0,1) la estructura
de campo para los niimeros reales. Entonces, como consecuencia del teorema anterior, la teoria de los
nimeros reales, es decir Th(R), tiene un modelo numerable.

Teorema 1.3.14. SKOLEM-LOWENHEIM ASCENDENTE Sea I' un conjunto de oraciones en un lenguaje
de cardinalidad k y sea A un modelo de T' con cardinalidad N > k. Para cualquier p > X\, T' tiene un
modelo de cardinalidad p.

Demostracion. Sea L el lenguaje de I'. Sea L’ el lenguaje que extiende a L y que resulta de agregar el
conjunto {¢; | @ € I'} de p nuevas constantes. Sea I'" =T U{¢; #¢; | 4,5 € I y i # j} del lenguaje L. Se
mostrara que I tiene un modelo ocupando el teorema de compacidad.

Sea A C T finito. Sea {c¢;,,...,¢;, ; el conjunto de constantes que aparecen en los nuevos axio-
mas dentro del conjunto A, es decir, son las constantes que aparecen en el conjunto A N (I"\T'). Sea
Lo =TU{ci, #ci, | p,q <k}, entonces A C Ty. Cualquier modelo de T'g es modelo de A.

Sea ahora A" = (2, a1, ..., a;) la expansiéon de 2 que resulta al agregar k constantes distintas (puede
ocurrir que no se puedan agregar estas constantes, esto ocurre por ejemplo cuando A = «x y todo elemento
de || es una constante en 2, lo cual en realidad no importa, pues la expansién 2’ es en realidad 2).
Claramente 2’ es modelo de A puesto que es modelo de I'g. Por el teorema de compacidad, existe B
modelo de I7. Sea B la reduccién de B’ al lenguaje L, entonces B es modelo de I'; ademds, por las
oraciones extras de I' se tiene que la cardinalidad de B’, y por lo tanto la de B, es mayor igual que
. Si fuera igual a p se obtiene el resultado, si fuese estrictamente mayor que u se aplica el teorema de
Skolem-Lowenheim descendente para mostrar la existencia de un modelo con este cardinal. O]

Asi como en el dlgebra dos estructuras isomorfas son indistinguibles pues solo difieren en la naturaleza
de los objetos, se tendrd una definicién similar para estructuras en la logica en el sentido de que 2 y B
seran (légicamente) indistintas si modelan exactamente las mismas oraciones de un lenguaje.

Definicién 1.3.15. Las estructuras 2 y B son elementalmente equivalentes en un lenguaje L si para

toda oracion o de L se cumple que A F o si y solo si B F o. Si este es el caso se ocupa la notacion
A="B.
Definicién 1.3.16. Sean 2l y B del mismo tipo. Una funcidn f : |A] — |B| es un isomorfismo si
o fes biyectiva,
e para cada simbolo predicado P;, (ay,...,ax) € P siy solo si (ay,...,a;) € P>,
e para cada simbolo funcional F}, f(Ff[(ai, ceag)) = F;B(f(ai), o flak), v
cE.

e para cada simbolo constante c;, f(c?l) =

Se dird que 2 es isomorfa a B, y en este caso se ocupara la notacién 2 = 5.

39En el sentido de la teorfa de conjuntos en ZFC, esto es, una coleccién de conjuntos que no necesariamente es un conjunto.
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Lema 1.3.17. Si 2 = B entonces A =B (isomorfo implica elementalmente equivalente).

El anterior lema se muestra por induccidon sobre el lenguaje. En la matematica se ocupa a me-
nudo el prefijo sub, asi se tiene la nocién de subgrupo, subanillo, subespacio, etc. Sean por ejemplo
R=(R+,-,71,0,1) y Q =(Q,+,-,71,0,1) las estructuras de campo para los reales y racionales res-
pectivamente, se dice entonces que £ es una subestructura de R pues Q C R y las funciones en los reales
son una extensién de las funciones en los racionales. En general si tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.3.18. Sean A y B estructuras del mismo tipo. 2 es una subestructura (submodelo) de B
si || C |®B| y para los simbolos del alfabeto de su lenguaje se cumple

e PE N A" = P donde n; es el nimero de argumentos para P;.
° F;B\an = Fjg[ donde n; es el numero de argumentos para Fj.

o ¢F=ct

Si A es subestructura de B se ocupard la notaciéon 2 C ‘B.

La nocién que se dio de elementalmente equivalente solo requiere que las oraciones (las cuales no hacen
referencia a ningin elemento del universo, salvo las constantes) fueran simultdneamente verdaderas en
ambas estructuras. La siguiente definicién lleva esta nocién méas lejos permitiendo hacer referencia a los
elementos de una estructura.

Definicién 1.3.19. Una estructura 2 es una subestructura elemental de B (o de manera equivalente,
B es una extension elemental de ) si A C B y para toda férmula o(xq,...,x,) con n variables libres
del lenguaje L se cumple que para todos aq, . ..,a, € ||, AE p(a1,...,a,) siysolo siBE p(ay,...,a,).

Si la definicién anterior se cumple se ocuparéd la notaciéon A < B, lo cual quiere decir que 2 es
subestructura de 8 y ademés hacen verdaderas a las mismas oraciones del lenguaje con pardmetros en
el universo de 2. Es claro que 2l < B implica 2 = B, ademds, no es dificil encontrar un contraejemplo
para mostrar que no se tiene la otra implicacién.

Puede ocurrir que una estructura 2 sea tal que es isomorfa a una subestructura de 8; acorde a la
definicién no se puede afirmar que 2 es una subestructura de B, pero el hecho de tener una copia dentro
de ésta hace que 21 esté isomdrficamente encajada; asi se puede ampliar la notacién 2l C B a este caso,
en el sentido de identificar a 2 con su imagen bajo el isomorfismo. Similarmente, se dird que 2l es un
encaje elemental de 9B si existe una estructura A’ tal que A = A" y A’ < B; de nuevo, se generalizara la
notaciéon A < B para cuando A esté elementalmente encajado en *B.

De manera similar a la definicién 1.2.18, una estructura 2 se puede extender afiadiendo a todos los
elementos de su universo como constantes, a esta extension de 2 se le denotara 2; es decir, A = (2, |2A|).
Ocurre ademés que el lenguaje de 2 es L(2A).

Por 1ltimo, se mencionardn un par de resultados que fortalecen a los teoremas de Skolem-Lowenheim
y que se pueden ver en [18, pdg. 117].

Teorema 1.3.20. SKOLEM-LOWENHEIM DESCENDENTE. Sea 2 una estructura cuyo lenguaje es L. Si

A tiene cardinalidad \ y |L| = k con A > K entonces existe una estructura B de cardinalidad k tal que
B < 2.

Teorema 1.3.21. SKOLEM-LOWENHEIM ASCENDENTE. Sea 2 una estructura cuyo lenguaje es L. Si
A tiene cardinalidad \ y |L| = £ con A > Kk entonces para cada p > A existe una estructura B de
cardinalidad p tal que A < *B.



Capitulo 2

Aritmeética de primer orden

La aritmética es ampliamente conocida en el &mbito mateméatico y una manera formal de presentarla
es mediante los aziomas de Peano. La forma mas conocida de estos axiomas incluye la siguiente version
del principio de induccion: si un subconjunto A de los nimeros naturales (A C N) contiene al nimero
0 y si ocurre que para todo elemento = de A el sucesor de x también estd en A (0 € Ay x € A implica
s(z) € A) entonces A = N. Se puede colocar este axioma en términos 1égicos de la siguiente manera
VA0 € AN (Vz(x € A — s(z) € A)) — Va(z € A)), el problema de este enunciado es que no pertenece
a la logica de primer orden pues, como se mencioné en el comentario siguiente a la definiciéon 1.2.3, en
l6gica de predicados no se puede cuantificar sobre relaciones o funciones, en particular sobre subconjuntos
del universo. Asi, la manera de estudiar a la aritmética serd desde el enfoque de primer orden, donde
se modificard el principio de induccién de segundo orden para convertirlo en un esquema azxiomdtico de
primer orden.

Asi, en este capitulo se definird la aritmética de primer orden y se ahondara en ella presentando
resultados que se enfocan principalmente en la existencia y descripcién de las estructuras llamadas modelos
no-estdndar.

2.1. Axiomas de Peano

A lo largo del siglo XIX, algunos matematicos se dieron cuenta de que gran parte de la matematica
descansa en la teoria de los ntimeros naturales, esto debido a que la rama matemé&tica conocida como
andlisis (la cual estd constituida por el célculo, la geometria analitica, la teorfa de ecuaciones diferen-
ciales y los ntimeros complejos, entre otros) se basa en la estructura de los ntimeros reales y, en aquellos
anos, se llegd a la conclusién de que el conjunto R y sus propiedades se puede deducir a partir de los
ndmeros naturales'. Los matemé&ticos entonces se interesaron mas en la aritmética y, en particular, en la
manera de axiomatizarla, es por ello que en el ano 1888 R. Dedekind propuso un sistema axiomatico de
los ntimeros naturales que, de manera mas precisa, G. Peano present6 en su libro Arithmetices principia,
nova methodo exposita ([16]) un ano después. Es por ello que los hoy conocidos axiomas de Peano (o
postulados de Peano) también son llamados axiomas de Dedekind-Peano.

Para la formulacién de dichos axiomas hacen falta las nociones primitivas de numero natural, 0 y
sucesor; sin embargo, en un lenguaje légico éstas se pueden formular ocupando unicamente oraciones
sintacticas sin necesidad de recurrir a un significado a priori. Como se menciond anteriormente, los

1Una construccién, de naturaleza analitica dentro de ZFC, de los nimeros reales se puede consultar en [10, cap. 6] y
otra, de cardcter més conjuntista, en [14, cap. 3-4].
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enunciados originales contienen al axioma del principio de induccién que no puede ser expresado, como
un solo axioma, en la logica de primer orden. Por ese motivo, en este contexto se tendra una definicién
adaptada de axiomas de Peano; primero se hard mencion del lenguaje de la aritmética.

Definicién 2.1.1. El lenguaje de la aritmética (La ) es del tipo (—; 2,2, 1; 1) y su alfabeto estd constituido
por los siguientes simbolos.

e Simbolos predicados: =.
e Simbolos funcionales: +, -, s.
e Simbolos constantes: 0.

Definicién 2.1.2. Las siguientes oraciones dentro del lenguaje La son llamadas los axiomas de Peano
(de primer orden).

V(0 # s(x))
Vay(s(z) = s(y) = = =y)
Ve(r 4+ 0 = z)

Vay(z +s(y) = s(z +y))
Va(z -0 = 0)
Va(z-s(y) =z -y+ )

©(0) A Va(p(z) = ¢(s(x))) = Vap(z)

Al conjunto de los axiomas de Peano se le denotara con PA. El primero de estos se interpreta como 0
no es el sucesor de ningun elemento del universo, el segundo basicamente expresa que la funcién unaria
sucesor es inyectiva. El siguiente par muestra propiedades sobre la suma, y el siguiente par sobre el pro-
ducto. El iltimo de ellos no es, como se previd, un axioma, pues no es una oraciéon del lenguaje, sino que
es una expresiéon del meta-lenguaje la cual representa un conjunto infinito (numerable) de oraciones (una
por cada oracién ¢ en Lp); a este tipo de expresiones se le conoce como esquema axiomdtico. Asi, el es-
quema axiomadtico de PA expresa que, dada una oracién ¢(x) del lenguaje, si en una estructura adecuada
©(0) es verdadera y si siempre que un elemento tiene la propiedad expresada en ¢ entonces el sucesor de
ese elemento también, entonces todo elemento del universo de la estructura tiene dicha propiedad. De lo
anterior se tiene que los axiomas de Peano, en l6gica de primer orden, son infinitos; es decir, [PA| = N,.

Se puede pensar que el esquema axiomatico de primer orden es equivalente al enunciado original, en el
sentido de que para todo subconjunto A de los naturales se puede encontrar una oracién ¢ tal que z € A
si y solo si ¢(z), en otras palabras, que todo subconjunto sea de la forma A = {z | ¢(x)}. Esto no es
cierto y una manera sencilla de darse cuenta de ello es que existen 2% subconjuntos de los naturales y en
lenguaje de la aritmética (de primer orden) solo se pueden construir Ry oraciones. Lo que se obtiene de
esto es que existen numerables subconjuntos especiales pues pueden ser definidos mediante una oracién
de primer orden (estos conjuntos son conocidos como conjuntos definibles en Ly ), pero los otros, que son
la mayoria, no tienen esta propiedad.

Se enuncian a continuacién algunas oraciones que son consecuencias semanticas de los axiomas, lo
cual quiere decir que se validan en toda estructura aritmética (definicién 2.2.1).
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Proposicion 2.1.3. Las siguientes son consecuencias semdnticas de PA.
o) Va(w =0 v Fy(z = s(y)))

b) Vayz(z + (y +2) = (x +y) + 2)

c) Vay(z +y =y + )

d) Veyz(z+z=y+2 =z =y)

e) Vayz(x - (y-2) = (x-y) - 2)

f) Vay(z-y=y-x)

g) Veyz(z#0 = (x- 2=y -z >z =y))

h) Veyz(x - (y+z2)=z-y+x-2)

Demostracion. Para mostrar esta proposicién se ocupa el teorema de completitud (teorema 1.3.8), asi,
basta dar una demostracién formal (derivacién) de cada una de las oraciones tomando como hipdtesis los
axiomas de Peano. La prueba de cada uno de ellos es similar, asi solo se presentaran un par de ellas.

Para la parte a). Sea ¢(x) = z = 0V Jy(z = s(y)). Entonces se demuestra a ¢(0), pues 0 = 0;
ahora, suponiendo que ¢(t), se tiene que mostrar que ¢(s(t)), lo cual es sencillo pues si t = 0 entonces
s(t) = s(0), y si t # 0 entonces, por hipdtesis, ¢ = s(r) para algin término r, asi s(t) = s(s(r)), con
lo cual se tiene (s(t)). Para concluir se ocupa el esquema de induccién con esta oracién ¢, de donde
Ve(zr =0 VvV Jy(z = s(y))). Estrictamente hablando, esta no es una demostracién (en el lenguaje de
primer orden) de ¢ ocupando hipétesis en PA, es mds bien una meta-demostracién de lo mismo. Sin
embargo, no hay problema, pues lo que se hizo fue interpretar, en el meta-lenguaje, lo que expresa una
demostracion en el sentido de esta teoria. A continuacién se presenta la demostracion formal.

[t =0] [t = s(r)]
[p(t)] s(t) = s(0) s(t) = s(s(r))
t=0Vt=s(r) Jy(s(t) = s(y)) Jy(s(t) = s(y))
Jy(s(t) = s(y))
0=0 s(t) =0V Fy(s(t) = s(y))
©(0) o(t) = p(s(t))
©(0) A (p(t) — ¢(s(1))) (p(0) A (p(t) = ¢(s(1)))) = Vop(z)

Vzp ()

Para la parte h). Se supondrd que algunos de los anteriores incisos ya fueron demostrados. Sea
p(z,y,2) = 2(y+ 2) = © -y + x - 2, se mostrard primero que Vap(z,y,z) ocupando el esquema de
induccién sobre p(z,y, z). Si x = 0 entonces, por el inciso f), z- (y+2) =0=04+0=z-y+ - 2, esto es,
se demuestra ¢(0, y, z). Se supone ahora que se cumple ¢(z, y, ), luego, s(x)- (y+2) =x-(y+2)+ (y+2)
y por hipétesis se tiene que s(x) - (y+2) = (x-y+2-2)+ (y+ 2), ahora solo hace falta ocupar los incisos
b) y ¢) para concluir que s(x) - (y+z) = s(z) -y + s(z) - z, es decir, p(z,y, z) = ¢(s(z),y, z); por lo tanto
Vap(z,y,2), y por dltimo, ocupando la regla (V I), se obtiene Vayzp(x,y, z). De nuevo, esto es solo una
interpretacién de una demostracion en el sentido de la légica de primer orden, pero conviene presentarla
de esta manera y no como una extensa derivacién. Por tal motivo, se ocuparan estds meta-demostraciones
en lo que resta del escrito. O
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2.2. Modelos

Definicién 2.2.1. Una estructura 2 del tipo del lenguaje Lo se llamard estructura de Peano (‘estructura
aritmética o modelo aritmético) si es modelo de PA; es decir, si A E PA.

En este texto se ocupara el nombre modelo aritmético y a veces, para no sonar repetitivo, simplemente
se dird que 9 es aritmética. Un primer resultado esperado es que el conjunto de nimeros naturales (N)
junto con sus operaciones usuales sea una estructura aritmética; y, en efecto, lo es.

Teorema 2.2.2. La estructura M = (N, +,-, s, 0) es aritmética®.

Los principales resultados para la demostracion de este teorema se muestran en el apéndice A, la
prueba completa se puede encontrar en [10, cap. 5]. A 9N se le llama el modelo estdndar de la aritméti-
ca. Por la proposicién 2.1.3 se sabe que los naturales validan las oraciones alli enunciadas, lo cual no es
sorprendente, sin embargo, ese resultado es més fuerte pues muestra que en todas las estructuras aritméti-
cas, no solo en M, éstas son verdaderas. La pregunta entonces es, ;I es la tnica estructura aritmética?
Considerando los axiomas originales de Peano se puede mostrar que, ocupando logica de segundo orden
y bajo ciertas consideraciones técnicas, en efecto M es (salvo isomorfismo) la tinica estructura que mo-
dela a dichos axiomas; sin embargo, no ocurre lo mismo cuando se trabaja en légica de primer orden.
Este aspecto interesante (o anémalo) al considerar la aritmética en 1dgica de predicados desemboca en la
aparicién de nuevas estructuras diferentes al estandar que también son modelo de PA. Para mostrar ello,
primero se precisard que se quiere decir con diferentes.

Definicién 2.2.3. Sea 9 un modelo aritmético. Se dird que M es un modelo no-estandar de la aritmética

st M ZN.

Asi, un modelo no-estdndar de la aritmética es una estructura que es modelo de los axiomas de Peano
pero no es isomorfo al estdndar. Esto es, o bien es mas que numerable? o bien no hay una correspondencia
entre la interpretacién de al menos un simbolo funcional. El lema 2.2.6 muestra una manera alterna de
verificar si un modelo de PA es no-estdndar. Para enunciarlo se ocupard el concepto finito-accesible. (El
simbolo |M1| denota al universo de un modelo, definicién 1.2.1)

Definicién 2.2.4. Sea 9 un modelo aritmético, se define la inclusién de N en 9 como la funcion
f:N—= |9 tal que
- 0™ sim = 0.
Fm) = s™(§(n)) si m = s(n) para algin n natural.
La funcién inclusién | esta bien definida, existe y es tnica gracias al teorema de recursion de ZFC
(teorema A.2.8). Como se verd en esta seccidn, esta funcién es importante para mostrar ciertos aspectos

sobre los modelos no-estandar.

Definicién 2.2.5. Sea M un modelo aritmético y § la funcion inclusion. Un elemento a € || se
llamard finito-accesible si a € f(N); el conjunto f(N) es el conjunto finito-accesible de 9 y se le denota
con FA(OMN).

Asi, un elemento a dentro del universo de un modelo aritmético es finito-accesible si, o bien es la
constante cero, o bien es igual al resultado de aplicar un ntimero finito de veces la operacion sucesor a
la constante cero. Cuando 91 = I entonces f es la funcién identidad, asi, es claro que todo elemento
del modelo estdndar es finito-accesible; sin embargo, como se comentara después del teorema 2.2.8, esta
propiedad no es inherente a los modelos aritméticos.

2Se estan ocupando los mismos simbolos del lenguaje formal para denotar a las funciones + : Nx N - N, - : Nx N - N
y s : N — N (teoremas A.2.10 y A.2.11); de nuevo, esto es un usual abuso del lenguaje, empero, se debe tener en cuenta el
contexto de los simbolos para deducir su naturaleza. Ver apéndice A.2 para més detalles.

3De la proposicién 2.3.1 se sigue que ningiin modelo aritmético es finito.
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Lema 2.2.6. Sea M tal que M E PA, entonces M es no-estdndar si y solo si existe a € | M| tal que a no
es finito-accesible.

Se presenta la prueba al enunciado equivalente de este lema: Si 9t F PA, entonces 991 = 91 si y solo si
todo a € |9M| es finito-accesible por s™ sobre 0™.

Demostracion. =) Por hipétesis, existe un isomorfismo f : N — |9]. Como f es biyectiva, todo ele-
mento a € M| se puede indizar con el dnico ndmero natural n tal que f(n) = a; asi, se tiene que
|9t = {a, | n € N} = {ag,a1,a2,...}. Mas atin, se puede inducir un buen orden < (definicién A.2.13) en
|20t donde a,, < ap, siy solo si n < m (el orden usual de N) para a,, a, € |9|.

Si X = |91\ FA(9M) # 0 entonces X tiene un elemento minimo a,, en el orden <, como ag = f(0) =
0™ € FA(OM) se tiene que m # 0, entonces m = s(n) para algin n natural. Como a,, es el minimo de X,
a, € FA(OM), es decir, a,, es finito-accesible, pero por su definicién también s™ (a,,) es finito-accesible,
luego s™ (a,) = s™(f(n)) = f(s(n)) = f(m) = a, pues f es un isomorfismo, contradiciendo la condicién
sobre a,,. Asi X =), con lo cual |9t] = FA(IM).

<) Por hipdtesis se tiene que todo a € 9] es finito-accesible. Se mostrard que la funcién inclusién §
es, en este caso, un isomorfismo.

Por definicién, §(0) = 0™ y f(s(n)) = s™(f(n)) para cada n natural. Sea n € N arbitrario y fijo,
se demostrara por induccién sobre el natural m que f(n + m) = f(n) +™ f(m); si m = 0 se tiene que
f(n +0) = f(n) = f(n) +™ 0™ = f(n) +™ §(0) pues M es aritmética, luego se supone que f(n + m) =
f(n) +7 §(m) para algtin m natural, ocupando de nuevo el hecho de que 9 F PA se cumple entonces que
§(n + 5(m)) = f(s(n+ m)) = 5™ (F(n+m)) = s (§(n) +7 f(m)) = F(n) +7 T (f(m)) = F(n) + F(s(m));
con lo cual queda demostrado. Ocupando esto, es similar la prueba de que §(n - m) = f(n) -™ j(m) para
todo n,m € N.

Falta entonces mostrar que f es biyectiva. Sean n,m € N tales que f(n) = f(m), sin pérdida de gene-
ralidad se supone que n < m, es decir, existe un natural k tal que m = n+ k; por lo anterior se tiene que
f(n) = f(m) si y solo si f(n) = f(n) +™ §(k), como M es aritmética f(n) = f(n) + 0™ y, por la proposicién
2.1.3, se tiene que 0™ = (k). Por tltimo, dada la definicién de la funcién inclusién, f(m) = 0™ si y solo si
m = 0 pues si m = s(n), f(m) = s™(f(n)) y 0™ no es sucesor de ningiin elemento de [9|; asi f(n) = f(m)
implica k = 0, esto es n = m, con lo cual { es inyectiva.

Mostrar que f es suprayectiva es directo de la suposicién, puesto que todo elemento a € |9 sea
finito-accesible significa que f(N) = |9t|, de donde f es suprayectiva. O

De la segunda parte de esta ultima demostracién, puesto que la hipétesis solo se utiliza para mostrar
que f es suprayectiva, se mostré de manera implicita que el conjunto finito-accesibles F'A es una subes-
tructura de 9 (puesto que es cerrado bajos las tres operaciones) y ademds la funcién inclusién f es un
isomorfismo entre el modelo estandar y esta subestructura. En resumen, se mostro el siguiente corolario.
Corolario 2.2.7. Sean M un modelo aritmético y &, ®, o las funciones +™, M y s™ restringidas al
conjunto FA(OM) respectivamente. Entonces (FA(M), &, ®,0, 0™) es una subestructura isomorfa a N.

A los elementos de FA(DN) también se les llamard elementos (o ntimeros) estandar, es decir, los
elementos estdandar de un modelo no-estandar son precisamente los finito-accesibles. De manera andloga,
si a € |9 no es finito-accesible se dird que es un elemento no-estdndar.
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En lo venidero se utilizardn términos en L de la forma s(s(---s(0)---)) donde el simbolo funcional s
aparece un nimero finito de veces (idea similar a la nocién de finito-accesible), por ello conviene tener una
notacién que simplifique la escritura®. Se define la funcién * : N — TERM, (L) de manera recursiva, sien-
do0=0yn+1=s(m) donde TERM,.(La) es el conjunto de términos cerrados del lenguaje L. Una vez
mas, esta funcién existe, es inica y estd bien definida gracias al teorema de recursién (ver teorema A.2.8).

La existencia de modelos no-estandar para la aritmética de primer orden se sigue directamente del
teorema de Skolem-Léwenheim (teorema 1.3.14) puesto que 9 F PA y |N| = |La|; més atn, se tiene
la existencia de un modelo no-estdndar de cardinalidad A para cada A > Ny. Aun asi, se dard una
demostracién de su existencia ocupando el lema anterior y el teorema de compacidad (teorema 1.3.10).

Teorema 2.2.8. Existen modelos no-estandar de la aritmética.

Demostracion. Sea Ly = La U {c} la extensién del lenguaje de la aritmética que resulta al agregar un
simbolo constante c. Se definen las oraciones ¢, para n un nimero natural como ¢, = ¢ # 7. Sea
I'={p e L} | ¥ = ¢, para algin natural n}. Asi el conjunto PAUT C L}.

Se mostrard que PA UT tiene un modelo. Sea A C PA UT finito, sea m un ntmero natural tal que
m=1siANT=0ym=mix{n | ¢, € A} +1si ANT # ), como A es finito m estd bien definido. Se
considera a la estructura N, = (N, +,-,s, 0,m) del mismo tipo que L}, resulta que M, es modelo de
A pues 9N = N,, en el lenguaje La y N, F ¢, para toda ¢, € A dado que ¢”*» = m.

Luego, por el teorema de compacidad PAUT tiene un modelo 2 del tipo (—; 2,2, 1; 2). Basta considerar
B como la reduccién de la estructura A al tipo de La que se obtiene al omitir la constante ¢® (se omite
como constante, pero sigue siendo un elemento de |B]), asi B es una estructura aritmética y tiene un
elemento que no es finito-accesible (pues 2 es modelo de I') esto es, ocupando el lema 2.2.6, B es un
modelo no-estdndar de la aritmética. O

Del lema 2.2.6 ademas se sigue que en los modelos no-estdndar no se cumple el principio arquime-
diano, pues existe al menos un elemento en su universo que no es finito-accesible. Otra manera de ver
este hecho es que este principio no es expresable en logica de primer orden; en efecto, si existiera una
oracién p(z) cuya interpretacién fuera «x es finito-accesible» entonces, por el esquema de induccién de
PA, todo modelo aritmético seria isomorfo a 9, pero ya se ha demostrado que existen los no-estandar.

La segunda versién del teorema de Skolem-Lowenheim (teorema 1.3.21) implica la existencia de mo-
delos no-estandar de la aritmética que ademds son extensiones elementales (bajo isomorfismo) de 9; esto
es, ademas de que el modelo estandar estd encajado en ellos se tiene que toda oracién, con los niimeros
naturales como posibles parametros, es verdadera en 91 si y solo si lo es en el modelo no-estandar. En
efecto, se considera el conjunto de oraciones Th(), es decir, la teoria del modelo estandar de la aritmética
donde todo ntimero natural es una constante; es claro que 91 F Th(‘fl) por lo que, ocupando el teorema
de Skolem-Léwenheim, para A > Ng un cardinal existe una estructura 9, de cardinalidad X y del tipo
de Ly, tal que 9 Th(‘j\T). Como PA C Th(‘ft) (puesto que 91 es un modelo aritmético), se tiene que
M E PA, més alin se tiene que, por un lema técnico que caracteriza a los encajes elementales (el cual se
puede consultar junto a su demostracién en [18, cap. 4.3]), 91 < M.

4Estas abreviaciones también pueden tratarse como constantes en cualquier modelo aritmético, pues se puede considerar
el lenguaje de la aritmética extendido Lp donde cada uno de estos términos es una constante.
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2.3. Orden

El teorema 2.2.8 muestra, ocupando el teorema de compacidad, la existencia de modelos no-estandar;
sin embargo no da mas informacién sobre ellos, es decir, el resultado implica que existen y solo ello. El
corolario 2.2.7 da un poco de detalle, pues se sabe que existe una copia de los naturales dentro de cada
uno de ellos y el parrafo anterior muestra que cierto tipo de estructuras aritméticas no solo tienen una
copia de los naturales, sino que ademas son extensiones elementales. Mas alld de eso no se tiene idea
de su estructura. En esta seccién se explorara un poco en los modelos no-estandar para obtener més
informacién, definiendo en ellos un orden®.

En l6gica de primer orden, dada una teoria T' con lenguaje L se pueden definir nuevas constantes, nue-
vas funciones y nuevas relaciones en ella gracias a las llamadas ezpansiones de Skolem. En donde definir
significa dar un nuevo simbolo (que no sea parte del lenguaje) para representar cierta oracién; ademads la
nueva teoria resultante (pues se tiene un simbolo més) es conservativa sobre la anterior. Concretamente,
un resultado (que se ocupard en seguida) afirma que si ¢ es una oracién de L con FV(¢) = {x1,..., 2}
como conjunto de variables libres y ) es un simbolo predicado que no sea parte de L, entonces la teoria
TT =TU{Vx...2,(p < Q(x1,...,7,))} es conservativa sobre T. Es decir, dada una oracién ¢ con
n variables libres se puede ocupar un nuevo simbolo predicado para abreviarla, de tal manera que ¢ y
Q(x1,...,x,) son equivalentes. En el apéndice B se pueden encontrar los enunciados de estos teoremas.
Para detalles mds técnicos sobre las expansiones de Skolem y el cdmo enriquecer un lenguaje ver [18,
pag. 127-131].

Entonces, se puede definir un orden (formalmente, solo es una relacién binaria, sin embargo la pro-
posicién 2.3.1 muestra que en efecto es un orden) en las estructuras aritméticas de la siguiente manera,
x <y =3Jz(x =y+ s(2)). Es decir, se estd definiendo un orden < (que se leerd como menor que) de
tal manera que = < y (x es menor que y) si y solo si existe un elemento z tal que z es igual a la suma
de y con el sucesor de z. Ademds, se ocupard la abreviaciéon = < y para la oraciéon z < yVz =y y se
ocupard x > y para la oracién y < z. Una razén de definir asi el orden es que se corresponde con el orden
usual del modelo estdndar (teorema A.2.14), es decir, la oracién 7 < 7 del lenguaje de la aritmética se
corresponde con la meta-oracién n < m, la cual tiene su significado preciso dentro de ZFC.

Primero, algunos resultados seméanticos sobre el orden recién definido.
Proposicion 2.3.1. Las siguientes oraciones son consecuencias semdnticas de PA.
a) Vey(z <y < z(y =2 + 2))

b) Vz(0 < x)

c) Ya(r < s(x))

1) Vay(z < y o 5(z) < 5(1))

e) Ve(By(z <y A y < s(x)))

f) Veyzla <yhy<z—ox<z)

g) Veylxr <y Vz=y V x>vy)

h) Vey(—(z=y AN z<y) AN =(z=y AN x>y AN a(a<y A z>y))

i) Veyz(z <y < z+2<y+2)

5En [3] se pueden encontrar resultados més profundos del tema.
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J) Veyz(z#£0 = (2 <y < z-2<y-2))
k) Veyzw(z <z AN y<w—oz+y<z+w)

La demostracién de esto es como en la proposicién 2.1.3, es decir, se ocupa el teorema de completitud
y se da la demostracién de cada una de las oraciones ocupando como hipétesis los axiomas de Peano. A
manera de ejemplo, se presenta la demostracién de los incisos d), y g).

Demostracion. d). Se tiene la siguiente cadena de doble implicacién.

x < ysiysolosiy=x+s(z) para algin z si y solo si, por inyectividad del sucesor, s(y) = s(x + s(2))
si y solo si, por el axioma cuatro, s(y) = s(z) + s(z) si y solo si s(z) < s(y).

g). Sea p(xz,y) =x <y V x =y V x> y; sea y un elemento arbitrario y fijo, se demostrard a ¢(x,y)
ocupando induccién sobre z. Si = 0, por el inciso b) se tiene que 0 < y, de donde se tiene a ¢(0,y); se
supone a (z,y) para algin z, entonces hay tres casos.

I. Siz <y entonces existe t tal que y = x+ s(t), por la parte a) de la proposicién 2.1.3¢t =00t = s(u)
para algin termino u. Si¢ = 0 entonces y = 2+ $(0) = s(z+0) = s(x) de donde se tiene a ¢(s(z),y);
si t = s(u) entonces y = x + s(s(u)) = s(z + s(u)) = s(s(uw) + ) = s(u) + s(x) = s(x) + s(u), de
donde y < s(z) y por ende se tiene a p(s(x),y).

1. Si x =y, por la parte ¢) se cumple que < s(x), as{ y < s(x) y se tiene a p(s(z),y).

L. Si y < a, por la parte ¢) se cumple que & < s(x) y por transitividad (inciso f)) se concluye que
y < s(x), asf se tiene a p(s(z),y).

En cualquier caso, ¢(x,y) implica a ¢(s(x), y); ocupando el esquema de induccidn se tiene lo deseado.
O

Las partes f) y g) de la proposicién muestran que el orden < es transitivo y lineal, respectivamente;
de hecho los incisos g) y h) muestran que se tiene la propiedad de tricotomia (es decir, para cualquier
par de elementos z,y se cumple una y solo una de las oraciones < y, x = y y > y). De la parte b)
se sigue que la constante 0 es el primer elemento de toda estructura aritmética; de los incisos c) y e) se
tiene que el sucesor de z es el elemento inmediatamente mayor a x y los ltimas oraciones muestran leyes
de cancelacién y conservacion del orden.

De esta proposicién se sigue un primer bosquejo de la estructura de un modelo no-estandar.

Lema 2.3.2. Sea 9 un modelo no-estdndar, entonces el conjunto FA(OM) ordenado por <™ es un
segmento inicial’ de |9M| y ademds es isomorfo (en orden) a N.

Demostracion. Se considera a la funcién inclusién § de la subseccién anterior. Por definicién de § y transi-
tividad, si n < m entonces T < 7, como ademds f es una biyeccién entonces es un isomorfismo (teorema
A.1.17).

Ahora, para que sea un segmento inicial se tiene que mostrar que si a¢ es un nimero no-estandar,
entonces T < a para cualquier natural n, lo cual se hard ocupando el principio de (meta-)induccién.
Por el inciso b) de la proposicién y como a no es finito-accesible, 0 < a; luego, si m < a para algin n
entonces, por el inciso e), se tiene que s(77) < a, como a es no-estdndar no puede ocurrir la igualdad, asi,
n+1=sm) <a. O



2.3. ORDEN 47

Numeros estandar Nimeros no — estandar

Figura 2.1: N como un (isomorfo a) segmento inicial de todo modelo no-estédndar.

La figura sugiere que hay muchos nimeros no-estandar. Es claro que si la cardinalidad de 91 es
A > Ry entonces hay A nimeros no estdndar (puesto que |FA(9N)| = Ny, al ser f una biyeccién). Si 9 es
numerable en principio solo se sabe, por el lema 2.2.6, que existe un elemento no-estandar, empero, no
es dificil demostrar que existe una cantidad numerable de ellos.

Lema 2.3.3. Sea MM un modelo no-estindar de PA, entonces existen al menos Xg nimeros no-estdndar
en |9M].

Demostracion. Se adoptard la notacién N E(90) para el conjunto |90t \ FA(IM), es decir, NE(9M) es el
conjunto de los elementos no-estdndar del universo |9

Se tiene, por el lema 2.2.6, que NE(9M) # (. Sea a € NE(M), entonces s™ (a) € NE(M), en efecto,
si s™(a) fuese estandar (finito-accesible) se tendria, por definicién, que a también serfa estdndar. Asi, el
sucesor de un nimero no-estdndar es no estdndar. Luego, ocupando el (meta-)principio de induccién, si
a es no-estandar entonces a + 7 es no-estandar para cualquier n € N.

Al final se tiene que {a+7m € M| | n € N} C NE(OM) y como {a+7 € |M| | n € N}| = Ny se
concluye que R < |[NE(M)|. O

Se definira ahora la funcién binaria resta aritmética para simplificar cierta notacién en la definicién
2.3.5. Una vez mas, esta funcién se puede definir gracias a los teoremas de Skolem y no hay ambigiiedad
en su definicién debido a la unicidad del elemento z en la parte a) de la proposicién 2.3.1.

Definicién 2.3.4. Sea M un modelo aritmético y sean x,y € |M|. Se define al elemento x — y como
Stgue.

z talquerx=y+zsix>y
xr — =
Y 0 stx<y

Para cuando x > y la definiciéon de z — y es la esperada por la intuicién, y definir a £ — y como la
constante 0 en el caso x < y es irrelevante. Todas las funciones de una estructura deben ser totales, es
decir, deben estar definidas en todo elemento del universo, lo cual no es problema ya que primero se define
la funcién en el conjunto apropiado (en la resta aritmética este conjunto es {(x,y) € |M| | z > y}) y luego
se define en el complemento de cualquier manera (en este caso, se ocupa la constante cero por simplicidad)
puesto que en realidad no importa, ya que si se necesita excluir a los elementos de este tltimo caso solo
hace falta especificarlo en las oraciones del lenguaje (como en la oracién Vrz(z <z — (x — 2) + z = x)
del parrafo siguiente).

SEn este caso, significa que todo nimero no-estdndar es mayor a cualquier estdndar.
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Por la parte a) de la proposicién 2.1.3 se tiene que todo elemento z distinto de cero en un modelo
aritmético es sucesor de algun otro elemento y, mas aun, este y es unico dado que la funcién sucesor
es inyectiva y puede ser llamado el antecesor (inmediato)” de x. Entonces, se puede decir que todo
elemento tiene un tnico antecesor (con la convencién de que el antecesor del cero es él mismo). De la
definicién anterior se tiene que el antecesor de x es precisamente x — 1, el antecesor de este es x — 2, y
asi sucesivamente. De esta definicién se ocupara el hecho de que la oracién Veyz(z < z — (z < y +
x—z < y—z)) es una consecuencia semantica de los axiomas de Peano, la cual se puede interpretar como
la conservacién del orden entre x y y cuando se resta un nimero menor o igual que el mas pequeno de
ellos. Ademds, de la definicién se sigue que Vrz(z < z — (x — z) + z = z) también es una consecuencia
semantica de PA.

Definicién 2.3.5. Sea 9 un modelo aritmético y a € |M|, se define la clase de a (denotada por [a])
como [a] = {x € |M| | x = a + 7 para algin natural n} U {z € M| | © = a — 7 para algin natural n}.

Esto es, la clase de un elemento a son todos aquellos elementos del universo que «distan» de a en un
ntimero estdndar. Si 9 es aritmética se sigue de esta definicién que FA(9M) = [0] y que si [a] N [b] # O
entonces [a] = [b]. El siguiente resultado muestra que, restringiendo el orden a una clase de un nimero
no-estandar, este subconjunto tiene el orden de los niimeros enteros.

Lema 2.3.6. Sea 9 un modelo aritmético, si a € |M| es no-estdndar, entonces el conjunto [a] con el
orden <™ es isomorfo a Z con su orden usual.

Demostracion. Sea i :Z — [a] definida como sigue.

a+m sim>0
i(m)=1<a sim=0

a—|m] sim<0

Sim > 0 entonces 0 < T de donde a < a -+, ademds, restando M en la desigualdad anterior se tiene
que a —m < a; en conclusién se tiene que a — M < a < a + M para cualquier entero m positivo. Por lo
que si n, m son enteros tales que n < m se tiene uno de los siguientes casos.

n = 0. Entonces m > 0 y se tiene i(n) = a < a +m = i(m).

m = 0. Entonces n < 0 y se tiene i(n) = a — |n| < a = i(m).
0 < n. Entonces se tiene que @ < 7, de donde i(n) = a+7 < a +m =i(m).

m < 0. Entonces se tiene que i(n) = a — [n| < a — |m| = i(m) si y solo si, sumando [n| de ambos
lados, a < a + (Jn| — |m]) si y solo si, ocupando cancelacién, 0 < |n| —|m/|, lo cual es cierto, pues
[n| > |m].

n < 0 < m. Entonces i(n) = a — [n| < a < a+m = i(m).

En cualquier caso, n < m implica i(n) < i(m), en particular ¢ es inyectiva. Luego, es directo de la
definicién de [a] el hecho de que 4 sea sobreyectiva. Asi, ¢ es un isomorfismo entre Z y [a]. O

Las clases serdn de gran utilidad para detallar el orden aritmético. El siguiente lema muestra que
todos los elementos entre dos clases distintas conservan el orden que tienen sus representantes.

Lema 2.3.7. Sean a,b nimeros no-estandar dentro de un modelo aritmético M. Entonces si a < b y
[a] N [b] =0 se cumple que x <y para todo x € [a] y todo y € [b].

Lo de inmediato es por la parte e) de la proposicién 2.3.1.
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Demostracion. Basta mostrar que a +7 < b—m para cualquier par de naturales n, m. En efecto, los tres
casos restantes se siguen de este.

eSiz=a+nyy=b+mentonceszr=a+n<b—0=b<b+m=y.
eSizr=a-nNyy=b—mentoncesr=a-n<a=a+0<b—m=y.
eSiz=a—-Tnyy=b+mentoncesr=a—-n<a<b<b+m=y.

Sean entonces n, m nimeros naturales. Si ocurriese que a + 7 > b — ™M entonces, como a < b se tiene
que a — M < b —m (pues a es no-estdndar), esto es, se cumple que a —m < b —m < a+n + 1; lo cual
quiere decir, dado la parte e) de la proposicién 2.3.1, que b — m € [a] (puesto que los tinicos elemento
entre a —m y a+n + 1 son de la forma a — k para k < n o de la forma a + j para j < m) y por lo tanto
b € [a]. Lo cual contradice la hipdtesis. Asi, a + 7 < b — T para cualquier par de naturales n, m. O

Para continuar se necesita introducir la notacién § para una operacién unaria aplicada al elemento

x. Para los niimeros estandar, ésta se puede interpretar como la parte entera de su mitad; esto es, si n

es un numero estandar dentro de una estructura aritmética, % es igual al término k£ para cuando n sea
par y n = 2k, y serd igual a k' para cuando n sea impar y n — 1 = 2k’. Aunque se ocupe la notacién 3
ésta no tiene ninguna relacién con la funcién divisién que se define, por ejemplo, en los nimeros reales;

sin embargo se ocupa porque es comoda e intuitiva.

Lema 2.3.8. La oracidn Vx(3ly(x = y+y V = = s(y+y))) es una consecuencia semdntica de PA,
ademds, ese tnico elemento y serd denotado por 5.

Demostracion. Se muestra primero la existencia, luego la unicidad.

Sea p(z) = Jy(x = y+y Va=s(y—+y)), entonces se tiene a p(0) pues 0 = 0+ 0. Se supone que
() para algin x, entonces hay dos casos. Si x = y + y entonces s(x) = s(y + y) y se tiene a p(s(x))
Si x = s(y + y) entonces s(z) = s(s(y +v)) = s(s(y) +y) = s(y) + s(y) de donde se tiene a p(s(x))
Asi, p(x) implica a p(s(z)) y del esquema de induccidén se obtiene Vzp(z). Ademds, por la parte ¢) de la
proposicién 2.3.1, solo una de las oraciones tiene que ocurrir.

Si existieran elementos y, z tales que (x = y+y Ve =s(y+y)) y (x = 2+2 Vo = s(z+2)) entonces,
en principio, ocurre uno de los siguientes casos.

er=y+yyzxr=2z+z Setiene que 2-y =2 2, luego y = z.

e x=s(y+y)yx=s(z+2z). Se tiene que s(y+vy) = s(z+ z), entonces y+y = z+ z y por lo anterior
Y=z

er=y+yyxz=s(z+2). Entonces s(y +y) > s(z+ z) por loque 2-y > 2 2, asi y > z; por lo
tanto existe un elemento t tal que y = 2+ s(t), entonces z + z + s(t) + s(t) = z + z + s(0), de donde

s(t+ s(t)) = s(0) y entonces 0 = t + s(t) lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, este caso no
puede ocurrir.

e r=3s(y+y)yx==z+z Esto lleva a una contradiccién similar al caso anterior.
De lo anterior se tiene la unicidad. O

Para la demostracién del siguiente teorema es necesario mostrar que la suma® de niimeros no-estandar
es no-estandar. Este hecho es facil de mostrar ocupando el orden definido, pues si a y b son no-estandar
vy a + b fuese estandar se tendria que a + b = @ para algiin nimero natural n; luego, como b no es la

8De hecho, también el producto. Basta con mostrar, lo cual no es dificil, que z - y > = para todo y > 1.
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constante cero se tiene que a < a + b, de donde a < n y como los nimeros estdndar son un segmento
inicial del universo en cualquier modelo aritmético, esto implicaria que a es estandar, contradiciendo la
hipdtesis.

Teorema 2.3.9. Sea M un modelo no-estindar. Sea Q = {[a] | a € NE(IM)}, es decir el conjunto de las
clases de nimeros no-estindar en M; entonces la relacion binaria < definida como [a] < [b] si y solo si
a<byla]Nb] =0 es un orden lineal en Q que ademds es denso y sin puntos extremos.

Demostracion. Por el lema 2.3.7, la relaciéon < esta bien definida en el sentido de que no depende de la
eleccién para los representantes de [a] y de [b], pues como se mostrd, si a < b son tales que [a] N [b] = 0
entonces cualquier x en la clase de a es menor a cualquier y en la clase de b.

Se mostrard que < es un orden estricto. Primero la transitividad. Sean a,b,c¢ € NE(IN) tales que
[a] < [b] ¥ [b] < |c], entonces a < by b < ¢y, por la transitividad del orden <, se tiene que a < ¢; luego,
si [a] N [c] # 0 entonces ¢ = a+ 7 para algin n natural (pues [a] = [¢] y a < ¢), de donde b < a+7 lo cual
implica que b € [a] 0 b < a contradiciendo las hip6tesis, asi, [a] N [¢] = @ y por lo tanto [a] < [c]. Luego,
< es una relacién antisimétrica pues si [a] < [b] entonces no puede ocurrir que a > b (pues por hipdtesis
a < b) y por lo tanto no puede ocurrir [a] > [b].

Mostrar que < es lineal es directo de la linealidad de < pues si a, b son tales que [a] N [b] # () entonces
debe ocurrir que a < b o que b < a de donde se tiene que [a] < [b] o [b] < [a].

Sean a, b elementos no-estdndar tales que [a] < [b] y sea ¢ = ‘JT“’; del lema anterior se sigue que si a, b
son no-estandar entonces también lo es c. Lo primero que se mostrard es que a < ¢ < b.

Si ¢ < a entonces hay dos casos. Si a+b = c+ c entonces a +b < a+a (puesc+c<a+a)y
cancelando al nimero a se tiene que b < a contradiciendo la hipétesis sobre a y b. Si a +b = s(c + ¢)
entonces a + b < s(a + a) = a + s(a) de donde se tiene que b < s(a) lo que, de nuevo, contradice la
hipétesis. Luego, por tricotomia, a < ¢. De manera andloga se muestra que ¢ < b.

Para mostrar la densidad de < falta mostrar que [a] N [c] = 0y [b] N [c] = 0. Si [a] N [c] # 0, como
a < ¢, entonces ¢ = a + 1 para algin n, entonces ocurre uno de dos casos.

e Sia+b=c+c. Entoncesa+b=(a+n)+(a+7m)=a+(a+n+n),dedondeb=a+n+ny
entonces b € [a].

e Sia+b=s(c+c). Entonces a+b=s(a+n+a+7) =a+s(a+n+n), de donde b = s(a+n+n) =
a+ s(n+n) y entonces b € [al.

Asi, no puede ocurrir que ¢ = a + 7, entonces [a] N [¢] = 0. Luego, si [b] N [c] # () entonces, como
¢ < b, b = ¢+ m para algin m. Entonces, si ¢+ ¢ = a + b se tiene que ¢+ ¢ = a 4+ ¢+ m de donde
¢ = a + m, contradiciendo lo anterior mostrado. De igual manera se contradice este hecho para cuando
s(c+ ¢) = a+b. Por lo tanto, se ha demostrado que para cualquier par de elementos no-estandar a,b
existe un tercero ¢ tal que [a] < [c] < [b].

Por ultimo, se muestra que €2 no tiene puntos extremos en el orden <. Para ello, sea a un nimero
no estdndar, entonces [a] < [2-a] puesa < a+a=2-ay 2-a ¢ [a] pues se encuentra a una distancia
no-estandar (2-a = a+a) de a. De igual manera, § es un nimero no-estdndar y § < a (por definicién de
5 ), ademds, si [%] Nla] # 0 se tiene que a = § 47 para algtn natural n > 0, de donde a+a = §+5+7+7
y se tienen dos opciones, a =7+ 7 0 a =N+ 7 — 1, en cualquier caso se contradice el hecho de que a es
no-estandar. Asf, [4] < [a]. O
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De la definicién del conjunto ) se tiene que todo elemento x de un modelo aritmético 9t cumple
con una, y solo con una, de las siguientes condiciones: o z € FA(IM) o = € [a] para algin a € NE(IM).
Otro aspecto interesante de este conjunto es que su cardinalidad es igual a la del conjunto de nimeros
no-estandar de cualquier modelo aritmético 9, es decir, |2 = [NE(9MN)|, en efecto del lema 2.3.6 se tiene
que [INEON)| = |UQ| = |Z] - Q] = RXo - |Q] = || pues Q es infinito.

Del anterior teorema se tiene el siguiente bosquejo del orden en un modelo no-estandar, donde cada
segmento vertical representa una clase [a] para algin nimero no-estdndar a y estos segmentos tienen un
orden lineal, denso y sin puntos extremos.

Niimerossestimdir Ntmeros no — estandar (£2)
1 ] L] L] e ® & &5 @ 5 0 000 S 0
0 2

Figura 2.2: El conjunto €2 en un modelo aritmético no-estdndar.

Luego, por el lema 2.3.7, si [a] < [b] todo elemento de la clase [a] es menor que cualquier elemento de
la clase [b] en el orden <, esto es, los elementos de una linea son menores que los elementos de cualquier
otra linea que esté a la derecha en la figura anterior. Ademads, cada una de las lineas tiene el orden de los
enteros, asi, si se elige un tnico representante® ay de cada clase [a] éste puede considerarse como el cero de
los enteros, delante de él se tiene a su sucesor (inmediato) ag + 1 y detrds de él se encuentra su antecesor
(inmediato) ag — 1 y asf se siguen inmediatos sucesores para una direccién (la cual, por conveniencia en
la figura, serd hacia arriba) e inmediatos antecesores para la otra direccién sin tener un elemento minimo
ni un maximo.

En resumen, la interpretacion del simbolo predicado < en todo modelo aritmético no-estandar genera
un orden lineal que tiene las siguientes caracteristicas.

e La constante 0 es el primer elemento.

e Los elementos estandar son un segmento inicial del universo que tiene el orden de los naturales.

Cada numero no-estandar a pertenece a una sola clase que tiene el orden de los enteros.

e Estas clases forman entre si un orden lineal, denso y sin puntos extremos.

Para cualesquiera dos niimeros no-estandar a y b diferentes ocurre una de las siguientes.

o ay bestan la misma linea, en donde a < b si y solo si a esta por debajo de b.

o a 'y bestan en diferentes lineas, en donde a < b si y solo si la linea de a estd a la izquierda de
la linea de b.

Formalmente, esto se sintetiza en el siguiente teorema que es la recopilacién del anterior y los lemas
2.3.2 y 2.3.6 y es también la culminacién de esta subseccion.

9Lo cual se puede hacer sin problemas por el axioma de eleccién (ver A.1.19).
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Teorema 2.3.10. ORDEN ARITMETICO. Sea 9 un modelo aritmético. Entonces la interpretacion del
stmbolo < en M genera un orden en |M| isomorfo al orden de NU (Z x Q); donde § tiene un orden
lineal, denso y sin puntos extremos y es tal que |Q] = [INE ()|, ademds Z x Q estd ordenado con el orden
lexicogrdfico horizontal y NU (Z x Q) con el orden de yuxtaposicion'®.

Como corolario de este resultado, se conoce especificamente el orden de un modelo no-estandar nu-
merable, puesto que, como mostré Cantor, el inico (salvo isomorfismo) orden lineal, denso, sin extremos
y numerable es el orden usual de Q. (ver [2]).

Corolario 2.3.11. ORDEN ARITMETICO NUMERABLE. Sea 9 un modelo aritmético numerable. Entonces
la interpretacion del simbolo < en M genera un orden en |M| isomorfo al orden de NUZ x Q.

Para terminar, se presenta una figura que muestra con detalle lo expresado en el anterior corolario
que concentra lo expuesto en esta seccién; en ésta solo los puntos huecos de color rojo son elementos
del universo, ademds se muestran los elementos no-estdndar a,b tales que [a] < [b], y los elementos
no-estdndar ¢y, ¢, co tales que [¢1] < [c] < [ea].

7 | Z| Z Z Z
(0} (0}
o a+ 2 b+ 2<>
i 1 5 3 e[| el

© © © © Q-0 a bo®

N ¢ a—1 b—1¢

¢ a-2  p-29

0] 0]

Figura 2.3: Orden aritmético numerable.

10Ver A.1.11 y A.1.12.
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2.4. Induccion

La inducciéon que generalmente se utiliza en el ambito de la matematica es la induccion de sequndo
orden, es decir, se entiende como la oracién: «si A C N y se cumple que 0 € A y que si n € A entonces
n—+1¢€ A, entonces A = N». Es muy comtn ver una demostracién por induccién, por ejemplo dentro de
la teoria de Numeros, y a veces esta manera de argumentar tiene una modificacién particular conocida
como induccion fuerte.

La induccion fuerte o induccion completa, en segundo orden, se traduce en la oracién: «si A C Ny se
cumple que 0 € A y que si 0,1,...,n € A entonces n+ 1 € A, entonces A = N»; la diferencia entre esta
induccién fuerte y la induccién usual (también llamada induccion débil) radica en que, al contrario de la
iltima, en el antecedente de la induccién completa se tiene que mostrar que n + 1 tiene cierta propiedad
partiendo del hecho de que todos los naturales anteriores (no solo el inmediato anterior) la tienen. La
razén de llevar en su nombre la palabra fuerte es que el antecedente de la induccién débil (denotado
por pp) es, logicamente, mds fuerte que el otro antecedente (denotado por ps), es decir, lo implica (en
efecto, si se cumple que n € A implica a n + 1 € A, entonces es claro que de suponer a 0,1,...,n € A
se demuestra que n + 1 € A); por lo tanto, la induccién fuerte implica a la induccién débil (si p; — pa,
entonces (pa — q) — (p1 — q)).

No es dificil mostrar que estas dos formas de induccién son equivalentes ocupando el buen orden de
los niimeros naturales (teorema A.2.14). Ahora bien, como se mostré en la seccién anterior, el universo
de cualquier modelo no-estandar de la aritmética no esta bien ordenado con el orden usual que hereda
del estandar, por lo que, en principio, no se puede realizar un mutatis mutandis para demostrar esto en
légica de primer orden.

Esta pequena seccién tiene por objetivo presentar dos esquemas dentro del lenguaje de la aritmética
y demostrar que son equivalentes al esquema de induccién. Estos esquemas son las versiones, dentro de
la l6gica de primer orden, del buen orden e induccién fuerte.

Definicion 2.4.1. Las siguientes oraciones dentro de Ly son llamadas, respectivamente, el esquema de
induccién fuerte en primer orden (denotada por SIE) y el principio del minimo elemento (denotada por
LEP).

SIE = (p(0) A Va((Vy < z¢(y)) = (z + 1)) = Vop(z)
LEP = Jzp(z) — F2(p(2) A Vy(e(y) = 2z < y))

Las definiciones de estos dos esquemas son la traduccién a primer orden de sus homoénimas, la diferen-
cia es que no involucran a todos los subconjuntos, es decir, el principio del minimo elemento asegura la
existencia de un elemento minimo en todo subconjunto no vacio definible'!, pero no implica la existencia
de este elemento en subconjuntos generales.

Con IE se denotard al esquema de induccién (es decir, IE = (¢(0) A Vz(p(z) = p(z+1))) —
Vap(x)) y PA™ hace referencia a los axiomas de Peano excepto IE, es decir, las primeras seis oracio-
nes de la definicién 2.1.2.

Lo primero que se mostrard es que, como su nombre lo indica, SIE es (l16gicamente) mds fuerte que
IE, es decir, que el esquema de induccién fuerte implica, directamente, al esquema de induccién débil.

11Ya se habfan mencionado este tipo de conjuntos, son aquellos subconjuntos A tales que existe una oracién ¢ en Ly tal
que x € A siy solo si p(z), o lo que es igual, A = {z | p(z)}.



54 CAPITULO 2. ARITMETICA DE PRIMER ORDEN

Teorema 2.4.2. Se cumple que PA~ + SIE — IE.

Demostracion. Se supone el antecedente de IE, es decir, a ¢(0) (-+-) y Vz(p(z) = o(x + 1)) (-xx-).

Sea (z) = (Vy < 2¢(y)) — @(x + 1). Por (-+*-) aplicado a 0 se tiene que 1(0) es verdadero!?.
Ahora, es claro que (Vy < =+ 1(¢(y))) — ¢(z + 1), por otro lado, utilizando a (-xx-), se tiene que
oz +1) = p(x + 2); asi, por transitividad, se tiene que ¥(z+1) = (Vy <z + 1(¢(y))) = ¢(x + 2) siem-
pre es verdadero, en particular se tiene que (Vy < z9(y)) — ¥ (x + 1) (pues el consecuente es verdadero)
por lo que, por SIE, se concluye a Vi) (x).

De lo anterior, y por (-x-), se tiene que ¢(0) y Va((Vy < z¢(y)) — ¢(z+1)); ocupando una vez més a
SIE se concluye a Vap(z). Todo esto demuestra que PA™, SIE F IE; lo que se quiere se obtiene al aplicar
el meta-teorema de deduccién'3. O

Ahora se mostrarda que los dos nuevos esquemas son equivalentes en la teoria aritmética de primer
orden.

Teorema 2.4.3. Se cumple que PA  SIE < LEP.

Demostracion. Ocupando nuevamente el meta-teorema de deduccion y el lema 1.2.23, se mostraran dos
incisos: (a) PA,SIE - LEP y (b) PA,LEP | SIE .

a. Por contradiccidn, se supone que Jzp(z) (-1-) v que Vz(—p(2) V Iy(y < z A p(y))) (-2-).

Si ocurriera ¢(0) entonces, por (-2-) se tiene que existe un elemento y tal que y < 0y »(y), lo
cual es una contradiccién pues de PA se sigue que Vz(0 < x); asi, se tiene entonces que —¢(0). Supo-
niendo que —p(y) para todo y < x se tiene que —p(x + 1), en efecto, si por el contrario se cumpliera
que @(x+1), entonces por (-2-) existiria un elemento y < x+1 tal que ¢(y), contradiciendo la suposicién.

A final, se tiene que —¢(0) A Vz((Vy < z(—¢(y))) — —@(x + 1)); luego, por SIE, se concluye que
Va—p(z), contradiciendo a (-1-).

b. Por contradiccién, se suponen ciertas las oraciones ¢(0) (-3-), Vo ((Vy < zp(y)) = o(z + 1)) (-4-)
y Jz—p(z) (-5-).

De (-5-) y LEP se sigue que existe el minimo elemento que no cumple con ¢, es decir, existe un
elemento z tal que —¢(z + 1) y Yy < zp(y) (pues, por (-3-), el elemento minimo no puede ser cero,
entonces es sucesor); de esta ultima oracién, y por (-4-), ocurre que ¢(z + 1). O

Si en la demostracién anterior todos los teoremas para cuya prueba se utilizo el esquema de induccién
se pudieran demostrar utilizando las hipdtesis en cada caso (SIE para la parte a y LEP para la parte b)
entonces el resultado seria aiin mas fuerte, como lo muestra el siguiente corolario.

Corolario 2.4.4. Se cumple que PA™ - SIE + LEP.

Demostracion. Se sigue del teorema anterior y observaciones para cada uno de los incisos.

a. Se tiene del teorema 2.4.2; en efecto, de ese resultado se sigue que todo lo que se pueda demostrar
con el esquema de induccion débil se puede demostrar suponiendo a SIE en su lugar.

12Puede parecer un poco tramposa esta afirmacién, pues para mostrar que V(0 < z) se ocupé al esquema inductivo;
empero, esto mismo se puede probar ocupando a SIE en su lugar y la demostracién es practicamente la misma.
13Ver lema 1.1.14.
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b. El unico resultado que depende de IE es la oracién ¢ = Va(z = 0 VvV Ft(z = s(t))); por lo que
basta con mostrar que PA™ U {LEP} F ¢.

Sea 1(z) = At(x = s(t)), como 1(0) entonces, por LEP, existe el minimo elemento z que cumple con
1. Ahora, si existiera un y distinto de z tal que ¥(y) se tendria que z < y, es decir, existirfa ¢ tal que
y = z+ s(t) = s(z + 1), lo cual es una contradiccién; por lo tanto, cero es el inico elemento que no es
sucesor de algun elemento. O

El siguiente resultado muestra que, si bien SIE implica a LEP, IE es lo suficientemente fuerte para
probar también al principio del minimo elemento.

Teorema 2.4.5. Sea ¢(z) una La-férmula, entonces se cumple que PA + Jzp(r) — Jz(e(z) A
Yy(p(y) = 2 <))

Demostracién. Por contradiccién. Se supone a Jxp(z) (-1-) v a Vz(p(z) = Ty < 2(¢(y))) (-2-). De (-1-)
se sigue la existencia de un elemento a tal que p(a).

Sea 0(z) = Vw(w < x — —p(w)). De (-2-), por vacuidad, se concluye a 6(0). Se supone ahora a 6(x),
si ocurriese —0(x + 1) entonces existe un elemento w tal que w < = + 1y p(w), como se supone a 6(x)
este elemento w cumple ademds que z < w, por lo que entonces w = x; asi se tiene que ¢(z) lo cual, por
(-2-), contradice a 6(x), por lo tanto 8(x) — 0(x + 1).

De lo anterior se tiene que 0(0) A Vz(0(x) — 0(x + 1)); de IE se concluye a Vz(6(z)), en particular
f(a + 1), de donde se tiene a —p(a) y, por ende, una contradiccién. O

La anterior demostracion es la versiéon adaptada de la primera parte de la prueba del teorema 2.4.3
para usar, en lugar de induccién fuerte, el esquema de induccién débil.

Después de lo hecho en la seccién anterior, un resultado que se sigue de este teorema es que, si N es
un modelo no-estandar, ningtin subconjunto [a] del universo, con a un elemento no-estandar, es definible,
pues cada uno de ellos no tiene un elemento minimo.

Los siguientes corolarios son las conclusiones de esta seccién.

Corolario 2.4.6. Se cumple que PA™  (IE - LEP) A (LEP — SIE) A (SIE — IE); es decir, para
toda La-férmula o(x), en la teoria de PA™, los siguientes enunciados son equivalentes.

IE = (¢(0) A Va(e(x) = o(z+1))) = Voo(z)

LEP = Jzp(x) — Jz(p(2) A Vy(ely) = 2 <y))

SIE = ((0) A Vz((Vy < 20(y)) — ¢(z + 1)) = Yap(z)

Corolario 2.4.7. S5i M es un modelo no-estdndar de la aritmética, entonces su parte estdndar no es
definible; es decir, el subconjunto FA(ON) no es definible.

Demostracion. Si, por el contrario, existiera una férmula () en La tal que ¢(x) siy solo si z es estandar,
entonces existirfa un elemento a tal que —¢(a) (existe un elemento no-esténdar); luego, por LEP, existiria
el minimo elemento que cumple esto, es decir, el primer ntimero no-estandar lo cual, como se mostré en
la seccién anterior, no es posible. O
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2.5. Recursion

En la seccién 2.2 se mostro la existencia de los modelos no-estandar para la aritmética de primer orden,
sin embargo, de la demostracién del teorema 2.2.8 no se sigue nada sobre la cardinalidad del modelo, mas
ain, como también se mencioné al final de esa seccién, el teorema de Skolem-Léwenheim solo implica la
existencia de estructuras aritméticas no-estdndar mas que numerables (es decir, cuyo cardinal es mayor
a Np), ademds no existen modelos finitos de PA. Sin embargo, en la seccién anterior ya se han dado un
resultado importante para los modelos numerables (modelos aritméticos con cardinal igual a Rg). Asi,
responder a la pregunta: «jexisten modelos no-estdndar de PA numerables?» es uno de los objetivos de
esta seccion, para ello se tendra que abordar un poco en la rama de la matematica denominada teoria de
la computabilidad o teoria de la recursion.

La nocién de computable es puramente intuitiva y descansa en la idea de algoritmo, por un algoritmo
se entiende un procedimiento basado en reglas que se puede ejecutar de manera automatica con el tinico
objetivo de llegar a una determinada meta, a fin de entender esto se puede poner el ejemplo informal
de una receta de cocina, la cual es un conjunto de reglas que, en principio, cualquiera puede seguir para
preparar cierto platillo. En la matemadtica hay muchos de estos algoritmos (esta el algoritmo de Euclides
o los algoritmos de divisién para polinomios, por ejemplo); ahora bien, la idea de computable enfatiza la
parte automdtica de los algoritmos, en otras palabras, se dird que algo (un algoritmo) es computable si
puede realizarse de manera mecédnica. Una vez maés, estas nociones son puramente intuitivas.

Al intentar formalizar esto algunos matematicos dieron diversas definiciones que, si bien en principio
no son muy parecidas, resulta que muchas de ellas, las principales, son equivalentes entre si'4. Destacan
por ejemplo (las cuales son equivalentes) la definicién de mdquina de Turing dada por A. Turing en la pri-
mera mitad del siglo XX, el cdlculo A propuesto por A. Church en la misma época y, mas recientemente,
la mdquina de registro ilimitado (URM por sus siglas en inglés). Para tener una idea de estos conceptos
formales se dara la definicion de funcion recursiva parcial, la cual es equivalente a las tres anteriores,
propuesta por Godel y Kleene en el ano 1936.

Todas las funciones que se consideran para las siguientes definiciones son funciones numéricas, esto
se refiere a que son funciones cuyo dominio es una potencia cartesiana natural de N (o un subconjunto
propio de esta potencia, en el caso de las llamadas funciones parciales) y cuyo contradominio es N; es
decir, se trabajara con las funciones f tales que f : N — N (m4ds en general, tales que f : X — N para
X C N") para algtiin n > 1 natural. La razén de esto es que todo conjunto numerable se puede codificar
en el conjunto de los niimeros naturales'S.

Definicién 2.5.1. Una funcion se llamard base si y solo si es una de las siguientes.
e La funcién cero z : N — N tal que © — z(z) = 0.
e La funcién sucesor s : N — N tal que z — s(z) =z + 1.

e Cualquier funcién proyeccién nj : N — N tal que x = (z1,...,2,) — mp(x) = x; para k,n
naturales tales que 1 < k < n.

El objetivo de estas funciones base es que son tan simples que pueden ser consideras por la intuicién
como computables. Lo siguiente es definir un par de operaciones aplicables a funciones computables para
generar nuevas funciones computables.

1413 referencia [5] es el principal texto sobre el cual se basa la primera parte de esta seccién. En su capitulo 3 se pueden
encontrar las definiciones correspondientes y las demostraciones de estas equivalencias.

15Una definicién detallada y amigable de estas maquinas se puede encontrar en [5, cap. 1].

16Para una explicacién més detallada de esto, ver la dltima parte de [5, cap. 1].
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Definicién 2.5.2. Sea f una funcidn de aridad n y {g;}i=12,...n una familia de n funciones, cada una
de aridad m. Se define la funcién composicién de las funciones f y gis, denotada por ®(f,q1,...,9n),
como la funcién h : N™ = N tal que x — h(x) = f(g1(x), ..., gn(X))

Definicién 2.5.3. Sean g,h funciones de aridad n y n + 2 respectivamente. La funcién recursién de g y
h, denotada por R(g,h), es la funcién f: N**1 — N tal que para todo x € N™ y todo k natural se cumple:

* [(%,0) =g(x).
o f(x,k+1)=h(xk, f(x,k)).

La idea de estas dos maneras de crear funciones a partir de otras es la usual que se tiene para la
composicion y la recursién. Ahora, se definird un primer conjunto importante de funciones, el cual estara
constituido por todas aquellas funciones numéricas que sean bésicas o el resultado de aplicar un numero
finito de la operacién composicion y la operacién recursion a éstas.

Definicién 2.5.4. El conjunto de las funciones recursivas primitivas, denotado por FRP, es el conjunto
mds pequeno que cumple las siguientes propiedades.

1) Toda funcién base estd en FRP.

11) FRP es cerrado bajo las operaciones composicion y recursion, esto es, si f,g1,...,9n, 9, estin en
FRP (y son de aridad adecuada) entonces también estin ®(f, g1,...,9) v R(g, h).

De manera aniloga a la prueba de que PROP existe!” se puede mostrar que tanto FRP como FR
(el cual se definird después) existen. Ademads, toda funcién recursiva primitiva es total (su dominio es
algin N™); la manera de probar esto es partiendo de que toda funcién bésica es total y las operaciones
recursién y composicion, por su definicién, preservan esta propiedad.

La idea del conjunto FRP es que es que abarca a funciones simples (pues parten de las bésicas y se
forman por recursién o composicién) y, por lo tanto, son computables. Sin embargo, este conjunto no es
exhaustivo. Se pueden dar argumentos sobre la existencia de funciones computables (y totales) que no
pertenecen a FRP. Un ejemplo sencillo, mas no explicito, parte del hecho de que'® |FRP| = R, por lo
tanto se pueden enumerar (existe una biyeccién computable!® a N) las funciones recursivas primitivas,
asi se tiene que FRP = {f1,fs,...}. Se define la funcién f : N — N tal que f(n) =f,(n) +1; f es total
y, como cada f,, es computable, f es ademds computable (intuitivamente lo es, basta calcular la n-ésima
funcién recursiva primitiva, evaluarla en n y tomar el sucesor del resultado). Claramente f # f, para
cada indice n, pues difieren en al menos un valor.

Algunos ejemplos de funciones en F'RP son los siguientes, las cuales son (y de acuerdo a la intuicién
deberfan de ser) computables.

La funcion suma X(x,y) =z + y.
La funcién producto II(z,y) = = - y.
La funcién distancia d(z,y) = |x — y|.

La funcion factorial fact(z) = x!

17E] argumento estd en la primera subseccién de los preliminares.

18Se sigue de su definicién y el hecho de que las funciones base son numerables.

19Es decir, se puede indizar a las funciones de tal manera que dado un elemento de FRP se puede calcular su indice
mediante un algoritmo y viceversa. Una manera de hacerlo es identificando a cada funcién con una cadena finita de simbolos.
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Como ya se comentd antes el conjunto FRP no abarca a todas las funciones recursivas (la funcién de
Ackermann ([5, pag. 46]) es un buen ejemplo explicito de una funcién computable que no es primitiva
recursiva), por lo tanto se desea ampliar este conjunto a uno mds grande; para ello se necesitard de una
nueva operacién llamada minimizacion la cual, dada una funcién f, serd una funcién g tal que g(x) serd
el minimo valor ¢ para el cual f(z,t) =0.

Definicién 2.5.5. Sea f una funcidn de aridad n + 1, la funcién minimizador M[f] : N — N es la
funcion numérica tal que:

el minimo t tal que: f(x,k) estd definida para toda k < t, y ademds f(x,t) = 0.
MAIx)=q. . . .
inde finido st mo existe tal t.

La definicién anterior tiene un «pequeno detalle» para el caso n = 0, puesto que el dominio de la
funcién minimizador es NV y el tinico elemento x de este conjunto es () (la funcién vacia), lo cual puede
generar confusién en el término f(x,k); sin embargo no hay ningtin problema pues este tltimo es igual
a f(k) al ser f una funcién unaria. En otras palabras, el elemento x se considera como una n—ada de
pardmetros y en el caso n = 0 no hay tales pardmetros.

La funcién minimizador puede ser parcial, esto es para evitar «ciertos problemas» con las funciones a
las que se le aplica la minimizacién; por ejemplo en la funcién factorial, como fact(0) = 1y esta funcién
es creciente entonces no existe un natural ¢ tal que f(t) = 0, por lo que la funcién M[fact] no deberia
de arrojar valor alguno, asi el acuerdo es que quede indeterminada. De igual manera, existen funciones
f N — N tales que el minimo valor ¢ que las anula no es cero y no estan definidas en al menos un k < t,
en este caso M[f] no estard definida pues la idea de la minimizacién, para que ésta sea computable, es
verificar paso a paso si la funcién f se anula en algiin natural, es decir, comienza calculando f(0) y una
vez calculado f(n), si este valor no es cero, continua con f(n + 1), por lo que si f no estd definida en
algtin k y atin no ha encuentra un valor que la anule, M[f] se «trabaré».

A pesar de estos detalles que la composicion y la recursién no tenian, esta operacién extiende la idea
de funcién computable pues si f es computable M[f] también lo serd. Un ejemplo de esto es la funcién
raiz cuadrada, en efecto, dado un ntimero natural z se puede calcular, en caso de existir, al iinico natural
y tal que x = y? mediante la funcién computable (puesto que es recursiva primitiva) f(z,y) = |z — 3?|.
Por lo tanto, el conjunto FFRP se extenderd a uno més grande.

Definicién 2.5.6. El conjunto de todas las funciones recursivas, denotado por FR, el conjunto mds
pequeno que cumple las siguientes propiedades.

1) Si f € FRP entonces f € FR (Toda funcidn recursiva primitiva es recursiva,).
11) Si f € FR entonces M[f] € FR (Toda funcién minimizador es recursiva,).

La pregunta ahora es jel conjunto F'R contiene a todas las funciones recursivas? La respuesta a esto
es conocida como la tesis de Church-Turing.

Tesis 2.5.7. TEsIS DE CHURCH-TURING. El conjunto de las funciones computables coincide con el de
las funciones recursivas.

Este resultado no es formal, ni puede ser formal, debido al hecho de que la nocién computable es
puramente intuitiva y, por ende, no puede haber una demostracién de esto. Mas que nada, este resul-
tado expresa que es inconcebible pensar una funciéon que se considere computable y no esté dentro de
las funciones recursivas. Los demads intentos por definir computable solo refuerzan esta creencia, pues el
conjunto F'R es igual al conjunto de las funciones Turing-computables e igual al conjunto de las funcio-
nes URM-calculables (para lo cual si hay una demostracién matemética). Ahora bien, como |FR| = Ry,
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existen (y muchas) funciones no computables (puesto que el conjunto de todas las funciones numéricas
tiene cardinalidad igual a 280). La caracteristica de estas funciones no-computables o no-recursivas es
que son «muy extranas», en el sentido de no tener una manera mecanica o algoritmo alguno para conocer
su valor en cualquiera de sus argumentos; puede pensar por ejemplo en una «funcién aleatoria».

La idea de funcién recursiva se utiliza para definir un conjunto recursivo y una relacion recursiva.

Definicién 2.5.8. Sea A C N . Se dird que A es un conjunto recursivo si su funcion caracteristica’® X,
€s recursiva.

Algunos ejemplos de conjuntos recursivos son el mismo N, el conjunto de los niimeros pares, el conjunto
de los numeros primos, cualquier conjunto finito. Ademas, se puede mostrar que si A, B son recursivos
entonces también lo son AU B, AN B, A\ By A° (= N\ A, el complemento de A).

Definicién 2.5.9. Sea R una relacion de nimeros naturales de aridad n, es decir, R C N™. Se dird que
R es una relacién recursiva (o un predicado decidible) si X : N* — {0,1} es recursiva.

La relacién binaria identidad Id = {(x,z)} C N? es, por ejemplo, recursiva (o de manera equivalente,
la propiedad de identidad es decidible).

La manera de conectar estas definiciones con lo que en este capitulo corresponde, es decir, con los
modelos aritméticos, es que el modelo estdandar de la aritmética (M) puede ser llamado un modelo re-
cursivo, puesto que las funciones que lo definen (el sucesor, la suma y el producto) son, como ya se ha
visto, recursivas. Mas adelante se retomara esta observacién para llegar a responder la segunda pregunta
fundamental de esta seccién: «jen que aspectos difieren los modelos no-estandar numerables del modelo
estandar?»

Después de esta breve introduccién teoria de la recursién se continuard con el teorema de Godel-
Rosser, que se enuncia y demuestra en esa rama?!, y que es el resultado fundamental para mostrar que
existen modelos no-estandar numerables. Este teorema es la version refinada del célebre primer teorema
de incompletitud de Godel.

Teorema 2.5.10. DE GODEL-ROSSER. Sea T' una teoria recursivamente ariomatizada en el lenguaje Ly
que extiende a PA™, es decir, que su conjunto de axiomas A contiene al conjunto PA™. Entonces existe
una oracion 7 tal que T ¥ 7 y T ¥ —r.

Lo de teoria recursivamente axiomatizada se puede formalizar dentro de la teorfa de recursién (de
nuevo, en [5] se puede encontrar todo un capitulo, el octavo, dedicado a estos conceptos y resultados),
sin embargo, basta con pensar que es una teoria tal que, una vez que se codificé el conjunto de oraciones
(pues en una teorfa aritmética se pueden formular numerables oraciones) dentro de los nimeros natura-
les, el conjunto que le corresponde a los axiomas es recursivo; ademads de que la codificacién del sistema
deductivo (en este caso la deduccién natural, el cual lo cumple) sea de tal manera que la relacién de
derivacion (en este caso ) sea decidible.

Una interpretacién del teorema anterior es que la teorfa aritmética de primer orden (pues PA cumple
las hipétesis de dicho teorema.) es incompleta, pues existe una oracién que no puede, y su negacién
tampoco, ser demostrada a partir de PA. Esta oracién 7 expresa de manera formal a la meta-oracién «no
soy demostrable»; esto es, es una oracién que hace auto-referencia sobre ser demostrable; asi, intuitiva-
mente, es verdadera pero no demostrable. En particular, este teorema quiere decir que existe una oracion
verdadera en el modelo estdandar que no puede ser inferida por los axiomas de Peano.

20Dado A C X, la funcién caracteristica de A respecto a X es la funcién X4 : X — {0,1} tal que Xa(z) =1siz € Ay
Xa(x)=0siz ¢ A.
21En [5, cap. 8] se puede encontrar una demostracién del mismo.
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Teorema 2.5.11. Existen 2% modelos aritméticos numerables no elementalmente equivalentes entre si.

Demostracion. Primero hay que observar que a lo méas pueden existir 28 modelos aritméticos numera-
bles; en efecto, si una estructura 9 = (A, o,®, ®, 0) es modelo aritmético numerable entonces |A| = Ny,
con lo cual existe una biyeccién con el conjunto N y, por ende, se puede pensar que son los nimeros na-
turales (en otras palabras, como ya se ha visto, la naturaleza del universo es irrelevante para el modelo);
asi, las diferencias entre los modelos estdn dadas por las diferentes formas de definir las funciones y elegir
la constante 0.

Como el conjunto de funciones unarias es igual a NV, entonces se tienen 2% funciones unarias (ver
seccién 3 del apéndice A). De la misma manera, existen 2% funciones binarias y Rg elecciones de la
constante 0. Asi, existen 2%0 . 280 . Ry = 2% posibles estructuras en el lenguaje L. Claramente muchas
de ellas no serdan modelos aritméticos. Lo que se mostrard a continuacion es que, a pesar de ello, siguen
siendo bastantes.

Considere el conjunto de axiomas PA, por el teorema de Gdédel-Rosser existe una oracién 7, tal que
PA ¥ 11y PA ¥ 19, donde 79 = —71. Luego PA U {79} y PA U {71} son ambos conjuntos consistentes;
asi, por el lema de existencia de modelo en su versién fuerte del lema 1.3.7, los dos conjuntos tienen un
modelo numerable. Sean entonces My y My tales que My E PAU{rp} y My FPAU {1 }.

La idea intuitiva de la prueba es que, como los conjuntos PA U {m9} y PA U {7} siguen cumpliendo
las hipotesis del teorema de Godel-Rosser, aplicando este procedimiento una cantidad infinita de veces se
obtienen los 2% modelos. Se mostrars el segundo estrato de la prueba de forma explicita para después
hacerlo de manera general.

Se tiene entonces que existe una oracién 791 tal que PA U {rp} ¥ 791 v PA U {70} ¥ 700, donde
Too = —7To1- Se tiene asi que los conjuntos PA U {7,700} vy PA U {79,701} son consistentes; entonces,
por el lema 1.3.7, ambos tienen un modelo numerable. Sean Mgy y Moy tales que Moo E PA U {70, 700}

y Mo1 E PA U {79,701}. De la misma manera, existen oraciones 71 y 719, con 719 = —71; y modelos
numerables M1 y My; tales que Mg EPAU{m, 70} y M1 EPAU{7T, 711}

Dado el conjunto PA U {74, Tkykos - -« » Thika...k,  (donde k; € {0,1}) existen oraciones Ty, k,.. k,1 ¥
Thiko...kn0> CON Thiko. kn0 = “Thiky..k,1 tales que PA U {7k, Thiky - Thiko.kn } ¥ Thikookn1 ¥ PAU
{Tk1,7k1k2 - 7Tk1k2...kn} ¥ Thyks...kn0- Asi los conjuntos PA U {Tkl,Tkle . 7Tklk2»--kn7TklkZ»--knO} y PAU
{Thys Thiko -« s Thika.. k> Thiks.. k.1 SON consistentes; luego, por el lema 1.3.7, existen estructuras nume-

rables Mi ks, k.0 Y Meyks.. .k, 1 que modelan a estos conjuntos respectivamente.

Asi, que para cada sucesién s finita de ceros y unos (es decir, cualquier s € {0,1}<“) de longitud n se
tiene un modelo numerable M para el conjunto de oraciones PAU{7y),, Ty|,, ..., Ts}, donde s|; representa
a la sucesién s truncada en la posicién 7.

Por tltimo, sea z una sucesién infinita de ceros y unos (es decir, z € {0,1}*), se mostrard que existe
una estructura numerable 9. que es modelo del conjunto PA|.= PAU {7, 7.,,...,Tz|,,---}. Esto es
inmediato del teorema de compacidad, el lema de existencia de modelo y lo obtenido en el parrafo anterior;
pues si A C PA|, es finito, existe un natural n (la maxima longitud en los indices de T que aparecen en
el conjunto A) tal que, si s es la sucesién finita de longitud n que resulta de truncar a z, M E A (en
el caso en que A no contenga ninguna oracién 7 el modelo estdndar funciona para el mismo propdsito).
Luego, como PA|, tiene un modelo es consistente y por el lema 1.3.7 tiene un modelo numerable, el cual
es denotado por M. .
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Si z y 2’ son elementos distintos de {0, 1}* se tiene que, por construccién, los modelos correspondientes
a estas sucesiones difieren en la validez de al menos una oracién de PA (es decir, existe una oracién en el
lenguaje La tal que uno de ellos la valida y el otro la niega), asi, cualesquiera dos de estos modelos no
son elementalmente equivalentes. O

Es claro que 91 modela a solo uno de estos conjuntos PA |, por lo que los demés modelos no son
elementalmente equivalentes a él y se tiene el primer resultado principal de la seccion.

Corolario 2.5.12. Ezisten 28° modelos no-estdndar numerables de la aritmética.

La respuesta a la segunda pregunta «jen qué difieren estos modelos no-estandar del numerable?» esta
dada por el teorema presentado por Stanley Tennenbaum en el afio 1959 y publicado en una sola hoja de
la revista Notices of the American Mathematical Society, para enunciarlo se tiene que ampliar la idea de
recursivo (computable) a los modelos numerables.

Definiciéon 2.5.13. Sea M un modelo aritmético, se dira que 9N es recursivo si existen un par de
funciones binarias recursivas ® : N XN = N, ® : Nx N — N, una funcion unaria recursiva o : N — N y
un ndmero natural ng tal que M = (N, 0,®,®, ng).

Esto es, una estructura aritmética 9% es recursiva si existe una biyeccién f : |9 — N tal que, iden-
tificando a N como el dominio y codominio mediante f, sus funciones sucesor, suma y producto son
recursivas. Debe notarse que las funciones recursivas de la definicién anterior no tienen que ser necesa-
riamente las funciones usuales, ademds de que el modelo estandar es recursivo y que, por la definicién,
un modelo recursivo forzosamente es numerable.

El segundo resultado importante de esta seccién es que, de hecho, 1 es el tnico modelo numerable
recursivo de la aritmética.

Teorema 2.5.14. DE TENNENBAUM. Si M es un modelo no-estandar numerable de PA, entonces 9 no
€s Tecursivo.

La prueba de este teorema requiere ahondar més en la teoria de recursién, particularmente en la técni-
ca de codificacién (que bésicamente es encontrar una manera computable de asociar un niimero natural a
cada oracién de la aritmética, los llamados nidmeros de Gadel), por lo tanto, en lo que resta del capitulo,
se presentard un bosquejo de la idea detrds de la prueba.

Un resultado previo y fundamental para el teorema de Tennenbaum es el lema de fuga o desborda-
miento (overspill lemma en inglés) el cual afirma que, dentro de un modelo aritmético no-estandar, si
todos los nimeros estandar cumplen una cierta propiedad expresada por la férmula ¢ entonces existe al
menos un elemento no-estandar que también cumple dicha propiedad.

Lema 2.5.15. LEMA OVERSPILL. Sea 9 un modelo de PA no-estandar y o(x) € La una férmula tal que
M E (W) para todo n natural, entonces existe un elemento a € |M| no-estandar tal que M E p(a).

Demostracion. Por contradiccién. Si ningin ndmero no-estdndar cumpliera con o(z) entonces se tiene
que ¢(0) y que ¢(z) implica a p(z+1), en efecto, 0 cumple por ser estandar, si z es estdndar la implicacién
se tiene por la hipétesis del lema y si es no-estandar se tiene por hipétesis de la contradiccion, asi, por el
esquema de induccidn, se tiene a Va(¢(x)) y al ser 9 no-estdndar se tiene una contradiccién. O

El lema de fuga implica directamente que no existe ninguna férmula ¢(x) del lenguaje tal que defina
a la parte estdndar dentro de un modelo no-estdndar, es decir, no existe p(x) € La tal que se cumpla «x
es estdndar si y solo si ¢(x)». Gracias a esta observacion se puede afinar el resultado.
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Lema 2.5.16. Sea 9 un modelo no-estindar de PA. Si ¢(x) es una férmula tal que M E (W) para
infinitos numeros naturales n, entonces existe un elemento a € |M| no-estdndar tal que M E ¢(a).

Demostracion. Por contradiccién. Si no existiera ningtin ndmero no-estdndar que cumpla con ¢(x) en-
tonces la oracién ¢ (z) = Jy(r <y A ¢(y)) define a los nimeros naturales, lo cual contradice al lema de
fuga. O

La versién paramétrica del lema de fuga dada por Robinson es la que se ocupa para la demostracién
del teorema de Tennenbaum, su demostracién es la misma que para la primera version.

Lema 2.5.17. ROBINSON’S OVERSPILL Sea 9 un modelo no-estindar de PA, ¢ € |M| y 0(x,y) una

formula tal que M E O(1,€) para todo n natural, entonces existe un elemento a € |IM| no-estdndar tal que
Mk 0(a,c).

El otro resultado fundamental para la prueba es un teorema que afirma la existencia de cierto tipo de
conjuntos en los nimeros naturales, para enunciarlo antes hay que definir la nocién de semi-computable
o recursivamente enumerable.

Definicién 2.5.18. Sea A C N, se dice que A es recursivamente enumerable (abreviado por r.e.) si la
funcion parcial dada por
1 sixe A
fla) = {

indefinido six ¢ A
es computable.

La idea de que un conjunto A sea r.e. es que existe un programa (computable) que responde «si»
para cuando la entrada z es elemento de A y no da respuesta alguna (es decir, puede entrar en un loop
infinito o puede continuar indefinidamente sin detenerse) cuando no. Este tipo de conjuntos son de suma
importancia dentro del estudio de la recursividad, en [5, cap. 7] se puede encontrar mucha informacién
sobre ellos. La funcién f de la definicién anterior a veces es llamada funcidn caracteristica parcial.

La razon de ser llamados recursivamente enumerables es porque la definicién 2.5.18 es equivalente
a que A sea vacio o que sea el rango de una funcién computable unaria y total, esto es, omitiendo el
caso vacio, que el conjunto A se puede enumerar mediante una funcién h recursiva; asi se tiene que

A = {h(0),h(1),h(2),...}.

Teorema 2.5.19. Ezxisten conjuntos r.e. A, B C N tales que son recursivamente inseparables; es decir,
no existe ningun conjunto recursivo C C N tal que ACC y BNC = 0.

Dado un modelo no-estandar de la aritmética, la prueba también involucra el llamado sistema estdindar
de conjuntos codificados en M, el SSy(M) por sus siglas en inglés.

Definicién 2.5.20. Sea 9 un modelo no-estandar de PA. Se define el conjunto SSy(9M) C P(N) de tal
manera que A € SSy(M) si y solo si A ={n € N|ME p(m,a)} para alguna férmula ¢(x,y) y algin
elemento a € |M|.

La prueba del teorema de Tennenbaum consiste en ocupar el teorema 2.5.19 y el lema overspill para
mostrar que SSy(9M) contiene a un conjunto C' que es no recursivo. Luego, suponer que M es recursivo
llevaria a que este conjunto C' es recursivo. De hecho, la prueba muestra que ambas operaciones (la suma
y el producto) no son recursivas.
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Para concluir, el teorema 2.5.14 muestra que no se puede exhibir de manera explicita®®> un modelo
numerable no-estandar de la aritmética; por otro lado, si bien se conoce explicitamente el orden en un
modelo aritmético numerable, en modelos de mayor cardinalidad no se sabe atn el orden especifico que
tienen (el teorema 2.3.10 dice que el orden debe ser de cierto tipo, méds no determina cudl es). Es por este
motivo que hasta este momento no se ha dado (y por el mismo motivo no se dard) un ejemplo amigable
de un modelo no-estandar de PA.

Para conocer mas sobre la historia, implicaciones y la prueba de todos los resultados aqui expuestos
(principalmente del teorema de Tennenbaum) se recomienda consultar [13].

2.6. Teoria de numeros

En esta dltima seccién se mostrardan algunas definiciones y resultados de la teoria de nimeros que
pertenecen a la aritmética de primer orden, es decir, que son teoremas bajo los axiomas de Peano. Es
conveniente aclarar que, no porque esta rama de la matematica se fundamente en los nimeros naturales
y éstos son un modelo de PA entonces, mediante algunas modificaciones menores, todos los resultados se
puedan trasladar sin ningin problema. Un ejemplo es el siguiente. En N se puede mostrar el algoritmo
de Fuclides el cual manifiesta que, si a y b son nimeros naturales, entonces a = bg; + r1 para algin ¢; y
r1 tal que 0 < r; < b, si 71 no es cero se repite el resultado para los nimeros b y 71, es decir, existen ¢
y 72 tales que b = r1q2 + 2 donde 0 < ro < 71 v asi sucesivamente hasta que en algin momento alguno
de estos 1,41 serd cero, el anterior a éste es el mdzrimo comin divisor de los originales a y b. La frase
crucial en el anterior argumento es en algun momento, pues se estd haciendo uso de que toda sucesién
decreciente de niimeros naturales es eventualmente constante, lo cual, como ya se vio a lo largo de este
capitulo, no ocurre con los nimeros que conforman un modelo no-estdndar de PA pues bésicamente el
buen orden en el universo no es una cualidad inherente en ellos.

Si bien el algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comin divisor falla dentro de PA, el lema
que se ocupa en cada uno de sus pasos si es una oracién que puede ser demostrada, a este resultado se le
conoce como el lema de division.

Lema 2.6.1. LEMA DE DIVISION. PAEVay(y #0 = Jgr(z=y-q+7 A 0<r <y)).

Demostracion. Este resultado se puede probar de manera rapida y elegante usando el esquema de induc-
cién sobre la variable z. Sin embargo se dard una demostracién que hace uso de LEP (definicién 2.4.1) y
propiedades del orden. Se denota con ¢(z,y) la férmula y 0 — Jgr(z=y-qg+7r A 0<r <y).

Por hipétesis 1 < y, entonces x < y -z < y - s(z), asi, por LEP, se tiene la existencia del minimo
elemento z tal que z < y - z, sea ¢ = z — 1. Por la eleccién de g se sigue que = > y - ¢; si ocurriera la
igualdad entonces se cumple ¢(x,y) con r = 0, si por el contrario ocurriera que = > y - ¢ entonces, por
definicién del orden, existe r tal que x = y-q+7r,sir > yentonces z > y-g+y=y-s(q) =y-z > x,
una contradiccién, con lo cual r < y. O

El lema anterior se puede mejorar, mostrando que, de hecho, los elementos ¢ y 7 son tnicos.
Lema 2.6.2. LEMA DE DIVISION UNICA. PA EVay(y #0 — 3lgr(z=y-q+7r A 0< 71 <y)).

Demostracion. Solo falta mostrar la unicidad. Sean g1, ¢, 71,70 talesque z =y - g1 +r1y x =y g2+ 7a.
Si g1 = ¢2 entonces, por la ley de cancelacién, r; = ry. Si por el contrario q; # g2 se puede suponer, sin
pérdida de generalidad, que ¢; > ¢o, entonces existe un elemento k£ > 1 tal que g1 = g2 + k, sustituyendo
se tendria que y- (g2 + k) +7r1 =y g2+, dedonde y-k+1ry =ry, peroy-k+ry > yy ro <y, lo cual
lleva a una contradiccion. O

22En el sentido de la recursividad.
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A estos elementos unicos se les puede dar un nombre y una interpretacion. Al elemento ¢ del lema
anterior se le llamara cociente de x con y, y a r el residuo de x con y; asi, dados dos nimeros = y y la
«division» entre ellos deja un unico cociente y un tnico residuo menor que el nimero y.

Para enunciar los siguientes resultados es conveniente abreviar algunas féormulas.
Definicién 2.6.3. Se introduce la siguiente notacion.
zly=3Jz(y=x-2)
zfy = —(zly)
irred(z) =Vz(zlzr — z2=1V z=ux)
prime(x) =z >1 A Yzw(zlz-w — z|z V z|w)

La férmula x|y se lee como x divide a y, x es un divisor de y o y es un multiplo de x y se entiende
como la propiedad de que el elemento = «divida por completo» a y, es decir, que el residuo del lema 2.6.2
sea cero; més adn, del mismo lema se sigue que x|y si y solo si el residuo de x con y es cero. Su negacién,
x no divide a y (o cualquiera de las otras dos formas de leerse), hace referencia a que «la divisién no es
exacta», es decir, a que el residuo no es cero.

Por su parte, se dird que un elemento m es irreducible si irred(m) se valida; lo que expresa es que los
Unicos divisores de m son el uno y el mismo m. Por dltimo, la férmula prime(m) se lee como el elemento
m es primo v, de ser verdadera, afirma que m es un ntimero mayor?? a 1 tal que si divide al producto de
dos elementos entonces necesariamente divide a uno de los dos.

Una inquietud que puede nacer del tltimo par de férmulas puede estar representada por la pregunta,
«jacaso la definiciéon de nimero primo no es la que, por el contrario, estd de alguna manera expresada en
la propiedad de irreducible?» Lo que ocurre es que estos dos conceptos, como se mostrard mas adelante,
son equivalentes®*. Primero algunos resultados bésicos.

Proposicion 2.6.4. Los siguientes son teoremas en PA.
a) Vaey(zly < Jz(z <yAy==x-2))

b) Ve(llz A z|lxz A 2|0 A (Olz = 2 = 0))

c) Vay(ly #0Azly = = <y)

d) Yayz(zly Aylz — x|z)

e) Vayz(zly — zly - 2)

f) Vaeyz(zly A xlz = x|y + 2)

g) Vayz(zly + z A zly — x|2)

h) Vey(x 1Ay >1Azly = zfy—1Azfy+1)

23La razén de dejar al 1 sin el titulo de niimero primo est4 basada en la conveniencia; esto es, se excluye porque asi una
gran parte de los resultados que involucran a primos es mds sencilla de escribir.

24La razén de definir las dos propiedades por separado es que en el dlgebra, méas especificamente en la teorfa de anillos,
estas definicién no son siempre equivalentes.



2.6. TEORIA DE NUMEROS 65

Demostracion. Se mostrard el ltimo par de incisos, las demds oraciones son (también) resultados direc-
tos de la definicién 2.6.3.

Si z = 0 entonces x|y + z solo si y + z = 0 (inciso b)), por lo que la tnica opcién es que y =2z =0y
el resultado se cumple. Sean entonces z,y, z tales que « # 0, x|y + z y x|y, entonces existen ki, ks que
cumplen con y +z =2 - k1 y y = = - ko, ademas, por el lema 2.6.2 existen ks,r tales que z = x - ks +1r
con 0 < r < z. Sustituyendo se tiene que x - ky +x - ks +r = - k1, entonces x - (ke + k3) +r =2 -k +0;
por la unicidad del mismo lema, se tiene que r = 0, es decir, x|z.

Si z|y + 1 entonces, como por hipdtesis x|y, se tendria por lo anterior demostrado que z|1, lo cual no
puede ser pues z # 1. Como y > 1, la misma contradiccién resultarfa de suponer a z|y — 1. O

Teorema 2.6.5. PA EVa(z > 1 — (prime(z) < irred(x)))

Demostracion. La primer parte es mas directa. Sea x un primo y sea z un elemento tal que z|x, como
x > 1 entonces z # 0. Por definicién se tiene que z = z - ¢ para algin ¢, si z > 1 entonces x > ¢, por lo
tanto = ¢ (parte c¢) de la proposicién 2.6.4), asi x|z, entonces © < z y z < x, por lo que z = x; si por el
contrario z < 1 entonces z = 1. De donde z es irreducible.

Para la segunda implicacién sea = > 1 irreducible. Se define la férmula ¢, (w) como ¢, (w) = T si
w=0y ps(w)=Vyz(y-z<wAzly-z — zlyVx|z)si w> 0. La idea es ocupar induccién fuerte para
mostrar que Ywep,(w), lo cual basta para probar que = es primo; en efecto, sean y, z tales que z|y - z
entonces, si se cumple @, (s(y - z)), se tiene que x|y o z|z.

Se supone la veracidad de la oracién Vi < wep,(t). Por contradiccién, se supone la existencia de ele-
mentos y, z tales que yz < s(w), z|yz, x/y v =/ 2. Sin pérdida de generalidad se puede suponer que
y < x; en efecto, por el lema de divisién se tiene que y = x - g, + s con s < z, y se cumple que z /s
(parte ) de la proposicién dado que z/y), que x|sz (yz = xqz + sz y la parte g) de la proposicién), y
que sz < yz < s(w); por lo que si y > = se renombra a s como y.

Por la parte b) de la proposicién 2.6.4 se tiene que y # 0y z # 0, ademds y = 1 implica que x|z
(similar para z = 1), por lo que 1 < y < 2 y 1 < z. Del lema de Divisién se tiene que x = y-q+r
con 0 < r < y, si ocurriese 7 = 0 entonces y|z y como z es irreducible y = 1 0 y = z, lo cual es una
contradiccién. Asi 0 < r < y. Como xz = yzq + rz entonces x|rz (parte g) de la proposicién), y como
r <y < x entonces x[r (pues r # 0), ademds rz < yz < s(w). Por lo que existen r, z tales que rz < w,
x|rz, xfry xfz, y como r <w (en caso contrario, rz > w) se contradice a p,(r).

Como ¢, (0) =T y Yw((Vt < wp,(t)) = ¢(s(w))) entonces Ywep, (w). O

A continuacién se mostrard uno de los teoremas més importantes (teorema 2.6.7) en la teorfa de
numeros el cual ya se conocia desde tiempos de Euclides y cuya demostracion, ya sea de manera directa
o por contradiccién, es una de las més bellas y elegantes®® demostraciones de la matematica.

Lema 2.6.6. De los axiomas de Peano se sigue que para todo nimero mayor que uno existe un primo
que lo divide, es decir, PA EVx(z > 1 — Ip(prime(p) A plx))

Demostracion. Siz =0 o x = 1 el resultado se tiene trivialmente.

25Es una, de hecho la primera, prueba que aparecen en el texto Proof from THE BOOK. Escrito por Martin Aigner &
Giinter M. Ziegler, nace como una aproximacién a la idea que tenia P. Erdos sobre El Libro. Se recomienda leer sobre esta
agradable anécdota de la matematica.
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Si 2 > 1 entonces, como x|z, existe el minimo p tal que p > 1 y p|z. Claim: p es primo. Si no fuese asi
entonces p no serfa irreducible (teorema 2.6.5) y existirfa un elemento ¢ tal que 1 < ¢ < p que ademds
q|p; por transitividad de la divisién ¢|z, contradiciendo la eleccién de p. O

Teorema 2.6.7. De los axiomas de Peano se sigue que existen primos arbitrariamente grandes, es decir,
PA E Vadp(z < p A prime(p)). En particular, el conjunto de los nimeros primos en todo modelo
aritmético es infinito®S.

La demostracién se basara en la idea que Euclides ocupé hace més de dos mil anos. Interpretando, a
partir de un x se mostrard la existencia de un elemento que sea divisible por todos los primos (en sf todos
los nimeros) anteriores a él y luego, tomando su sucesor, se mostrara que de hecho hay un primo mayor
que él. La diferencia con el argumento de FEuclides es que en éste ultimo se construye especificamente el
nimero que se necesita para la prueba, pues es un producto finito de nimeros primos, acd no se puede
ocupar ese paso, empero, se mostrard por induccién que este nimero existe sin necesidad de exhibirlo.

Demostracion. Se mostrard primero que la oracién Vep(x) = Vedy(y > 0 A Vz(1 < z <z — z|y)) es
un teorema. Se tiene a (0) por vacuidad. Luego, se supone que ¢(z) para algin z, entonces existe un y
con la propiedad descrita en p(z), se considera a ' =y - s(z). Claim: ¢’ >0 A Vz(1 < z < s(x) = z|y).
Es claro que y’' > 0 por hipétesis de induccién y el primer axioma de Peano; sea z tal que 1 < z < s(x),
entonces hay dos opciones, si z < s(z) entonces z < x y como z|y se tiene que z|y' (proposicién 2.6.4
parte e)), si z = s(x) entonces z|y’ (por la misma proposicién), en ambos casos se tiene a p(s(z)). Asi,
por induccién, se demuestra a Vap(z).

Por tltimo, sea x cualquier elemento y sea y el elemento que existe por lo anterior demostrado. Se
aplica el lema 2.6.6 al ntmero y + 1, entonces existe un p primo que lo divide. Si p < 2 entonces p|y lo
cual no puede ocurrir por la parte h) de la proposicién 2.6.4, por lo tanto, p > x. O

Aplicado el algoritmo de Euclides a un par de nimeros n,m, se encuentra el mdzimo comun divisor
de éstos, ademas de la manera de expresarlo como una combinacién lineal de los mismos; mostrar que
existe tal combinacién lineal si es un resultado de PA (como muestra el siguiente teorema). Los conceptos
de mdzimo comin divisor (denotado por ged) y minimo comin miltiplo (lcm) conservaran el significado
intuitivo que tienen dentro de la teorfa de nimeros, es decir, dados z,y, lem(z,y) denotard al minimo
elemento que sea miltiplo de ambos; por su parte, ged(x,y) serd el elemento méximo que sea divisor
comun.

Lema 2.6.8. PAFE Vay(x -y #0 — 3lz(z > 0 A z|z Aylz AVw(z|w Aylw — 2z < w)))

Demostracién. Como por hipdtesis = -y # 0 y ademds x|z -y vy y|z - y, la existencia y unicidad de z se
sigue del principio del minimo elemento. O

El elemento descrito por el anterior lema serd denotado por lem(z,y). Por el lema de divisién se
tiene que x -y = lem(x,y) - ¢ + r para algunos ¢, con 0 < r < lem(z,y), si 7 # 0 entonces x|r y y|r,
ademds 0 < r < lem(z,y), contradiciendo a la eleccién de lem(z,y). Por lo tanto existe un dnico ¢ tal
que -y = q - lem(z,y), este elemento serd denotado por ged(z,y) y, como z -y # 0, ged(z,y) > 1. En
conclusién, para todos x,y distintos de cero se tiene que z -y = ged(z,y) - lem(z, y) con 1 < ged(z,y) v
lem(z,y) < x-y.

Los elementos ged(z, y) y lem(x, y) se han definido para cuando ambos son distintos de cero. Si ambos
fueran cero no existiria el elemento mds grande que fuera un divisor comun, puesto que todo z divide
a cero, sin embargo, la definicién se puede ampliar para cuando uno, y solo uno, de los dos es cero. Si

26La cantidad de nimeros primos depende de la cardinalidad el modelo, por ejemplo, si es un modelo de cardinalidad
280 entonces se tendrian «tantos primos como ndmeros reales». Lo que siempre ocurre es que existen al menos Xg.
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x # 0 se define ged(z,0) = ged(0,2) = z, lo cual conserva la idea del mdximo comin divisor, en este
caso se tendria que lem(z,0) = lem(0,2) = 0. La definicién se extiende solo para fines précticos, pues en
realidad estos casos no tienen mucha importancia.

Lema 2.6.9. Los siguientes son teoremas dentro de la aritmética de Peano.

a) Vey(r -y #0 — ged(z,y)lz A ged(z,y)|y)
b) Vxy

(

(-y#0 = Vw(wlz Awly — wlged(z, y)))
¢) Vay(

(

(

d) Vxy

x
z-y#£0 = YVw(wlz Awly = w < ged(z,y)))
z-y#0 — Yw(r|lwAylw — lem(z, y)|w))
x

e) Vey(x -y A0 — 'y (x =2’ - ged(z,y) A y=vy -ged(z,y) A ged(a',y') =1))

f) Vaygr(z 20Ny =x-q+r — (ged(z,y)lr A ged(z,7) = ged(z,y)))

Se mostraran solo algunas partes del lema, pues para demostrarlo en su totalidad haria falta introducir
nueva notacién y resultados previos que, si bien son interesantes para la formacién de una teoria més
amplia, no son necesarios para el objetivo de esta seccién?7.

Demostracion. Parte a). Por definicién z -y = ged(x,y) - lem(x,y), como y|lem(x,y) se tiene que x =
ged(z,y) - ¢ para algin ¢, de donde ged(z, y)|x, de manera similar se demuestra que ged(x, y)|y.

Parte d). Como lem(z,y) # 0 se tiene que w = lem(z,y) - ¢ + r para algunos p,r tales que 0 < r <
lem(z,y); como z|lem(x,y) v x|w, se tiene que z|r, de manera andloga se tiene que y|r por lo que, si
r # 0, se tendria una contradiccién con la definicién de lem(z, y).

Parte e). Mostrar que ged(zx,y)|r se sigue de la proposicién 2.6.4 parte g). Para lo demds, como
ged(z,y) divide tanto a = como y se tiene, por el lema de divisién, que existen tinicos a’,y" tales que
x=2a-ged(z,y) y y =y - ged(z, y), falta mostrar que ged(z’,y’) = 1. Como o’ = ¢ - ged(a’,y') se sigue
que x = (ged(z, y)ged(2',y")) - 1 de donde ged(x, y)ged(a’, y')|z, de manera andloga se tiene también que
ged(x, y)ged(a’,y')|y. Por la parte c) del lema, se tiene que ged(x,y)ged(2’,y") < ged(z,y) por lo que
ged(2',y') = 1. O

Para la demostracién el teorema de Bézout, ademas del lema anterior, se necesitara probar el siguiente
truco aritmético. Sea v = s(s(¢)) y n = s(¢), entonces n? = n-n = s(¢ - v); en efecto, n* = s(¢) - s(¢) =
C-s(0) +s(¢) = s(¢-s(¢)+¢) = s(s(s(€)) - ¢) = s(¢ - v). Visto en una notacién més amigable tomard
sentido el haberlo llamado truco, lo que se expresa con este resultado, de acuerdo a la definicién 2.3.4, es
que si v > 2 entonces (v —1)? = (v —2)v + 1.

Teorema 2.6.10. TEOREMA DE BEzZOUT. PA EVay(z -y # 0 — Juv(u-z =v -y + ged(z,y)))

Demostracion. Sea ¢(x,y) = zy # 0 — Juv(ux = vy + ged(x,y)). Para x = 0 el resultado es trivial; para
x =1, por ejemplo, se tiene que ged(x,y) = 1, por lo que u =1 y v = 0 validan a ¢(1,y).

Sea x > 1, se supone verdadera a cada oracién ¢(z,y) con z < x. Por el lema de Divisién se tiene que
y=xq+7rcon0<r <z Sir=0 entonces ged(z,y) =z (pues z|y), por lo que u =1y v =0 validan a
o(z,y). Sir = ged(z,y) sea 2’ tal que z = 2’ - ged(z, y) con 2’ # 0 (pues & > 1), se tiene entonces que
(¢ = Dy + ged(z,y) = (&' — 1)q -z + 2'ged(z,y) = (&' —1)g+ 1) -z, por lo que u = (&' —1)g+ 1y
v =1a' — 1 validan a p(z,y). Se pude suponer entonces que r # 0y r # ged(x, y).

27Los conceptos y demostraciones que aqui se omiten se encuentran en [19].
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Por la primera parte del inciso f) del lema 2.6.9 se tiene que ged(z,y) divide a x, y y r por lo que
Yy =a'q+r" cony’, ' y 1’ los respectivos cocientes y 1 < r’ < x; se cumple ademés, por los incisos e) y f),
que ged(a’,r") = 1. Ocupando la hipétesis de induccién sobre 7/ se tiene que u'r’ = v'a’ + 1 para algunos
u',v', y como 1 < 7’ entonces u'r’ > 2. Ocupando el truco citado en el parrafo previo al enunciado del
teorema, se tiene que ax’ = br’ +1 con a =v'z'v' y b= (u'v' — 2)u/.

Por dltimo, multiplicando por ged(z, y) en la igualdad az’ = br' + 1 se tiene que ax = br +ged(x,y) y
sumando bgz en estd Ultima se tiene que (a + bg)x = by + ged(x, y); por lo que u = a + bg y v = b hacen
vélida a ¢(z,y). El principio de induccién fuerte finaliza la prueba. O

Este teorema, mas alla de ser la traduccién a primer orden de un resultado importante y conocido de
la matematica, es una parte fundamental para la misma aritmética pues de este depende un resultado
conocido como lema de Gddel, el cual permite simular cuantificaciones finitas de tamafio arbitrario. A lo
que esto se refiere es que existe una funcién B(z,y, z) (lamada funcién beta de Gidel?®.) definible en pri-
mer orden tal que para toda sucesion finita xg, z1,...,Z,_1 de elementos en cualquier modelo aritmético
M se tiene que existe un par de elementos a,b € M tal que M E B(a,b,i) = x; para todo i < n. La
utilidad de este lema es que sirve para trasladar enunciados de la matemaética a la aritmética de primer
orden que, en principio, parecen intraducibles. Por ejemplo, el teorema fundamental de la aritmética se
enuncia como «todo nimero, distinto de 1, es producto (inico) de algunos primos», lo que en un lenguaje
menos informal quiere decir, es que para todo nimero n > 1 existe un (tinico) subconjunto finito (con
posibles repeticiones??) de P (el conjunto de los nimeros primos) tal que el producto de éstos es igual
a n; el problema con esto es que se estd haciendo referencia a un subconjunto, lo cual no puede ser
traducido de manera directa; ahora, como la cantidad de estos niimeros primos es arbitraria, el problema
(de enunciarlo solamente, probarlo serd después) se vuelve algo complejo. Ocupando el lema de Godel,
este subconjunto queda completamente determinado por un par de elementos.

Asi, gracias a la funcién 8, el problema de traducir algiin enunciado de la forma «existen finitos ele-
mentos tal que...» se reemplaza por traducir algo como «existe un par de elementos tal que...» lo cual es,
claramente, una manera muy ingeniosa de solucionarlo.

28Esta funcién es, ademds, la clave para la prueba de los teoremas de incompletitud de Goédel. Para un entendimiento
profundo sobre el tema se recomienda [12, cap. 5].

29Puede parecer que se estd abusando de la nocién de conjunto, pues éstos no permiten repeticiones; sin embargo, todo
primo se puede repetir una infinidad de veces e indizar a sus copias para que sean «distintas», es decir, se puede pensar que
P= {20,21,...,30,31,...,}70,])1,...}.



Apéndice A
Teoria de conjuntos

En este primer apéndice se enuncian algunas definiciones y resultados en la teoria de conjuntos que se
ocupan o mencionan a lo largo de este trabajo. Se divide en tres secciones. En la primera se presentan los
axiomas de Zermelo-Fraenkel-Choice (ZFC) y resultados basicos de los conjuntos (basado en los primeros
capitulos de [10]); en la segunda se da la definicién de un ndmero natural dentro de esta teoria y algunos
resultados importantes que llevan a que N (el conjunto de los nimeros naturales aqui definidos) sea el
universo de un modelo aritmético; la dltima muestra un poco de la aritmética de cardinales.

A.1. Axiomas

Primeramente se enuncian los axiomas que conforman el conjunto ZFC, donde las nociones primitivas
son conjunto (detonados con letras tales como como A, B,C o x,y,2) y la relacién de pertenencia ser
un elemento de, para la cual se ocupa el simbolo €. Es ttil notar que los axiomas siguientes no son
axiomas de una cierta teoria en el sentido de la 16gica de predicados (definicién 1.3.3), puesto que no se
presentan como oraciones dentro de un lenguaje de primer orden, sino como oraciones del meta-lenguaje a
las cuales se estd més acostumbrado en el estudio de la ciencia matemaética; esto es, se pueden considerar
como meta-axiomas. Algunas de las palabras y simbolos usados para enunciarlos no se han definido atin,
empero, se pueden tratar como los conceptos habituales que se tienen de ellos.

Definiciéon A.1.1. AXIOMAS DE ZERMELO-FRAENKEL. El siguiente conjunto de axiomas es conocido
como el sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel y se denota por ZF.

AXI0MA I (de existencia). Hay un conjunto que no tiene elementos.
(Se muestra que este conjunto es inico, se le llama conjunto vacio y se denota por ().)

Ax10MA IT (de extension). Si todo elemento de A es elemento de B y todo elemento de B es
elemento de A, entonces A = B.

AX10MA IIT (esquema de Comprension). Sea P una propiedad. Para cualquier conjunto A eziste
un conjunto B tal que x € B si y solo si x € A y ademds x satisface la propiedad P.
(Este azioma indica que dado un conjunto A existe su subconjunto B ={x € A | P(x)}).

AXI0MA IV (del par). Para cualesquiera conjuntos A y B existe un conjunto C tal que x € C si y
solosizx=A ox=B.
(Se muestra que este conjunto es inico y se le denota por {A, B}).

AXIOMA V (de union). Para cualquier conjunto A existe un conjunto S tal que x € S si y solo si
x € C para algin C € A.
(Se muestra que este conjunto es unico y se le denota por |JA).
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Axioma VT (del potencia). Para cualquier conjunto A existe un conjunto P tal que C € P si y solo
st C C A.
(Se muestra que este conjunto es unico y se le denota por P(A)).

Axioma VII (de infinitud). Existe un conjunto inductivo.

Ax1oMA VIII (de fundacién). En cada conjunto no vacio A existe un elemento x tal que x y A son
ajenos, es decir, no tienen elementos en comun.

Ax10MA IX (esquema de reemplazo). Sea P(x,y) una propiedad tal que para todo x existe un inico
y para el cual P(x,y) se satisface. Entonces para cualquier conjunto A existe un conjunto B tal que
para todo x € A existe y € B para los cuales se cumple P(x,y).

Definicién A.1.2. SUBCONJUNTO. Sean A, B conjuntos. Se dice que B es un subconjunto de A (y se
denota por B C A) si ocurre que todo elemento de B es elemento de A, esto es, si x € B implica z € A.

Definicién A.1.3. PAR ORDENADO. Sean a,b conjuntos, se define el par ordenado de a y b como el
conjunto (a,b) = {{a},{a,b}}.

Definicién A.1.4. PRODUCTO CARTESIANO. Sean A y B conjuntos. El producto cartesiano de A y B,
denotado por A X B, es el conjunto formado por los pares ordenados (a,b) tales que a € A y b € B, esto
es, Ax B={(a,b) | a € A ybe B}. Se denota con A? al producto cartesiano de A consigo mismo (es
decir, A2 = A x A) y, en general, A" = Ax - x A.

—_——

n veces

Definicién A.1.5. RELACION. Un conjunto R es una relacién (binaria) si todo elemento de R es un
par ordenado. Si ademds, R C A x B se dird que R es una relacién de A en B; para el caso particular
donde A = B simplemente se dird que R es una relacién en A.

Definicién A.1.6. FUNCION. Una relacion F tal que para todo a,b,c se cumple que si (a,b), (a,c) € F
entonces b = ¢ es llamada funcion.

La definicién de funcién se traduce en que es una relacién que asocia un unico elemento z (denotado
por f(a)) a cada elemento a. Para cuando f sea una funcién de A en B (es decir, f C A x B) se ocupard
la notacion f: A — B.

Definicién A.1.7. FUNCION BIYECTIVA. Sea f : A — B una funcidn, se dird que f es biyectiva si
cumple lo siguiente.

1. Es inyectiva. Esto es, para todo ay,as € A si a1 # a2 entonces f(a1) # f(az).
1. Es suprayectiva. Esto es, para todo b € B existe a € A tal que f(a) = .
Si este es el caso, se dird que f es una biyeccién de A en B.
Definiciéon A.1.8. ORDEN PARCIAL. Si R es una relacion en A tal que:
I. Es reflexiva. Es decir, (a,a) € R para todo a € A.
1. Es antisimétrica. Es decir, para todo a,b € A, si (a,b),(b,a) € R entonces a = b.
1. Es transitiva. Es decir, para todo a,b,c se tiene que si (a,b), (b,c) € R entonces (a,c) € R.

se dird entonces que R es un orden (parcial)l en A. Al par (A, R) se le llama conjunto (parcialmente)
ordenado.

1Para los ordenes se ocupardn los simbolos <, < y =. Y en lugar de escribir (a,b) €< se utilizard a < b como
simplificacién.
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Definicién A.1.9. ORDEN ESTRICTO. Si R es una relacion transitiva y asimétrica (es decir, si (a,b) € R
entonces (b,a) ¢ R) entonces se dird que es un orden estricto.

Definicién A.1.10. ORDEN LINEAL. Un orden < es lineal si para cualquier par de elementos a,b € A
se cumple?* a < b o b < a. Si este es el caso, el par (A, <) es llamado conjunto linealmente ordenado.

Teorema A.1.11. ORDEN DE YUXTAPOSICION. Sean (A, <) y (B, =) dos conjuntos ordenados tales que
AN B =1. Entonces la relacidn < en AU B definida como

r,z€Ayx <z, 0
<Lz siysolosi Sr,zeEByx=<z o0
re€AyzeB

es un orden para AU B llamado el orden de yuxtaposicion.

Teorema A.1.12. ORDEN LEXICOGRAFICO. Sean (A, <) y (B, =) conjuntos linealmente ordenados,
entonces las siguientes relaciones son érdenes lineales para el conjunto A X B.

e [l orden lexicogrifico vertical definido como (a1,b1) <, (ag,be) siy solo si (a1 < az) o (a1 = as
y by X by).

e [l orden lexicogréfico horizontal definido como (ay1,b1) <y, (az,b2) siy solo si (by < by) o (by = by
yar < ag)

Definicién A.1.13. CADENA. Sea (A, <) un conjunto ordenado y B C A. Se dice que B es una cadena
de A si cualquier par de elementos en B son <-comparables.

Definiciéon A.1.14. Sea < un orden en A y B C A.

a) b € B es el elemento minimo de B en el orden < si para todo x € B se cumple b < x.

b) b € B es un elemento minimal de B en el orden < si no existe x € B tal que x <b y x #b.
¢) b € B es el elemento méximo de B en el orden < si para todo x € B se cumple x < b.

d) b € B es un elemento maximal de B en el orden < si no existe © € B tal que b<x y x #b.
Definiciéon A.1.15. Sea < un orden en A y B C A.

a) a € A es una cota inferior de B en el orden < si para todo x € B se cumple a < x.

b) a € B es el infimo de B en el orden < si a es elemento mdzimo del conjunto de todas las cotas
inferiores de B en <.

¢) a € A es una cota superior de B en el orden < si para todo x € B se cumple z < a.

d) a € B es el supremo de B en el orden < si a es elemento minimo del conjunto de todas las cotas
superiores de B en <.

Definicién A.1.16. ISOMORFISMO DE ORDEN. Sean (A, <) y (B, <) conjuntos ordenados. Un isomor-
fismo de orden es una funcion biyectiva f : A — B tal que para todo ai,as € A se tiene que a1 < ag i
y solo si f(a1) < f(az). Si este es el caso, se dird que los conjuntos (A, <) y (B, <) son isomorfos (en
orden) y f es un isomorfismo (de orden) entre (A, <) y (B, <).

2Si se cumple esta propiedad se dice que a y b son <-comparables.
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Teorema A.1.17. Sean Sean (A, <) y (B, X) conjuntos linealmente ordenados y f : A — B una biyeccidn

para la cual se cumple que f(a1) X f(az) siempre que ay; < ag. Entonces f es un isomorfismo entre (A, <)
y (B,3).

Definicién A.1.18. FUNCION DE ELECCION. Sea A un conjunto. Una funcién de eleccién para A es
una funcién f: P(A)\ {0} — A tal que para todo B € P(A)\ {0} se tiene que f(B) € B.

Definicién A.1.19. AXIOMA X (de eleccion). Todo conjunto no vacio tiene una funcion de eleccidn.

Al conjunto de axiomas de la definicién A.1.1 mds el anterior se le conoce como ZFC (el C es por
choice, eleccién en inglés). El siguiente lema es equivalente al Axioma de Eleccién y ambos son utilizados
en varias ramas de la matematica para mostrar importantes resultados, el lema en cuestién es esencial
para la existencia de teorias maximalmente consistentes las cuales, a su vez, sirven para la demostracién
del lema de existencia de modelo (lema 1.3.5).

Lema A.1.20. LEMA DE KURATOWSKI-ZORN. Cualquier conjunto no vacio parcialmente ordenado en
el cual toda cadena tiene una cota superior tiene un elemento mazximal.
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A.2. Numeros naturales

Se continua mostrando definiciones y proposiciones de la teoria de conjuntos enfocados a la definicion
formal, dentro de esta teoria matematica, de los intuitivos nimeros naturales. Todas las demostraciones
de los resultados estan en [10, cdp. 5].

Definiciéon A.2.1. Sea A un conjunto. La relacién de pertenencia restringida al conjunto A estd definida
por €xa={(a,b) € Ax A | acb}

Definicién A.2.2. CONJUNTO TRANSITIVO. Un conjunto x es transitivo si ocurre que para todo y € x
se tiene que y C x.

Definicién A.2.3. NUMERO NATURAL. Un conjunto x es un ntmero natural si cumple

I. = es transitivo.

II. €, es un orden estricto en x.
1nr. Todo z C x no vacio tiene un elemento minimo y un elemento mdxrimo en el orden €.
Definicién A.2.4. SUCESOR. Sea x un conjunto, el sucesor de x es el conjunto s(x) =z U {z}.

Dada la definicién A.2.3, el conjunto vacio es un nimero natural al cual se le denota con el simbolo
0. Mas ain, se demuestra que el sucesor de un nimero natural es también un nimero natural, por lo que
los siguientes son niimeros naturales.

0=0.

1 = s(0) = {0} = {0}.

2 = 5(1) = {0,1} = {0, {0}}.
3=1s(2)={0,1,2} = {0.{0},{0,{0}}}.

n=sn—-1)={0,1,...,n—1}.
Definiciéon A.2.5. Sea A un conjunto, se dird que A es inductivo si ocurre que
.0 A
II. Six € A entonces s(x) € A

El axioma VII postula que existe al menos un conjunto inductivo, de este axioma se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema A.2.6. El conjunto de todos los numeros naturales, denotado por N, existe.

Teorema A.2.7. PRINCIPIO DE INDUCCION. Sea P(z) una propiedad, entonces todo mimero natural
tiene la propiedad expresada en P si ocurre lo siguiente.

1. P(0) y

II. para todo n € N, P(n) implica P(s(n))
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Teorema A.2.8. DE RECURSION. Sea A un conjunto no vacio, a € A yg: Ax N — A una funcién.
Entonces existe una unica funcion f: N — A tal que:

I. f(0) =a.
. f(s(n)) = g(f(n),n) para todo n € N.

Definicién A.2.9. Una operacién binaria en un conjunto A es una funcion * : Ax A — A. Al elemento
x(x,y) se le denotard con x *y.

Teorema A.2.10. SUMA EN N. Existe una unica operacion binaria + : N x N — N tal que:
I. m+ 0 =m para todo m € N.
1. n+ s(m) = s(n+m) para todo n,m € N.
Teorema A.2.11. PRODUCTO EN N. Existe una unica operacion binaria - : N x N = N tal que:
I. n-0=0 para todon € N.
II. n-s(m)=mn-m+n para todo n,m € N.

Definicién A.2.12. Para cualquier par de numeros naturales n,m se define la relacion binaria < de tal
manera que n < m si y solo sim € m on=m.

Definicién A.2.13. Un conjunto parcialmente ordenado (W, <) se llamard bien ordenado si cada sub-
conjunto no vacio B de W tiene un elemento minimo en <. Si este es el caso, el orden < serd un buen
orden.

Teorema A.2.14. ORDEN EN N. El conjunto (N, <) es bien ordenado.

Teorema A.2.15. La estructura 9 = (N, +,-,s, 0) es aritmética.



A.3. CARDINALES 7

A.3. Cardinales

En la matemaética se estd naturalmente acostumbrado a hablar de la cardinalidad de un conjunto,
teniendo en mente que ésta debe asociarle un cierto ndmero que represente la cantidad de elementos
de dicho conjunto. Si el conjunto es finito entonces su cardinal es un nimero natural, sin embargo, si el
conjunto no es finito (es decir, es infinito) entonces no es muy claro qué es lo que significa su cardinalidad.
Una parte de la teorfa de conjuntos estudia esto, definiendo primero que es un nimero ordinal (que es
un concepto mas débil al de nimero natural de la definicién A.2.3, pues en la tercera condicién se omite
la existencia del maximo) para luego trabajar con ciertos nimeros ordinales muy particulares que son los
llamados mimeros cardinales®.

Esta dltima seccién del primer apéndice no tiene por objeto definir los ntimeros cardinales (los cuales
serdn denotados por letras griegas tales como k, A o ), sino que partird del hecho de conocerlos y se
enunciaran algunas definiciones y resultados sobre su aritmética que han sido utilizados a lo largo de este
trabajo. Es importante mencionar que del axioma de eleccion se sigue que todo conjunto tiene asociado
un unico nimero cardinal y que ademas existe un orden lineal < en la clase de los cardinales. Si X es un
conjunto, se denotard con | X| a su (dnico) ntmero cardinal.

Lema A.3.1. Sean A, B,C conjuntos. Si AC B C C y |A| =|C| = &, entonces |B| = k.

Teorema A.3.2. CANTOR-SCHRODER-BERNSTEIN. Si A, B son conjuntos tales que |A| < |B| y|B| < |4]
entonces |A| = |B].

Definicién A.3.3. Si |A| = &, [B] = A y AN B = 0, entonces se define la suma de k y A como
k+A=|AUB].

Teorema A.3.4. Si x < )\ entonces kK + X = A.
Definicién A.3.5. Si|A| =k y|B| = A, entonces se define el producto de k y A como - A= |A x B|.

Teorema A.3.6. TARSKI. El axioma de eleccion es equivalente a que cualesquiera dos numeros cardinales
Ky Xcumplan k + A =Fk- A\

Definicién A.3.7. Si A y B son conjuntos, se define el conjunto AP como el conjunto de todas las
funciones de B en A, es decir, AB = {f | f es funcién y f : B — A}.

Definicién A.3.8. Si|A| =k y |B| = )\, entonces se define la exponenciacién de k y A como k* = ’AB‘.
Teorema A.3.9. Sia < (3, entonces fof = 2%
Teorema A.3.10. Si |A| = &, entonces |P(A)| = 2°.

Teorema A.3.11. CANTOR. Para todo cardinal k, Kk < 2".

3En [10, cap. 9] se hace un estudio detallado de estos conjuntos.



Apéndice B
Teoremas de Skolem

La finalidad de este apéndice es mostrar los teoremas y definiciones que permiten definir nuevas cons-
tantes, relaciones y funciones dentro de una estructura. Para ello, partiendo de una teoria 7" se encontrara
una extensién de ésta que posea, por ejemplo, un nuevo simbolo funcional que sirva como abreviacion
para una férmula dentro del lenguaje de la teoria T'. En la préctica de la ciencia matematica esto se hace
a menudo; por ejemplo, después de mostrar la existencia y unicidad de cierto elemento se le denota con
un simbolo nuevo y se ocupa en el subsecuente desarrollo de la teoria.

Este apéndice estd basado en [18, cap. 4.4].

Definicién B.0.12. Sea ¢ una férmula dentro de un lenguaje L tal que FV (o) = {x1,...,Tn,y}-
Asociado a ¢ sea f, (llamado el simbolo funcional de Skolem para ) un simbolo funcional de aridad n.
La oracion

V. xn(Fye(@r, .. Tn,y) = (@1, .., T, folT, .., 20)))

es llamada el axioma de Skolem para ¢.

En la definicién de estructura (definicién 1.2.1) se tiene de manera implicita que solo puede tener
finitas funciones y finitas relaciones. Sin embargo, se extendera la definicién de estructura permitiendo
tener un numero infinito de éstas.

Definicién B.0.13. Sea T una teoria dentro del lenguaje L. Se define la extensién de Skolem de T
como la teoria T** = T U {o | o es un azioma de Skolem para alguna formula del lenguaje L}. Sea L**
el lenguaje de T**, entonces este lenguaje extiende a L al incluir todos los simbolos funcionales de Skolem
para L. Ademds, sea 2 una estructura del tipo de L, entonces una expansién de Skolem de 2 es una

estructura A°*F que es del tipo de L% tal que A°* = o para todo o axioma de Skolem de L y que ademds
2] = [2AF].

La interpretacién de un simbolo funcional de Skolem en la estructura A** es llamada funcién de
Skolem.

Teorema B.0.14. Sea T una teoria dentro del lenguaje L. Entonces T*F es conservativa sobre T 7y
ademds todo modelo A de T tiene una expansion de Skolem A% que a su vez es modelo de T**.

Teorema B.0.15. Sea T una teoria, ¢ una formula con FV () = {z1,...,2n,y} y [ un simbolo fun-
cional de aridad n que pertenece al lenguaje de T tales que T = Vxy ...z, lyp(z1,. .., 20, y). Entonces
T =TU{Vr1...22y(@(x1, ., Tn,y) <>y = f(x1,...,20))} es conservativa sobre T
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Corolario B.0.16. Sea t un término del lenguaje L tal que FV (t) = {z1,...,z,} y [ un simbolo que
no pertenece al lenguaje. Entonces Tt =T U{Vxy...2,(f(x1,...,2,) =t)} es conservativa sobre T.

A la oracién f(z1,...,2,) =t se le llamard la definicidn explicita de f.

Teorema B.0.17. Sea ¢ una férmula dentro del lenguaje L tal que FV(p) = {x1,...,2,} y sea Q
un stmbolo predicado que no pertenece a L. Entonces TT = T U {Vz1...2,(p < Q(z1,...,7,))} es
conservativa sobre T'.

Resumiendo, a las extensiones del anterior corolario y los dos ultimos teoremas se les llamaré exten-
stones por definicion donde las oraciones

Var...zpylp < y= f(z1,...,20))
Var...zpy(f(ze, ..., 2n) =1)
Vey...xn(p < Q(z1,...,24,))

son llamadas los aziomas de definicion para f y @) respectivamente.



Apéndice C
Una semantica topolégica

En este apéndice se mostrard un ejemplo que relaciona la légica de orden cero con la topologia, més
especificamente, se definird una funcién de PROP (y en general de P(PROP)) a un espacio topoldgico
con lo cual se podra interpretar algunas propiedades mencionadas a lo largo de esta seccién en el contex-
to de conjuntos. Se ocupan algunas definiciones y resultados bésicos de topologia, los cuales se pueden
consultar en [4, cap. 1] y [8, cap. 1].

Sea C el conjunto de todas las sucesiones formadas por ceros y unos, esto es!, C = 2¥. Siv € C
entonces tiene la forma v = (g, x1,2,...) donde x; € {0,1}. Se denota con (v); al k—ésimo elemento
de la sucesiéon v.

Sean m,m naturales que indizan a iy,...,%,, j1,...,Jn nDUmeros naturales también, se define el con-
junto V“’ ;™ como sigue.
.

V7tedm — Ly € C | (v);, = 1 para cada k <n 'y (v); = 0 para cada [ < m}

1150030

Es decir, el conjunto de sucesiones tales que n de sus entradas estdn fijas e iguales a 1 y otras m estan
fijas e iguales a 0. Se nota que si existen k,[ tales que i, = j; entonces VJI’ zi es el conjunto vacio;
para evitar la anexion repetitiva del vacio, se supondra también que i; # j; para cada k < n y |l < m.
Sin o m es cero entonces se suprimiran los subindices o superindices respectivamente y se colocara una
estrella, por ejemplo, si m = 0 al conjunto se le denotard simplemente con V;7 ;.

Se ocuparan estos conjuntos para definir una base topolédgica para el conjunto C.

Lema C.0.18. Sea f = {le’ A | nym,i1, ... inyJ1,- -+, Jm SON naturales y i # ji para cada k <

U1 yeenyln

n yl <m}. Entonces B es base de una topologia T en C.

Demostracion. Sin =m = 0 entonces C = V}* € 3, de donde se tiene que |J 5 = C.

Sean V1,V5 € B tales que Vi NV, # (), entonces existen ni,ng, mi, my naturales que indizan a los
naturales i1, ...,0p, , 03,105, Jis--sdmys Jis-- -+ Jm, (donde el superindice no denota potenciacién o

alguna funcién aritmética, simplemente se ocupa para diferenciar unos indices de otros) tales que

.1 -2
]]7 ’jml -7]1 vjmz
Vi=Vi y  Va=V, 5

ielng Prelng,

1Ver la definicién A.3.7.
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Luego, si v € V4 N V4 entonces se cumple que (v), = 1sir € {il,... i} ;i3 ...,i2 } y que (v)s = 0 si

s bngo s bng
- 1 2 -2
.1 -1 .2 .9 ‘71""’]7"1"71""’Jm2
SE{J1r- s Tmys s Jmy )y €StO€s, v € Vi T LT
1oty )1 lng

el cual se denotard por V3.

Por tltimo, es facil darse cuenta de que V3 C V3 N Vs, O

Se tiene que cada abierto bdsico es infinito (no numerable), ademds, se cumple que es cerrado (esto
es, un conjunto clopen?), como muestra el siguiente lema.

Lema C.0.19. SiV € 8 entonces V es cerrado.

Demostracion. Sea V € (3, se considera que tiene la forma V = Vijll’”';i’", luego v € V¢ si y solo si
ik * . ’ .

v € ngn Vie U Ulgm V¥, en efecto, si v no estd en V' es porque (y solo porque) es una sucesién con un

1 en alguna posicién j; o con un 0 en algin 4. Asi, el complemento de V' es unién de abiertos bésicos,

por lo que es un abierto, esto es, V' es cerrado. O

Corolario C.0.20. Todo conjunto A C C que sea unidn finita de abiertos bdsicos es clopen.

Demostracion. Al ser unién de abiertos es abierto, para mostrar que es cerrado basta aplicar el lema
anterior y las leyes de De’Morgan para conjuntos. O

Esto es todo lo que se necesita para definir el puente entre la 16gica proposicional y el espacio topoldgi-
co (C, 7). Para ello, se pensard a cada valuacién v como un elemento de C (de allf la notacién sugestiva)
puesto que, como se menciond, toda valuacién queda univocamente determinada por sus valores en cada
atomo pg. Asi, si v es una valuacién de la ldgica entonces se corresponde con el tnico elemento v € C tal
que [pr]o = (v)k. Asi, se pensara que los elementos de C son valuaciones.

Sea [-] : PROP — P(C) con ¢ — [¢] = {v € C | [¢]o = 1}, es decir, esta funcién manda a cada
proposicién al conjunto de valuaciones que la hacen verdadera. Por ejemplo, [po] = V5§ v [ps — ps] =
VS U (V2 NVg) = V2 UVE. En general, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion C.0.21. Sean ¢, proposiciones. Se cumple lo siguiente.
a) [¢] es clopen.

b) Te Al =Tel N el [v vV ol = Tel Ulel y [l = [¢]*

c) Ep siy solo si[¢] =C.

4) k¢ si'y solo si [¢] C [¥].

Demostracion. La demostracion completa de esta proposicién es més extensa que compleja, por lo que
solo se mostrara parte de ella siendo lo faltante argumentos andlogos a los presentados. Conviene primero
demostrar la parte b) lo cual es sencillo siendo cuidadosos en las diferencias del lenguaje y el meta-lenguaje
al aplicar la definicién de valuacién.

b) SeaveC.ve[eAy]siysolosi[pAy], =1,siysolosi[e], =1y [¢], =1, siysolosive [¢]
y v € [¢], si y solo si v € [¢] N[¥]; todo esto muestra que v € [ A ] siy solo siv € ] N[Y], esto es,
[e A Y] =[] N[¢¥]- De manera anédloga se muestra que [¢ V ] = [¢] U [¢¥].

Sea v € C. v € [~¢] si y solo si [-¢], = 1, si y solo si [¢], =0, siy solosiv ¢ [¢], siysolo si
v € [p]% esto es, [-¢] = [¢]°.

De manera similar se muestra que [ — ] = [¢]°U[4] y que [ < ¢] = ([v] N [&]) U ([#]° N [21°)-

2De la abreviacién en el inglés, un conjunto es clopen en un espacio topolégico si es cerrado (closed) y abierto (open) a
la vez.
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a) Se procede por induccién sobre PROP.

e Si ¢ = p; entonces [¢] = V;* que, por el lema C.0.19, es clopen. Si ¢ = L entonces [¢] = 0 el cual
es clopen.

e Si p = —p entonces [¢] = []°, por hipdtesis de induccidn, [¢] es clopen, y el complemento de
cualquier clopen es a su vez clopen.

e Si p = ¢100ps. Si O = A se tiene, por b), que o A Y] = [] N [¢], por hipétesis de induccién,
[¢] ¥ [¥] son clopen, luego [¢] N [¢] es clopen. De manera similar se muestra el resultado para
Oe{v,—, <}

¢) Se sigue inmediatamente de la definicién de tautologia.
d) Se mostrard equivalentemente que ¥ ¢ — 1 si y solo si [¢] € [¢].

¥ ¢ — 1 siy solo si existe una valuacién v tal que [ — ¥], = 0, si y solo si existe una valuacién v
tal que @], =1y [¢]y =0, si y solosi v € [¢] y v ¢ [¢], sty solo si [¢] € [¥]. O

La definicién de este puente se puede extender a los conjuntos de proposiciones de la siguiente manera,
sea [-] : P(PROP) — P(C) con I' — [I'] = {v € C | [¢], = 1 para cada 9 € T'}, esto es, asocia a cada
conjunto de proposiciones con el conjunto de valuaciones que hacen verdad a todos sus elementos. Para
el caso en que el subconjunto sea unitario (I' = {¢}) se omitird el uso de corchetes, asi la notacién para
[{¢}] es simplemente [¢], con lo cual esta definicién es una extensién de la anterior. El siguiente lema
muestra algunas propiedades inmediatas.

Lema C.0.22. Sean A,T' C PROP y ¢ € PROP, se cumple.
17 = Nyerll-

o [I'] es cerrado.

o Si A CT entonces [I'[C [A].
o I'E ¢ siysolo si[I'] C[e¢].

Por el teorema de completitud y los lemas 1.1.19 y 1.1.23 se tiene que I' es consistente si y solo si
[T] # 0. Para un tltimo resultado, se definird la funcién [-] : P(C) — P(PROP) de una manera natural
en este contexto, esto es, V — [V] = {¢ | [¢]s = 1 para cada v € V}; asi, en analogia con la anterior,
esta funcién asocia a cada conjunto de valuaciones V' el conjunto de proposiciones [V] que son verdaderas
bajo todos los elementos v € V. Si V' es unitario (V = {v}) se simplifica la notacién utilizando [v].

Proposicion C.0.23. Sea I' C PROP. I' es mazimalmente consistente si y solo si existe v € C tal que
I'=[v]

Demostracion. <). Se supone que I' = [v] para algin v € V. Sea A C PROP tal que I' C A, entonces
existe p € A tal que ¢ ¢ T', por hipdtesis se tiene que [¢], = 0, por lo que [-¢], =1, asi =p € I y por
lo tanto = € A; de donde A es inconsistente. Luego, I' es maximalmente consistente.

=). Se supone que I' es maximalmente consistente. Por el lema 1.1.23 existe v € V' tal que [¢], = 1
para cada ¢ € T'; por lo tanto, I' C [v], por lo anterior, [v] es consistente y como I' es maximalmente
consistente, I' = [v]. O
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