Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo

Instituto de Ciencias Basicas e Ingenieria.

Area Académica de Matematicas y Fisica

Geodésicas y Potenciales Efectivos de Agujero Negro
Dilatonico

TESIS L
QUE PARA OBTENER EL GRADO DE :

. d s |
LICENCIADQ EN FISICA Y TECNOLOGIA AVANZABA

PRESENTA: |

Luis Osvaldo Téllez Tovar

DIRECTOR DE TESIS :

Dr. Luis Alberto Lopez Suarez

Pachuca Hgo.
Abril de 2016



UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO
Instituto de Ciencias Basicas e Ingenieria

Institute of Basic Sciences and Engineering
Direccion

Dean

ICBI-AAMYF/2905/2016

M. en A. JULIO CESAR LEINES MEDECIGO
DIRECTOR DE ADMINISTRACION ESCOLAR
PRESENTE

Por este conducto le comunico que el Comité Revisor asignado a el alumno Luis Osvaldo
Téllez Tovar, de la Licenciatura en Fisica y Tecnologia Avanzada con nimero de cuenta
264103, que presenta el manuscrito de tesis titulado “Geodésicas y Potenciales Efectivos de
Agujero Negro Dilaténico”, después de revisar el trabajo antes referido, ha decidido autorizar
la impresion del mismo hechas las correcciones que fueron acordadas.

del Comité Revisor.

A continuacion se registran las firmas de conformidad de los intjgran e5

PRESIDENTE Dr. Carlos Arturo Soto Campos céﬁ 7

SECRETARIO Dr. Omar Pedraza Ortega

V7]
PRIMER VOCAL Dr. Luis Alberto Lépez Sudrez / %&’%
SEGUNDO VOCAL Dra. Argelia Bernal Bautista / /\/\/}/ J\%g

TERCER VOCAL Dr. Lao Tse Lopez Lozano [

PRIMER SUPLENTE Dr. Roberto Noriega Papaqui

SEGUNDOQ SUPLENTE Dr. Jorge Viveros Rogel :a [ﬁ

Sin otro particular, reitero a Usted |la seguridad de mi atenta consideracion.

ATENTAMENTE
“‘Amor, Orden yPr eso”

Ciudad del Conocimiento

Carretera Pachuca - Tulancingo km. 4.5

Colonia Carboneras

Mineral de la Reforma, Hidalgo, México, C.P. 42184
Tel. +52 771 7172000 exts 2231, Fax 2109
direccion_ichi@uaeh.edu.mx

www.uash.edumy




Para la estrella que mas brilla,
Helena.



Agradecimientos.

A mi madre Ernestina y a mi padre Porfirio por creer siempre en mi, por darme su
amor y todo su apoyo. A mi hermana Ximena, por hacer las tardes de estudio mas amenas.
A mi sobrina Evolet, por ensenarme a estar contento y ser curioso siempre. A mi abuelita
Nena, porque nunca dejo de preocuparse por mi. A mis amigos, porque con ellos la fisica
y la vida son mas divertidas. A mis profesores, por todo el conocimiento que compartieron
conmigo. Y a mi asesor el Dr. Luis Alberto Lépez por tenerme paciencia y por todo el

apoyo que me brindé.



Somewhere, something incredible

15 waiting to be known.
Carl Sagan.



Indice general

Introduccion. 111
Resumen. \%
1. Relatividad General. 1

1.1. Geodésicas. . . . . . . . . 3
2. Agujeros Negros. 5

2.1. Agujero Negro Dilaténico. . . . . . . . ... ...

3. Potenciales efectivos de Agujero Negro Dilaténico. 9

3.1. Potencial efectivo para geodésicas nulas. . . . . . . . ... ... ... ...

3.1.1. Geodésicas nulas radiales. . . . . ... ... ... .. ... .. ... 11

3.1.2. Geodésicas con momento angular. . . . . .. ... 13

3.2. Potencial efectivo para geodésicas espacialoides. . . . . . . . .. . ... .. 16

4. Geodésicas. 21
4.1. Geodésicasnulas. . . . . . . ... 21
4.1.1. Espacio-tiempo con E=0.. . . . . . . . ... oL 22

4.1.2. Espacio-tiempo con energia distinta de cero. . . . . . .. ... ... 22

4.2. Geodésicas espacialoides. . . . . . . . ... 23
Conclusiones. 27
Perspectivas. 31



Bibliografia

IT

33



Introduccion.

En la teoria general de la relatividad, Albert Einstein en el afo de 1915 propone una
version distinta de la Newtoniana sobre como se comporta el campo gravitacional. Entre
otras cosas, considera que el espacio-tiempo es curvo y que dicha curvatura esta relacio-
nada con la materia que contiene. Las ecuaciones propuestas por Einstein no son sencillas
de resolver dado que, cuando el espacio-tiempo es cuatro-dimensional, son diez ecuaciones
diferenciales parciales de segundo orden acopladas. Dentro de las soluciones de estas ecua-
ciones de Einstein se encuentran las de tipo agujero negro de las cuales se pueden mencionar
el agujero negro de Schwarzschild que representa un objeto estatico con simetria esférica, el
agujero negro de Kerr que representa un objeto estatico que rota y tiene simetria esférica,
el agujero negro de Reissner-Nordstrom el cual representa un objeto estatico con simetria
esférica que posee carga eléctrica, entre otros.

También existen soluciones que representan agujeros negros que provienen de compactifi-
car Teorfa de Cuerdas. Este tipo de agujeros negros son soluciones propuestas que tienen
validez por debajo de la longitud de Planck! dado que las soluciones clésicas (Schwarzs-
child, Kerr, entre otras) tienen validez sobre la longitud de Planck. Puesto que la Teoria de
Cuerdas se ha convertido en un candidato para unificar la fuerza de gravedad con el resto
de las fuerzas fundamentales, es importante estudiar soluciones tipo agujeros negros para
determinar si es posible tener evidencia de las dimensiones extras en nuestro espacio-tiempo
de cuatro dimensiones. Predicciones tedricas como la desviacion de la luz cerca de objetos
masivos, efectos de perihelio, dilatacion de tiempo, ondas gravitacionales, entre otros son
elementos fisicos que pueden ser comparados con observaciones cuando estudiamos aguje-

ros negros a través de potenciales efectivos y geodésicas.

1Se considera la longitud de Planck en cuatro dimensiones [p ~ 1.621073%m. Para valores de longitud

menores que ella, no se espera un comportamiento clésico.
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Por lo mencionado anteriormente, el principal objetivo de este trabajo es estudiar las
geodésicas y los potenciales efectivos provenientes del Agujero Negro Dilatonico que re-
presenta un agujero negro con carga eléctrica, masa, es estatico, tiene simetria esférica y
acoplado con un campo escalar generado por el mismo agujero negro en cuatro dimensio-
nes, dicha soluciéon proviene de la acciéon obtenida de compactificar la Teoria de Cuerdas.
La accién que se estudia también puede ser obtenida de distintas teorias de dimensiones
extras dependiendo del valor que tome la constante de acoplamiento.

En particular, se tratarda de observar cémo la constante de acoplamiento entre el campo
escalar y el campo electromagnético modifica el comportamiento de las particulas alrededor
del agujero negro y con ello poder establecer que Teoria de dimensiones extras puede ser

mas facil de detectar.

IV



Resumen.

En este trabajo se estudia el Agujero Negro Dilaténico que es un agujero negro con
masa, carga eléctrica, estatico, esféricamente simétrico y que genera un campo escalar
acoplado con el campo electromagnético en cuatro dimensiones que proviene de la compac-
tificacion de Teoria de Cuerdas. Se desea conocer el comportamiento de geodésicas nulas
y espacialoides bajo la presencia de este agujero negro. Es por eso que se estudian los po-
tenciales efectivos y geodésicas. Particularmente, se quiere analizar como distintos valores
de la constante de acoplamiento entre el campo escalar y el campo eléctrico modifican el
comportamiento de los distintos tipos de geodésicas. Para eso se considerard un mismo
agujero negro, es decir, todos los pardametros que lo describen se mantendran fijos y sélo
se variard la constante asociada al campo escalar y las caracteristicas de la particula de
prueba.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el capitulo 1 se aborda la Teoria de la Relati-
vidad General para dar una breve introduccion a las geodésicas en un espacio-tiempo. En
el capitulo 2, se introducen los agujeros negros y se explica la solucién conocida como Agu-
jero Negro Dilatonico. Mientras que en el capitulo 3 se estudian los potenciales efectivos
de esta soluciéon para geodésicas nulas y espacialoides. Dentro de este capitulo se estudian
los potenciales efectivos para geodésicas nulas radiales, es decir, cuando el momento angu-
lar de la particula de prueba es cero. También se estudian las geodésicas nulas cuando el
momento angular es distinto de cero, y considerando dos casos: cuando £ = 0 y cuando
E # 0. Donde E es una constante de integracion que puede ser asociada con la energia de
la particula en el infinito si el potencial efectivo al que esta sujeta es asintoticamente plano.
En este capitulo también se estudia el potencial efectivo para geodésicas espacialoides con
distintos valores de la constante de acoplamiento y de la particula de prueba. Se estu-

diara el caso extremo, es decir, cuando los horizontes de eventos coinciden. En el capitulo 4
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se presentan las trayectorias que describen las geodésicas nulas con momento angular. Esto
se hace para ' = 0 y E # 0. También se presentan las geodésicas espacialoides con las
misma condiciones empleadas para obtener el potencial efectivo. Finalmente, se presentan

las conclusiones y perspectivas de este trabajo.
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Capitulo 1

Relatividad General.

La Relatividad General es una teoria de gravitacion formulada en 1915 por Albert
Einstein. La teoria de gravedad de Newton no era consistente con la relatividad especial
tal como lo eran las ecuaciones de Maxwell. Pues la teoria de Newton requeria de fuerzas
de accién instantanea a distancia [1].

La Relatividad General, es soportada por dos grandes ideas. La primera de ellas es llamada
el principio de equivalencia, que dice “no es posible distinguir entre un sistema inmerso
en un campo gravitatorio de un sistema de referencia acelerado”. La segunda idea es el
principio de Mach. En la relatividad especial la estructura del espacio-tiempo no es afectada
por la materia que se encuentra en ella. En particular, el movimiento inercial y la no
rotacion no son influenciadas por la materia en el universo. Por otro lado, Ernst Mach
creia que la materia en el universo deberia contribuir a la definicién local de no aceleracién
y no rotacién; en un universo sin materia estos conceptos no tendrian significado [2]. Es
decir, el principio de Mach dice que la inercia de cualquier sistema es el resultado de su
interaccién con el resto del Universo. O bien, cada particula contenida en el Universo ejerce
una influencia sobre el resto de las particulas.t

La nueva teoria de gravitacion propuesta por Einstein afirma que, independientemente del
observador, las propiedades del espacio-tiempo son descritas por una métrica como en la
relatividad especial. Sin embargo, la métrica del espacio-tiempo no es necesariamente plana.
En efecto, la curvatura del espacio-tiempo produce los efectos fisicos usualmente asociados

a un campo gravitacional. Ademads, la curvatura del espacio-tiempo esta relacionada con

!Este principio no ha sido comprobado y sélo sirvié como motivacién para la Relatividad General.



la materia contenida en él por medio de un tensor de energia-momento. De este modo, la
estructura del espacio-tiempo esta relacionada con la materia que contiene. [2]
Se puede medir la distancia entre dos puntos en un espacio-tiempo por medio del elemento
de linea dado por:

ds* = g, dz"dz”. (1.1)

Siendo g,, la métrica que contiene la informacién de la estructura del espacio-tiempo.
Los indices p y v van desde cero hasta el nimero de dimensiones que se tengan. Para el
caso particular cuatro dimensional, ;1 y v pueden tomar los valores de 0,1,2 y 3. Las x*
son las coordenadas en las cuales se trabaja el espacio-tiempo, donde z° corresponde a
la coordenada temporal y los z°,7 = 1,2,3 a las coordenadas espaciales. Para obtener la
forma de g,, es necesario resolver las ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones de Einstein
de la Relatividad General son:

1
R;w - §g,u,z/R - T,ulx- (12)

Donde R, es el tensor de Ricci dado por:
Ry = 1, . (1.3)
Esto significa que el tensor de Ricci es una contraccion del tensor de curvatura el cual
describe la curvatura del espacio-tiempo de forma local. A su vez este tensor estd dado por
Rﬁua = Fga,u - F;BLV,J + anrgy - Fzyrga7 (14)

y estd en funcion de los simbolos de Christoffel dados por

1
F;u/a = 5 (guu,a + Guow — gl/a,u) . (15)
Por otro lado, R es el escalar de curvatura que es una contraccion del tensor de Ricci. Este

escalar describe la curvatura promedio del espacio-tiempo

ngRup = RZ = R. (16)

T, es el tensor de momento y energfa [3], el cual contiene informacién de materia y energfa
contenida en el espacio-tiempo. Cuando el espacio es vacio (es decir sélo contiene la materia

que lo deforma) se tiene:



1
R/,LI/ — §QW,R = 0. (17)

Las ecuaciones anteriores explican cémo la materia y energia presentes determinan la geo-
metria del espacio-tiempo. Recordando que el tensor de Ricci y el escalar de curvatura

estdn en funcién de la métrica por lo cual las ecuaciones de Einstein (1.2) son acopladas.

1.1. Geodésicas.

Una geodésica es una curva que representa la trayectoria més corta entre dos puntos
en un espacio-tiempo. La expresion general de una geodésica para una particula de prueba

con carga y masa es [4]

d*z” L de®da® € Fydx”
dr? Bdr dr  m 7 dr’

Donde z¥ son las coordenadas y 7 un parametro afin (tiempo propio de la particula), of

(1.8)

son los simbolos de Christoffel. Ademas e y m son la carga y masa de la particula de prueba

respectivamente y £ son las componentes del tensor electromagnético.

Existen tres tipos de geodésicas:?

1. Nula: rayos de luz o particulas sin masa.

Guu"ut = 0. (1.9)
2. Temporaloide:

g’ ut > 0. (1.10)

Este tipo de geodésica no tiene interpretacion fisica porque representa particulas con

velocidades mayores que la de la luz.

3. Espacialoide:
G’ ut < 0. (1.11)

Este tipo de geodésica representa particulas con velocidades menores que la de la luz.

dat*

Donde se ha tomado u* = ol

2Se considera que la métrica tiene la signatura (—, +, +, +), en este trabajo se considera esta signatura.
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Capitulo 2
Agujeros Negros.

Mientras que la Teor{a de Cuerdas existe naturalmente en diez dimensiones de espacio-
tiempo, se han obtenido soluciones cuando seis de estas dimensiones son compactadas a
un tamano pequeno (longitud de Planck) y practicamente no son observables a ciertas
distancias, asi el estudio de soluciones de las cuerdas se fundamenta en un espacio-tiempo
cuatro-dimensional, caracteristico de la naturaleza. Una forma de compactar es considerar
que algunas de las dimensiones estan enrolladas, una forma de observar esto es cuando un
toro es compactado en circulo.

Los agujeros negros son soluciones de las ecuaciones de Einstein (1.2), sin embargo, no
son las tnicas. Existen varios tipos de agujeros negros como el agujero negro estatico de
Schwarzschild, el agujero negro cargado estatico de Reissner-Nordstom, entre otros. Sin
embargo, en este capitulo se estudiara el Agujero Negro Dilaténico que proviene de una

accion obtenida de la compactificacién de Teoria de Cuerdas.

2.1. Agujero Negro Dilatonico.

Un Agujero Negro Dilaténico es un agujero negro con masa M y carga eléctrica (),
esféricamente simétrico, estatico, y que genera un campo escalar en funcién de su masa y
carga eléctrica (es decir este campo es generado por el agujero negro). Este agujero negro
es proveniente de una acciéon que se obtiene de la compactificacion de Teoria de Cuerdas, y
es una propuesta valida para longitudes menores que la longitud de Planck [5]. Se observa

el acoplamiento del campo dilaténico y el campo electromagnético.



La accion de la cual proviene este agujero negro es [5]:

S = /d4x\/—_g [-R+2(Ve)” + e 2F?]. (2.1)

Donde F),, es el tensor electromagnético. Definido como F), = 9,4, — 0,A,, siendo el
cuadripotencial A, = (&, /T) donde ® es el potencial eléctrico y Aesel potencial magnético.
El tensor de energia-momento es T}, = }LQWFW;FV‘S — FJFJ/’ Y F? = F,, F* la constante
de acoplamiento a gobierna la interaccion entre el campo dilatéonico y el campo de Maxwell.
¢ es el campo dilaténico (campo escalar). Este ultimo campo surge de la compactificacién
de las dimensiones extras y se considera como otro grado de libertad del agujero negro.

El tensor electromagnético sélo tiene componente radial, esto asegura que el campo es
puramente eléctrico cuando es medido por un observador estacionario. Es decir, la tinica

componente del tensor es

Q

Ftr - ﬁ (22)

En el caso de que ¢ = 0 se recupera la accion de la cual proviene el agujero negro de

Reissner-Nordstrom. El elemento de linea para la accion (2.1) esta dado por

ds® = —A2(r)dt® + A2 (r)dr® + R*(r)dQ?, (2.3)

donde

A%(r) = ( - E) (1 - T——) e (2.4)

r

R(r) = r? (1 - %) e (2.5)

El campo escalar esta en funcion de los pardametros que caracterizan al agujero negro y

esta dado por
2a

=200 _ (1 _ %‘) et (2.6)

Este campo escalar puede ser interpretado como un potencial asociado a una fuerza de
atraccion.

Las coordenadas para este elemento de linea son
= (L,7,0,0). (2.7)
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Donde t es el tiempo y 7,0, ¢ corresponden a las coordenadas esféricas usuales.
Los radios de los horizontes de eventos r, y r_ estan relacionados con la carga ), masa M

del agujero negro y de la constante de acoplamiento como sigue

oM =, + 120 (2.8)
ST I e '
2 _ I'-T+
= —. 2.9
@ 1+a? (2:9)
Explicitamente

ry =M+ /M2 —Q*(1 — a?), (2.10)

1 2
= 1+“2 (M- VA= (1= ). (2.11)

—a

Es posible notar que si a = 1, la ecuacién (2.11) diverge. Para estudiar este caso se consi-

deran

limr, =2M, (2.12)
a—1

. @

(111—1;% r— = M (213)

El elemento de linea (2.3) tiene una singularidad real en r = 0. Algunos autores establecen
que r, es un horizonte no real, es decir, existe bajo ciertas coordenadas y que r_ envuelve
a la singularidad por lo que en algunos casos se trabaja como si el elemento de linea (2.3)
representara una singularidad desnudal.

La accién (2.1) es general. Sin embargo, por cada valor que la constante de acoplamiento
tome se tienen acciones particulares las cuales pueden obtenerse de distintas teorias de
dimensiones extras. Por lo tanto, para cada valor de la constante, se tiene una interpretacién

distinta.

» Caso a = V/3:
Corresponde al modelo efectivo 4-dimensional reducido de la teoria de Kaluza-Klein,

en la cual se unifica gravedad y electromagnetismo en 5 dimensiones.

1Una singularidad desnuda es aquella que no tiene horizonte de eventos.
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s Caso a =, /ﬁ;sz,l,?,...:
Se obtiene de la compactificacién de un toro 7% de la teorfa (4+p)-dimensional de

Einstein-Maxwell.

= Caso a = 1:
Corresponde a la solucién del agujero negro Gibbons-Maeda (Accién de bajas energias
de Teoria de Cuerdas).

= Casoa=0:
Corresponde a la teoria escalar de Einstein-Maxwell-Dilaton, también proveniente de

la Teoria de Cuerdas.



Capitulo 3

Potenciales efectivos de Agujero

Negro Dilaténico.

Si se considera un agujero negro y una particula de prueba que se acerca a él, se tiene
un problema de dos cuerpos. Por lo cual, es interesante estudiar los potenciales efectivos a

los que la particula estd sujeta y tratar de determinar las posibles trayectorias que describa.

3.1. Potencial efectivo para geodésicas nulas.

Para obtener los potenciales efectivos se hard uso de la ecuacién geodésica (1.8) para
geodésicas nulas. Se tomard en cuenta el elemento de linea del agujero negro dilatonico
(2.3).

d*x” dz® dx”

I =0. 3.1
dr? tlap dr dr (3.1)

Y considerando el caso coplanar § = 7 se obtienen las siguientes geodésicas:

Para t

. —ryr+2rr_ —rpalr —r_r+r_a’*r] ;.
t+ |— tr=20 3.2
i e e T L 22
Para ¢
—r+7r_—a’r
D+ 2 o = 0. 3.3
o {7’(1—!—@2)(—7“%-7"_)} i (3.3)

os T, 3 son obtenidos por medio del software GRTensor.
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Se necesita conocer ¢ y t. Pero se sabe que, integrando la expresién (3.3):

o= (3.4)

Donde L es una constante de integracién asociada con el momento angular total de la

particula. Entonces,

_0g2
o= -y (3.5)
r
Por otro lado, se tiene 5
R —— 3.6
Gt (3.6)

Donde E es una constante de integraciéon que puede asociarse con la energia total de la
particula en el infinito siempre y cuando el potencial efectivo al que esté sujeta la particula
sea asintoticamente plano. Entonces,
; T\t r— _11723
t:E(l——> (1--) . (3.7)
r r

De la condicién de geodésica nula (1.9) y de las expresiones (3.5) y (3.7) se tiene

e\ T _(;35) T\t r- %%) 2, 72 -2 ro\ T
—E2<1——> (1——) +(1——> (1—-) 2L (1——) — 0.
r r r r r

(3.8)
Al llevarla a la forma %7”2 + V.5 = 0 se obtiene que el potencial efectivo para geodésicas
nulas es )
1 1L2 roN s r
Viyp=—-E%+-— (1 . —) e (1 - —+) . 3.9
11 2 + 2 r? r r (39)

Ahora, se hara el cambio de variable

u:%zw“:Mu, (3.10)

Este cambio se hace para trabajar con una variable que sea adimensional. Puesto que se

consideran unidades naturales, las unidades de longitud y masa son las mismas. Entonces

1 1 L? r RN =
Vip=—~E24 - (1 I ) (1 - —) e 3.11
U 2 + 2 M?2y? Mu Mu ( )

Ahora, se obtendran las condiciones para que el potencial efectivo sea asintéticamente
plano. Esto es,
lim ‘/eff = 0. (312)

7—00
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Entonces se tiene que la condicién para que el potencial sea asintéticamente plano es
E=0. (3.13)

Se observa que, bajo esta condicién, las raices del potencial efectivo son uy = Ty u_ = 7.
Por otro lado, también se quiere conocer si el potencial efectivo tiene maximos y minimos.

Para esto es necesario resolver

dVesr
du

Se tiene que los puntos criticos donde se encuentran los maximos o minimos son,

0. (3.14)

—3Mr_ +a2Mr_ —3Mr, —3a2Mry + \/M2 (-32(1+a2)r_ry +((-3+a2)r_ =3 (1+a2)ry)?)
e 4(1+ a2) M2 ’

(3.15)

3Mr_ —a®Mr_ +3Mr + 3a>Mr, + \/M2 (-32(1+a2)r_ry + ((-3+a2)r_ =3 (1+a2)ry)?)

w2 = 4(1+ a?) M?

(3.16)

Esto significa que en estos puntos, la particula describe 6rbitas circulares. Si la particula se
encuentra en us se tienen trayectorias circulares inestables. Por otro lado, si se encuentra
en u; las trayectorias son estables.

Dado que se tienen dos puntos criticos se tendrd un pozo de potencial, por lo que se espera
tener orbitas cerradas. Se observa que las trayectorias cerradas pueden estar entre r y r_,

mas adelante se explicara este caso.

3.1.1. Geodésicas nulas radiales.

Se consideran geodésicas nulas radiales a las trayectorias que describen las particulas
sin masa cuando no tienen momento angular (L = 0)%. Bajo esta consideracién, el potencial

efectivo se reduce a

2Es necesario recordar que L es una constante de integracién asociada al momento angular de la particula

de prueba.
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1
M#f:p—iE? (3.17)

De la expresién %7*2 + Vesp = 0, se tiene que

dr

—=r=+F. 3.18
dr " ( )
De lo anterior se tiene
dr 1
— =4, 3.19
dr E ( )
Al integrar se llega a
1
T(r) = :I:Er +Cy. (3.20)
Donde C4 es una constante de integracion.
Sir — ry se tiene
1
T(r) = j:E'rur + Cy. (3.21)

Esto significa que el tiempo propio 7 que tarda la particula en llegar al horizonte de eventos
externo es finito.
Sir — r_ se tiene
1

7(r) = j:Er, +Cy. (3.22)
Es decir, el tiempo propio que tarda la particula en llegar al horizonte de eventos interno
también es finito. De lo anterior es posible observar que, si se trabaja en el tiempo propio
de la particula, esta puede encontrarse entre los horizontes de eventos.

Por otro lado,
. dt dt dr o\t T_\ " 1ta?
t=—=——=F(1—-—— 1—— . 2
dr  drdr ( r ) < r > (3.23)

Pero se sabe que

— = 4E. (3.24)



Entonces

1-a2

dt ri\ L -\ " 1a?
—:i<1——> (1——) . 3.25
dr r r ( )
Aplicando separacion de variables se tiene
-1 _1-d?
dt = + (1 - T—+) (1 - T—‘) g (3.26)
r r

Si se integra la expresion anterior es posible conocer como t depende de r. Sin embargo
obtener esta integral es complicado y solo se estudiaran algunos casos particulares.

Por ejemplo, cuando a = 0 se tiene

r2ln(r—r_) riln(r—ry)

t(r) = 2

(ry=r+ p— P— (3.27)

Sir — ry se tiene
t(r) — oo. (3.28)

Ahora, si a = 1:

tr)y=r+riln(r—ry). (3.29)

Sir — ry se tiene
t(r) = oco. (3.30)

Esto significa que para un observador estatico situado en el infinito la particula de prueba
tardaria un tiempo infinito en alcanzar el horizonte de eventos externo. Se espera que para
el andlisis con otros valores arbitrarios de a (1/3, v/3) tanto 7(r) como #(r) tengan el mismo

comportamiento.

3.1.2. Geodésicas con momento angular.

En esta seccién se estudiaran las geodésicas nulas cuando se tiene momento angular

(L #0).
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Espacio-tiempo con E=0.

La figura (3.1) muestra el potencial efectivo (3.11) para el espacio-tiempo (2.3) cuando
la particula tiene energia E = 0. Por otro lado, los valores relacionados con el agujero negro
como la carga eléctrica y la masa se han dejado fijos, esto se ha hecho con la finalidad de
estudiar como los distintos valores de a afectan al potencial efectivo.

Los puntos en negro representan los horizontes de eventos interno y externo respectiva-

0.0010 0.0010,
V(u) a=0 V(u) a=1

0.0005 0.0005

0.0000 0.0000

-0.0005 -0.0005|

-0.0010 0 -0.0010

5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

0.0010 0.0010,
V(v) a=V05 V(u) a=V3
0.0005 0.0005
0.0000 0.0000
u u
-0.0005 -0.0005
~0.0010%, 5 10 15 20 25 000107 5 10 15 20 25
Figura 3.1: Potencial efectivo para geodésicas nulas. Con valores de ) = —1, M = 10,

E=0,u;y =2 u_ =~ 0y con momento angular L = 2.

mente. Se observa que el potencial efectivo tiene un comportamiento similar en cada gréafica
para los distintos valores de a. También se observa que el potencial presenta un maximo y
un minimo, esto concuerda con el andlisis anterior.

Por otro lado, se observa que el minimo o el pozo de potencial se encuentra entre los hori-
zontes de eventos.

De acuerdo a los potenciales efectivos, existen dos posibilidades para la particula. Puede
ser desviada de su trayectoria original o puede quedar orbitando entre los horizontes de

eventos del agujero negro. Sin embargo, no puede alcanzar la singularidad. Las orbitas de
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la particula sélo pueden existir entre r y r_.

Espacio-tiempo con energia distinta de cero.

En esta seccién, en la figura (3.2) se muestran las graficas obtenidas para los poten-
ciales efectivos donde E # 0. Como se desea analizar la contribucién de la constante de
acoplamiento a al potencial efectivo, se han dejado fijos los valores de la carga y masa del
agujero negro. Esto significa que se estudia un mismo agujero negro donde el acoplamiento
entre el campo eléctrico y el campo escalar es distinto.

Aqui, los puntos negros también representan a los horizontes de eventos. Se observa que

a=1
-12.4994/ V(u) a=0 -12.4994 V(u)
-12.4996 -12.4996
-12.4998| -12.4998|
-12.5000 -12.5000
-12.5002, -12.5002|
u
-125004}a o u -12.5004{a a
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
-12.4992 -12.499
_12.4904 -12.4994 V(u) a=V3
-12.4996 -12.4996
-12.4998 -12.4998
-12.5000 -12.5000
-12.5002 -12.5002]
-12.5004| u -12.5004 u
. . . a
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Figura 3.2: Potencial efectivo para geodésicas nulas. Con valores de () = —1, M = 10,

E=5u,~2 u_ ~0,a=0,1,v0.53 y con momento angular L = 2.

las graficas de los potenciales efectivos cuando la energia de la particula es distinta de cero
(E # 0) tiene el mismo comportamiento que los potenciales cuando E = 0, pero con la
diferencia de que las trayectorias pueden salir de r, porque E # 0 También presenta un
maximo y un minimo, como se habia predicho anteriormente.

Se tienen dos posibilidades para la particula de prueba. Puede ser desviada de su trayecto-

ria original o puede quedar orbitando el agujero negro. Sin embargo, igual que en la seccién
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anterior, la particula no puede alcanzar la singularidad. Se puede notar que el comporta-
miento general del potencial efectivo no se ve realmente afectado por los valores que tome

la constante de acoplamiento.

3.2. Potencial efectivo para geodésicas espacialoides.
Para obtener el potencial efectivo de geodésicas espacialoides se usara (1.8).

d2 v dzr® d B dz°®
o, p® (3.31)

d7'2+ B ar dr  m ° dr

Al igual que en el caso de geodésicas nulas, se aplicara al elemento de linea del agujero

negro dilaténico. Considerando el caso coplanar ¢ = 7 se obtienen las siguientes geodésicas:
Para t

il —ryr+2ryr_ —1T+a272“ —r_r+ T_CL27“:| i € Q . (3.32)
T(—T+T+)< —I—CL)(—T—i—T_) m T(—T—i—?ﬁr)(l—rf)(“'“z)
Para ¢
—r+r_—a’r
2 o = 0. 3.33
o [r(1+a2)( r+r)}w (3.33)
Es necesario conocer  y ¢. Sin embargo se sabe que, integrando (3.33)
L
p=—. (3.34)
Yoo

Donde L es una constante de integracién asociada con el momento angular total de la

particula. Entonces,

p=r21- %)(Ifii)L. (3.35)

Por otro lado, de (3.32) se tiene que:

(a0 =

Donde E es una constante de integracion que puede ser asociada con la energia de la

particula en el infinito sélo si el potencial efectivo al que esta sujeta dicha particula es
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asintoticamente plano.

De la condicién de geodésica espacialoide (1.11) y de las ecuaciones (3.36) y (3.35) se tiene

2 71 _ 1,042 71 o 170‘2 L2 720‘2
B <6Q N E) (-2 (1-5) (1+a2)+(1 S (- (7)o, 12 (1-=)F oy
mrTr T T T T T T
(3.37)

Al llevar la expresion anterior a la forma %7'"2 +Verr = 0 se obtiene que el potencial efectivo

para geodésicas espacialoides es

1 /¢ S| r ro\=y | 2 o\ T
Veff:—é(ag”) (=) (-5 [ﬁ(“?)““

Con el cambio de variable

u= -, (3.39)

el potencial efectivo puede expresarse como

1 /e Q S| ry r_ };Zg L? r_ ;ff;i
o3 (%) 3038 050" [shs -5 1]

1 2(mMu+ ) +2 Mu Mu M?u? Mu *
(3.40)

Ahora se hallaran las condiciones para que el potencial efectivo sea asintéticamente plano,

es decir,

rli}lglo ‘/eff =0. (341)

Y la condicién para que se cumpla lo anterior es que

E==+1. (3.42)

Por otro lado, también se desea conocer si el potencial efectivo tiene maximos y minimos.

Para esto es necesario resolver

dVepr

0. 3.43
T (3.43)
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Sin embargo, resolver la ecuacion anterior de forma analitica es algo complicado. Por esto, se
presenta la siguiente tabla en la que se estudia el potencial efectivo bajo ciertas condiciones
que seran explicadas mas adelante.

En la tabla 3.1 se presenta el nimero de puntos criticos que tienen el potencial efectivo para

Constante de acoplamiento | Caso 1 | Caso 2 | Caso 3

0 X - XX
i - - X
1 - - XX

V3 - - XX

Tabla 3.1: El nimero de X representa la cantidad de puntos criticos que tienen el potencial

efectivo para geodésicas espacialoides.

geodésicas espacialoides bajo diferentes condiciones y con distintos valores de la constante

de acoplamiento.

= Caso 1.
Se consideran los mismos valores para la masa y carga del agujero negro, momento
angular y energia de la particula usados en el potencial efectivo para geodésicas nulas.
Mientras que la carga y masa de la particula de prueba se tomaron iguales (m = ¢).
Bajo estas condiciones, y si la constante de acoplamiento toma el valor a = 0, se tiene
un punto critico. Si a = \/g no se tienen puntos criticos. Por otro lado, cuando a = 1
analiticamente se obtiene que existe un punto critico pero este se encuentra dentro
del horizonte de eventos interno por lo tanto no se toma en cuenta y se considera que
el potencial efectivo no presenta puntos criticos. Para a = /3 no se tienen puntos

criticos.

= Caso 2.
Los valores asignados a la masa y carga del agujero negro, momento angular, energia,
masa y carga de la particula son distintos a los usados en el Caso 1. Sin embargo,

se tienen las siguientes restricciones: la carga y masa de la particula son iguales, la

18



energia de la particula toma los valores F = £+1 y el momento angular de la particula
toma el valor L = —F. Bajo estas condiciones, el potencial efectivo tiene un tnico
punto critico cuando a = 0 y a = 1 pero estos puntos estan dentro del horizonte de
eventos interno por eso no se consideran. Mientras que si la constante de acoplamien-
to toma los valores \/g v v/3 no se tienen puntos criticos. Esto significarfa que la

particula de prueba cae al agujero negro.

= Caso 3.

Se considera el caso extremo en que los horizontes de eventos coinciden.

r_=T4. (3.44)

Se usan las mismas restricciones que en el caso 2, es decir, que la carga y masa de
la particula son iguales, la energia toma los valores E = +1 y el momento angular

toma el valor L = —F.

Constante de acoplamiento | Condicién caso extremo

0 = Q|

; \f M= Q|
1 ]
V3 ]

Tabla 3.2: Condiciones para tener el caso extremo en el potencial efectivo para geodésicas

espacialoides.

Para a = 0 se obtiene que el potencial efectivo tiene dos puntos criticos pero uno de
ellos coincide con el horizonte de eventos. Si @ = 1 se tiene un unico punto critico.
Cuando a = \/g ya= V/3 se tienen dos puntos criticos. Pero como los valores de la
energia son F = +1 esta se encuentra por debajo o por encima del valor que toma el
potencial efectivo en los puntos criticos por lo que la particula puede ser dispersada

o caer al agujero negro sin la posibilidad de quedar orbitando alrededor.
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Cuando se estudié el potencial efectivo para geodésicas nulas se obtuvo que, en los dos
casos, el potencial efectivo presenta siempre dos puntos criticos sin importar el valor de
la constante de acoplamiento. Sin embargo para el primer caso del potencial efectivo de
geodésicas espacialoides, en el cual se usaron los mismos valores que en el caso de geodésicas
nulas, la existencia de puntos criticos estd condicionado por el valor que la constante
de acoplamiento tenga. Por lo que en el siguiente capitulo se estudiaran algunas curvas

geodésicas.
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Capitulo 4

(Geodésicas.

4.1. Geodésicas nulas.

Una vez estudiados los potenciales efectivos, se quieren obtener las trayectorias que

siguen las geodésicas nulas. Para dicho fin se resolvera

1
§T2+‘/;ff = 0. (41)

Como se quieren obtener las trayectorias angulares en funcion del radio, se usa el siguiente

cambio de variable

dr drdgo_dr,_Mdu_
dr — dpdr dp” T dp”

(4.2)

Si se sustituye en (4.1), se tiene

1/d 2 2 442 1-3a2 2

e L <1_r;) 1+‘12_|_1 (1_T7+> <1_r;) e (L7 —EEZ—O (4.3)

2 \dp Mu? Mu 2 Mu Mu M2y2) 277 T
Aplicando separacién de variables se obtiene

dp = du[— (1—%(1+ 1- (%)2(1—‘12)» <1— (itii) % (1‘ ' (%)2(1_“2)>>“2+

(4.4)
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Para obtener las trayectorias es necesario integrar la expresién anterior. Como no es sencillo
hacer dicha integral analiticamente, esta se hizo de forma numérica usando los mismos
valores que se emplearon para obtener los potenciales efectivos.

A continuacion se presentan las geodésicas obtenidas para el espacio-tiempo cuando la

geodésica nula tiene momento angular.

4.1.1. Espacio-tiempo con E=0.

En esta seccién se analizan las geodésicas nulas cuando E = 0. Los valores usados para
las gréficas mostradas en la figura (4.1) son los mismos que se usaron para los potenciales
efectivos mostrados en la figura (3.1). Es decir, se quiere estudiar el comportamiento de
las particulas de prueba alrededor de un mismo agujero negro con distintos valores de la
constante de acoplamiento.

En las gréficas de la figura (4.1) se observa que las trayectorias son ciclicas sin embargo
estas no se cierran. El circulo interior corresponde a r_ y el circulo exterior corresponde
a ro. También, estas trayectorias sélo existen dentro de los horizontes de eventos. En la
grafica con a = v/3 se tienen trayectorias mas cerradas, esto quiere decir que dependiendo
de los valores de la constante de acoplamiento existe una presencia mayor de atraccién

gravitacional.

4.1.2. Espacio-tiempo con energia distinta de cero.

Se presentan las trayectorias considerando un espacio-tiempo cuando la energia de la
particula es £/ # 0. Al igual que en la seccién anterior, las trayectorias son ciclicas pero
no se cierran. En este caso, a diferencia del anterior, las trayectorias si pueden salir del
horizonte de eventos como se analizo en los potenciales efectivos.

Los valores para los parametros del agujero negro son los mismos que se usaron para
obtener las graficas de los potenciales efectivos mostrados en la figura (3.2). El circulo
interior corresponde a r_ y el circulo exterior corresponde a r,. Una vez mas, el tinico
parametro que se varia es la constante de acoplamiento a.

A medida que el valor de a cambia, se tienen trayectorias que estdn mas separadas unas
de otras. También se observa que las trayectorias estan rotadas. Observando con ello que

la constante de acoplamiento interfiere en la atraccion gravitacional.
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Figura 4.1: Geodésicas nulas en coordenadas polares. Con valores de ) = —1, M = 10,
EF=0u, ~2 u_~0,a=0,1,0.53 y con momento angular L = 2.

4.2. Geodésicas espacialoides.

En esta seccién se presentan las trayectorias descritas por una particula de prueba que
tiene masa y carga alrededor de un agujero negro dilatonico. De manera analoga a las

geodésicas nulas, se necesita resolver la ecuacién

1
57'“2 + ‘/;ff =0. (45)

Al igual que en la seccién anterior se usard el cambio de variable
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Figura 4.2: Geodésicas nulas en coordenadas polares. Con valores de ) = —1, M = 10,
E=5u,~2 u_~0,a=0,1,v0.53 y con momento angular L = 2.

d dr d d d
a_ Ay a2t (4.6)
dr  dpdr dy dy

Pues se quieren obtener trayectorias angulares en funcién del radio. Haciendo el cambio de

variable en (4.5) se llega a

l—a
1

2 2
2 — . 2 —2a
£(i> (L)QG,:) Tt+aZ ,3(:£+E>2+1<1,i><1f;>w Li(l,r;ﬁm +1 —o.
2 \dy Mu? Mu 2 \m Mu 2 Mu Mu M2u?2 Mu
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Aplicando separacion de variables y sustituyendo los horizontes de eventos, es decir, usando
(2.10) y (2.11) se tiene

Mu? 2 e Q 2 1 1+a2
de = d —— 4+ E 1—- =
@ u[< L > (m]bfu+ ) u \1— a2

(4.8)
Para el caso especial en que a = 1, se tiene
o5 Gt () 0D O ) Gy () )
(4.9)

Para obtener las trayectorias se integran de forma numérica las expresiones anteriores
usando las condiciones presentadas en la tabla 3.1.

De la figura 4.3 (a) se observa que las trayectorias de la particula alrededor del agujero

2 P . 4
1 2
0 0
-1 2T
-2 e -4
-2 -1 0 1 2 -4 -2 0 2 4
(a) (b)

Figura 4.3: Geodésicas espacialoides en coordenadas polares correspondientes al (a) caso 1

y (b) caso 2 de la seccién del potencial efectivo de geodésicas espacialoides.

negro dilatonico son ciclicas. Esto se debe a que el potencial efectivo en el caso 1 para
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a = 0 presentaba un punto critico. Estas trayectorias estan confinadas entre los horizontes
de eventos. Para el caso 2, representado en la figura 4.3 (b), se tiene que la particula sélo
cae hasta alcanzar el horizonte de eventos interno. Lo anterior se tiene porque en este caso

no existen puntos critico.
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Conclusiones.

En este trabajo se han estudiado los potenciales efectivos y las trayectorias que des-
cribe una particula de prueba que se mueve alrededor de un Agujero Negro Dilaténico
para geodésicas nulas y espacialoides. En particular se analizé como la constante de aco-
plamiento a entre el campo electromagnético y el campo dilaténico modifican tanto a los
potenciales efectivos a los que estd sujeta la particula como a las trayectorias descritas
por esta. Los valores asignados a la constante de acoplamiento son los mencionados en la
seccién 2.1.

Los potenciales efectivos fueron calculados con los mismos valores de masa y carga del
agujero negro, momento angular de la particula y la misma energia (dependiendo si E = 0
6 E #0). Se asignaron distintos valores de la constante de acoplamiento para determinar
cémo cambia la forma del potencial efectivo. Se puede notar que el potencial efectivo si
cambia al variar a pero esta variacion es mas notable en las graficas de las geodésicas pues
es posible observar que unas se cierran mas que otras.

No existe una diferencia notable entre el comportamiento de los potenciales efectivos para
E =0 a los obtenidos en un espacio-tiempo E # 0.

De las graficas del potencial efectivo se tiene que existen dos posibilidades para las geodési-
cas nulas: que la particula de prueba sea desviada de su trayectoria original o bien que pueda
quedar orbitando el agujero negro pues existe un pozo de potencial. Sin embargo, nunca
alcanzara la singularidad.

Por otro lado, las trayectorias descritas por las particulas sin masa son ciclicas. Sin embar-
go, no se cierran. Cuando estamos en el caso E = 0, las geodésicas sélo existen dentro de
los horizontes de eventos. Mientras que en el caso E # 0 las trayectorias pueden salir del
horizonte de eventos externo. Se observa que las geodésicas pueden existir dentro de los

horizontes de eventos, esto se tiene porque se trabaja en el tiempo propio de la particula
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como se observa en el caso de geodésicas nulas radiales dado que en su tiempo propio la
particula tarda un tiempo finito en alcanzar el horizonte de eventos externo.

Se puede decir que en el caso a = /3 (Kaluza Klein) seria més fécil observar la presencia de
dimensiones extras porque las geodésicas son mas cercanas entre si, es decir, la interaccién
gravitacional es mayor.

Para obtener el potencial efectivo de geodésicas espacialoides se usé un tratamiento analo-
go al empleado para nulas. En dicha seccién se obtuvieron los puntos criticos (en caso de
tenerlos) del potencial efectivo considerando tres casos. En el primer caso se estudié el po-
tencial empleando los mismos valores de masa y carga del agujero negro, momento angular
y energia de la particula usado en geodésicas nulas para poder hacer una comparacion
entre los resultados obtenidos para geodésicas espacialoides y nulas. También se usaron
los mismos valores de la constante de acoplamiento. De esto se obtuvo que se tiene sélo
un punto critico cuando a = 0, esto significa que la particula puede quedar orbitando el
agujero negro. Mientras que para el resto de los valores asignados a la constante de acopla-
miento no se tienen puntos criticos. Esto significa que la particula caera al agujero negro. A
diferencia con las geodésicas nulas en las que se presentan pozos de potencial sin importar
el valor de la constante de acoplamiento.

Para el segundo caso, los valores de carga y masa del agujero negro fueron distintas a los
empleados en geodésicas nulas. Las restricciones impuestas fueron que la masa y carga de la
particula fueran iguales ¢ = m, que la energia de la particula sélo podria tomar los valores
E = +1 y que el momento angular tomaria el valor L = —FE. Bajo estas condiciones, el
potencial no presenta puntos criticos. Esto quiere decir que la particula caera al agujero
negro.

Para el caso 3, se consideré el caso extremo donde el horizonte de eventos interno y el
externo coincidian. Esto se hizo con el fin de estudiar si, bajo estas condiciones, se puede o
no tener informacién del potencial efectivo y la geodésica después del horizonte de eventos.
La condicion para tener este caso extremo es distinto dependiendo del valor de la constante
de acoplamiento. En este caso la particula puede ser desviada de su trayectoria o caer al
agujero negro. Ademas, se obtuvo que para el caso extremo se pierde informacién de la
geodésica y del potencial efectivo después del horizonte de eventos, es decir, el horizonte
es real.

De lo anterior, se puede decir que la constante de acoplamiento tiene mayor importancia en
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el potencial efectivo de geodésicas espacialoides pues presenta distintos comportamientos

comparado con el obtenido en geodesicas nulas.
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Perspectivas.

Considerar nuevas restricciones con las cuales estudiar las geodésicas espacialoides y su

potencial efectivo.
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