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Introducción.

En la teoŕıa general de la relatividad, Albert Einstein en el año de 1915 propone una

versión distinta de la Newtoniana sobre cómo se comporta el campo gravitacional. Entre

otras cosas, considera que el espacio-tiempo es curvo y que dicha curvatura está relacio-

nada con la materia que contiene. Las ecuaciones propuestas por Einstein no son sencillas

de resolver dado que, cuando el espacio-tiempo es cuatro-dimensional, son diez ecuaciones

diferenciales parciales de segundo orden acopladas. Dentro de las soluciones de estas ecua-

ciones de Einstein se encuentran las de tipo agujero negro de las cuales se pueden mencionar

el agujero negro de Schwarzschild que representa un objeto estático con simetŕıa esférica, el

agujero negro de Kerr que representa un objeto estático que rota y tiene simetŕıa esférica,

el agujero negro de Reissner-Nordström el cual representa un objeto estático con simetŕıa

esférica que posee carga eléctrica, entre otros.

También existen soluciones que representan agujeros negros que provienen de compactifi-

car Teoŕıa de Cuerdas. Este tipo de agujeros negros son soluciones propuestas que tienen

validez por debajo de la longitud de Planck1 dado que las soluciones clásicas (Schwarzs-

child, Kerr, entre otras) tienen validez sobre la longitud de Planck. Puesto que la Teoŕıa de

Cuerdas se ha convertido en un candidato para unificar la fuerza de gravedad con el resto

de las fuerzas fundamentales, es importante estudiar soluciones tipo agujeros negros para

determinar si es posible tener evidencia de las dimensiones extras en nuestro espacio-tiempo

de cuatro dimensiones. Predicciones teóricas como la desviación de la luz cerca de objetos

masivos, efectos de perihelio, dilatación de tiempo, ondas gravitacionales, entre otros son

elementos f́ısicos que pueden ser comparados con observaciones cuando estudiamos aguje-

ros negros a través de potenciales efectivos y geodésicas.

1Se considera la longitud de Planck en cuatro dimensiones lP ≈ 1.6x10−35m. Para valores de longitud

menores que ella, no se espera un comportamiento clásico.
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Por lo mencionado anteriormente, el principal objetivo de este trabajo es estudiar las

geodésicas y los potenciales efectivos provenientes del Agujero Negro Dilatónico que re-

presenta un agujero negro con carga eléctrica, masa, es estático, tiene simetŕıa esférica y

acoplado con un campo escalar generado por el mismo agujero negro en cuatro dimensio-

nes, dicha solución proviene de la acción obtenida de compactificar la Teoŕıa de Cuerdas.

La acción que se estudia también puede ser obtenida de distintas teoŕıas de dimensiones

extras dependiendo del valor que tome la constante de acoplamiento.

En particular, se tratará de observar cómo la constante de acoplamiento entre el campo

escalar y el campo electromagnético modifica el comportamiento de las part́ıculas alrededor

del agujero negro y con ello poder establecer que Teoŕıa de dimensiones extras puede ser

más fácil de detectar.
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Resumen.

En este trabajo se estudia el Agujero Negro Dilatónico que es un agujero negro con

masa, carga eléctrica, estático, esféricamente simétrico y que genera un campo escalar

acoplado con el campo electromagnético en cuatro dimensiones que proviene de la compac-

tificación de Teoŕıa de Cuerdas. Se desea conocer el comportamiento de geodésicas nulas

y espacialoides bajo la presencia de este agujero negro. Es por eso que se estudian los po-

tenciales efectivos y geodésicas. Particularmente, se quiere analizar cómo distintos valores

de la constante de acoplamiento entre el campo escalar y el campo eléctrico modifican el

comportamiento de los distintos tipos de geodésicas. Para eso se considerará un mismo

agujero negro, es decir, todos los parámetros que lo describen se mantendrán fijos y sólo

se variará la constante asociada al campo escalar y las caracteŕısticas de la part́ıcula de

prueba.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el caṕıtulo 1 se aborda la Teoŕıa de la Relati-

vidad General para dar una breve introducción a las geodésicas en un espacio-tiempo. En

el caṕıtulo 2, se introducen los agujeros negros y se explica la solución conocida como Agu-

jero Negro Dilatónico. Mientras que en el caṕıtulo 3 se estudian los potenciales efectivos

de esta solución para geodésicas nulas y espacialoides. Dentro de este caṕıtulo se estudian

los potenciales efectivos para geodésicas nulas radiales, es decir, cuando el momento angu-

lar de la part́ıcula de prueba es cero. También se estudian las geodésicas nulas cuando el

momento angular es distinto de cero, y considerando dos casos: cuando E = 0 y cuando

E 6= 0. Donde E es una constante de integración que puede ser asociada con la enerǵıa de

la part́ıcula en el infinito si el potencial efectivo al que está sujeta es asintóticamente plano.

En este caṕıtulo también se estudia el potencial efectivo para geodésicas espacialoides con

distintos valores de la constante de acoplamiento y de la part́ıcula de prueba. Se estu-

diará el caso extremo, es decir, cuando los horizontes de eventos coinciden. En el caṕıtulo 4
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se presentan las trayectorias que describen las geodésicas nulas con momento angular. Esto

se hace para E = 0 y E 6= 0. También se presentan las geodésicas espacialoides con las

misma condiciones empleadas para obtener el potencial efectivo. Finalmente, se presentan

las conclusiones y perspectivas de este trabajo.
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Caṕıtulo 1

Relatividad General.

La Relatividad General es una teoŕıa de gravitación formulada en 1915 por Albert

Einstein. La teoŕıa de gravedad de Newton no era consistente con la relatividad especial

tal como lo eran las ecuaciones de Maxwell. Pues la teoŕıa de Newton requeŕıa de fuerzas

de acción instantánea a distancia [1].

La Relatividad General, es soportada por dos grandes ideas. La primera de ellas es llamada

el principio de equivalencia, que dice “no es posible distinguir entre un sistema inmerso

en un campo gravitatorio de un sistema de referencia acelerado”. La segunda idea es el

principio de Mach. En la relatividad especial la estructura del espacio-tiempo no es afectada

por la materia que se encuentra en ella. En particular, el movimiento inercial y la no

rotación no son influenciadas por la materia en el universo. Por otro lado, Ernst Mach

créıa que la materia en el universo debeŕıa contribuir a la definición local de no aceleración

y no rotación; en un universo sin materia estos conceptos no tendŕıan significado [2]. Es

decir, el principio de Mach dice que la inercia de cualquier sistema es el resultado de su

interacción con el resto del Universo. O bien, cada part́ıcula contenida en el Universo ejerce

una influencia sobre el resto de las part́ıculas.1

La nueva teoŕıa de gravitación propuesta por Einstein afirma que, independientemente del

observador, las propiedades del espacio-tiempo son descritas por una métrica como en la

relatividad especial. Sin embargo, la métrica del espacio-tiempo no es necesariamente plana.

En efecto, la curvatura del espacio-tiempo produce los efectos f́ısicos usualmente asociados

a un campo gravitacional. Además, la curvatura del espacio-tiempo está relacionada con

1Este principio no ha sido comprobado y sólo sirvió como motivación para la Relatividad General.
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la materia contenida en él por medio de un tensor de enerǵıa-momento. De este modo, la

estructura del espacio-tiempo está relacionada con la materia que contiene. [2]

Se puede medir la distancia entre dos puntos en un espacio-tiempo por medio del elemento

de ĺınea dado por:

ds2 = gµνdx
µdxν . (1.1)

Siendo gµν la métrica que contiene la información de la estructura del espacio-tiempo.

Los ı́ndices µ y ν van desde cero hasta el número de dimensiones que se tengan. Para el

caso particular cuatro dimensional, µ y ν pueden tomar los valores de 0, 1, 2 y 3. Las xµ

son las coordenadas en las cuales se trabaja el espacio-tiempo, donde x0 corresponde a

la coordenada temporal y los xi, i = 1, 2, 3 a las coordenadas espaciales. Para obtener la

forma de gµν es necesario resolver las ecuaciones de Einstein. Las ecuaciones de Einstein

de la Relatividad General son:

Rµν −
1

2
gµνR = Tµν . (1.2)

Donde Rµν es el tensor de Ricci dado por:

Rµν = Rρ
µνρ. (1.3)

Esto significa que el tensor de Ricci es una contracción del tensor de curvatura el cual

describe la curvatura del espacio-tiempo de forma local. A su vez este tensor está dado por

Rβ
µνσ = Γβµσ,ν − Γβµν,σ + ΓαµσΓβαν − ΓαµνΓ

β
ασ, (1.4)

y está en función de los śımbolos de Christoffel dados por

Γµνσ =
1

2
(gµν,σ + gµσ,ν − gνσ,µ) . (1.5)

Por otro lado, R es el escalar de curvatura que es una contracción del tensor de Ricci. Este

escalar describe la curvatura promedio del espacio-tiempo

gνρRνρ = Rν
ν = R. (1.6)

Tµν es el tensor de momento y enerǵıa [3], el cual contiene información de materia y enerǵıa

contenida en el espacio-tiempo. Cuando el espacio es vaćıo (es decir sólo contiene la materia

que lo deforma) se tiene:
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Rµν −
1

2
gµνR = 0. (1.7)

Las ecuaciones anteriores explican cómo la materia y enerǵıa presentes determinan la geo-

metŕıa del espacio-tiempo. Recordando que el tensor de Ricci y el escalar de curvatura

están en función de la métrica por lo cual las ecuaciones de Einstein (1.2) son acopladas.

1.1. Geodésicas.

Una geodésica es una curva que representa la trayectoria más corta entre dos puntos

en un espacio-tiempo. La expresión general de una geodésica para una part́ıcula de prueba

con carga y masa es [4]

d2xν

dτ 2
+ Γναβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= − ε

m
F ν
σ

dxσ

dτ
. (1.8)

Donde xν son las coordenadas y τ un parámetro af́ın (tiempo propio de la part́ıcula), Γναβ

son los śımbolos de Christoffel. Además ε y m son la carga y masa de la part́ıcula de prueba

respectivamente y F ν
σ son las componentes del tensor electromagnético.

Existen tres tipos de geodésicas:2

1. Nula: rayos de luz o part́ıculas sin masa.

gµνu
νuµ = 0. (1.9)

2. Temporaloide:

gµνu
νuµ > 0. (1.10)

Este tipo de geodésica no tiene interpretación f́ısica porque representa part́ıculas con

velocidades mayores que la de la luz.

3. Espacialoide:

gµνu
νuµ < 0. (1.11)

Este tipo de geodésica representa part́ıculas con velocidades menores que la de la luz.

Donde se ha tomado uµ = dxµ

dτ
.

2Se considera que la métrica tiene la signatura (−,+,+,+), en este trabajo se considera esta signatura.
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Caṕıtulo 2

Agujeros Negros.

Mientras que la Teoŕıa de Cuerdas existe naturalmente en diez dimensiones de espacio-

tiempo, se han obtenido soluciones cuando seis de estas dimensiones son compactadas a

un tamaño pequeño (longitud de Planck) y prácticamente no son observables a ciertas

distancias, aśı el estudio de soluciones de las cuerdas se fundamenta en un espacio-tiempo

cuatro-dimensional, caracteŕıstico de la naturaleza. Una forma de compactar es considerar

que algunas de las dimensiones están enrolladas, una forma de observar esto es cuando un

toro es compactado en ćırculo.

Los agujeros negros son soluciones de las ecuaciones de Einstein (1.2), sin embargo, no

son las únicas. Existen varios tipos de agujeros negros como el agujero negro estático de

Schwarzschild, el agujero negro cargado estático de Reissner-Nordstöm, entre otros. Sin

embargo, en este caṕıtulo se estudiará el Agujero Negro Dilatónico que proviene de una

acción obtenida de la compactificación de Teoŕıa de Cuerdas.

2.1. Agujero Negro Dilatónico.

Un Agujero Negro Dilatónico es un agujero negro con masa M y carga eléctrica Q,

esféricamente simétrico, estático, y que genera un campo escalar en función de su masa y

carga eléctrica (es decir este campo es generado por el agujero negro). Este agujero negro

es proveniente de una acción que se obtiene de la compactificación de Teoŕıa de Cuerdas, y

es una propuesta válida para longitudes menores que la longitud de Planck [5]. Se observa

el acoplamiento del campo dilatónico y el campo electromagnético.
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La acción de la cual proviene este agujero negro es [5]:

S =

∫
d4x
√
−g
[
−R + 2 (∇φ)2 + e−2aφF 2

]
. (2.1)

Donde Fµν es el tensor electromagnético. Definido como Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, siendo el

cuadripotencial Aµ = (Φ, ~A) donde Φ es el potencial eléctrico y ~A es el potencial magnético.

El tensor de enerǵıa-momento es Tµν = 1
4
gµνFγδF

γδ − F γ
µF

ν
γ . Y F 2 = FµνF

µν , la constante

de acoplamiento a gobierna la interacción entre el campo dilatónico y el campo de Maxwell.

φ es el campo dilatónico (campo escalar). Este último campo surge de la compactificación

de las dimensiones extras y se considera como otro grado de libertad del agujero negro.

El tensor electromagnético sólo tiene componente radial, esto asegura que el campo es

puramente eléctrico cuando es medido por un observador estacionario. Es decir, la única

componente del tensor es

F tr =
Q

r2
. (2.2)

En el caso de que φ = 0 se recupera la acción de la cual proviene el agujero negro de

Reissner-Nordström. El elemento de ĺınea para la acción (2.1) está dado por

ds2 = −A2(r)dt2 + A−2(r)dr2 +R2(r)dΩ2, (2.3)

donde

A2(r) =
(

1− r+
r

)(
1− r−

r

) 1−a2
1+a2

, (2.4)

R2(r) = r2
(

1− r−
r

) 2a2

1+a2

. (2.5)

El campo escalar está en función de los parámetros que caracterizan al agujero negro y

está dado por

e−2aφ =
(

1− r−
r

) 2a
1+a2

. (2.6)

Este campo escalar puede ser interpretado como un potencial asociado a una fuerza de

atracción.

Las coordenadas para este elemento de ĺınea son

xµ = (t, r, θ, ϕ) . (2.7)

6



Donde t es el tiempo y r, θ, ϕ corresponden a las coordenadas esféricas usuales.

Los radios de los horizontes de eventos r+ y r− están relacionados con la carga Q, masa M

del agujero negro y de la constante de acoplamiento como sigue

2M = r+ +
1− a2

1 + a2
r−, (2.8)

Q2 =
r−r+
1 + a2

. (2.9)

Expĺıcitamente

r+ = M +
√
M2 −Q2 (1− a2), (2.10)

r− =
1 + a2

1− a2
(
M −

√
M2 −Q2 (1− a2)

)
. (2.11)

Es posible notar que si a = 1, la ecuación (2.11) diverge. Para estudiar este caso se consi-

deran

ĺım
a→1

r+ = 2M, (2.12)

ĺım
a→1

r− =
Q2

M
. (2.13)

El elemento de ĺınea (2.3) tiene una singularidad real en r = 0. Algunos autores establecen

que r+ es un horizonte no real, es decir, existe bajo ciertas coordenadas y que r− envuelve

a la singularidad por lo que en algunos casos se trabaja como si el elemento de ĺınea (2.3)

representara una singularidad desnuda1.

La acción (2.1) es general. Sin embargo, por cada valor que la constante de acoplamiento

tome se tienen acciones particulares las cuales pueden obtenerse de distintas teoŕıas de

dimensiones extras. Por lo tanto, para cada valor de la constante, se tiene una interpretación

distinta.

Caso a =
√

3:

Corresponde al modelo efectivo 4-dimensional reducido de la teoŕıa de Kaluza-Klein,

en la cual se unifica gravedad y electromagnetismo en 5 dimensiones.

1Una singularidad desnuda es aquella que no tiene horizonte de eventos.
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Caso a =
√

p
p+2

; p = 0, 1, 2, ...:

Se obtiene de la compactificación de un toro T p de la teoŕıa (4+p)-dimensional de

Einstein-Maxwell.

Caso a = 1:

Corresponde a la solución del agujero negro Gibbons-Maeda (Acción de bajas enerǵıas

de Teoŕıa de Cuerdas).

Caso a = 0:

Corresponde a la teoŕıa escalar de Einstein-Maxwell-Dilatón, también proveniente de

la Teoŕıa de Cuerdas.
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Caṕıtulo 3

Potenciales efectivos de Agujero

Negro Dilatónico.

Si se considera un agujero negro y una part́ıcula de prueba que se acerca a él, se tiene

un problema de dos cuerpos. Por lo cual, es interesante estudiar los potenciales efectivos a

los que la part́ıcula está sujeta y tratar de determinar las posibles trayectorias que describa.

3.1. Potencial efectivo para geodésicas nulas.

Para obtener los potenciales efectivos se hará uso de la ecuación geodésica (1.8) para

geodésicas nulas. Se tomará en cuenta el elemento de ĺınea del agujero negro dilatónico

(2.3).

d2xν

dτ 2
+ Γναβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0. (3.1)

Y considerando el caso coplanar θ = π
2

se obtienen las siguientes geodésicas:1

Para t

ẗ+

[
−−r+r + 2r+r− − r+a2r − r−r + r−a

2r

r (−r + r+) (1 + a2) (−r + r−)

]
ṫṙ = 0, (3.2)

Para ϕ

ϕ̈+ 2

[
−r + r− − a2r

r(1 + a2)(−r + r−)

]
ṙϕ̇ = 0. (3.3)

1Los Γναβ son obtenidos por medio del software GRTensor.
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Se necesita conocer ϕ̇ y ṫ. Pero se sabe que, integrando la expresión (3.3):

ϕ̇ =
L

gϕϕ
. (3.4)

Donde L es una constante de integración asociada con el momento angular total de la

part́ıcula. Entonces,

ϕ̇ = r−2(1− r−
r

)

(
−2a2

1+a2

)
L. (3.5)

Por otro lado, se tiene

ṫ =
E

gtt
. (3.6)

Donde E es una constante de integración que puede asociarse con la enerǵıa total de la

part́ıcula en el infinito siempre y cuando el potencial efectivo al que esté sujeta la part́ıcula

sea asintóticamente plano. Entonces,

ṫ = E
(

1− r+
r

)−1 (
1− r−

r

)− 1−a2
1+a2

. (3.7)

De la condición de geodésica nula (1.9) y de las expresiones (3.5) y (3.7) se tiene

−E2
(

1− r+
r

)−1 (
1− r−

r

)−( 1−a2
1+a2

)
+
(

1− r+
r

)−1 (
1− r−

r

)−( 1−a2
1+a2

)
ṙ2+L2r−2

(
1− r−

r

)−2a2

1+a2

= 0.

(3.8)

Al llevarla a la forma 1
2
ṙ2 + Veff = 0 se obtiene que el potencial efectivo para geodésicas

nulas es

Veff = −1

2
E2 +

1

2

L2

r2

(
1− r−

r

) 1−3a2

1+a2
(

1− r+
r

)
. (3.9)

Ahora, se hará el cambio de variable

u =
r

M
⇒ r = Mu, (3.10)

Este cambio se hace para trabajar con una variable que sea adimensional. Puesto que se

consideran unidades naturales, las unidades de longitud y masa son las mismas. Entonces

Veff = −1

2
E2 +

1

2

L2

M2u2

(
1− r+

Mu

)(
1− r−

Mu

) 1−3a2

1+a2

. (3.11)

Ahora, se obtendrán las condiciones para que el potencial efectivo sea asintóticamente

plano. Esto es,

ĺım
r→∞

Veff = 0. (3.12)
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Entonces se tiene que la condición para que el potencial sea asintóticamente plano es

E = 0. (3.13)

Se observa que, bajo esta condición, las ráıces del potencial efectivo son u+ = r+
M

y u− = r−
M

.

Por otro lado, también se quiere conocer si el potencial efectivo tiene máximos y mı́nimos.

Para esto es necesario resolver

dVeff
du

= 0. (3.14)

Se tiene que los puntos cŕıticos donde se encuentran los máximos o mı́nimos son,

u1 = −
−3Mr− + a2Mr− − 3Mr+ − 3a2Mr+ +

√
M2

(
−32

(
1 + a2

)
r−r+ +

((
−3 + a2

)
r− − 3

(
1 + a2

)
r+
)2)

4
(
1 + a2

)
M2

,

,

(3.15)

u2 =

3Mr− − a2Mr− + 3Mr+ + 3a2Mr+ +

√
M2

(
−32

(
1 + a2

)
r−r+ +

((
−3 + a2

)
r− − 3

(
1 + a2

)
r+
)2)

4
(
1 + a2

)
M2

.

(3.16)

Esto significa que en estos puntos, la part́ıcula describe órbitas circulares. Si la part́ıcula se

encuentra en u2 se tienen trayectorias circulares inestables. Por otro lado, si se encuentra

en u1 las trayectorias son estables.

Dado que se tienen dos puntos cŕıticos se tendrá un pozo de potencial, por lo que se espera

tener órbitas cerradas. Se observa que las trayectorias cerradas pueden estar entre r+ y r−,

más adelante se explicará este caso.

3.1.1. Geodésicas nulas radiales.

Se consideran geodésicas nulas radiales a las trayectorias que describen las part́ıculas

sin masa cuando no tienen momento angular (L = 0)2. Bajo esta consideración, el potencial

efectivo se reduce a
2Es necesario recordar que L es una constante de integración asociada al momento angular de la part́ıcula

de prueba.
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Veff = −1

2
E2. (3.17)

De la expresión 1
2
ṙ2 + Veff = 0, se tiene que

dr

dτ
= ṙ = ±E. (3.18)

De lo anterior se tiene

dτ

dr
= ± 1

E
. (3.19)

Al integrar se llega a

τ(r) = ± 1

E
r + C±. (3.20)

Donde C± es una constante de integración.

Si r → r+ se tiene

τ(r) = ± 1

E
r+ + C±. (3.21)

Esto significa que el tiempo propio τ que tarda la part́ıcula en llegar al horizonte de eventos

externo es finito.

Si r → r− se tiene

τ(r) = ± 1

E
r− + C±. (3.22)

Es decir, el tiempo propio que tarda la part́ıcula en llegar al horizonte de eventos interno

también es finito. De lo anterior es posible observar que, si se trabaja en el tiempo propio

de la part́ıcula, esta puede encontrarse entre los horizontes de eventos.

Por otro lado,

ṫ =
dt

dτ
=
dt

dr

dr

dτ
= E

(
1− r+

r

)−1 (
1− r−

r

)− 1−a2
1+a2

. (3.23)

Pero se sabe que

dr

dτ
= ±E. (3.24)

12



Entonces

dt

dr
= ±

(
1− r+

r

)−1 (
1− r−

r

)− 1−a2
1+a2

. (3.25)

Aplicando separación de variables se tiene

dt = ±
(

1− r+
r

)−1 (
1− r−

r

)− 1−a2
1+a2

dr. (3.26)

Si se integra la expresión anterior es posible conocer cómo t depende de r. Sin embargo

obtener esta integral es complicado y sólo se estudiarán algunos casos particulares.

Por ejemplo, cuando a = 0 se tiene

t(r) = r +
r2− ln (r − r−)

r− − r+
−
r2+ ln (r − r+)

r− − r+
. (3.27)

Si r → r+ se tiene

t(r)→∞. (3.28)

Ahora, si a = 1:

t(r) = r + r+ ln (r − r+) . (3.29)

Si r → r+ se tiene

t(r)→∞. (3.30)

Esto significa que para un observador estático situado en el infinito la part́ıcula de prueba

tardaŕıa un tiempo infinito en alcanzar el horizonte de eventos externo. Se espera que para

el análisis con otros valores arbitrarios de a (
√

1
2
,
√

3) tanto τ(r) como t(r) tengan el mismo

comportamiento.

3.1.2. Geodésicas con momento angular.

En esta sección se estudiarán las geodésicas nulas cuando se tiene momento angular

(L 6= 0).
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Espacio-tiempo con E=0.

La figura (3.1) muestra el potencial efectivo (3.11) para el espacio-tiempo (2.3) cuando

la part́ıcula tiene enerǵıa E = 0. Por otro lado, los valores relacionados con el agujero negro

como la carga eléctrica y la masa se han dejado fijos, esto se ha hecho con la finalidad de

estudiar cómo los distintos valores de a afectan al potencial efectivo.

Los puntos en negro representan los horizontes de eventos interno y externo respectiva-

0 5 10 15 20 25
-0.0010

-0.0005

0.0000

0.0005

0.0010

a=0V(u)

u

0 5 10 15 20 25
-0.0010

-0.0005

0.0000

0.0005

0.0010

a=1V(u)

u

0 5 10 15 20 25
-0.0010

-0.0005

0.0000

0.0005

0.0010

a= 0.5V(u)

u

0 5 10 15 20 25
-0.0010

-0.0005

0.0000

0.0005

0.0010

a= 3V(u)

u

Figura 3.1: Potencial efectivo para geodésicas nulas. Con valores de Q = −1, M = 10,

E = 0, u+ ≈ 2, u− ≈ 0 y con momento angular L = 2.

mente. Se observa que el potencial efectivo tiene un comportamiento similar en cada gráfica

para los distintos valores de a. También se observa que el potencial presenta un máximo y

un mı́nimo, esto concuerda con el análisis anterior.

Por otro lado, se observa que el mı́nimo o el pozo de potencial se encuentra entre los hori-

zontes de eventos.

De acuerdo a los potenciales efectivos, existen dos posibilidades para la part́ıcula. Puede

ser desviada de su trayectoria original o puede quedar orbitando entre los horizontes de

eventos del agujero negro. Sin embargo, no puede alcanzar la singularidad. Las órbitas de
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la part́ıcula sólo pueden existir entre r+ y r−.

Espacio-tiempo con enerǵıa distinta de cero.

En esta sección, en la figura (3.2) se muestran las gráficas obtenidas para los poten-

ciales efectivos donde E 6= 0. Como se desea analizar la contribución de la constante de

acoplamiento a al potencial efectivo, se han dejado fijos los valores de la carga y masa del

agujero negro. Esto significa que se estudia un mismo agujero negro donde el acoplamiento

entre el campo eléctrico y el campo escalar es distinto.

Aqúı, los puntos negros también representan a los horizontes de eventos. Se observa que

0 5 10 15 20 25
-12.5004

-12.5002

-12.5000

-12.4998

-12.4996

-12.4994 a=0V(u)

u

0 5 10 15 20 25
-12.5004

-12.5002

-12.5000

-12.4998

-12.4996

-12.4994

a=1

V(u)

u

0 5 10 15 20 25

-12.5004

-12.5002

-12.5000

-12.4998

-12.4996

-12.4994

-12.4992

a= 0.5V(u)

u

0 5 10 15 20 25

-12.5004

-12.5002

-12.5000

-12.4998

-12.4996

-12.4994

-12.4992

a= 3V(u)

u

Figura 3.2: Potencial efectivo para geodésicas nulas. Con valores de Q = −1, M = 10,

E = 5, u+ ≈ 2, u− ≈ 0, a = 0, 1,
√

0.5,
√

3 y con momento angular L = 2.

las gráficas de los potenciales efectivos cuando la enerǵıa de la part́ıcula es distinta de cero

(E 6= 0) tiene el mismo comportamiento que los potenciales cuando E = 0, pero con la

diferencia de que las trayectorias pueden salir de r+ porque E 6= 0 También presenta un

máximo y un mı́nimo, como se hab́ıa predicho anteriormente.

Se tienen dos posibilidades para la part́ıcula de prueba. Puede ser desviada de su trayecto-

ria original o puede quedar orbitando el agujero negro. Sin embargo, igual que en la sección
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anterior, la part́ıcula no puede alcanzar la singularidad. Se puede notar que el comporta-

miento general del potencial efectivo no se ve realmente afectado por los valores que tome

la constante de acoplamiento.

3.2. Potencial efectivo para geodésicas espacialoides.

Para obtener el potencial efectivo de geodésicas espacialoides se usará (1.8).

d2xν

dτ 2
+ Γναβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= − ε

m
F ν
σ

dxσ

dτ
. (3.31)

Al igual que en el caso de geodésicas nulas, se aplicará al elemento de ĺınea del agujero

negro dilatónico. Considerando el caso coplanar θ = π
2

se obtienen las siguientes geodésicas:

Para t

ẗ+

[
−−r+r + 2r+r− − r+a2r − r−r + r−a

2r

r (−r + r+) (1 + a2) (−r + r−)

]
ṫṙ =

ε

m
ṙ

Q

r (−r + r+)
(
1− r−

r

)( 1−a2
1+a2

) . (3.32)

Para ϕ

ϕ̈+ 2

[
−r + r− − a2r

r(1 + a2)(−r + r−)

]
ṙϕ̇ = 0. (3.33)

Es necesario conocer ṫ y ϕ̇. Sin embargo se sabe que, integrando (3.33):

ϕ̇ =
L

gϕϕ
. (3.34)

Donde L es una constante de integración asociada con el momento angular total de la

part́ıcula. Entonces,

ϕ̇ = r−2(1− r−
r

)

(
−2a2

1+a2

)
L. (3.35)

Por otro lado, de (3.32) se tiene que:

ṫ =

(
ε

m

Q

r
+ E

)(
1− r+

r

)−1 (
1− r−

r

)−( 1−a2
1+a2

)
. (3.36)

Donde E es una constante de integración que puede ser asociada con la enerǵıa de la

part́ıcula en el infinito sólo si el potencial efectivo al que está sujeta dicha part́ıcula es
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asintóticamente plano.

De la condición de geodésica espacialoide (1.11) y de las ecuaciones (3.36) y (3.35) se tiene

−
(
ε

m

Q

r
+ E

)2 (
1− r+

r

)−1 (
1− r−

r

)−( 1−a2
1+a2

)
+
(

1− r+
r

)−1 (
1− r−

r

)−( 1−a2
1+a2

)
ṙ2+

L2

r2

(
1− r−

r

)−2a2

1+a2 = −1.

(3.37)

Al llevar la expresión anterior a la forma 1
2
ṙ2 +Veff = 0 se obtiene que el potencial efectivo

para geodésicas espacialoides es

Veff = −1

2

(
ε

m

Q

r
+ E

)2

+
1

2

(
1− r+

r

)(
1− r−

r

) 1−a2
1+a2

[
L2

r2

(
1− r−

r

)−2a2

1+a2

+ 1

]
. (3.38)

Con el cambio de variable

u =
r

M
, (3.39)

el potencial efectivo puede expresarse como

Veff = −1

2

(
ε

m

Q

Mu
+ E

)2

+
1

2

(
1− r+

Mu

)(
1− r−

Mu

) 1−a2
1+a2

[
L2

M2u2

(
1− r−

Mu

)−2a2

1+a2

+ 1

]
.

(3.40)

Ahora se hallarán las condiciones para que el potencial efectivo sea asintóticamente plano,

es decir,

ĺım
r→∞

Veff = 0. (3.41)

Y la condición para que se cumpla lo anterior es que

E = ±1. (3.42)

Por otro lado, también se desea conocer si el potencial efectivo tiene máximos y mı́nimos.

Para esto es necesario resolver

dVeff
du

= 0. (3.43)
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Sin embargo, resolver la ecuación anterior de forma anaĺıtica es algo complicado. Por esto, se

presenta la siguiente tabla en la que se estudia el potencial efectivo bajo ciertas condiciones

que serán explicadas más adelante.

En la tabla 3.1 se presenta el número de puntos cŕıticos que tienen el potencial efectivo para

Constante de acoplamiento Caso 1 Caso 2 Caso 3

0 X - XX√
1
2

- - X

1 - - XX
√

3 - - XX

Tabla 3.1: El número de X representa la cantidad de puntos cŕıticos que tienen el potencial

efectivo para geodésicas espacialoides.

geodésicas espacialoides bajo diferentes condiciones y con distintos valores de la constante

de acoplamiento.

Caso 1.

Se consideran los mismos valores para la masa y carga del agujero negro, momento

angular y enerǵıa de la part́ıcula usados en el potencial efectivo para geodésicas nulas.

Mientras que la carga y masa de la part́ıcula de prueba se tomaron iguales (m = ε).

Bajo estas condiciones, y si la constante de acoplamiento toma el valor a = 0, se tiene

un punto cŕıtico. Si a =
√

1
2

no se tienen puntos cŕıticos. Por otro lado, cuando a = 1

anaĺıticamente se obtiene que existe un punto cŕıtico pero este se encuentra dentro

del horizonte de eventos interno por lo tanto no se toma en cuenta y se considera que

el potencial efectivo no presenta puntos cŕıticos. Para a =
√

3 no se tienen puntos

cŕıticos.

Caso 2.

Los valores asignados a la masa y carga del agujero negro, momento angular, enerǵıa,

masa y carga de la part́ıcula son distintos a los usados en el Caso 1. Sin embargo,

se tienen las siguientes restricciones: la carga y masa de la part́ıcula son iguales, la
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enerǵıa de la part́ıcula toma los valores E = ±1 y el momento angular de la part́ıcula

toma el valor L = −E. Bajo estas condiciones, el potencial efectivo tiene un único

punto cŕıtico cuando a = 0 y a = 1 pero estos puntos están dentro del horizonte de

eventos interno por eso no se consideran. Mientras que si la constante de acoplamien-

to toma los valores
√

1
2

y
√

3 no se tienen puntos cŕıticos. Esto significaŕıa que la

part́ıcula de prueba cae al agujero negro.

Caso 3.

Se considera el caso extremo en que los horizontes de eventos coinciden.

r− = r+. (3.44)

Se usan las mismas restricciones que en el caso 2, es decir, que la carga y masa de

la part́ıcula son iguales, la enerǵıa toma los valores E = ±1 y el momento angular

toma el valor L = −E.

Constante de acoplamiento Condición caso extremo

0 M = |Q|√
1
2

√
3
2
M = |Q|

1
√

2M = |Q|
√

3 2M = |Q|

Tabla 3.2: Condiciones para tener el caso extremo en el potencial efectivo para geodésicas

espacialoides.

Para a = 0 se obtiene que el potencial efectivo tiene dos puntos cŕıticos pero uno de

ellos coincide con el horizonte de eventos. Si a = 1 se tiene un único punto cŕıtico.

Cuando a =
√

1
2

y a =
√

3 se tienen dos puntos cŕıticos. Pero como los valores de la

enerǵıa son E = ±1 esta se encuentra por debajo o por encima del valor que toma el

potencial efectivo en los puntos cŕıticos por lo que la part́ıcula puede ser dispersada

o caer al agujero negro sin la posibilidad de quedar orbitando alrededor.
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Cuando se estudió el potencial efectivo para geodésicas nulas se obtuvo que, en los dos

casos, el potencial efectivo presenta siempre dos puntos cŕıticos sin importar el valor de

la constante de acoplamiento. Sin embargo para el primer caso del potencial efectivo de

geodésicas espacialoides, en el cual se usaron los mismos valores que en el caso de geodésicas

nulas, la existencia de puntos cŕıticos está condicionado por el valor que la constante

de acoplamiento tenga. Por lo que en el siguiente caṕıtulo se estudiarán algunas curvas

geodésicas.
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Caṕıtulo 4

Geodésicas.

4.1. Geodésicas nulas.

Una vez estudiados los potenciales efectivos, se quieren obtener las trayectorias que

siguen las geodésicas nulas. Para dicho fin se resolverá

1

2
ṙ2 + Veff = 0. (4.1)

Como se quieren obtener las trayectorias angulares en función del radio, se usa el siguiente

cambio de variable
dr

dτ
=
dr

dϕ

dϕ

dτ
=
dr

dϕ
ϕ̇ = M

du

dϕ
ϕ̇. (4.2)

Si se sustituye en (4.1), se tiene

1

2

(
du

dϕ

)2( L

Mu2

)2 (
1− r−

Mu

)− 4a2

1+a2 +
1

2

(
1− r+

Mu

)(
1− r−

Mu

) 1−3a2

1+a2

(
L2

M2u2

)
− 1

2
E2 = 0. (4.3)

Aplicando separación de variables se obtiene

dϕ = du[−

1 −
1

u

1 +

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

)1 −
(

1 + a2

1 − a2

)
1

u

1 −

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

)u2
+

(
EM

L
u
2
)2
1 −

1

u

(
1 + a2

1 − a2

)2
1 −

√√√√1 −
(
Q2

M2

)(
1 − a2

)
4a2

1+a2

]
− 1

2 .

(4.4)
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Para obtener las trayectorias es necesario integrar la expresión anterior. Como no es sencillo

hacer dicha integral anaĺıticamente, esta se hizo de forma numérica usando los mismos

valores que se emplearon para obtener los potenciales efectivos.

A continuación se presentan las geodésicas obtenidas para el espacio-tiempo cuando la

geodésica nula tiene momento angular.

4.1.1. Espacio-tiempo con E=0.

En esta sección se analizan las geodésicas nulas cuando E = 0. Los valores usados para

las gráficas mostradas en la figura (4.1) son los mismos que se usaron para los potenciales

efectivos mostrados en la figura (3.1). Es decir, se quiere estudiar el comportamiento de

las part́ıculas de prueba alrededor de un mismo agujero negro con distintos valores de la

constante de acoplamiento.

En las gráficas de la figura (4.1) se observa que las trayectorias son ćıclicas sin embargo

estas no se cierran. El ćırculo interior corresponde a r− y el ćırculo exterior corresponde

a r+. También, estas trayectorias sólo existen dentro de los horizontes de eventos. En la

gráfica con a =
√

3 se tienen trayectorias más cerradas, esto quiere decir que dependiendo

de los valores de la constante de acoplamiento existe una presencia mayor de atracción

gravitacional.

4.1.2. Espacio-tiempo con enerǵıa distinta de cero.

Se presentan las trayectorias considerando un espacio-tiempo cuando la enerǵıa de la

part́ıcula es E 6= 0. Al igual que en la sección anterior, las trayectorias son ćıclicas pero

no se cierran. En este caso, a diferencia del anterior, las trayectorias si pueden salir del

horizonte de eventos como se analizó en los potenciales efectivos.

Los valores para los parámetros del agujero negro son los mismos que se usaron para

obtener las gráficas de los potenciales efectivos mostrados en la figura (3.2). El ćırculo

interior corresponde a r− y el ćırculo exterior corresponde a r+. Una vez más, el único

parámetro que se vaŕıa es la constante de acoplamiento a.

A medida que el valor de a cambia, se tienen trayectorias que están más separadas unas

de otras. También se observa que las trayectorias están rotadas. Observando con ello que

la constante de acoplamiento interfiere en la atracción gravitacional.
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Figura 4.1: Geodésicas nulas en coordenadas polares. Con valores de Q = −1, M = 10,

E = 0, u+ ≈ 2, u− ≈ 0, a = 0, 1,
√

0.5,
√

3 y con momento angular L = 2.

4.2. Geodésicas espacialoides.

En esta sección se presentan las trayectorias descritas por una part́ıcula de prueba que

tiene masa y carga alrededor de un agujero negro dilatónico. De manera análoga a las

geodésicas nulas, se necesita resolver la ecuación

1

2
ṙ2 + Veff = 0. (4.5)

Al igual que en la sección anterior se usará el cambio de variable
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Figura 4.2: Geodésicas nulas en coordenadas polares. Con valores de Q = −1, M = 10,

E = 5, u+ ≈ 2, u− ≈ 0, a = 0, 1,
√

0.5,
√

3 y con momento angular L = 2.

dr

dτ
=
dr

dϕ

dϕ

dτ
=
dr

dϕ
ϕ̇ = M

du

dϕ
ϕ̇. (4.6)

Pues se quieren obtener trayectorias angulares en función del radio. Haciendo el cambio de

variable en (4.5) se llega a

1

2

(
du

dϕ

)2 ( L

Mu2

)2 (
1 −

r−

Mu

)− 4a2

1+a2 −
1

2

(
ε

m

Q

Mu
+ E

)2

+
1

2

(
1 −

r+

Mu

)(
1 −

r−

Mu

) 1−a2

1+a2

 L2

M2u2

(
1 −

r−

Mu

)−2a2

1+a2
+ 1

 = 0.

(4.7)
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Aplicando separación de variables y sustituyendo los horizontes de eventos, es decir, usando

(2.10) y (2.11) se tiene

dϕ = du[

(
Mu2

L

)2 (
ε

m

Q

Mu
+ E

)2
1 −

1

u

(
1 + a2

1 − a2

)1 −

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

) 4a2

1+a2

−

(
Mu2

L

)2
1 −

1

u

(
1 + a2

1 − a2

)1 −

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

) 1+3a2

1+a2
1 −

1

u

1 +

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

)

(
L

Mu

)2
1 −

1

u

(
1 + a2

1 − a2

)1 −

√
1 −

(
Q

M

)2 (
1 − a2

)−2a2

1+a2

+ 1

]− 1
2 .

(4.8)

Para el caso especial en que a = 1, se tiene

dϕ = du

[(
Mu2

L

)2 (
ε

m

Q

Mu
+ E

)2
(
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M2u

)2

−
(
1 −

2

u

)(
Mu2

L

)2 (
1 −

Q2

M2u

)2 [(
L

Mu

)2
(
1 −

Q2

M2u

)−1

+ 1

]]− 1
2

.

(4.9)

Para obtener las trayectorias se integran de forma numérica las expresiones anteriores

usando las condiciones presentadas en la tabla 3.1.

De la figura 4.3 (a) se observa que las trayectorias de la part́ıcula alrededor del agujero

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

(a)

-4 -2 0 2 4
-4

-2

0

2

4

(b)

Figura 4.3: Geodésicas espacialoides en coordenadas polares correspondientes al (a) caso 1

y (b) caso 2 de la sección del potencial efectivo de geodésicas espacialoides.

negro dilatónico son ćıclicas. Esto se debe a que el potencial efectivo en el caso 1 para
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a = 0 presentaba un punto cŕıtico. Estas trayectorias están confinadas entre los horizontes

de eventos. Para el caso 2, representado en la figura 4.3 (b), se tiene que la part́ıcula sólo

cae hasta alcanzar el horizonte de eventos interno. Lo anterior se tiene porque en este caso

no existen puntos cŕıtico.
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Conclusiones.

En este trabajo se han estudiado los potenciales efectivos y las trayectorias que des-

cribe una part́ıcula de prueba que se mueve alrededor de un Agujero Negro Dilatónico

para geodésicas nulas y espacialoides. En particular se analizó cómo la constante de aco-

plamiento a entre el campo electromagnético y el campo dilatónico modifican tanto a los

potenciales efectivos a los que está sujeta la part́ıcula como a las trayectorias descritas

por esta. Los valores asignados a la constante de acoplamiento son los mencionados en la

sección 2.1.

Los potenciales efectivos fueron calculados con los mismos valores de masa y carga del

agujero negro, momento angular de la part́ıcula y la misma enerǵıa (dependiendo si E = 0

ó E 6= 0). Se asignaron distintos valores de la constante de acoplamiento para determinar

cómo cambia la forma del potencial efectivo. Se puede notar que el potencial efectivo si

cambia al variar a pero esta variación es más notable en las gráficas de las geodésicas pues

es posible observar que unas se cierran más que otras.

No existe una diferencia notable entre el comportamiento de los potenciales efectivos para

E = 0 a los obtenidos en un espacio-tiempo E 6= 0.

De las gráficas del potencial efectivo se tiene que existen dos posibilidades para las geodési-

cas nulas: que la part́ıcula de prueba sea desviada de su trayectoria original o bien que pueda

quedar orbitando el agujero negro pues existe un pozo de potencial. Sin embargo, nunca

alcanzará la singularidad.

Por otro lado, las trayectorias descritas por las part́ıculas sin masa son ćıclicas. Sin embar-

go, no se cierran. Cuando estamos en el caso E = 0, las geodésicas sólo existen dentro de

los horizontes de eventos. Mientras que en el caso E 6= 0 las trayectorias pueden salir del

horizonte de eventos externo. Se observa que las geodésicas pueden existir dentro de los

horizontes de eventos, esto se tiene porque se trabaja en el tiempo propio de la part́ıcula
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como se observa en el caso de geodésicas nulas radiales dado que en su tiempo propio la

part́ıcula tarda un tiempo finito en alcanzar el horizonte de eventos externo.

Se puede decir que en el caso a =
√

3 (Kaluza Klein) seŕıa más fácil observar la presencia de

dimensiones extras porque las geodésicas son más cercanas entre śı, es decir, la interacción

gravitacional es mayor.

Para obtener el potencial efectivo de geodésicas espacialoides se usó un tratamiento análo-

go al empleado para nulas. En dicha sección se obtuvieron los puntos cŕıticos (en caso de

tenerlos) del potencial efectivo considerando tres casos. En el primer caso se estudió el po-

tencial empleando los mismos valores de masa y carga del agujero negro, momento angular

y enerǵıa de la part́ıcula usado en geodésicas nulas para poder hacer una comparación

entre los resultados obtenidos para geodésicas espacialoides y nulas. También se usaron

los mismos valores de la constante de acoplamiento. De esto se obtuvo que se tiene sólo

un punto cŕıtico cuando a = 0, esto significa que la part́ıcula puede quedar orbitando el

agujero negro. Mientras que para el resto de los valores asignados a la constante de acopla-

miento no se tienen puntos cŕıticos. Esto significa que la part́ıcula caerá al agujero negro. A

diferencia con las geodésicas nulas en las que se presentan pozos de potencial sin importar

el valor de la constante de acoplamiento.

Para el segundo caso, los valores de carga y masa del agujero negro fueron distintas a los

empleados en geodésicas nulas. Las restricciones impuestas fueron que la masa y carga de la

part́ıcula fueran iguales ε = m, que la enerǵıa de la part́ıcula sólo podŕıa tomar los valores

E = ±1 y que el momento angular tomaŕıa el valor L = −E. Bajo estas condiciones, el

potencial no presenta puntos cŕıticos. Esto quiere decir que la part́ıcula caerá al agujero

negro.

Para el caso 3, se consideró el caso extremo donde el horizonte de eventos interno y el

externo coincid́ıan. Esto se hizo con el fin de estudiar si, bajo estas condiciones, se puede o

no tener información del potencial efectivo y la geodésica después del horizonte de eventos.

La condición para tener este caso extremo es distinto dependiendo del valor de la constante

de acoplamiento. En este caso la part́ıcula puede ser desviada de su trayectoria o caer al

agujero negro. Además, se obtuvo que para el caso extremo se pierde información de la

geodésica y del potencial efectivo después del horizonte de eventos, es decir, el horizonte

es real.

De lo anterior, se puede decir que la constante de acoplamiento tiene mayor importancia en
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el potencial efectivo de geodésicas espacialoides pues presenta distintos comportamientos

comparado con el obtenido en geodesicas nulas.
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Perspectivas.

Considerar nuevas restricciones con las cuales estudiar las geodésicas espacialoides y su

potencial efectivo.
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