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RESUMEN

El presente trabajo tuvo como finalidad disefiar e implementar una tarea de aprendizaje que
permitio incluir una app en una actividad implementada a estudiantes de quinto semestre
de bachillerato en la materia de Calculo Integral, toda vez que se ha observado que los
estudiantes hacen uso de este tipo de aplicaciones con bastante frecuencia y en la mayoria
de las ocasiones lo hacen unicamente para copiar el resultado, y dejando de lado el analizar
y comprender el proceso de solucién propuesto por la app, asi como el proceso de

entendimiento de dichas acciones necesarias para dar solucion a ejercicios de esta indole.

De igual manera se realizd una categorizacién de las etapas de disefio y de implementacion
de la tarea que nos permitid fundamentar estas acciones en constructos teéricos y
aproximaciones didacticas que nos han servido como guia para llevar a cabo dichos
procesos, y que a su vez nos permitieron dar una solucién a la pregunta de investigacion,

desglosando cada uno de los objetivos planteados.

Dentro de la investigacion se destacan la importancia de realizar tareas de alta demanda
cognitiva, la necesaria participacion de los docentes y la correcta orientacidén hacia los
alumnos con la finalidad de tener éxito al incluir apps en una tarea de aprendizaje, lo cual

nos permite orientar a los estudiantes hacia el uso con provecho de este tipo de recursos.



ABSTRACT

The purpose of this work is to design and implement a learning task that allows including an
app in an activity implemented for fifth semester students in the subject of Integral Calculus,
since it has been observed that students make use of this type of applications. quite
frequently and in most cases they do it only to copy the result, and leaving aside the analysis
and understanding of the solution process proposed by the app, as well as the process of

understanding said actions necessary to solve exercises of this kind.

Likewise, a categorization of the design and implementation stages of the task was carried
out that allows us to base these actions on theoretical constructs and didactic approaches
that have served as a guide to carry out said processes, and that in turn allow us provide a

solution to the research question, breaking down each of the stated objectives.

Within the research, the importance of carrying out tasks with high cognitive demand, the
necessary participation of teachers and the correct orientation towards students are
highlighted in order to be successful when including apps in a learning task, which allows us

to guide students towards the beneficial use of this type of resources.
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CAPITULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA
1.1 Introduccion

La presencia de la tecnologia en el ambito escolar, es cada vez mas frecuente, haciendo
uso de aplicaciones moviles que permiten realizar tareas escolares desde un dispositivo
movil siempre y cuando se tenga acceso a internet. Por lo cual es comun observar a los
estudiantes que van desde nivel secundaria hasta nivel superior hacer uso frecuente de
estos dispositivos, para facilitar sus quehaceres escolares, ya sea buscar informacion,
realizar una traduccién o incluso tareas que involucran ejercicios en el area matematica.

De acuerdo a Rodriguez-Cubillo et. al (2021) los dispositivos méviles, ya sean teléfonos
inteligentes o tabletas, disponen de caracteristicas que ofrecen oportunidades didacticas
dentro y fuera del aula, como la interaccion e innovacion, ademas de impulsar la autonomia
en los estudiantes.

Al respecto, Herrera et. al (2007), realizaron un estudio donde se aplicé una encuesta de
diagnéstico denominada “uso de los teléfonos celulares en el aula”, donde se encontraron
los siguientes resultados: 90.2% de los alumnos traen celulares inteligentes, lo que quiere
decir que solo el 9.8% no tiene celular, por razones de diferente indole

Sin embargo, el 41% de los alumnos utilizan el celular para jugar, es decir, le dan un uso
ludico en el aula, por lo que el celular representa una distraccion a las actividades
académicas ya que ocupan el tiempo de clase para usarlo. Por otra parte, el 23% de los
alumnos no tienen aplicaciones educativas en su dispositivo, sin embargo, estan dispuestos
a instalarlas.

Las aplicaciones educativas mejor conocidas como apps son segun Groger et al. (2013) las
aplicaciones utilizadas en cualquier dispositivo moévil que presenta oportunidades para
construir conocimiento. Bajo el mismo punto de vista “una aplicacion mévil es un programa
informatico creado para llevar a cabo una tarea especifica a través de un dispositivo movil,
se caracteriza por su dinamismo al instalarse en minutos y ocupa poco espacio en la
memoria del dispositivo”. Oviedo (2019 p. 15)

Segun Valdez y Gavilanez (2021), los dispositivos maoviles en conjunto con las apps
matematicas son herramientas utiles que al incluirlas dentro de los trabajos del aula ayuda
que los estudiantes sean mas productivos, participativos y con mas disposicion durante la
clase, haciendo uso del celular, no solo para resolver ejercicios matematicos (por ejemplo,
integrales, ecuaciones, derivadas, limites, etc.), sino también para comprender los procesos
utilizados para llegar a las soluciones de ejercicios matematicos.

Estas aplicaciones también pueden ser aprovechadas para complementar o reforzar los
contenidos desarrollados en clase al igual que realizar actividades que se asignen al final
de cada contenido, permitiendo contribuir en el aprendizaje de manera ubicua y asincronica



al permitir que los alumnos dispongan de materiales didacticos basados en las apps
(Zambrano, 2009).

Las actividades didacticas que incorporan tecnologia digital a través de apps, permiten
absorber la carga procedimental de calculos engorrosos, con el fin de que los estudiantes
se centren en ideas mas complejas y fundamentales (Moreno-Armella, Hegedus y Kaput,
2008). Una ventaja adicional es que la mayoria de estas apps son gratuitas.

Sin embargo, en la mayoria de las ocasiones se observa que los estudiantes las utilizan
como una herramienta para poder escribir una solucién en algun ejercicio de tarea o incluso
en algun examen, lo cual hacen de manera oculta, ya que en la mayoria de los casos no es
bien visto por el profesor hacer uso de ellas, pues consideran que de esta manera no existe
proceso de razonamiento en el alumno, simplemente se copia el resultado.

Por lo discutido anteriormente no es conveniente cerrar el paso a esta evolucién tecnolégica
dentro del area de las matematicas, sino por el contrario es necesario buscar la manera de
aprovechar estos recursos que resultan innovadores para los estudiantes y de esta manera
involucrarlos e interesarlos en el desarrollo de ejercicios matematicos propios de su nivel
escolar, buscando nuevas estrategias que permitan mejorar el proceso de ensefanza-
aprendizaje que a su vez promuevan el entendimiento en diversos temas.

De este modo se propone el uso del celular como herramienta pedagdgica y no como en
muchas ocasiones prohibir su uso en el aula, pues se considera que tiene una serie de
bondades que deben aprovecharse, como, por ejemplo: uso de diversas aplicaciones,
apoyo educativo, trabajo en equipo, ahorro de trabajo, ahorro de materiales, conectividad a
internet, promueve la interaccion escolar, entre otras (Garcia, 2017), de manera tal que si
se contextualiza la tecnologia puede contribuir a mejorar la educacion. Promoviendo el
intercambio de ideas, el aprendizaje colaborativo, asi como la construccién de conocimiento
(Kalman, 2012).

De acuerdo a Angel y Bautista (2001), la evolucién que ha experimentado el uso de las
tecnologias, ofrece nuevas formas de ensefar, aprender y hacer matematica, brindando
amplias posibilidades didacticas, mientras que por su parte Fernandez et. al (2017),
sostienen en su trabajo de investigacién que “el uso de tecnologias educativas, ha
conquistado el desarrollo de las sociedades y en el ambito educativo cumple un significativo
papel la ensefianza — aprendizaje, como también trascendencia en la comunicacién e
informacién” (p.11).

Desde esta perspectiva, de acuerdo con Lagrange, et. al (2001) se cree que, si los
estudiantes usan herramientas tecnoldgicas para trabajar en matematicas, entonces la
ensefianza y el aprendizaje de estas mejorara, pues segun Fernandez, et. al (2017). “El uso
de software en la ensefianza de la matematica admite en los estudiantes el desarrollo de
las operaciones intelectuales y facilita la construccion de su propio conocimiento” (p.13).
perfeccionando las habilidades y destrezas del estudiante.



Cabe mencionar que a lo largo de este escrito estaremos haciendo uso de dos palabras
que si bien no son sindnimos tienen estrecha relacion y hacen referencia al mismo objeto,
gue en este caso es la palabra aplicaciones (apps), y la palabra software donde en diversas
investigaciones y textos hacen referencia a programas informaticos que son de facil acceso
y que ocupan poco almacenamiento al momento de instalarse en un dispositivo movil, ya
que segun Lupton (2020), las aplicaciones moéviles mas conocidas como apps, son
pequenos fragmentos de software, microprogramas disefiados para funcionar de manera
rapida y facil en dispositivos méviles, como lo son los teléfonos inteligentes, tabletas,
dispositivos portatiles, con poco esfuerzo, las cuales se diferencian de los software por tener
funciones limitadas pero ofreciendo un facil acceso.

Sin embargo se debe de tomar en cuenta que el uso de estas aplicaciones en tareas
matematicas sera considerado como una herramienta que permita aprovechar los recursos
tecnoldgicos en la ensefianza de las matematicas, ya que el uso de estas, no garantiza el
entendimiento de un algoritmo matematico, pues es necesario que previamente se tenga
contacto con los conceptos matematicos que se desean trabajar, por lo cual se debe de
tener una buena planificacién para esclarecer los conceptos matematicos que se pretende
estudiar. (Castellano, et. Al 2012).

Por otro lado, segin Morales et. al (2013) estas herramientas pueden facilitar a los
estudiantes y profesores el analisis, asi como el desarrollo del pensamiento logico y
algoritmico; a la vez sefalan: “actualmente los docentes utilizan algunos tipos de software
para desarrollar sus actividades cotidianas dentro y fuera del aula, basandose en su interés
personal o bien por la experiencia (...). Sin embargo, no es generalizada la utilizaciéon de
esta herramienta para realizar las actividades docentes” (p. 300). De esta manera las
aplicaciones matematicas facilitan a los estudiantes concretar simbolos, tabular y calculos
matematicos completos (Sibuea, et al, 2022).

En el mismo orden de ideas se hallaron investigaciones desarrolladas que promueven la
inclusion de la tecnologia en diversos temas matematicos, que van desde aritmética,
algebra, hasta temas mas complejos como el calculo integral, considerandose asi segun
Haripersad (2011) a el calculo como un curso fundamental en matematicas. Orton (1985)
destacd algunos puntos sobre la ensefianza y el aprendizaje del calculo, uno de los
principales puntos enfatizados esta relacionado con la ensefianza de esta area, indicando
que este tema necesita mas atencion.

Relacionado con esta busqueda de manera general se encuentra que las investigaciones
localizadas referentes al tema de calculo integral se centran en entender el concepto de la
integral defina y otros en mejorar los procesos de entendimiento del calculo integral, sin
embargo, no se encontré alguna investigacion donde se aborden los procesos de solucién
de algunos tipos de integrales, (Fransela y Rangkuti, 2019).



1.2 Revision de la literatura
1.2.1 La tecnologia en el proceso de enseianza-aprendizaje de las matematicas.

Las matematicas actuales han sido fruto de numerosas civilizaciones y se convierten en
una ciencia independiente con objeto y metodologia propia a partir de los siglos V-VI a.C.
Las primeras aportaciones significativas surgen de antiguas civilizaciones de Egipto,
Mesopotamia, Grecia, China e India, prolongandose desde los siglos V-VI hasta finales del
siglo XVI. Durante este periodo se obtuvieron grandes logros en el estudio de las
matematicas, desarrollandose la geometria analitica y el calculo infinitesimal. Desde esta
fecha hasta el siglo XIX destacan la geometria analitica de Descartes y la creacién del
calculo infinitesimal y variacional en los trabajos de I. Newton y G. V. Leibniz., y es a partir
de esa fecha cuando se desarrollan nuevas herramientas matematicas que junto con la
aparicion de ordenadores produce un gran desarrollo de esta ciencia. (Mufioz, 2009).

De este modo, de acuerdo a Castellano et. al (2012), la introduccién de los ordenadores en
el proceso de ensefanza-aprendizaje de las matematicas ha sido a través de programas
que al inicio eran de caracter general, pero que posteriormente dieron paso a programas
de calculo algebraico que dé inicio solo se podian aplicar sobre grandes equipos,
posteriormente surgen los primeros softwares de calculo algebraico, que mas tarde se han
de convertir en aplicaciones utilizadas en la enseianza-aprendizaje de las matematicas.

En estas nuevas herramientas tecnolégicas destacan capacidades numeéricas, graficas,
simbdlicas y de programacion, las cuales de acuerdo a Lagrange (2005), juegan un papel
importante en el futuro de la ensefianza de las matematicas, como ayuda pedagodgica y
como un vehiculo para nuevas aproximaciones, ya que debido a la rapidez con la que
cambia la tecnologia, es necesario fomentar que los alumnos aprendan por si mismos, pues
se considera dificil que los conocimientos adquiridos en cierta etapa duren toda su vida
profesional. (Salat, 2013)

1.2.2. Investigaciones previas

Como se ha mencionado, la tecnologia, asi como las herramientas tecnologicas ya forman
parte de la vida cotidiana de cualquier persona, por lo cual resulta de gran interés incluirlas
en el proceso de ensefianza-aprendizaje en todas las areas educativas.

Relacionado con el uso adecuado de las tecnologias en el area de las matematicas
Carrasco, et al., (2012) mencionan que “puede contribuir a introducir nuevas formas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje.” (p. 1407). Angel y Bautista (2001), sefialan que a
través de estos programas se puede abrir la posibilidad de que el estudiante se sienta
acompafiado en su proceso de ensefianza-aprendizaje, y que al mismo tiempo podra
realizar ejercicios complejos de calculos matematicos observando asi soluciones y
estrategias que le permitan ir de lo tedrico a lo numeérico de manera individual, desde sus
propios intereses a través del uso de software, convirtiéndose asi en el complemento
perfecto del profesor y de los materiales: cada alumno podra reforzar, con ayuda de este
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tipo de programas, aquellos puntos conceptuales que le resulten mas dificiles de asimilar,
y practicar con ellos tantas veces como su tiempo (y ganas) lo permitan.

Al respecto Castellano et. al (2012) plantean que existen muchos trabajos cientificos acerca
de la incidencia de las aplicaciones y/o software en el proceso de ensefianza aprendizaje
de la Matematica, sin embargo, aun no es claro el efecto que produce la incorporacién de
las aplicaciones en este proceso, ya que resulta dificil medir el grado en que ha contribuido
al aprendizaje (Ozuorcun y Tabak, 2012).

1.2.2.1 Investigaciones centradas en topicos de matematicas haciendo uso de una
aplicacion y/o software matematico.

En algunas investigaciones como la de Cuicas et. al (2007), se evidencia que el uso de un
software matematico, ayuda a los estudiantes a mejorar habilidades como, visualizar
conceptos, verificar, graficar, programar algoritmos, conjeturar y refutar hipétesis. Por lo que
de acuerdo a sus conclusiones el software facilita la comprension y aprendizaje de los
contenidos y ayuda a la asimilacion de los conceptos abstractos, los resultados mostraron
que los estudiantes en su mayoria pusieron en practica habilidades cognoscitivas y meta
cognitivas, haciendo uso de esta herramienta con la cual pudieron calcular, graficar, copiar,
trasladar, ordenar, borrar, insertar, entre otros, o que permitié generar y organizar las ideas
para actuar posteriormente con ellas y asi apoyar su proceso de aprender (Esteban, 2002).

A su vez Ponce y Rivera (2011) en su trabajo realizaron una comparacion de los resultados
que arrojan diferentes herramientas tecnoldgicas al resolver integrales, y observé que en
algunas situaciones estas herramientas arrojan resultados diversos, que incluso pudieran
notarse con mayor complejidad que el resultado que se obtiene cuando se resuelven de
manera tradicional usando papel y lapiz.

Awang y Zacaria (2012) en un articulo muestran el analisis de los efectos del uso de dos
enfoques de aprendizaje diferentes para la comprension del calculo integral por parte de
los estudiantes. Para realizar esta investigacion se formaron grupos experimentales y de
control de forma aleatoria, dividiéndolos a su vez en en tres subgrupos que son grupos de
baja capacidad, capacidad media y alta capacidad. Al utilizar software matematico para
aprender calculo integral, los estudiantes de habilidad media y alta en el grupo experimental
progresaron mejor que los estudiantes de baja habilidad. Por el contrario, en el grupo de
control, los porcentajes maximos de mejora tanto en la comprension conceptual como en la
de procedimientos fueron del grupo de baja capacidad. Dado que el objetivo principal de
integrar la tecnologia en el aprendizaje del calculo integral es mejorar la comprension de
cada estudiante, sugieren que es necesario redactar una mejor estrategia de
implementacion en el futuro.

Marin (2012), menciona que es importante que los alumnos se encuentren motivados,
atentos a la clase y con la iniciativa de resolver ejercicios de integrales con distintos
métodos de solucién, pues de acuerdo a sus conclusiones, el tema de integrales, es un
tema dificil si solo se trabaja en lapiz y papel, por lo cual sugiere hacer uso de un ordenador,
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que a su vez le permitira al profesor abordar de manera mas sencilla, visual y hasta divertida
conceptos de calculo infinitesimal, para lograr que se implique en el proceso de ensefianza-
aprendizaje, empleando en el aula con diferentes actividades utilizando diversas
tecnologias.

Gutiérrez et. al (2014) evaluaron los efectos que se generaron con la insercion de la
tecnologia en los procesos de ensefianza aprendizaje en la ensefianza del calculo integral,
y concluyeron que la posibilidad de revisar el material de apoyo cuantas veces sea
necesario, brinda al estudiante la oportunidad de resolver dudas y reforzar las tematicas
trabajadas en clase en tiempos adicionales y en espacios que amplian las fronteras del
aula; asimismo, el disefio del aula, crea cierta disciplina en cuanto a métodos de estudio,
puesto que la estructura del entorno virtual exige realizar las actividades en un orden
establecido para asegurar la apropiacion de los conceptos; de tal manera que el estudiante
asume rutinas de estudio quizas ajenas a él, pero con la conviccidén de incorporarlas en
otros momentos y entornos.

Asi mismo Zacaria y Salleh (2015) realizaron un estudio donde se investigaron las
percepciones de los estudiantes sobre la dificultad del calculo integral y su preparacion para
usar la tecnologia en el aprendizaje de este tépico. Se seleccionaron al azar un total de 191
estudiantes de dos grupos y se les entregé un cuestionario con dos partes. La primera parte
se utilizd para medir las percepciones de los estudiantes sobre la dificultad del calculo
integral. La segunda parte se utilizé para medir la preparacion informatica de los estudiantes
en el aprendizaje. Se adaptaron tres factores principales que contribuyen a la preparacion
de los estudiantes hacia las computadoras del indice de familiaridad, actitudes y aversion
a las computadoras.

De acuerdo a sus conclusiones, los resultados obtenidos al explorar las percepciones de
los estudiantes hacia el calculo y su disposicidn a utilizar computadoras en el aprendizaje
brindan una nueva perspectiva sobre la ensefianza y el aprendizaje del calculo integral.

Oviedo (2019) realizé un estudio a un grupo reducido de mujeres estudiantes de nivel
bachillerato, con la finalidad de comprobar dos hipétesis que se plantean en este mismo
trabajo: 1) ‘A mayor empleo de aplicaciones méviles, mayor fortalecimiento en los procesos
de ensefanza-aprendizaje de Calculo Integral’, 2) ‘Las aplicaciones mdviles aumentan los
indices de aprobacién’, las cuales son comprobadas con los resultados que se observan en
las graficas al hacer uso de un método de investigacion cuantitativo, siempre y cuando, el
docente guie la manipulacién de las mismas y retroalimente las dudas de manera oportuna.

El proceso de investigacion se llevd a cabo de tal manera que los estudiantes realizaron
primeramente una evaluacion sin el uso de las aplicaciones moviles y posterior a ello
realizaron otra evaluacién utilizando aplicaciones maviles Unicamente para comprobar
resultados, de este modo se contd con informacion para poder realizar una comparacion
entre ambas actividades y poder determinar la comprobacién de las hipdtesis antes
mencionadas.
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Chaverra y Ortiz (2021), propusieron una estrategia de aprendizaje apoyada en una
aplicacion movil para mejorar la comprensiéon de operaciones matematicas que busca
comprobar la hipétesis donde indica que el proceso educativo relacionado con la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas mediado por una aplicacion movil, favorece la
comprension de la adicién y sustraccion de numeros enteros en los estudiantes de grado
séptimo de la Institucion Educativa La Merced de la ciudad de Cali, generando la
oportunidad de que dichos aprendizajes sean significativos.

El trabajo realizado se desarrollé en cuatro momentos: 1) Diagnéstico, 2) Diseno, 3)
Aplicacion y 4) Evaluacion. La propuesta de investigacion, que es de corte pedagdgico, se
desarrolla en el area de matematicas enfocandose en la adicion y sustraccion de nimeros
enteros. Las actividades se desarrollaron teniendo en cuenta las fases propuestas, las
cuales estan distribuidas secuencialmente partiendo de la socializaciéon de la propuesta a
los estudiantes, la aplicacion de encuesta diagndstica en tecnologia y la prueba diagnostica
de conocimiento. Se disef6 tanto la aplicacion mévil como el ambiente de aprendizaje (guia
pedagdgica).

A través de los resultados de una encuesta de satisfaccion, se argumenté que el uso de
aplicaciones moviles fue valorado positivamente, no solo la aplicacion moévil como
herramienta tecnoldgica sino principalmente el aporte que realizé al aprendizaje de la
adicion y sustraccion de enteros. De acuerdo a las opiniones de los participantes, afirmaron
que de la app movil lo que mas les llamoé la atencién fueron las actividades de practica
interactivas, que, aunque los nifios y nifias las ven como juegos, retos, test, son una forma
de evaluar y que dan la oportunidad de realimentar o reforzar los aprendizajes, también es
uno de los procesos de autoevaluacion.

A continuacién, se presenta un resumen de las

anteriormente. (Tabla1)

investigaciones mencionadas

Tabla 1.- - Investigaciones centradas en tépicos de matematicas haciendo uso una app y/o software
matematico

Ano Autor Titulo Principales hallazgos Metodologia
2007 | Cuicas, El software El estudio aporté evidencias | Se considera una investigacion de
Debel, matematico como | para usar el software | tipo mixta donde se realizé un
Casadei herramienta para | matematico bajo una | estudio con 34 estudiantes inscritos
y ; - : "
el desarrollo de metodologia constructivista. en la asignatura Matematica Il del
Alvarez | papilidades del programa de Ingenieria Civil del DIC.
pensamiento y De entre 19 a 23 afos donde
mejoramiento del realizaron ejercicios matematicos
aprendizaje de las haciendo uso del software
matematicas. matematico.
2011 Ponce Un andlisis del Las apps arrojan resultados | -EI  trabajo realizado es de
uso de la que en ocasiones suelen ser | comparacion y analisis, ya que al
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tecnologia para el
calculo de
primitivas.

mas complejos o diferentes,
dando oportunidad de
abordar temas de
matematicas que se dejan de
lado de manera tradicional.

momento de comparar  los
resultados arrojados por las apps, se
procede a analizar la razén por la
cual estos resultados son diferentes.

2012 The Effects of En este estudio se | En este estudio, tanto la ensefianza
Awang vy | Integrating investigaron ambos tipos de | como el aprendizaje del calculo
Zacaria Technology on comprension, es decir, la | integral se abordaron mediante un

Students’ comprension enfoque combinado entre el modo
Conceptual and conceptual del célculo | de ensenanza existente en clase
Procedural integral y la comprension de | magistral y el software matematico
Understandings in | procedimientos, y se | como ayuda para el aprendizaje.
Integral Calculus descubrié que se mejoraban
con éxito utilizando el
software matematico.
2012 | Marin Nuevas Se puede obtener ventaja del | Esta investigacion plantea un
tecnologias para uso de los celulares en el | enfoque mixto con dos lineas de
motivar el aula, debido a que con ellos | investigacion; cualitativa y
aprendizaje de las | se pueden tener diferentes | cuantitativa.
integrales. software que ayuden al | De este modo se aplicé una serie de
alumno a motivarse vy | actividades que permiten compara el
profundizar en el tema. rendimiento académico de los
estudiantes luego de hacer uso de
una aplicacién y a su vez realizan
encuestas sobre el interés de los
estudiantes por innovar en la
ensefianza de estos ejercicios.

2014 | Ruiz, Aplicaciones en 1) Se considera que el uso de | -Metodologia de corte cuantitativa.
Hernande | dispositivos las aplicaciones moviles, fue | -Se trabajé con un total de 69
zy moviles fundamental para lograr en el | estudiantes organizados en tres
Gutiérrez | enfocadas al alumno un proceso de | grupos de trabajo, A) aquellos con
(2014) estudio de reflexion, comunicacion, | las mejores calificaciones obtenidas

conceptos de aprendizaje por | en el examen de ingreso, B) aquellos
calculo. descubrimiento y no solo | que obtuvieron calificacion mas baja
mecanico, dejando de lado el | en el mismo examen, C) aquellos
aprendizaje memoristico. que se encontraban recusando la
materia de calculo, todos ellos
estudiantes de primer semestre.
-Se concluye que la

2014 | Gutierrez, | Estrategias incorporacion de | Se propone el uso de herramientas
Ariza vy | didacticas en el herramientas digitales en el tecpglégicas a través .del disefio de
Jaramillo | uso y aplicacion quehacer pedagdgico, | actividades que permitan despertar

herramientas
virtuales para el
mejoramiento en
la ensefianza del
célculo integral.

posibilita el aprendizaje de
temas del calculo integral de
gran complejidad para los
estudiantes.

-Se encontr6 que el
rendimiento académico de
los estudiantes mejoro
notablemente al hacer uso de
la herramientas tecnolégicas

en los estudiantes el interés por la
materia.

-En este trabajo se consideré al
cuestionario como una herramienta
de recoleccion de datos.

-Las actividades disefiadas fueron
implementadas con un grupo de
tercer semestre de la Universidad
Militar de Granada.

-13-




El propédsito de este estudio fue

apoyada en una
aplicacion movil
para mejorar la
comprension de
operaciones
matematicas.

uso de dispositivos moviles
captan la atencion e interés
de los estudiantes en el
aprendizaje de los temas
propuestos

Se notd la participacion con
aportes o0 requerimientos de
explicaciones  adicionales,
situacion que es muy
importante en la interaccion
entre el estudiante y los
saberes.

2015 | zacaria y | Using Technology Se sugiere considerar | investigar las percepciones de los
Salleh. in Learning seriamente la integracion de egtudlant_es sobre la dificultad .d’el
Integral Calculus comput_adpras en el | calculo integral y su preparacion
aprendizaje de caélculo, ya | para usar la tecnologia en el
que muchos estudios han | aprendizaje del célculo integral. Se
demostrado un  impacto | seleccionaron al azar un total de 191
positivo de esta estudiantes de dos grupos de
estrategia en la comprension | conferencias.
de los estudiantes. A los estudiantes se les entregd un
cuestionario con dos partes. La
primera parte se utilizé para medir
las percepciones de los estudiantes
sobre la dificultad
del caélculo integral. La .segunda
parte se utilizd para medir la
preparacion informatica de los
estudiantes en el aprendizaje.
-Se encontré que el uso de
2019 | Oviedo Aplicaciones aplicaciones moviles | -Metodologia de corte cuantitativa,
moviles para fonal?ce los procesos de | ya que ap!ica el métp(?o deductivo.
fortalecer los ensefianza aprendizaje de | -El estudio se aplic6 a un grupo
Calculo Integral. donde entre el 70% y 80% de los
proce~sos de -A través de graficas se | alumnos tienen celular.
ensenanza- compara y se obtiene que a | -Se presentaron diferentes
aprendizaje de mayor empleo de | ejercicios, los cuales los alumnos
célculo integral. aplicaciones méviles, mayor | pudieron resolver haciendo uso de
fortalecimiento en los | diferentes aplicaciones para poder
procesos de ensefianza- | comparar  sus resultados vy
aprendizaje de Calculo. determinar cual de ellos es el mas
6ptimo.
2021 | Chaverra | Estrategia de -Trabajar y disefiar | -Es una investigacion de tipo
y Ortiz aprendizaje actividades que incluyen el | cualitativa y se implementa con los

estudiantes séptimo grado de la
Institucion Educativa La Merced de
la ciudad de Cali, Valle del Cauca.
-Este trabajo se realiz6 en las
inmediaciones de la pandemia, por
lo que todas las actividades
realizadas fueron de manera virtual.

1.2.2.2 Investigaciones centradas en topicos de matematicas haciendo uso de
Photomath

Moposita (2019) propuso hacer uso del software Photomath para el estudio de matematica
en octavo afo de educacion basica, donde resalto el gran incremento que ha surgido en la
tecnologia informatica dentro del campo educativo, y que se ha tornado imprescindible el
hecho que los docentes vayan involucrando el uso de la tecnologia en el proceso de
ensefianza-aprendizaje, recalcando que no se debe hacer como una herramienta sino como
un eje conector entre los estudiantes, el docente y el conocimiento.
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Garzén, (2020) realizdé una investigacion en la que se utilizé la herramienta tecnologica
Photomath, dicha investigacién se llevé a cabo en la Universidad Central del Ecuador en la
Facultad de Filosofia, Letras y Ciencias de la Educacion en la Carrera de Pedagogia de las
Ciencias Experimentales, Matematica y Fisica, y se trabajo con alumnos de segundo
semestre, en un refuerzo académico sobre ecuaciones algebraicas con la finalidad de
despejar sus dudas, generando que el estudiante revise sus conocimientos, se realice un
proceso de retroalimentacion y a la vez que pueda aprovechar la tecnologia.

En este sentido Taco (2021), en su trabajo de investigacion en el cual se busca definir el
.,Coémo la utilizacion de herramientas tecnolégicas como Photomath en clase, puede
afianzar el conocimiento matematico impartido?, para lo cual fue necesaria la planificacion
y la implementaciéon de una secuencia didactica especifica orientada a vigorizar la
asimilacion de los contenidos matematicos expuestos en clase, pero ahora, con el apoyo
de aplicaciones matematicas para celulares, concluye logrando resultados muy positivos
en este tema.

Zain et. al (2023) llevaron a cabo un trabajo de investigacion-accién para ayudar a cinco
estudiantes de segundo grado a mejorar su rendimiento en matematicas, especialmente en
factorizacion y desarrollo algebraico utilizando la aplicacién Photomath. Los datos para este
estudio se recopilaron mediante observacién, prueba previa, prueba posterior y
cuestionario. Luego, los datos recopilados se analizaron en términos de frecuencia y
porcentaje. Los resultados de la prueba posterior para los cinco encuestados muestran un
aumento en el rendimiento en matematicas y un mayor interés en las materias de
matematicas cuando pueden consultar esta aplicacion Photomath en funcién de los calculos
que han realizado. El uso de esta aplicacién puede ser ampliamente utilizado como
herramienta para ayudar a los estudiantes cuando estan en casa y no tienen una referencia
a la cual consultar. Las implicaciones de este estudio muestran un aumento en la logros e
interés en el algebra.

Asi mismo Pikri et. al (2023) proponen en su trabajo de investigacion aprender matematicas
utilizando la aplicacion Photomath. El propodsito de este estudio fue determinar la
planificacion, implementacién, evaluacion y limitaciones encontradas en el aprendizaje de
Matematicas utilizando la aplicacién Photomath en 4 etapas: (1) La etapa de planificacion,
que parte de la etapa de reconocimiento de la aplicacién Photomath y descarga de la misma
en el android del profesor y de los alumnos. (2) La etapa de implementacion, que es la etapa
que comienza con escribir preguntas, tomar fotografias y escanear preguntas, responder
preguntas y resolver pasos en la aplicaciéon, copiar preguntas, trabajar en preguntas de
practica y evaluacion/evaluacién, (3) Resultados de la evaluacion Aprendizaje de
matematicas y (4) Reconocer las limitaciones/debilidades en el uso de la aplicacién
Photomath, de este modo los investigadores sugieren usar la aplicacion Photomath para
ayudar a los maestros a ensenar a los estudiantes a responder preguntas de muestra
rapidamente y en pasos completos

En la siguiente tabla, (Tabla 2) se resume la informacion de las investigaciones
anteriormente mencionadas.
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Tabla 2.- Investigaciones centradas en topicos de matematicas haciendo uso de Photomath

AfRo Autor Titulo Principales hallazgos Metodologia
Se utilizé el método
2019 Momposita | Software photomath | Como parte de las | Inductivo — Deductivo ya que se
para el estudio de Conclu.3|ones' el autor recopllé |nformac’|én' sobre el
matematica en octavo recomienda implementar _eI rendlm_lento académico, .
~ .. | uso del software gratuito | Posteriormente fue analizada
afio de educacion | gqcativo Photomath como | para asi poder desarrollar una
basica. apoyo al estudiante para | metodologia que impacte tanto
mejorar el aprendizaje. a estudiantes y profesores.
Para la recopilacion de datos
se utilizo la técnica para medir
los aprendizajes a través
prueba escrita de corte objetivo
o de base estructurada,
técnicas de resumen, lectura
comprensiva, encuesta e
instrumentos para el
procesamiento de la
investigacion.
Se utiliza el enfoque
2020 Garzoén Influencia del uso de El uso de Ila aplicacién | cuantitativo ya que se va a
Photomath en el Photomath si influye en su | medir con la aplicacion
refuerzo académico rendimiento, ya que el grupo | Photomath el rendimiento
del proceso experimental con el cual se | académico de los estudiantes
ensefianza manejo la aplicacion | de segundo semestre de la
aprendizaje de tecnolégica en el refuerzo | Carrera de Pedagogia de las
ecuaciones académico obtuvo mejor | Ciencias Experimentales,
algebraicas en los rendimiento que los | Matematica y Fisica.
estudiantes de estudiantes del grupo de | Se aplicaron los instrumentos
segundo semestre de | control con el cual en el | de evaluacion a los estudiantes
la Carrera de refuerzo  académico se | de segundo semestre paralelo
Pedagogia de las manejé una clase tradicional | “A” (grupo de control), y a los
Ciencias sin el uso de la aplicacion | estudiantes de segundo
Experimentales, Photomath. semestre paralelo “B” (grupo
Matematica y Fisica, experimental) se tabularon y
de la Facultad de organizaron los resultados,
Filosofia, Letras y para procesarlos con medidas
Ciencias de la descriptivas: distribucion de
Educacion de la frecuencia, porcentajes,
Universidad Central medidas aritméticas,
del Ecuador, periodo desviacion tipica y varianza
2019-2020.
Al hacer uso de una app se | Se hace uso del enfoque
2021 Taco Efectos del Uso del motiva al  grupo  de | cualitativo orientado hacia la

Software Libre
Photomath para el
Fortalecimiento de las
Competencias
Matematicas en los
Estudiantes de
Tercero y Cuarto
Grado del Centro
Educativo Yunguilla.

estudiantes a reforzar su
aprendizaje matematico y de
esta manera promover que
los estudiantes para que
sean mas autéonomos en el
proceso de aprendizaje
propio, tanto en el area de las
matematicas, como en las
diferentes areas de estudio al
interior de su escuela.

interpretacion de realidades
subjetivas.

De este modo realizaron una
serie de actividades que van
encaminadas a realizar la
comparacion entre el resultado
que obtiene el estudiante al
resolver algunos ejercicios y el
resultado que se obtiene al
hacer uso de Photomath.

-16 -




Analysis.

aplicacion Photomath puede
compararse a un diccionario
de matematicas, que puede
proporcionar conocimientos,
comprension, habilidades y
también la capacidad de los
estudiantes para resolver
preguntas de manera
adecuada y correcta.

Use of Photomath Mediante el wuso de Ila | Este estudio utiliza una accion
2023 Zain, Applications in aplicacion Photomath, los | de investigacion de formas de
Setambah Helping Improving estudiantes se vuelven mas | disefio para
> | Students’ entusiasmados por intentar | ver aumentar el rendimiento de
Othman 'y | Mathematical responder preguntas de | los estudiantes en temas de
Hanapi. (Algebra) algebra y logros en algebra para la
Achievement matematicas, aumentaran si | materia de matematicas
hacen mucho ejercicio en | cuando se utiliza la aplicacién
este tema de algebra. Photomath.
Photomath Por esta razon, los | Esta investigacion utiliza un
2023 Pikri, Putri | applications for profesores y estudiantes | tipo de investigacion
y Rahmi learning mathematics | sienten que la presencia de la | cualitativa, se realizd6 para

comprender y descubrir sobre
diversos problemas en
términos reales a partir del
analisis del aprendizaje de las
matematicas asistido por la
aplicacion Photomath. El tipo
de enfoque de investigacion
utilizado es la teoria
fundamentada.

Al analizar este conjunto de trabajos de investigacion que anteceden este proyecto
podemos darnos cuenta que algunas investigaciones centran su atencién en hacer una
comparacion de distintas apps matematicas para demostrar cual de ellas resulta de mas
beneficio para los estudiantes al momento de resolver un ejercicio matematico, otras solo
comprueban que los grupos de estudiantes que hacen uso de estas herramientas tienen un
mejor indice de aprobacion respecto de los grupos que no las utilizan. También podemos
notar que la mayoria de las investigaciones aqui mencionadas hacen uso de la
investigacion cuantitativa por lo que sus resultados se expresan mediante graficas y
porcentajes del nimero de alumnos que obtiene beneficio al usar uso de las apps.

Sin embargo, no se hallaron investigaciones que centren su atencion en aspectos
relacionados a los procesos de razonamiento y reflexion, al trabajo colaborativo en
pequefios grupos, o a las acciones que un docente puede realizar para utilizar este tipo de
herramientas como complemento y asi mejorar la comprension de sus estudiantes.

De igual manera algunos de los trabajos que se encontraron fueron aquellos orientados al
uso de la tecnologia en el proceso de ensefianza aprendizaje del calculo integral mas no
de un tema en especifico de esta rama como lo es el proceso de solucion de las integrales
trigonométricas.

1.3 Planteamiento del problema

Se sabe que en la vida escolar en bachillerato existe un buen nimero de dificultades en los
estudiantes, que estan asociadas al manejo de los conceptos basicos del calculo diferencial
e integral. Incluso se ha probado que aun aquellos estudiantes que concluyen uno o dos
cursos de Calculo muestran serias deficiencias al momento de trabajar con los conceptos
inmersos en esta materia (Aparicio, 2006; citado en Cabrera y Zaldivar, 2007); por lo cual
uno de los problemas a resolver en la ensefianza de la Matematica es el aprendizaje de
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conceptos que a los estudiantes les resulta dificil asimilar pero que su comprension es muy
importante para la adquisicion de otros conceptos que le siguen. Por ejemplo, los
procedimientos o algoritmos para resolver derivadas, integrales y series se basan a su vez
en la resolucion correcta de otras operaciones matematicas, como es el caso de los limites.
Sin embargo, los conceptos involucrados en el estudio de la derivada y la integral no
siempre son comprendidos en su totalidad, como ejemplo la derivada como razén de
cambio, o el significado de las constantes de integracion.

1.3.1. La situacion del Contexto

La asignatura de Calculo integral se ubica dentro del quinto semestre del Bachillerato
Tecnolégico. Se estructura formando parte de la integracion de los contenidos propios de
las asignaturas de Algebra, Geometria y Trigonometria, Geometria Analitica y Calculo
diferencial del campo disciplinar de Matematicas. Lo anterior, de conformidad con el
Acuerdo Secretarial 653, publicado en el Diario Oficial de la Federacion el 04 de septiembre
de 2012 (SEP 2017).

Para la cual a través del plan de estudio de referencia del componente basico del marco
curricular de la educacion media superior (p.228) se establecen los aprendizajes clave de
la asignatura, segun la figura 1.

Aproximacion y calculo del “area bajo la
curva” por métodos elementales (método
de los rectangulos y métodos de los

trapecios).
Pensamiento ooy ” Antiderivada de funciones elementales
. acumulacion: .
y lenguaje ) (algebraicas y trascendentes).
variacional. Cilculo integral. Tratamiento analitico de las integrales

definida e indefinida. Uso intuitivo de los
procesos infinitos y las situaciones limite
aplicados a problemas de las ciencias
naturales, exactas y sociales.

Figura 1.- Aprendizajes Clave de la asignatura: Calculo Integral Fuente: SEP (2017)

En este plan de estudios se especifican tres contenidos centrales, donde se observa que
uno de ellos se describe como “Antiderivada de funciones elementales y trascendentales”.,
y dentro de las trascendentales ubicamos a las trigonométricas.

De acuerdo a Toto et al., (2017), el estudio de las funciones es fundamental en toda
formacion matematica asociada con problemas econdmicos, financieros y politicos y el

-18 -



tratamiento de temas de analisis matematico como derivadas e integrales y de la fisica que
requieren de tales conocimientos.

El calculo de integrales es el mas avanzado de los algoritmos matematicos estudiados en
bachillerato, pues conjuntamente se reunen algoritmos algebraicos y de derivacién, y
también el hecho de que calcular una integral es una operacion inversa fundamental a la
derivacion. Intervienen el algebra y las reglas de derivacién, ya que con frecuencia es
necesario efectuar transformaciones algebraicas, sustituciones, factorizaciones, etcétera. A
su vez también resulta importante tener que derivar funciones, e incluso en algunos casos
resolver sistemas de ecuaciones. Puede ser necesario identificar las funciones que
intervienen en una composicion y también efectuar la composicion de funciones al derivar.
(Arreguin, 1989)

Sin embargo, a pesar de su importancia, esta rama de las matematicas ha tenido grandes
dificultades en la ensefianza y el aprendizaje. Ello ha motivado que durante los ultimos afos
se haya venido realizando cierta reflexion, en torno a las posibles dificultades propias en la
ensefianza del calculo (Alanis, 1987).

Por su parte Isuasti y Mendoza (2021), mencionan que el calculo de integrales
trigonométricas es un proceso complejo donde se debe de tener claro los procedimientos a
seguir y ser muy observador al elegir la técnica de integracién apropiada. Con base en lo
anterior y en la experiencia docente de esta autora se ha identificado que en el tema de
integrales trigonométricas se encuentra una oportunidad para poder proponer una tarea de
aprendizaje que tenga como propdsito mejorar el entendimiento de las ideas y conceptos
alrededor de este topico.

1.3.2. Phothomath

Photmah es una aplicacion desarrollada por Photmath Inc versién 8.3 que emplea
tecnologia de visién artificial para el reconocimiento de patrones. En esta aplicacion, la
interactividad del software y usuario es a través de la camara del Smartphone. Es decir, al
ejecutarse la app, el Smartphone esta listo para colocarlo de manera perpendicular sobre
el ejercicio en cuestion, automaticamente la aplicacion hace un escaneo del mismo y lo
traduce de la forma escrita como es presentado y lo resuelve.

En la siguiente tabla (Tabla 3) se enlistan los patrones y simbolos que reconoce
Phothomath.
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Tabla 3.- Patrones o simbolos que reconoce Phothomath

Aritmética +(adicion),- (sustraccion),*(producto), /(cociente).
Signos de agrupacion ({)llaves, ([) corchetes, () paréntesis.
Simbolos especiales (), derivadas (dx d )
Funciones trigonométricas Seno, coseno, tangente, etc.

Esta aplicacion puede resolver ejercicios matematicos y a su vez mostrar el paso a paso de
la solucion dada. Por lo tanto, resuelve integrales aritméticas, logaritmicas, exponenciales
y trigonométricas.

Se encuentra disponible en su sitio web, https://photomath.net/en/ (disponible en varios
idiomas, entre ellos, inglés, espafiol, francés, italiano, portugués) contiene un menu que
incluye: Descargar la aplicacion para android, esta aplicacion funciona muy bien en
teléfonos de gama media compatibles con la version gratuita.

1.3.3 Delimitando el problema.

Segun Segura y Chacon (1996), la ensefianza tradicional no permite que los alumnos
puedan tener acceso a herramientas que les sirvan para indagar, analizar y discernir la
informacion, pues casi siempre, la ensefianza tradicional de las matematicas hace que el
estudiante realice los ejercicios usando papel y lapiz, sentado en su pupitre (Radford y
André, 2009). Esta practica tradicional de ensefianza permite que en ocasiones los
estudiantes se aburran o cansen de realizar acciones repetitivas que llegan a ser algunas
veces monotonas ya que en la mayoria de las ocasiones el docente no plantea aplicaciones
y se dedica a ensefar procesos.

En este sentido de acuerdo a Ursini (2006) la tecnologia es una alternativa para que los
estudiantes se conviertan en sujetos activos y participativos, y que a su vez se propicie la
comunicacion entre los alumnos y con el profesor, ayudando a la construccion conjunta de
significados a través de la tecnologia.

Por su parte Harel y Dubinsky (1992), sefialan que el aprendizaje de matematicas de los
estudiantes esta fuertemente ligado a la parte algoritmica y no al concepto involucrado. En
este mismo sentido, Artigue (1995), sefala que “... frente a las dificultades encontradas, la
ensefianza tradicional y, en particular, la ensefianza universitaria, aun si tienen otras
ambiciones, tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo y a
evaluar en ese sentido las competencias adquiridas en ese dominio. Este fenémeno se
convierte en un ciclo vicioso: para tener niveles aceptables de éxito, se evalua aquello que
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los estudiantes pueden hacer mejor, y esto es, a su vez, considerado por los estudiantes
como lo esencial, ya que es lo que se evalua” (p. 97).

Por las razones expuestas, es necesario adoptar una visién de la ensehanza de las
matematicas en la que se favorezcan los procesos de reflexion y construccion de
significados, en vez de promover los aprendizajes algoritmicos ya que la sola utilizacion de
un software no garantiza que los estudiantes desarrollen un proceso de reflexion o
comprension de conceptos que permitan mejorar su aprendizaje en diversos topicos. Es
necesario que se considere que el uso de una herramienta digital quede determinada a
través de una secuencia de actividades que tengan un propdsito definido.

De acuerdo a Ruiz et. al (2015), se destaca que las herramientas empleadas en el proceso
ensefianza aprendizaje son insuficientes por las siguientes razones: ). Los contenidos que
presentan son limitados y carecen de una actualizacion frecuente. Il). El software por si
mismo no es capaz de lograr aprendizajes de conceptos matematicos si no es utilizado de
forma racional y acompanado de actividades didacticas que produzcan reflexiones
significativas en los estudiantes.

Por lo tanto “Las aplicaciones moviles solo se utilizan como una herramienta que auxilia al
estudiante en su aprendizaje, al permitirle verificar, comparar y detectar sus errores en el
procedimiento o bosquejo de los ejercicios realizados en clase o en casa.” (Ortiz, 2019 p.
76), sin embargo, como lo mencionan Angel y Bautista (2001), existe el temor en muchos
profesores de matematicas que provoca el fantasma de la automatizacion de los procesos
de calculo: si el ordenador lo hace todo.... $qué aprenderan los estudiantes?, y como
respuesta a esta interrogante estos autores mencionan que dichos temores son mas
propios de aquellos que persiguen convertir a sus estudiantes en maquinas de calcular y/o
de memorizar que, en profesionales creativos, con una capacidad de raciocinio
desarrollada, dotados de sentido critico, y con una buena dosis de intuicion y de recursos
matematicos que les puedan ser utiles en su trabajo.

Desde este punto de vista se propone incorporar el uso de la app Phothomath en el disefio
e implementacion de una tarea de aprendizaje en el tema Integrales de funciones
trigonométricas, para que sirvan como herramienta en la ensefianza de resolucién de este
tipo de integrales, que pretende servir desde diferentes puntos de vista: a) comparacion, b)
guia y c) comprobacioén, ya que de acuerdo a Torregrosa et al. (2010)., sefala que “las
conceptualizaciones sobre la comprobacién matematica, requieren un ambiente virtual de
aprendizaje y sus influencias en la solucion de problemas” (p.380).

Con base a lo descrito anteriormente podemos plantearnos la pregunta de § Cdmo emplear
la app Phothomath como un elemento central en el diseio de una tarea de
aprendizaje, para mejorar el proceso de entendimiento en el tema de integrales
trigonométricas?
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A partir de esta pregunta podemos plantearnos otras preguntas mas concretas:

- ¢ Cuales son las caracteristicas de la aplicacion que pueden emplearse en el disefio de
una tarea de aprendizaje en el tema de integrales de funciones trigonométricas?

- ¢, Como implementar la tarea disefiada con un grupo de estudiantes del curso de calculo
integral de quinto semestre de bachillerato?

- ¢Como identificar los procesos de entendimiento, y las posibles dificultades de los
estudiantes durante la implementacién de la actividad?

Con base en estas preguntas a continuacion se describen los objetivos de esta
investigacion.

1.4 Objetivos de la investigacion

La investigacion tiene su fundamento en la influencia del uso de una app en la ensefanza
y aprendizaje de tépicos de matematicas en el bachillerato. Tomando como referencia que
de acuerdo a Martin y Tenorio (2014), al usar una app en la practica docente, se pueden
realizar preguntas a los alumnos que de otro modo no se podrian hacer y que no se centran
en la simple realizacion correcta de calculos (ya que los hace el ordenador), sino en la
asimilacion de conceptos y adquisicion de competencias matematicas. En este caso se
debe de poner especial atencion en si el alumno sabe cuando y como deben aplicarse los
métodos tratados y si sabe interpretar adecuadamente (y, por tanto, utilizar) las soluciones
devueltas por el software al problema que se haya planteado. Las preguntas no deben
limitarse a escribir simplemente la salida dada por el software. Se consideran como base
los siguientes objetivos:

-Objetivo General

Caracterizar los procesos de entendimiento de los estudiantes en la solucion de integrales
de funciones trigonométricas mediante el uso de una aplicacion matematica integrada en
una tarea de aprendizaje.

-Objetivos Especificos

-Definir las caracteristicas de la aplicacion que pueden emplearse en el disefio de una tarea
de aprendizaje en el tema de integrales de funciones trigonométricas

-lmplementar la tarea disefiada con un grupo de estudiantes del curso de calculo integral
de quinto semestre de bachillerato.

-ldentificar los procesos de entendimiento, y las posibles dificultades de los estudiantes
durante la implementacion de la actividad.
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CAPITULO 2. MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se describen los diferentes tipos de marcos de referencia, tales como:
tedrico, practico y conceptual, describiendo algunas de sus caracteristicas y componentes,
igualmente se describen las dimensiones que los sustentan, que son de tres tipos:
ontoldégico, epistemoldgico y didactico.

2.1. Introduccion

El marco referencial es un elemento importante de cualquier investigacion. Consiste en una
compilacion breve y precisa de conceptos, teorias y reglamentos que estan directamente
ligados con el tema y el problema de la investigacion. “Esta parte de la investigacion permite
dilucidar las ideas y las finalidades de los autores.” (Pérez, 2019 p.23).

De acuerdo a Ander-Egg (1990) el marco referencial es un espacio que sirve para expresar
las proposiciones teoricas generales y especificas, los postulados, los supuestos,
categorias y conceptos que han de servir de referencia para ordenar los hechos referentes
al problema que se esta investigando, este contiene un conjunto de elementos
conceptuales, principios, sentencias, paradigmas, categorias y modelos referidos al
problema de investigacién, y suele derivarse de la teoria desde la cual interpretamos la
realidad. Se debe elaborar a partir de un cuerpo de referencia mas amplio, o directamente
a partir de una teoria.

El enfoque que se adopta para el anadlisis del objeto de estudio debe de ubicarse en la
perspectiva de lineamientos de caracter tedrico. Esto exige del investigador la identificacion
de un marco de referencia sustentado en el conocimiento cientifico; por ello cada
investigacion toma en cuenta el conocimiento previamente construido, por lo que cada
investigacion se apropia de parte de la estructura tedrica ya existente, por lo anterior cada
problema posee un referente tedrico que se convierte en la base que brinda al investigador
el conocimiento del objeto de estudio (Bavaresco, 2006).

Eisenhart (1991) y Lester (2005) sugieren la existencia de tres tipos de marcos de
investigacion, cada uno con caracteristicas particulares:

1) Marco Tedrico: El marco tedrico se caracteriza por su rigidez y poca flexibilidad, ya
que se considera que al hacer uso de este se deben seguir los principios y
procedimientos de la teoria de manera estricta. Lo cual limita la actividad del
investigador, pues se considera necesario seguir de manera muy rigurosa los
lineamientos, las formas de argumentacion y experimentacion que presenta la
teoria. De esta manera se considera que al utilizar un Marco Teérico los resultados
que se presentan no son evidencia, sino mas bien algo decretado a través de los
principios establecidos por la teoria, es decir, generalmente el investigador acomoda
los resultados al contexto de la teoria (Einsehart, 1991).

2) Marco Practico: En un Marco practico la investigacion es guiada a través de la
experiencia y conocimiento propios de la persona que la esta realizando, esto se
considera una limitante ya que no se toma en cuenta otras perspectivas, al
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enfocarse Unicamente al conocimiento generado y obtenido previamente en otras
investigaciones realizadas por el mismo autor. Se considera que los resultados
obtenidos a partir de una investigacion basada en un marco practico son
extremadamente locales (Einsehart, 1991), razon por la cual, no es muy conveniente
hacer uso de este tipo de marcos pues limita los resultados al ser aplicables
solamente a situaciones en extremo restringidas, en lo referente a circunstancias,
condiciones y contexto.

3) Marco Conceptual: Un Marco Conceptual puede estar basado en distintas ideas o
constructos provenientes de diferentes teorias, modelos o perspectivas, y varios
aspectos del conocimiento del investigador las cuales necesariamente deben de
relacionarse para poder formar parte de una estructura. Un marco conceptual se
adapta a las necesidades particulares del problema que se esta investigando. Un
constructo es algo abstracto, por lo que no se puede observar directamente, pero si
es de gran utilidad al momento de interpretar datos empiricos. Los marcos
conceptuales adoptan constructos tedricos de distintas fuentes, asi como resultados
practicos derivados de la experiencia personal del investigador o de investigaciones
previas. En un marco conceptual es necesario ser explicito con los supuestos que
el investigador sostiene (ontoldgicos, epistemoldgicos o didacticos, entre otros),
porque de esta manera permitira al lector entender por qué el investigador o equipo
hace lo que hace y a su vez también permite a los investigadores justificar, de forma
clara y concisa, por qué se eligieron ciertos conceptos y relaciones, y no otros, para
sustentar la investigacion (Lester, 2005).

Por lo tanto y tomando en cuenta cada una de las descripciones arriba mencionadas, donde
se especifican algunas caracteristicas de los marcos que algunos autores proponen, en
esta investigacion se opta por hacer uso de un marco conceptual que sirva para
fundamentar tedricamente este trabajo.

2.2. Elementos que integran el Marco Conceptual

Segun Mishra y Koehler (2006) citado en Barrera y Reyes (2018), varias investigaciones en
educacion matematica, demuestran que un programa de investigacion se puede estructurar
alrededor de mas de una perspectiva. lo que permitira analizar con mas detalle los procesos
cognitivos y a su vez identificar las dificultades que muestran los estudiantes al abordar
tareas de aprendizaje matematico. De esta manera se podran elaborar bases teoéricas.

Respecto a lo descrito anteriormente el marco referencial de este trabajo de investigacion
esta orientado bajo tres dimensiones: (i) ontoldgica, (ii) epistemoldgica y (iii) didactica.

2.2.1 Dimension ontoldgica

Por su etimologia la ontologia proviene del griego ontos que significa "ser, ente" y de logos
que significa "discurso, reflexion". Se ocupa de la definicion del ser, asi como de estudiar
las propiedades, estructuras y sistemas de las cosas, para establecer las categorias del
origen epistemolégico ya que nos dara soporte en el proceso metodolégico con el que el
alumno aprende, a través de su experiencia y organizacién de ideas dentro de su propia
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estructura cognitiva, que sera diferente a la del resto de sus compafieros, suponiendo en
un contexto grupal. Dado que aprender es un proceso social, el medio cultural y sus
producciones determinan las caracteristicas del conocimiento que se construye (Werstch,
1993).

Esta dimension se refiere a la naturaleza de los fendmenos sociales y a su grado de
estructuracion, desde el punto de vista de la investigacion educativa. Es una rama de la
filosofia que estudia lo que es y lo que no es, es considerada como la dimension fundante

de lo que se piense sea “real” e “irreal”. “Ser” y “no ser” constituyen el predicado mas general
que se puede dar (o que “puede tener”) a cualquier ser o cosa.

En pocas palabras, la dimension ontoldgica, es decir, la manera de ver y entender la
realidad educativa, se considera como la naturaleza de lo que pretendemos investigar, es
una realidad objetiva, observable y medible. (Alguacil de Nicolas et. al. 2016)

De igual manera, la palabra "matematica" (en griego pabnuartikd mathématika, "las cosas
que se aprenden") proviene del griego antiguo pdbnua (matematicas), que significa "campo
de estudio o instruccion”. Por lo tanto, se considera que el aprendizaje matematico requiere
esfuerzo o instruccion.

Se puede decir también que la Matematica es vista como un gran conjunto de expresiones
simbdlicas y féormulas, Flores (1998) menciona lo siguiente:

“El estudio ontolégico de las matematicas nos permitira discutir sobre la dialéctica
descubrimiento/creaciéon, la consideracion matematica producto/matematica
proceso, la relacion entre el objeto y el sujeto de conocimiento, la relacion entre el
conocimiento individual y el conocimiento colectivo, la relacion entre el conocimiento
matematico y la naturaleza material, el valor de verdad de los conocimientos
matematicos y la utilidad y/o belleza de las matematicas.” p.40

En otras palabras, hace referencia a las matematicas como una relacién entre dos entes,
el sujeto y el objeto, y que a su vez en esta relacion existira el descubrimiento o creacién
del conocimiento de manera individual o grupal para dar valor y utilidad a los significados
matematicos.

En relacion a lo anteriormente descrito, la postura ontoldgica que se adopta en este trabajo
de investigacion, refiere al conocimiento como algo que se encuentra en constante cambio
con base en nuevos descubrimientos, también es importante atribuirle caracteristicas que
puede desarrollar el estudiante cuando aprende matematicas, entre ellas destacan la
capacidad de analisis y reflexion, y la necesaria adquisicion de una disposicién para ver el
mundo a través de la lente de un matematico (Schoenfeld, 1992; Sarama y Clements, 2009;
Clements y Sarama, 2013), y no unicamente memorizar hechos y adquirir fluidez para llevar
a cabo algoritmos o procedimientos rutinarios. (Barrera y Reyes, 2018).

Al respecto Bonilla (2013) nos recuerda que la Matematica es en si misma una
interpretacion racional y problematica del universo en su esencia ontologica:
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“La matematica es la ciencia de estructurar una realidad estudiada, es el conjunto
de sus elementos, proporciones, relaciones y patrones de evolucion en condiciones
ideales para un ambito delimitado". Es decir: "Hacer matematica es desentrafiar los
ritmos del Universo". Es inherente a esa realidad, independientemente del
observador, o de que se interprete como onda o como particula, o nivel vibratorio y
numero de dimensiones de referencia.” (p. 198).

2.2.2 Dimension epistemoloégica

El término epistemologia deriva del griego episteme que significa conocimiento, y es una
rama de la filosofia que se ocupa de todos los elementos que procuran la adquisicion de
conocimiento e investiga los fundamentos, limites, métodos y validez del mismo. (Ceberio
y Watzlawick, 1998).

“Epistemologia” significa “estudio de la ciencia”; o mejor, cuestionamiento del alcance del
conocimiento cientifico, no en cuanto a sus resultados; sino, en cuanto a su modo, a su
método. (Alvarez y Fernandez, 2016).

Para llegar a deducir como se estructura el conocimiento y como se organiza es importante
que se conozcan los aspectos fundamentales y los modos generales de ser de las cosas.

De acuerdo a Barrera y Reyes (2018) se supone que cada persona construye, de forma
activa, su propio conocimiento cuando se enfrenta con problemas que desequilibran sus
estructuras cognitivas, independientemente del contexto o la presencia y naturaleza del
proceso de ensefanza, Schoenfeld (1992) menciona que para aprender matematicas, es
necesario ver el mundo desde la perspectiva de un matematico donde se necesita segun
Polya (1945) tener disposicion para realizar actividades como la experimentacion,
exploracion, formulacién de conjeturas, justificacion de resultados, comunicacion de ideas,
asi como la resolucion de problemas desde diferentes rutas.

Por otro lado, se considera que el aprendizaje es un proceso que se lleva a cabo en una
comunidad donde se construyen significados o entendimientos considerados como
compartidos (Cobb et al., 1991).

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores en este trabajo se toma una postura
socioconstructivista. De esta manera se considera que el conocimiento nace de la
experiencia de la base del propio estudiante donde se necesita experimentar lo que se esta
mencionando de manera concreta y asi causar conjeturas fundamentadas.

En esta perspectiva, se acepta que el aprendizaje es un proceso continuo, cada estudiante
dentro y fuera del aula, y que cada estudiante interpreta una experiencia, particularmente
las tareas que enfrenta en la clase de matematicas, en términos de su estructura cognitiva
y de la constitucion particular de esta, la que, a su vez se constituye a partir de experiencias
personales; por ello, el conocimiento que construye un estudiante, a pesar de haber
abordado las mismas tareas que el resto de los integrantes de una misma comunidad de
practica, sera diferente del de los demas; porque la estructura cognitiva es el medio a través
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del cual el cerebro de una persona construye la realidad, y porque dicha estructura esta
organizada a partir de experiencias, las cuales son de caracter individual y dependientes
del sistema de interpretacion (los sentidos, un sistema nervioso y un cerebro), en
consecuencia, la estructura cognitiva de cada persona difiere de la estructura cognitiva de
cualquier otra persona. Las consideraciones anteriores permiten afirmar que en un salén
de clase se construyen significados considerados-como-compartidos y no significados
compartidos, ya que solo tenemos la esperanza, nunca la certeza, de que las formas de
entender las ideas o conceptos matematicos de una persona son parecidas o presentan
gran semejanza con las del resto de los integrantes de la comunidad de practica (Cobb et
al., 1991).

Dentro de este contexto de comprension de lo humano en cada alumno, Gonzalez (2004)
expresa ideas semejantes en cuanto a la importancia de la vida misma del estudiante y su
entorno, y asi comprender lo visto en clases:

“El alumno es visto como un constructor activo de su propio conocimiento mientras que el
educador va a cumplir un papel facilitador de dicho conocimiento. En tal sentido, cuando el
educando es un participante activo de su propia educacién tiende a facilitarsele la
aplicacion de su conocimiento obtenido a hechos acontecidos en su vida cotidiana. Si se
ubica el analisis en la actualidad se puede observar que el curriculum en muchas
instituciones de educacion superior, esta dirigido a un enfoque constructivista, ya que
busca que el educando participe activamente en el proceso de ensefianza y aprendizaje.
En esa misma proporcion el alumno reconstruira activamente sus creencias tomando
selectivamente la informacién que le suministre el entorno y que sea de su propio interés;
también le va a permitir reafirmar la estructura en base a los fenémenos racionales tomando
en cuenta los elementos culturales y las actividades de su vida cotidiana para que los
alumnos logren la competencia racional.” (p. 50)

Asi pues, la actividad matematica es una determinada manera de pensar, actuar y dialogar
sobre sus contenidos abstractos y sobre la vida misma. Este doble aspecto traduce las
dimensiones de investigacion y docencia.

En este mismo contexto, Montero (2006) describe a las matematicas como algo que
necesariamente tiene que trascender hacia la utilidad cotidiana, que son necesarias para
comprender y analizar la abundante informacién que se recibe en el dia a dia.

Desde la misma perspectiva, “el aprendizaje de los estudiantes debe ser activo, deben
participar en actividades en lugar de permanecer de manera pasiva observando lo que se
les explica.” (Hernandez, 2008, p.27). A partir de lo anterior, se establece que las
aplicaciones moviles se convierten en una alternativa apropiada, para impulsar la
participacion activa del alumno y profesor en los procesos de ensefianza-aprendizaje.
(Oviedo 2019).

Tall (1991) sefala que el ordenador puede ser usado durante el aprendizaje con un objetivo
muy preciso: llevar a cabo los procedimientos y conceder al estudiante concentrarse en sus
productos. Permitiria asi un cambio en la encapsulacién de procesos pues, en vez de forzar
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al estudiante a aprender e interiorizar en primera instancia el proceso, le permitiria centrarse
en las propiedades del producto, en sus relaciones a mas alto nivel. Surge asi, lo que Tall
denomina “principio de construccion selectiva del conocimiento”, mediante el cual el
estudiante es alentado a centrarse separadamente en los procesos matematicos y en los
productos de tales procesos. El ordenador facilita que no siempre se focalice el proceso
como paso previo al producto.

Segun las investigaciones de Perez (2014), con el uso las apps se mejora el proceso de
ensefianza aprendizaje, y resulta beneficioso ya que el estudiante se siente motivado y
dinamico mejorando sustancialmente la relacién estudiante — docente. El uso de la
tecnologia, la variabilidad y fuerza permiten hacer un andlisis de lo que los estudiantes
deben aprender y de qué manera deben hacerlo. La tecnologia nos inclina hacia el trabajo
en equipo transformando actitudes, aptitudes, concepciones y procesos cognitivos,
permitiendo un ambiente de interaccion social que buscan la solucion y el entendimiento
(Waldegg, 2002).

2.2.3 Dimension didactica

La dimensién didactica busca dar respuesta a identificar las caracteristicas del aprendizaje,
que se consideran necesarias para tener éxito en este proceso. Es necesario que los
estudiantes desarrollen niveles progresivos de entendimiento de las ideas matematicas
(Hiebert, et al. 1997).

Schoenfeld (1994), sugiere que es necesario orientar una construccion gradual de los
aspectos esenciales del pensamiento matematico de tal manera que se pueda abordar en
los siguientes aspectos: (a) desarrollar un punto de vista que valore los procesos de
matematizar, abstraer y tener una predileccion de aplicarlos, y (b) desarrollar competencias
con las herramientas del oficio (abstraccién, representacion simbdlica y manipulacién
simbdlica) y usarlas con el objetivo de entender y dar sentido a estructuras matematicas, a
través del disefio de tareas de aprendizaje.

El disefio de las actividades de ensefianza y aprendizaje, requiere de solidos conocimientos
matematicos, ademas de una formacién didactica; ambos elementos son complementarios.
En este sentido, se requiere que los docentes sean capaces de ensefar verdaderamente
los contenidos.

El profesor no debe olvidar que la Matematica es Ciencia y no un juego didactico. Se trata
de profundizar en los aspectos ontoldgicos y epistémicos, tal como lo sugiere Font (2014),
en su texto sobre epistemologia y didactica de las matematicas:

Los diferentes programas de investigacion en Didactica de las Matematicas de
manera explicita, o implicita, se posicionan sobre aspectos ontolégicos y
epistemoldgicos para fundamentar sus constructos tedricos. Dichos constructos
sirven como marco tebérico para realizar investigaciones en Didactica de las
Matematicas, pero también deben servir para orientar la mejora de la ensefianza
de esta materia y, muy en especial, deben ser dtiles en la formacion inicial y
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permanente del profesorado. En la segunda parte, se toma un constructo concreto,
el de configuracion epistémica, y se reflexiona sobre su posible utilidad en la
formacion del profesorado. (p. 109).

En este sentido, la didactica se debe ver como una metodologia que posibilita el disefio de
estrategias y la utilizaciéon de herramientas que sirven de apoyo a los estudiantes en la
apropiacion de estructuras conceptuales y simbdlicas propias de las matematicas.

2.3 Marcos Conceptuales

Considerando la tematica anterior se hablara a continuacion de los marcos conceptuales a
emplear en esta investigacion, relacionados con el tema en cuestién, haciendo referencia
a las explicaciones dadas para el problema de investigacién de interés, los procedimientos
mas adecuados para dar respuesta a sus interrogantes, asi como la fortaleza de la
evidencia alcanzada en términos de la instrumentacién metodoldgica (disefio y analisis de
los datos obtenidos), dentro de los cuales trataremos los siguientes: i) Uso de herramientas
digitales, ii) Aproximacion didactica de resolucion de problemas, iii) Tarea de aprendizaje y
demanda cognitiva, iv) Teoria de representaciones semidticas de Duval los cuales seran
descritos a continuacion.

2.3.1 Uso de herramientas digitales

Las tecnologias en el ambito educativo influyen directamente en los procesos de
aprendizaje, de esta forma se alteran los cimientos o fundamentos de los sistemas de
educacion provocando cambios y ajustes en los espacios de aprendizaje, en el concepto
de institucion o escuela, y en las formas de ensefianza. (Edwards, et al., 2021).

De acuerdo a Santos-Trigo (2011), en relaciéon al uso de estas tecnologias, si los
estudiantes disponen de estas herramientas pueden enfocar su atenciéon en procesos
claves del pensar matematicamente como la toma de decisiones, la reflexion matematica y
el razonamiento, mas que en la realizacién de procedimientos rutinarios. cuando se hace
uso de la tecnologia como apoyo de aprendizaje se pueden obtener ventajas como es que
proporciona retroalimentaciéon inmediata, lo que permite al alumno descubrir sus errores,
analizarlos y corregirlos. “En estos ambientes el error ya no es algo que hay que esconder,
se vuelve mas bien un medio para profundizar en el aprendizaje.” (Ursini, 2006, p.25).

Se tiene evidencia, las herramientas digitales, modifican la manera de construir el
conocimiento matematico, asi como la forma de movilizar los recursos, ante una actividad
realizada a lapiz y papel (Sandoval y Moreno-Armella, 2012). Ademas, en general ésta
relacion entre aprendiz y herramienta se da a través de los que los autores llaman proceso
de mediacion.

Aunado a ello, se considera fundamental la incorporacion de estas herramientas para
aprender y reaprender conceptos matematicos inmersos en el curriculo escolar, y
transformarlos didacticamente en objetos (Moreno-Armella, 2013) y, bajo esta nueva
condicion, incorporarlos en la ensefianza como instrumentos mediadores.
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2.3.2 Aproximacion didactica de resolucion de problemas

La perspectiva de resolucidon de problemas promueve que el estudiante use estrategias
empleadas comunmente por los matematicos al resolver problemas (Santos-Trigo, 2020),
haciendo uso de elementos didacticos orientados a que los estudiantes desarrollen un
aprendizaje basado en el descubrimiento, asi como disposicién para explorar e investigar
relaciones, emplear distintas formas de representacion al analizar fenémenos, usar distintos
tipos de argumentos y comunicar resultados (Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez, 2018).

La resolucién de problemas ha tomado un mayor impulso en la educacion matematica en
los ultimos 30 afos logrando asi el desarrollo de grandes proyectos (Sepulveda et al. 2009).
Quizas la razén sea que se nutre de los aspectos esenciales del quehacer matematico: los
problemas y las acciones tipicas del pensamiento que intervienen en el proceso de solucion.
El estudio e incorporacion de estos aspectos, asi como la puesta en claro de como realizar
acciones que contribuyan a la resolucion de los problemas, se debe a George Polya que,
debido al acostumbrado fracaso de sus estudiantes en el aprendizaje de las matematicas,
se propuso disefiar un método que pudiera servirles para aprender a resolver problemas,
al cual denomind ¢,Como resolverlo? (Polya, 1945), marcando asi un nuevo rumbo en el
estudio de problemas relacionados con la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Es a partir de la década de 1970 cuando se reconoce plenamente el trabajo de Polya y
surgen estudios, articulos y libros que buscan dar explicaciones a sus planteamientos
desde diferentes angulos, donde se destacan dos importantes planteamientos surgidos de
estos estudios: el primero se relaciona con el disefio de problemas o tareas que resulten
utiles en la ensefianza de las matematicas, y el segundo tiene que ver con la
implementacion de una forma de instruccion que combine el trabajo colectivo de los
estudiantes, en pequefios grupos y en toda la clase, con el individual (Sepulveda et al.
2009).

Ademas, a Polya se debe la incorporacion de los procesos heuristicos y el monitoreo y
control como ingredientes fundamentales en la resolucién de problemas y, por tanto, en la
educacion matematica.

Polya (1945) establece que la resolucidn de problemas es una caracteristica esencial que
distingue a la naturaleza humana y cataloga al hombre como “el animal que resuelve
problemas”. Siendo un matematico productivo, se preocupd por el mal desempefio de sus
estudiantes en el aprendizaje de las matematicas, particularmente al resolver problemas,
ademas, establece que existen dos tipos de problemas: rutinarios y no rutinarios. Los
problemas rutinarios son aquellos que, teniendo interés en resolverlos, el que los enfrenta
encuentra el camino de solucion de manera casi inmediata, no requieren un esfuerzo mental
extraordinario para visualizar el método, el trazo, el algoritmo o el lugar donde puede
consultarse una idea para su solucién. En cambio, los problemas no rutinarios requieren
esfuerzo y meditacion antes de que se vislumbre alguna idea para la solucién. Esta
clasificacion es relativa, pues para algun estudiante resolver un problema puede significar
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un esfuerzo demasiado grande, para otro puede ser menor el esfuerzo realizado, y puede
significar un acto de simple recordatorio para un matematico talentoso o un estudiante con
entrenamiento.

Schoenfeld (1985) profundiza y complementa el trabajo de Polya; incorpora y justifica la
dimension cognitiva en el proceso de resolucion de problemas. Llama metacognitivos a los
procesos de reflexion que estan asociados a las acciones mentales de monitoreo y control
que actuan implicita y continuamente mientras se resuelven problemas; es una habilidad
que se va desarrollando y ayuda a identificar desviaciones y contradicciones que se
cometen en el camino de solucion. Para Schoenfeld, las indicaciones que permiten avanzar
en el método propuesto por Polya equivalen a hacer un inventario de lo que el estudiante
sabe y de la manera en la que adquirié los conocimientos

Con este tipo de actividades, se espera que los estudiantes desarrollen ciertas habilidades
para el estudio y entendimiento de las matematicas, las cuales estan vinculadas con los
aspectos caracteristicos del quehacer de las matematicas, es decir, con acciones cotidianas
que realiza una persona que se encuentra inmersa en resolver problemas. Schoenfeld
(1992) identifica estas acciones como las caracteristicas del pensamiento matematico:
tomar casos particulares, plantear conjeturas, descubrir patrones y relaciones, hacer
generalizaciones y justificar resultados. También reconoce que el aprendizaje de las
matematicas es un proceso continuo que se ve favorecido en un ambiente de resolucion de
problemas, donde los estudiantes tienen oportunidad de desarrollar modos de pensar
consistentes con el quehacer de la disciplina.

Asi, el reto en la instruccion matematica es generar condiciones de aprendizaje para los
estudiantes en las que se reflejen valores propios relacionados con el desarrollo de la
disciplina. En particular, el salon de clases debe promover actividades y habitos
consistentes con la practica real de la disciplina (Schoenfeld, 1992, p. 345). La resolucién
de problemas parece ser funcion de varias categorias de factores interdependientes, como
la adquisicion y utilizaciéon de conocimientos, control, creencias y contextos sociales y
culturales (Sepulveda et al., 2009).

2.3.3 Tarea de aprendizaje y demanda cognitiva

Un elemento clave en las caracteristicas del aprendizaje en los estudiantes son las tareas
que el profesor implementa en el salén de clases, (Doyle, 1988). A contrapartida de los
procedimientos memoristicos o rutinarios al momento de abordar una tarea, que no le
demandan al estudiante un mayor esfuerzo ni poner en juego algunos conocimientos
previos, una tarea de aprendizaje debe brindar experiencias no rutinarias, y que requieren
de un mayor razonamiento conceptual y el establecimiento de conexiones entre diferentes
contenidos y procedimientos, favoreciendo un aprendizaje con entendimiento (Hiebert et
al., 1997 citado en Torres et al., 2022).

Durante el disefio de tareas de aprendizaje es fundamental tomar en cuenta aspectos
relevantes como:
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o Elegir adecuadamente el problema en torno al cual se disefara la tarea de
aprendizaje

o Definir con claridad el objetivo de aprendizaje que se persigue con la ejecucion de
la actividad

e Identificar los elementos matematicos en torno al objetivo

e Considerar los recursos disponibles para resolverla.

Por otro lado, debemos de tener en mira un constructo teérico que sirve para medir el nivel
de la demanda cognitiva de las tareas matematica creado por Stein, Remillard y Smith
(2007), en el que clasifican las tareas con base en dos niveles de demanda, aquellas que
incluyen a la memorizacion y a la realizacidon de procedimientos sin conexion las cuales son
clasificadas como tareas de bajo nivel de demanda cognitiva, y aquellos que se clasifican
como alto nivel de demanda cognitiva, en las que se puede observar la realizacion de
procedimientos con conexiones.

2.3.4 Teoria de representaciones semiéticas de Duval

Segun Raymond Duval (2004) el aprendizaje de las matematicas constituye un campo de
estudio propicio para el andlisis de actividades cognitivas importantes como la
conceptualizacion, el razonamiento, la resolucion de problemas y la comprension de textos.
Ensefiar y aprender matematica conlleva que estas actividades cognitivas requieran
ademas del lenguaje natural o el de las imagenes, la utilizacién de distintos registros de
representacion y de expresion. En la matematica encontramos distintos sistemas de
escritura para los numeros, notaciones simbdlicas para los objetos, escrituras algebraicas,
I6gicas, funcionales que se tornan en lenguajes paralelos al lenguaje natural para expresar
relaciones y operaciones, figuras geométricas, graficos cartesianos, redes, diagramas de
barra, diagramas de pastel, etc. Cada una de las actividades anteriores constituye una
forma semidtica diferente, entendiéndose por tal a la actividad de formacién de
representaciones realizadas por medio de signos. EI dominio de las operaciones necesarias
para cambiar la forma mediante la cual se representa un conocimiento es primordial, ya que
se constituye en una operacion cognitiva basica que estd muy relacionada con los
tratamientos de comprension y con las dificultades del aprendizaje conceptual. Esto puede
ser la causa de obstaculos que sélo la coordinacién de varios registros semioticos ayuda a
remontarlos, y en consecuencia el dominio de la habilidad para cambiar de registro de
cualquier representacion semiotica en el aprendizaje de la matematica se torna
fundamental. En sintesis, los conceptos matematicos no son objetos reales y por
consiguiente se debe recurrir a distintas representaciones para su estudio y para llevarlo a
cabo resulta importante tener en cuenta que las mismas no son el objeto matematico en si,
sino que ayudan a su comprension. Si no se distingue el objeto matematico (nimeros,
funciones, rectas, triangulos, etc.) de sus representaciones (escritura decimal o fraccionaria,
graficos, trazados de figuras, etc.) no puede haber comprensién en matematica. Por otra
parte, las representaciones semiéticas no deben confundirse con las representaciones
mentales es decir con el conjunto de imagenes y concepciones que un individuo puede
tener acerca de un objeto, una situacién y sobre todo lo asociado al mismo (Oviedo et al
2012).

-32-



2.3.5 Articulacién de los marcos conceptuales

Se considera que dentro de la presente investigacion se articulan los marcos conceptuales
antes mencionados, de tal forma que la propia intencion de hacer uso de una herramienta
digital, en este caso una app, dentro de la tarea de aprendizaje involucra directamente al
marco conceptual: Uso de herramientas tecnoldgicas, que como ya se menciond
anteriormente debido al desarrollo propio de la humanidad es conveniente propiciar una
estrecha relacion entre la educacion y la tecnologia.

En el mismo sentido es sumamente importante que durante el proceso de disefio de una
tarea de aprendizaje, el profesor reflexione sobre la utilizacion de herramientas digitales,
pues de hacerlo, debe asumir como parte de su rol, adecuar el escenario de instruccion y
los recursos disponibles, para el logro de los objetivos de aprendizaje planteados. En la
medida en que se disefie adecuadamente una tarea de aprendizaje, se puede propiciar en
los estudiantes el desarrollo de episodios en los que muestren elementos que caracterizan
al pensar matematicamente: identificar datos e incognitas, representar la informacién en
diferentes registros, identificar patrones, elaborar conjeturas, implementar y ejecutar
estrategias de solucion, discutir sus estrategias, comunicar resultados.

De esta manera se ve involucrado el marco conceptual: Resolucion de problemas puesto
que a lo largo del proceso de la tarea de aprendizaje estan presentes los principales
elementos propuestos por el método de Polya y modificados por Schoenfeld donde se
toman en cuenta casos particulares, que permitan a los estudiantes plantear conjeturas,
descubrir patrones y relaciones, para luego hacer generalizaciones y justificar resultados.

Tomando en cuenta que el proceso inquisitivo es la manera en que un profesor guia la fase
de aplicacion de una tarea de aprendizaje, el docente puede hacer uso adecuado de este
proceso que le permita guiar y extender la actividad. De igual forma este proceso inquisitivo
puede permitir que una tarea o actividad de aprendizaje matematica pueda alcanzar
distintos niveles de demanda cognitiva (Stein y Smith, 1998), logrando asi involucrar el
constructo tedrico: Tareas de aprendizaje y demanda cognitiva. Este constructo implica la
realizacion de procedimientos que: permiten crear conexiones entre distintos conceptos y
significados, proporcionan ademas tiempo suficiente para su realizacién, propician a los
estudiantes a hacer preguntas y elaborar justificaciones y explicaciones.

Por otro lado, es importante mencionar que la demanda cognitiva de una tarea matematica
puede decaer durante la implementacion de esta, por lo cual el profesor debe prestar
atencion a las acciones de los estudiantes, para promover un ambiente de trabajo en el que
el nivel de demanda cognitiva de la tarea se mantenga o incremente. (Torres et al., 2022).
De igual manera no dejaremos de lado la teoria de las representaciones semidticas de
Duval (2004), las cuales se consideran importantes para que el estudiante visualice desde
distintos enfoques un elemento matematico, con la finalidad de lograr una adecuada
interpretacion. En este sentido lograremos interrelacionar cada una de las bases
conceptuales, de constructo y tedricas que fueron consideradas dentro de la presente
investigacion.
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CAPIiTULO 3. METODOLOGIA

En este capitulo se describen las caracteristicas de la metodologia empleada, y las razones
por las que es conveniente trabajar con este tipo de aproximacién, dando a conocer algunos
de sus componentes e instrumentos de recoleccidn de datos, mismos que fueron
seleccionados para efectos de la presente investigacion.

En una segunda parte del capitulo se describen el disefo de investigacion, el alcance de la
misma, las caracteristicas de los sujetos de estudio y los aspectos relevantes del disefio e
implementacién de la tarea de aprendizaje.

3.1 Introduccion

La investigacion cualitativa y la cuantitativa son los dos principales tipos de métodos que
emplean los cientificos sociales, los psicologos y otras personas cuando intentan
comprender mejor un concepto de la sociedad. Ambos métodos de investigacion varian en
su enfoque y el método empleado.

Cuando se trata de elegir una metodologia de investigacion, es necesario considerar ciertos
aspectos relevantes que permitan tomar la mejor decisién, por ejemplo, la investigacion de
tipo cualitativo se caracteriza por su renovado interés y sentida necesidad por aplicar su
denominada metodologia cualitativa demandada especialmente por parte de socidlogos,
educadores, psicologos, cientificos sociales y planificadores urbanos, entre otros (Mesias,
2010). Las ciencias humanas implicadas siempre en la comprensién e intervencion de la
realidad en que viven las personas y sus comunidades estd obligada a conocer
exhaustivamente el contexto, por lo que analistas e investigadores sociales prefieren
hacerlo desde dentro de las comunidades o grupos sociales implicados en la investigacion
para poder captar los significados profundos (Mesias, 2010).

Al respecto para Lester (2005) la investigacion en educacion matematica ha pasado de los
estudios experimentales y cuantitativos a estudios de tipo cualitativo, pues entre sus
objetivos esta realizar descripciones detalladas de situaciones, eventos, personas,
interacciones y comportamientos que son observables (Borda 2013). En este sentido la
Didactica de la Matematica como disciplina joven, ha ido adoptando y adaptando para su
campo de estudio, las metodologias cualitativas originadas desde las ciencias sociales.

Este enfoque cualitativo de investigacion se preocupa por presentar y mostrar la esencia
del fendmeno u objeto de estudio que se pretende investigar. Algunos especialistas, como
Hernandez, et al. (2014) identifican el paradigma cualitativo como el enfoque que utiliza la
recopilacién de datos sin medicidn numérica con el fin de lograr la interpretacién del
problema estudiado; y generalmente se les asocia a proyectos de investigacion social.

De acuerdo a Martinez, citado en Campos (2010) una investigacion de enfoque cualitativo
tiene dos elementos basicos de actividad, y se considera primordial en cada proyecto
identificar y a su vez exponer la manera en que se desarrollaran estos dos elementos
basicos:
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1.- Recoger toda la informacion necesaria y suficiente para alcanzar los objetivos de la
investigacion o solucionar el problema en cuestion.

2.- Estructurar esa informacion en un todo coherente y logico.

Por su parte Fraenkel y Wallen (1996) mencionan que los estudios de tipo cualitativo
presentan cinco caracteristicas basicas: (i) EI ambiente natural y el contexto en que se da
el asunto o problema es la fuente directa y primaria, y la labor del investigador constituye
ser el instrumento clave en la investigacion. (ii) La recoleccion de los datos es mayormente
verbal que cuantitativa. (iii) Los investigadores enfatizan tanto los procesos como los
resultados. (iv) El analisis de los datos se da mas de modo inductivo. (v) Se interesa mucho
en saber como los sujetos en una investigacion piensan y que significado poseen sus
perspectivas en el asunto que se investiga.

A su vez Corbin y Strauss (2002) establecen tres componentes clave en el desarrollo de
una investigacion cualitativa que son los datos, los procedimientos y los informes.

3.2 Técnicas de investigacion cualitativa

Entre las diferentes técnicas utilizadas por los distintos métodos de investigacion cualitativa
se destacan:

e Observacion Participante: Consiste en la observacion del contexto desde la
participacion directa del investigador o analista, no es encubierta y no es
estructurada.

o Entrevista: Desarrollada en el contexto formal de la interaccion entre el analista o
investigador y la persona o grupo investigado, por tanto, puede ser de caracter
individual, grupal, estructurada o semi-estructurada.

e Técnicas Grupales: Prefiere para su estudio a los Grupos de Discusién o Grupos
Focales, pero también puede acudir a la Mesa Redonda, el Simposio, el Panel o a
los Grupos de Consenso.

o Técnicas Documentales y Textuales: Acude a los textos de toda indole donde realiza
el analisis del contenido y su discurso ahi inmerso.

3.3 Diseno de la investigacion

Los disefios de investigacion son considerados el plan, la estructura y las estrategias que
se utilizaran para dar respuestas a las preguntas de investigacién, parten de un marco de
referencia y sefialan como se obtendran los datos. El disefio también sefala cuantos y
cuadles registros u observaciones se realizaran y como se analizara la informacion obtenida,
que posteriormente se utilizara para responder la pregunta de investigacion (Reidl, 2012).

Elaborar el disefio de una investigacion cualitativa incluye algunos componentes que deben

ser coherentes con las preguntas y el planteamiento del Problema de investigacién. (Flick,
2015).
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A continuacion, anexamos una cita que nos permite puntualizar mas sobre la naturaleza de
los disefios cualitativos:

(...) cada estudio cualitativo es por si mismo un disefio de investigacion. Es decir, no hay
dos investigaciones cualitativas iguales o equivalentes (son como hemos dicho piezas
artesanales del conocimiento, “hechas a mano”, a la medida de las circunstancias)
(Hernandez, et, al. 2010, p. 492).

Existen multiples modalidades dentro del disefio de una investigacion cualitativa: i) La
etnografia, ii) La investigacion-accion, iii) La investigacion participativa, iv) El estudio de
casos, por mencionar algunos.

Hancock y Algozzine (2006) argumentan que los estudios de caso representan un tipo de
investigacion cualitativa que permiten realizar un analisis intenso y descriptivo de una
unidad o sistema, que ayudara a obtener una comprension profunda de situaciones y
significados de los involucrados. Con base en el tipo de fendmeno a estudiar, que estaria
circunscrito a un grupo de estudiantes y un docente de matematicas, consideramos que el
presente trabajo puede estudiarse mediante el disefio correspondiente al estudio de caso,
ya que busca comprender el uso significativo de una app para la construcciéon de algunos
objetos matematicos.

3.3.1 Estudio de caso

El estudio de caso como disefo de investigacion nace de la necesidad de comprender un
fendmeno social complejo, permitiendo la comprensién de las caracteristicas que
representan de un modo integrado los eventos y/o fendmenos de la vida real (Escudero,
Delfin y Gutiérrez, 2008).

Un estudio de caso es, segun la definicion de Yin (1994), “una investigacion empirica que
estudia un fenédmeno contemporaneo dentro de su contexto de la vida real, especialmente
cuando los limites entre el fendmeno y su contexto no son claramente evidentes” (pag. 13).

Por su parte para Stake (1994) es el estudio de la particularidad y la complejidad de un caso
unico, con el que se busca comprender su dinamismo en circunstancias especificas.

La mayor ventaja que tiene un estudio de caso es la capacidad de brindar informacion para
generar hipétesis a partir de una situacion especial, ya que el estudio a profundidad de ésta
puede llevar al investigador a descubrir situaciones y relaciones que en un principio no sean
obvias.

Una investigacion de estudio de caso trata exitosamente con una situacion técnicamente
distintiva en la cual hay muchas mas variables de interés que datos observacionales; v,
como resultado, se basa en multiples fuentes de evidencia, con datos que deben converger
en un estilo de triangulacion; y, también como resultado, se beneficia del desarrollo previo
de proposiciones tedricas que guian la recoleccién y el analisis de datos.
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El estudio de caso incluye una recogida formal de datos presentada como una opinion
interpretativa de un caso unico, e incluye el analisis de los datos recogidos durante el trabajo
de campo y redactado en la culminacién de un ciclo de accion, o la participacién en la
investigacion McKernam (1989).

El estudio de caso informa sobre un proyecto, innovacién o acontecimiento durante un
periodo prolongado de tiempo contando la evolucion de un relato o historia (McKernam
1989). Para su desarrollo, el estudio de caso considera tres momentos importantes: 1)
Observar 2) Recuperar la informacion y registrarla 3) Comprender el fenédmeno

¢ La observacion: Es la fase basica del estudio de caso. Cohen y Manion (1990), distinguen
dos tipos de investigacion de estudios de casos empleando técnicas de observacion, estos
son: participante y no participante; en el primer tipo el investigador se integra al grupo en
estudio; mientras que en la segunda posibilidad el investigador actia como un espectador,
con una visién desde el exterior con respecto al caso. En la actualidad los estudios de caso
por observacion de participacion directa han cobrado gran importancia tanto en la
educacion como en las ciencias facticas.

¢ Recuperar la informacion y registrarla. Esta fase depende en gran medida de las técnicas
de recoleccidon de datos tales como cuestionarios, entrevistas, notas de las observaciones
fisicas del investigador, por mencionar algunos. Es importante sefalar la relevancia que
reviste el cifrado cualitativo, que hace posible la utilizacion de documentos en forma
sistematica (Goode y Hatt, 1967).

e Comprender el fendmeno. Para llegar a la explicacion del fenédmeno hay que
comprenderlo en su contexto. La informacion es analizada, destacando dos propésitos: 1)
Formar modelos a partir de la informacién obtenida y 2) Buscar modelos significativos de
estudio. Para el primer propdsito, el investigador analiza la informacion obtenida,
comprende e informa haciendo una representacién de la situacion. Para el segundo
propdsito se buscan modelos que dan significado al estudio. Aqui el investigador realiza
comparaciones de los datos obtenidos con la finalidad de buscar rasgos, situaciones que
se repiten, distinguiendo sus caracteristicas para formar nuevos modelos con tendencia a
lo que Stake (1999) llama generalizacion naturalista.

3.3.2 Caracteristicas del estudio de caso

Las caracteristicas son las partes distintivas de cualquier objeto. A continuacion, se
presentan, tomadas de diversos autores, (McKernam, 1989; Yin 1994; Cohen y Manion
1990; Goode y Hatt, 1967; Stake 1999) algunas de estas que refieren al Estudio de Caso.
1) El investigador descubre hechos o procesos que pueden pasar por alto si utilizan otros
métodos. 2) Permite al investigador adoptar técnicas que sirvan a la tarea de distribuir, en
lugar de imponerlas impidiendo dicha tarea. 3) Se enfoca hacia un solo objeto de estudio,
lo que permite un andlisis intenso y una abundancia de datos detallados. 4) No prueban
hipétesis, pero en cambio, sugieren lineas de investigacion subsecuentes. 5) Revela una
diversidad y riqueza de conducta humana que sencillamente no esta accesible por ningun
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otro método. 6) No presenta un plan de muestreo 7) La observacion es parte fundamental
en la obtencion de la informacion. 8) Es rico en descripciones, interpretaciones,
explicaciones y narraciones, trabajando mas para la comprension que para la medicién, la
prediccion y el control cientifico riguroso de los entornos, las personas estudiadas, las
acciones (McKernam, 1989) y otros aspectos. 9) No es posible establecer relaciones causa-
efecto. El estudio de caso no basa su trabajo en el control de variables; sin embargo, una
vez finalizado el estudio su producto de trabajo puede dejar en claro que el sistema
analizado presenta una situacién de causa y efecto, y puede ser tomado como puntos de
partida de investigaciones posteriores. 10) Informa sobre la innovaciéon o acontecimiento
durante un tiempo prolongado. 11) Esta orientado al proceso mas que al producto. 12)
Busca una comprension holistica del objeto de estudio 13) Los investigadores no se
enfocan en el conocimiento de una verdad universal. 14) No se dirige ordinariamente al
trabajo de investigacion, sino hacia la comprension de un problema personal. 15) No
permite la generalizacion. Aunque Stake (1999), considera que es posible una
generalizacion naturalista, es decir, aquella que solo debe ser valida para la poblacion que
se ha estudiado, pero no debe extrapolarse. 16) Utiliza |a triangulacién para evitar al maximo
falsas percepciones y error en las conclusiones (Stake 1999). 17) Su redaccion es menos
erudita y formal y mas parecido al discurso periodistico o critico literario.

3.4 Sujetos de estudio

Cuando hablamos de sujetos de estudio, hacemos referencia a un tipo de investigacion
cientifica cuyo proceso de recoleccion de informacion se realiza mediante la aplicacion de
métodos y técnicas que implican trabajo de consulta y conversacion con personas, cual es
la investigacion de campo.

Los sujetos de estudio son aquellas personas o grupos de personas que forman parte de
los colectivos cuyas caracteristicas, opiniones, experiencias, condiciones de vida, entre
otros rasgos y atributos cobran interés particular para investigaciones con enfoque
cuantitativo o cualitativo.

Sin embargo, mas alla de las particularidades del enfoque y las de cada tipo de disefio,
siempre sera necesario establecer los sujetos de estudio de forma concreta, sin
ambigledades, definiendo con detalle los criterios que determinan su relevancia para la
investigacion.

Generalmente, dicha definicion suele ser orientada a partir del planteamiento de criterios
de exclusion e inclusion; es decir, de la serie de consideraciones de las que depende que
ciertos rasgos o caracteristicas especificas cobren o no interés para la investigacion, de
acuerdo con los objetivos formulados. De esta manera, los sujetos de estudio nunca son un
asunto arbitrario ni azaroso, sino que su definicién forma parte del conjunto de decisiones
tedrico-metodoldgicas que deben ser tomadas durante el proceso de investigacion.

Para llevar a cabo esta investigacion se consideraron en un principio alumnos de quinto
semestre del Cbtis 8 de Pachuca, ubicado en el Boulevard Colosio, del programa educativo
de Datos Informaticos del turno vespertino, y en una segunda fase alumnos de quinto
semestre del Cbtis 199 en Mixquiahuala, Hgo. en un curso remedial de la materia de Calculo
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Integral. En principio se inicié a trabajar con el primer grupo y de hecho en el capitulo de
los resultados se toman en consideracién algunos resultados preliminares de este primer
grupo, sin embargo, ocurrieron circunstancias que nos hicieron tomar la decisién de buscar
otro grupo con mejores caracteristicas. En concreto la situacion presentada con este primer
grupo derivé que tenian dos semanas que habia concluido su curso con su profesor habitual
y habian ya sido evaluados por lo que se observaron casos de falta de interés y poca
participacion. Por lo tanto, se buscd un segundo grupo cuyo calendario de actividades
estuviera activo para tratar de evitar los efectos de este tipo de factores que pudieran hacer
que la implementacién de la tarea de aprendizaje se viera afectada.

3.5 Técnicas e instrumentos para la recoleccion de datos

Segun Rusque (2003) los datos recolectados en una investigacion se pueden categorizar
en dos tipos: i) datos descriptivos; comprenden la descripcion de los elementos concretos
de la situacion considerando los objetivos particulares de cada actor y la forma como
describe la situacion o fendmeno bajo estudio y sus relaciones inherentes, vy ii) datos
comprensivos; son aquellos datos que provienen de la reflexion personal y de la vivencia
del investigador: sus intereses, satisfacciones, aspectos positivos y negativos detectados,
entre otros. De este modo se dispone de dos tipos de técnicas que sirven para recolectar
datos: interactivas y no interactivas.

De tal forma que al combinar estas técnicas se podra realizar una triangulacion de datos
permitiendo obtener descripciones y conclusiones convincentes (Yin citado en Zapata
2004). Esto permitira el analisis intensivo a través de multiples fuentes de datos, la
construccién de explicaciones integradas por medio de la triangulacion de datos y
soportadas por la revision de tematicas relevantes, asi como también de la utilizacion de
modelos tedricos, permitiendo, ademas, la comparacion de evidencias para asegurar la
validez y consistencia de los resultados presentados (Gad, 1990). Otro valor agregado de
la triangulacién de datos es solventar una de las dificultades del estudio de casos cuando
se realizan entrevistas, la cual consiste en la imparcialidad u opiniones pre-concebidas de
los entrevistados. Existen tres acciones que son suficientes para garantizar imparcialidad y
precision de la datos: presentar los reportes a las personas entrevistadas, utilizar multiples
métodos de recoleccidon de datos y adoptar pistas de auditoria (ejemplos de estas ultimas,
citados por Cohen (2006), son: descripciones escritas de los pasos ejecutados para
desarrollar la investigacion y el levantamiento de datos, registro detallado de hallazgos,
notas tedricas y de campo realizadas por el investigador, anotaciones en agenda sobre
actividades realizadas, etc.).

En la categoria de interactivas se proponen la observacion directa, la observacion
participante y la entrevista abierta. Esta ultima, se trata de un tipo de entrevista basada en
directrices establecidas a partir de la revisidon tedrica. Se reconoce como entrevista
focalizada y garantiza que se cubren los temas mas relevantes y de interés para el
investigador. Mediante esta técnica los informantes claves aportan opiniones sobre el
fendmeno de interés y sugieren fuentes adicionales para corroborar la evidencia (Yin citado
en Zapata 2004).

En esta investigacion se utilizé principalmente la observacién participante debido a que se
considerd fundamental mantener una relacion de confianza entre los estudiantes vy el
docente que permita que los alumnos se comporten de manera natural y de esta manera
lograr obtener datos confiables respecto a la naturaleza de los estudiantes. De esta manera
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se dio a conocer previamente a los alumnos el objetivo de esta actividad, la forma en que
desarrollaria la actividad y de igual manera se les informo que la sesion seria video grabada,
dando certeza del buen uso de este material, garantizando la privacidad de sus datos.

Otro de los instrumentos empleados para la recoleccion de informacién consistié en las
producciones escritas donde evidencian los procesos de solucion de los ejercicios
realizados en lapiz y papel y algunos de los resultados arrojados por la app, a su vez
también se obtuvo en escrito las respuestas a un cuestionario corto que hacia referencia a
conocimientos previos en el estudiante, asi como su opinidon acerca del uso de estas apps.

3.6 Las tareas de aprendizaje matematico

Durante el proceso de aprendizaje es de vital importancia elegir las actividades o tareas de
aprendizaje que permitan al estudiante estructurar su conocimiento mediante la
participacion activa durante la implementacion de estas.

Las actividades que se presentan en este trabajo tienen un doble objetivo; por un lado, que
los profesores identifiquen aquellos elementos que constituyen a una tarea de aprendizaje
matematico, y de este modo caractericen algunos principios tedricos y practicos que pueden
apoyarlos en el disefio de sus propias tareas de instruccion; y por otro, que al abordar las
tareas se desarrolle una forma matematica de pensar, que les permita “desempacar” ideas
matematicas, procedimientos y principios (Ball y Bass, 2003). Es decir, las tareas se
enfocan en la “promocidn o construccion de formas particulares de pensamiento, mas que
en la adquisicion de conceptos o habilidades especificas” (Harel, 1994, p. 117). A través
del desarrollo de cada una de las actividades se resalta la importancia del uso de las
tecnologias digitales durante el proceso de formulacion de conjeturas y de procedimientos
para resolver problemas; asi como la importancia de elaborar justificaciones deductivas de
las conjeturas u observaciones.

3.6.1 Caracteristicas de las Tareas de Aprendizaje

De acuerdo a Barrera y Reyes (2010) las tareas son el medio para favorecer el proceso de
construccién de conocimiento con entendimiento de los estudiantes, por ello es muy
importante considerar durante el proceso de disefio de una tarea las caracteristicas que
permitan lograr este objetivo. Para estos autores es necesario que una tarea de aprendizaje
matematico considere el conocimiento previo del estudiante y a su vez pueda
proporcionarle los elementos para el desarrollo de nuevos conceptos que se articulen con
los ya existentes en su red conceptual.

Por otra parte, Stein y Smith (1996) consideran que una tarea matematica es una actividad
de clase cuya finalidad es que la atencién del estudiante este centrada en una habilidad o
en una idea matematica particular.

En este sentido, es importante reconocer que dichas tareas deben proveer a los estudiantes
elementos que les permitan pensar matematicamente, y que ademas serviran como punto
de partida para la construccion de conceptos matematicos. (Sierpinska, 2004, citado por
Barrera, 2018).
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De manera mas concreta, se puede mencionar que una tarea de aprendizaje se debe de
estructurar a partir de los siguientes elementos (Campos y Torres, 2022):

1) Un objetivo de aprendizaje. - Es un enunciado en el que se establecen los
elementos conceptuales a ser desarrollados y articulados durante la ejecucion de
la tarea.

2) Elementos matematicos estructurados en torno al objetivo de aprendizaje. - En esta
parte se identifican dos clases de elementos. Los externos a la actividad, también
llamados recursos matematicos, asi como aquellos especificamente relacionados
con el enunciado del problema.

3) Escenarios para ejecutar la tarea. - Por un escenario para desarrollar la tarea
entenderemos un lugar fisico provisto de los elementos apropiados para realizarla,
asi como una comunidad (compaferos, profesor) que permita al estudiante
interactuar con sus miembros, con la finalidad de fomentar un proceso inquisitivo y
de esta forma desarrollar los elementos que le ayuden a expresar o comunicar
ideas matematicas. Para que los estudiantes vean a la matematica como una
actividad con sentido, necesitan aprenderlas en un salén de clase que sea un
microcosmos de la cultura matematica, es decir, clases donde los valores de las
matematicas como una disciplina se reflejen en la practica cotidiana. (Schoenfeld,
1988; citado en Santos-Trigo, 1997, p. 3)

4) Proceso inquisitivo. — Durante este proceso se dara lugar a formular preguntas
tendientes a articular los elementos matematicos iniciales con aquellos que
conduzcan a la consecucion de lo planteado en el objetivo de aprendizaje y posibles
extensiones, el tipo de preguntas o dilemas que se formulen daran lugar al
surgimiento de diferentes trayectorias hipotéticas de aprendizaje (Simon y Tzur,
2004)

Tomando en cuenta lo anterior en el presente trabajo se ha disefiado una tarea de
aprendizaje matematico, que se implementé con un grupo de estudiantes y con la cual se
pretende lograr estos propdsitos.

3.6.2 Diseino de la tarea de aprendizaje

El constructo tedrico desarrollado por Stein y Smith, (2007) mide el nivel de demanda
cognitiva de las tareas matematicas, de tal manera que se puedan clasificar en dos tipos:
(i) En las que se promueve la memorizacion y la realizacion de procedimientos sin conexién,
consideradas como tareas de bajo nivel de demanda cognitiva y (ii) Aquellas en las que se
realizan procedimientos con conexion y al hacer matematicas para referirse a los diferentes
niveles de procesos de razonamiento que generan las diferentes tareas de aprendizaje y
que por lo tanto se consideran tareas de alto nivel de demanda cognitiva.

De esta manera se busca que la tarea de aprendizaje disefada para esta investigacion
cumpla con los elementos que estructuran una tarea de aprendizaje y que logre situarse en
una tarea de alta demanda cognitiva de la siguiente manera (Ver tabla 4).
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Tabla 4.- Elementos que estructuran la tarea de aprendizaje

Elementos que forman
parte de la estructura de
una tarea de aprendizaje

Acciones necesarias para cumplir con estos elementos.

Objetivos de Aprendizaje
planteados para la tarea

(i) identificar los procesos algoritmicos que realiza el estudiante al resolver una
integral trigonométrica de manera tradicional (en lapiz y papel).

(i) identificar la forma en que distinguen cuando es necesario involucrar alguna
relacion o identidad trigonométrica antes de aplicar el algoritmo de la integral.

(iii) comparar los procesos utilizados por la aplicacion para resolver una integral que
para los fines de este estudio sea de tipo trigonométrica.

(iv) justificar las acciones que enlista el software de edicidn matematica en su
proceso de resolucion.

(v) comprender y analizar las distintas rutas de solucion.

Elementos matematicos
estructurados en torno al
objetivo de aprendizaje

(i) Formulas de derivacion e integracion
(i) Relaciones trigonométricas
(iii) Operaciones aritméticas basicas.

(iv) Utilizacion de lenguaje algebraico.

Escenario de la tarea

Se requiere un aula con pizarrén, asi como dispositivos moviles que pueden ser
celulares o tabletas. Los estudiantes seran organizados de la siguiente forma: al
inicio de la actividad trabajaran de forma individual, seguiran las indicaciones dadas
por el profesor, resolveran

Proceso Inquisitivo

Durante la ejecucién de la tarea de aprendizaje por parte de los estudiantes, el
profesor debe tener especial cuidado en hacer preguntas relevantes que motiven a
los estudiantes a trabajar en los aspectos propios de la actividad, a tratar de
justificar sus observaciones, a comunicar sus ideas y resultados. Parte de este
proceso inquisitivo esta destinado, ademas, a mantener el nivel de demanda
cognitiva de la tarea, las preguntas que el profesor realice no deben ayudar de mas
al estudiante, pero deben ser enunciadas para que lo guien en su trabajo y le
permita encontrar las conexiones propuestas en la actividad, siempre enmarcados
en el objetivo de aprendizaje.

Fuente:

Elaboracién propia a partir de Stein y Smith (1998,2007)
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Se realizé una tarea de aprendizaje basada especificamente en el tema de integrales de
funciones trigonométricas, con la finalidad de incluir ademas de las respectivas técnicas de
integracion algunos elementos basicos de la trigonometria como son las relaciones
trigonométricas.

A su vez en esta tarea de aprendizaje se promueve el uso de la app Phothomath con la
finalidad de: (i) identificar los procesos algoritmicos que realiza el estudiante al resolver una
integral trigonométrica de manera tradicional (en lapiz y papel) y contrastarla contra el
proceso de solucion proporcionado por un segundo registro de representacion, que es la
solucion propuesta por la app, (ii) identificar la forma en que distinguen cuando es necesario
involucrar alguna relacion o identidad trigonométrica antes de aplicar el algoritmo de la
integral, (iii) comparar los procesos utilizados por la aplicacion para resolver una integral
que para los fines de este estudio sea de tipo trigonométrica, (iv) justificar las acciones que
enlista el software de edicién matematica en su proceso de resolucion y (v) comprender y
analizar las distintas rutas de solucion.

Por esta razén para el disefio de la tarea de aprendizaje se tomaron en cuenta elementos
importantes de la app como lo son los métodos alternos de solucién utilizados por la app,
asi como las diferentes herramientas de la aplicacion que permiten que el estudiante pueda
obtener informaciéon mas detallada sobre su proceso de solucion.

De igual forma se consideré importante propiciar la discusion colectiva y grupal y a su vez
la capacidad de comunicar resultados, asi como justificar y argumentar cada uno de los
pasos ocupados tanto por el estudiante como por la app, misma situacién que permite la
comparacion y analisis entre los diferentes procesos y rutas de solucion.

De acuerdo con Ramirez (2009) se considera que se puede agrupar las funciones o
integrandos de diversos tipos y ver que el método para obtener su antiderivada es bastante
similar. Por ejemplo, los polinomios son muy faciles de integrar, potencias enteras positivas
de funciones trigopnomeétricas (sobre todo senos y cosenos) son muy similares los métodos
de integracion (dependen de si el exponente es par oimpar), funciones racionales donde el
denominador es producto de factores lineales es otro tipo de integral en que la respuesta
se da en términos de logaritmos, y probablemente se puedan encontrar otros subconjuntos
con caracteristicas similares.

De este modo esta autora ha identificado dos tipos de integrales trigonométricas, aquellas
que se pueden resolver de manera directa, haciendo uso de una férmula de integracion, y
aquellos donde es necesario usar algunos métodos distintos debido a la complejidad de la
integral, por lo que se considera necesario que los estudiantes comiencen por identificar y
resolver ejercicios que se resuelven de manera directa, para posteriormente trabajar con
ejercicios mas complejos.

A continuacion, se presenta de manera general un bosquejo del desarrollo de la tarea de
aprendizaje que en este trabajo se propone (Figura 2).
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Integrales que se resuelven con
férmula de manera directa

Planteamiento de caso

Procedimiento paso a
paso (lapiz y papel)

Analisis del proceso de
solucion

Integrales donde es necesario usar alguna
identidad o razén trigonométrica

Planteamiento de caso

Uso de las
herramientas de la
app Phothomath

Procedimiento paso a
paso (lapiz y papel).
Uso de las igualdades de
angulos medio y doble.

1]

-

Justificacion con
propiedades, reglas de
derivacion e igualdades

Andlisis del proceso de
solucion

Uso de las
herramientas de la
app Phothomath

v

-

Justificacién con
propiedades, reglas de
derivacioén o
igualdades, razones o

Disefio de tareas de aprendizaje con apoyo de una herramienta digital, analisis de casos

particulares, y usos de diferentes registros de representacion

Figura 2.- Bosquejo general del desarrollo de la tarea de aprendizaje

Como puede observarse en el esquema de la figura 2 para el disefio de la tarea de
aprendizaje se toman en consideracion elementos recuperados de los marcos conceptuales
referenciados en el capitulo 2, tales como: empleo de herramientas digitales, analisis de
casos particulares, uso de diferentes registros de representacion, procesos de reflexion y
proceso inquisitivo guiado por el docente.

A continuacion, se presentan algunos diagramas que describen la guia de aplicacién de la
tarea de aprendizaje que se disefo.

Esta guia de aplicacion se dividié en una secuencia de tres ejercicios para incrementar el
nivel de complejidad de manera gradual y poner en practica las ideas de Stein y Smith
(2007) asi como algunas de las caracteristicas de los marcos de resoluciéon de problemas,
empleo de las herramientas digitales y el disefio de tareas de aprendizaje.
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Ejercicio 1.-

Para el primer ejercicio se consideré trabajar con una integral trigonométrica que se puede
resolver de manera directa, haciendo uso de féormulas basicas para este tipo de ejercicios,
donde de acuerdo al disefio de la actividad los estudiantes la resolverian de forma
individual, haciéndolo en primera instancia de manera tradicional, a lapiz y papel,
permitiéndoles trabajar con sus propias ideas y conocimientos adquiridos durante la clase
de Calculo Integral. Posterior a ellos uno de los estudiantes expone ante el grupo sus
resultados e ideas, asi como la solucién encontrada, dando paso a un momento de
discusion e intercambio de ideas.

Se dan unos
minutos

Construccion del
resultado en Geogebra,
analizar, solucion

general.-solucic')n ler
particular momento. A
lapiz y papel

Se colecta
la evidencia
Analizar el
significado de la
constante de
integracion. (+c)

1 alumno
expone el
resultado, el
docente lo
retroalimenta

1.- Resolver la integral
[ 3xsenx?dx

En cada paso
analizar el proceso,
solicitando se
justifique y argumente
cada uno de ellos

2do. Momento.

Haciendo uso de
Photomath
resuelven la

integral

Transcribir
los pasos

Figura 3.- Ejercicio 1. Integral trigonométrica que se resuelve de manera directa

Como se puede observar el primer ejercicio que se propuso para trabajar es un ejercicio de
integral trigonométrica directa, es decir que se puede resolver haciendo uso de una férmula,
una vez que el estudiante logre identificar que se trata de una la funcidon seno con
argumento, acompafiada de la derivada del argumento, lo cual permite que este ejercicio
se resuelva con una féormula de integracion directa.
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Ejercicio 2.-

En un segundo ejercicio (Ver figura 3) que de igual manera se puede resolver con la
aplicacién de una férmula directa una vez que se identifique el argumento de la funcion y
su derivada.

Se dan unos
minutos

Representacion
del resultado en
Geogebra,
analizar, solucién
general-solucion

1er momento.
Alapizy
papel

Se colecta
la evidencia

En cada paso 1.- Resolver la integral 1 alumno

analizar el
[ x?senx3cosx3xdx expone e
proceso, resultado, el
solicitando se docente lo
justifique y retroalimenta
argumente cada
uno de ellos

2do. Momento. En
binas y haciendo
uso de Photomath
resuelven la
integral integral

Transcribir
los pasos

Figura 4.- Ejercicio 2. Integral trigonométrica que se resuelve de manera directa

El proceso sugerido para este ejercicio presenta las mismas caracteristicas que el ejercicio
anterior debido a que se considera necesario que el alumno identifique y reafirme el método
de solucién para ejercicios que se pueden resolver de manera directa.
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Ejercicio 3.-

Se selecciond un ejercicio de mayor complejidad al no ser un ejercicio que tenga solucién
directa haciendo uso de una férmula de integracién, si no que se necesita aplicar otros
procedimientos para dar solucion a este ejercicio.

Se dan unos
minutos

En cada paso
analizar el
proceso,
solicitando se
justifique y

1er momento.
A lapizy
papel

Se colecta
la evidencia

1 alumno

Comparar los 1.- Resolver la integral

resultados expone el
métodos g J xtan(7x*)dx resultado, el

realizados por la docente lo
app y por el retroalimenta

estudiante

2do. Momento. En
binas y haciendo
uso de Photomath
resuelven la
integral integral

Transcribir
los pasos

Figura 5.- Ejercicio 5. Integral trigonométrica donde la app realiza otro proceso de solucion distinto a la
solucioén directa

Se sugiere realizar el tercer ejercicio siguiente un orden similar a los dos anteriores,
trabajando en equipo para que de esta manera se permita la discusion entre los estudiantes,
la comparacion y el intercambio de ideas.
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CAPITULO 4.- ANALISIS DE RESULTADOS

4.1.- Introduccion

En este capitulo se describen y analizan los datos obtenidos de la trascripcién de las
videograbaciones durante la implementacién de la tarea de aprendizaje, asi como algunas
producciones escritas que se recopilaron de algunos participantes, las que incluyeron un
cuestionario de exploracion sobre la herramienta Phothomath. El cuestionario corto tuvo la
finalidad de identificar algunos conocimientos previos respecto a las identidades o
propiedades trigonométricas.

Para Balestrini (2013) el propésito de realizar este proceso es resumir las observaciones
llevadas a cabo de forma tal que proporcionen respuestas a interrogantes de investigacion.
El analisis implica el establecimiento de categorias, la ordenacion y manipulacion de los
datos para resumirlos y poder sacar algunos resultados, con la finalidad de reducir los datos
de una manera comprensible, para poder interpretarlos, y poner a prueba algunas
relaciones de los problemas estudiados.

Asi mismo los resultados de la investigacion se interpretan de manera descriptiva
cualitativa, de acuerdo a un plan preestablecido por la investigadora, a fin de obtener sélidas
conclusiones. Lo anterior con la finalidad de responder a las preguntas de investigacion
planteadas en el primer capitulo del trabajo.

4.2.- Cuestionario de corto en la sesion preliminar

Con la finalidad de identificar el acercamiento que tienen los estudiantes con la app
Phothomath se realizé un cuestionario previo a los alumnos de quinto semestre de la carrera
de Ofimatica en el Centro de Bachillerato Tecnolégico Industrial y de Servicios numero 8,
Chbtis 8, ubicado en el boulevard Colosio en Pachuca Hgo.

Cabe mencionar que este grupo de estudiantes se encontraban en las ultimas semanas del
semestre correspondiente y que a su vez especificamente en la materia de Calculo Integral,
ya se habia concluido el programa de estudios.

En este cuestionario las preguntas buscaban identificar qué tanto conocia el estudiante la
aplicacion de Phothomath, y si bajo su punto de vista recomienda el uso de esta aplicacion,
de igual forma se pregunta al estudiante sobre las relaciones trigonométricas que conoce,
con la finalidad de valorar sus conocimientos previos.

En la figura 6 se muestran las respuestas de un estudiante que conoce la aplicacion y tiene
una opinidn positiva respecto a su uso, en razén de que les ayuda a saber como se resuelve
cada ejercicio matematico, este mismo estudiante declara que en general le resulta confuso
elegir el procedimiento correcto para resolver funciones trigopnométricas distintas.
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En contraste a la respuesta anterior el estudiante 2 no considera pertinente hacer uso de
estas aplicaciones ya que durante su clase no le es permitido y a su vez él siente
innecesario su uso dado que bajo su perspectiva el estudiante que hace uso de estas
aplicaciones no se esfuerza y por consecuencia no aprende. A su vez este estudiante
declara no tener dificultades en la solucién de este tipo de integrales e incluso describe dos
férmulas de derivacion como respuesta a la pregunta donde se pide indicar las propiedades

trigonométricas que conoce (Ver figura 7).
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Figura 7.- Respuestas del estudiante 2 al cuestionario de exploracion.
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Este cuestionario se aplicd a un total de 24 estudiantes, de los cuales 10 de ellos declaran
conocer la aplicacién Phothomath y haberla utilizado en diversas situaciones, ademas de
recomendar su uso con base en algunas razones esgrimidas:

E3: Te ayuda a comprender cosas un poco mas complicadas

E4: A veces te da resultados mucho mas avanzados de lo que nosotros llevamos, o0 mas
simplificados

ES5: Siempre y cuando hagamos un uso adecuado y sea para ayudarnos en poder guiarnos
y saber si estamos bien o mal en nuestro problema.

E6: Si porque evalua y muestra el proceso.

En contraparte 6 estudiantes declaran no conocer la aplicacion y en consecuencia no
haberla utilizado, ni recomendar su uso. Algunas de las razones de esta ultima aseveracion
son las siguientes:

E7: No, no sé cémo funciona.
E8: No, porque da resultados muy extensos y la maestra se da cuenta.
E9: No, da erréneas.

Como puede apreciarse en algunas de estas respuestas el procedimiento que la aplicacion
presenta no siempre le resulta familiar al estudiante, o bien es aparentemente diferente al
resultado que el profesor y los estudiantes estan obteniendo a lapiz y papel. En principio
podemos suponer que ambos resultados no son distintos partiendo de la certeza que el
docente ha supervisado adecuadamente el proceso de solucion con sus estudiantes. Es
mas probable que el resultado al que llega la aplicacion esté mas elaborado o mas
simplificado, pero en principio tendria que ser equivalente al resultado obtenido a lapiz y
papel por el grupo.

Este resultado refuerza la seleccién que se realizé de las subcategorias consideradas
dentro de la categoria de tarea de aprendizaje y demanda cognitiva; esto es, elementos
como el proceso inquisitivo del docente, el uso adecuado de la herramienta digital, el
propiciar la comparacioén y el analisis y el ir justificando los pasos empleando propiedades
y métodos de integraciéon. Lo anterior en razén de que estas acciones reguladas por el
profesor deben buscar la adquisicion de nuevas heuristicas y rutas de solucion.

El cuestionario también tuvo como propésito indagar acerca de algunas dificultades
identificadas por los estudiantes al resolver ejercicios de integrales trigonométricas, asi
como explorar los conocimientos previos que tienen en referencia a las identidades o
propiedades trigonométricas.
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Algunas de las dificultades referidas por los estudiantes fueron las siguientes:

E1: Luego me confundo entre los tipos de integracion que hay dentro de las integrales
trigonométricas.

E2: Identificar la integral de la funcién trigonométrica

E3: Se me dificulta identificar las férmulas.

E4: Se me dificultan las integrales trigonométricas elevadas a un exponente.

E5: El problema de no saber cdmo se resuelve cuando tiene un exponente sin? xdx.

E6: Son muy laboriosas y normalmente no lo entiendo.

E7: En que algunas integrales vas sacandolas por partes y en unos ejercicios sacas muchos
resultados y me pierdo 0 me confundo en los resultados.

Dadas las respuestas anteriores es importante mencionar que al resolver integrales
trigonométricas se considera fundamental que el estudiante conozca las técnicas de
integracién correspondientes.

Respecto a la pregunta que busca indagar algunos conocimientos de los estudiantes sobre
identidades o propiedades trigonométricas, las respuestas de los alumnos fueron muy
diversas, y en su gran mayoria se destaca que no recuerdan cuales son estas o en su
defecto las confunden con féormulas de integracidén o con razones trigonométricas como se
puede ver a continuacion. En la tabla siguiente (Tabla 5) se muestran varias de las
respuestas que se mencionan en esta parte.

Tabla 5.- Algunas respuestas de los estudiantes en referencia a las identidades trigonométricas que conocen
los estudiantes.

b
(@ (b)

(c) (d)
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(e)
(9
Como puede apreciarse en la tabla previa algunos estudiantes confundieron las identidades

solicitadas con férmulas de integracion, generalmente las férmulas directas (Tabla 5, incisos
a,b).

(h)

En el caso de la tabla 5 inciso c, otro estudiante considerd dos formas de derivacién como
equivalentes a lo que se esta solicitando, mientras que para el inciso ¢, se observa como el
estudiante solamente logra recordar el nombre de algunas funciones trigonométricas.

Es notorio también en el caso de dos estudiantes (inciso d y e€) como describen las
definiciones de las funciones trigonométricas como razones en un triangulo rectangulo y
por ultimo en las imagenes de los incisos g y h muestran en un caso férmulas de integracion
y en el otro caso algunas confusiones.

Derivado de las observaciones anteriores podemos destacar que ninguno de los alumnos
tiene claro conocimiento de lo que son las identidades trigonométricas, lo cual resulta una
limitante al momento de resolver el tipo de integrales trigonométricas.

4.3.- Resolucion de integrales a lapiz y papel y usando Phothomath en una sesién
preliminar

La primera sesion donde se propuso resolver dos integrales de funciones trigonométricas,
aplicando los elementos identificados en el disefio de la tarea de aprendizaje, se desarrollo
con un grupo de diez estudiantes que cursaban la materia de Calculo Integral, mismos que
pertenecian al grupo donde se recolectaron previamente los cuestionarios analizados en la
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sesion anterior. En esta ocasion la asistencia fue menor, por lo que solo se colectaron las
producciones escritas de los estudiantes mencionados.

Una vez terminada la experiencia esta investigadora consideré que no se cumplieron los
propésitos con los cuales fue disefiada la tarea de aprendizaje debido a las siguientes
razones:

1.- La fecha en la que fue implementada la actividad no resulté apropiada, debido a que los
estudiantes ya habian terminado su curso e incluso ya habian sido evaluados, incidiendo
esta situacion en un nulo interés del cual se percat6 la instructora desde el inicio.

2.- El tipo de integrales que se utilizo para este ejercicio eran dos cuya estructura contenia
una funcién y su derivada, en la forma [ udu dentro de la misma expresion, sin embargo
debido a los resultados obtenidos pensamos que quiza esta tematica en concreto no fue
abordada de forma completa en el curso normal, esta sospecha se sostiene también por
una revision realizada a algunos cuadernos de los estudiantes donde se pudo observar que
el nivel de complejidad de los ejercicios era muy basico, como lo son aquellas integrales de
funciones trigonométricas que se pueden resolver mediante formulas directas de
integracion. (ver tabla 6)

Tabla 6.- Férmulas de integracién directa para funciones trigonométricas

1.—fsenudu=—cosu+c 6.—fcscudu=ln(csc u—ctgu)+c
2.—fcosudu=senu+c 7.—fseczudu=tanu+c
3.—ftanudu=lnsec u= —Incosu+c 8.—fcsczudu= —cotu+c
4-.—fcotudu=lnsenu+c 9.—ftanusecu du=secu+c
5.—fsecudu=ln(tanu+secu)+c 10.—fcotucscu du=—cscu+c

De los diez estudiantes, seis de ellos fueron capaces de resolver el primer ejercicio en forma
correcta a lapiz y papel, y pudieron contrastar su resultado con la solucién proporcionada
con el Phothomath (Ver fig. 8)

-53-



Ag Bcacton .

Chi\'s 8 NoL:2

n‘*-_—-.\O—.____g-_/‘vO‘-—--‘

Figura 8.- Primer ejercicio presentado resuelto en lapiz y papel y con Phothomath

En la parte izquierda de la figura 8 se presenta el desarrollo que realiza el estudiante 1, y
en la parte derecha se muestra el desarrollo brindado por la aplicacion.

Esta actividad se implement6 siguiendo la estructura propuesta en la etapa de disefio de la
actividad, a modo de garantizar que el estudiante accedio a la app, una vez terminado el
desarrollo a lapiz y papel, bajo la supervisién de la instructora.

En este caso los 6 estudiantes identificaron al termino 2x como la derivada del angulo de la
funcion seno (x?), y en consecuencia solo utilizaron la férmula 1 de la tabla 7.

Sin embargo, de estos seis estudiantes, cinco no pudieron resolver el segundo ejercicio
que, aunque mas complejo es de una estructura similar donde habia que identificar que una
parte correspondia a la funcién u y la otra a su derivada, en consecuencia se requeria

u‘l’l+1

n+1

utilizar una segunda férmula que es la siguiente: [udu = +c.

En la figura 9 se muestra el ejercicio en cuestion y la forma en que la contesté el unico
estudiante de este grupo que hizo el intento.

2
X [a:))(s Sen ;,\3 Ax ’

o

[
Figura 9- Propuesta de solucion al ejercicio 2 por el estudiante 1.
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En este caso se puede observar que nunca se identificd la relacion que existe entre las
funciones seno y coseno del mismo angulo, siendo que una es derivada de la otra, y plantea
una solucion peculiar donde la convierte en una integral que se suma a un producto de tres
integrales.

Los cinco estudiantes restantes no propusieron ninguna respuesta cuando trabajaron este
ejercicio a lapiz y papel, por lo que no es posible contrastar su resultado o los resultados
qgue hubieran tenido al respecto con el resultado proporcionado con la app.

Este estudiante que resolvid satisfactoriamente el primer ejercicio declara que prefiere
realizar su procedimiento a lapiz y papel, pues le parece que la aplicacién arroja un
resultado mas largo ademas de hacer un cambio de variable, lo que considera mas confuso
(Ver fig. 9). En contraste al resolver el segundo ejercicio declara no entender el resultado
que proporciona la app debido entre otras razones a que él no realiza ninguna propuesta
propia en forma previa, y solo hacia el final reflexiona que quiza pueda resolverse por partes
(lo cual no aplica para ese caso).

Dentro del grupo de los estudiantes que no resolvieron esta segunda integral, hasta que
pudieron utilizar la aplicacion una vez que la instructora se los permitié, consideraron que
el resultado aportado por Phothomath esta mas largo, mas detallado, que no se les habria
ocurrido a ellos mismos, aunque también hacen la observacién de no entender por completo
por qué la aplicacidon hace cambio o sustitucidon de variable (x por t).

En el subgrupo de cuatro estudiantes que no pudieron resolver ninguno de los dos
ejercicios, se identifican algunas de las respuestas que incluyeron en sus resultados:

Manifiestan que no es para nada un procedimiento parecido el que arroja la aplicacion, hace
un cambio de variable que no entienden y que en todo caso el procedimiento mostrado por
la aplicacion no les resultaba familiar.

Con base en estos resultados preliminares, podemos identificar algunas posibles causas
que se presentan: en el caso del unico estudiante que propone una solucion a lapiz y papel
para ambos ejercicios, solo obtuvo un resultado acertado al aplicar una forma directa de
una integral trigonométrica [senudu = —cosu+c , pero no pudo identificar que el
segundo ejercicio requeria también la utilizacion de una férmula adicional a la anterior

n+1
Judu = 7;?+c. El empleo consecutivo de estas dos formulas requiere a su vez

comprender que pueden usarse en forma conjunta, sin embargo, el estudiante solo pensé
en la formula que involucraba solo a las funciones seno y coseno que el observa en la
expresion; otra explicacion que puede observarse de su solucion (ver fig. 8) es que visualiza
a la expresion como un producto de funciones y no logra identificar que una parte es
derivada de la otra.
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En este punto es importante sefalar algunas otras reflexiones: para integrar cualquier otra
funcion trigonométrica que no pueda resolverse de manera directa deben emplearse
diferentes técnicas y recursos algebraicos para reducir la funcion original a una forma
equivalente ya integrable.

Igualmente, el estudiante debe de tener presente algunas normas generales para evitar
transformar la integral original en otra funciéon mas complicada:

a) Si la funcion a integrar estda compuesta por dos 0 mas factores trigonométricos, éstos
deben tener el mismo argumento; lo cual permitira que el estudiante logre identificar que
hay una relacion entre estos factores de lo contrario, mientras no se igualen los argumentos
no se podra integrar.

b) Debe evitarse pasar de una integral del seno a otra del coseno de la misma forma, porque
se considera que una y otra son lo mismo en cuanto a su técnica de integracion, lo cual se
convertiria en un proceso ciclico.

c) Cuando deba emplearse mas de una vez la técnica de los cuadrados, debe seguirse
siempre el mismo criterio porque de lo contrario se regresa a la integral original.

Emplear el mismo criterio significa utilizar siempre la misma funcion trigonométrica al
cuadrado para sustituirla por su equivalente de dos términos, no una vez una y otra vez
otra.

Las principales técnicas son: i) Técnica de los cuadrados, ii) Técnica de pasar a senos y/o
cosenos, (Zill, 2015).

4.4.-Implementacioén de la tarea de aprendizaje con un segundo grupo

4.4.1.- Aplicacion del cuestionario corto

La implementacion de la actividad se llevé a cabo durante una sesién de un curso de
recuperacion de Calculo Integral, esto después de definir que el grupo al que se le aplico
preliminarmente la actividad no contaba con las caracteristicas necesarias para alcanzar
los objetivos deseados como se menciond anteriormente, en este nuevo grupo participaron
23 alumnos de diferentes especialidades de quinto semestre del Centro de Bachillerato No.
199 (Chbtis 199) ubicado en el municipio de Mixquiahuala de Juarez. Cabe mencionar que
esta sesion fue video grabada con la finalidad de tener herramientas y datos necesarios
para poder llevar a cabo este analisis, para lo cual la instructora dio a conocer a los
estudiantes el orden y la dinamica con la cual se realizaria la sesion.

De manera introductoria en esta actividad se aplicd el mismo cuestionario exploratorio que
al grupo de estudio anterior y se conformaba de las siguientes preguntas:

P1.- ¢ Conoces la aplicacion de Phothomath?

P2.- ; Has hecho uso de ella?
P3.- i Recomiendas la aplicacion?
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Esto con la intencién de indagar sobre el conocimiento que tenia este grupo de estudiantes
sobre la aplicacion, asi como su experiencia de quienes han hecho uso de ella.

De las preguntas exploratorias, cabe mencionar que de los 23 alumnos que participaron en
la implementacién de la actividad, 18 de ellos afirman si hacer uso de la aplicacién, y en su
mayoria recomiendan su uso dado que bajo las palabras de algunos alumnos la aplicacion
es sencilla de usar y ayuda a guiar el proceso de solucion de ejercicios que les resultan
complicados:

E1: Si, esta facil la aplicacion y se hace sencillo de usar porque esta facil de entender.

E2: Opino que es una buena aplicacion, los procedimientos son cortos, es sencilla la
manera de usar, al igual que las respuestas que da por cada problema y ecuacion.

E3: Si, sobre todo para resolver problemas facilmente, en mi opinion esta bien responder
ejercicios, y despejar dudas de manera sencilla, es una aplicacién que en lo personal puedo
recomendar.

E4: Si recomiendo la aplicacion ya que es muy facil de usar y también te puede ayudar a
comparar tus resultados.

E5: Sila he usado principalmente para conocer el procedimiento y no solo tener el resultado
de un ejercicio, la recomiendo porque si da la respuesta correcta, el Unico problema es que
no puede resolver ejercicios que llevan tan, sen, cos, no los puede resolver.

E6: Recomiendo la aplicacion para personas que reconocen formulas si, pero para las
personas que no saben nada del tema que primero sepan acerca del tema.

De acuerdo con las respuestas anteriores y en contraste con las que se dieron en la sesion
del primer grupo podemos destacar la notoria diferencia de opiniones respecto al uso de la
aplicacion entre un grupo y otro. De manera general en este nuevo grupo de trabajo
podemos notar una mayor proporcion de recomendaciones positivas acerca de la
aplicacion, donde manifiestan recomendarla pues consideran que es una aplicacion sencilla
que brinda procedimientos en algunas ocasiones cortos y que ademas sirve como guia y
comparacion al momento de resolver ejercicios, sin embargo como lo menciona un
estudiante es necesario que las personas que hagan uso de esta aplicacion tengan
conocimientos previos respecto al tema.

Los 5 estudiantes restantes, manifiestan haber oido de la aplicacion, sin embargo, no haber
hecho uso de la misma por lo tanto 4 de estos estudiantes, no pueden recomendarla y solo
uno de ellos se atreve a recomendar el uso de esta aplicacion.

E7: Si la recomiendo porque al elaborar un problema se hace mas facil.
Posterior a ello se implementd la actividad de acuerdo a la propuesta de tarea de
aprendizaje la cual consta de tres ejercicios de integrales trigonométricas de las cuales la

primera se resolvia haciendo uso de formulas de integracién directas para funciones
trigonométricas, otra de las integrales propuestas se resolvia identificado una funcién y su
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derivada dentro de la integral propuesta y por ultimo un ejercicio donde existen dos rutas
de solucién, una de manera directa y la otra haciendo uso de las identidades trigopnométricas
elementales.

Otro aspecto importante que se puede notar en el segundo grupo es que debido a la
complejidad de los ejercicios que el docente les propone los estudiantes se ven en la
necesidad de buscar herramientas que les apoyen en el proceso de solucion, a su vez fue
notorio que el propio docente no esta totalmente en desacuerdo con el uso de estas
aplicaciones siempre y cuando le sirvan al estudiante como guia en el proceso de solucion.

Por lo tanto, se considera que estos factores puedan influir en las opiniones que tienen los
estudiantes respecto al uso de estas aplicaciones y en el hecho de que un mayor porcentaje
de estudiantes declara conocer y hacer uso con mayor frecuencia de estas herramientas.

4.4.2.- Resolucién de la tarea de aprendizaje propuesta

Se dio inicio con el primer ejercicio para lo cual la instructora mencioné a los estudiantes
cual seria la dinamica de trabajo de acuerdo con la propuesta de tarea de aprendizaje (Ver
fig. 1), los alumnos se enfrentan a tres ejercicios (Ver Figuras 2, 3 y 4), los cuales en un
inicié resolvieron de manera tradicional, a papel y lapiz haciendo uso de los conocimientos
adquiridos durante el curso, y posteriormente se realizé cada uno de los ejercicios mediante
la aplicacién con la finalidad de poder comparar el proceso que presenta el alumno con el
proceso que presenta la aplicacidon. La resolucién del primer ejercicio se realizé de manera
individual y posteriormente uno de los alumnos paso al pizarron para compartir su proceso
de solucién, y después hicieron uso de la aplicacion para llevar a cabo una comparacién
entre el proceso que ellos realizaron a lapiz y papel y la soluciéon que arroja la aplicacion.

Un segundo y tercer ejercicio se trabajaron en equipos de tres bajo la misma dinamica del
primer ejercicio, resolviendo primero de manera tradicional, un equipo compartio su proceso
de solucion y posterior a ello se llevo a cabo la comparacion entre su resultado y el resultado
obtenido en la aplicacién llevando a cabo una retroalimentacion grupal.

Cabe mencionar que todas estas actividades fueron guiadas por la instructora y a su vez
esta, determiné los tiempos asignados a cada actividad, asi como algunas preguntas que
sirvieron de guia dentro del mismo proceso y la retroalimentacion necesaria para cada
ejercicio.

Ejercicio 1.- [ 3xsenx?dx

Como se menciond anteriormente este primer ejercicio es un ejercicio que se resuelve con
la férmula de integracién directa [senudu = —cosu+ ¢, por lo tanto los estudiantes
procedieron a resolverla de manera tradicional en su cuaderno de los cuales se puede
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mencionar que en su mayoria los estudiantes no tuvieron mayor dificultad en resolverlo
pues aunque en dos casos pese a llegar al resultado, el planteamiento de la solucién no es
correcta y en un solo caso el estudiante no logra plantear un proceso de solucién correcto
ni llegar a la solucidn, puesto que la expresa como una cifra decimal, como se puede
observar en las siguientes figuras (Ver figuras 10y 11):
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Figura 10.- Ejemplo de una produccion escrita de un alumno que llega al resultado correcto, sin embargo, el
planteamiento de la solucion no es correcto.

- ?x&enxzdx Fex)=3x-5en x2 Jx -3

- 34=5erx2 4
j 3A5enx? dx FCsonk=2x=seaxidx
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£ Che)- V, 3x —sexdX
. 3 x - Senx da Vs

Figura 11.- Produccion escrita del tnico estudiante que no logré plantear un proceso de solucién correcto ni
llegar a la solucion.

La siguiente figura muestra el ejemplo del momento en que un estudiante se encuentra
resolviendo el ejercicio de manera tradicional a lapiz y papel, al mismo tiempo que la
instructora verificd que los estudiantes no hicieran uso de la aplicacién en este primer
momento, recordando que la finalidad de esta etapa es que el estudiante resuelva este
ejercicio con los conocimientos adquiridos en este curso.

Figura 12.- Ejemplo del momento de solucion a lapiz y papel del ejercicio 1
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Una vez que se considero suficiente el tiempo asignado para resolver este ejercicio, se pidio
a un estudiante pasar al pizarrén para compartir su solucién, esta parte de la actividad se
considera dentro de la subcategoria comunicar resultados (CR), que a su vez pertenece a
la categoria de la aproximacion de la resolucién de problemas, identificada en la tabla 4.

E2. ;Yo? No, bueno (se acerca al pizarron) lo primero que hariamos aqui, es saber cual es
la u de mi derivada, de mi integral perddn, lo cual yo supuse que va a ser equis al cuadrado,
y entonces lo ponemos acd, aja asi lo hago yo, seno de u por tres equis a la de equis,
porque me paso los pasos y luego ya de aqui sacamos la de u seria multiplicando equis
por, dos por uno dos, seria dos equis, seria integral seno de u y aqui comparamos tenemos
tres equis y dos equis y como no son iguales entonces colocamos el tres y el dos debajo, y
si checamos nuestro formulario hay una férmula que dice que el seno de u por de u es igual
al menos coseno, bueno antes se agrega la fraccién tres medios menos coseno de u que
es equis cuadrada.

En la siguiente figura (Figura 13) se muestra el proceso seguido por el estudiante
mencionado en el pizarron.

Figura 13.- Momento en que el estudiante pasoé al pizarrén a compartir su proceso de solucion

D. Y seria correcto dejarlo asi, tres medios menos coseno de equis cuadrada

E2. No porque se le hace algo asi como, tres medios multiplicada por uno sobre menos
coseno de equis cuadrada.

D. ¢ Ahi estamos de acuerdo?

E1. No

D. ¢Por qué no?

E1. Porque esta multiplicando

D. ¢Qué seria lo correcto entonces?

El alumno que se encuentra al frente del pizarron esta un poco confundido y no sabe qué
hacer

D. Porque no solo pones el tres menos enfrente de los tres medios por toda la expresién
E1. El menos va enfrente

D. Entonces nuestro resultado, menos tres medios del coseno de equis cuadrada, que le
falta, algo llevan las integrales al final

D. La constante, la ce.
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Como se aprecia en la explicacién que el estudiante hace cuando pasa al pizarrén, al
resolver este ejercicio es necesario la presencia de conocimientos previos, como por
ejemplo identificar la féormula con la que dio solucion al ejercicio, asi como identificar cada
una de las partes que intervienen en esta solucion dentro de la cual también esta presente
la necesidad de incorporar constantes para tener completa la integral y poder aplicar la
férmula de manera directa.

Sin embargo, como se puede apreciar en la figura 12 cuando coloca el resultado lo expresa
de manera erronea puesto que en lugar de expresar un producto se aprecia como resultado
la diferencia de una fraccion y el coseno de la funcion.

Por otro lado, también reconoce la intervencion de la instructora al momento en que se
identifica que la solucién es expresada de manera incorrecta, haciendo preguntas que, de
acuerdo a Cabrera, et al. (2011) propician lo que se reconoce como comunicacion
heuristica, mismo proceso que permite retroalimentar de manera grupal la solucién de un
ejercicio, y permite a los estudiantes participar y expresar sus ideas para llegar a un mismo
fin.

Siguiendo con el orden de la propuesta de tarea de aprendizaje, se les pidié a los alumnos
ahora resolver la integral anterior haciendo uso de la app Phothomath, para poder llevar a
cabo la comparacion entre el proceso de solucion a lapiz y papel y el resultado propuesto
por la aplicacion, como se ve en la siguiente figura (Figura 14) donde el estudiante
transcribio el resultado que arroja la aplicacion.

N AY, Sen X o dx
U=y S?m U 3XX
dY=1¥dY % S Sen v 175?
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-_%_f.o: y: Al
1 \i‘r'\r, Sen Y. OF (@8 _ S AlGEe
® >S x.senytay O3 st &t
gu(f\f cSrid t
@ = .3,!. Cos ¥" A Cov
% @Y
-3 \" A -

Figura 14.- Produccion escrita de la solucion dada por un estudiante y la solucion propuesta por la aplicacion.
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Con la finalidad de comparar la produccion escrita anterior, donde el estudiante transcribio
la solucidon propuesta por la app, se presenta a continuacion la forma precisa en la que la
app muestra los resultados para dicho ejercicio. (Ver figura 15)

Pasos de la soluci... % - cos (1))

fax sin | x| dx

— ~Cos X
S‘Ix‘sin X2 dx
PASOS DE LA SOLUCIGN '
Evaluar la integral Transfar ' 3cos|x?
2
ff!!x sin(xz)dx sin |t )
3 5 dt
Halle usando Sustitucién
. . 4 Solucién
2
3cos (x ) 2
——fiCc.C=R P f " 3cos|x
2 2 sin |t —CC R
2
Mostrar Ia solucién

Figura 15.- Proceso de solucion propuesto por la app Phothomat para la integral [ 3xsenx?dx

La aplicacion Phothomath tiene la opcion de mostrar el proceso mas detallado para cada
ejercicio, como se muestra en la figura 16.

. X
3”]“‘5'”("2)“ 3 % fsin(t)dt 3x%-fsin«"tjdt

Usando la sustitucion t = xz, o
transforme la integral Por que Usandofsin (x) dx =-cos (x) Calcular el producto

T resuelva la integral
pbcatumeis Muéstrame como »

3
sin(t) = (- cos(t)) 3 T
3> dt 2 —:—fsm (t)dt
2 s 2 '
< .
Ex(— COS(XZ)) 3cos(x2)
2 =
Simplificar la expresion Agregue la constante de
integracionC €R
5 3cos (xz)
3cos(x ) = 2 +*C.0eR

.

Figura 16.- Proceso de solucién detallado propuesto por la app Phothomat para la integral [ 3xsenx?dx
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Al comparar la produccion escrita de un estudiante (fig. 13) con la imagen donde se detalla
el proceso de solucién propuesto por la aplicacion (fig. 15), es notorio que pese a que a los
estudiantes se les pidié transcribir en su cuaderno la solucién propuesta por la app, con la
finalidad de poder comparar con mayor claridad ambos procesos, los estudiantes no lo
hicieron de manera completa, puesto que se observa en la produccion escrita solo escribiod
de manera clara cual es el resultado que arroja la aplicacién y el proceso de solucién se
observa un tanto incompleto.

De esta manera el momento fue aprovechado para que la instructora realizara algunas
preguntas para guiar a los estudiantes en el uso de la aplicacién:

D. ¢ Qué nos dice el procedimiento? ;Quién comparte el primer paso que sale ahi?

E4. Utilicé las propiedades de la integral

D. ¢Cual es la propiedad de la integral que manejan?

E4. Equis dos

D. Punto uno, utilice las propiedades de las integrales, permitanme anotar en el pizarrén,
nos marca, nos dice, tres integral de equis seno cuadrado de equis de equis

D. ¢Porque este tres esta de este lado? (sefala el nUmero que se encuentra antes del
simbolo de integral) ¢ Si saben por qué?

E4. Porque es una constante

D. Porque es una constante, ;Qué propiedad me ayuda a definir que esto es una
constante? O ;Qué propiedad te permite que este constante pase del otro lado de la
integracion?

E4. Porque no tiene potencia

D. Porque no tiene potencia, pero hay una propiedad y ahi en la aplicacion la dice, nos dice
que la integral de una constante por una funcion, es igual a la constante por la integral de
la funcion, si, lo que quiere decir es que la constante puede salir de la integral.

D. ¢ Cual es el segundo paso?

E4. Utiliza la propiedad distributiva

D. ¢Qué es lo que te indica?

E2. Transformando la funcién

D. {Coémo se transforma?

D. ¢Qué es lo que hace?, ;Qué sigue? Dictenme por favor

E4. Tres por integral del seno de equis cuadrada entre dos

D. ¢ Por qué dos?

E4. Porque la derivada es dos equis, se pone multiplicando y también dividiendo.

D. ¢Aqui tiene algo mas? O ya es todo (sefiala la parte final que se ha escrito)

E4. De equis

D. Pero faltaria la equis ¢,0 no?, porque la equis del seno es cuadrada entonces su derivada
es dos equis

E4. Si, pero aqui ya no la ponen ya no la toman en cuenta

D. ¢Cual es el tercer paso?, alguien mas jévenes, alguien de atras, seforita ;Cual es el
tercer paso?

E6. No me cargaron los datos
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D. No te cargaron los datos, ¢ alguien mas?

E7. Calcula e integra

D. Calcula e integra, Coémo la calcula y como la integra? ; Qué método usa o que férmula
utiliza?

D. ¢ Qué dice chicos?, solamente es leer la aplicacion, ¢ Qué dice? (se acerca a ver el celular
de uno de los alumnos para apoyar en la lectura)

E7. Integral, pero simplificamos 3 integral de t

(regresa el docente al pizarron al darse cuenta que la expresion anterior no se dictd de la
manera correcta)

D. Aqui omitimos, (corrigiendo la expresion escrita anteriormente)

D. Nos dice tres seno de t entre dos por de t, mas bien a quien me dicto esto, fue incorrecto
D. ¢ Por qué cambia esta expresion a te? ;Por qué ahora tenemos la presencia de te? Ahi
lo dice

E8. Dice. Usa la sustitucion de te que es igual a equis cuadrada para conformar la integral
D. ¢Qué quiere decir esto? Esto nos indica entonces que solo realizamos un proceso de
sustitucion.

D. En este proceso nosotros podemos sustituir la equis por la te, o por cualquier otra
constante, es decir aqui podemos poner seno de u por de u qué es lo mas comun que
podemos observar, si revisan su formula al final dice seno de u por de u, pero en esta
ocasion se utiliza la te, una vez que estamos sustituyendo por te quiere decir que podemos
aplicar la férmula, ¢ qué formula aplican para resolver esta funcion, o esta integral?

E9. Permitame

D. Alguien mas que formula ocupan, observen su formulario y vean que formula les sirve
para resolver esta integral

E10. Lade senode u

D. ¢Coémo dice la formula?

E10. Integral del seno de u por de u

D. ¢Y cual es el resultado? Segun la formula

E10. Menos coseno de u mas ¢

D. Al aplicar la féormula pues simplemente obtenemos menos coseno de te mas c, y ¢, como
regresamos a los términos de equis, es decir ya no queremos tener te en nuestra respuesta
final?

E10. Cambiamos la te por equis cuadrada y nos quedaria menos tres medios del coseno
de equis cuadrada en de equis

D. ¢ Qué quiere decir esta constante? ¢ Por qué se coloca la ce?

E2. Porque todas las integrales la llevan

D. ¢Por qué la llevan?

A2. No sabemos

D. A esta ce se le conoce como constante de integracién, lo que sucede es que este
resultado pertenece a una familia de integrales, si ustedes saben a la integral se le conoce
como anti derivada, que quiere decir, que esto que nosotros obtenemos aqui al derivarlo
nos tiene que dar la funcién original.
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Al realizar la comparacién de la solucidon que realizan los estudiantes en contraste con la
solucién propuesta con la aplicacion podemos destacar que esta app hace uso de un
meétodo de solucion distinto al que utilizan los alumnos, pues en este caso la app ocupa el
método de cambio de variable, completa las partes de la integral y vuelve a la variable
original una vez integrada la funcién. Estos elementos le permitieron a la instructora discutir
con sus estudiantes esta técnica del cambio de variable como otra ruta de solucion, ademas
le permitié discutir con sus estudiantes otros elementos como la forma de completar una
integral para poder aplicar la férmula directa, asi como la reflexion acerca de la constante
de integracion, utilizando para ello preguntas dirigidas a los estudiantes avanzando en el
analisis del proceso de solucion, es decir que en este caso se pudo constatar algunas de
las ventajas que puede tener el uso de esta app, para apoyar el proceso inquisitivo del
profesor y potenciar los procesos de reflexion en los estudiantes, haciendo un contraste con
lo realizado anteriormente a lapiz y papel.

De igual manera este proceso nos permitié darnos cuenta las dificultades que presentan
los estudiantes al momento de leer o interpretar, o incluso transcribir correctamente lo que
la app presenta, abriendo otra oportunidad para la intervencion del docente que refuerce el
lenguaje algebraico.

Ejercicio 2.- [ x2senx3cosx3xdx

Como se puede observar, el ejercicio dos, es un ejercicio un poco mas complejo que el
anterior, en el sentido, en que ya no es posible resolver la integral con una férmula de
integracion de funciones trigonométricas de manera directa, mas bien lo que se tiene que
lograr es identificar que estamos frente a una integral que contiene a una funcién
trigonométrica y su derivada, lo cual se puede resolver haciendo uso de la formula

un+1
Jumdu =
n+1

Este ejercicio fue puesto en escena a los estudiantes y de acuerdo a la propuesta de la
tarea de aprendizaje en esta ocasion se trabajaria en parejas, sin embargo, la instructora
considero conveniente trabajar en equipos de tres estudiantes, para lo cual se les dio un
tiempo de diez minutos.

+c.

Figura 17.- Momento en que los estudiantes intercambiaron opiniones entre su equipo y con otros equipos
durante el gjercicio 2.
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Durante los cinco primeros minutos, se observo a los estudiantes intercambiar opiniones,
revisar sus apuntes, haciendo intentos fallidos para llegar a una solucién, por lo cual al
percatarse la instructora de que ningun equipo se aproximaba a la solucion y que el proceso
que estaban siguiendo no era el correcto decidié intervenir con la finalidad de orientarlos
para resolver de manera correcta el ejercicio:

D.- ¢ Alguien ya tiene la solucion?, observo, la mayoria esta tratando a “u” como que

A8.- Equis cubica, ah no equis cuadrada.

D.- La mayoria esta haciendo algo similar a lo anterior, y quieren resolverla como el
ejercicio, anterior 4 cierto?

A7.- Si

D.- Eso realmente no se puede, observen, aqui lo que podemos hacer es tomar el seno o
el coseno la que sea, para considerar que cualquiera de estas es u, si yo digo, que seno de
equis cubica es u, ¢ cual seria “de u”?

A6.- De u es coseno de equis cubica, ahhh ya.

¢ Les ayuda esto?, ;pueden continuar?

D. ¢Sucede lo mismo si lo consideramos diferente? Si “u” es coseno de equis cubica,
¢ Quién es de u?

AG.- El seno

D.- ¢ El seno de quién? Como derivo esto

A5.-De equis cubica

D.- U es una funciéon de u es la derivada, cuando se deriva el seno de u también se deriva
au

D.- 4 Cual es la derivada de coseno de equis cubica?

A5.- Seno de equis

D.- Seno de equis cubica por quién? Recuerden si es que asi se los ensefiaron, esto se
aplica como la regla de la cadena, entonces seno de equis cubica por la derivada de esto,
¢, Quién es la derivada de esto? (se sefala la equis cubica)

AB6.- Tres equis cuadrada

D.- Tres equis cuadrada, y si observo si yo tomo esto, una parte seria mi u y la otra mi de
u, entonces observamos nuevamente el ejercicio y una parte seria u y la otra, el resto de la
expresion. Seria de u, y con eso puedo derivar perddn integrar con una formula, cual es la
férmula, pues u ala n. Por favor traten de terminarla.

De acuerdo con el episodio anterior, podemos darnos cuenta que los estudiantes no
lograron identificar de manera inmediata cual seria el proceso de solucién que se debe de
seguir frente a un tipo de integral como el ejercicio dos y buscaban la manera de resolverla
haciendo uso de la metodologia utilizada en el ejercicio uno. También podemos destacar
que la oportuna participacion de la instructora les muestra una posible ruta de solucion
haciendo uso nuevamente de la comunicacion heuristica destacada anteriormente, con lo
cual la mayoria de los equipos lograron terminar el ejercicio, y al igual que en el ejercicio
anterior, se solicité al equipo que termind primero, pasaran al pizarrébn a compartir su
proceso de solucion.
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Figura 18.- Momento en que el equipo de estudiantes que terminaron primero pasaron al pizarron a compartir
su proceso de solucion

Como se observa en la imagen anterior los estudiantes compartieron su proceso de
soluciéon y se puede notar en el pizarrén, que luego de la intervenciéon de la instructora,
lograron concretar de manera correcta la solucion del gjercicio, haciendo uso correcto de la
féormula y empleando las estrategias de solucidon correctas y que comunmente se utilizan
en el proceso de solucidon de integrales, como completar las integrales de la manera
mencionada desde el ejercicio 1. Parte central del didlogo que establecié el equipo con la
instructora y con el resto del grupo fue lo siguiente:

E7.- Nosotros escogimos a u como coseno de tres equis cubica.

E7.- Bueno en esta parte podemos ver que de pende lo que escojamos como u, lo demas
seria como de u, por lo cual reestructuramos la integral de tal manera que nos queda la
funcién y su derivada.

E7.- Al darnos cuenta que para tener completa la derivada necesitamos tener un tres, lo
agregamos y recordamos que también lo ponemos como un tercio del otro lado, y entonces
tenemos un tercio por la integral del coseno de equis cubica por el seno de equis cubica
por tres equis cuadrada.

D.- Si queda claro porque queda fuera un tercio, porque él un tercio, recuerden como el tres
no lo teniamos tenemos que crear un balance en la ecuacion, puesto que no podemos
agregar un numero por agregarlo entonces al colocar el tres que nos falta de la derivada,
tenemos que tener un tercio por fuera, para crear ese balance.

E7.- Entonces tengo coseno de equis a la tres por du, puesto que ya cuento con su derivada,
entonces tengo un tercio de la integral del coseno de equis a ala tres por de u, lo cual
quedaria como un tercio de la integral de u ala n.

D.-Y si se dan cuenta ya tenemos una formula que nos ayuda a resolver este tipo de integral
verdad, que nos dice esa formula

E9.- a por logaritmo de a

D.- No, revisen bien

E7.- Ladeualanesigual ualaene mas 1 entre ene mas uno

D.- Entonces ya solo aplicamos la férmula para obtener el resultado, cuanto vale ene
E1.-Uno
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E7.- Entonces por formula tenemos un tercio de la integral de u al cuadrado entre 2, como
u es coseno de equis cubica entonces tenemos un tercio de equis cubica al cuadrado sobre
dos, podemos multiplicar el dos por el seis, y entonces me queda, un sexto del coseno de
equis cubica al cuadrado mas ce.

En este punto es importante sefialar la siguiente apreciacion:

Es comun que al momento de trabajar en el aula los estudiantes den por hecho que los
ejercicios que se desarrollan durante una sesion tendran una estructura similar y por ende
el mismo proceso de solucion, de tal modo que no identifican que pueden existir variantes
en los ejercicios que los lleve a buscar algunas rutas de solucion diferentes y que se
enfrasquen en querer resolver los ejercicios siguiendo el mismo proceso que en el gjercicio
anterior.

Una vez concluido el proceso de soluciéon de manera tradicional, se prosiguio a trabajar con
la app, para dar seguimiento a la secuencia de la tarea de aprendizaje, y nuevamente los
estudiantes hicieron uso de Phothomath para llevar a cabo el proceso de comparacion entre
sus resultados.

En la siguiente figura se muestra el caso particular de una estudiante, haciendo uso de la
app para resolver el gjercicio 2

Figura 19.- Momento en el que una estudiante hace uso de la aplicacion apoyandose de la herramienta que te
permite hacer uso de la camara para poder ingresar la integral.

De acuerdo a los momentos en que la aplicacion aborda la solucion del ejercicio 2, se puede
observar nuevamente como la app hace uso del cambio de variable para dar solucion a
este ejercicio (Ver figura 20), por lo cual se les pidi6 a los estudiantes copiar en su cuaderno
de manera fiel, para lograr identificar los métodos y técnicas empleadas por la app.
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Figura 20.- Proceso de solucion propuesto por la app Phothomat para la integral [ x?senx3cosx3xdx

En este sentido de igual manera se les pidio a los estudiantes abrir los pasos de manera
mas detallada, para observar intimamente la cronologia del proceso de solucién, como se
muestra en la siguiente figura (Figura 21)
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Figura 21.- Proceso de solucion detallado propuesto por la app Phothomat para la integral [ x?*senx®cosx3xdx
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Una vez que transcribieron el proceso detallado proporcionado por la app se pidi6 analizar,
reflexionar y contestar algunas preguntas relacionadas a los resultados obtenidos por la
app y mediante el proceso de solucidén a lapiz y papel, como puede observarse en la
instruccion dada por la docente mediante preguntas reflexivas para el estudiante.

D.- Ahi en su hoja, coloquen la siguiente pregunta, ¢ si tu utilizas la aplicacién, el resultado
es el mismo? Y ;el proceso es el mismo?, si el proceso no es el mismo, sen qué
diferencia?, ¢lo resuelven con la misma féormula? jes la mimas secuencia de pasos?,
respondanlo ahi en su hoja por favor.

De este modo los estudiantes dieron respuesta las preguntas a reflexionar de la siguiente
manera:

P1: ¢ El resultado es el mismo?
P2: 4 El proceso es el mismo?

Respecto a la pregunta 1 (P1) trece estudiantes responden que si, es el mismo resultado
que se obtiene cuando se resuelve el ejercicio de manera tradicional y cuando se utiliza la
aplicacion para resolverlo. Mientras que para la pregunta 2 (P2), la totalidad de estos
estudiantes consideran que no es el mismo procedimiento pues en ocasiones la app utiliza
otras formulas o procedimientos distintos a los estudiados en la clase, pero que al final se
llega al mismo resultado. (Ver figura 22)

Por otro lado, los 10 estudiantes restantes consideran que los resultados no son los mismos
cuando se resuelve de manera tradicional y utilizando la app, puesto que varian los
procedimientos y las férmulas utilizadas. (Ver figura 22)
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Figura 22.- Extractos de la produccién escrita de los estudiantes donde dan respuesta a las preguntas P1y P2
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De manera general se puede deducir que la mayoria de los estudiantes si logran identificar,
que, aunque la aplicacién en ocasiones hace un proceso mas extenso el resultado al que
se llega es el mismo pese al cambio de variable que aplica la app, sin embargo, aun existe
un porcentaje, de estudiantes que piensan que por ser rutas de solucion distintas o con mas
elementos, la solucién no es la misma.

En este sentido lo anteriormente mencionado refuerza una de las ideas que se considero
al momento de plantear la tarea de aprendizaje, que es aquella que permite que el
estudiante logre la comparacion entre resultados e identifigue que existen diferentes
métodos de solucion como se vio desde la solucién del ejercicio1, donde es importante
destacar la participacién de la docente como guia en el proceso de implementacién de la
tarea de aprendizaje.

Ejercicio 3.- [ xtan7x?dx

Para realizar un tercer ejercicio de acuerdo a la propuesta de tarea de aprendizaje, se
presentd a los estudiantes la integral de una funcién trigonométrica que puede resolverse
por dos diferentes rutas, una de ellas de manera directa, haciendo uso de las féormulas de
integracion directa que se encuentran en el formulario y otra haciendo uso de las razones
trigonométricas elementales que involucran al seno, coseno y tangente.

Para su solucién se trabajo bajo la misma mecanica que los dos ejercicios anteriores de tal
manera que los estudiantes en un primer momento resolvieron la integral de manera
tradicional, a lapiz y papel, en equipos de tres personas.

En la siguiente figura se muestra en produccién escrita la solucién que realizan los
estudiantes haciendo uso de la férmula de integracion directa [ tanu du = —Incosu? + c,
donde se puede notar que los estudiantes lograron identificar quien es la funcién y
posteriormente quienes el argumento de la funcion, asi como el elemento que forma parte
de la derivada del argumento y el momento en que se necesita complementar la derivada
para poder resolver la integral, aunque como se puede observar en la imagen los
estudiantes olvidan colocar la constante de integracion a pesar de hacer hincapié
continuamente en la importancia y el significado que tiene esta constante.
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Figura 23.- Ejemplo de la produccion escrita de la solucion de dos estudiantes para la integral [ xtan7x*dx
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En un segundo momento respetando la cronologia de la propuesta de actividad, uno de los
equipos pasd a compartir su solucion para este ejercicio, momento para aclarar la
representacion simbdlica del valor absoluto como se puede apreciar en el siguiente
episodio.

D.- Bien, el ultimo ejercicio para quienes vallan terminando, integral de equis por la tangente
de siete equis cuadrada, por de equis. Trabajamos por favor, resolvemos la integral
utilizando sus conocimientos. Damos 10 minutos para ello.

D.- ¢ Listo? ;Qué equipo nos comparte su solucion? Haber pasen ustedes, los del fondo.

El equipo de tres estudiantes pasa al pizarron.

E11.- Nosotros tomamos la férmula que esta en nuestro formulario, que dice integral de la
tangente de u por du es igual a menos logaritmo del coseno bueno aqui se ven dos rayitas.
D.- Se lee médulo o valor absoluto, el valor absoluto de cosenos de u.

E11.- Bueno otra vez menos logaritmo natural del valor absoluto de coseno de u mas ce.
D.- ¢ A qué se refiere el valor absoluto? ;Porque la féormula lo marca asi?

E12.- Que el numero siempre va ser positivo

D.- De acuerdo, ¢ Qué mas hicieron?

E12.-Pues solamente seguimos la féormula y para ello tenemos que designar que u es igual
a siete equis cuadrada y por lo tanto de u es igual a catorce equis, como podemos observar
solo tenemos la equis y nos falta el catorce.

E11.- Aja si, entonces ponemos el catorce para complementar el ejercicio, pero es
necesario ponerlo también como fraccion por fuera de la integral.

E12.- Yale toca a él. (sefhala a su otro compafiero)

E13.- Pues ya, bueno, pues ya nada mas hacemos lo que dice la férmula, que es resolver
la integral y queda en menos un catorceavo del logaritmo, la rayita coseno de siete equis
cuadrada, ponemos la otra rayita, como si fueran paréntesis mas ce.

D.- Muy bien, ¢ se les complico?

A7 .- No, bueno solo al inicio no sabia qué hacer con la equis que esta al principio, pero ya
después me apoyaron mis companeros.

De acuerdo con el episodio anterior podemos mencionar la importancia de que los
estudiantes expresen sus ideas y aprendan a comunicar sus resultados haciendo uso
correcto del lenguaje algebraico, asi como la importancia y las ventajas que arroja el pensar
trabajar en equipos o en parejas ya que como lo menciona Vygotsky (1962) resulta
beneficioso para el aprendizaje de los estudiantes la interaccion con los demas, dando la
oportunidad a la discusion, el didlogo y el intercambio de ideas.

En un segundo momento nuevamente se les pidié a los estudiantes hacer uso de la app
para resolver la integral y poder llevar a cabo nuevamente el proceso de comparacion y
analisis que guia la propuesta de tarea de aprendizaje, en esta ocasion los estudiantes
notaron una diferencia den el proceso de solucién propuesto por la app como se muestra
en la siguiente imagen que describe el procedimiento propuesto por la aplicacion donde se
puede notar como después de hacer el uso de cambio de variable que es caracteristico en
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la aplicacion, ahora utiliza la sustitucion tanu = == para posteriormente utilizar la formula

de integracion f%du = In|u|du + c.
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Figura 24.- Proceso de solucién detallado propuesto por la app Phothomat para la integral [ xtan7x*dx

Al observar la imagen anterior podemos notar que el proceso que se observa para dar
solucion a la integral puede resultar un tanto confuso al momento en que se cambia de una
funcion tangente a una identidad trigonométrica, sin embargo, podemos hacer uso del
proceso detallado que brinda la aplicacion para comprender un poco mejor el procedimiento
que se realiza.
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Figura 25.- Proceso de solucién detallado propuesto por la app Phothomat para la integral [ xtan7x*dx

Se les pidi6 a los estudiantes que copiaran el resultado de la aplicacion y después de casi
cinco minutos se les preguntd nuevamente respecto al ejercicio 3.

D.- ¢ Cual fue el resultado? 4 Es igual a lo que ustedes realizaron?

E1.- No

D.- ¢ En que varia?

E8.- O sea si es igual el resultado, pero cambia un poco el proceso, porque en la aplicacion
cambian la tan por seno sobre coseno, y después ya lo resuelven con otra férmula.

D.-Y ¢Por qué hacen ese cambio? ¢ Por qué es valido realizar ese cambio?

D.- Observen aca en el pizarréon, ustedes recuerdan que la tangente es una funcién
trigonomeétrica que esta presente en un triangulo rectangulo.  Recuerdan cuales son las
funciones trigonométricas?

E7.- Seno, coseno, tangente

A10.- Seno es igual a cateto opuesto ente hipotenusa

E12.- Coseno es igual a cateto adyacente entre hipotenusa, y tangente

E1.- cateto opuesto entre cateto adyacente

D.- De acuerdo, y si conocen lo que es el circulo unitario, recordaran que la tangente
también es igual al seno sobre el coseno, debido a que el seno se encuentra en el cateto
opuesto y el coseno sobre el cateto adyacente.

D.- Por esta razon es valido hacer ese cambio y considerar que la tangente es igual a seno
sobre coseno, entonces si nosotros tenemos esta igualdad, ¢Cual es la férmula que se
ocupa para integrar esta funcién? ;Qué es lo que copiaron de la aplicacion, que hace la
aplicacion después de cambiar a la tangente?

E11.- Pues ya se escribe logaritmo natural

D.- Menos logaritmo natural, y esto es porque al tener seno de siete equis cuadrada sobre
coseno de 7 equis cuadrada, se puede resolver considerando que tenemos a la derivada
de una funcioén, sobre la misma funcion, por lo tanto se aplica la formula de de u sobre u
E1.- Ah si aqui dice uno sobre u por du
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D.- Entonces si se dan cuenta el proceso que realiza la aplicacidon, aunque es una ruta
diferente, te lleva a el mismo resultado, bien quien puede compartir algo respecto a esto.
E7.- Lo que podemos decir es que para resolver esta integral podemos ocupar dos
procesos.

D.- eso es correcto. ¢, Cuales son estos procesos?

E9.- Pues lo mas facil que podemos hacer es ocupar la férmula de integracion directa, que
en este caso se resuelve con la integral de la tangente.

D.- Muy bien, y cual seria el otro caso

E7.- Bueno, para el otro caso necesitamos conocer las identidades trigonométricas, para
poder sustituir a la tangente por su identidad, y de esta manera hacer uso de la otra férmula
gue ocupamos.

D.- Muy, bien, entonces ;Reconocen la importancia de tener en cuenta las relaciones
trigonométricas? Porque si se dan cuenta, si a ustedes se les complica resolver una integral
de este tipo, y deciden hacer uso de una aplicacion como Phothomath, es importante que
ustedes puedan entender el proceso que hace la aplicacién para llegar al resultado, porque
de otra manera, puede suceder que ustedes den por hecho que esta mal realizado el
ejercicio, 0 que como comunmente lo hacen, solo copien en su cuaderno y no entiendan
que es lo que paso para llegar a este resultado.

4.5.- Categorias de analisis

Para realizar el analisis de la informacion que fue colectada durante la sesion donde se
desarroll6 la tarea de aprendizaje, se utiliz6 una matriz de categorias que se basa en los
constructos tedrico-conceptuales que fueron considerados en el marco referencial (ver tabla
7).

Tabla 7.- Matriz de categorias para el analisis de la implementacion de la tarea de aprendizaje

CATEGORIAS SUBCATEGORIAS CcODIGO

1 Aproximacion didactica de Analizar casos particulares ACP
resolucion de problemas Observar patrones OoP
Comunicar resultados CR

2 Herramientas digitales en la Guia el proceso de solucién GPS

ensefianza de las Muestra otras rutas de solucion ORS
matematicas Emplea otras heuristicas EH

Permite comparacion con la solucion a CLP

lapiz y papel

3 Tarea de aprendizaje y Guia del profesor GP
demanda cognitiva Proceso inquisitivo del profesor Pl

Empleo de la herramienta digital EHD

Propicia la comparacion y el analisis PCA

Permite conectar conocimientos previos PCP

Permite justificar pasos empleando JPCP

propiedades y métodos de integracion
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Para el tipo de topico abordado en la tarea de aprendizaje nos interesd destacar tres
subcategorias del enfoque de resolucion de problemas: el analisis de casos particulares, la
observacion de patrones y la comunicacion de resultados.

a) Subcategorias en el enfoque de resoluciéon de problemas

En este orden de ideas consideramos importante analizar casos particulares, ya que, a
través del estudio objetivo de ejercicios seleccionados para esta actividad, nos permite
observar el proceso de solucion que el alumno plantea haciendo uso de los conocimientos
adquiridos durante el curso de Calculo Integral, mismos seran reforzados al realizar la
comparacion con el proceso que sugiere la aplicacion Phothomath analizando el mismo
ejercicio.

También se puede mencionar la intencién de la tarea de presentar ejercicios que tengan
caracteristicas similares de acuerdo a su jerarquia u organizacion, con la finalidad de que
el estudiante identifique caracteristicas y patrones similares entre un grupo de funciones,
asumiendo que el proceso de solucion es similar entre ellos. A su vez durante la actividad
se considera importante hacer participe a los alumnos de manera tal que frente al grupo
compartan su procedimiento, con la finalidad de comparar y retroalimentar.

b) Subcategorias en el uso de herramientas digitales

La implementacion de una app en la tarea de aprendizaje puede ser utilizada como una
guia en el proceso de solucion ya que en distintas ocasiones debido a la complejidad de los
ejercicios el estudiante no puede elegir de manera concreta el método de resolucién de
ejercicios de integrales trigonométricas, creando incertidumbre, al mismo tiempo al hacer
uso de la app el estudiante puede observar otras rutas de solucion, de modo tal que el
estudiante no solo se quede con el proceso mostrado por el docente, sino que se permita
conocer distintos procesos de solucion.

Al integrar estas tecnologias en la tarea de aprendizaje se sugiere que el docente hago uso
de otras heuristicas que faciliten la comprension de las distintas rutas de solucion
propuestas por la app, guiando e introduciendo al estudiante en conceptos distintos que le
permitan hacer uso correcto de la informacion que se obtiene de la app y a su vez permitir
la comparacion con la solucién a lapiz y papel.

c) Subcategorias de la tarea de aprendizaje y su demanda cognitiva
Uno de los elementos mas importantes durante la implementacion de una tarea de

aprendizaje es sin duda la guia del profesor, ya que de esta depende los resultados
obtenidos, dentro de este proceso de implementacion de la tarea de aprendizaje uno de los
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momentos que seran eje de la actividad es el momento en que el profesor realiza procesos
inquisitivos, mismos que son claves para el buen desarrollo de la actividad.

La inclusion de una herramienta digital en el disefio de una tarea de aprendizaje puede
dotarla de ciertas ventajas, en el caso concreto de la app empleada puede propiciar la
comparacion y el analisis que les permita conectar conocimientos previos con los objetivos
de la tarea de aprendizaje.

El uso de Phothomath puede permitir justificar pasos empleando propiedades y métodos
de integracion que a su vez coadyuvan en la mejor comprension del tema de integrales
trigonomeétricas.

Sin embargo, el solo uso de la herramienta no garantiza un resultado exitoso, mas bien
dependera del docente y sus acciones lograr mantener la atenciéon e interés de los
estudiantes y con ello contribuir a lograr un nivel aceptable de la demanda cognitiva.

4.6 Analisis de las subcategorias

Para llevar a cabo un analisis de la informacion obtenida se utilizd como base la clasificacion
de subcategorias anteriormente establecidas, anadiendo las tres columnas denominadas:
episodio, tedrico y autor.

En la columna episodio se encuentran extractos del didlogo en donde se puede evidenciar
la presencia de una determinada subcategoria, en la columna tedricos se encuentran las
bases que sustentan la relacion del episodio con la subcategoria desde la perspectiva de
un referente tedrico y finalmente en la columna autor encontramos la opinién o juicio de
esta investigadora con base en las experiencias adquiridas.

Este tipo de analisis permite la triangulacion entre el discurso del sujeto estudiado, los
autores con mayor experticia y la investigadora.

El esquema utilizado con algunas modificaciones esta basado en la propuesta de Bertely
(2000), para el analisis de datos etnograficos a través de categorias y subcategorias.
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a) Tabla 8.- Categoria de la aproximacion didactica de resolucién de problemas

SUBCATEGORIA EPISODIO TEORICO AUTOR
El empleo de casos es una | La estructura de la tarea
herramienta educativa que | intencionalmente se basa en
1. D. Iniciamos, la primera | incluye informacion y datos, | el analisis de tres casos
integral, el primer ejercicio es tres | un buen caso es un vehiculo | particulares:
equis, seno de equis cuadrada, | por medio del cual se hace un
este es el primer ejercicio, | analisis minucioso | Para el primer ejercicio se
entonces tendremos unos diez | enmarcado dentro de una | determino una integral
minutos si les parece, en diez | tematica especifica. | trigonométrica que se puede
minutos la resolvemos, o jcuanto | (Wassermann, 1994). resolver con formulas de
tiempo requieren? integracion directa, donde
El estudio de un caso se | Unicamente se tiene que
9 complementa con preguntas | identificar que tenemos una
f?)xsenx dx criticas, trabajo en pequefios | funcion acompafiada de su
Analizar casos grupos, actividades de | derivada.
particulares seguimiento y conclusiones.
(ACP) (Wassermann, 1994). Posteriormente para
Comprende'r un problema aumentar el grado de
145. D. El ejercicio numero dos, pasa por diversas fases, en complejidad de  manera

equis cuadrada por coseno de
equis cubica por seno de equis de
equis.

f x?senx3cosx3xdx

215. D.- Bien, el ultimo ejercicio
para quienes vallan terminando,
integral de equis por la tangente
de siete equis cuadrada, por de
equis. Trabajamos por favor,
resolvemos la integral utilizando
sus conocimientos. Damos 10
minutos para ello.

f xtan(7x?)dx

principio debe escogerse
adecuadamente, de modo
que no resulte ni muy dificil ni
muy facil, de modo que el
aprendiz identifique los datos
y si es posible satisfacer las
condiciones dadas (Polya,
1945).

Schoenfeld 1985, propone
cuatro fases para la
resolucion de problemas:
dentro de la fase de analisis
ubica la importancia de
resolver casos particulares. Y
dentro de la fase de
exploracion  identifica la
relevancia de examinar
problemas equivalentes, y
posteriormente otros
ligeramente modificados.

gradual se penso para el
ejercicio 2, wuna integral
donde es necesario
completar la expresion para
poder tener nuevamente una
funcion acompafada de su
derivada y poder derivar de
manera directa.

Por ultimo, para el ejercicio 3,
se eligi6 un ejercicio de
mayor complejidad, donde si
bien se puede realizar de
manera directa al hacer uso
de Phothomath, la aplicacion
realiza una sustitucion
trigonomeétrica. Por lo tanto
este ejercicio se considera un
buen ejemplo para explorar
distintas rutas de solucion
que nos permite hacer
comparaciones entre o
realizado a lapiz y papel y lo
arrojado por la aplicacién.
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Observar
patrones
(OP)

En el ejercicio 1

f 3xsenx?dx

35. A2. iYo? No, bueno (se
acerca al pizarrén) lo primero que
hariamos aqui, es saber cual es
la u de mi derivada, de mi integral
perdon, lo cual yo supuse que va
a ser equis al cuadrado, y
entonces lo ponemos aca, aja asi
lo hago yo, seno de u por tres
equis a la de equis, porque me
paso los pasos y luego ya de aqui
sacamos la de u seria
multiplicando equis por, dos por
uno dos, seria dos equis, seria
integral seno de u y aqui
comparamos tenemos tres equis
y dos equis y como no son iguales
entonces colocamos el tres y el
dos debajo, y si checamos
nuestro formulario hay una
formula que dice que el seno de u
por de u es igual al menos
coseno, bueno antes se agrega la
fraccion tres medios menos
coseno de u que es equis
cuadrada.

En el ejercicio 2

fxzsenx3cosx3xdx

182. A7.- Nosotros escogimos a u
como coseno de ftres equis
cubica.

183. A7.- Bueno en esta parte
podemos ver que de pende lo que
escojamos como u, lo demas
seria como de u, por lo cual
reestructuramos la integral de tal
manera que nos queda la funcion
y su derivada.

185. A7.- Al darnos cuenta que
para tener completa la derivada
necesitamos tener un ftres, lo
agregamos y recordamos que
también lo ponemos como un
tercio del otro lado, y entonces
tenemos un tercio por la integral
del coseno de equis cubica por el

Schoenfeld (1985), clasifica
algunos factores en el
proceso de solucion de
problemas: uno de ellos es el
de recursos matematicos que
se refieren a los conceptos
previos que posee el
individuo para resolver
problemas. Estos conceptos
incluyen algoritmos, férmulas
y todas las funciones
necesarias (Patifio, Prada y
Hernandez, 2021).

Segun el esquema de Polya
(1945), la segunda fase es la
elaboracion de un plan, que
implica precisar el problema,
analizar los medios y buscar
una idea de solucioén, para
explorar las posibles vias de
solucion, el docente puede
sugerir:  “recuerdas  otro
problema similar o parecido
que hayas resuelto”, de modo
que estimule al estudiante a
descubrir relaciones que
quizd no sean tan evidentes
directamente. (Diaz y Diaz,
2018).

En la etapa de comprension
del problema se pueden
detonar los procedimientos
heuristicos a través de las
siguientes preguntas: segun
la informacion de que se
dispones, ¢De qué tipo de
problema se trata?, ;Qué se
necesita encontrar para
responder a la pregunta?,
¢irecuerdo haber resuelto
otro problema en las mismas
condiciones? (Diaz y Diaz,
2018).

Devlin caracteriza a las
matematicas como la ciencia
de los patrones, “es una
forma de ver el mundo fisico,
biolégico y sociolégico que

Dentro de los patrones que
se pueden observar en la

solucion de wuna integral
podemos  mencionar el
momento en donde es
necesario que los

estudiantes identifiquen la
presencia de una funcién y su
derivada para poder hacer
uso de una foérmula de
integracion directa.

Otro de los patrones
observados es el momento
en que se complementa la
integral, al identificar que la
constante de la derivada de
la funcién es distintita a la
que se debe tener, por tanto
se realiza un balance en la
ecuacion, lo cual respecto al
episodio identificado para el
ejercicio 1, podemos
observar que el estudiante
hace claro uso de estos dos
patrones de solucion.

De igual manera para el
ejercicio 2 es necesario
volver a identificar una

funcion y su derivada, sin
embargo debido a Ia
estructura de este ejercicio

resulta  un poco mas
complejo identificar o]
determinar quién sera la

funcién y quien la derivada de
la funcion, lo cual se puede
constatar en los extractos de
didlogo seleccionados para
este ejercicio.
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seno de equis cubica por ftres
equis cuadrada.

En el ejercicio 3

J- xtan(7x%)dx

192. A7.- Entonces tengo coseno
de equis a la tres por du, puesto
que ya cuento con su derivada,
entonces tengo un tercio de la
integral del coseno de equis a ala
tres por de u, lo cual quedaria
como un tercio de la integral de u
alan.

227. E12.-Pues  solamente
seguimos la férmula y para ello
tenemos que designar que u es
igual a siete equis cuadrada y por
lo tanto de u es igual a catorce
equis, como podemos observar
solo tenemos la equis y nos falta
el catorce.

230.E11.- Aja si, entonces
ponemos el catorce para
complementar el ejercicio, pero
es necesario ponerlo también
como fraccion por fuera de la
integral.

habitamos”. Realiza una
clasificacion en cuatro tipos
de patrones: numeéricos,
patrones de movimiento y
cambio, geométricos y de
razonamiento y
comunicacion. Dentro de
estos Ultimos se incluyen
procesos de argumentacion y
prueba, reglas de inferencia
(Rangel, 2012).

El profesor de matematicas

puede propiciar la
participacion de sus
estudiantes en actividades
que impliquen el
reconocimiento de
regularidades, es  decir
procesos reiterativos, para

ello se debe solicitar que
examinen atentamente una
situacion y reconozcan la
informacioén relevante.
(Enrique, 2013).

Debido a que el ejercicio 3
tiene distintas rutas de
solucién, como ya lo hemos
presentado  anteriormente,
podemos rescatar
nuevamente el identificar
parte de la integral como una
funcién y la otra parte como
la derivada de esta funcion,
donde en el caso de este

ejercicio también es
necesario complementar la
integral, para que la

estructura de la derivada sea
la correcta.

Otro punto relevante para
este ejercicio, es que al
momento de hacer uso de la
aplicacion dentro de las fases
de implementacion de la
tarea, la aplicacion hace uso
de una identidad
trigonométrica  para dar
solucioén a este ejercicio, por
lo tanto es importante que el
estudiante logre identificar
que aun al hacer este cambio
es necesario determinar
quién es la funcién y quien la
derivada para poder hacer
uso de wuna férmula de
integracion directa.

Comunicar
resultados
(CR)

En el ejercicio 1

f 3xsenx?dx

35. A2. iYo? No, bueno (se
acerca al pizarrén) lo primero que
hariamos aqui, es saber cual es

Lee (2010) sefiala que la
capacidad de expresar sus
ideas proporciona a los
alumnos la posibilidad de
solventar con eficacia
problemas de matematicas y,

Una de las fases en la tarea
de aprendizaje esta pensada
de modo que los estudiantes
tengan la oportunidad de
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la u de mi derivada, de mi integral
perdon, lo cual yo supuse que va
a ser equis al cuadrado, y
entonces lo ponemos aca, aja asi
lo hago yo, seno de u por tres
equis a la de equis, porque me
paso los pasos y luego ya de aqui
sacamos la de u seria
multiplicando equis por, dos por
uno dos, seria dos equis, seria
integral seno de u y aqui
comparamos tenemos tres equis
y dos equis y como no son iguales
entonces colocamos el tres y el
dos debajo, y si checamos
nuestro formulario hay una
formula que dice que el seno de u
por de u es igual al menos
coseno, bueno antes se agrega la
fraccion tres medios menos
coseno de u que es equis
cuadrada.

En el ejercicio 2

J- x?senx3cosx3xdx

182. A7.- Nosotros escogimos a u
como coseno de tres equis
cubica.

183. A7.- Bueno en esta parte
podemos ver que de pende lo que
escojamos como u, lo demas
seria como de u, por lo cual
reestructuramos la integral de tal
manera que nos queda la funcion
y su derivada.

185. A7.- Al darnos cuenta que
para tener completa la derivada
necesitamos tener un ftres, lo
agregamos y recordamos que
también lo ponemos como un
tercio del otro lado, y entonces
tenemos un tercio por la integral
del coseno de equis cubica por el
seno de equis cubica por tres
equis cuadrada.

por tanto, adquirir la destreza
de afrontar nuevos retos.

Ponte et al. (1997), afirman
que los alumnos a través de
la comunicaciéon, toman
conciencia de los procesos
de construccién y validacion
de los conocimientos
matematicos, aprenden las
razones que hacen que algo
tenga o no sentido vy
determinan si una afirmacion
es verdadera o no en
matematicas.

Lee (2010) sugiere que la
razon principal por la que el
incremento del discurso es
importante es porque
aumenta el potencial de los
alumnos para aprender
matematicas y el de los
profesores para ayudarles a
aprender. El modo en que los
escolares justifican  sus
afirmaciones constituye una
rica fuente de informacion
para el profesor acerca del
conocimiento matematico de
esos escolares y del modo en
que lo movilizan y ponen en
juego (Rico y Lupiafiez,
2008).

“La capacidad de comunicar,
explicar y argumentar
matematicamente  significa
que los estudiantes deben
llegar a ser capaces de
proporcionar suficientes
razones para que Sus
compafieros y el profesor
puedan llegar a intuir por qué
han hecho lo que han hecho”.
(Chamorro, 2013, p.18)

compartir sus ideas y el
proceso de soluciéon para
cada ejercicio, con el objetivo
de que sus comparieros y el
docente conozcan cuales son
los criterios o caracteristicas
que el estudiante tomé en
cuenta para poder dar
solucién al ejercicio, como se
puede ver en el fragmento
compartido, donde el
estudiante comparte a sus
companeros porque decidio

hacer uso de la férmula
elegida.
Del mismo modo para el

ejercicio 2 se sugiri6 a los
estudiantes pasar al pizarron
para compartir su solucion,
ahora en equipos de tres
estudiantes, donde ademas
se pudo destacar la
organizacion que tuvo el
equipo de tal manera en que
todos los estudiantes del
equipo participaron e hicieron
uso del lenguaje matematico
para expresar su resultado.
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En el ejercicio 3

f xtan(7x%)dx

192. A7 .- Entonces tengo coseno
de equis a la tres por du, puesto
que ya cuento con su derivada,
entonces tengo un tercio de la
integral del coseno de equis a ala
tres por de u, lo cual quedaria
como un tercio de la integral de u
alan.

227. E12.-Pues  solamente
seguimos la férmula y para ello
tenemos que designar que u es
igual a siete equis cuadrada y por
lo tanto de u es igual a catorce

Para que el incremento del
discurso se haga efectivo es
necesario que el profesor
proporcione regularmente
oportunidades para que los
alumnos puedan hablar de

los conceptos y
procedimientos que han
utilizado y  proporcionar

razones de por qué han
hecho lo que han hecho
(Chamorro, 2003).

El ejercicio 3 al ser el de
mayor complejidad causo
cierta confusibn en los
estudiantes, y entre Ia
manera en que resolvieron a
lapiz y papel y el resultado
obtenido en la aplicacién, por
ello es que a los estudiantes
se les dificulté expresar su
resultado de manera correcta
y tuvo que intervenir la
instructora para aclarar que
en este tipo de ejercicios
existen por lo menos dos
tipos de solucién donde una
de ellas involucra algunas
identidades trigonométricas.

equis, como podemos observar
solo tenemos la equis y nos falta

el catorce.
230. E11.- Aja si, entonces
ponemos el catorce para

complementar el ejercicio, pero
es necesario ponerlo también
como fraccién por fuera de la
integral.

El empleo de la aproximaciéon didactica de resolucion de problemas incluye algunos
elementos que permite acercarse al cumplimiento de los objetivos planteados en la tarea
de aprendizaje tales como i) Analizar casos particulares, ii) Observar patrones vy iii)
Comunicar resultados.

La tarea de aprendizaje fue disefiada con la intencién de trabajar con casos especificos,
con caracteristicas particulares donde el grado de complejidad va aumentando
gradualmente de modo que el ejercicio 1, se considera de baja complejidad donde el
estudiante no tenga ni tanta facilidad ni tanta dificultad como lo senala Polya (1945). Para
el ejercicio 2 la complejidad aumenta gradualmente pues en esta ocasion no es tan evidente
quien sera la funcién y cual sera su derivada, ademas de presentar una derivada que se
resuelve con el método de la cadena, proceso que en algunas ocasiones causa confusion
en los estudiantes. Por ultimo, el tercer ejercicio tiene cierta modificacion debido a que es
un ejercicio que puede ser cambiado por una identidad trigonométrica, pues como lo
menciona Schoenfeld (1994), es importante analizar casos con caracteristicas similares,
ligeramente modificados.

De este modo la tarea de aprendizaje esta pensada en proponer a los estudiantes una serie

de ejercicios que le permitan al estudiante desarrollar la capacidad de analizar e identificar
los elementos de un ejercicio que le sirvan para poder seleccionar adecuadamente las
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formulas para la solucion. La idea de abordar casos particulares es realizar un analisis a
profundidad dentro de un tema especifico tal como lo sefiala Wassermann (1994).

b) Tabla 9.- Subcategoria del marco del empleo de herramientas digitales en la ensefianza de
las matematicas
SUBCATEGORIA EPISODIO TEORICO AUTOR
En el ejercicio 1 Actualmente existe una
5 gran diversidad de
f 3xsenx”dx aplicaciones y software
educativo con una
D. +Qué nos dice el orientacion did'é'ctica hacia
s N las matematicas. La
procedimiento? ;Quién comparte capacidad expresiva de

Guia el proceso
de solucién
(GPS)

el primer paso que sale ahi?

A4. Utilice las propiedades de la
integral

D. ¢(Cudl es la propiedad de la
integral que manejan?

A4. Equis dos

D. Punto uno, utilice Ilas
propiedades de las integrales,
permitanme anotar en el pizarrén,
nos marca, nos dice, ftres
integrales de equis seno cuadrado
de equis de equis

D. ;Cual es el segundo paso?

A4. Utiliza la propiedad distributiva
A2. Transformando la funciéon

D. ¢ Cémo se transforma?

A4. Tres por integral del seno de
equis cuadrada entre dos

D. ¢Cual es el tercer paso?,
alguien mas jovenes, alguien de
atras, sefiorita ¢ Cual es el tercer
paso?

A7. Calcula e integra

D. Calcula e integra, ¢Como la
calcula y como la integra? ;Qué
método usa o que férmula utiliza?
A7. Integral, pero simplificamos 3
integral de t

A8. Dice. Usa la sustitucion de te
que es igual a equis cuadrada para
conformar la integral

D. ;Qué quiere decir esto? Esto
nos indica entonces que solo
realizamos un proceso de
sustitucion.

En el ejercicio 2

f x?senx3cosx3xdx

esta tecnologia permite al
estudiante nuevos
acercamientos a las ideas
matematicas (Moreno vy
Hegedus, 2009, p. 508); el
tipo de recurso elegido para
la exploracion determina en
gran medida la manera
como un individuo asume la
tarea matematica.

Las actividades didacticas
de esta propuesta
incorporan tecnologia
digital a través de apps,
donde algunas de ellas
absorben la carga
procedimental de calculos
engorrosos, con el fin de
que los estudiantes se
centren en ideas mas
complejas y fundamentales
(Moreno-Armella, Hegedus
y Kaput, 2008).

Photomath, que es una
aplicacion que, mediante
una fotografia del ejercicio
matematico, presentan el
método y el procedimiento
para su desarrollo, de
manera que el estudiante,
puede comprender le paso
a paso y no solo enfocarse
en el resultado final, es
preciso mencionar que esta
es una APP disponible para
Android y 10S, (Alonso et

al. 2023).

En la compresion del
lenguaje matematico, no
basta con saber el

Cuando los estudiantes se
enfrentaron a la etapa en
donde se hace uso de la
aplicacion, fue notorio que de
manera general conocen la
aplicacion Phothomath, pues
no les resulto dificil realizar el
procedimiento de capturar la
imagen con su celular para
que la aplicacién resolviera el
ejercicio.

De esta manera dentro de la
actividad la herramienta brinda
la oportunidad de guiar el
proceso de solucién, ya que si
el estudiante tiene alguna
duda en un momento, puede
consultar los pasos arrojados
por la aplicacién.

El uso de la aplicacion permite
a los estudiantes tener un
orden respecto al proceso de
soluciéon, pues en algunas
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A7.- Entonces por férmula
tenemos un tercio de la integral de
u al cuadrado entre 2, como u es
coseno de equis cubica entonces
tenemos un tercio de equis cubica
al cuadrado sobre dos, podemos
multiplicar el dos por el seis, y
entonces me queda, un sexto del
coseno de equis cubica al
cuadrado mas ce.

En el ejercicio 3

J- xtan(7x%)dx

A8.- Osea si es igual el resultado,
pero cambia un poco el proceso,
porque en la aplicacion cambian la
tan por seno sobre coseno, y
después ya lo resuelven con otra
férmula.

algoritmo de memoria, se
necesita que el estudiante
contextualice la
informacién y la aplique
efectivamente en una
situacion problema, lo que
evidentemente, no se
puede lograr con tan solo la
informacién, es necesario,
que, mediante el uso
adecuado de herramientas
y apps digitales, el
concepto matematico
abstracto se formalice y
materialice (Jimenéz Daza,
2019)

ocasiones al estudiante le
resulta confuso el orden en
que se presentan los ejercicios
de integrales, como se puede
observar en la estructura del
ejercicio dos, donde de cierta
manera no guarda un orden
estricto que le permita al
estudiante identificar quien es
la funcion y quien es la
derivada.

Cabe resaltar que un ejercicio
como el que se presentd en el
ejercicio 3, permite aprovechar
las herramientas que brinda la
aplicaciéon, donde es posible
observar detalladamente el
proceso de solucion.

Muestra otras
rutas de solucion
(ORS)

104.- D. ;Por qué cambia esta
expresion a te? ;Por qué ahora
tenemos la presencia de te? Ahi lo
dice

A8. Dice. Usa la sustitucion de te
que es igual a equis cuadrada para
conformar la integral

D. {Qué quiere decir esto? Esto

nos indica entonces que solo
realizamos un proceso de
sustitucion.

D. En este proceso nosotros
podemos sustituir la equis por la te,
0 por cualquier otra constante, es
decir aqui podemos poner seno de
u por de u qué es lo mas comun
que podemos observar, si revisan
su formula al final dice seno de u
por de u, pero en esta ocasion se
utiliza la te, una vez que estamos
sustituyendo por te quiere decir
que podemos aplicar la férmula,
¢qué férmula aplican para resolver
esta funcion, o esta integral?

Martin (2000) sefala que la

tecnologia debe ser
utilizada en la educacion
matematica, y que ésta
puede ser usada para
enfatizar el wuso del

conocimiento matematico,
yendo mas alld de los
procedimientos  rutinarios
que han estado tan
prevalecientes en los
cursos de matematicas.
Los cambios recientes en el
curriculo de matematicas
reconocen la importancia
del uso de las calculadoras
y computadoras en el
aprendizaje de los
estudiantes.

Dentro de esta subcategoria
podemos enfatizar de manera
general que la aplicacion
comunmente utiliza lo que se
conoce como cambio de
variable al resolver la mayoria
de los ejercicios propuestos, lo
cual es un proceso diferente al
que realizan los estudiantes
generalmente.

De igual manera
destacaremos que
especificamente en el ejercicio
3 es mas notorio la utilizacion
de un proceso distinto para

resolver, pues la app
Phothomath utiliza una
identidad trigonométrica en

lugar de resolverlo con una
férmula de integracion directa
como lo hicieron en su
mayoria los estudiantes de
manera tradicional.

En el ejercicio 2

f x?senx3cosx3xdx

A7 .- Nosotros escogimos a u como
coseno de tres equis cubica.

Dada la naturaleza del
ejercicio 2, en donde se puede
elegir una u otra funcién cono
derivada de la otra, es notorio
en el episodio seleccionado
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Emplea otras
heuristicas
(ER)

A7 .- Bueno en esta parte podemos
ver que de pende Ilo que
escojamos como u, lo demas seria
como de wu, por lo cual
reestructuramos la integral de tal
manera que nos queda la funcién y
su derivada.

A7.- Al darnos cuenta que para
tener completa la derivada
necesitamos tener un tres, lo
agregamos y recordamos que
también lo ponemos como un
tercio del otro lado, y entonces
tenemos un tercio por la integral
del coseno de equis cubica por el
seno de equis cubica por tres equis
cuadrada.

En el ejercicio 3

f xtan(7x?)dx

E11.- Nosotros tomamos la
féormula que estd en nuestro
formulario, que dice integral de la
tangente de u por du es igual a
menos logaritmo del coseno bueno
aqui se ven dos rayitas.

D.- Se lee médulo o valor absoluto,
el valor absoluto de cosenos de u.
E11.- Bueno otra vez menos
logaritmo natural del valor
absoluto de coseno de u mas ce.

De acuerdo con Lesh y
Doerr (2003, citados por
Henriquez, 2021), las
heuristicas son aquellos
procedimientos especificos
y aproximaciones en la
busqueda de solucion de
un problema, que va mas
alld de su conocimiento
matematico especifico, y
que le permiten a un
individuo encontrar formas
productivas de adaptar,
modificar y refinar las ideas
que tiene.

que el estudiante tiene que
tomar la decisién sobre con
cual funcién trabajar para
solucionar este ejercicio.

En el ejercicio tres se puede
observar que los estudiantes
de manera directa eligen una
féormula especifica para dar
solucion a este ejercicio,
mientras que la app propone
otra ruta para dar la solucion.

Permite
comparacién con
la solucion a lapiz

y papel

(CLP)

59.- D. Vamos a comparar, ¢el
resultado o el procedimiento de la
aplicacion, es igual al de tu
resultado?

D. ¢Es mismo resultado o no?

AS. Si

D. Ahora, los pasos el
procedimiento ¢ es el mismo?, creo
que si les deja ver los pasos

D. Revisen su procedimiento,
revisen el procedimiento de la
solucion.

D. ¢ Qué nos dice el
procedimiento? ;Quién comparte
el primer paso que sale ahi?

A4. Utilice las propiedades de la
integral

Al implementar Photomath
como herramienta
educativa se promueve la
autoevaluacion y
retroalimentacion por parte
de los estudiantes, pueden
analizar el procedimiento
paso a paso, y comparar
las respuestas de
Photomath con las suyas.
(Garzén, 2020)

La tarea de aprendizaje
propuesta para el desarrollo
del presente trabajo, fue
pensada de tal manera que
durante las fases de desarrollo

de los tres ejercicios
sugeridos, exista una fase
donde el estudiante puede

comparar los resultados
obtenidos por sus propios
medios con los resultados que
arroja la app, lo cual nos
permite poner en juego un
escenario en donde el
estudiante puede llevar a cabo
un andlisis de las diferencias o
semejanzas en ambos
procesos de solucién, como es
ilustrado en el episodio
mencionado.

-85-




Usar el marco del empleo de herramientas digitales en la ensefianza de las matematicas,
nos permite analizar las subcategorias mencionadas en la tabla anterior, donde una accion
importante que se identifica al hacer uso de esta aplicacion es la posibilidad de usar sus
herramientas para poder observar el proceso de soluciéon de manera detallada, donde es
posible identificar cada uno de los pasos que realiza la aplicacion para llegar al resultado
propuesto, este elemento es lo que denominamos la subcategoria Guia del Proceso de
solucién (GPS), lo cual es aprovechado por el docente como medio a través del cual los
estudiantes realizan un analisis minucioso y se plantean cuestionamientos sobre porque o
como usar cada uno de los pasos sugeridos, misma situacion que puede generar un debate
de retroalimentacion dentro del saléon de clases, de esta manera también podemos
mencionar que la aplicacion utiliza distintos procesos de solucion a los empleados por el
estudiante (Muestra otras rutas de solucién, ORS), cuando se realiza de manera tradicional
permitiendo mostrar otras rutas de solucion a los diferentes ejercicios, lo cual vierte en la
oportunidad del estudiante de elegir de entre las distintas heuristicas proporcionadas
(Emplea otras heuristicas, EH),al momento de dar solucién a un ejercicio, asi mismo
permitiendo la comparacion entre ambos resultados, misma acciéon que da la oportunidad
de detectar posibles errores y retroalimentar los saberes adquiridos clasificada dentro de la

subcategoria Permite comparacién con la solucién a lapiz y papel (CLP).
Tabla 10 Marco conceptual de las tareas de aprendizaje y demanda cognitiva.

SUBCATEGORIA

EPISODIO

TEORICO

AUTOR

Guia del profesor
(GP)

En el ejercicio 1
fosenxzdx

43.- D. Y seria correcto dejarlo asi,
tres medios menos coseno de equis
cuadrada

A2. No porque se le hace algo asi
como, tres medios multiplicada por
uno sobre menos coseno de equis
cuadrada.

D. ¢ Ahi estamos de acuerdo?

AS. No

D. ¢Por qué no?

AS. Porque esta multiplicando

D. ¢Qué seria lo correcto
entonces?

El alumno que se encuentra al
frente del pizarron estd un poco
confundido y no sabe qué hacer

D. Porque no solo pones el tres
menos enfrente de los tres medios
por toda la expresion

AS. El menos va enfrente

D. Entonces nuestro resultado,
menos tres medios del coseno de
equis cuadrada, que le falta, algo
llevan las integrales al final

D. La constante, la ce.

Dentro de la labor docente se
considera importante guiar al
estudiante hacia la
aprehensién del
conocimiento y conocer el
saber a ensefiar antes de ser
presentado al alumno.
Ademas, debe promover que
en su leccion los estudiantes
conformen algo semejante a
una sociedad cientifica, en
donde descubran el
conocimiento mediante las
situaciones-problemas
planteadas con este
fin (Espinoza et al., 2008).

La ayuda que el profesor
brinda al estudiante variara
cuantitativa y
cualitativamente a lo largo del
proceso de ensefianza-
aprendizaje, es decir, como
plantea Pérez Cabani (1995).
“la ayuda requerida en cada

De manera general podemos
observar a lo largo del desarrollo de
las fases de la tarea de aprendizaje,
la constante participacion del
docente como guia en cada
ejercicio propuesto, de manera tal
que los estudiantes sintieran la
confianza de un entorno en donde
es valido expresar sus inquietudes y
dudas, asi como manifestar sus
ideas al momento de solucionar un
ejercicio.

Del mismo modo el docente debe
de contar con la capacidad de
identificar las oportunidades que se
presentan para su intervencion al
momento de corregir o realizar
alguna pregunta que favorezca el
correcto  desarrollo de cada
ejercicio.

De esta manera podemos denotar
una de las clasificaciones que
realiza Cabanini (1995), donde
sugiere que el docente proporcione
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108.-D. En este proceso nosotros
podemos sustituir la equis por la te,
0 por cualquier otra constante, es
decir aqui podemos poner seno de
u por de u qué es lo mas comun que
podemos observar, si revisan su
férmula al final dice seno de u por
de u, pero en esta ocasion se utiliza
la te, una vez que estamos
sustituyendo por te quiere decir que
podemos aplicar la férmula, ¢qué
féormula aplican para resolver esta
funcion, o esta integral?

En el ejercicio 2

f x?senx3cosx3xdx

D.- ¢Alguien ya tiene la solucién?,
observo, la mayoria esta tratando a
u como que

A8.- Equis cubica, ah no equis
cuadrada.

D.- La mayoria esta haciendo algo

similar a lo anterior, y quieren
resolverla como el ejercicio, anterior
¢cierto?
A7.- Si

D.- Eso realmente no se puede,
observen, aqui lo que podemos
hacer es tomar el seno o el coseno
la que sea, para considerar que
cualquiera de estas es u, si yo digo,
que seno de equis cubica es u,
¢cual seria de u?

A6.- De u es coseno de equis
cubica, ahhh ya.
¢Les ayuda
continuar?

D. ¢Sucede lo mismo si lo
consideramos diferente? Si u es
coseno de equis cubica, ¢Quién es
de u?

esto?, ¢pueden

momento del proceso sera
variable en forma y cantidad.
A veces, el ajuste de la ayuda
pedagodgica se conseguira
proporcionando al alumno
una informacién organizada y
estructurada; en otras
ocasiones, ofreciendo
modelos de accion a imitar,
en otras, formulando
indicaciones y sugerencias
mas o menos detalladas para
abordar los trabajos, o en
otros casos, permitiéndole
que escoja y desarrolle de
forma totalmente auténoma
la actividad de
aprendizaje”.(p.2)

Salinas (1998) citado en del
Moral Pérez y Martinez
(2010) establece tres nuevos
roles que el profesor ha de
asumir con la integraciéon de
las nuevas tecnologias en los
procesos de ensefianza-
aprendizaje  que  deben
contribuir a: guiar a los
estudiantes en el uso de los
medios, potenciar en ellos
una actitud mas activa y
comprometida con su propio
aprendizaje y gestionar los
nuevos recursos
tecnoldgicos y entornos de
aprendizaje para facilitar su
adecuada incorporacion en la
accion formativa

al estudiante informacion
organizada y estructurada cuando
se requiere.

De manera concreta en el episodio
seleccionado para esta clasificacion
podemos observar que en el
ejercicio 2, ninguno de los
estudiantes logro de manera inicial
comenzar a realizar el proceso de

solucion, por lo cual como lo
menciona Cabanini (1995), la
docente intervino ofreciendo

indicaciones o sugerencias mas o
menos de talladas que orientaron a
los estudiantes a iniciar con el
desarrollo el ejercicio.

Es importante denotar que en esta
actividad se cumple principalmente
con 2 de los 3 roles que se
mencionan en la clasificacién dada
por Salinas (1988), donde es el
profesor adquiere el papel de guia 'y
el promueve que los estudiantes
tengan una actitud mas activa y
comprometida con su propio
aprendizaje.
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Proceso inquisitivo
del profesor
(P1)

D. ¢Porque este tres esta de este
lado? (sefiala el numero que se
encuentra antes del simbolo de
integral) ¢ Si saben por qué?

A4. Porque es una constante

D. Porque es una constante, ;Qué
propiedad me ayuda a definir que
esto es una constante? O ;Qué
propiedad te permite que este
constante pase del otro lado de la
integracion?

A4. Porque no tiene potencia

D. Porque no tiene potencia, pero
hay una propiedad y ahi en la
aplicacion la dice, nos dice que la
integral de una constante por una
funcion, es igual a la constante por
la integral de la funcion, si, lo que
quiere decir es que la constante
puede salir de la integral.

D. ¢Cual es el segundo paso?

A4. Utiliza la propiedad distributiva
D. ¢ Qué es lo que te indica?

A2. Transformando la funcion

D. ¢ Cémo se transforma?

Se considera que una de las
acciones mas importantes
del profesor durante la
implementacion de una tarea
de aprendizaje, es
precisamente el proceso
inquisitivo que desarrolla con
sus estudiantes (Campos y
Torres, 2022).

Segun estos autores este
proceso consiste en que el
docente elabore una serie de
preguntas que vayan guiando
la actividad, ademas decidir
el momento en que las debe
presentar, lo anterior con la
finalidad de conducir a los
estudiantes al camino de
soluciéon del problema. Este
proceso también tiene la
finalidad de mantener el
interés del estudiante a lo
largo de la sesion.

Una de las intenciones mas claras
dentro del desarrollo de esta tarea
de aprendizaje, es aquella que
permite que el docente identifique
los momentos indicados de
intervencién para lograr hacer
preguntas o  cuestionamientos
cruciales a los estudiantes que les
permitan llevar a cabo un proceso
de reflexion y retroalimentacion
respecto a los saberes adquiridos
anteriormente.

Para puntualizar esta situacion
podemos denotar el episodio
seleccionado para esta categoria
donde la docente decidid hacer
estas preguntas con la finalidad de
que los estudiantes tuvieran claro el
proceso de solucion analizado por
la aplicacion y no solamente se
dedicaran a copiar el resultado
como en otras ocasiones lo
hicieron.

Incluye la
herramienta digital
(IHD)

D. Iguales ok, hacemos entonces a
la misma integral, pero con
aplicacion

D. Vamos a comparar, ¢ el resultado
o el procedimiento de la aplicacion,
es igual al de tu resultado?

D. ¢ Es mismo resultado o no?

AS. Si

D. Ahora, los pasos el
procedimiento ¢ es el mismo?, creo
que si les deja ver los pasos

D. Revisen su procedimiento,
revisen el procedimiento de la
solucién.

Se puede considerar que el
uso de los avances
tecnolégicos, favorece el
desarrollo de capacidades
intelectuales y la adquisicion
de destrezas por parte del
alumno, mediante una nueva
forma de organizar, distribuir,
representar y codificar la
realidad”. (Ferrer, 2017)

La didactica de las
matematicas utilizando el
ordenador o cualquier otro
dispositivo tecnolégico
enriquece el aprendizaje. Se
trata de una modalidad
educativa en la que las
nuevas tecnologias son el
medio utilizado para ensefiar
y no el fin. En este sentido, se
debe hacer un uso adecuado
de las herramientas digitales,
disefiando estrategias
especificas de aprendizaje.
El uso de estos instrumentos
debe estar justificado para

La inclusion de una herramienta
digital, es el eje de partida dela tarea
de aprendizaje con la finalidad de
aprovechar estos recursos de la
manera mas eficiente posible,
logrando un uso regulado de las
herramientas digitales promoviendo
el analisis y aprendizaje de cada
uno de los procesos de soluciéon que
ofrecen para cada ejercicio.

De esta manera se busca evitar que
el proceso de ensefanza
aprendizaje se convierta en algo
mas complejo, toda vez que los
estudiantes cuentan con acceso
directo a este tipo de aplicaciones.
Por tal motivo se buscé integrar una
herramienta digital que es de uso
comun en los estudiantes, dandole
de cierta manera un uso eficaz a
estas aplicaciones y evitando la el
libre albedrio en su uso para no
distorsionar el objetivo de esta
actividad, como podria ser el caso
de que el estudiante simplemente
copie el resultado sin llevar a cabo
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obtener asi unos resultados
positivos. De lo contrario,
puede complicarse aun mas
el proceso de aprendizaje.
(Quesada, 2007)

Emplear tecnologias,
concatenandolas con
experiencias  significativas,
se convierten en
herramientas cognitivas que
el estudiante emplea para
provocar y desarrollar
habilidades del pensamiento
(Jonassen, Carr, y Ping,
2005).

un proceso de reflexion en cada uno
de los procedimientos, tal como lo
menciona Quesada (2007).

El uso de la herramienta digital no
es Util en si mismo, sino que su
utilidad se deriva de que se
encuentra al servicio de la tarea de
aprendizaje propuesta y no al
contrario, coincidiendo con las ideas
de Jonassen et al. (2005).

Propicia la
comparacion y el
analisis
(PCA)

59.- D. Vamos a comparar, el
resultado o el procedimiento de la
aplicacion, es igual al de tu
resultado?

D. ¢ Es mismo resultado o no?

AS. Si

D.  Ahora, los pasos el
procedimiento ¢;es el mismo?, creo
que si les deja ver los pasos

D. Revisen su procedimiento,
revisen el procedimiento de la
solucion.

D. ¢ Qué nos dice el procedimiento?
¢Quién comparte el primer paso
que sale ahi?

A4. Utilice las propiedades de la
integral

En el uso adecuado de estas
herramientas el alumno y la
alumna son asesorados por
el profesor, pueden realizar
actividades que les permitan

conjeturar, explorar,
experimentar y  extraer
conclusiones. Dichos

procesos, les fomentan en el
discente la toma de
conciencia de la factibilidad
de sus ideas, haciendo su

aprendizaje mas
comprensivo que
memoristico (Garza y

Leventhal, 2004).

Dentro de las caracteristicas
centrales del rol del profesor
se pueden enumerar las
siguientes: la seleccion y/o
adecuacion de tareas,
proporcionar al estudiante la
informacién esencial que le
permita resolverla, y crear un
ambiente propicio dentro del
aula que promueva el
desarrollo del proceso de
solucion. (Campos y Torres,

Uno de los momentos
fundamentales de la tarea de
aprendizaje propuesta es la parte
donde el estudiante realiza una
comparacion entre el resultado
obtenido en el primer momento al
resolver el ejercicio de manera
tradicional en comparacion con el
resultado que propone la app, pues
este proceso permitira que el
estudiante reconozca que existen
distintas rutas de solucion si es el
caso, o en su defecto identifique
algun error, o simplemente refuerce
y tenga la certeza de que su
resultado es el correcto, lo cual
favorece la seguridad de los
estudiantes al momento de realizar
ejercicios matematicos.

2022).

Permite conectar D.- Seno de equis cubicaporquién? | En el caso de |las

conocimientos Recuerden si es que asi se los | matematicas es fundamental | Durante la implementacion de la
previos ensefiaron, esto se aplica como la | construir desde el | actividad es claro que los
(PCP) regla de la cadena, entonces seno | pensamiento  matematico, | estudiantes tuvieron la necesidad

de equis cubica por la derivada de
esto, ¢Quién es la derivada de
esto? (se sefiala la equis cubica)
AB.- Tres equis cuadrada

para Arévalo y Gamboa
(2015) el area debe partir del
caracter histérico y cultural, el
cual le permite la conexion

de hacer uso de los conocimientos
previos con los que cuentan, que
van desde las mas sencillas
operaciones hasta algo un poco
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D.- Tres equis cuadrada, y si
observo si yo tomo esto, una parte
seria mi u y la otra mi de u,
entonces observamos nuevamente
el ejercicio y una parte seria u y la
otra, el resto de la expresion. Seria
de u, y con eso puedo derivar
perdén integrar con una férmula,
cual es la formula, pues u a lan. Por
favor traten de terminarla.

Durante siete minutos los
estudiantes  discuten con la
informacién que ahora conocen
respecto al ejercicios identificando y
haciendo uso de las férmulas
encontradas en su formulario.

con otros saberes a través de
la creatividad, la légica, el
razonamiento y la capacidad
de desarrollar  avances
tecnolégicos para la sociedad
actual.

En la teoria del aprendizaje
significativo de Ausubel, se
presupone la disposicion del
alumno a relacionar el nuevo
material con su estructura
cognoscitiva en forma no
arbitraria (es decir, que las
ideas se relacionan con algun
aspecto existente en la
estructura cognoscitiva del
alumno, como una imagen,
un simbolo ya significativo,
un concepto o] una
proposicion) y si ademas, la
tarea de aprendizaje en si es
potencialmente significativa
tendriamos que cualquiera

de los dos tipos de
aprendizaje  mencionados,
pueden llegar a  ser

significativos.

mas complejo, como es el caso de
la forma de derivar una funcién para
el momento en que se requirid
identificar la derivada de una
funcion, asi como las relaciones
trigonométricas que existen, topicos
que son abordados en semestres
anteriores a este.

Permite justificar
pasos empleando
propiedades y
métodos de
integracion
(JPCP)

En el ejercicio 1

f 3xsenx?dx

A7.- Bueno en esta parte podemos
ver que de pende lo que escojamos
como u, lo demas seria como de u,
por lo cual reestructuramos la
integral de tal manera que nos
queda la funcién y su derivada.

A7.- Al darnos cuenta que para
tener completa la derivada
necesitamos tener un tres, lo
agregamos y recordamos que
también lo ponemos como un tercio
del otro lado, y entonces tenemos
un tercio por la integral del coseno
de equis cubica por el seno de equis
cubica por tres equis cuadrada.

El modelo de demanda
cognitiva de Stein y Smith
(1998), considera que una
actividad o tarea de
aprendizaje con alta
demanda cognitiva debe
considerar los siguientes
elementos: favorecer
conexiones entre distintos
conceptos e ideas, propiciar
que los estudiantes se
realizan preguntas, formulen
conjeturas y elaboren
explicaciones o]

En los episodios mostrados en esta
seccion para el ejercicio 1y para el
ejercicio 2, es claro que el
estudiante trata de justificar del
porque se le afada una fraccion a
las integrales antes de dar una
solucion, lo que comunmente
conocemos como el proceso de
complementar la integral para
posteriormente poder aplicar una
férmula directa o llevar a cabo el
proceso de solucién requerido.
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En el ejercicio 2

f x?senx3cosx3xdx

227 .- E12.-Pues solamente
seguimos la formula y para ello
tenemos que designar que u es
igual a siete equis cuadrada y por lo
tanto de u es igual a catorce equis,
como podemos observar solo
tenemos la equis y nos falta el
catorce.

E11.- Aja si, entonces ponemos el
catorce para complementar el
ejercicio, pero es necesario ponerlo
también como fraccion por fuera de

justificaciones.
Torres, 2022).

(Campos y

La exploracion y la busqueda
de conjeturas y pruebas son
esenciales para que los
estudiantes logren  darle
sentido a la demostracion
matematica y puedan
potenciar su competencia
demostrativa y
argumentativa,

entendiéndose esta como la
capacidad que desarrollan
los estudiantes para aplicar
diferentes tipos de
razonamiento y plantearse

Este proceso es importante para
que la tarea de aprendizaje se
considere una tarea con alta
demanda cognitiva segun o
menciona Campos y Torres (2022).

Del mismo modo de siguiendo las
ideas de Parra et al. (2010), de esta
manera se permitira que el
estudiante  transite  entre el
razonamiento y la argumentacion al
realizar este proceso de
justificacion.

la integral argumentos y justificaciones

(Parra, et al. 2010).

La propuesta de esta tarea de aprendizaje se diseid desde un inicio pensando en que el
docente pudiera cumplir el papel de guia en cada uno de los ejercicios propuestos lo cual
se esta clasificando en una subcategoria que se denominé Guia del profesor (GP), de igual
manera esta actividad permite que el profesor encuentre oportunidades precisas para
realizar preguntas claves que guien al estudiante a un proceso de analisis y reflexion,
provocando didlogos con los estudiantes a través de lo que denominamos Proceso
inquisitivo del profesor (PI).

Otra de las subcategorias a la que hacemos referencia es a la denominada Incluye la
herramienta digital (IHD), la cual se incorporé en esta tarea con los propésitos de incluir los
procesos de reflexiéon, de analisis y comparacion, ya que como lo mencionan Jonassen et
al. (2005) el uso de una herramienta digital se debe incorporar con el propdsito de llevar
a cabo una experiencia significativa, definida con anterioridad en el objetivo de la tarea de
aprendizaje.

En cuanto a la subcategoria denominada Permite la comparacién y andlisis (PCA), se
puede afirmar que en la mayoria de los ejercicios se cumplié con este propodsito, ya que el
estudiante tuvo la oportunidad de comparar sus resultados obtenidos de manera tradicional
con los resultados arrojados por la aplicacion, y en especial en el ejercicio 3 darse cuenta
que se pueden realizar rutas de solucién distintas, a su vez también se permite que el
estudiante justifique sus procedimientos desde lo mas simple como es completar la integral,
o la presencia de la constante c, hasta algo un poco mas complejo como lo es el cambio de
variable o incluso el empleo de una identidad trigonométrica, enmarcando todo esto en la
subcategoria que denominamos Permite justificar pasos empleando propiedades y
meétodos de integraciéon(JPCP).

-91 -




CAPITULO 5.- CONCLUSIONES

El aprendizaje de las matematicas no soélo requiere conceptos fundamentales y algunos
procedimientos necesarios, sino que es indispensable tener presentes las dificultades que
se pueden generar en los estudiantes, el papel del docente dentro del aula y su relacién
con los estudiantes. En cuanto a la ensefianza, se concentra en el rol del docente y las
practicas que éste desarrolla en el aula siempre con miras a obtener resultados exitosos, y
en este sentido la didactica de las matematicas estudia sus procesos de ensefianza con el
objetivo de comprender sus problemas y solucionarlos, generando diferentes teorias y
practicas a fin de fortalecer los procesos de aprendizaje en los estudiantes (Serrano, 1993).

En este sentido el presente trabajo tuvo como propdsito general dar respuesta a la pregunta
planteada en un inicio ¢ Co6mo emplear la app Phothomath como un elemento central
en el diseio de una tarea de aprendizaje, para mejorar el proceso de entendimiento
en el tema de integrales trigonométricas? De la cual se desprendié el objetivo general
de la investigacion que se refiere a la caracterizacién de los procesos de entendimiento de
los estudiantes en la solucidn de integrales de funciones trigonométricas mediante el uso
de una aplicacion matematica integrada en una tarea de aprendizaje.

De igual manera a partir de esta pregunta de investigacion lograron desprenderse tres
objetivos especificos que radican esencialmente, el primero en definir las caracteristicas de
la aplicacién que pueden emplearse en el disefio de una tarea de aprendizaje en el tema
de integrales de funciones trigonométricas, el segundo en implementar la tarea disefiada
con un grupo de estudiantes del curso de calculo integral de quinto semestre de bachillerato
y el tercero en identificar los procesos de entendimiento, y las posibles dificultades de los
estudiantes durante la implementacién de la actividad.

5.1 Sobre el diseio de la tarea de aprendizaje

En la tabla siguiente (Ver tabla 9) se presentan los elementos de la app que consideramos
al inicio de esta investigacion como importantes para el disefio de la tarea de aprendizaje:
los métodos alternos de solucion que emplea la app y las herramientas propias de la
aplicacion. El primer elemento se refiere a la técnica del cambio de variable que
comunmente usa la aplicacién para dar solucion a integrales trigonométricas, por lo que la
instructora considerd importante aprovechar estas rutas alternas para poder realizar un
analisis mayor del proceso de solucion y ademas hacer una comparacion con los procesos
realizados por el estudiante a lapiz y papel. El segundo elemento tiene relacion con una
herramienta de la app que consiste en permitir al aprendiz observar un proceso mas
detallado de solucidn, paso a paso, lo que incluye notas al pie del procedimiento.
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Tabla 11.- Elementos considerados para el disefio de la tarea de aprendizaje.

Elemento Descripcion Referente tedrico
Método alterno de La aplicacion comunmente hace Uso de herramientas digitales en la
solucion empleado por la | uso de lo que conocemos como el | ensefanza de las matematicas
app cambio de variable para dar
solucion a los ejercicios
propuestos.

Herramientas de la | Ver pasos detallados. - Permite | Uso de herramientas digitales en la
aplicacion observar el proceso detallado de la | ensefianza de las matematicas
solucion

En la figura 2 del capitulo Metodoldgico, se muestran los aspectos generales del disefio de
las actividades a realizar, donde se puede constatar que desde un inicio se penso en
disefar una tarea de aprendizaje que permitiera aprovechar las herramientas con las que
cuenta la app, ya que por ejemplo el cambio de variable que utiliza la aplicacion podia ser
aprovechado por la docente para discutir con los estudiantes rutas alternas de solucion, del
mismo modo la herramienta que permite al estudiante observar los detalles del proceso de
solucién posibilita que visualicen otros elementos que resulten un poco mas complejos para
ellos, como formulas, identidades trigonométricas y notas breves.

También para el disefio de la tarea se consideraron diferentes elementos tedricos que
provienen de la parte de diferentes teorias y aproximaciones didacticas que emergieron al
hacer una revision documental para fortalecer el marco referencial de esta investigacion: i)
Uso de herramientas digitales, ii) Aproximacion didactica de resolucion de problemas, iii)
Tareas de aprendizaje y demanda cognitiva y iv) Uso de representaciones semidticas.

De estos referentes, asi como de la naturaleza del topico a desarrollar en la tarea de
aprendizaje se identificaron aquellos elementos que a nuestro juicio de podian constituir
como elementos centrales de la estructura de la tarea. Estos elementos son los que se
enumeran a continuacion en la tabla 12.
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Tabla 12.- Elementos tedricos considerados en el disefio de la tarea de aprendizaje

Elemento

Descripcion

Referente tedrico

Uso de otros registros
de representacion

Al hacer uso de la app para dar solucién
a un ejercicio podemos observar que en
ella encontramos detalles de los pasos
empleados, la constante de integracion,
e incluso puedes observar graficamente
el comportamiento de las funciones si
asi se desea.

Uso de herramientas digitales en la
ensefianza de las matematicas

Teoria de representaciones semidticas de

Duval.

Discusién en pequeinos | Dentro de la implementacion de la tarea | Uso de herramientas digitales en la
grupos y en colectivo de aprendizaje se favorece la discusion | ensefanza de las matematicas
entre pequefios equipos y de manera
grupal con la finalidad de permitir la | Tareas de aprendizaje matematico y
discusioén y expresion de ideas entre los | demanda cognitiva
estudiantes.
Distintas rutas de | Al hacer uso de una herramienta digital | Aproximacién didactica de resolucién de
solucion para la solucion de ejercicios de | problemas.
integrales podemos observar distintas
rutas de solucién para un ejercicio de | Uso de herramientas digitales en la
integral  trigonométrica, ya que | ensefianza de las matematicas
comunmente la app utiliza el cambio de
variable para dar solucién a este tipo de | Tareas de aprendizaje matematico vy
ejercicios. demanda cognitiva
Comunicar resultados Al generar un debate grupal, | Aproximacion didactica de resolucion de
comunmente se elige a algunos | problemas
estudiantes para exponer su proceso de
solucion, asi como sus resultados, esto | Uso de herramientas digitales en la
da paso a que los estudiantes | ensefianza de las matematicas
fortalezcan su capacidad de expresarse
matematicamente y comunicar sus | Tareas de aprendizaje matematico y
resultados. demanda cognitiva
Argumentacion y | EIl proceso de argumentacion y | Aproximacién didactica de resolucion de
justificacion justificacion puede darse en los | problemas
pequefos equipos o de manera grupal,
ya que cuando el estudiante requiera | Uso de herramientas digitales en la
comunicar sus resultados, al mismo | ensefanza de las matematicas
tiempo sera necesario la justificacion y
argumentacion de cada proceso que | Tareas de aprendizaje matematico vy

realizo para llegar al resultado final.

demanda cognitiva
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Comparacion y analisis
de casos particulares

Durante el desarrollo de las actividades
los estudiantes tienen la oportunidad de
trabajar con ejercicios especificos, que
fueron seleccionados con un grado de
dificultad progresivo que les permita
tener casos particulares, mismos que
podran analizar y realizar
comparaciones entre sus resultados y
los arrojados por la app.

Aproximacion didactica de resolucion de
problemas

Uso de herramientas digitales en la
ensefianza de las matematicas

Tareas de aprendizaje matematico y
demanda cognitiva

Proceso inquisitivo del
profesor

Es importante que el docente cuente
con la capacidad de identificar y
aprovechar los momentos justos de su
intervencion, haciendo preguntas que
propicien la reflexién en los estudiantes.

Aproximacion didactica de resolucion de
problemas

Uso de herramientas digitales en la
ensefianza de las matematicas

Tareas de aprendizaje matematico y

demanda cognitiva

Para el disefio de la tarea de aprendizaje penso en tres ejercicios que se consideran casos
particulares, ya que cuentan con caracteristicas especiales que distinguen a cada uno,
ademas de aumentar de manera gradual el grado de complejidad de cada ejercicio, misma
situacion que es ampliamente recomendada por la aproximacion didactica de resolucion de
problemas (Schoenfeld 1985), al momento de abordar una tarea matematica. Recordemos
que este autor propone examinar siempre problemas equivalentes y abordar posteriormente
otros ligeramente modificados.

Otro de los elementos tedricos que se penso deberia de estar presente en la realizacion de
las actividades de la tarea de aprendizaje, es el proceso inquisitivo del profesor, pues es
importante que el docente identifique los momentos oportunos para intervenir a través de
preguntas o de palabras guia con la finalidad de llevar al estudiante hacia un proceso de
reflexion, pues como lo mencionan Campos y Torres (2022), se considera que una de las
acciones mas importantes del profesor durante la implementacion de una tarea de
aprendizaje, logrando mantener el interés del estudiante a lo largo de la sesion.

Para el primer ejercicio donde se eligié una integral trigonométrica que puede resolverse de
manera directa, se considerd que los estudiantes resolvieran el ejercicio de manera
individual a lapiz y papel dando un tiempo oportuno para realizar este proceso, posterior a
ello el docente daria oportunidad a que un estudiante comparta con sus companeros los
resultados obtenidos, para atender el elemento incluido en la tabla 10 denominado
comunicacion de resultados y que es un elemento considerado tanto en la aproximacion
didactica de resolucion de problemas como en el uso de herramientas digitales en la
ensefianza de las matematicas y las tareas de aprendizaje matematico y demanda
cognitiva. Como un segundo momento se pidio a los estudiantes hacer uso de la App para
resolver el ejercicio anteriormente propuesto con la finalidad de que el estudiante realizara
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una comparacion entre el resultado obtenido de manera tradicional y el propuesto por la
app, que se enmarca dentro del elemento comparacioén y analisis (Ver tabla 10)., y con ello
el docente genera una discusion grupal que permitiese hacer un analisis de estos
resultados, asi como la justificacion de cada uno de los procesos utilizados por la app y por
el estudiante al resolver esta integral trigonométrica, ya que como menciona Parra et al.
(2010) esto permitira a los estudiantes potenciar su competencia demostrativa y
argumentativa cuando aplican diferentes tipos de razonamiento y se plantean argumentos
y justificaciones. Hacia la ultima etapa de esta actividad se propone retomar el concepto y
significado de la constante de integracion, asi como la vista grafica de la familia de funciones
de la solucion de esta integral, lo cual nos permite adentrarnos en el elemento de la tabla
10 denominado diferentes registros de representacion, enmarcado dentro de la teoria de
representaciones semiéticas y el uso de herramientas digitales (Ver tabla 10).

Para el gjercicio 2 se considerd una integral un poco mas compleja, pues en esta ocasion
es importante que el estudiante determine cual de las dos funciones que se encuentran en
la integral sera derivada de la otra para poder dar solucion a este ejercicio, haciendo asi el
uso de diferentes heuristicas, pues como lo mencionan Lesh y Doerr (2003, citados por
Henriquez, 2021), esto permite al estudiante encontrar formas productivas de aceptar,
modificar y refinar sus ideas. De igual forma se inicia con un primer momento donde los
estudiantes realizaran a lapiz y papel este ejercicio, con la finalidad de que puedan retomar
sus conocimientos previos que de acuerdo a Arévalo y Gamboa (2015) es importante
construir desde el pensamiento matematico, ya que permite la conexion con otros saberes
a través de la creatividad, la logica, el razonamiento y la capacidad de desarrollar avances
tecnoldgicos para la sociedad actual. De igual forma se pide a un estudiante que comparta
su resultado con el grupo (Comunicacion de resultados, tabla 10), como un segundo
momento se hace uso de la app para dar solucion a este ejercicio, pero en esta ocasion se
trabajara en binas para propiciar la discusién y al mismo tiempo la comparacion y el analisis
de estos resultados, y a su vez generar un intercambio de ideas y debate de cada situacion,
este trabajo en equipo requiere la movilizacion de recursos propios y externos, de ciertos
conocimientos, habilidades y aptitudes que posibilitan a un individuo alcanzar junto a otros
una meta especifica (Torrelles et al., 2011). En la etapa final de este ejercicio se realiza la
visualizacién grafica del resultado de la integral lo cual permite observar un distinto registro
de representacion y a su vez hacer uso de otra herramienta digital, que se base en los
marcos referencial del uso de herramientas digitales y la teoria de las representaciones
semiodticas de Duval.

Un tercer ejercicio fue seleccionado debido a que, al usar la aplicacion para resolver este
ejercicio, esta herramienta hace uso de una identidad trigonométrica al resolverlo, lo cual
se aprovechara para hacer referencia a los estudiantes sobre las distintas rutas de solucion
para un ejercicio. (Diferentes rutas de solucion, tabla 10). Siguiendo con la estructura de los
ejercicios anteriores, los estudiantes comienzan con resolver el ejercicio de manera
tradicional, trabajandolo en pares, para propiciar la discusién con su companero, a su vez
una pareja comparte su solucion frente al grupo y posteriormente hacen uso de la app para
observar, analizar y a su vez comparar el resultado obtenido a lapiz y papel y el resultado
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propuesto por la app, luego de esta situacion se procede a justificar cada una de las
acciones realizadas por los estudiantes y por la aplicacion.

Como una primera conclusion referente al primer objetivo de esta investigacion podemos
identificar que fue posible incorporar algunos de los elementos provenientes de los
referentes tedricos considerados, en la estructura de las tres actividades que conforman la
tarea de aprendizaje. Sin embargo, la presencia de estos elementos no garantiza en forma
automatica la obtencion de los resultados esperados, como lo es mejorar el entendimiento
de la solucién de integrales trigonométricas, por ello es necesario analizar los resultados
que se obtienen en el proceso de implementacién de la actividad.

5.2 Sobre la etapa de implementaciéon de la tarea

Para dar respuesta al segundo objetivo que se plante6 en esta investigacion que fue
implementar la tarea disefiada con un grupo de estudiantes del curso de calculo integral de
quinto semestre de bachillerato, se realizd una categorizacion de los elementos
considerados en los referentes tedricos (Ver tablas 8, 9 y 10 en el capitulo 4).

Para la primera categoria que es, aproximacion didactica de resolucién de problemas,
tomamos en cuenta la divisién de 3 subcategorias; analizar casos particulares (ACP),
observar patrones (OP) y comunicar resultados (CR).

Se considera que la primera subcategoria fue alcanzada desde el momento en que la tarea
de aprendizaje se estructurod a través del analisis de tres casos particulares, se considera
que son casos particulares, en virtud de que en cada uno se realiza un analisis minucioso
(Wassermann, 1994), y porque en cada uno de ellos se complementa con preguntas
criticas, trabajo en pequefos grupos, actividades de seguimiento y conclusiones.

En el caso de la subcategoria de observar patrones consideramos que no se logré en su
totalidad, ya que solo muy pocos estudiantes lograron identificar algunos patrones como lo
son la estructura del propio ejercicio donde es necesario identificar una funcién y su
derivada, a su vez otro patrén importante es aquel en donde es necesario complementar
las partes de la integral balanceando la ecuacién. Una probable hipétesis es que la mayoria
de los estudiantes no estan familiarizados con actividades que incluyan la accion de
observar e identificar patrones.

A su vez estos estudiantes que hicieron dicha identificaciéon de patrones fueron aquellos a
los que se les solicito que participaran y de este modo cumplir con el elemento de
comunicacion de resultados. Esta comunicacion de resultados permitié a la instructora tener
la oportunidad de retroalimentar al resto de los estudiantes y generar un momento de
analisis y reflexion con el grupo. De este modo como opina Martinez (2020), al no existir un
procedimiento para calcular integrales, (no ubican el patron en la estructura de la integral)
las tareas docentes adquieren la connotacién de problema; lo que justifica la utilizacion de
métodos que propicien la reflexion, la actividad productiva y el desarrollo del pensamiento
creador de los estudiantes.
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Para la segunda categoria referente al marco del empleo de herramientas digitales en la
ensefianza de las matematicas, la cual de igual forma se dividié en 4 subcategorias; guia
el proceso de solucion (GPS), muestra otras rutas de solucion (ORS), emplea otras
heuristicas (OH) y permite comparacién con la solucion a lapiz y papel (CLP).

Referente a esta etapa que engloba el uso de las herramientas digitales podemos destacar
que el uso de este tipo de herramientas como ya se ha mencionada antes no es nuevo para
los estudiantes pues la mayoria de ellos ya estan familiarizados con su uso, sin embargo
durante las tareas de aprendizajes propuestas en este trabajo se propone que los
estudiantes aprovechen las bondades que brinda la aplicacion y que de manera general
aprendan a leer correctamente los resultados propuestos por la app y reconozcan distintas
rutas, procedimientos y expresiones que se engloban dentro de ella, Martin (2000) senala
que la tecnologia debe ser utilizada en la educacion matematica, y que ésta puede ser
usada para enfatizar el uso del conocimiento matematico logrando asi aproximarnos a
cumplir con el propésito de las subcategorias guia el proceso de solucion (GPS) y muestra
otras rutas de solucion (ORS). Para la subcategoria emplea otras heuristicas (OH) creemos
que se cumple con el objetivo ya que por el propio disefio de la aplicacion hace uso comun
de la técnica de cambio de variable para dar solucion a los ejercicios propuestos, lo cual da
oportunidad a los estudiantes de familiarizarse con este método pues de acuerdo con Lesh
y Doerr (2003, citados por Henriquez, 2021), las heuristicas son aquellos procedimientos
especificos y aproximaciones en la busqueda de solucion de un problema, que va mas alla
de su conocimiento matematico especifico, y que le permiten a un individuo encontrar
formas productivas de adaptar, modificar y refinar las ideas que tiene, a su vez realizar una
comparacion entre el método y resultado propuesto por los estudiantes y el método y
resultado propuesto por la aplicacion, lo que permite cumplir con la subcategoria permite la
comparacion con la solucion a lapiz y papel (CLP), pues como lo menciona Garzén (2020)
Al implementar Photomath como herramienta educativa se promueve la autoevaluacion y
retroalimentacion por parte de los estudiantes, pueden analizar el procedimiento paso a
paso, y comparar las respuestas de Photomath con las suyas.

La tercer categoria respecto al marco conceptual de las tareas de aprendizaje y demanda
cognitiva, fue dividida en subcategorias Guia del profesor (GP), Proceso inquisitivo del
profesor (PI), Incluye la herramienta digital (IHD), Propicia la comparacién y el analisis
(PCA), Permite conectar conocimientos previos (PCP) y Permite justificar pasos empleando
propiedades y métodos de integracion (JPCP).

Dar cumplimiento a la primer subcategoria Guia del profesor (GP) resulté importante al
momento de llevar a cabo la fase de aplicacién de la tarea de aprendizaje pues es sin duda
esta guia uno de los ejes de la actividad, por lo cual consideramos que durante el transcurso
de esta fase se logra cumplir con este objetivo, pues es una constante la participacion de
la instructora durante el desarrollo de las actividades promoviendo como lo menciona
Espinoza et al. (2008) se considera importante guiar al estudiante hacia la aprehension del
conocimiento y conocer el saber a ensefar antes de ser presentado al alumno. De esta
manera podemos observar a lo largo del desarrollo de las fases de la tarea de aprendizaje,
la constante participacidon del docente como guia en cada ejercicio propuesto, de manera
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tal que los estudiantes sintieran la confianza de un entorno en donde es valido expresar sus
inquietudes y dudas, asi como manifestar sus ideas al momento de solucionar un ejercicio.

Para la segunda subcategoria Proceso Inquisitivo del profesor (Pl), podemos hacer énfasis
en los episodios donde la docente decidié hacer estas preguntas con la finalidad de que los
estudiantes tuvieran claro el proceso de solucion analizado por la aplicaciéon y no solamente
se dedicaran a copiar el resultado como en otras ocasiones lo hicieron pues una de las
intenciones mas claras dentro del desarrollo de esta tarea de aprendizaje, es aquella que
permite que el docente identifique los momentos indicados de intervencion para lograr hacer
preguntas o cuestionamientos cruciales a los estudiantes que les permitan llevar a cabo un
proceso de reflexion y retroalimentacién respecto a los saberes adquiridos anteriormente
pues como lo mencionan Campos y Torres (2020) una de las acciones mas importantes del
profesor durante la implementacion de una tarea de aprendizaje, es precisamente el
proceso inquisitivo que desarrolla con sus estudiantes, lo cual se logra segun estos autores
elaborando una serie de preguntas que vayan guiando la actividad, ademas decidir el
momento en que las debe presentar, lo anterior con la finalidad de conducir a los
estudiantes al camino de solucion del problema. Este proceso también tiene la finalidad de
mantener el interés del estudiante a lo largo de la sesion. Dicha situacidon nos permite
identificar el cumplimiento de esta subcategoria.

Consideramos que la tercera subcategoria, Incluye la herramienta digital (IH), se cumple
desde el disefio de la tarea de aprendizaje, pues es esta un elemento importante para el
desarrollo de esta actividad. Se puede considerar que el uso de los avances tecnoldgicos,
favorece el desarrollo de capacidades intelectuales y la adquisicién de destrezas por parte
del alumno, mediante una nueva forma de organizar, distribuir, representar y codificar la
realidad”. (Ferrer, 2017) sin dejar de lado que el uso de estos instrumentos debe estar
justificado para obtener asi unos resultados positivos. De lo contrario, puede complicarse
aun mas el proceso de aprendizaje (Quesada, 2007). La tarea de aprendizaje promueve el
uso de herramientas digitales como una herramienta que permite al estudiante desarrollar
habilidades en el pensamiento.

La cuarta subactegoria Propicia la comparacion y el analisis (PCA), uno de los momentos
fundamentales de la tarea de aprendizaje propuesta es la parte donde el estudiante realiza
una comparacion entre el resultado obtenido en el primer momento al resolver el gjercicio
de manera tradicional en comparacion con el resultado que propone la app, pues este
proceso permitira que el estudiante reconozca que existen distintas rutas de solucion si es
el caso, o en su defecto identifique algun error, o simplemente refuerce y tenga la certeza
de que su resultado es el correcto, lo cual favorece la seguridad de los estudiantes al
momento de realizar ejercicios matematicos, misma situacion que nos permite considerar
que esta subcategoria se cumple durante el proceso de implementacion de la tarea de
aprendizaje.

La quinta subcategoria Permite conectar conocimientos previos (PCP) se considera
cumplida ya que durante la implementacién de la actividad es claro que los estudiantes
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tuvieron la necesidad de hacer uso de los conocimientos previos con los que cuentan, que
van desde las mas sencillas operaciones hasta algo un poco mas complejo, como es el
caso de la forma de derivar una funcién para el momento en que se requirié identificar la
derivada de una funcién, asi como las relaciones trigonométricas que existen, tépicos que
son abordados en semestres anteriores a este.

Para la ultima subcategoria Permite justificar pasos empleando propiedades y métodos de
integracion (JPCP) consideramos que se logré cumplir con este proceso pues, es claro que
los estudiantes tratan de justificar del porque se afiade una fraccidn a las integrales antes
de dar una solucioén, lo que comunmente conocemos como el proceso de complementar la
integral para posteriormente poder aplicar una férmula directa o llevar a cabo el proceso de
solucion requerido.

Del mismo modo de siguiendo las ideas de Parra et al. (2010), de esta manera se permitira
que el estudiante transite entre el razonamiento y argumentacion al realizar este proceso
de justificacion.

De manera general podemos comentar que en el proceso de disefio e implementacion de
la tarea de aprendizaje se han logrado cumplir en su mayoria con los objetivos planteados
en este trabajo, sin embargo, existen areas de oportunidad que dan pie a continuar con esta
investigacion haciendo algunas adecuaciones y sobre todo potenciar mas la participacion
del docente para lograr que los estudiantes utilicen de manera adecuada este tipo de
aplicaciones.

5.3 Sobre el uso de la aplicacion Photomath

Si bien es cierto que en el transcurso de esta investigacion se ha hablado sobre la
importancia y beneficios del uso de la tecnologia y en este caso en especifico de la app
Photomath en el proceso de entendimiento de los procesos de solucién de integrales
trigonométricas, es también importante reconocer las limitaciones que durante el proceso
de implementacion de la actividad se pudieron observar:

1) Se reconoce que la mayoria de las versiones que hasta el momento existen en el
mercado de la aplicacion Photomath, no es suficientemente confiable para que los
estudiantes trabajen solo sin el apoyo y guia de un instructor dado que los procesos
suelen ser técnicos y en ocasiones a los estudiantes se les dificulta entender el
proceso que esta herramienta propone.

2) Es necesario que el estudiante tengo conocimiento explicito sobre las funciones que
tiene la aplicacion y que pueden servir como herramienta para llevar a cabo el
proceso de aprendizaje, de lo contrario se puede dar una situacién desfavorable y
de confusion para los estudiantes.

No obstante, solo son observaciones que se cree pueden ser superadas si se lleva a cabo
un buen proceso de tarea de aprendizaje, donde se podria agregar una etapa breve de
reconocimiento de todas las funciones y posibilidades que esta herramienta contiene y que
pueden servir de aliados para mejorar el proceso de entendimiento de integrales de
funciones trigonométricas.
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