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Resumen

En este trabajo se presenta una aplicacion de las matematicas al estudio de la conduccién
de senales eléctricas en las neuronas. La comunicacién entre neuronas se da a través de estas
senales eléctricas, y una buena conduccién significa neuronas completamente funcionales.
Una deficiente conduccién en los arboles dendriticos, puede explicar el comportamiento
de las neuronas cuando se presentan enfermedades neurodegenerativas. En este trabajo
se presenta el modelo de Rall para neuronas, y un modelo més general para explorar el
comportamiento eléctrico, pasivo, de una neurona. Se presentan simulaciones realizadas
con arboles dendriticos de formas diferentes.

In this work is presented an application of mathematics to study the conduction of elec-
trical signals in neurons. Communication between neurons is achieved through this elec-
trical signals, and an efficient conduction means normal functional neurons. A deficient
conduction in the dendritic trees can explain the behavior of the neurons when some neu-
rodegenerative diseases. This work present Rall’s model for neurons, and a more general
model to explain the electrical passive behavior of a neuron. We present simulations made
with dendritics trees having different shapes.
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Glosario

Ax6n. Lleva la senal desde el cuerpo de la célula hacia otras neuronas (salida del estimulo
de otras neuronas).

Dendritas. Son el arbol receptor que carga de senales eléctricas el cuerpo de la célula
(llegan estimulos de otras neuronas).

Despolarizacion. Es cuando el potencial crece con respecto del potencial de reposo. Es
un proceso quimico mediante el cual una célula neuronal cambia su potencial eléctrico.

Hiperpolarizacion. Es cuando el potencial decrece con respecto del potencial de reposo.
Es cualquier cambio en el potencial de membrana de la célula, que hace que esté mas po-
larizada. Es decir, la hiperpolarizacién es un incremento en el valor absoluto del potencial
de membrana de la célula.

Neurona. Es la unidad bésica del sistema nervioso (procesa informacién). Presentan
dos clases de prolongaciones: las mas pequenas con forma de arbol, reciben el nombre
de dendritas; y las méas largas llamadas cilindroeje o axén. A través de las neuronas se
transmiten senales eléctricas denominadas impulsos nerviosos.

Los impulsos nerviosos viajan por toda la neurona comenzando por las dendritas, y pasa
por toda la neurona hasta llegar a los botones terminales, que pueden conectar con otra
neurona, fibras musculares o glandulas.

Mielina. Es una lipoproteina que constituye un sistema de bicapas fosfolipidicas for-
madas por esfingolipido. Se encuentra en el sistema nervioso, en concreto formando vainas
alrededor de los axones de las neuronas en seres vertebrados y permite la transmision de
los impulsos nerviosos entre distintas partes del cuerpo gracias a su efecto aislante.

La pérdida de la mielina por enfermedades ocasiona graves trastornos del sistema nervioso,
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pues los impulsos eléctricos no se conducen con suficiente velocidad o se detienen en mitad
de los axones.

Potencial de accién. Es una onda de descarga eléctrica que viaja a lo largo de la mem-
brana celular .

Potencial de reposo. Es la diferencia de potencial que existe entre el interior y el exterior
de una célula. Se debe a que la membrana celular se comporta como una barrera semiper-
meable selectiva, es decir permite el transito a través de ella de determinadas moléculas e
impide el de otras.

Soma. Es el cuerpo de la célula que realiza la suma de las senales eléctricas de entrada.

Sinapsis. Es la union entre dos neuronas, y por ella se transmiten las senales de una
neurona a otra.



CAPITULO 1

Introduccion

Tanto los conceptos como la teoria meteméatica del cable conductor han jugado un rol
importante en Neurociencias. Estas han sido las bases para la interpretacion de las obser-
vaciones electrofisiolégicas en términos de sus estructuras anatomicas.

Las bases para el mejoramiento del disenio experimental en la teoria de cable fueron elab-
oradas matemdticamente, calculadas numéricamente y mostradas graficamente [15]. Esto
llevo a la caracterizacion de las propiedades de la membrana y las propiedades de cable.

Se aplico la teoria de cable a extensos arboles dendriticos, para contestar algunas de las
siguientes preguntas: ; Que tan significativa es la contribucién de las dendritas en el soma?,
. Qué tan importantes son las sindpsis para el funcionamiento de la neurona?, ; Cémo puede
un arbol dendritico representarse como un cilindro equivalente?

El sistema nervioso central es un conjunto de células que continuamente recibe informa-
cion, analiza, percibe y toma decisiones. El sistema nervioso central y médula espinal puede
también tomar la iniciativa y producir contracciones musculares efectivas y coordinadas
para caminar, comer o cantar. Para llevar a cabo estos aspectos del comportamiento y
controlar directa o indirectamente todo el cuerpo, el sistema nervioso procesa la infor-
macion proveniente de un inmenso ntimero de lineas de comunicacion provenientes de las
neuronas, en donde las neuronas son la unidad fundamental del cerebro y médula espinal.

La neurona estd formada por dos clases de prolongaciones como se muestra en la Figura 1.1.
Las mas pequenas con forma de arbol reciben el nombre de dendritas, y las mas largas
y de mayor diametro el de cilindro eje o axén. De aqui en adelante trabajaremos con el
supuesto de que las neuronas no tienen mielina, es decir, que la conduccién depende del
didmetro y la longitud de las terminales.



i
e

\
AN —
LSS Ny T

i A s ‘ =
ﬁ"? _{‘ Iﬁ,l \\ TR N
Eﬁ \ X
| \ \\
FObE %

\ hY
/ | \‘I
!
soma axon arbol dendritico

Figura 1.1: Representacién de una neurona del hipocampo. Modificada de: Jonhston y Hui (1996).

La percepcion de informacion, su procesamiento y las respuestas al medio interno o externo
que realizan los organismos superiores, son producto de la actividad quimica y eléctrica
del sistema nervioso [11]. Estas funciones del sistema nervioso, son el resultado de las
propiedades eléctricas de las neuronas y de la comunicacién que existe entre ellas a través
de estructuras denominadas sinapsis [9]. En la Figura 1.2a se ilustran las caracteristi-
cas morfologicas de una neurona tipica, mientras que en la Figura 1.2b se muestran las
estructuras que componen una sinapsis.

A pesar de la gran complejidad del sistema nervioso en su conjunto, su funcionamiento
es similar a nivel celular: las neuronas, de manera individual, presentan una diferencia de
potencial, o potencial de membrana (V;,,), entre el interior celular y el espacio extracelular.
Cuando las neuronas no presentan actividad eléctrica, al potencial de membrana se le
denomina potencial de reposo (V,.), el cual es negativo y varia entre -80 y -40 mV en la
mayoria de las neuronas. Cuando el potencial de membrana crece con respecto a su valor
de reposo y alcanza un cierto valor umbral (V,,), se genera un cambio brusco en el potencial
de membrana denominado potencial de accion.

En este trabajo centraremos nuestra atencion en la conduccién de las senales eléctricas y
dado que los potenciales de accién se generan en el soma, nos enfocaremos en el analisis
de las estructuras pasivas, puesto que, una vez que se genera el potencial de accion, este
viaja a lo largo de la neurona como si viajara en un cable donde el potencial va decayendo.

A fines de la década de los cincuenta del siglo pasado, Wilfred Rall formulé un modelo
matematico que describe las propiedades eléctricas pasivas de la motoneurona y que cam-
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Figura 1.2: a) Morfologia y estructuras principales de una neurona tipica. Consta de un soma
donde se localiza el nicleo (n), de un drbol dendritico (dendritas), de un segmento inicial, azén
y terminal sindptica. b) La comunicacién eléctrica entre neuronas contiguas se realiza a través
de la sinapsis, constituida por la membrana presinaptica (MPre) de la terminal sindptica y la
membrana postsindptica (MPost) de la dendrita de la neurona contigua. Las membranas se en-
cuentran separadas por un espacio denominado espacio sindptico (Es). El neurotransmisor (Nt)
se libera de la terminal sindptica, se difunde por el espacio sindptico y finalmente las molécu-
las del neurotransmisor se unen a receptores postsindpticos (Rp) especificos de la membrana
postsinaptica. El receptor con el neurotransmisor unido, produce la apertura de un canal i6nico
por donde difunden iones que generan una corriente eléctrica (Is). La corriente Is genera cam-
bios en el voltaje denominados potenciales sindpticos excitatorios (PPE) y potenciales sinapticos
inhibitorios (PPI).



bi6 por completo la concepcién de los neurofisidlogos acerca de la funcion de las dendritas
en las neuronas centrales. Para ello, uso la teoria del cable conductor, lo que le permite
caracterizar las relaciones entrada-salida de los arboles dendriticos pasivos.

Este modelo, desde un punto de vista eléctrico, emplea lo que se conoce como propiedades
de cable, teoria desarrollada originalmente en la Fisica para estudiar el comportamiento
de los cables transoceanicos utilizados antes del desarrollo de las telecomunicaciones, dado
que de manera similar al caso de las dendritas, presentan dos medios conductores separados
por un aislante.

Debido a que la morfologia del axén y de las dendritas es aproximadamente cilindrica,
entonces el modelo de Rall resulta ser una buena aproximaciéon. Utilizamos dicho modelo
para aplicar lo que nos describe la teoria de cable, y con esto considerar la solucién a la
ecuacion que plantea dicha teoria. Esta ecuacién se presenta mas adelante y se divide en dos
casos: el estado estable y el estado transitorio. Esto nos permite evaluar el comportamiento
del potencial a lo largo de la neurona (como funcién de la longitud) y en el tiempo (como
funcién del tiempo). Podemos hacer esto ya que tenemos una ecuacion diferencial parcial
de segundo orden, porque depende del tiempo y del espacio.

En el capitulo 2 se presenta la teoria antes mencionada, también mostraremos la solucién
de la ecuacién diferencial parcial bajo las condiciones de frontera, considerando el caso en
el que el tiempo tiende a infinito, es decir, el caso de estado estable.

En capitulo 3 retomamos la ecuacién diferencial parcial, resolviéndola y encontrando su
solucion bajo las condiciones de frontera.

Por 1ltimo, en el capitulo 4 se muestran la forma de obtener los sistemas que representan
a cada uno de los ejemplos, para después ver su solucién tanto de forma explicita como su
grafica representativa, obtenida a partir de la solucién numérica del sistema de ecuaciones.
También se presenta el caso de una neurona real, con mediciones hechas en su estructura y
el andlisis para los niveles mostrados. Ademads se presentan simulaciones de un arbol basico,
resuelto mediante el método de elemento finito con el programa Comsol Multiphysics (antes
FemLab).



CAPITULO 2

Teoria de cable para cilindros y arboles dendriticos

2.1

Teoria de Cable

Los conceptos de la teoria del cable conductor son muy importantes en Neurociencias,
por que nos permiten estudiar estructuras neuronales desde el punto de vista tedrico; nos
permiten realizar inferencias mediante simulaciones; nos permite conocer mas sobre la
transmision de senales eléctricas entre neuronas. Las propiedades pasivas de las dendritas
y el axén, asi como la propagacion del potencial de accién en el axén estan basadas en la
ecuacién llamada del cable [8], debido a su morfologia cilindrica.

La ecuacion del cable es una ecuacién diferencial parcial de segundo orden en el espacio y
de primer orden en el tiempo. La forma de esta ecuacién se derivé cerca del ano 1854 por
Lord Kelvin (1824-1907) para el andlisis y diseno de cables telegraficos transatlanticos. La
ecuacion del cable se basa en la idea de una corriente longitudinal en el conductor interno
y una corriente de fuga radial, entre la parte interna y externa, a través de un aislante
imperfecto.

Los estudios electrofisioldgicos han establecido que la membrana celular se puede represen-
tar inicialmente por un equivalente eléctrico que consiste en una resistencia r,, en paralelo
con una capacitancia ¢, [8], como se ilustra en la Figura 2.1, donde a es el radio del
cilindro y [ es la longitud fisica del cilindro. En la parte interna, debido al didmetro de
la célula, existe una resistencia al flujo de carga representado por la resistencia interna
r;. La resistencia del espacio extracelular se denota por r, y puede despreciarse debido
a la composicién del medio extracelular, por lo que r, = 0. La ecuacién que describe el
comportamiento eléctrico en este modelo es:
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Figura 2.1: Modelo eléctrico del cable y su equivalente con los parametros de la membrana.
Aqui a representa el radio del cilindro y [ la longitud fisica del cilindro medida en centimetros
(cm).

T 02V ov
o gy ~V =0 21)

donde 7, representa las propiedades pasivas de todas las poblaciones de canales idnicos,
¢ representa las propiedades pasivas de la bicapa lipidica que es la membrana celular, r;
representa la resistencia axoplasmatica y V' es el potencial de la membrana.

Si hacemos un cambio de variables de la forma X = z/\, T = t/7,,, A2 = rp /1 y
Tm = T'mCm, la ecuacion (2.1) se transforma en

o2V oV
o~V =0 (2.2)

donde 7, es llamada la constante de tiempo y A se conoce como la constante espacial.

Las soluciones de la ecuacién (2.1) dependen de las condiciones iniciales y de las condi-
ciones de frontera (valores de V' en los extremos del cable). La ecuacién (2.1), bajo ciertas
suposiciones, es capaz de describir las propiedades pasivas de cables sellados (cables con
resistencia eléctrica muy grande en su terminacién) o de cables con multiples ramas a fin
de describir las propiedades eléctricas pasivas de las dendritas y los axones [6].
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2.2

Inyeccion de corriente en una terminacion:
solucion de estado estable

Consideremos la ecuacién (2.2) para el caso de estado estable (7" — 00), es decir, , entonces
tenemos

>V
-— V=0 0<X<L 2.3
dX2 ) ? ( )
[
donde L = — es llamada la longitud electrotonica, lo cual quiere decir qué tan lejos,

eléctricamente hablando, se encuentra una entrada sinaptica del soma. Suponemos que
se inyecta corriente en X = 0 y ha alcanzado su valor constante de estado estable I,,.
Entonces la condicion de frontera en X = 0 es

av

— = —r;l,, 2.4
dX | x=0 " (2:4)

donde 7; es la resistencia interna. Esto significa que el potencial decae a lo largo del eje X.
Consideremos tres casos:

Caso i) Cilindro semi-infinito. Es decir el cilindro tiene longitud infinita que va de
X =0a X — oo. Observamos que la solucién general de la ecuacién (2.3) es

V(X) == C’leX + OQG_X,
con (' y (5 constanes, las cuales son determinadas por las condiciones de frontera. De la
condicién
‘ |h’m |V (z,t)| < o0, t>0,

tenemos que C; = 0 y con la condicién (2.4) obtenemos

dVv
[ = —C -X = —C = — ZIO
dX | x=0 2 X=0 2 "

Entonces la solucién para la ecuacién diferencial 2.3 es
V(X)=rile ™, 0<X <oo.

Para este caso, la resistencia de entrada, que es la resistencia medida desde el sitio en
donde se inyecta la corriente (en este caso X=0), es
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Figura 2.2: Despolarizacién de estado estable para un cilindro seminfinito con inyeccién de
corriente en X = 0. Se ilustra el efecto de la constante espacial en la caida de potencial a
lo largo del cilindro.

T
y la conductancia de entrada esta dada por el reciproco de R,, es decir,

2

Ahora como V(0) = r;1,, entonces podemos expresar V(X)) de la siguiente forma

G, =

V(X)=V(0)e ™, 0<X <oo.

Notamos que la despolarizacion decrece exponencialmente de tal forma que la distancia
fisica de A cm, es e! veces su valor en X = 0. Puesto que X = /), A recibe el nombre
de constante espacial. Observamos que si A es pequena, el decaimiento es rapido, mientras
que si A es grande, la atenuacién es lenta. Es decir, la respuesta se propaga maés lejos
cuando la constante espacial es grande. Esto se ilustra en la Figura 2.2.

Caso i1) Cilindro finito sellado en X = L. Esto significa que no hay paso de corriente en
el cilindro después de X = L, y morfolégicamente quiere decir que no hay comunicacién
entre la dendrita y otra neurona (no estdn conectadas fisicamente) después del punto
X = L. Esta situacion describe el caso real en el que la neurona no tiene comunicacién
fisica con otra neurona a una distancia mayor a L. En este caso vamos a considerar la
misma ecuacién diferencial (2.3) con la condicién de frontera (2.4), pero ahora con la
restriccion

av

- = 0. 2.5
dX | x=r (2:5)
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Observamos que la solucién es similar que para el caso (i), pero consideraremos otra
expresién de la solucién, la cual esta definida de la siguiente manera

V(X) = C} cosh(X) 4+ Cysenh(X).

Aplicando la condicién (2.4) obtenemos

dVv
rd Cisenh(0) + Cy cosh(0) = —r;1,,
de lo cual se sigue Cy = —7;1,. Ahora utilizando la condicién (2.5) tenemos
dV
rrd Cysenh(L) + Cycosh(L) = 0,
h(L
lo cual nos da C; = —C5 cosh(L) = —Cycoth(L), entonces la solucién de la ecuacién
senh(L)

diferencial (2.3) queda expresada como
V(X)) = ril,[coth(L) cosh(X) — senh(X)]

por lo tanto

V(0) = ril,[coth(L)cosh(0) — senh(0)]
= ril,coth(L).

Ahora utilizando la identidad cosh(A — B) = cosh(A) cosh(B) — senh(A)senh(B), tene-
mos que la solucion puede ser expresada como

V(X) = V(0)cosh(X) — r;I,senh(X)
V(0)
(0) cosh(X) — th(L) senh(X)
= V/(0)[cosh(X) —senh( ) tanh(L)]
(0)

I
<

cosh(X) cosh(L) — senh(X)senh(L)
cosh(L)

I
<

0

cosh(L — X)

= V() cosh(L) V==l

Para este caso, la resistencia de entrada esta dada como

R, =" T;Tm coth L

y la conductancia de entrada del cilindro finito sellado en X = L es

2
G. = tanh L.

A/ TiTm
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Vi
cosh(L)

0 =1

Figura 2.3: Cambio de voltaje en el cable, usando la solucién de estado estable en un cilindro
finito con inyeccién de corriente en X = 0, para el caso con terminacién sellada en X = L.

(0)

— d
cosh(L) cuando

Notemos que en este caso V(X) decrece cuando X crece y llega al valor

X = L, como se muestra en la Figura 2.3.

Caso i) Cilindro finito abierto en X = L. Este caso morfoldgicamente nos dice que
hay comunicacion entre las dendritas en el punto X = L. Consideraremos las mismas
condiciones que en el caso (i) y solo reemplazaremos la condicién (2.5) por V(L) = 0,
porque si la conductancia es muy grande el potencial tiende a cero. Entonces aplicando la
nueva condicién obtenemos

V(L) = Cy cosh(L) + Cysenh(L) = 0,

del cual se sigue que C7 = —C5 tanh(L), de ahi que la solucién es

V(X) = rl,[tanh(L) cosh(X) — senh(X)].

Ahora como V(0) = r;1, tanh(L) y usando la identidad senh(A — B) = senh(A) cosh(B) —
cosh(A)senh(B), obtenemos que la solucién puede ser expresada como
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0

Figura 2.4: Cambio de voltaje en el cable, usando la solucién de estado estable en un cilindro

finito con inyeccion de corriente en X = (, para el caso con terminacion abierta en X = L.

nh(L)
V(0)[cosh(X) — senh( ) coth(L)]
cosh(X)senh(L) — senh(X) cosh(L)
senh(L)

(0)

V(0) cosh(X) — <0) ) n(x)
(0) )
(0)

senh(L — X)

()W, 0<X<L.

Notemos que aqui V(X) decrece del valor V(0) en X = 0 a cero en X = L, como se
muestra en la Figura 2.4.

2.3

El modelo de Rall

En general, las neuronas del sistema nervioso central tienen extensos arboles dendriticos
que reciben miles de entradas sinapticas excitatorias, inhibidoras y neuromoduladoras. La
Figura 2.5 muestra de manera esquemaética una neurona del sistema nervioso central. En
este diagrama se presenta una neurona con su soma y arbol dendritico, en donde dy es el
diametro del cilindro que va del soma hasta X;; este primer cilindro representa el axon,



16

4312 di112

X2 dany Ay

ds111

Figura 2.5: Esquema de una neurona con su arbol dendritico. d es el didmetro de cada rama,
X1, Xo y X3 representan los puntos de ramificacién.

11 € iametro ilindro que va de X; 9 1 sucesivamente con r n S.
dy1 es el didmetro del cilind a de Xy a Xy y asi suces ente con las restantes d’
Las entradas sinapticas inhibitorias se encuentran en el cuerpo celular o soma, mientras
que las entradas excitatorias se distribuyen a lo largo del arbol dendritico.

La interaccién dinamica entre las entradas inhibitorias y excitatorias en la membrana
del soma y del arbol dendritico, determinan si una neurona estara lo suficientemente
despolarizada para generar uno o mas potenciales de accién.

Ahora procederemos a relacionar la teoria de cable ya descrita, para explicar el compor-
tamiento de las dendritas. Puesto que el axon se puede modelar como un cilindro y cada
rama se puede modelar como un cilindro y en cada uno podemos aplicar la teoria de cable.
Para aplicar esta teoria a las neuronas reales, se tienen que hacer algunas consideraciones
criticas:

1. La resistencia interna de la membrana R;, la resistencia superficial de la membrana
R,, y la capacitancia de la membrana (), son uniformes. Esto significa que las
propiedades de la membrana son independientes del voltaje, o sea, pasivas, y que
estas propiedades eléctricas en el soma y en las dendritas son idénticas y que no
cambian a lo largo de la neurona.

2. La resistencia externa es igual a cero, esto es, R, = 0.
3. El soma puede representarse como una esfera isopotencial

4. Todas las dendritas terminan en la misma longitud electroténica [7]. Esta suposicién
es muy importante, pues permite que todos los arboles dendriticos se colapsen en un
solo cable pues de otra manera, cada rama tendria que ser tratada por separado.
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Notemos que existe una relacion geométrica entre R;, R,, y C,, con r;, r,, y ¢, de la
Figura 2.1 dada por:

Sin pérdida de generalidad, consideremos un arbol compuesto sélo de un tronco y dos
ramas. Observamos que las dos ramas pueden o no tener el mismo didmetro y longitud.
Si ambas ramas tienen la misma condicién de frontera terminal (Bay, Bag, B2) v la misma
longitud electroténica, como hemos supuesto,

(X21 - Xl) = (X22 - Xl) = (XQ - Xl)

como se muestra en la Figura 2.6 donde X5; es la longitud de una de las ramas la cual va
de X7 a Xo1 v Xog es la longitud de la otra rama que va de X; a Xo9, entonces la solucién
en términos de las dos ramas para V' = V; en X = X, son indénticas con respecto a X, es
decir

Bs + tanh(X, — X7)

By = By = .
N T L By tanh(X, — X))

Esta ultima ecuacion se deriva de lo siguiente: dado que tenemos la corriente de entrada
en X = 0 en la ecuacion de cable (2.2) para el caso estacionario, definida como

I = VoG (senhX1 + B costh) 7

cosh X + BysenhX;

donde G representa la conductancia de entrada (para un cilindro de longitud semi-
infinita), entonces en X = 0 representamos la conductancia de entrada como

donde By representa la razén de conductancia desde X = 0 hasta X; y se expresa como



18

Figura 2.6: Representacion de un arbol dendritico para la solucion del modelo de Rall.

1
B <senhX1 + B coshX1> cosh X
O 7\ cosh X; + BysenhX; 1
cosh X
senh X; + Bj cosh X;
. cosh X3
cosh X7 + Bysenh X
cosh X3
_ B; + tanh X; (2.6)
1+ B tanh X, ‘
= o

Observamos que By y Gy dependen de By y X, esto define cémo la conductancia de
entrada en el origen depende de la condicién de frontera en X = X;. Ahora queremos ver
como el valor de By depende de las ramas que se presentan en X = X, asi obtenemos las
bases para la solucién sistematica del sistema de ramificacién dendritico.

Para el caso en el que dos ramas se presentan en X = X, como se muestra en la Figura 2.6,
comenzamos con la idea basica de que GG; en X es igual a la suma de las conductancias
de entrada de las dos ramas, es decir,

G1 =G + G
Sabemos que G, = 1/R.,, donde
Roo = )\Tz‘
= (rpr)*?
= /A
2(R, )2

7Td3/2
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Se sigue que Go es proporcional a d®2, donde d = 2a representa el didmetro del cilindro,
entonces de la Figura 2.6 se sigue que la rama con didmetro dy; tiene el valor de G, mas
pequefio que el del cilindro que le precede dado por (di;/dy)/?, andlogo para la rama de
didmetro dyo en la cual el valor de G, es mas pequeno que el del cilindro que le precede
dada por (dy3/dy)>?, obtenemos asi

B, = (d11/d0)3/2311 + (d12/d0)3/23127

donde By; y Bis dependen de la siguiente condicién (en Xa; y Xg2) de la misma forma en
la que By depende de la condicién de frontera en X; mostrado en la ecuacién (2.6), por lo
tanto

. BZI + tanh(Xgl — Xl)
N 1 + Bgl tanh(X21 — Xl)

11

By — B22 + tanh(XQQ — Xl)
127 14 B22 tanh(X22 — Xl) )

Si se tiene el caso en el que la primer rama tiene su terminacién sellada en X = Xy,
esto implica que By = 0y By; = tanh(Xs — X7). De otra forma si dos o mds ramas se
presentan en X = Xsq, entonces el valor de By dependera de esas ramas y sus condiciones
de frontera, y podemos continuar con este proceso paso a paso hasta que lleguemos a la
ultima rama, lo mismo hacemos para Bs,.

Ahora si los didmetros de las ramas satisfacen la restriccién
3/2 3/2  3/2
dy” +diy" =dy'”,

entonces

Bl = Bll = Bl2-

Esto significa que la solucién de la ecuaciéon (2.3) de X = 0 a X = X; es la misma
como seria si el cilindro considerado fuera extendido hasta X = X5, con una condicion de
frontera terminal correspondiente a Bs, y esto caracteriza el cilindro equivalente. Se puede
ver que un arbol dendritico con varios 6rdenes de ramificacién puede llevarse a un cilindro
equivalente de la misma forma, siempre que se cumpla la condicién d*/? en cada punto de
ramificacion.
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2.4

El potencial de estado estable en arboles
dendriticos

Para describir matematicamente la electrofisiologia de las células nerviosas, es necesario
tener en cuenta su complicada estructura anatéomica. Para esto suponemos que la ecuacién
de cable puede ser aplicada a cada segmento del arbol dendritico entre los puntos de
ramificacién. Por simplicidad asumimos que el didmetro del cilindro es el mismo en todo
el segmento, aunque se puede tomar en cuenta, formulando la ecuacion de cable, con el
radio que dependiendo de la distancia a lo largo del cilindro [14].

En muchos arboles dendriticos, el nimero de cilindros hijos en el punto de ramificacion es
dos, como se ve en la Figura 1.1. Tales estructuras son llamadas drboles binarios, en los
cuales centraremos nuestra atencion. Un ejemplo esquematico de arbol binario se muestra
en la Figura 2.7.

La terminacion asociada con el soma se llama el origen y el cilindro procedente del origen
se conoce como cilindro primario o tronco. Los puntos de bifurcacién son llamados puntos
de ramificacion o nodos. Las terminales son las terminaciones del arbol dendritico que
distan del origen. El cilindro prévio a las terminales es llamado cilindro preterminal. El
orden de bifurcacion, n, es el maximo nuimero de puntos de ramificaciéon encontrados como
un seguimiento del origen a las terminales.

A la izquierda del nodo Np; la coordenada de espacio es Xi;, como se muestra en la
Figura 2.8, y la longitud total del cilindro correspondiente es L;;. Todas las distancias
estdn en términos de la longitud de los cilindros individuales. La despolarizacién de la
rama primaria es Vj; con valor de estado estable Vi;(X1;).

En general, la terminacién cilindrica del segmento del lado derecho en N, tiene longitud
Lj, y la distancia desde la terminacién del lado izquierdo es X, € [0, L;i], con todas
las distancias con su correspondiente constante espacial \j;. Sobre estos segmentos la
despolarizacién tiene el valor de estado estable Vjj,(Xj;). Si el orden de ramificacién es n,
entonces j = 1,2,...,n + 1 y los correspondientes valores de k son k = 1,2, ..., 27+,

Un arbol binario completo es aquel para el cual el nimero de puntos de ramificacion es el
mismo del origen a cada terminal. Si este no es el caso, se dice que el arbol estd incompleto.
Un arbol completo de orden n = 3 se muestra en la Figura 2.8. El origen es 0, el primer
punto de ramificacién es Ny y el cilindro a la izquierda de Ny; es llamado (1,1) el tronco.
En el segundo punto de ramificacién los nodos son No; y Nao y los cilindros que les
preceden son (2,1) y (2,2). Asi sucesivamente hasta llegar a las terminales etiquetadas
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Puntos de ramificacion

Terminal
dendritica

Origen

|

Rama primaria Ramas preterminales

Figura 2.7: Terminologia empleada en la descripciéon de arboles dendriticos binarios.

como Ny, Nyo, Ny3, Nug, Nus, Nyg, Na7, Nug y los cilindros que les preceden son (4,1), (4,2),
(4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (4,7), (4,8) respectivamente.
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Na1
X41
N34 L
Njo
X42
Laz
X31
L3 Nys

Nag

Puntos de ramificacion

Figura 2.8: Notacién usada en un arbol binario completo con tres niveles (n=3).



CAPITULO 3

Analisis transitorio

Ya hemos visto como el modelo de Rall contribuye al entendimiento de la dindmica de
los impulsos nerviosos, pero ain queda mucho para considerar bien modelado el compor-
tamiento global de una neurona.

Tenemos, de acuerdo a Hodgkin-Huxley [14], un ejemplo bésico de un proceso neuronal
pasivo en una fibra, el cual esta descrito por la ecuacion de difusién lineal

1 0*V c OV
= V=0 3.1
T'Grest Ox? Qrest ot ’ ( )

P . . . ,

donde ¢ = 2maC, r = —, a representa el radio, p la resistencia especifica, C' la ca-
Ta

pacitancia por unidad de area de la membrana y g,.s es la conductancia por unidad de

longitud.

Notemos que las ecuaciones (2.1) y (3.1) son idénticas, observando que r = 74, ¢ = ¢,
V grest = —. Esta ultima debido a que como suponemos el cilindro homogéneo y pasivo
r

m
obtenemos una conductancia.

. ~ ing Grest <z
Ahora si hacemos 7 = LA/TGrest Y t=1t ;S s entonces la ecuacién (31) se expresa como

o’V oV
T oV

En las secciones anteriores del capitulo 2 solo hemos centrado la atencion en cilindros
con uniformidad en sus didmetros, pero en neuronas reales esta suposicion a veces no es
adecuada, ya que el diametro del cilindro puede cambiar.
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A finales de los anos 60 Lindgren y Buratti sugirieron el modelo de nervio electrénico [14],
teniendo parametros que varian exponencialmente con la distancia a través del cilindro
como

r = rge’”
c coe " (3.2)
Ji = Jo(V)er

donde g, ¢y ¥ jo son independientes de x y jo es una funcién no lineal del voltaje V.

Tenemos una ecuacién desplazamiento-difusion no lineal de la forma

o’V oV oV .
W - 78_95 - TOCOE = 7”0]0(‘/)- (33)

Observamos que si hacemos V' (z,t) = V(x — vt), donde v es la velocidad de propagacién
de la onda viajera y £ = x — vt, entonces

ov. _dvog _dv

oxr  dé ox  dE
oV _dvoe _ dv
ot de ot de

Para la solucién de la onda viajera, (3.3) se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria

d*v v\ dV .
d_§2 +7’()Co <U — %> d_§ = TQ]O(V>.

Lo anterior implica que la velocidad de onda viajera en la direccién = se incrementa por

l, como resultado del decaimiento exponencial.

T'oCo

Para fibras nerviosas, el pardmetro dependiente de la ecuacién (3.2) no es realista, pues
los pardmetros varian como r ~ 1/d? ¢~ dy j; ~ d, donde d es el didmetro del segmento
(axén o dendrita).

En resumen, si una fibra nerviosa presenta un cambio en su diametro, la velocidad del
impulso aumenta para el caso en el que diametro se reduce, sucediendo lo contrario para el
caso en el que el diametro se hace mas grande, esto es, la velocidad del impulso disminuye.

También tenemos el caso en que si el didmetro de una fibra aumenta en la direccion de
propagacion, la velocidad del impulso decrece, y con un incremento abrupto un impulso
puede suspender su propagacion o ser bloqueado.
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Notemos que en un punto de ramificacién de una fibra nerviosa, en el caso de tener un
crecimiento abrupto en su estructura, se tiene una formulacion cualitativa como para el
caso cuando aumenta el diametro.

Entre las razones para considerar a las dendritas como un sistema de transmision lineal
es que la activacién todo-o-nada de un impulso pueda disparar todo el arbol dendritico,
haciendo dificil integrar el efecto de las senales de entrada. De lo contrario, los impulsos
que se bloquean parecerian proporcionar bases para al menos dos tipos de procesamiento
de informacién: l6gica dendritica e interacciones multiplicativas por las tasas de las senales
entrantes [14].

Para el caso de légica dendritica, podemos suponer que una regién de ramificacion den-
dritica puede ser vista como un interruptor el cual detiene o deja pasar un impulso segin
se satisfaga una condicién de bloqueo. Si consideramos el caso de la Figura 2.6 que es
una rama madre con dos ramas hijas, observamos la misma regla de operacion logica del
algebra de Boole, es decir, para la bifurcaciéon OR se sigue:

, sili =0e Iy #0;
, sily #0e I, =0;
, sily #£0ely #0;

0, en cualquier otro caso.

—_ = =

En el caso de la bifurcacién AND tenemos

[_{ 1, sily #0 e Iy # 0;

0, en cualquier otro caso.

La bifurcacién OR significa que los impulsos de entrada en cualquiera de las dos ramas dy;
o dy5 es suficiente para activar a la rama dy. Para la bifurcacién AND se requiere impulsos
de entrada en ambas ramas d;; y dis para producir una senal de salida en la rama dy.

3.1

Constantes de tiempo para un cilindro con
terminaciones selladas

Ya se ha mencionado que una propiedad eléctrica es la constante espacial. Ahora analizare-
mos el caso de la constante de tiempo para cada cilindro. La ecuacién diferencial parcial
para la distribucién del potencial de membrana pasiva en una célula nerviosa cuya mor-
fologia es como la mostrada en la Figura 2.1, estd dada por la ecuacién de cable [11], y se
expresa de la siguiente forma
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con V =V(X,T) y bajo las siguientes condiciones de frontera
ov
X | e 0 para T >0 (3.5)
oV
— =0 T>0 3.6
d R para T > (3.6)
V(X,0) = F(X) para 0 < X < L. (3.7)

Resolviendo la ecuacién diferencial (3.4), por el método de separacion de variables de
ecuaciones diferenciales parciales, tenemos que una solucién es
V(X,T) = [Bsen(kX) + By cos(kX)]e”1+:T (3.8)
con By y By constantes. Con la condicion de frontera de la ecuacion (3.5) obtenemos que
By, =0, y al usar la condicién establecida en la ecuacion (3.6), tenemos
Bssen(kL) = 0. (3.9)

Esta condicién se satisface cuando £ = 0 y también para valores de k tales que kL es
un multiplo de 7. Por lo tanto, tenemos una infinidad de raices para la ecuacion 3.9, que
representamos como

ko = ”% nezt (3.10)

entonces podemos representar la ecuacion (3.8) de la siguiente forma

V(X,T) = By cos(kp,X)e O+, (3.11)

Observe que para el caso n = 0y k = 0 obtenemos

V(X,T)=e T =et/mm=etmn, (3.12)

El comportamiento del voltaje en la membrana pasiva (ecuacién 3.12) también puede ser
expresado como una suma de decaimientos exponenciales de la forma

V=Che /™ + Cre M 4 .+ Ce ™ 4

donde 19 = 7, representa la constante de tiempo de la membrana pasiva.

Para el caso en el que n > 0 se sigue que

V(X,T) = e~ (Hmm/L)T
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y por lo tanto
nm\2\ t —t
(1 (5)) =2
( + L )7'0 Tn
con lo que

2
S (%) para algin n € Z", (3.13)
Tn

que es la ecuacion que se emplea para calcular la longitud electroténica a partir de los
resultados experimentales.

Puesto que la ecuacién (3.4) es una ecuacion lineal, cualquier combinacién de las n distintas
soluciones, también es una solucién de (3.4), por lo que podemos hacer

oo X .
V(X,T) = Z B, cos (%) o~ (/L)

n=0

Al utilizar la condicién (3.7), obtenemos la siguiente expresién

> nrX
F(X)=S B, cos [ T2 0< X <1, 3.14
(X) ; COS(L) para 0 < X < (3.14)
donde
1 /L
BO:—/ F(X)dX,
L Jo
Yy

2 (" X
Bn:—/ F(X) cos <£) dX para n > 1.
L J, L

3.2

Unién de un sélo cilindro a un soma

Hasta este punto, hemos analizado una parte de la estructura de la neurona: el axén y
las dendritas. Ahora analizaremos el problema completo, al introducir el soma y unirlo
al cilindro equivalente. El punto donde el soma estd unido con el origen de un cilindro,
es X = 0, consideremos a este cilindro de longitud finita con terminaciones selladas en
X = L, también podemos considerarlo como un cilindro equivalente, el cual representa un
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S0Mma EvLos]

I AXSL

=0 =L

Figura 3.1: Digrama del cable finito unido al soma.

arbol dendritico completo, o incluso varios arboles dendriticos, los cuales tienen la misma
longitud electrotonica, como se muestra en la Figura 3.1.

Notemos que aqui la condicién de frontera (3.5) cuando X = 0 es més complicada que en
la Seccion 3.1. La corriente que fluye en el exterior a través de la membrana del axén mas

sOoma Sse expresa como
oV
Is = Gs V |
(v+ %)

donde G, representa la conductancia de la membrana del soma. Ahora la corriente que
fluye dentro del cilindro en X = 0 esta dada por

Lo Lo
c )\T’i aX X=O.

Si tenemos ademas que hay una corriente, digamos [4, aplicada en el exterior a través de
la membrana en X = 0, entonces se sigue que

Iy=1,+ 1.

Por lo tanto la condicion de frontera en X = 0 se puede expresar como

() —anfonea (v 2] .
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Definamos p, como la razon entre la conductancia de entrada del cilindro y la conductancia
de entrada de la esfera, expresado como
(1/Ar;)V,tanh(L)  tanh(L)

Gs‘/o n )\TiGs ’

donde V, representa el valor de estado estable en X =0y

~ Vycosh(L — X)

V
cosh(L)

es la solucion de estado estable en el cilindro, la cual se presento en la seccién 2.2.

Entonces usando la expresién de p y haciendo /4 = 0 en la ecuacién (3.15) tenemos

oT

como la condicion que representa la union del cilindro al soma durante el decaimiento del
potencial en la membrana pasiva.

pg—; = (V + G_V) tanh(L), en X =0 (3.16)

3.3

Constante de tiempo para un cilindro con soma

Para la ecuacién diferencial (3.4) partimos de la solucién dada por la ecuacion (3.8), pero
en ésta remplazamos el argumento, kX, por k(L — X). De ahi que consideremos la solucién
dada por

V(X,T) = [Bisen(k(L — X)) + By cos(k(L — X))]e” )T (3.17)

Entonces, tenemos que la condicién de frontera (3.6) implica que B; = 0 y la condicién
de frontera (3.16) nos da

pkBsysen(kL) = (—k*By cos(kL)) tanh(L). (3.18)

Observamos que la igualdad (3.18) se satisface para k = 0, y valores de k que satisfacen
la ecuaciéon
—pL
kLcot(kL) = =-C 3.19
cot(kl) = Cn(D) ’ (3.19)
donde C' es una constante positiva. De ahi que la constante de tiempo puede ser expresada
como
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207

1581

16

144

104

Figura 3.2: Dependencia de 79/71, sobre el valor de L, para distintos valores de p.

To

= T i (3.20)

Tn

en el cual k, representa las raices de la ecuacién (3.19).

Las ecuaciones (3.19) y (3.20), nos muestran la dependencia de 75/ sobre L para difer-
entes valores de p, como se muestra en la Figura 3.2. Es decir, cada valor de 75/71 se
expresa como una combinacion de los valores de p y L. Por supuesto, p no necesariamente
es un entero.

Se puede obtener un control intuitivo de los posibles valores para las raices, k,, consideran-
do brevemente los casos restrictivos tanto para p muy grande, como para p muy pequena.

nm
El caso limite, cuando p — oo, implica que k, = T esto significa que la mayor parte

del potencial se distribuye en las dendritas. Fisiolégicamente, esto implica neuronas fun-
cionales. El otro caso limite, p — 0, significa que la mayor parte del potencial se queda en
(2n — 1)

ST donde n puede ser cualquier entero positivo.

el soma e implica que k,, =
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3.4

Varias dendritas unidas a un solo soma

Cuando una neurona tiene varios arboles dendriticos, con cilindros equivalentes de longitud
electrotonica diferente, no es correcto representarlos a todos juntos como un sélo cilindro.
En esta seccion mostraremos que es posible obtener constantes de tiempo correctas incluso
para problemas mas complicados. Anteriormente vimos que la corriente que fluye dentro

del cilindro se expresa como
PG oV
l.=——— | ——— )
tanh(L) 0X ) x_o

Ahora vamos a considerar el caso de varios cilindros. Sean j cilindros, y supongamos que el
i-ésimo cilindro tiene longitud electrotonica L;, el cociente de la conductancia de entrada
de un cilindro a la conductancia de la membrana del soma p;, entonces la corriente de
entrada total se expresa como

J
pi ov; )
I. =G (— . 3.21
izl tanh(LZ) 8XZ X=0 ( )

En cada cilindro, hay una solucién de la forma que tiene la ecuacién (3.17), con By =0y
con k,, que debe satisfacer la generalizacién de la ecuacién (3.19) dada por

J Pi tan(kLz)

k= .
tanh(Ll)

(3.22)

1=

3.5

Constante de tiempo para fijacién de voltaje en
X =0

Este caso es particularmente interesante, puesto que mucho de lo que se conoce del com-
portamiento eléctrico de las neuronas, se ha conseguido a partir de los experimentos de
fijacién de voltaje, que consisten, en pocas palabras, en fijar el voltaje en un segmento
de la membrana celular, para que puedan verse claramente los cambios en las corrientes
a través de la membrana (corrientes i6nicas). En este caso, el problema con valores de
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frontera difiere del que se propuso antes de las ecuaciones (3.4)-(3.7) en que la condicién
(3.5) es remplazada por
V(0,T) = V.

Probemos primero el caso para el cual V, = 0, es decir

V(0,T) = 0. (3.23)

Como tenemos el mismo problema con valores de frontera que antes, salvo una condicion
de frontera que se modifico, entonces utilizamos la soluciéon del problema dado por la
ecuacion (3.8), empleando la condicién de frontera (3.23) obtenemos que By = 0, ahora
aplicando la condicién (3.6) se sigue que

kB cos(kL) = 0. (3.24)

Notamos que esta ultima ecuacién se satisface para kL = /2 y para valores de la forma
kL =m/2+ (n—1)m con n € Z*, entonces tenemos una infinidad de raices de la ecuacién
(3.24) dada por

~ m(2n—1) n
kn—T, nez". (3.25)

Entonces la solucién esta dada por

V(X,T) = Z B, Sin(an)e—(l—l-k%)T,
1

donde k,, esta definido por la ecuacién (3.25) y B, son los coeficientes de Fourier, que se
obtienen de la condicién (3.7) y estédn definidos como

L
A, = %/ F(X)sin(k,X)dX.
0

Ahora las constantes de tiempo quedan expresadas como

Tm

1+ (2n — 1)2(x/2L)2

Tp =

con n un entero positivo.



CAPITULO 4

Resultados

En este capitulo se presenta la solucién de la ecuacién (2.3) para los caso en el que se tienen
uno o dos niveles de ramificacion, con sus respectivas graficas para el caso de estado estable.

4.1

Arboles completos con corriente de entrada sélo en
el origen

Daremos el método para encontrar la solucion general de estado estable para el potencial de
membrana de un arbol binario sin corriente inyectada en los segmentos del arbol, excepto
en el origen, aunque el andlisis es similar si tomamos cualquiera de los extremos. Vamos a
tratar el caso de inyeccién en el origen, como si se tratara de un potencial de acciéon que
se propaga del soma hacia las terminaciones. Suponemos que el arbol es completo.

Sobre la terminacién del segmento en Nji, la despolarizacion en el estado estable satisface

PV

+ ‘/jk = 0, 0< Xjk < ij. (41)

Como se discutié en la seccién 2.2, la solucion general de esta ecuacién es

V} (Xjk) = Cjk cosh Xjk + djksenhXjk. (42)
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El problema se reduce a encontrar todas las constantes c;i, y d;x. Si el orden de ramificacién
es n, entonces el nimero de constantes por determinar es

N=22""~1], n=0,12,.. (4.3)

Y

4.1.1

Condiciones de Frontera

Para determinar las N constantes, necesitamos N ecuaciones linealmente independientes.
Estas se obtienen como a continuacion se describe:

Condiciones en el origen. Las condiciones de frontera en el origen pueden escribirse en la
forma general

a11V11(0) + 811 V{1 (0) = 11 (4.4)

donde a1, B11 ¥ 711 son constantes que dependen de la eleccién de las condiciones en el
origen. Esta forma cubre las posibilidades de inyeccién de corriente, fijacién de voltaje,
terminacion sellada, condiciones mezcladas, o terminacién de axén mas soma con entrada
de corriente que ha alcanzado un valor de estado estable. De (4.2) se sigue

j/k<Xjk) = CijGIthjk + djk cosh Xjk- (45)

Como V11(0) = ¢11 vy V{1(0) = di1, entonces la ecuacién (4.4) se puede escribir como

aqic11 + Pudin = 7. (4.6)

Condiciones en los puntos de bifurcacion. En cada punto de ramificacién hay tres condi-
ciones que surgen de los requisitos de continuidad del potencial eléctrico y conservacién
de corriente. Las primeras dos condiciones surgen porque los potenciales discontinuos sélo
pueden surgir de corrientes infinitas, las cuales son excluidas. La otra condicién establece
que en un punto de ramificacion, toda la corriente axial del cilindro previo se distribuye
en los dos cilindros que siguen después del punto de ramificacion.

En el nodo Nj, la condicién de continuidad del potencial exige que el potencial en X, =
Lji, en el (j, k)-cilindro sea igual al potencial en X; 12,1 =0y X;110¢ = 0 en el cilindro
hijo (j + 1,2k —1) y (j + 1, 2k). Asi tenemos

Vik(Ljx) = Vit1,26-1(0)

Vit1.26(0). .7

N
=
—~
~
<
ES
SN—
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Aqui j = 1,2,...,n y los correspondientes k-valores son k = 1,2,...,271. Hay 2[1 + 2 +
... + 2771 = 2[2" — 1] ecuaciones. Usando (4.2) y (4.5) se convierten en

Cik COSh(L]’k) + djksenh(ij) —Cj+12k—1 — 0

4.8
cjr cosh(Ljx) + djpsenh(Lj) — ¢jr120 = 0, (48)

donde j =1,2,..,.nyk=1,2,..,271

La corriente axial en el punto X, en el cilindro (j, k) es, en el estado estable

1 dVi(Xjr)

LX) = ===
(2%} J

(4.9)

donde r; j;, es la resistencia interna correspondiente a la constante espacial (A ;) del cilindro
(7, k). Por la conservacion de la corriente se tiene

Ii,jk(ij) = i:j+1,2k—1(0> + Ii:j+1,2k<o>7 (4.10)

donde j =1,2,...,nyk=1,2,...,27 1 Sustituyendo (4.5) en la ecuacién (4.10) obtenemos

-1 _ .1 -1
7y grlcinsenh Ly + dj cosh Ljx] = 7550 op g djnon—1 + iy opdj o (4.11)

Hagamos, para j = 1,2,...ny k=1,2,...,2/71

h(L;
g = L) (4.12)
Ti,5k
cosh(L;y)
K = ————2~ 4.13
Jk Ti gk ) ( )
1
Oj4+12k—1 — (414)
Ti:j4+1,2k—1
1
Oj+1,2k = . (4.15)
Ti:j+1,2k
Asi las ecuaciones (4.11) se convierten en
KjkCik + H;kdjk - Uj+1,2k71dj+1,2k71 - Uj+1,2kdj+1,2k =0 (4-16)

Condiciones en las terminales. Se permite la posibilidad de una frontera general en cada
terminal. Asi se tienen 2" ecuaciones de la forma
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Cuadro 4.1: El ntimero de ecuaciones y constantes (N) para drboles completos con niveles de
ramificacién (n)

126
254

i1,k Vo 1k (Lng1e) + a1V 16 (Lna1k) = Ynsies (4.17)

donde las o's, (#'s y +'s son constantes. Usando (4.2) y (4.5), estas pueden escribirse como

a2+17kcn+1,k + 6;+17kdn+1,k = ’}/n+1,k, k = 1, 2, vy 271, (418)

donde
O‘:L—H,k = Ozn_|_17k COSh(Ln_;,_Lk) + 5n+1,ksenh(Ln+1’k) (419)
Bk = nprgsenh(Ly 1) + Buyix cosh(Lngg). (4.20)

En conjunto tenemos de las ecuaciones (4.6), (4.8), (4.16) y (4.18), un total de
14202 —1]+2"—14+2"=4.2" —2=22"" _ 1] =N

ecuaciones para N constantes desconocidas. Los valores de N para varios n se muestran
en el Cuadro 4.1.

Las N ecuaciones para las N incognitas se puede escribir de la forma estandar de un
sistema lineal,

AX = B, (4.21)

donde A es la matriz de coeficientes de orden N x N, X y B son vectores columna de
dimensién N, que representan las incégnitas y constantes, respectivamente.



37

L21

terminaciones abiertas

Figura 4.1: Arbol binario con un nivel de ramificaciéon y terminaciones abiertas.

4.1.2

Ejemplos y Solucién

Caso n=1.
Cuando el orden de ramificacién es uno, entonces hay seis constantes desconocidas, y al
hacer C;j; = cosh L;; y S;; = senhL;;, el sistema lineal 4.21 queda

anxy + Bfurs =
Cyhxy —xo+ Snxey = 0
C11$1 — T3 + SHZE4 =0

*
K11Z1 + K114 — 02175 — 022X = 0
* *
Q91 Lo + 521‘@5 = 721
* *
Qo3 + 5221'6 = 722

Consideremos el caso en el que hay inyeccién de corriente en el origen de magnitud I
con terminaciones abiertas en las terminales como en la Figura 4.1. Se tiene en el origen
V11(0) = —ri1lo = 11, asi ag; = 0y (11 = 1. Como la despolarizacion en las terminales
debe ser cero, las condiciones de frontera son Vai(La1) = Vaa(Log) = 0. Asi de (4.17),
Q91 = Qigo = 1, Bo1 = Pa = 0y 91 = Y22 = 0. Entonces tenemos que

a5, = cosh Ly = Cy
asy = cosh Loy = Cyy
By = senhlg = Sy
B3 = senhlgy = Sa.
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Entonces el problema a resolver es

Ty = T
Cihizry — 2z + Sz =
Cnry — a3+ Snizy =
K11T1 + K]1 T4 — 02105 — 020l =
Co1xg + So1w5 =
Coox3 + Soo6

o o o o o

Resolviendo el problema encontramos el valor de todas las constantes, correspondiente al
cilindro (j,k), con j =1,2,...,ny k=1,2,..,277!

Vik(Xjk) = ¢ cosh(Xj) + djrsenh(X )

donde

1
— + tanh(LH)

(coth(Lgl) N coth(L21)>

C = 7l L 2 =
1 1150 tanh(L1;) n coth(Lo) 4 coth(La)
11 21 22
o1 = —rilsenh(Lyy) + ¢11 cosh(Lq)
Cyo = —rlllosenh(Ln) + C11 COSh(Lll)
dyn = —rinl,

dgg = — COth(LQQ)[—THIOSGIlh(LH) + C11 COSh(LH)].
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Caso n=2

La forma del sistema que se obtiene con dos niveles de ramificacién es la siguiente:

a121 + Brirs

Ciixy — 2o + St

Chiry — x5 + Sz

*
K11Z1 + K11%8 — 021T9 — 0'223710

Co1xg — x4 + S2179

Co179 — T5 + S2179

*
K21To + Koy L9 — 031%11 — 032%12

Coxs — x6 + S22T10

Coox3 — T7 + S2a1

*
K923 + KooX10 — 03313 — 034%14

* *
Q31T4 + ﬁ31x11

* *
Q30T5 + 33712

* *
Q3306 + 33713

* *
Q337 + ﬂ3451314

Y11

S O O O O o o o O

V31
V32
V33

V34

Tomando en cuenta las mismas consideraciones hechas para el caso n = 1, tenemos que
—ri1lo = 711, ast a1 = 0y B11 = 1, teniendo como condiciones
de frontera las siguientes Vi1 (Ls1) = Vaa(Ls2) = Vag(Lss) = Vaa(Lss) = 0. Asi, de (4.17),
tenemos az; = azg =gz =z =1, B31 = B2 = 033 = B34 = 0y 131 = Y32 = Y33 = Y34 =

en el origen V/,(0) =

0. Entonces obtenemos

B3

B3

B33
*

34

cosh Lg; = O3
cosh L3y = Cs
cosh Lz3 = Cs3
cosh Lgy = Cy
senhl3; = S5
senh L3y = S3o
senh L33 = S33

senhL34 = S34 i
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De lo cual se sigue que el sistema a resolver es el siguiente:

rr = T

Cnzy — 29+ Snirg =

Ciiry — 23+ Snizs =

R1121 + Ii)lkll’g — 0921T9 — 0'22$1O =
Co11g — T4 + So119 =

Co1x9 — T5 + So1x9g =

K21T2 + K5 Tyg — 031011 — 03212 =
Cyr3 — T + Sopx19 =

Crpxs — 17 + So2x19 =

K22X3 + 552%0 — 033713 — 034714 =
Cs124 + S31011 =

Csox5 + S3aw12 =

Cssw + Sszr13 =

S O O O O o o o o o o oo

Cszrr + S347T14 =
La expresion de la constante C; para el caso n = 2 se encuentran en el Anexo 2.

El resultado de dos ejemplos se muestran en las figuras (4.2) y (4.4), para los cuales la
simulacién fue hecha en el programa “MatLab for Windows”. La figura (4.2) muestra el
potencial de estado estable en un arbol dendritico con dos érdenes de ramificaciéon cuando
se le inyecta corriente en el soma, con terminales selladas. Los datos que se utilizan para el
caso n = 2 son los siguientes: las longitudes fisicas de los cilindros son l;; = 30, l5; = 110,
lao = 330, I31 = 580, I35 = 260, 33 = 350, l34 = 430, con didmetros correspondientes d; =
6, dog =2.5, dog =2.25, d3; = 1, d3p =1.3, d33 =1.25, d34 =1.15, tanto las longitudes como
los didmetros estan dados en micrémetros (um), los cuales se muestran en la Figura 4.3.
Con R,, = 2000Qcm, R; = 60Qcm y I, =0.1x107CA.

Cédigo en MatLab para dos niveles de ramificacién

R_m=2000;
R_i=60;
i_0=0.1%10"(-6);

d11=6%10"(-4) ;
d21=2.5%10"(-4);
d22=2.25%x10" (-4) ;
d31=1%10"(-4);
d32=1.3%10"(-4);
d33=1.25%10"(-4);
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d34=1.15%10"(-4);

lambdall=sqrt ((d11/4)*(R_m/R_1i));
lambda21=sqrt((d21/4)*(R_m/R_i));
lambda22=sqrt ((d22/4)*(R_m/R_1i));
lambda31=sqrt ((d31/4)*(R_m/R_1i));
lambda32=sqrt ((d32/4)*(R_m/R_1i));
lambda33=sqrt ((d33/4)*(R_m/R_1i));
lambda34=sqrt ((d34/4)*(R_m/R_1i));

L_11=(30%10"(-4))/lambdali;

L_21=(110%10"(-4))/lambda21;
L_22=(330%10"(-4))/lambda22;
L_31=(580%10"(-4))/lambda31;
L_32=(260%10"(-4))/lambda32;
L_33=(350%10"(-4))/lambda33;
L_34=(430%10"(-4))/lambda34;

c_11=3.007549802;
€_21=2.946575925;
€_22=2.946575925;
c_31=2.392499986;
€_32=2.392499986;
c_33=1.411097337;
c_34=1.411097337;

d_11=-1.500527193;
d_21=-2.630335547;
d_22=-2.903646618;
d_31=-2.480121761;
d_32=-3.633957251;
d_33=-1.775326746;
d_34=-1.598150889;

format long x11=0:0.005:L_11;

yll=c_11*cosh(x11)+d_11xhbox{senh}(x11);
y21=c_21*cosh(x21)+d_21*hbox{senh}(x21);
y22=c_22*cosh(x22)+d_22*xhbox{senh} (x22) ;
y31=c_31*cosh(x31)+d_31*hbox{senh}(x31);
y32=c_32*cosh(x32)+d_32*hbox{senh}(x32) ;
y33=c_33*cosh(x33)+d_33*hbox{senh}(x33) ;
y34=c_34*cosh(x34)+d_34*hbox{senh}(x34) ;

hold on

x21=L_11:
x22=L_11:
x31=L_21:
x32=L_21:
x33=L_22:
x34=L_22:

O O O O O O

.005:
.005:
.005:
.005:
.005:
.005:

L_21;
L_22;
L_31;
L_32;
L_33;
L_34;
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Vm/Vo

Figura 4.2: Gréfica del potencial contra la longitud. Se ilustra el caso n = 2. Los colores indican
la caida de potencial en cada rama del arbol.

plot(x1l,y11,’y’
plot(x21,y21,°r’
plot(x22,y22,°r?)
plot(x31,y31,’m’)
plot(x32,y32,’m’)
plot(x33,y33,°b’)
plot(x34,y34,°b’)

N S

En la Figura 4.4 se muestra el potencial de estado estable para un arbol con tres érdenes
de ramificacion, cuando se le inyecta corriente en el soma y las terminales son selladas.
Los datos correspondientes al caso n = 3 son los que se muestran en la Figura 4.5 que
corresponden a las longitudes fisicas de los cilindros y sus correspondientes didmetros,
ademés R,, = 2000Qcm, R; = 60Qem v I, =0.1x1075A.
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day
430
1.15

Figura 4.3: Arbol Completo con dos niveles de ramificacién, cada rama tiene dos valores, el
primero representa la longitud fisica de cada cilindro y el segundo valor corresponde a su diametro.

Cédigo en MatLab para tres niveles de ramificacion

R_m=2000;
R_i=60;
i_0=0.1%10"(-6);

d11=6%10"(-4);

d21=2.5%10"(-4) ;
d22=2.25%10"(-4) ;
d31=1%10"(-4) ;

d32=1.3%10"(-4);
d33=1.25%10"(-4) ;
d34=1.15%10"(-4) ;
d41=0.45%10"(-4) ;
d42=0.7%10" (-4) ;
d43=0.65%10"(-4) ;
d44=1%10"(-4) ;

d45=1.1*10"(-4) ;
d46=0.4%10"(-4) ;
d47=0.3%10"(-4) ;
d48=0.4%10"(-4) ;

lambdall=sqrt((d11/4)*(R_m/R_i));
lambda21=sqrt ((d21/4)*(R_m/R_1i));
lambda22=sqrt ((d22/4)*(R_m/R_i)) ;
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lambda31=sqrt ((d31/4)*(R_m/R_1i));
lambda32=sqrt ((d32/4)*(R_m/R_i));
lambda33=sqrt ((d33/4)*(R_m/R_1i));
lambda34=sqrt ((d34/4)*(R_m/R_i));
lambda41=sqrt((d41/4)*(R_m/R_1i));
lambda42=sqrt ((d42/4)*(R_m/R_1i));
lambda43=sqrt ((d43/4)*(R_m/R_1i));
lambdad4=sqrt ((d44/4)*(R_m/R_1i));
lambdadb5=sqrt ((d45/4)*(R_m/R_1i));
lambda46=sqrt ((d46/4)*(R_m/R_i));
lambdad47=sqrt ((d47/4)*(R_m/R_1i));
lambda48=sqrt ((d48/4)*(R_m/R_1i));

L_11=(30%10"(-4))/lambdall;
L_21=(110%10"(-4))/lambda21;
L_22=(330%10"(-4))/lambda22;
L_31=(580%10"(-4))/lambda3l;
L_32=(260%10"(-4))/lambda32;
L_33=(350%10"(-4))/lambda33;
L_34=(430%10"(-4))/lambda34;
L_41=(600%10"(-4))/lambda4di;
L_42=(620%10"(-4))/lambda4?2;
L_43=(270%10"(-4))/lambda43;
L_44=(288%10"(-4))/lambdad4;
L_45=(400%10"(-4))/lambda45;
L_46=(363%10"(-4))/lambda46;
L_47=(462%10"(-4)) /lambdad7;
L_48=(440%10"(-4))/lambda4s;

c_11=3.280916785;
€_21=3.220188975;
€_22=3.220188975;
€_31=2.712499490;
€_32=2.712499490;
c_33=1.655527024;
c_34=1.655527024;
c_41=0.3833751512;

c_42=0.3833751512;
c_43=1.093284138;

c_44=1.093284138;

c_45=0.5270435441;
c_46=0.5270435441;
c_47=0.5967404893;
c_48=0.5967404893;
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d_11=-1.
d_21=-2.
d_22=-3
d_31=-2.
d_32=-2.
d_33=-1.
d_34=-1.
d_41=-0.
d_42=-0.
d_43=-1.
d_44=-1.
d_45=-0.
d_46=-0.
d_47=-0.
d_48=-0.

x11=0:0.
x21=L_11

x22=L_11:
x31=L_21:
x32=L_21:
x33=L_22:
x34=L_22:
x41=L_31:
x42=L_31:
x43=1._32:
x44=1._32:
x45=L_33:
x46=L_33:
x47=L_34:
x48=1._34:

hold on

500527193;
472521038;

.037960900;

707137711;
870095081 ;
680475110;
557703504;
3849394316;
3879199492;
331528624 ;
437377705;
6078434087 ;
5471873012;
6002087115;
6064467473;

005:L_11; yll=c_11*cosh(x11)+d_11xhbox{senh}(x11);

:0.
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005
.005

O O O O OO OO OO O oo

005

:L_21;
:L_22;
:L_31;
:L_32;
:L_33;
:L_34;
:L_41;
:L_42,;
:L_43;
:L_44;
:L_45;
:L_46;
:L_47;
:L_48;

plot(x11,y11,’y’)
plot(x21,y21,°k’)
plot(x22,y22,°k’)
plot(x31,y31,’m’)
plot(x32,y32,’m’)
plot(x33,y33,°b’)
plot(x34,y34,°b’)
plot(x41l,y41,°r?)
plot(x42,y42,’r’)
plot(x43,y43,°g’)

y21=c_21*cosh(x21)+d_21*hbox{senh}(x21);
y22=c_22*cosh(x22)+d_22*hbox{senh} (x22) ;
y31=c_31xcosh(x31)+d_31xhbox{senh}(x31);
y32=c_32*cosh(x32)+d_32xhbox{senh}(x32) ;
y33=c_33*cosh(x33)+d_33*hbox{senh} (x33) ;
y34=c_34*cosh(x34)+d_34*hbox{senh}(x34) ;
y41=c_41xcosh(x41)+d_41xhbox{senh}(x41);
y42=c_42*xcosh(x42)+d_42*hbox{senh} (x42) ;
y43=c_43*cosh(x43)+d_43*hbox{senh} (x43) ;
y44=c_44xcosh(x44)+d_44xhbox{senh} (x44) ;
y45=c_45*cosh (x45)+d_45*hbox{senh} (x45) ;
y46=c_46*cosh (x46)+d_46*hbox{senh} (x46) ;
yAT7=c_4T*xcosh(x47)+d_47+hbox{senh} (x47) ;
y48=c_48*cosh (x48)+d_48*hbox{senh} (x48) ;
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3.5+
—d11
3.0 d21
—d31
25 —d41
------ d42
o20{ N\ d32
2 ——d43
; 154 TN d44
d22
1.0- d33
d45
0.5- d46
d34
0.0 . . . . d47
0 1 2 3 4 d48

Figura 4.4: Gréfica del potencial contra la longitud. Se ilustra el caso n = 3. Los colores indican
como cambia el potencial en cada rama del arbol dendritico.
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Figura 4.5: Arbol Completo con n=3, cada rama tiene dos valores, el primero x que representa
la longitud fisica de cada cilindro y el segundo d que expresa el didmetro del cilindro.
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Cuadro 4.2: Valores correspondientes a la longitud y diametro de cada rama con respecto a la
Figura 4.6.

| Rama | Longitud (um) | Radio (um) |

bl 152 444
b1l 800 17.7
b12 175 33.3
b121 443 13.3
b122 110 26.6
b1221 300 22.2
b1222 273 8.8
b12211 1117 8.8
b12212 441 22.2

A continuacién presento una imagen real de una neurona, a la que se le tomaron medidas
y aplicamos la teoria y usamos un programa para calcular la caida de potencial en cada
rama. La Figura 4.6 muestra como cambia el voltaje a lo largo del drbol dendritico.

En la tabla 4.2 se muestran los datos correspondientes a la longitud y diametro de cada
una de las prolongaciones que presente la neurona real de la Figura 4.6, todas las medidas
estan dadas en micras.
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Figura 4.6: Imagen de una neurona cultivada, bajo microscopia de fluorescencia. Las bi’s indican
el axén y las ramas derivadas de este axén hasta el cuarto punto de bifurcacién. La imagen fue
procesada en el laboratorio de Imagenologia Médica de la Universidad Auténoma Metropolitana.
Después de digitalizar la imagen se realizé la medicién de las ramas seleccionadas del arbol
dendritico. Cortesia de Raquel Valdés Cristerna.
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0.015-
—— Rama b1
—— Rama b11
—— Rama b12
0.0104 N\ e Rama b121
o —— Rama b122
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> NNl N T e Rama b12211
0.005- T e Rama b12212
-------- Rama b1222
0.000 . | I 1
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 4.7: Grafica del potencial contra la longitud de una neurona real, correspondiente al arbol
dendritico de la figura 4.6. Como se puede observar en la figura el valor inicial en la rama by,
que es el axén, es de 0.014V. Al irse propagando la corriente por todo el drbol dendritico se
puede apreciar que en las distintas terminales llega diferente valor de voltaje, por ejemplo en
la rama b19215 de longitud 441um y radio 22.2um, lo cual fisiolégicamente se puede ver que es
una prolongacion del axén, los cdlculos muestran que en esta terminal llega mayor cantidad de
corriente eléctrica, de 0.008V, en contraste con la rama by; cuya longitud es de 800um y radio
17.7pum, en la cual solo llega 0.002V, fisiolégicamente se interpreta que, como es una dendrita
larga con un didmetro pequefio, entonces en su terminal llega una menor corriente eléctrica en
comparacién con la corriente inicial y las demés terminales, esto se comprueba con los calculos
matematicos.



51

4.2

Simulaciones utilizando Comsol

El analisis mostrado hasta ahora, presenta el decaimiento del potencial en una sola dimen-
sion. La solucién en todo el cilindro equivalente implica ecuaciones mas complicadas, que
pueden resolverse mediante aproximaciones numéricas de manera muy sencilla, si se uti-
lizan las herramientas adecuadas. El programa Comsol (antes Femlab), es una herramienta
potente para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, em-
pleando el método de elemento finito. Comenzamos la simulaciéon con el tronco, como se
ilustra en la Figura 4.8.

Al definir la geometria, podemos definir el sistema de ecuaciones que rige el compor-
tamiento del potencial a lo largo de un cilindro [10]. El programa Comsol permite definir
el sistema de ecuaciones, como puede verse en la Figura 4.9.
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A COMSOL Multiphysics - Geom1/Conductive Media DC (dc) : axon1.fl

Fle Edt Options Oraw Physics Mesh Solve FPostprocessing Muliphysics Help
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Figura 4.8: Modelo geométrico utilizado en Comsol para
a lo largo de un cable conductor.

simular la conducciéon de un potencial
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mostrada en el extremo derecho de la figura. El inserto muestra el decaimiento del potencial
eléctrico a lo largo del cilindro.
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4.3

Perspectivas

El trabajo futuro es construir arboles dendriticos como los que se muestran en las Figuras
de la 4.11 en adelante. Comsol nos permite resolver el sistema de ecuaciones mediante el
método de elemento finito, sin importar como sea la relacién de didmetros entre la rama
madre y las ramas hijas.

Otro trabajo consiste en resolver el problema de la conducciéon de senales eléctricas en
neuronas, usando funciones de Green de la forma

V(X) = /OL G(X:;Y)I(Y)dY

donde G(X;Y) es la funcién de Green e I(Y') es la corriente de entrada con 0 < Y < L,

para la solucién de
ald +V=I 0<X <L
- =1 co
X N

la cual corresponde al caso en el que tenemos inyeccion de corriente en cualquier punto
del cilindro.
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Figura 4.11: La figura presenta un cilindro con un punto de ramificaciéon. El programa permite
hacer una discretizacién en elementos finitos, para el andlisis del sistema fisico que se estd mode-
lando.
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Figura 4.12: Cilindro con un punto de bifurcacién y cilindro hijo con didmetro menor.
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Figura 4.13: Arbol con dos ramas hijas de didmetro menor. No se cumple la relacién de los 3 /2
como en el modelo de Rall. En los puntos de unién, se eligen condiciones de continuidad eléctrica,
lo que hace mas facil la simulacién del sistema fisioldgico.

Figura 4.14: Arbol dendritico con dos ramas, cada una de didmetro diferente y menor al didmetro
del tallo. En este caso, no se cumple la relacién de los didmetros propuesto por Rall, y el programa
permite evaluar el comportamiento del potencial en cada rama, sin que uno tenga que resolver
explicitamente el sistema de ecuaciones.



Anexo 1

En este anexo se presentan algunos resultados de la teoria sobre soluciones de sistemas de
ecuaciones lineales, la cual se utiliza para encontrar los valores de cada una de las cons-
tantes correspondientes a los diferentes niveles de ramificacion presentados en el capitulo 4.

Teorema 4.1. Un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incogintas tiene
soluciones no triviales si n > m.

Demostracion. Cuando la matriz de coeficientes se ha reducido, la matriz aumentada del
sistema reducido tiene una ultima columna formada por ceros. Entonces el sistema tiene
solucién, pero puede que no tenga soluciones no triviales. Sin embargo, consideremos los
elementos a;;, 1 = 1,2, ..., m, entonces estos elementos son 0 y 1. Supongamos que agr = 0
para algin k, siendo k el menor elemento para el cual esto ocurre, podemos escribir la
solucién en terminos de ;. y posiblemente de algunas otras variables (tales variables son
arbitrarias), tomemos a; # 0, entonces tenemos una solucién no trivial. Si todas las a;;,
i =1,2,...,m son 1, la diltima fila de la matriz aumentada del sistema reducido es

0,0,...,0,1, amm+1; Gmms2, -5 Gmym, O

Tm = —Amm+1Tm+1 — Amm+2Lm4+2 — -+ — O ndn

donde 11, T2, ..., T, son arbitrarias. Tomemos x,,.1 # 0 obteniendo asi una solucion
no trivial. m

Teorema 4.2. FEl sistema AX=B tiene solucion tnica si y solo si el sistema AX=0 no
tiene soluciones no triviales.

Demostracion. Primero demostraremos que el sistema homogéneo no tiene soluciones no
triviales.
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En efecto, supongamos que Z # 0 es una solucién de la ecuaciéon homogénea, es decir,
AZ = 0. Ahora como X es solucion de AX = B, se sigue que X + Z también es solucién,
pues

AX+2Z) = AX+AZ
= B+0
= B

esto contradice al hecho de que el sistema AX = B tenga solucién tnica, por lo tanto el

sistema AX = 0 no tiene soluciones no triviales.

Supongamos que X y Y son soluciones de nuestro sistema, entonces satisfacen AX = B
y AY = B, restandolas obtenemos

AX-Y)=0

como el sistema homogéneo no tiene soluciones no triviales, se sigue que X —Y = 0 esto
ultimo implica que
X=Y

probando asi la unicidad. m

Teorema 4.3. Un sistema no homogéneo de m ecuaciones lineales con m incognitas tiene
una unica solucion si y solo si la matriz reducida de coeficientes no tiene filas formadas
unicamente por ceros.

Demostracion. La matriz de coeficientes del sistema reducido no tiene filas formadas inica-
mente por ceros si y solo si la matriz aumentada correspondiente es de la forma

1 apg or cer e e By
0 1 agy -+ -+ o0 by
0 0 1 agy --- --- by
o 0 o0 0 - 1 by

y claramente el sistema tiene una solucién, y esta es tnica. Si la ultima fila de la matriz

reducida de coeficientes fuera ceros, el sistema no podria tener soluciéon, a menos que
by, =0.m



Anexo 2

A continuacién se presenta el valor de las constantes para el caso en el que se tienen
3 niveles de ramificacion, el valor de cada constante se obtuvo con ayuda del programa
“Maple”, en el cual observamos que se tienen complicaciones para el caso en el que orden
de ramificacién es mayor que tres (n > 3), por lo cual, atin con la ayuda de la herramienta
con la que contamos, no podemos tener una solucién explicita de las constantes, solo
podemos obtener la soluciéon numérica dando los valores de longitud fisica y diametro de
cada cilindro. El mismo resultado se obtuvo utilizando el programa “MatLab”. Resulta de
interés tener el valor explicito de los coeficientes puesto que no necesariamente la longitud
es constante a lo largo de cilindro, sino que, como ya se menciond, podria considerarse el
caso en el que el didmetro sea dependiente de la longitud de cada cilindro.

C11 = 711 % Up % (senh(Lqq) * 739 * senh(Lsg) * 791 * cosh(Lsy) * 733 * senh(Lgsz) * cosh(Lag) *
senh(Lgy)*134%rog%cosh(Lay )*r11+senh(Lqy)#ragksenh(Lgg)*rarxcosh(Lsp)#razksenh(Laz)*
72, % senh(Lagg) * cosh(Lgy) * cosh(Lagy ) * 711 + senh(Lyy) * 791 % cosh(Lgz) * r3; * senh(Lg; ) *
r33*senh(Lss)*cosh(Log) «senh(Lsy) * 734 %799k cosh(Lap ) #r11 +senh(Lyq) * 791 * cosh(Lss) *
731 % senh(Lgz; ) * 733 * senh(Lsg) * 735 * senh(La) * cosh(Lzy) * cosh(Lg; ) % 711 + senh(Ly) *
13, % cosh(Lgy) * 73 *senh(Lz; ) *r3z*senh(Lsz)*rog * cosh(Lsy ) *senh(Loy ) * cosh( Loy ) %711 +
senh(Ly1) * 19y * cosh(Lsy) * 731 % senh(Ls; ) * 734 * cosh(Ls3) x senh(Lsy) * 73, * senh(Loy) *
cosh(Lap ) %711 +75, %139 %734 x cosh (L33 ) *senh(Lgy) *senh(Lgg) xsenh(Lg; ) x cosh( Lz ) * 739 *
cosh(Lyy)*senh(Lsy)+72, %13, %134xcosh(Lsz) *senh(Lsy)*senh( Loy )*senh( Loy ) xcosh(Lss)
131 % senh(Lszy) % cosh(L1y) + 7oy * 75y * 734 * cosh(Lss) * senh(Lzy) * senh(Loy) * cosh(Lo ) *
cosh(Lyy) * 731 * r3p * senh(Lg; ) * senh(Lsy) + senh(Lyy) % 73, * cosh(Lsy) * r3; * senh(L3;)
734 * cosh(Lsz) * senh(Lsy) * rog % senh( Loy ) * cosh(Layg) * 711 + senh(Ly;) * 73, * cosh(Lss)
r31 * senh(Lg;) * senh(Lgy) * senh(Lsy) * 733 * 734 * senh(L33) * r11 * senh(Lgs) 4+ senh(Lq;)
r3gksenh(Lgg) * 131 ksenh( Ly ) xr33ksenh( L) x cosh(Lag) xsenh(Lsy) # 134 % 79 *senh( Loy )
r11+senh(Lq1) *739%senh(Lsy) 731 *senh(Lgy ) #1733 *senh(Lsz) %73, *senh( Loy ) * cosh(Lsy)
senh(Lgy) #7111 +senh(Lqy ) *rsgksenh(Lss) x 731 *senh(Lgy ) %733 xsenh(Lss) % 79g % cosh(Lsy)
)
)
)

34

34
cosh(Lay ) *1a1 x cosh(Lag) %711 +senh(Lq1) * ragksenh(Lsg) 73y ksenh(Lgy ) * r34 xcosh(Ls3

(L
senh(Lsy) * 13, * senh(Lay) * senh(Loy) * 711 + senh(Lyy) * r3p * senh(Lss) * 73, * cosh(Ls;
(L

*
*
*
*
k
*
*
*
133 * senh(Lss) * o9 * cosh(Lay) % senh( Loy ) % cosh(Lgg) % 1711 4 senh(Lq) * r3g * senh *

32
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791 * cosh(Lgy) * 134 * cosh(Ls3z) * senh(Lsy) * 73, * senh(Lay) * cosh(Lgp ) * 711 + senh(Ly) *
739%senh(Lsy)*1r3; xcosh(Lszy ) 3y % cosh(Lss) *senh(Lgy) %99 *senh( Loy ) * cosh( Loy ) %711 +
senh(Ly1) * 739 *senh(Lsy) 172, * cosh(Ls; ) *senh( Loy ) *senh(Lsy) %733 % 34 xsenh(Lgs) %71 *
senh(Lay) + senh(Lyy) * r3o * senh(Lsa) * 731 * senh(L3p) * 734 * cosh(Lsz) * senh(Lgy) * rog *
cosh(Lgy) # 1oy ¥ cosh(Lag) %711 +senh(Lqy) * 739 % senh(Lgy) * 731 % senh(Lgy )« cosh(Lgy ) %79y *
senh(Lgy)*rsgragksenh(Lsz)riyksenh( Loy )+13, #rogxragksenh( Laz)xcosh( Lo )*ksenh(Lsy)*
r34%senh(Lyy ) *cosh(Lsy ) %730 % cosh(Lyy ) *senh(Lss) 4173, * rog %733 % senh(Lss ) * cosh( Lag ) *
senh(Lsy) %734 ksenh(Lgy )k cosh(Lgy)* 131 kxsenh(Lsy) *cosh(Liq) +1o1 %799 ragksenh(Lss) *
cosh (L) *senh(Lsy) #1734 % cosh(Lg; ) xcosh(Lyy) *rg; 739 %senh(Lsy ) #senh(Lsg) + 13, %73, *
r3g*senh(Lss)*senh(Loy)*cosh(Lsy)*senh(Lyy)*cosh(Lsy)*r3axcosh(Lyy)xsenh(Lsy)+73,
12, %133 %senh(Lgz)*senh( Loy )*cosh(Lsy)*senh( Ly )*cosh(Lsg)*rsksenh(Ls; )*cosh(Ly1)+
T91 % T3 * 733 % senh(Lss) *senh(Layg) * cosh(Lgg) x cosh(Ly; ) * cosh(Lyy) #1731 %739 % senh( Ly ) *
senh(Lsy))/(r3, * cosh(Lsy) * r3; * senh(Lg; ) * r34 x cosh(Lss) * senh(Lsy) * 12, * senh(Loy) *
senh(Lo; ) * senh(Lq1) + 73, * cosh(Lsy) * 731 * senh(Ls; ) * 734 * cosh(Lsz) * senh(Lsy) * rop *
senh(Ly; )*cosh(Lgg) #1711 *cosh(Liy ) +713, *cosh(Lsy)*731#senh( Ly ) *senh(Lop ) *senh(Lsy )
cosh(Ly1) * rag * 734 * senh(Ls3) * 111 * senh(Log) + 732 * senh(Lsy) * r3y * senh(Lgy) * 733 *
senh( L) * cosh(Log) ksenh(Lsy) %734 % o9 % cosh( Loy ) ksenh(Lyq) k791 4732 % senh(Lgy) %737 *
senh(Lgy) *rg3*ksenh(Lsg)*cosh(Lag)*senh(Lsy)* 734 %79 ksenh( Loy ) kcosh(Lqy) %111 + 139 %
senh(Lsy) #7131 %senh(Ls; ) #r33xsenh(Lss) 13y xsenh(Layg)*cosh(Lsy)*cosh(Lg; )*senh(Lqy ) *
7914739k senh(Lag) #7131 *senh(Ls; ) #1733 ksenh(Lsz) * 13y xsenh( Loy ) % cosh(Lgy) xsenh( Loy ) *
cosh(Lyy) #7114+ 73aksenh(Lsg) * 731 *ksenh(Lgy ) %733 % senh(Lss) %799 * cosh( Ly ) * cosh(Lay )
191 % cosh(Lagg) * cosh(Lyq) %711 + 732 %senh(Lgg) %731 ¥ senh(Lgy ) %734 * cosh(Lsg) xsenh(Lsy)
125 %senh(Las) *cosh(Loy ) *senh(Lyy ) *ro; +13g xsenh(Lsy) #1731 *senh(Ls; ) 7”34 s« cosh(Lgs3)
senh(Lsy) * 73, * senh(Lagg) * senh(Ly; ) * cosh(Ly1) * r1y + 73 * senh(Lsg) * 73, * cosh(Lz;)
133 * senh(Lss) * o9 % cosh(Lgy) * senh(Lap) * cosh(Lagg) * 117 * cosh(Lq1) 4 3o * senh(Lgs) *
191 % cosh(Lsp ) 734 % cosh(Ls3) xsenh(Lsy ) %73, *senh(Lgg) * cosh(Lgy ) 711 * cosh(L1y) + 730
senh(Lgy)*73 *cosh(Ls; ) xr3g*cosh(Lss)*senh(Lgy)*73,xsenh(Lyg)*senh(Lg; )*senh( Ly )+
739 %senh(Lsy) %73, * cosh(Ls; ) * 734 % cosh(Lss) *senh(Lsy ) * rog * senh(Lyy ) * cosh( Loy ) %711 *
cosh(Liy) + 732 * senh(Lss) * 73, * cosh(Ls; ) * senh(Lop ) * senh(Lsy) * cosh(Ly1) * 733 % 734 *
senh(Lsz) * 77 *senh(Lagg) +r3oxsenh( L) x 13y ksenh(Lgy ) # 34 % cosh(Lsz) «senh(Lsy) * a9 *
cosh( L) *1ra1 * cosh(Lag) *xcosh(Lq1) 711 +r3g*xsenh(Lsg) 73y *senh( Lz ) * cosh(Lgy ) %79y *
senh(Lsy) *cosh(Lyq)*733%r3sksenh(Lsg) x 711 ¥ senh(Lag) 4130 ksenh(Lgss) %791 % cosh(Lsy ) *
133 % senh(Lss)*cosh(Log) *senh(Lsy) 1734 %799 % cosh(Lap ) * 111 kcosh(Lqy) 413 ksenh(Lss) *
73, * cosh(Ls1) * r33 * senh(Ls3) * cosh(Lagg) * senh(Lsy) * 734 * 799 * senh(Loy ) * senh(Ly;) +
139 % senh(Lsy ) 791 * cosh(Ls; ) x 733 % senh(Lsz) 173, % senh( Loy ) % cosh(Lsy) * cosh( Loy ) %711 *
cosh(Ly1) + r3o * senh(Lsy) * 735, * cosh(Ls1) * 733 % senh(Lss) * 12, * senh(Loy) * cosh(Lzy) *
senh(Lgy )#senh(Lyq) 7oy kcosh(Lsa) #7131 ksenh(Lsy)xragssenh(Lss)*cosh(Los)xsenh(Lsy)x*
T34%T99%C0sh(Lgy )*7r11%cosh(Lyy)+73 *cosh(Lzg)*r3;ksenh(Ls; )*r3zksenh(Lgz)xcosh( Loy )*
senh(Lsy) %734 % rog ksenh( Loy ) xsenh(Lq1) 4791 ¥ cosh( L) %731 ¥ senh(Lgy ) *r3z ksenh(Lss) *
125 %senh(Lags) * cosh(Lsg) * cosh(Lgy ) #1711 % cosh(Lyiy) +13, *cosh(Lsy) #1731 *senh(Ls; ) # 733 %
senh(Lss)x7r3,*senh(Log)*cosh(Lsy)*senh(Lgy )*senh(Ly1)+73 *cosh(Lsg)*rs;ksenh(Ls; )
133 * senh(Lsg) * 799 * cosh(Lgy) * senh(Lgy) % cosh(Lag) * 1717 * cosh(L11) + ro1 % cosh(Lsz) *
731 * senh(Lg;) % 734 * cosh(Lsg) * senh(Lsy) * 7355 * senh(Lay) * cosh(Lay) * 711 * cosh(Ly;))

*
*
*
*



63

Las expresiones para las constantes a1, o9, €31, C32, €33, C34, di1, doy1, doo, d31, d3o, d33 y
ds4, que corresponden al caso en el que se tienen tres niveles de ramificaciéon son de forma
similar a la expresion que se da para ci1.
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