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Resumen

En esta tesis definiremos lo que es un solenoide y demostraremos el teorema que los clasifica
por sus clases de homeomorfismos. También se enuncia y demuestra un teorema que caracteriza
a los solenoides como la suspension de ciertos homeomorfismos de conjuntos de Cantor.

Abstract

In this thesis we define solenoids and prove the theorem wich classifies them by their home-
omorphism classes. We also state and prove a theorem which characterize solenoids as suspen-
sions of certain homeomorphisms of Cantor sets.
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Introduccidn

Nuestro interés por los solenoides surge de los sorprendentes resultados que se obtienen del
estudio del conjunto de Cantor. Uno de los primeros trabajos que nos llamé la atencion sobre el
conjunto de Cantor fue el de Macho Standler [16], el cual incluye la demostracién de que cua-
lesquiera conjuntos de Cantor son homeomorfos. Por lo tanto, topolégicamente, existe un s6lo
conjunto de Cantor C, aunque en realidad existan muchas maneras de definirlo. En topologia,
una forma de analizar a un espacio, es considerando a los homeomorfismos del espacio en si
mismo, pues de esta manera se vislumbra la dindmica en el espacio. Un solenoide serd definido
como cierto espacio topoldgico derivado de un homeomorfismo de un conjunto de Cantor. Uno
esperaria que entonces todos los solenoides sean homeomorfos entre si. Sin embargo, uno de los
resultados que probaremos en esta tesis, sorprendentemente dice que existe un nimero infinito
de clases de homeomorfismos de solenoides.

El estudio de los solenoides ha cobrado gran importancia en las ultimas décadas por su
aparicion en diversas ramas de las matematicas, tales como sistemas dindmicos [4], dlgebra de
operadores [6], entre otras.

El concepto de solenoide fue introducido independientemente por L. Vietoris [26] en 1927
y por D. van Dantzig [24] en 1930, quienes lo definieron como interseccion aninada de toros, la
cual es muy interesante tratar de imaginar.. Sin embargo surge la necesidad de dar una defini-
cién mds formal aunque menos intuitiva. De este modo H. Freudenthal estudi6 a los solenoides
como limites inversos de circunferencias [9] y A. van Heemert y A.D. Wallace estudiaron a los
solenoides como grupos topoldgicos [25] [27]. En esta tesis mostramos tres formas de construir
el solenoide: la construccién geométrica, la construccion en la que utilizamos el concepto de
suspension de un sistema dindmico y la construccion del solenoide mediante limites inversos de
una sucesion de toros unidimensionales. Haremos un esfuerzo en probar que esas tres construc-
ciones son equivalentes ya que mientras la primer forma nos crea una idea geométrica sera con
la segunda que demostraremos el teorema de clasificacion de solenoides y la tercera nos ayu-
dard a caracterizar cuando una suspension es un solenoide.



En la literatura hay varias demostraciones del teorema de clasificacion de solenoides, la
primera de ellas fue hecha por M. C. McCord en 1965 [18], sin embargo en esta tesis nos
basamos en la demostracion que dieron Arts y Fokkink en 1991 [1], y que también aparece
en la tesis doctoral de Fokkink [7]. Daremos los detalles de dicha demostracion, la cual ocupa
herramientas tanto de sistemas dindmicos como de topologia y anélisis. Este teorema establece
las condiciones necesarias y suficientes para que dos solenoides sean homeomorfos. Sabiendo
que un solenoide es una suspension de un sistema de Cantor nos preguntamos si cualquier sus-
pension de un homeomorfismo de un sistema de Cantor es un solenoide. Desde un principio
sabiamos que la respuesta es negativa pues teniamos un ejemplo que lo muestra (Ejemplo 3.7).
Después de algin tiempo en tratar de hacer la demostracién descubrimos que ya estaba en la
literatura [11], resultado que también incluimos en esta tesis.

Finalmente resulta indispensable discutir, dado que un solenoide es un grupo topoldgico,
cudl deba ser la clasificacion algebraica de los solenoides. Entre las sorpresas que nos dio este
trabajo fue el encontrar que la clasificacion algebraica de los solenoides es equivalente a la
topoldgica, es decir, dos solenoides son homeomorfos si y solo si son isomorfos como grupos
topologicos ([7], capitulo 0, seccién 3; p.11). Este ultimo bello resultado no lo incluimos en la
tesis.

Dividimos esta tesis en cuatro capitulos. En el primer capitulo definimos que es un solenoide
de dos maneras equivalentes, enunciamos algunas propiedades del conjunto de Cantor que nos
parecieron las mas bellas y ttiles para los fines del trabajo e introducimos varias nociones nece-
sarias para el resto de la tesis. En el capitulo dos enunciamos y demostramos el teorema de clasi-
ficacion de solenoides utilizando el concepto de suspension de un sistema de Cantor mientras
que en el capitulo tres discutimos el teorema que caracteriza a los solenoides como suspensiones
de sistemas de Cantor utilizando el concepto de limites inversos que introducimos en ese mismo
capitulo. En el cuarto y dltimo capitulo daremos nuestras conclusiones.



CAPITULO

Preliminares

En este capitulo vamos a definir el solenoide como la interseccion de una sucesion anida-
da de toros, introduciremos el concepto de suspension y con ello la construccion del solenoide
como suspension; ejemplificaremos todo lo anterior mostrando la construccion del solenoide
diddico. Ademds vamos a mostrar la construccion del conjunto de Cantor, enunciaremos y de-
mostraremos algunas propiedades.

A pesar de que hay otras definiciones equivalentes de solenoides, vamos a mostrar primero

la construccidon geométrica ya que para nosotros es la mas sencilla y nos facilitard entender los
conceptos para las siguientes construcciones menos intuitivas.

1.1

El solenoide como interseccion de toros

En esta seccidn mostraremos la construccion geométrica del solenoide y construiremos el
solenoide diddico como un ejemplo siguiendo los pasos de la construccion.

Sea P = {p1, p2,...} una sucesion de enteros positivos mayores que 1. El solenoide P-ddico
Sp puede ser definido como la interseccion de una sucesion de toros sélidos en R, 11, T»,...,
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tales que el toro 7; 11 da p; vueltas dentro del toro s6lido 7; de manera lisa y sin pliegues, es
decir, las vueltas que realiza el toro sélido 71 no deben tener dobleces, picos o torceduras. Se
define el solenoide P-adico como

Sp= m Tia
i=1

asociado a la sucesion P = {py, p2,...}, donde los p;, i = 1,2, ... son enteros positivos mayores
que 1.

A continuacion vamos a construir el solenoide diddico, es decir, el solenoide P-adico con

P =1{2,2,...}, un ejemplo cldsico al hablar de solenoides y que nos serd de mucha utilidad para
entender los teoremas 2.11 y 3.6, asi como también algunos conceptos importantes.

1.1 Ejemplo. Sea P = {2,2,2,...}. Imaginemos el toro s6lido 7; en R? (figura 1.1).

Figura 1.1: Toro T}

Ahora consideremos un toro soélido 7, que dé dos vueltas (p; = 2), de manera lisa y sin
pliegues; como en la figura 1.2.

Figura 1.2: Toro 7,

Vamos a introducir el toro 7> por el interior del toro 77, asi 7> estard contenido en 77, de esta
manera el toro 7> dard dos vueltas por el interior del toro 77 como se muestra en la figura 1.3.



Figura1.3: T, C T

De la misma manera consideramos el toro 73 que dé dos vueltas (p, = 2), dentro de 7>, por
lo que resulta que 73 da cuatro vueltas por el interior de 77 (ver figuras 1.4y 1.5).

Figura 1.4: Toro T3

Figural5: .z C T, CTh



Esta construccion la vamos a repetir indefinidamente, de manera general, ya que construimos
el toro 7;, construimos un toro 7;;1 que dé dos vueltas (p;+1 = 2) dentro de 7;, con esto obtene-
mos una sucesion de toros anidados que dan dos vueltas cada uno en el interior del anterior.

Un bosquejo de dicho solenoide se muestra en la figura 1.6.

Figura 1.6: Solenoide diadico

1.2

Construccion del conjunto de Cantor

Debido a que la representacion del solenoide lo requiere vamos a discutir la construccion del
conjunto de Cantor y algunas de sus propiedades, en la seccion 1.5 veremos qué tan fuerte es la
relacion entre el conjunto de Cantor y el solenoide.

El conjunto de Cantor fue construido por primera vez a finales del sigo XIX por George
Cantor con el fin de demostrar si existia 0 no un subconjunto compacto no vacio de R que fuera
totalmente disconexo y denso en si mismo. En el siglo XX se demostré que todos los conjuntos



con estas caracteristicas son topolégicamente equivalentes (homeomorfos).

Veamos como es la construccion del conjunto de Cantor; sean

Fo={1} vy
Fi={3s—2:seF1}U{3s: s Fj_}

De esta manera vemos que
Fr={1,3},hb={1,3,7,9},Fs = {1,3,7,9,19,21,25,27}, etcétera,

es claro que cada F,, tiene 2" elementos, n =0, 1,2, .... Para cada n definimos los conjuntos K,
como la union de 2" intervalos cerrados de la forma

n |ri—1 o
Irj—|: 371 73_n:|7

donde j=1,2,...,2" yrj€ Fyparan=0,1,2,.... Esto es

Ky =1} UILU.. UL}

Por ejemplo;

Notemos que cada K, es cerrado pues es la unién de 2" intervalos cerrados, cada uno de ellos
de longitud 3%, ademas

KhDOKiDK,DK3D....

Como [0, 1] es compacto, se sigue que C # 0 ([19], p. 173). Observemos que K,, se obtiene
de K, pues al dividir cada uno de los intervalos que forman K,,_| en tres partes iguales obte-
nemos tres subintervalos y quitamos el tercio abierto central.

En general, si ya tenemos el conjunto K, obtenemos un nuevo conjunto K, dividiendo
cada subintervalo cerrado de K, en tres intervalos de igual longitud y quitando el intervalo
abierto central de cada uno de ellos (Figura 1.7).



Ky

Ky ——

Figura 1.7: Construccion del Conjunto de Cantor

Si bien el conjunto de Cantor es interesante pues provee de un ejemplo de un conjun-
to aparentemente pequefio pero que tiene la cardinalidad de los ndmeros reales (seccién 1.3,
propiedad 5), es mds interesante atn desde el punto de vista topoldgico, pues aunque haya varias
maneras de construir un conjunto de Cantor, todas ellas dan espacios homeomorfos al presen-
tado anteriormente. En la siguiente seccion vamos a enunciar y demostrar algunas propiedades
del conjunto de Cantor y para la demostracion de estas introduciremos algunas definiciones.

1.3 Definiciéon. Una topologia T en un conjunto X es una coleccion de subconjuntos de X con
las siguientes propiedades.

= () y X estdn contenidos en 7.

= La unién de los elementos de una coleccioén de conjuntos de 7 estd en 7.

= La interseccion de los elementos de una coleccidn finita de conjuntos de 7 estd en 7.

A la pareja (X, ) que consiste de un conjunto X y una topoldgia T en X le llamamos espacio
topolaogico.

A los elementos de 7 se les llama conjuntos abiertos, mientras que a los complementos de
los conjuntos abiertos se les llama conjuntos cerrados.



1.4 Definicién. Sea X un conjunto, una base para una topologia en X es una coleccién % de
subconjuntos de X, llamados elementos de la base, tales que;

1. Para cada x € X existe al menos un elemento B de la base que contiene a X.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos By y B; de la base, entonces existe un
elemento B3 en la base que contiene a x tal que Bz C BN B,.

Si % satisface estas dos condiciones entonces definimos la topologia T generada por % como
sigue: Un subconjunto U de X se dice ser abierto en X, si para cada x € U existe un elemento
B e #Atal que x € By B C U. Note que cada elemento en la base es un elemento de 7.

1.5 Definicion. Una subbase . de una topologia en X es una coleccion de subconjuntos de X
cuya unién es igual a X. La topologia generada por la subbase . es definida como la coleccion
T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de ..

En realidad las intersecciones finitas de elementos de . forman una base, ([19], p.82).

1.6 Definicién. Sea (X, ) un espacio topoldgico y S C X, se define la topologia relativa o
inducida por S, como

TS:{AS:AQS: AG‘C}.

Entonces (S, 7s) es un subespacio topolégico del espacio topoldgico (X,7) ([19], capitulo 2,
sec.13 p.78).

De esta manera la topologia del espacio de Cantor es la topologia relativa con respecto a la
topologia de los reales.

1.7 Definicion. Sean X y Y espacios topoldgicos. Se define el producto topolégico de X y Y
como el producto cartesiano X X Y donde los abiertos son aquellos de la forma U x V con U es
abiertoen X y V es abiertoen Y.

1.8 Definicién. Un subconjunto D de un espacio topoldgico X se dice clopen en X si es abierto
y cerrado a la vez.

1.9 Definiciéon. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y A C X. El interior de A, denotado por
int(A), es el abierto més grande contenido en A. Es decir, V = inf(A) si y s6lo si V es abierto,
estd contenido en A y cualquier otro abierto contenido en A estd contenido también en V.

1.10 Definiciéon. Sea X un espacio topodgico, una cubierta de A C X, es una familia de abiertos
U = {Ui}icy, tal que UUi'

icl
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1.11 Definicion. La cerradura de un conjunto de A es la interseccion de todas las cubiertas
cerradas de A. Es decir, es el conjunto cerrado mds pequefio que contiene a A. Denotaremos la
cerradura de A como A.

1.12 Definicién. Sea X un espacio topolégico, decimos que ¢ : X — X es un homeomorfismo
si O es biyectiva, continua y su inversa también es continua.

1.13 Definicién. Un espacio topoldgico X se dice conexo si 'y sélo si A,Be€ 1, ANB =0,
AUB =X implicaque A = X o bien B = X.

1.14 Definicién. Un espacio topoldgico X se dice totalmente disconexo si ninguno de sus
subconjuntos conexos contiene mds que un punto.

1.15 Definicién. Un conjunto E se dice conexo cuando no existen dos conjuntos abiertos V7,
Wy talesque E C ViUV, ENV #0, ENVy # 0, pero ENVI NV, =0.

1.16 Definicién. Sea X un espacio topolégico. Un conjuto E C X se dice densoen X si E = X.

1.17 Definicién. Un conjunto E se dice perfecto si es cerrado y denso en si mismo, es decir
esta formado por todos sus puntos de acumulacion.

1.18 Definicion. Cada nimero real lo podemos expresar en distintas bases, en particular si
x € ]0,1] C R, lo podemos expresar en base 3, esto es

X = 213_m =0.010003...,
m=

donde o, € {0,1,2}. Esta expresion se llama expansion ternaria de x en [0, 1].

De la misma manera podemos expresar x en base 2 como
Y a2,
i=1

. . . 1
con a; € {0,1}. Dichas expansiones son tnicas, excepto para las nimeros reales de la forma 0

los cuales tienen dos representaciones diferentes. Sin embargo, con estas excepciones en mente,
se llega a definir una biyeccion entre en intervalo [0, 1] y las expansiones binarias de los nimeros
alli contenidos.

Notacion: Denotamos la cardinalidad de un conjunto A como #A.



11

1.3

Propiedades del conjunto de Cantor

En esta secciéon vamos a enunciar y demostrar algunas propiedades del conjunto de Cantor,
existen mas propiedades de las mencionadas aqui pero las que mencionamos a continuacién son
las que nos parecieron mas bellas y con gran utilidad para los fines de esta tesis.

1. Un punto x estd en C si y s6lo si x tiene una representacion ternaria (definicién 1.18) tal
que ninguno de los nimeros a;, i = 1,2,..., esigual a 1. ([14], sec. 6, ejemplo 4).

2. Sea u la medida de Lebesgue en R, el conjunto de Cantor tiene medida cero, u(C) = 0.

Demostracion. Cada K, es Lebesgue medible pues es la unién de intervalos cerrados en

2 n
Ry u(Ko)=pu(l) =1< oo, ademas u(K,) = (§> entonces

u(C)=u (ﬁoKn> = lim p(K,) = lim (@)) =0
0

3. La suma de las longitudes de todos los intervalos abiertos eliminados en la construccion
del conjunto de Cantor es la longitud del intervalo [0, 1].

Demostracion. Vamos a demostrar que

Veamos;

k=1 k=1
1 2\
1 3
= —lim ——2—
3 k—oo 1_%
3
11
-3 2
31__
1
— ~(3)=1
')
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4. El conjunto de Cantor C tiene cardinalidad mayor o igual a la del intervalo [0, 1].

Demostracion. Bastara construir una funcion f uno a uno con dominio en [0,1] y cuya
imagen contenga al conjunto de Cantor C. Para cada x en [0, 1], considere la expansion
binaria de x (definicion 1.18), esto es,

x= Z a,-Z*".
i=1
Sea .
x) = Z 2a;37".
i=1
Por la propiedad 1 anterior, el conjunto de Cantor estd contenido en la imigen de f.

Ademds f es uno a uno por la bijeccion entre los elemento del intervalo [0,1] y la ex-
pansion binaria, completando la demostracion.

[
5. El conjunto de Cantor tiene la cardinalidad del continuo.

Demostracion. Por la propiedad anterior #C > #[0, 1]. Por construccion C C [0, 1] = #C <
#[0,1]. Entonces #C = #[0, 1] = 2¥0, O

6. Sea A = {0, 1, 35 3, 9, 3, ..}, es decir, A consiste de los puntos extremos de los intervalos
que fueron removidos en la construccion de C considerando también O y 1. Entonces A es
denso en C.

Demostracion. Seax € C. Six € A, entonces tomamos la sucesion (x,);_; CA, conx, =x
para toda n y claramente x,, — x.

Supongamos ahora que x ¢ A. Construiremos una sucesion de elementos de A que conver-
gen a x.

En el primer paso en la contruccion de C, omitimos el tercio medio del intervalo [0, 1]
. . r}fl rjl-
¥, para nuestros fines, tomamos el tercio que contenga a x, digamos | ~5—, 3 |, donde

31
; 1
Elegimos el extremo de este intervalo que este mas proximo a x, le llamaremos x1y serdel
primer elemento de la sucesién {x;, },_;. Notemos que |x — x| < 57

2_ 2

2
En el segundo paso omitimos el tercio medio del intervalo [ Tt

] donde j € {1,2,...,2°}

y r? € Fj. Elegimos el extremo de este intervalo que estd mas proximo a x, al cual lla-
maremos xy, y serd el segundo elemento de la sucesion {x,}_,. De nuevo, notemos que

L
[x — x2| < 55. Continuando con este procedimiento obtenemos que x € {’3,,—_1, 3T |

donde j € {1,2, L2y r’}’l € F;. Omitimos el tercio medio de este intervalo y nos
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r— 7
quedamos con el tercio que contenga a x, digamos [’3—",3—4 con j€{1,2,....2"} y
r;? € F;. Elegimos el extremo de este intervalo que estd mds proximo a x y le llamamos x;,.
Se tiene que x, € A y este serd el n-ésimo elemento de la sucesion {x,}_,, observamos
1
que |x —x,| < 7.

Continuando con este proceso indefinidamente, tenemos que dado € > 0 existe n € N tal
que ZLN <EY |x—xy| < % < € para todo n > N y concluimos que para todo x € C existe
{xn}7_; C Atal que x, — x, por lo tanto A es denso en C. O

7. C es cerrado.

Demostracion. Sabemos que cada K, en la contruccion del conjunto de Cantor es la uniéon
de intervalos cerrados, por lo que cada K, es cerrado. El conjunto de Cantor esta definido
como la interseccion de los K, y la interseccion infinita de conjuntos cerrados es cerrado.
Por lo tanto C es cerrado. ]

8. C es perfecto.

Demostracion. Denotaremos por C? el conjunto de todos los puntos de acumulacién de
C. Primero vamos a demostrar que todos los puntos de C son puntos de acumulacién. Sea
x € C entonces x € K, para todo n € N. Por lo tanto para cada n € N existe y(n) € C tal

que
1
x—y| < I
y y # x ([10], p. 28, Proposicién 5).
Seae >0y N tal que
In(e) N
In(3)

1 1
& —logs(e) <N & —logs(e) < N(logz(3)) & P <3N o (g)N < €, entonces existe

1
y(N) al quey #xy r—y[ < ()" <e.
.. x € CY entonces C C C“. Por la propiedad anterior tenemos que C es cerrado, por lo
tanto C es perfecto. [

9. C es compacto.

Demostracion. Por el teorema de Heine Borel [19], como C es cerrado y acotado entonces
es compacto. [

10. C es totalmente disconexo.
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Demostracion. Tenemos que probar que las componentes conexas del conjunto de Cantor
son sus puntos. Supongamos que una componente no es un punto y la llamamos A; es
decir, vamos a suponer que A es un conjunto conexo, A C C, y que existen x,y € A tales
que x < y. Por el lema 2.12 en [17], p. 33, podemos suponer que existe z € R — C tal que
x<z<y.Dadap €A, p+#zpuesz¢C.Demodo que p <z06 p >z Esto muestra que

A= ((—o0,z)NA)U((z,0) NA).

Notemos que x € (—o0,z) NA y ¥ € (z,00) NA. Entonces A es unién de dos conjuntos
abiertos, ajenos y no vacios, lo cual es una contradiccion. O]

El siguiente teorema, cuya demostracion se encuentra en ([16] p.104), serd la pauta para lo
asombroso que resultard descubrir que no todos los solenoides son homeomorfos.

1.19 Teorema. Sea X un espacio métrico perfecto, no vacio, compacto y totalmente disconexo
entonces X es homeomorfo al conjunto de Cantor.

En la definicion 1.2 mostramos como es el conjunto de Cantor ternario de forma geométrica
y la propiedad 1 del conjunto de Cantor nos da la representacion de los elementos en el conjunto
de Cantor ternario. De manera similar vamos a definir entonces el siguiente conjunto.

1.20 Definicién. Dado el conjunto P = {py, p2,...} con p; > 1, definimos
Gp = {xe [0,1]: 3{e;} cone; € {0,2,...,2p; —2} yx:iiﬁ}.
El conjunto Gp también es la interseccion de conjuntos L; donde de manera recursiva definimos
b= {O’ 21711—1} N {21?12—1’21?13—1] S B'Zi—:f,l} 7

y Ly se obtiene de L; subdividiendo cada subintervalo de L en 2P++! — 1 partes y quitamos los
: . 1 2 2pi—3 2pi—2
intervalos abiertos <2Pi*172pi*1> ey <—2p[71,—2p571 .

Al conjunto Gp le llamaremos conjunto de Cantor P-nario.

1.21 Ejemplo. Consideremos la sucesiéon P = {3,2,3,2,...}. La construccién del conjunto de
Cantor Gp de dicha sucesion se muestra en la figura 1.8.

Vamos a definir el siguiente conjunto que utilizaremos en el capitulo 2 para definir el solenoide
como suspension y demostraremos que es homeomorfo al conjunto de Cantor.
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L,
L, — — — — — —

Ly === === —_—— - __—— am-

Figura 1.8: Conjunto de Cantor Gp

1.22 Definicién. Para una sucesion P = {pj, ps,--- } de enteros positivos mayores que uno,
definimos el conjunto de Cantor Cp representado como el producto topoldgico

Cr=[J{0,....pi—1}.
i=1
1.23 Ejemplo. Sea P ={3,2,3,2,...}, el conjunto de Cantor Cp asociado a P es
Cp=1{0,1,2} x {0,1} x {0,1,2} x {0,1} x ...

Para poder demostrar que Cp es homeomorfo conjunto de Cantor C mostraremos primero el
siguiente resultado.

1.24 Proposicion. El conjunto de Cantor P-nario Gp es homeomorfo al conjunto de Cantor
C.

Demostracion. Para demostrar esto Gp tiene que cumplir las propiedades que establece el Teo-
rema 1.19.

= No vacio: Como Gp es la interseccion de una sucesion anidada de compactos entonces es
no vacio. ([19], p. 26, Teorema 26.2).
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= Compacto: Sabemos que es acotado pues es un subconjunto del intervalo [0, 1] y como en
cada paso quitamos intervalos abiertos, Gp es la interseccion infinita de cerrados, por lo
tanto es cerrado. Luego por el teorema de Heine Borel Gp es compacto.

m Perfecto: La demostracion es similar a la demostracion de la propiedad 8, 1.3.

» Totalmente disconexo: Tenemos que probar que cada par de puntos de Gp pertenece a
distintas componentes conexas. Para probar esto hay que probar que cada par de puntos
pertenece a dos conexos disjuntos en Gp. Sean x y y dos puntos distintos en Gp, sabemos
que cada punto tiene una sucesion de intervalos que lo determina, es decir x es interseccion
de intervalos cuyo didmetro tiende a cero. Lo mismo pasa para y. Si d es la distancia de x
a y entonces podemos encontrar intervalos J y Q que determinan a x y y respectivamente,
tales que los didmetros de J y de O sean menores que %, entonces x € J y y € Q implican
que JN Q = 0. Como el didmetro de cada intervalo es menor a le, Xy y no se intersectan.

Por lo tanto Gp es totalemte disconexo.

]

1.25 Teorema. EI conjunto Cp es homeomorfo al conjunto de Cantor P-nario Gp.

Demostracion. Tenemos que x € Gp si y solo si existe una sucesion de enteros {ey, } con e, €
{0,2,...,2p; —2}. Definimos un mapeo h: Gp — Cp por la férmula i(x) = {e;,/2}. Este mapeo

es una biyeccion con funcién inversa definida por g({en,}) =Y, 7 Zﬁ”l)m.
m

]

1.4

Los puntos en el conjunto de Cantor

De acuerdo a la construccion del conjunto de Cantor C que vimos en la seccidn anterior (1.2),
al menos los puntos de los extremos de cada subconjunto en la construccién estan contenidos en
C, sin embargo, por la propiedad 6 de la seccion anterior, estos no son los unicos puntos.

Con el fin de visualizar con el conjunto de Cantor, identificaremos cada uno de sus puntos
con una sucesion de ceros y unos, para esto lo primero que vamos a hacer es dividir la constru-
ccion del conjunto de Cantor en dos partes; “lado izquierdo” y “lado derecho” como se ve en la
figura 1.9, donde la linea verde solo hace notar la division del conjunto en dos partes.
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Lado izquierdo Lado derecho

Figura 1.9:

A la parte izquierda del conjunto de Cantor le vamos a asociar el nimero cero y a la parte
derecha el nimero uno. Entonces los puntos que estan en el lado izquierdo los expresamos con
un cero como primera cifra después de un punto (.0) y a los que estdn en la parte derecha los
expresaremos con un uno como primera cifra después de un punto (.1).

Este mismo procedimiento lo repetimos para cada subintervalo de K; del conjunto de Cantor,
esto es; dividimos en parte izquierda y derecha cada subintervalo asociando de la misma manera
que antes; un cero si esta del lado izquierdo (.00) y un uno si esta del lado derecho (.01) (Figura
1.10).

K, Lado izquierdo .0 Lado derecho .1
K, izquierdo derecho

Ky — —_— —_—

Ky — — —_| - —_ - —_ -
K, -- -- S . - - - -

Figura 1.10:
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Continuamos este proceso indefinidamente, es decir; cada subdivision de cada paso en la
construccion del conjunto de Cantor la dividimos en parte izquierda y parte derecha agregando
un cero si el punto esta del lado izquierdo y un uno si esté del lado derecho.

1.26 Ejemplo. Consideremos el punto x =.0110.... Esta representacion binaria de ceros y
unos nos indica la posicion del punto en el conjunto de Cantor. La primera cifra después del
punto de x es cero por lo que se encuentra en el lado izquierdo de K, nos fijamos sélo en este
lado de K y lo dividimos en parte izquierda y derecha, como la segunda cifra después del punto
es uno entonces x estd en la parte derecha de K,. De la misma manera nos fijamos solamente
en esta parte de K> y la dividimos en dos partes (izquierda y derecha), como la tercera cifra
después del punto es uno entonces x esta en la parte derecha de K3. Continuamos este proceso
indefinidamente considerando todos los ceros y unos de la representacion del punto (figura 1.11).

Ky
.0..
K
01...
Ky —— —
011...

Ky — — | —=|= - - - =
K, == == | =2los ce e e e

Figura 1.11:

Con esta construccion identificamos a cada punto del conjunto de Cantor con una unica
sucesion de ceros y unos. Esta sucesion sera muy util para describir al solenoide como una
suspension del conjunto de Cantor.
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1.5

El solenoide como suspension

En esta seccion vamos a definir el solenoide como suspension, pero primero necesitamos
introducir algunos conceptos importantes.

Sea (X, T) un espacio topoldgico y sea ~ una relacion de equivalencia en X. Sea
l={yeX:x~y}
la clase de equivalencia de un elemento de x en X, denotaremos por [A] al conjunto
[A] ={[x]: x € A}.
Sea X/ ~= {[x]: x € X}. Definimos la siguiente familia de subconjuntos en el espacio X/ ~,
t/~={BCX/~ : p !(B)e1},

donde p : X — X/ ~ es el llamado mapeo cociente definido por p(x) = [x].
1.27 Lema. Sea t/ ~ como arriba, entonces T/ ~ define una topologia en X /| ~.

Demostracion. Veamos que cumpla las propiedades necesarias.

1.0ct/~, pues p ' (0) =0y 0 =0 c 7 por ser T una topolégia. Ademas como p es
suprayectiva X = p~!(X/ ~), es decir, X/ ~€ 7/ ~.

2. Sea ahora {B}c; C t/ ~. Entonces

p! <U3i> =Ur'(B)er,
iel iel

pues p~!(B;) es un subconjunto abierto de X por definicion.

3. Sean B) y B; dos conjuntos en 7/ ~. Entonces
p~ (BiNBy) =p~ ' (B)Np~ (By) €.

]

Dado cualquier espacio topologico X y un homeomorfismo o : X — X, este introduce una
relacién de equivalencia en el espacio producto X x I, donde I = [0, 1], dada por

(x,1) ~ (o(x),0) Vxe X
y (x,0) ~ (G_l(x)a 1).
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1.28 Lema. La relacion ~ que define la suspension de arriba, es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Para que ~ sea una relacion de equivalencia tiene que cumplir tres propiedades.

1. ~ es reflexiva. Por definicién (x,¢) ~ (x,7) Vx e Cyt € L.

2. ~ es simétrica. Queremos demostrar que si (x1,71) ~ (x2,12) entonces (x2,%) ~ (x1,1). Si
(x1,t1) = (x2,12) la simetria es obvia. Si (x,71) # (x2,2) entonces hay dos casos.
Caso 1. (x1,11) = (x1,1) y (¥2,82) = (0(x1),0). Entonces (x2,12) = (6/(x1),0) ~ (67! (5/(x1)), 1) =
(x1,11), como se queria.
Caso 2. (xl,tl) = (xl,O) y (XQ,Z‘Q) = (G_l(xl),l). Entonces (XQ,Z‘Q) = (G_l(xl),l) ~
(6(c7(x1)),0) = (x1,#{), como se queria.

3. ~ es transitiva. Sean (x1,t1) ~ (x2,12) y (x2,2) ~ (x3,13) con t| # t, y t» # t3. En el caso
en el que r; = 0 entonces 1, = 1 y 13 = 0 pues o es biyectiva, por lo que o(x2) = x1 y
o (x2) = x3, entonces x; = x3, por lo que (x1,¢;) = (x3,3), lo que implica que (xj,7;) ~
(x3,13). En los otros casos la demostracion es andloga.

]

1.29 Definicién. Sea X un espacio topoldgico y sea ¢ : X — X un homeomorfismo. La sus-
pensién X(X, o) del homeomorfismo o es el espacio cociente

Y(X,0)=(XxI)/(x,1) ~ (c(x),0)

donde ~ es la relacién de equivalencia inducida por o. Este espacio tiene la topologia definida
al comienzo de esta seccion.

El concepto de suspension puede ser un poco complicado, asi que mostraremos algunos
ejemplos para tener una idea mas clara sobre suspensiones.

1.30 Ejemplo. El mas sencillo ejemplo de suspension es
St =x(-,1d),

esto es, comenzamos con el espacio X = {x} que consiste de un solo punto y la funcién identidad
o en X. Entonces X x I es una copia del intervalo [ y lo que hacemos es idenficar (x, 1) con (x,0)
formando una circunferencia, es decir, la suspension del espacio que contiene un punto no es
otra cosa que la circunferencia.
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Figura 1.12: S!

1.31 Ejemplo. Otro ejemplo de suspension y que nos serd de utilidad mas adelante es el cilin-
dro. Consideremos X = [0,1] y 0 : X — X la identidad, entonces el cilindro es la suspension
Y(X,0), (figuras 1.13 y 1.14). Notemos que es necesario pegar los puntos de la forma (z;,0)
con los puntos de la forma (z,1), 0 < z; < 1,i = 1,2; con la condicién de que z; = z.

1

Figura 1.13: [0,1] x [0,1] C R?
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Figura 1.14: £(X,0)

Asi como establecimos una relacién de equivalencia con la funcién o apropiada para formar
X x I pegando X x {0} con X x {1} y obtener la circunferencia y el cilindro respectivamente,
debemos definir adecuadamente un homeomorfismo en el espacio de Cantor para obtener un
solenoide.

Lo que haremos a continuacién serd construir un conjunto de Cantor a partir de un solenoide
diadico. Esto nos permite ver que el espacio con el que vamos a trabajar para construir solenoides
tiene que ser un conjunto de Cantor. Recordemos que en la seccion 1.1 construimos el solenoide
diadico (Ejemplo 1.1) como una interseccion de toros solidos, consideremos dicha sucesion

n>hLh>o>T3D....

Si cortamos estos toros con un plano L de manera transversal lo que nos queda son circulos
unos dentro de otros como en la figura 1.15.

Figura 1.15: Primer corte con el plano L

Los circulos que obtuvimos con este corte representan la construccion del solenoide, el
primer circulo (circulo azul) representa el corte del plano L con 77, los dos siguientes circu-
los (circulos verdes) el corte del plano L con T3, obtenemos dos ciirculos pues el toro 7> da dos
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vueltas por el interior del toro 77, los siguientes cuatro circulos (circulos azul fuerte) correspon-
den al corte del plano L con 73, obtenemos cuatro circulos pues el toro 73 da dos vueltas por el
interior de 75 y a la vez cuatro vueltas por el interior de 77 y asi sucesivamente.

Podemos suponer que el didmetro del toro 77 es 1, y podemos hacer la construccién de tal
manera que el didmetro del toro 75 sea % el de T3 é y asi el grosor del toro 7}, es 3,,%1

A estos circulos los podemos reacomodar de la siguiente manera; los circulos que represen-
tan el corte del plano L con 7, los movemos de tal modo que queden pegados con el circulo
que representa el corte del plano L con 77, los circulos que representan el corte del plano L con
T5 los movemos para que queden pegados con los que representan el corte del plano L con 75.
Seguimos con este proceso hasta obtener el reacomodo que queremos (figura 1.16).

Figura 1.16: Reacomodo

Notemos que la representacion de la figura 1.16 es la misma que la de la figura 1.15 pues
solo movimos los circulos para que quedaran tangentes unos con otros y esto se puede obtener
en la construccion de toros anidados acomodando dichos toros de manera adecuada.

Lo siguiente que vamos a hacer es cortar la representacion de la figura 1.16 con una linea /
de manera horizontal y que corte por la mitad a todos los circulos como se muestra en la figura
1.17.

Notemos ahora que al intersectar la linea [ de la figura 1.17 con el primer circulo (azul) ob-
tenemos el conjunto Ky de la figura 1.10, al intersectar / con los siguientes dos circulos (verde)
obtenemos el conjunto K, al hacer lo mismo con los siguientes circulos (azul fuerte) obtenemos
el conjunto K5 y asi sucesivamente.

Con esto hemos asociado cada K,, de la construccion del conjunto de Cantor con la inter-
seccion de la linea [ con el corte del toro 7;, con el plano L. Por lo que la relacién que existe
entre el conjunto de Cantor y el solenoide es que al cortar el solenoide con un plano de manera
transversal tenemos determinado un conjunto de Cantor.
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Figura 1.17: Corte con la recta [

En la construccién del solenoide usando toros anidados lo primero que tomamos en cuenta
es el toro 77. Por conveniencia en vez del toro 77 se ocupa el cilindro como en ejemplo 1.31.

Para obtener el toro 7, dentro del toro 77 tenemos que realizar el pegado de la siguiente
manera: consideremos el conjunto Kj que es el primer paso en la contruccion del conjunto de
Cantor, entonces el espacio que vamos a pegar es K x I, de tal manera que los puntos morado
y verde como lo indican las flechas en la figura 1.18 queden pegados. Ahora consideramos K;
pues es el segundo paso en la construccién del conjunto de Cantor que es el conjunto con el que
estamos trabajando.

| L

Figura 1.18: Tomando K para la suspension

Notemos que lo que hacemos es tomar un punto del lado izquierdo (por ejemplo el morado)
nos desplazamos hacia el lado derecho y luego unimos con la parte inferior (como se muestra en
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la figura 1.18). El siguiente toro que vamos a construir es el toro 73 que da cuatro vueltas; por
lo que consideramos K, x I y pegamos de acuerdo al mismo procedimiento; tomamos un punto
del lado izquierdo (por ejemplo el amarillo) nos desplazamos hacia el lado derecho y lo unimos

con la parte inferior (figura 1.19).
/
\

Figura 1.19: Tomando K, para la suspension

Ahora consideramos el espacio K3 x I y pegamos los puntos de K3 x {1} con los de K3 x {0}
siguiendo la misma idea de antes; tomamos un punto del lado izquierdo (por ejemplo el verde),
nos desplazamos hacia el lado derecho y luego lo unimos con la parte inferior (figura 1.20).

44

“

Figura 1.20: Tomando K3 para la suspension
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Realizamos nuevamente el mismo procedimiento pero ahora con Ky x I (Figura 1.21).

Figura 1.21: Tomando Kj para la suspension

Los puntos de la forma 0.1azas, ... se pegaran los puntos ¢(0.1azas,...) = 0,0b2bs, ..., el
punto 0 = 0.000. .. se pegara con el punto 6(0) = 0.1111.... Dado que el solenoide es la inter-
seccidn infinita de toros sélidos anidados, lo que tenemos que hacer para obtener el solenoide es
identificar los puntos de C x {1} con los de C x {0} dividiendo C x I en dos partes y tomamos
un punto del lado izquierdo, lo desplazamos hacia la derecha y unimos con la parte derecha de
C x {0}.

C x {1}

>10,1]

C x {0}

Vv
C

Figura 1.22: C x [0, 1]

Lo que nos falta ahora es definir una relacion de equivalencia a través de un homeomorfismo
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o : C — C, el cual describiremos en la siguiente seccion.

1.6

Homeomorfismo de pegado

Con lo que ya hicimos nos damos cuenta que necesitamos construir un homeomorfismo
0 : C — C de modo que la suspensién no va a ser otra cosa que el solenoide.

La idea es pegar cada punto de la forma (x,1) con uno de la forma (o(x),0) tal y como
lo indica la relacion de equivalencia que definimos anteriormente. Para esto utilizaremos la
expresion que asignamos a cada punto del conjunto de Cantor en la seccién 1.4.

Definimos nuestro homeomorfismo ¢ de la siguiente manera
o(x)=x+.1conxeC,

donde la forma en la que sumaremos x + .1 es de izquierda a derecha y de la misma forma en la
que sumamos en binario, estoes; | +1 =0y llevamos 1, 1+0=1,0+1=1y0+0=0.

Verifiquemos que con el homeomorfismo ¢ obtenemos el pegado que realizamos en la se-
ccién anterior. Consideremos el punto (x, 1) con x =.000.. ., que corresponde al punto morado
del lado superior izquierdo de la figura 1.18 aplicando ¢ a x tenemos o (x) = .1000..., en-
tonces (o (x),0) corresponde, efectivamente, al punto morado de la parte inferior derecha de la
figura. De la misma manera, consideramos el punto (x,1) con x =.00111..., que corresponde
al punto amarillo del lado superior izquierdo de la figura 1.19, aplicando o a x obtenemos
c(.00111...) =.10111..., entonces (c(x),0) corresponde al punto amarillo del lado inferior
derecho de la misma figura. Haciendo lo mismo con alguno de los puntos de las figuras 1.20 y
1.21 notamos que la funcién ¢ que definimos si realiza el pegado como el que queremos.

Un punto de la forma y = 0.1azaz... € C al aplicarle 6 lo manda a un punto de la forma
0.0b2b3 ... ., asi pegaremos los puntos de la forma (y,0) se pegaran con los puntos de la forma

(c(y),1).

De manera general, sea x =.0azazas ... € C. Como la primera cifra de x es cero, el punto
(x,1) es como los puntos del lado superior izquierdo de C x I. Aplicando ¢ a x obtenemos
o(x) =.lapazay . .., como la primera cifra de o(x) es 1 entonces el punto (5(x),0) estd del lado
inferior derecho de C x I.

Notemos que como las primeras cifras de x y ¢(x) coinciden, salvo la primera, entonces
deducimos que (o(x),0) se obtiene trasladando (x, 1) a la derecha y luego uniendo con la parte
inferior, que es justamente lo que hicimos en la seccion 1.5.

Falta verificar que ¢ es un homeomorfismo.
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Inyectividad: Notemos que lo que hace el mapeo ¢ a un punto x es cambiar los primeros
unos por ceros antes del primer cero que forma parte de la sucesion de ceros y unos y cambiar
dicho cero por un uno, dicho numero esta en C, asi si tomamos x,y € C diferentes y aplicamos
o a estos dos numeros obtenemos numeros diferentes, asi el mapeo o es inyectivo.

Suprayectividad: Seay € C. Siy es de la forma .1byb3 ... entonces 6 (.0bybs...) = .1byb3.. ..
Ahora bien, si y es de la forma .0byb3 ... entonces o (.1azaz...) = .0bybs. ... Por lo que o es
suprayectiva.

Continuidad: Para verificar que sea continua en necesario dar algunas definiciones y algunos
resultados.

1.32 Definicién. Sea
Uk[i] = {.X]XQ . €Cix = i},

estos elementos son conocidos como cilindros.
1.33 Proposicion. {U[i]: k € N,i = 0,1} es subbase topoldgica para C.

Demostracion. Para demostrar que {Ui[i]: k € N,i = 0,1} es subbase topoldgica para C tene-
mos que ver que

U (U0 uu1))
k=1

Primero veamos que

Uil ={x1x...€C:x; =061, =061, ...}.
k

Veamos;

U [1]UU[0] ={.1xpx3... € C 6 .0xpx3... € C}.

U[1UU,[0] ={x1lx3...€C 6 .x10x3... € C}.

U [1Ul;[0] ={.11x3...€C 6 .10x3...€C 6 .00x3...€C }.

Ui[1]UUs[0] = {111x4... 6 .110x4... 6 .101xy... 6 .000x4... 6 .001xs...
010x4... 6 .100xs...}.

[@N

Notamos entonces que la unién de los Uy[i] es efectivamente como dijimos antes.

Ahora
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Uk Urli] C C: Sea x € Uyi], entonces entonces x € Uyli] para alguna k y cada elemento de
Ukli] pertenece a C por lo tanto x € C.

C C U Ukli]: Sea x € C, los elementos en C son de la forma .xjx; ... donde cada x; es 0 6 1
entonces dicho elemento esta en (J; Uy[i].

U Ukl =C.
O
Como {Uy[i]: k € N,;i=0,1} es subbase para C entonces la topologia generada por dicha

subbase es la coleccidn de todas las uniones de intersecciones finitas de los elementos de {Uy|i]: k €
N,i=0,1} y estos son los abiertos en la base topoldgica de C.

N
1.34 Proposicién. Sio~! Uili| | es abierto entonces G es continua.
P
k=1

Demostracion. Veamos como es 6~ 1

tos de la base.

cuando la aplicamos a alguna interseccion de los elemen-

Gil(U][l]ﬂUz[O]) = U][O]ﬂUz[O]
o LU [0)NWL[1]) = U[1]NU,[0]
o (UIInW1]) = Ui[0]NU[1]
Gil(UI[O]ﬂUz[O]) U][l]ﬂUz[l]
o HUI0]NUs[0]) = (UI[1]NU[0]NU3[0)) U (U1 [1] NUL[1]NU3[1))
o (UW0]NWs[1)) = (Ui1]NUL[1]NU;[0]) U (Ui[1]N T2 [0] NU3[1])
o N UI1NU3[0]) = (U1[0]NUL[0]NU3[0]) U (U [0] N T [1] N T3[0))
o HUI1INUs[1]) = (U1[0]NU[0]NU3[1])) U (U1 [0] NUL[1]NU3[1))
o (U NLNU3[1]) = U[0]nUL[1]NUs[1]
o N UINNU[1NU41]) = (U[0]NU:[1]NU3[0] NUL[1]) U (U1[0] N U [1] N U3[1] NU4[1])
N
Por lo tanto ¢! (ﬂ Uk[i]> = {todas las uniones de las posibles intersecciones finitas de
j=1

los Uy[i] que son las primeras N entradas de algin x € C

antes de aplicarle 6}.

N
Notemos que 6! (ﬂ U [z]) son las uniones de intersecciones finitas de abiertos, por lo tanto
j=1

el mapeo o es continuo. ]
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Como queremos ver que ¢ es un homeomorfismo, falta ver que ! es continua. Esto se

demuestra similarmente a como demostramos que o es continua. Hay que demostrar entonces

N
que si o (ﬂ Uk[i]> es abierto entonces 6! es continua, veamos.

j=1
o (Ui [1]NU[0]) U, [0]NTA[1]
G(U][O]ﬂUz[l]) = U][l]ﬂUz[l]
SWN[1]) = U,0]NU0]
o(U,[0]N:[0]) = Ui[1]NUL[0]
SWONT[0]) = (U [1]NT[0]AT3[0]) U (U1 [1] NUa[1] N U3[0])
W ONU;[1]) = (@1]NU[]NUs[1]) U (U [1] N [0] N Us[1))
o(Ur[1]NUs[0]) = (Ui[0]NTL[1]NUs[0]) U (U1 [0]NU-[0] NUs[1])
SWNU[]) = (@ [0]NU-[1]AT3[1]) U (U1 ]0] N [0] N Us[0])
c(Ui[lINUx[1]NU3[1]) = Ui[0]NU-[0]NUs3(0]
o(Ui[1]NUs[1]NU4[1]) (U0l N R[] NUs[1] N U4[1]) U (U1 [0] N U2[0] N U3[0] N U4 [0])

N
Por lo tanto (ﬂ Uk[i]> = {todas las uniones de las posibles intersecciones finitas de

j=1
los Uy[i] que son las primeras N entradas de algtin x € C -

despues de aplicarle 6 }.

Con lo que demostramos que o es continua.

Con todo lo anterior obtenemos un espacio homeomorfo al que construimos geométrica-
mente en la subseccion 1.1.

La construccién anterior del mapeo ¢ la podemos generalizar para cualquier sucesion P. Sea
Sp un solenoide P-adico, si se considera que las fronteras de los toros anidados 771 D 7> D ...
que definen a Sp estdn contenidas en [0, 1] x [0, 1] entonces Cp = SpN ([0,1] x {0}) y si o es
el mapeo adecuado entonces Sp = Y (Cp, o). La construccién de este mapeo la haremos en el
siguiente capitulo.



CAPITULO

Clasificacion de solenoides

En el capitulo anterior definimos una funcién ¢ para construir el solenoide diddico, en este
capitulo vamos a generalizar esa idea, ademas enunciaremos y probaremos el teorema de clasi-
ficacién de solenoides.

2.1

Magquinas adicas
En esta seccion definiremos el mapeo odémetro o y con ello vamos a definir las miquinas
adicas con las que vamos a construir el solenoide Sp.
El solenoide puede ser visto entonces como la suspensiéon X(C, o) (ver definicion 1.29), la
cual es obtenida del producto C x I identificando cada (x, 1) con (o(x),0), x € C. Ahora vamos

a definir para una sucesién de enteros P = {py, p,...} mayores que 1, el solenoide Sp como la
suspension X(Cp, 0), donde Cp es el representado como el producto topoldgico

Cr=[J{0.1,2,....pi—1}
i=1

visto en la seccion 1.3 del capitulo 1.
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El mapeo ¢ : Cp — Cp tiene la forma;
o(x1,x2,...) = (x1 +1,x2,x3) six; < p; — 1
o(pi—1,....pk—1— Lixg,...) = (0,0,....xe +1,..) sixg < pp—1
o(pi—1,pa—1,...)=(0,0,...).
Entonces
Sp=X(Cp,0).
2.1 Definicién. Al mapeo o se le conoce como mapeo odometro.

2.2 Definicion. A la pareja (Cp, o) le llamamos mdquinas ddicas. (Definicion 1.22).

Por lo que el homeomorfismo de pegado visto en la seccion 1.6 es la maquina adica
(C,o)cono(x)=x+.1, xeC.

En general, si X es un espacio topolégico métrico y compacto y ¢ : X — X es un homeo-
morfismo se dice que la pareja (X, o) es un sistema dindmico. Por tanto una maquina adica es
un sistema dindmico.

2.3 Teorema. Las mdquinas ddicas son minimas. Esto es, las orbitas de las mdquinas ddicas
son densas.

N
Demostracion. Sea x = 0.x1xp... € Cp donde x; = 0,1,2,..., p; — 1. Consideremos m Us,lil,
j=1
donde Uy; [i] son cilindros (ver definicién 1.32), un elemento de la base topoldgica de Cp, vamos
a demostrar que para algiin n € NU {0}

N
" (x) € () Uk il
j=1

Notemos que por como estd definida ¢ es necesario aplicar a lo mas P]N — 1 veces 0 ax, donde N
es el niimero de elementos de la base y P; = max{p; — 1: p; € P}, pues al aplicar P}V veces O a

algun x las kj-ésimas entradas de " (x) y x son las mismas y al aplicarlo a lo mas P}V — 1 veces
logramos que las N entradas que nos interesan se encuentren en cada uno de los N-cilindros. [
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2.2

Teorema de clasificacion de solenoides

En esta seccidn enunciaremos formalmente el teorema de clasificacion de solenoides, no sin
antes dar algunos conceptos necesarios.

2.4 Definicion. Si U C Cp es clopen, la maquina adica ¢ induce un homeomorfismo oy de
U en si mismo. Para cada x € U, sea n(x) el entero mas pequeiio mayor o igual a 1 tal que
6" (x) € U. Entonces se define oy (x) = 6" (x). Al mapeo oy, se le conoce como mapeo del
primer retorno.

2.5 Definicion. Diremos que dos sucesiones de nimeros enteros positivos Py Q son equiva-
lentes y escribimos P ~ Q si un nimero finito de nimeros puede ser removido de cada sucesion
de modo que cada nimero restante ocurre la misma cantidad de veces, pudiendo la cantidad ser
infinita.

Equivalentemente, P y Q son equivalentes si se pueden afiadir cantidades finitas de nimeros a
ambas sucesiones de modo que la cantidad de nimeros resultante en cada sucesion es la misma
en ambas, pudiendo ser dicha cantidad infinita.

2.6 Ejemplo. SeanP=1{2,2,...},0=1{3,2,2,...} yR={3,3,...}. Entonces P es equivalente
a Q, pero P no es equivalente con R y Q tampoco lo es con R.

2.7 Ejemplo. Sean P =1{2,3,2,3,3,2,3,3,3,2,...} y 0 ={2,3,2,3,...}. P~ Q pues de cada
sucesion puedo borrar un nimero finito de niimeros (cero), para que en las sucesiones restantes
obtenga la misma cantidad de nimeros de cada nimero (infinito).

2.8 Definicion. Sean P={py,p2,...} yO={q1,¢>2,...} sucesiones de enteros mayores que 1.
Las méquinas 4dicas (Cp,0) y (Cg, 0) son primer retorno equivalentes si existen subconjuntos
Uy V clopen de Cp y Cg respectivamente, tales que (U, oy ) y (V, oy ) son conjugados, es decir;
existe un homeomorfismo 4 : U — V tal que ho oy = oy oh.

2.9 Lema. Sean U y V subconjuntos clopen de Cp'y Cg respectivamente, Oy y Oy Sus respec-
tivos mapeos de primer retorno. Entonces

Z(CP,G) = Z(U, GU) y Z(CQ,G) = Z(V, G\/).

Donde = denota que son homeomorfos.
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Demostracion. Sea (x,t) € (U, oy ), definimos i : X(U, oy ) — X(Cp, 0) como h(x,t) = (x,n(x)t)
si n(x)t € [0,1] y h(x,t) = (c*(x),n(x)t — k) si n(x)t > 1y k es el entero positivo tal que
n(x)t —k € [0, 1], entonces X(Cp,0) = X(U, oy ). Andlogamente £(Cp, ) = X(V,0v).

]

2.10 Lema. Si¢:X — X yy:Y — Y son conjugados entonces
(X, 0) =X(Y, y).

Demostracion. Como ¢ y ¥ son comjugados existe un homeomorfismo 4 : X — Y tal que ho

¢=yoh.
Sea H : X£(X.¢) — (Y, y), definida por

H(x,1) = (h(x),1).

H es invertible pues
L(y;s) = (h™'(v),9),

es la inversa de H. La continuidad se sigue al verificar que H(x,1) = H(o(x),0) y L(x,1) =
L(o(x),0). O

Ya que sabemos lo anterior podemos enunciar y demostrar el teorema de clasificacion de
solenoides.

2.11 Teorema. Sea P = {pi,p2,...} y O ={q1,q92,...} sucesiones de enteros positivos tales
que p; > 1y q; > 1. Los siguientes son equivalentes:

a) Los espacios Sp 'y Sg son homeomorfos.

b) Las mdquinas ddicas (Cp,0)y (Cg,0) son primer retorno equivalentes.

c) P~ Q.

Demostracion. a)= b). Si Sp y Sp son homeomorfos, entonces las suspensiones X(Cp,0) y
2(Cp,0) de las maquinas ddicas (Cp,0) y (Cg,0) son homeomorfas. Ya que las maquinas
adicas son minimas, por el teorema 2.3, podemos entonces usar la proposicion 8 en [15] para
concluir que existe un homeomorfismo de X£(Cp,0) a £(Cp,0) que mapea Orbitas en Orbitas.
El teorema de Parry y Sullivan [20] nos proporciona la existencia de un sistema dindmico de
Cantor (W,S) y dos funciones continuas de f; y f> con dominio en W y codominio en los
enteros positivos tales que (Cp,0) y (Cp,0) son conjugados, respectivamente, a los sistemas
dinamicos (Wy,,Sy,) y (Wp,,Sy,) descritos a continuacion:

Parai=1,2y jeZ, seaC;;={weW: fj(w) = j} donde la unién se toma sobre todas
las j en la imagen de f;, y como W es compacto y f; es continuo, la imagen de f; es finita. Sea
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Wy, = U (C,-’ i {k}) Se define el homeomorfismo Sy, : Wy, — Wy, por la formula

0<k<j

(x,k+1) sik+1< f(x)
(S(x),0) sik=f(x)—1.

Los sistemas dindmicos construidos arriba se denominan suspensiones discretas del sistema
(W,S). Ver seccion 1.4 en [2].

Supongamos que Ap y hg son los mapeos que implementan las conjugaciones entre (Cp, 0)
con (Wy,,S,)y (Cg,0) con (Wp,,Sy,2), respectivamente. Definamos los conjuntos clopen

Sfi(x7 k) = {

U=hy' (Wx{0})CCp

V =hy' (Wx{0}) C Cop.

Para probar que (Cp,0) y (Cp, 0) son primer retorno equivalentes y completar la demostracion,
vamos a probar que (U, oy ) y (V, oy ) son conjugados, lo cual se sigue al verificar que la restri-
ccion de hp seguida de hél es el mapeo que implementa la conjugacion deseada.

¢)= b). Sabemos que P ~ Q entonces podemos asumir que los nimeros borrados son
Pl,---»PsY q1,---,q; respectivamente, dado que un cambio en el orden de alguna subsucesion
finita de niimeros no cambia el tipo de isomorfismo de la maquina adica.

Sea P = {psi1,psi2,---} YO ={qr+1,qr12,- - .} las sucesiones derivadas. Sean

U={0} x{0} x...x ﬁ {0,1,...,pi— 1}

i=s+1

V={0}x{0} x...x ﬁ {0,1,...,qi— 1}

i=t+1
subconjuntos clopen de Cpr y C¢y respectivamente, podemos afirmar que (Cp1, o) y (Cor, 0) son
conjugados, primero definimos el mapeo conjugacién en una drbita solamente; sea e = (0,0, .. .)
entonces h(c"(x)(e)) = 6"¥(e), siguiendo la misma idea que en la primera parte de la de-
mostracion del teorema obtenemos que £ es el homeomorfismo que buscamos.

b)=> ¢). Sean U y V subconjuntos clopen de Cp y Cp respectivamente y sea h: U — V un
homeomorfismo que implica la conjugacién de oy con oy. Sea y = h(x), podemos asumir que

U={x1}x...x{x}x IO_OI {0,1,...,pi—1}

i=k+1

Por compacidad existe un nimero / y puntos y',...,y" tales que V es la unién disjunta de los
conjuntos

{y{}x...x{y{}x [T1€01,...qi—1}, j=1,2,...N

i=l+1



36

notemos que estos N conjuntos son permutados por oy. Sea m > [+ 1. Por continuidad de &
existe un n tal que

h({xl}x...x{xk}x ﬁ {O,...,p,-—l}) Ci{y}px...x{ym} % ﬁ {0,1,...,q;—1}.
i=k+1 i=m+1

Por inspeccion de la maquina ddica y de la conjugacion observamos que para algtin M tenemos

Dk41Pk+2" - Pn=MNq;+1- ... qm,

esto es, un elemento de U regresa a {x;} x ... x {x,} x [] {0.1,...,pi—1} cada pgs1pis2 -
i=n+1

...+ pn veces, sin embargo un elemento de V regresaa {y; } X ... X {yu} X H {0,1,...,qi— 1}

i=1+1
una vez cada N - g1 ... qn. Esto muestra que la cola (¢;11,¢;+2,...) de Q puede se mapeada
inyectivamente en la sucesion P. Invirtiendo los roles de P y Q encontramos que alguna cola de
P puede ser mapeada inyectivamente en Q. Se sigue que P ~ Q. [

2.12 Ejemplo. Sea P, Q y R como en el ejemplo 2.6. Por el teorema 2.11 se tiene que el
espacio Sp es homeomorfo al espacio Sg, pero el espacio Sp no es homeomorfo al espacio Sg y
el espacio Sy tampoco es homeomorfo a Sg.

Con estos ejemplos nos damos cuenta de que en realidad localmente todos lo solenoides se
parecen, sin embargo resulta que hay muchos jdistintos! (no homeomorfos) entre si y esto desde
luego es contraintuitivo pues podria pensarse que todos los solenoides son homeomorfos por
ser construidos a partir de un conjunto de Cantor y es que todos los conjuntos de Cantor son
homeomorfos entre si.



CAPITULO

El solenoide como limite inverso

En este capitulo vamos a introducir el concepto de solenoide como limite inverso y enuncia-

remos el teorema que caracteriza a los solenoides como suspensiones de homeomorfismos del
conjuntos de Cantor.
Podriamos preguntarnos porque es necesario introducir esta herramienta pues ya en el capitulo
anterior clasificamos los solenoides y con eso ya tenemos todo lo que necesitamos saber. Sin
embargo cuando nos preguntamos si cualquier homeomorfismo de un conjunto de Cantor in-
duce un solenoide nos dimos cuanta que era necesario introducir una nueva herramienta, razén
por la cual los limites inversos son de gran ayuda.

3.1

Limites inversos

En esta seccion introduciremos el concepto de limite inverso y estableceremos algunas
propiedades elementales que nos serdn de gran utilidad. Los limites inversos pueden ser definidos
para objetos como conjuntos, anillos, modulos, grificos y en general para categorias abstractas,
nosotros nos enfocamos a los limites inversos de los espacios topoldgicos.

Sea N un conjunto parcialmente ordenado, es decir, N es un conjunto con una relacion binaria
< que satisface las siguientes condiciones;

37
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m [ <i parai€N.
w [ < jyj<kimplicaquei=k,parai,j,kecN.

= Sii, j € N entonces existe algin k € N tal que i, j < k.

Un sistema inverso de espacios topolégicos sobre N consiste de una coleccion {X;: i € N}
de espacios topoldgicos indexados por N, donde N es un conjunto parcialmente ordenado y una
colecciéon de homeomorfismos;

Oij: Xi—X j

los cuales estan definidos cuando i > j, de tal manera que los diagramas de la forma

Xi Qi Xk

i< l A:k

X

conmutan cuando i, j,k € Ny i > j > k. Ademas asumimos que @;; es el mapeo identidad idy,
en X;. Denotaremos dicho sistema por {X;, ¢;;, N} o por {X;, ¢;;} si el conjunto N estd clara-
mente entendido. Si X es un espacio topoldgico fijo, denotemos por {X,id} al sistema inverso
{Xi,¢;j,N} donde X; = X paratodoi € N'y ¢;; es el mapeo identidad id : X — X. Decimos que
{X,id} es el sistema inverso constante en X.

SeaY un espacio topolégico, sea {X;, ¢;;, N } un sistema inverso de espacios sobre un conjun-
to parcialmente ordenado y sea y; : ¥ — X; un mapeo para cada i € N. La coleccion de mapeos
{yi}ien es llamado compatible si

Q;ijy; = yj, donde j <i.

Decimos que un espacio topolégico X junto con una coleccién de mapeos compatibles con-
tinuos
¢ X —=X; (iEN)

es un [imite inverso de un sistema inverso {X;, ¢;;, N} si la siguiente propiedad universal se satis-
face: siY es un espacio topologicoy y; : ¥ — X; (i € N) es un conjunto de mapeos compatibles
continuos, entonces existe un inico mapeo continuo Y : Y — X tal que @; = y; paratodoi € N.

y “-x

" e

X;

Decimos que ¥ es inducido o determinado por el homeomorfismo compatible ;.



39

Los mapeos ¢; : X — X; son llamados proyecciones. Las proyecciones no son necesaria-
mente suprayectivas. Denotamos el limite inverso por limX; o por lim. (X;, §;;).
%

Si {X;, N} es una coleccion de espacios topoldgicos con N el conjunto de indices, su producto
cartesiano o producto directo es el espacio topolégico HXi dotado con la topologia producto

ieN
(ver [23]).
Un ejemplo de limite inverso se muestra a continuacion.

3.1 Ejemplo. Consideremos {X,},cn, una familia de espacios topoldgicos. Definimos 7, :
Xm — X, paran < m como

Tun(x) = x4+ (m —n)

lo que demostraremos a continuacion es que
lim(X,, ) = 0.
<;

Demostracion:
Sea L := limX,, supongamos que L # 0, entonces x € L, x = (x,)>_,. Supongamos que
<_

M1 (x2) = x1
1) =x+2-1)=x+1=x=x+(-1)
ﬁml(xm) = X1, pero ﬂml(-xm) :xm+(m_ 1) = X = X| +(1 _m)

Si x| = k entonces x; = x1 + (1 —k) = 1.
Conk—+ 1, x,r1 =x1+ (1 — (k+1)) =0, lo que resulta una contradiccién pues 0 ¢ N

L m (X, ) = 0.
<_

3.2 Proposicién. Sea {X;, ¢;;,N} un sistema inverso de espacios topoldgicos sobre un con-
Jjunto parcialmente ordenado N. Entonces se cumple que;

a) Existe un limite inverso del sistema inverso {X;, ¢; N }.

b) Este limite es uinico en el siguiente sentido. Si (X, @;) y (Y, @;) son dos limites de un sistema
inverso {X;, ¢;j,N}, entonces existe un vinico homeomorfismo ¢ : X —Y tal que y;p = ¢;
para cada i € N.

Demostracion. a) Definimos X como el subespacio del producto HXi de subespacios topoldgi-
ieN
cos que consisten de estas tuplas (x;) que satisfacen la condicion ¢;;(x;) = x; sii > j.
Sea ¢; : X — X;, denotamos la restriccion de la proyeccién candnica HX,- — X;. Se verifica
iEN
facilmente que cada @; es continuo y que (X;, ¢;) es un limite inverso.
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b) Supongamos (X, ¢;) y (¥, ¢;) son dos limites de un sistema inverso {X;, ¢;;,N}.

XéY
| v
o 7,
X;

Dado que los mapeos y; : Y — X; son compatibles, la propiedad universal de limite inverso
(X, ¢;) muestra que existe un tinico mapeo continuo Y : Y — X tal que ¢,y = y; paratodoi € N.
Similarmente , dado que los mapeos ¢; : X — X; son compatibles y (Y, ;) es un limite inverso,
existe un tinico mapeo continuo ¢ : X — Y tal que y; = @; para todo i € N. Luego observamos
que

ye

/ax ™

X Y5 x

e

X;

conmuta para cada i € N. Por definicion, existe un Gnico mapeo que satisface esta propiedad,
tenemos entonces que Y@ = idy. Similarmente @y = idy.
Entoces ¢ es un homeomofismo. 0

El limite inverso como el subespacio del espacio producto HX,- admite la siguiente descrip-
. ieN
cion;

ieEN

hm(Xl,f,j {x,EHX L xi = fij(x)) vz<]}

3.2

Solenoides y homeomorfismos en el conjunto de Cantor

Con lo que vimos en el capitulo anterior se podria concluir que si los solenoides son sus-
pensiones de homeomorfismos de Cantor entonces todas las suspensiones de homeomorfismos
de Cantor son solenoides, sin embargo esto no es cierto y el teorema 3.6 explica porqué sucede
esto. En lo que resta del capitulo veremos que las definiciones de solenoides son equivalentes y
veremos como, sin pérdida de generalidad, la sucesion P es una sucesion formada por nimeros
primos.
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Si P = {p1,p2,...} es una sucesion de enteros positivos mayores que 1. Sea Tp el limite
inverso de la sucesion

AR IR P

donde T! es el toro unidimensional y f» son mapeos definidos por f,(z,) = 24", pp € P. De esta
manera

neN

R 72 1 _ 1. — -Pn
Tp =MHm(T", f) = {(zn> e [IT": fulzn) =25 }
3.3 Ejemplo. Sea P ={2,2,...} entonces

T, = {(zn) € Io—o[’Jrl : filz) = Z?} ;
i=1

Seaz; =i € C, entonces z; = f1(z2) = z%. Pero i = ¢™/2 mi/4 con esta misma

idea resulta que z = (i, emi/4 omi/8 omi/16 .) es un elemento de Tp con la sucesion P dada.

entonces 7o = e

Como mencionamos al principio de esta seccion queremos ver como, sin pérdida de generali-
dad, la sucesion P puede ser considerada como una sucesion de numeros primos. Comenzaremos
mostrando algunos ejemplos.

3.4 Ejemplo. SeanP={2,2,...} y Q={4,4,...}, consideremos el limite inverso 7p dado por

Ty = {<zn> e[IT" itz :z%},
i=1

y el limite inverso Ty dado por

Tp = {(zn) e[IT" ailz) - Z?} :
i=1

Vamos a demostrar que Tp = Ty, observemos el siguiente diagrama;
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Notemos que

Jolzs) =26 =35 y g6(z6) = Z5=1
fizs) =75 =2 = gs(zs) = Z3=z7"=1
falza) = =22 =2z gm) = d=5=z
fl) =5=3 =2 g(z3) = H=%"=2
hl)=5=2>=2z o) = £=7%—y
filz) =z =2 gi(z1) = 2= 70%

De esta manera, f5(z5) = g6(26), f3(23) = 85(25) ¥ fi(21) = ga(z4).

Si seguimos la sucesion indefinidamente notamos que g;(z;) = fi—3© fi—2(zi—2). por la propiedad
universal exite un mapeo que logra que Tp y Tp sean homeomorfos.
Lo que esta pasando es que si a la sucesién de toros unidimensionales del limite inverso Tp le
agregamos toros unidimensionales entre cada dos toros (figura 3.1) y consideramos el mapeo
fi(zi) = z? obtenemos el mismo limite inverso.

~0v0v0rO -
~0000000 -

Figura 3.1: Agregando un toro unidimensional

Tenemos que darnos cuenta que el limite inverso Tp y Ty es el mismo pues solo aumentamos
un toro unidimensional entre cada dos. Ahora por la propiedad universal sabemos que si 7Tp y
Tp son el mismo limite inverso de un sistema inverso entonces exite ¢ homeomofismo tal que
Tp =1p.

Lo mismo pasa si ahora consideramos la sucesiones R ={2,2,2,...} ylaS=1{8,8,,...} y
los correspondientes limites inversos Tg y T, notemos que 8 = 23, entonces a la sucesién de
toros unidimensionales del limite inverso Ty le agregamos dos toros unidimensionales (figura
3.2), entre cada dos y consideramos los mapeos g;(z;) = ((hi(z:))?)? = ((z%)?)? y asf obtenemos
el mismo limite inverso.
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ollalls..
~0000000 -

Figura 3.2: Agregando dos toros unidimensionales

De manera general, podemos considerar la sucesién P = {py, ps,...} donde cada p;, i =
1,2,..., es un entero mayor igual que 1, cada p; lo podemos escribir como producto de potencia

. . O Oy Uiy, .
de primos, asi p; =¢;,'q;,” -...-q; ', entonces podemos reescribir P como
ml'

_ ), %y 01 iy Oy 0O, )
P—{q11 qi, iy 092, Doy iy e

imz

Con esto podemos considerar la sucesion

0= q117-"7q117QI25'--7QI2a"'7qiml7""qiml’qzl’""qzl’q22""’q22""’qimz’”' ’
~ — ——
ai, veces oy, veces Oy, VECES

la cual resulta ser homeomorfa a la sucesion P, 1o que hace que Tp = Tj.

Solo tenemos que imaginarnos que introducimos ¢y, + ...+ ¢, — 1 toros unidimensionales
1

entre cualesquiera dos en el diagrama que se asocia a la sucesion P.

3.5 Lema. Sea Tp un limite inverso como definido arriba, con P una sucesion de primos. En-
tonces existe un homeomorfismo g en C tal que Sp es homeomorfo a X(C,g) y para algiin € > 0
existen subintervalos I clopen de C y un entero positivo ng tal que los conjuntos g(I¢), g (I¢), . . .,
g"¢(I¢) son disjuntos a pares 'y subconjuntos clopen de C con didmetros menores que €, la union
de los cuales es igual a C.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama;

Tl SP

qu qu T% T
Rpp Ro3

b — L3 CxlI
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donde I} =1=0,1], L,11 =1L, x{1,...,pn}, Rnnt1 son proyecciones de I, sobre I,, f,, son
definidas por f,(z) =z, q1(t) = Mt =12, ..., y el mapeo continuo ¢, n > 1, son deter-
minadas por la condicion de que el diagrama anterior conmute.

Lo que tenemos que ver primero es porque podemos utilizar este diagrama. Primero veremos
que C x [ =lim(l,, Ry n+1). Para este proposito si z € lim(Z,, Ry +1), tenemos que demostrar
— —

que existe x € Cy t € [ tales que
z=(x,1) eCxI.
Como z € lgn(ln, Ry, n+1) entonces z = (z,) = (x,1), donde x = (z1,22,...) €L, y t € I, por
lo tanto
zn=xe€h=1

Luego,zp € L =1; x{1,...,p1 }, entonces z, = (x1,m; ), donde m; € {1,..., p; }. Aplicamos
Ry n41 a zp obtenemos
R12(22) = Rip(x1,m1) = x1 = 21.

Luego 25 = (z1,m1).

Con la misma idea z3 = (x2,my), donde my € {1,...,p1} x {1,...,p2}, aplicando R, 1 a
Z3 obtenemos
Ry3(z3) = Ry 3(x2,m2) = 22 = (x1,m1).

Continuando con este procedimiento obtenemos que
= {Z17Z27 .- } = {Xl, (-thl)a (x27m2)a .- } = {Xl,Xl,ml,x2,m2, .- '}7
porloquez e, x {1,...,p,}.

Sea (x,t) € C x I, tenemos que encontrar z € lim(Z,,, R, »+1) que corresponda a (x,1).
<_

i
Consideremos x = (mj,my,...) donde m; € H{l,...,pn}.
n=1
Sean

t
(mlvzl) = (mlat)

(m2,22) = (ma, (my,t)) = (my,my,t)
(m3,z3) = (m3, (my,my,t)) = (m3,my,my 1)

<1
22
i3 =
24

in = (mnflaznfl) = (mnfla"me?ml?t) Y= {Zn} =CxI= hzn(lna Rn,n+1)

Todas las funciones g, son suprayectivas. Como g es sobre induce una funcion continua g de
C x I sobre Sp, la cual conmuta en el diagrama. Definimos una funcién g de C en C estableciendo
y = g(x) siy solo sig(y,1) = ¢g(x,0). Por el diagrama concluimos que g es el homeomorfismo
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que buscamos.

Sea R, la proyeccion de C x I sobre I,, y sea € un real positivo. Entonces existe un entero

positivo j tal que el didmetro de una imagen inversa RJZ: 1(0,i1,...,ij) es menor que &, donde
(0,i1,...,ij) € Ij+1. El conjunto I¢ tal que I x {0} es igual a laimagen inversay ne = p1-...-p;
satisface las condiciones del lema. [

El lema anterior nos muestra que, como era de esperarse, el limite inverso 7p no es otra
cosa que el solenoide P-ddico Sp. El siguiente teorema nos muestra la caracterizaciéon de los
solenoides.

3.6 Teorema. Sea G| un homeomorfismo de un espacio de Cantor C en si mismo. La suspen-
sion X(C, 01) del homeomorfismo o es un solenoide P-ddico siy sélo si para todo € > 0 existe
un subconjunto clopen D¢ de C y un entero positivo ng tal que {c/(D€): j=1,...,n:} es una
cubierta de C que consiste de subconjuntos disjuntos a pares de C de didmetros menores que &.

Demostracion. =) Supongamos que X(C,07) es un solenoide P-adico. Por el lema anterior,
¥(C,01) es homeomorfo a £(C, 0,) bajo un homeomorfismo F, donde o, : C — C es un home-
omorfismo tal que para cada € > 0 existe un subintervalo /¢ clopen de C y un entero positivo
n, tal que {0y (l¢) : j =1,...n,} son subconjuntos disjuntos a pares que cubren a C y cuyos
didmetros son menores que € que forman una cubierta de C.

Podemos asumir que F - g, (C x {0, 1}) no tiene puntos en comin con g, (C x {0,1}), donde
do, Y 4o, son los mapeos cocientes de C x I sobre £(C,01) y £(C, 02) respectivamente.

Para algin punto ¢ € C existe > 0 tal que para cada vecindad U, de c, el didmetro es menor
que 8, be = g5, (F -qo, < C,0>) es el inico punto en comiin del conjunto g5 (F - ¢o, (Ue X {0}))
y de alguna linea de C x I. Supongamos que existe un punto c de C tal que para cualquier vecin-
dad U, de c el conjunto g, (F - ¢, (Ue x {0})) tiene al menos dos puntos en comtn con algunas
lineas de C x I.

Consideremos los pares de puntos de qg; (F -qo,(Uc x {0})) que estan sobre esas mismas
lineas. Entonces existe una sucesion de estas parejas que convergen a b, asi los puntos extremos
de estas parejas convergen a b, pero la longitud de cada imagen inversa de F de estos segmentos
son mayores o iguales a 1, lo que es una contradiccion. Entonces, para cada punto ¢ de C existe
una vecindad U, tal que qg; (F - qo,(Uc. x {0})) tiene a lo mas un punto en comin con cada
linea de C x I. Podemos elegir una familia finita {Uj,...U;} de estas vecindades que consisten
de subconjuntos clopen de C disjuntos a pares, los cuales cubren a C. La proyeccion sobre C de
cada g5, (F - g5, (U; x {0})), i =1,...k, es un subconjunto clopen de C.

Veamos, qg; (F-qq,(Ui x {0})) es un conjunto cerrado pues es la imagen inversa de un con-
junto cerrado. Veamos que sea abierto, tomemos n tal que g5 (F - g, (U; x [0, Due(u)x (1-
}l, 1])) esta contenido en C x (0, 1). La proyeccion de este conjunto sobre C es un subconjunto
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abierto de C igual que la proyeccion de la que procede. Entonces existe una familia de subcon-
juntos clopen Dy,...D,, disjuntos a pares tales que para cada dos lineas de D; x I se tiene la
misma cantidad de puntos en comtin con qul -F-q5,(C x{0,1}). Podemos asumir que F es un
homeomorfismo tal que la proyeccion de qul -F xqg5,(Cx{0,1})ND; x I sobre I es un conjunto
finito de cardinalidad igual a la dnica parte comin de qul -F-q5,(C x{0,1}) y de alguna linea
de D; x I. Entonces la proyeccién del conjunto g5, - F - go, (C x {0,1}) sobre I es un conjunto
finito que nombraremos A.

Sea €] un real positivo menor que la distancia de dos puntos diferentes de AU {0, 1}, tal que
algun subconjunto de C con didmetro menor que €; esta contenido en el mismo D;. Fijamos un
€ >0, yaque qg; -F - qg, sobre C x {0} es un homeomorfismo sobre la imagen, existe & < &
tal que el didametro de las imédgen invers de algiin subconjunto cuyo didmetro de la imagen in-
versa sea menor que & es menor que €. Como asumimos que existe un subintervalo I de C tal
que los subconjuntos 62] (Ie), j=1,...,n€’, son disjuntos a pares sus didmetros menores que &,
y la union de estos es igual a C, de esta manera cada subconjunto esta contenido en algun D;.
Tomemos j tal que la interseccion de 63 (Ie) X I'y g, - F - q5,(C x {0,1}) es no vacia. Sea Dj,
un subconjunto de tal interseccidon que consiste de puntos con la misma segunda coordenada. El
subconjunto D de C tal que D¢{0} = C x {0} Ngg' - F ' gs,(D}) es el subconjunto clopen de
C que queriamos.

<) Supongamos ahora que existe un homeomorfismo o} : C — C tal que para todo € > 0
existe un sunconjunto clopen D¢ de C y un entero positivo ng tal que {07 (D¢): j=1,...,n¢}
son subconjuntos disjuntos a pares de didmetros menores que €, la unién de los cuales es igual
aC.

Sea T! el toro unidimensional en el plano complejo y sea I; el intervalo cerrado [0, 1]. De-
notaremos por ¢ al mapeo g; : I} — T definido por gy (t) = e>™".

Ahora, tomemos & < % elejimos un subconjunto D, clopen de C tal que los conjuntos

Glj (Dy), j=1,...,ny son subconjutos clopen disjuntos a pares de C que cubren a C y cuyos
diamtros son menores que &. Sea I, =1} x {1,...,n,}, sea R}, la proyeccién de I, sobre I} y
sea g1 el mapeo de T} = T! sobre T{ =T! tal que g12(*™) = > Sea gy : I, — T% el tnico
mapeo tal que el diagrama
<"
0o e
T! <2}

14t
conmuta, es decir ¢ (t, j) =€ "2

Tomemos & < % tal que cada subconjunto de C con didmetro menor que €3 este contenido
en algin conjunto o} (D> ). Entonces existe un subconjunto clopen D3 de C y un entero positivo
n3 tal que o1(D3), j = 1,...,n3 forma una cubierta de C que consiste de subconjuntos disjuntos
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a pares de C con didmetros menores que £3. Notemos que n3 = k3 - np, donde k3 es un entero pos-
itivo. Definimos Ry3 : 3 = I, x {1,...,k3} — I, como una proyeccién en el producto cartesiano
y g23 de T% = T! sobre ']I‘% por go3 (™) = 237 Hacemos g3 : s — ’]1‘% tal que el didgrama

R R
11 12 12 23 13

léh i% l%
812 823
Tj<—T,<—T;

conmuta, es decir, g3(t,k, j) = e nyk3

Procediendo por induccién, obtenemos dos sistemas inversos y los limites inversos de es-
tos sistemas son C x I y el solenoide P-adico Sp respectivamente. Identificamos los puntos en
lim{/;, R, } con los puntos del producto C x I, donde C es el conjunto de Cantor en donde defini-
mos el homeomorfismo o;. Asi, inducimos el mapeo ¢ : C x I — Sp tal que ¢(x,0) = g(o7(x), 1),
xeC.

Por lo tanto, Sp y £(C, 01) son homeomorfos. O

Un ejemplo de una pareja que no cumple con las condiciones del teorema es el siguiente:

3.7 Ejemplo. Consideremos el espacio £(C, o) con o la identidad, esto es o(x) = x. Sea D¢
un subconjunto clopen de C.

Aplicando o,
6(Dg) = De, entonces 6% (Dg) = De;

de esta manera 6"¢(D¢) = D¢. Por lo que con 6 como la identidad no podemos cubrir todo C.

¥(C,0) no es un solenoide.
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Figura 3.3: Espacio £(C, o) con o la identidad

Notemos que el solenoide diddico si cumple con las condiciones del teorema ya que con
la funcion establecida en la seccion 1.6 logramos cubrir el conjunto de Cantor pues vimos que
dicha funcién es biyectiva.



Conclusiones

Los solenoides son interesantes por que pueden considerarse como espacios que localmente
son el producto cartesiano del intervalo [0, 1] con un conjunto de Cantor. Sin embargo, su clasi-
ficacién como espacio topoldgico, es no trivial y requiere de herramientas de diversas ramas de
matematicas, tales como sistemas dindmicos, topologia y analisis.

Presentamos algunas formas equivalentes de ver el solenoide desde distintos puntos de vista:
geométricamente, topolégicamente y algebrdicamente. Demostramos el teorema de clasificacion
de solenoides (teorema 2.11) y entendimos la pequefia gran diferencia que existe entre cua-
lesquiera dos solenoides.

El ejemplo que consideramos util para este trabajo de tesis es el solenoide diddico, es el
ejemplo de solenoide mas conocido y en principio el mds facil en construccién ya que como
vimos en la seccién 1.5 al cortar un solenoide con un plano obtenemos el conjunto de Cantor
como se conoce popularmente en su representacion ternaria.

El solenoide diddico fue muy {til para comprender como podemos ver los solenoides como
suspensiones de un conjunto de Cantor, proponiendo una funcién de pegado adecuada. Ademads
esta funcion de pegado, que resulta ser una madica diddica, puede verificarse que cumple con
las condiciones del teorema 3.6. El ejemplo 3.7 nos muestra que existen homeomorfismos de
conjuntos de Cantor cuyas suspensiones no son solenoides.
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