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Resumen

En esta tesis estudiamos algunos aspectos del problema de la irracionalidad de {(n) para n > 1,
donde ((s) es la funcion zeta de Riemann. Para n par se demuestra que ((n) es trascendente. Para
n impar se demuestra que ((3) es irracional y que ((n) es irracional para una infinidad de valores
de n. También introducimos una familia de nimeros relacionados con el nimero e y demostramos
que estos nimeros son todos irracionales.

Abstract

In this thesis we study some problems concerning the irrationality of {(n) for n > 1, where ((s) is
the Riemann zeta function. If n is even we prove that ((n) is transcendental. If n is odd we prove
that {(3) is irrational and that {(n) is irrational for infinitely many values of n. We also introduce
a family of numbers closely related to the number e and show that all these are irrational numbers.
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Introduccion

El problema de nuestro interés tiene sus inicios en la antigua Grecia, particularmente en la escuela
de Pitagoras (580 - 500 a J. C.), donde surgi6 la primera nociéon de irracionalidad. Algunas de las
historias que hacen referencia a este descubrimiento coinciden con el siguiente relato.

Los pitagoéricos no concebian la existencia de ntimeros irracionales, pues crefan que todas las can-
tidades que usaban para medir se podian representar mediante niimeros enteros y sus cocientes.
Una razoén en favor de este punto de vista es que toda cantidad la podemos aproximar mediante
racionales, con tanta precision como se quiera. Sin embargo, los pitagoéricos conocian un resultado
geométrico que ahora se denomina Teorema de Pitagoras, el cual los llevo a descubrir que la nocién
de niimero que tenian era incompleta: en un tridngulo rectangulo cuyos lados miden 1, la hipotenusa
tiene por longitud v/2.

Quizé4 una cuestion natural considerada por Pitagoras y sus colegas fue tratar de representar a v/2
como un cociente de enteros, sin embargo todos sus esfuerzos debieron ser en vano. Se dice [19] que
fue Hipaso de Metaponto quién descubrié que esto era imposible y como represalia sus colegas lo
arrojaron al mar, por destruir su fe en la “conmensurabilidad de todas las cantidades”.

Para describir la irracionalidad de v/2, los griegos empleaban el término inconmensurable, asf; decir
que 1 y v/2 eran inconmensurables era expresar que no podia existir una medida con la cual se
pudiera medir exactamente los dos nimeros. Es decir, si el nimero 1 era racional entonces v/2 era
irracional respecto a él y viceversa.

El descubrimiento de y/2 amplié la concepcion pitagorica de los numeros y por tanto del mundo
de los griegos. Tal vez fue su desarrollo de la geometria lo que les permitié considerar una clase de
nimeros que contiene a los racionales y a v/2. Estos ntimeros son justamente aquellos que se pueden
construir con regla y compés. A pesar de este progreso, nuevos problemas desafiaron a los griegos.
Algunos de esos problemas, los cuales se debian resolver con el uso exclusivo de regla y compas, se
enumeran a continuacion:

1. Construir un cubo cuyo volumen sea 2.
2. Trisectar el angulo de 60 grados.
3. Trazar un heptagono regular.

4. Construir un cuadrado cuya area sea 7.

Es interesante notar que los griegos no pudieron resolver ninguno de estos problemas que fueron re-
sueltos casi dos mil anos méas tarde. En particular, el cuarto problema fue resuelto por F. Lindemann
en 1882, cuando demostr6 que 7 es trascendente.



Introduccion

En el presente escrito tratamos el problema de irracionalidad y trascendencia de algunas constan-
tes. En particular, mostramos algunos de los avances que se han hecho respecto al problema de la
irracionalidad de los nameros ((n), con n > 1, los cuales cobraron relevancia gracias a los trabajos
de Leonhard Euler (1707 - 1783).

Como una introduccién al problema de nuestro interés, en el primer capitulo, hacemos un breve
recuento de teoremas relacionados con las propiedades de los niimeros enteros, tales como la infinitud
de los nimeros primos y el Teorema Fundamental de la Aritmética. Estos resultados constituyen
nuestra base para establecer la irracionalidad de algunos niimeros algebraicos tales como v/2. Seguido
de esto establecemos la irracionalidad de e y 7. Luego, incluimos un apartado en el que exponemos
algunas pruebas geométricas de irracionalidad e introducimos una familia de constantes motivados
por la expansion usual en serie del ntmero e, de las cuales demostramos su irracionalidad.

En el capitulo dos, usamos una estimaciéon del orden de magnitud del minimo comtn miltiplo de los
ntmeros 1, 2, ..., n, basados en el Teorema de los Nimeros Primos. Esta estimacién, junto con una
representacion integral adecuada de log(2), ¢(2) y ((3) es empleada para demostrar la irracionalidad
de estas constantes. Otra aplicacion de esta estimacion es la demostracion de que existen infinitos
irracionales en la sucesion ((2n + 1) con n € N. Para terminar ese capitulo hacemos una corta
descripcién del descubrimiento de la constante v de Euler.

Finalmente, en el capitulo tres demostramos la trascendencia de e y m. De este hecho deducimos la
trascendencia de ((2n), con n € N, empleando para ello una féormula que Euler descubrié después
de que resolvi6 el conocido problema de Basilea. Para finalizar ese capitulo, usamos el Teorema de
Dirichlet sobre la infinitud de niimeros primos en progresiones aritméticas, para demostrar que las
constantes que introdujimos al final del primer capitulo son linealmente independientes sobre los
racionales.



Capitulo 1

Irracionalidad de algunas constantes
clasicas de la matematica

1.1. Introduccién

En este capitulo presentamos algunos conceptos bésicos que se usan en el estudio de los ntimeros
enteros tales como el concepto de divisibilidad y el de maximo comun divisor.

El estudio de estos conceptos nos permitird demostrar, entre otros resultados, el Teorema Funda-
mental de la Aritmética y la existencia de infinitos niimeros primos. Los cuales nos servirdn de base
para establecer la irracionalidad de algunos nameros.

1.2. Los niimeros enteros

Los ntiimeros

., —3,-2,-1,0,1,2,3, ...

son llamados enteros y representamos el conjunto de todos ellos mediante el simbolo Z. En adelante
usaremos las letras mintsculas a, b, ¢, ... para denotar casos de estos niimeros.

1.2.1. Divisibilidad

Probablemente una de las primeras habilidades matematicas desarrolladas por el hombre es la ca-
pacidad de contar: relacionar a un grupo de objetos con uno de los ntimeros

1,2,3, ...,

que son llamados ntmeros naturales y que denotamos por el simbolo N.

Las primeras consideraciones de las propiedades bésicas de los naturales se atribuyen a los griegos
quienes clasificaron a los nimeros naturales en diversos conjuntos. Por ejemplo, fueron los griegos
quienes introdujeron los conceptos de ntimero primo, nimero compuesto y divisibilidad, los cuales
estudiamos brevemente a continuacion.

Los teoremas de la presente seccion siguen de cerca a T. Apostol [4]. Es pertinente mencionar que
para leer este capitulo sélo son necesarios conocimientos de algebra, excepto la parte final donde se
usan algunos conceptos de célculo.



Irracionalidad de algunas constantes clasicas de la mateméatica

Definicién 1.1 (Divisibilidad) Decimos que un entero d divide a n y escribimos d|n cuando
n = cd para algin entero c.

Si d divide a n también decimos que n es un miltiplo de d, que d es un divisor de n 6 que d es un

factor de n. Si d no divide a n escribimos d { n.

Un entero d que divide a a y b se denomina divisor comun de a y b. En el siguiente teorema
demostramos que dado un par de enteros, siempre existe un divisor comin que puede ser expresado
como combinacién lineal de estos enteros.

Teorema 1.1 Dados dos enteros a y b existe un divisor comin d tal que d = ax+by, donde x,y € Z.
Mds ain si d' es otro divisor de a y b entonces d'|d.

Demostracion. Supongamos a,b > 0 y usemos induccién sobre n = a+b. Sin = 0 entonces a = b =0
y d =0 con z =y = 0. Supongamos que se ha demostrado el teorema para los enteros 0,...,n — 1
y que a > b (en todo el argumento podemos cambiar a por b). Si b = 0 entonces tomamos d = a,
x =1y y = 0. Por otro lado, si b > 1 aplicamos la hipétesis de induccién a b y a — b, ya que
(a—b)+b=a=mn-—0b<mn-—1. Entonces existe d = (a — b)x + by divisor comtn de by a — b
que también divide a (a — b) + b = a. De esto se sigue que d es divisor comin de a y b y tenemos
d = ax + (y — x)b. Finalmente, con esta representacion de d vemos que si d’ divide a a y b entonces
divide a d.

Sia<006b<0,aplicamos lo ya demostrado a los enteros |a| y |b]. O

El siguiente teorema da una caracterizacion del nimero d al que hace referencia el teorema anterior.

Teorema 1.2 Dados dos enteros a y b existe un inico entero d que satisface las condiciones
1. El nimero d es no negativo.
2. Es divisor comin de a y b
3. Sicla y c|b entonces c|d.

Demostracion. Por el Teorema 1.1 existe al menos un entero d que satisface los enunciados 2 y 3.
Ademas, si d’ satisface estas mismas condiciones entonces d'|d y d|d’ y por lo tanto |d| = |d'|, es
decird' =d 6 d = —d. O

Como resultado de nuestros primeros teoremas tenemos las siguientes dos definiciones que utilizare-
mos mas adelante.

Definicion 1.2 Dados dos enteros a y b, al inico entero d que satisface las condiciones del teorema
anterior se le denomina mdzimo comun divisor de a y b y se denota usualmente por d = med(a, b).

Definiciéon 1.3 Simcd(a,b) =1 decimos que a y b son primos relativos.

Para terminar esta seccién demostramos un teorema conocido como Lema de Euclides, el cual es
bastante 1til en el estudio del concepto de divisibilidad.

Teorema 1.3 (Lema de Euclides) Si albc y med(a,b) = 1 entonces alc.

Demostracion. Como med(a,b) = 1, por el Teorema 1.1 podemos escribir 1 = az + by. Se sigue que
¢ = acx + bey y ya que alac y albc deducimos que alc. O



1.2 Los ntimeros enteros

1.2.2. Los niimeros primos

Definicién 1.4 Decimos que un numero entero p > 1 es primo si sus unicos divisores positivos
son 1 y p. Si un entero n > 1 no satisface esta condicion decimos que es compuesto.

En adelante, hacemos uso de la letra mindscula p para referirnos a un nimero primo. El siguiente
teorema justifica el nombre compuesto dado a ciertos enteros.

Teorema 1.4 Cada entero n > 1 es primo o es producto de nimeros primos.

Demostracion. Usamos inducciéon sobre n. El teorema es cierto si n = 2. Supongamos que es cierto
para los enteros 2,...,n — 1. Si n no es primo entonces tiene un divisor positivo diferente de 1 y n,
es decir, podemos escribir a n = c¢d con 1 < ¢,d < n. Por lo que el teorema es valido para cy d y en
consecuencia también para n. O

Notemos que a partir de los ntimeros primos podemos construir infinidad de nimeros compuestos.
Por ello es natural preguntarse si la cantidad de niimeros primos es infinita. Esta pregunta ya la
habfan considerado los antiguos griegos. En la Proposicion 20 del Libro IX de los Elementos de
Fuclides se demuestra el siguiente

Teorema 1.5 (Euclides) Eziste una cantidad infinita de nimeros primos.

Demostracion. Si la cantidad de primos es finita, sea m el producto de todos ellos y n = m + 1.
Como n es mayor que cualquier primo entonces por el Teorema 1.4 el ntimero n es compuesto, por lo
que admite como divisor a algiin primo, que necesariamente es divisor de m y, por lo tanto, también
de n —m = 1. Como esto no es posible la cantidad de niimeros primos es infinita. O

1.2.3. El Teorema Fundamental de la Aritmética

El Teorema 1.4 permite representar a cada n > 1 como producto de factores primos. En el siguiente
teorema se demuestra que esta representacion es tnica y por ello es un resultado fundamental en la
teoria de ntimeros ya que permite concebir a los ntimeros primos como las partes mas pequenas que
constituyen a cada entero n > 1.

Primeramente note que si p es primo y plab entonces, por el Lema de Euclides, se tiene que pla 6
p|b, en general si pla; - - - a,, entonces p divide al algtan factor a;.

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Cada entero n > 1 puede ser expre-
sado de forma unica como producto de primos, excepto por el orden de los factores.

Demostracion Usemos induccion sobre n. El teorema es cierto si n = 2. Supongamos que es cierto
para los enteros 2,...,n — 1, probaremos que se cumple para n. Si n es primo no hay nada que
probar, asumamos entonces que n es compuesto y que admite las factorizaciones

n=pip2-Dr =qq2" s (1.1)

Esta ecuacion muestra que p; divide al producto q; - - - g5 y por lo tanto p; divide a algin primo ¢;.
Reenumerando si es necesario, supongamos que p1|q1, como ambos son primos entonces son iguales,
de modo que podemos cancelar ambos en la ecuacion (1.1) y obtener

b2-"Pr=4q2""4gs.

Como p2 -+ -pr = q2 -+ qs < n, la conclusion se sigue por la hipétesis de induccion. O
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1.3. Los nuimeros irracionales clasicos elementales

Los numeros ractonales son aquellos que se pueden expresar como cociente a/b donde a,b € Z y
b #£ 0. Al conjunto de todos los ntimeros racionales lo denotamos con Q. Si un nimero no pertenece
a este conjunto decimos que es irractonal.

1.3.1. Irracionales algebraicos

El primer niimero que se supo no pertenecia al conjunto Q es v/2. Su irracionalidad fue descubierta
por los pitagéricos hace mas de dos mil anos.

Teorema 1.7 El nimero v/2 no es racional.

Demostracion. Supongamos que existen enteros tales que v2 = a /b con med(a,b) = 1. Se sigue que
2% = 4.

Luego a? y por lo tanto a es un nimero par. De modo que a = 2k para algtin k. Repitiendo este
iltimo argumento se tiene que b es un niimero par, lo cual es una contradicciéon ya que por hipotesis
mcd(a, b) = 1. O

La irracionalidad de v/2 se puede obtener también mediante otros argumentos. Incluimos aqui tres
pruebas extra que demuestran este hecho, las tres demostraciones estdn caracterizadas por el uso de
las propiedades basicas de los nimeros enteros. La primera de ellas se debe a R. Gaunt [12] y data
de 1956.

Demostracion. La ecuacion a®> = 2b% no puede tener una soluciéon no nula en los enteros ya que el
altimo digito no cero de un cuadrado, escrito en base 3, debe ser 1. Mientras que el tltimo digito no
cero del doble de un cuadrado, en base 3, es 2. U

La siguiente prueba se debe a E. Gentile [13] y fue publicada en 1991, en esta demostracion usaremos
la siguiente propiedad del nimero 3. Si a, b € Z, entonces 3|(a? + b?) si y solo si 3|a y 3|b. Esta
propiedad es clara ya que el residuo que deja dividir un cuadrado por 3 es siempre 0 6 1.

Demostracion. Supongamos que existen enteros a y b, primos relativos, tales que v2 = a/b. De
donde tenemos que a? = 2b? y por tanto a? +b> = 3b. De esto tltimo se sigue que 3|(a? +b?) y por
lo tanto 3|a y 3|b, contradiccion. O

La siguiente demostracion emplea el Teorema Fundamental de la Aritmética y sigue de cerca a M.
Gardner [11].

Demostracion. Como hemos supuesto anteriormente, si v/2 = a/b con mcd(a,b) = 1 entonces los
enteros a y b son mayores que 1 y satisfacen la ecuacion a? = 2b2. Por el Teorema Fundamental de
la Aritmética esto no es posible ya que el lado izquierdo de esta ecuacién tiene un nimero par de
factores primos mientras que el lado derecho tiene un niimero impar de dichos factores. O

En el teorema siguiente generalizamos la demostraciéon del Teorema 1.7 empleando argumentos de
Hardy y Wright [15].



1.3 Los numeros irracionales clésicos elementales

Teorema 1.8 Si m,n > 1 entonces el nimero Y/n es irracional a menos que n = a™ para cierto
a€N.

Demostracion. Supongamos que %/n = a/b, con b > 0 y med(a,b) = 1, entonces
b"n =a™.

Se sigue de esta ecuacion que bja™ y por lo tanto p|a™ para todo factor primo de b. Luego pla y por

lo tanto es un factor comtn de a y b. O

Ahora presentamos una generalizacion del teorema anterior que permite descubrir una familia mas
extensa de ntmeros irracionales. La brevedad de su demostraciéon es una muestra del potencial que
tienen las propiedades de los ntimeros enteros que hemos estudiado al principio de este capitulo.

Teorema 1.9 Si a satisface la ecuacion polinomial
" 4 1™ iz e =0,

donde los coeficientes ¢; € 7, entonces a es un entero o es irracional.

Demostracion. Supongamos que « = a/b, con b > 0 y mecd(a,b) = 1, entonces al sustituir & = a/by
multiplicar por b tenemos que

a™ 4 1™ o4 - 4 crab™ T 4 cpb™ = 0.
Luego bla™ y argumentando como en la demostracion del teorema anterior, se tiene que b=1. O

Hasta el momento, las demostraciones de irracionalidad que hemos presentado se basan en algunas
propiedades béasicas de los ntimeros enteros. En adelante se usaran ademas herramientas de anélisis,
por ejemplo, las pruebas de irracionalidad que presentaremos en el resto de este capitulo estan
basadas en el simple hecho de que en el intervalo abierto (0,1) no hay enteros.

1.3.2. Irracionalidad de ¢

El siguiente ntimero en nuestro recuento de constantes irracionales es e, la base de los logaritmos
naturales. Leonhard Euler expuso las propiedades relacionadas con este niimero en sus obras, entre
las que se encuentra el desarrollo en serie de potencias de la funciéon exponencial, estableciendo que
para todo x € R

x 16'2 1'3 334 .’E5

e T TR

En consecuencia al hacer x = 1 se tiene
1 1 1 1

1
=1 1.2
e=ltqtotgtytet: (1.2)

Con la ayuda de esta serie Euler demostr6 en 1744 la irracionalidad de e.
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Teorema 1.10 (Euler) FEl nimero e es irracional.
Demostracion. Si e = a/b entonces al usar la serie (1.2) tenemos que
1 1 1 — 1
| 1l —-—=——...——_ | =p _
b! <e -5 -5 b!> =0l > — (1.3)
n=b+1

Observamos que el lado izquierdo de (1.3) es un entero positivo, mientras que el lado derecho satisface

e}

1 1 1 1
I P
0<bt D o b+1<+b+2+(b+2)(b+3)+ )
1

n=b+1
I L
1 b+l (b+1)2

1.

A

S =

IAN T

Lo cual es imposible. O

1.3.3. Irracionalidad de 7

Junto con e, el ntimero 7 es una de las constantes mateméticas mas conocidas e importantes. Desde
tiempos remotos Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a J. C.) habia conjeturado que este ntumero era
irracional [2]. Sin embargo, fue hasta 1766 cuando J. H. Lambert (1728 - 1777) demostré este hecho.
La breve demostracion que presentamos aqui se debe a Ivan Niven [21] y fue publicada en 1947.

En adelante representamos al conjunto {0, 1, 2, 3, ...} mediante el simbolo Nj.

Lema 1.1 SineN, me Ny y
(1 —z)"
fay = L0 (1.4

n!

entonces f(™(0) y f0) (1) son nimeros enteros.
Demostracion. En vista de que f(z) = f(1 — x) basta probar que f(™)(0) es entero. Como

1

f(@) = ol (anz™ + -+ agnx™") a; € 7,

se sigue que £ (0) = a,,m!/n! paran < m < 2ny f0(0) = 0 en otro caso. Por lo tanto f(™)(0)
es un entero para todo m € Ng. O

En las estimaciones del siguiente teorema y en algunas posteriores usaremos el hecho de que para
todo par de constantes reales no negativas a y C' se tiene

lim — =0.
poo pl

En efecto, si kK > a entonces a/(k + 1) < 1. Luego, al elegir p > k, tenemos que

i € — 0 () (o o) Cab (e YT
p—oo pl k! pooco\k+1) \k+2 p) ~ k! poo\k+1 e
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Teorema 1.11 El numero © es irracional.

Demostracion. Supongamos que 72 = a/b y consideramos para n € N,
Fa) = b" (7 f(@) = " 2B (2) 4+ - + (-1)"fO (@) )

donde f es como en (1.4). Por la definicién de F' y el Lema 1.1 podemos ver facilmente que F'(0) y
F(1) son nimeros enteros.

Notemos que al derivar

4 [F'(z)sen(rz) — mF(z) cos(mx)] = [F"(z) + n°F(x)] sen(rz)

dx
= b2 T2 f (1) sen(mx)

m2a" f () sen(mz).
De donde al integrar de 0 a 1 obtenemos

1 Ta®
0 < F(0)+ F(1) = MN/ £(t)sen(rt) de < T4
0 n:
Luego si n es suficientemente grande F'(0) + F'(1) es un entero positivo menor que 1, lo cual es
imposible. Entonces 72 es irracional y en consecuencia también 7. O

1.3.4. Pruebas geométricas de irracionalidad

La geometria motivé el descubrimiento de los ntimeros irracionales, por ello, nos parece interesan-
te considerar en este trabajo algunas demostraciones geométricas de la irracionalidad de ciertos
nameros.

La primera demostracién geométrica que nos gustaria presentar es la brillante demostracién de T.
Apostol [5] de la irracionalidad de v/2.

Supongamos que v/2 = a/b, con a, b € N. Si med(a,b) = 1, entonces el triangulo ABC de la figura
1 es el triangulo rectdngulo isésceles més pequeno cuyos lados son enteros. Pero esto tltimo es
imposible ya que podemos construir un tridngulo mas pequeiio con las mismas propiedades como se
describe abajo.

Tracemos un arco de circulo con centro en el punto A, este arco pasa por
B e interseca a la hipotenusa de ABC' en algin punto. Desde este tltimo
punto trazamos una perpendicular a AC' que llega a la base del triangulo.
Notemos que las lineas marcadas en la figura 1 miden lo mismo pues son
tangentes a un circulo desde el mismo punto exterior a éste, de donde se b
deduce que las medidas del tridngulo mas pequeno son los enteros 2b — a
para la hipotenusa y a — b para los catetos.

C b B
Figura 1

A continuacién presentamos una prueba geométrica de la irracionalidad de las soluciones positivas
on de
2 —nzr—1=0, (1.5)
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con n € Z\ {0}. En particular, hacemos notar que 1 = (14 1/5)/2 es la razén aurea.

La idea bésica de esta demostraciéon consiste en establecer un “Algoritmo de Euclides” geométrico
para los niimeros reales positivos.

Es pertinente mencionar que una demostraciéon geométrica de la irracionalidad de la razén aurea fue
propuesta por Hardy y Wright y puede consultarse en [15].

Algoritmo de Euclides geométrico. Sean a y b constantes reales positivas tales que 0 < a < b,
entonces existen tnicos nimeros ¢ (cociente) y r1 (residuo) tales que b = ag + r1. Donde ¢ € N y
r1 € [0,a).

Si r; > 0 entonces existen tnicos ¢ € Ny ro € [0,71) tales que a = ¢ir1 + r2. Repitiendo este
proceso obtenemos una sucesion estrictamente decreciente de constantes no negativas

b,a, 1,72, 73, ..., (1.6)

que es finita si y s6lo si existe un k tal que 7 = 0. Notemos ahora que esta sucesion es finita si y solo
si a/b es racional. En efecto, si rp = 0 para algin k entonces despejando recursivamente se verifica
que a/b se puede expresar como un cociente de enteros y por lo tanto es racional. Reciprocamente,
si a/b es racional con a, b € Z y b > a > 0, entonces por el algoritmo de Euclides usual, (1.6) es una
sucesion decreciente de enteros no negativos y por lo tanto necesariamente existe k tal que rp = 0.

En seguida usamos este algoritmo para demostrar geométricamente que ¢, es irracional.

Como ¢pp_, = 1, es suficiente demostrar que ¢_,, es irra-
cional. Note ahora que 0 < x = p_, < 1y que

1 =nx + z°.

Con esta igualdad y suponiendo que a = z y b = 1 en el
Algoritmo de Euclides geométrico tenemos

1:nx+:r2, x:nx2+x3, acz:nxg—i—x"‘,

Es decir, la sucesion (1.6) para z = ¢_,, es

G 2 .3
{1, z, =, 2°, ...}
27 /5 .. . .
L Ya que 0 < x < 1, esta sucesion es infinita y por lo tanto
Figura 2 T = ¢_p no puede ser un namero racional.

Otra prueba geométrica de la irracionalidad de ¢, la proporciona la figura 2, en la cual se verifica
que

1 1 1 1 1 1
90:14_77 1:7—1_727 7:72—’_737 RS}
2 Y ¥ Y ¥ ¥

por tanto, si ¢ = a/b, con a, b € N, tenemos que

1 my
— =

s mp € N,
©® b
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donde mq > mgy > mg > -, es una sucesion estrictamente decreciente de nimeros naturales.

Finalmente presentamos una demostracién geométrica de la irracionalidad de e descubierta recien-
temente por J. Sondow [25].

Definamos el intervalo I} = [2,3] y supongamos definido el intervalo I,,. Por induccion definimos
I,,+1 como el segundo intervalo cerrado, contando de izquierda a derecha, que se obtiene al dividir
I, en n + 1 partes iguales. Notemos ahora que para todo n > 2 se satisface

1 1 1 2 Cn Cpt1
I, = 2++...+,2++...+:|:|:n’ n :|
2! n! 2! n! n!”  nl

con ¢, € N, de lo cual deducimos que

Luego, si e = a/b entonces
e _alb—1)! ¢ +1
BT o T

y por lo tanto ¢, < a(b—1)! < ¢, + 1, lo cual es imposible.

1.4. La irracionalidad de algunos ntimeros relacionados con e

Hasta ahora, hemos presentado pruebas de irracionalidad de algunas constantes conocidas. El ob-
jetivo de la presente seccion es introducir una familia de funciones tales que al evaluarlas en todo
racional no nulo las constantes que obtenemos son irracionales.

1.4.1. Irracionalidad de las potencias enteras no nulas de ¢

Primero demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.12 Sim € N entonces €™ es irracional.

Demostracion. Sean € Ny
F(x) = m® f(z) +m® " (@) + -+ mf D (@) + [ (@),

donde f es la funcion (1.4). Como el grado de f es 2n tenemos que f(2"+1)(a:) = 0, de lo cual se
sigue que

d
_%(e—mmF(x)) — m2n+1f(l‘)€—mx.

Luego, al integrar de 0 a 1 esta tltima expresiéon obtenemos
1
F(0)—e ™F(1) = m2“+1/ ft)e ™ dt. (1.7)
0

Si e fuera racional entonces escribimos e” = a/b y al usar la expresion (1.7) tenemos que

1 2n+1
0 <aF(0)—bF(1) = am2”+1/ f(te ™ dt < v - 1,
0

n!
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si n es suficientemente grande. Esto da una contradicciéon ya que por el Lema 1.1 la cantidad
aF(0) — bF(1) es un entero para todo n € N. 0O

Del Teorema 1.12 se tienen los siguientes corolarios. En adelante log(x) denotara el logaritmo natural
de x.

Corolario 1.1 Sir € Q\ {0} entonces e es irracional.

Corolario 1.2 Sir € Q\ {1} entonces logr es irracional.

1.4.2. Una coleccion de numeros irracionales relacionados con e

Basados en la expansion usual en serie del niimero e a continuacién consideramos una coleccién de
nimeros que resultan ser todos irracionales.

Si A es un subconjunto finito de Z y ¢ : Ny — A, definimos

ey = ZJT(:'L) (1.8)
n=0

Teorema 1.13 Sea o como en (1.8) tal que o(n) # 0 para una infinidad de valores de n. Entonces
ey es irracional.

Demostracion. Supongamos que e, = a/by que A = {ag, a1, ..., ax_1}. Sea s tal que o(s) #0 y
s > max{|b|, M}, donde M = max{|aol,|ail,...,|ax—1]}. Al multiplicar por s! la serie (1.8) se tiene
que
a o(1) o(s) > o(n)
[ e — gl — 7
3‘<b o0) == G )=t
n=s+1

Notemos que el lado izquierdo de esta ecuacion es una suma de enteros divisibles por s excepto o(s)
ya que s > |o(s)| > 0, de esto se sigue que dicha suma de enteros no es divisible por s y por tanto
es diferente de cero. Por otra parte el lado derecho de esta igualdad satisface:

oo
o(n) M 1 1
0<‘! 7‘< 1
y _Z n! _34—1<jLs%—QjL(s—l—2)(5—|—3)jL >

n=s+1
<£ 1+ ! + ! +
s+1 s+1  (s+1)2
M
<—<L
s

Esto da una contradicciéon pues la suma anterior seria un entero cuyo valor absoluto esti en el
intervalo (0, 1). O

1.4.3. Funciones relacionadas con la funcién exponencial

Supongamos ahora que A = {ag,...,ax—1} C Z\ {0}, con k € N fijo. Definimos o (i) = a; para
0<i<k-1y
o(n+k)=o(n), n € Np. (1.9)
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Con esta notacion definimos la siguiente funcién en la variable real x

n

Sp(a) = 3 2

|
n.
n=0

(1.10)

A continuacion establecemos la irracionalidad de Si(n) cuando n € Z\ {0}. Primero notemos que si

M = méax{|ag|,...,|ax—1|} entonces la serie (1.10) converge absolutamente para todo z real ya que
‘a(n)m" M|x|™
< .
n! - nl

De esto, se sigue que Si(x) converge uniformemente para todo intervalo [—a, a] segtn la prueba de
comparacion de Weierstrass. Por tanto es diferenciable y sus derivadas se obtienen por derivacion
término a término. Para i € Ny tenemos

En particular, haciendo x = 0 se tiene que
S9(0) = o (i). (1.11)
Ademas por (1.9) se tiene que si i = k entonces
SW () = Sy(x). (1.12)
Esta ultima ecuacion implica que si 7 € Ny entonces
S (z) = Sy(x). (1.13)

Teorema 1.14 Sin € Z\ {0} entonces Sx(n) es irracional.

Demostracion. Consideremos el polinomio

(1=t - (1 —p)kp!
(p—1)! ’

donde p es un ntmero primo. Note que el grado de este polinomio es m = k(2p — 1).

ft) =

Si definimos
F(z) = 0™ f(2)Sg(nz) — 0™ f'(2) S (nx) + -+ (=1) £ () Sy (na),

entonces derivando F(z) 6 integrando por partes f(t)S;(nt) y haciendo uso de (1.12), se verifica
directamente que

nm T /01 f(t)Sy(nt)dt = F(1) — F(0). (1.14)

En seguida demostraremos que si p se elige suficientemente grande entonces F'(0) es un entero no
divisible por p y F'(1) = up Sk(n), donde u, es un entero divisible por p.
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Primero note que t es un factor de 1 — (1 — ¢)*, de donde obtenemos que
(p— D) = (kP +apt! + -+ +ant™,  a; € Z.

Entonces f((0) = a,7!/(p— D)!'si p < r < m, fPD(0) = k»~1 y f0)(0) = 0 en otro caso. Por
tanto haciendo uso de la ecuacion (1.11), tenemos que todos los sumandos de F(0) son enteros.
Ademas, f(")(0) siempre es divisible por p excepto quiza fP~1(0) = kP!, Deducimos que si p >
max{|n|, k, M}, entonces F'(0) es un entero no divisible por p.
Por otro lado, observamos que

(p— DIF (1 — 1) = bipt™ + by 1y "D - £ bpt™, b € Z,
de esta igualdad deducimos que f()(1) = b,r!/(p —1)! cuando r =kl, p< ¢ <2p—1y f()(1) =0
en otro caso, por lo que f (T)(l) es un entero divisible por p. De la definiciéon de F'(x) y la propiedad

(1.13) se sigue que F(1) = uy Sk(n) donde u, es un entero divisible por p.

De lo anterior, (1.14) se puede escribir como

1
] /0 F(&)SL(nt) dt = up Sx(n) — F(0). (1.15)

Si Sk(n) fuese racional digamos Sk(n) = a/b, entonces eligiendo p > max{|n|, |b|, k, M} y multipli-
cando (1.15) por b tenemos que

1
b1 / F(O)SL(nt) dt = auy — bF(0),
0

donde auy, — bF(0) es un entero no divisible por p, en particular no nulo.

Para obtener una contradiccién note que si t € [0,1] entonces |Si(nt)| < Me™ vy (p — D)If(t) < 1,
de lo cual se tiene la siguiente estimacion

+1 ! !
‘bn /Of(t)Sk(nt)dt S VL

donde C' = Mbel™|n*+1 v o = |n|?* son nimeros que no dependen de p.

Finalmente, como hay una infinidad de primos y o?/p! < 1 para p suficientemente grande, existe
p > max{|n|, |b|,k, M} tal que 0 < |au, — bF(0)| < 1, lo cual es una contradiccion. O

Anélogamente al teorema anterior se demuestra el siguiente

Teorema 1.15 Si Si(z) es como en (1.10), entonces Sk(r) es irracional para todo racional r # 0.

De este resultado, se sigue el siguiente

Corolario 1.3 Si cada a; en (1.9) es un racional no nulo, entonces Sk(r) es irracional para todo

reQ\{0}.
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Formulas explicitas para Si(z)

Ahora encontraremos una formula general que exprese a Si(z) en términos de funciones exponen-
ciales. Para algunos casos particulares calcularemos Si(x) explicitamente.

Segun (1.12) buscamos soluciones no triviales a la ecuacion diferencial
y ) =y, (1.16)
con las siguientes condiciones iniciales impuestas por la propiedad (1.11) de la funcion Sk (x)
y(0) = ag, ..., y*V(0) = aj_1. (1.17)

La ecuacién caracteristica de (1.16) es 7¥ = 1 y sus soluciones son las k raices de la unidad

27y 27j
§j:cos<7]:;‘7>+isen<2‘7>, 7=0,1,..., k—1.

Para simplificar las ecuaciones definimos los ntimeros

2mj 21y
O[] = COS T , w] = sen T .

Note que estos ntimeros satisfacen
Qjtk = O, Witk = Wi,
las cuales son igualdades analogas a (1.9). Ademés si j € Ny entonces se satisface
ajp =1 y wjr = 0. (1.18)
Sea
uj(x) = €% (g5 cos(wjx) + caj41 sen(w;x)),
donde cg; y co;41 son reales arbitrarios. Note que si m > 0, las derivadas de uj(a:) estan dadas por

ugm) (x) = e ((cajajm + c2j41wjm) cos(w;jm) + (C2j+10m — C2jwjm) sen(w;x)). (1.19)

Si ponemos m = k en esta ecuacion y usamos (1.18) se tiene que u§k)(ac) = u;j(z), de modo que si
k =2n+1 con n € Ny entonces la solucion general de (1.16) es

n
y(z) = 1€’ + Zuj(x) (1.20)
j=1
Por otra parte, si k = 2n + 2 con n € Ny la soluciéon buscada es
n
y(x) = coe” + cre” " + Z uj(x). (1.21)
j=1

Para encontrar Si(x) determinaremos soluciones de (1.16) que satisfagan las condiciones iniciales
(1.17). Si k = 2n+1, usando las ecuaciones (1.19) y (1.20) nuestro problema se reduce a dar solucion
al sistema Ap X = b, donde X es el vector de constantes ¢;, b es el vector de constantes a; y

Qg wo s Qg wo
1 o wy v O, Wn
A = : :
1 ap—2 wr2 n(k—2) Wn(k—2)
n(k—=1) YWn(k—1)

Q0

1 ap—1 wr
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Si k = 2n + 2, usando las ecuaciones (1.19) y (1.21) nuestro problema se reduce a dar soluciéon al
sistema A X = b, donde X y b son los mismos vectores de constantes que en el caso anterior y

1 1 (&7} wo cee (7)) wo
1 -1 o w1 e Qy, W,
A = : : :
I 1 op2 wrp—2 - Qur-2) Wnk-2)
| 1 -1 o1 wr—1 o Queel) Wak—1)

Por el Teorema de Existencia y Unicidad el sistema de ecuaciones A X = b tiene solucién tnica
para todo vector b. Por lo tanto la matriz Ay es invertible; méas atn, se puede demostrar que A{Ak
es una matriz diagonal cuya diagonal principal tiene entradas diferentes de cero.

Supongamos dado el vector de constantes b = (ag, a1, ..., ax—1), donde cada a; es un entero no
nulo. Las primeras cuatro funciones Si(z) estan dadas por

1. Si(z) = ape®.
2. So(x) = ag cosh(z) + aq senh(z).
3. S3(x) = % ((ao + ay + ag)e” + e /2 ((2&0 —aj — az) cos (@x) +v3(a1 — az) sen (?az))) .

4. Sy(z) = 3 ((ap + a2) cosh(z) + (a1 + az) senh(z) + (ag — az) cos(z) + (a1 — az) sen(z)).

Casos particulares de la irracionalidad de Si(n)

Dando valores particulares a las constantes a; en las formulas explicitas de Si(x), se obtienen los
siguientes corolarios del Teorema 1.14 que recuperan algunos resultados clasicos de irracionalidad.

Corolario 1.4 Sir € Q\ {0} entonces e es irracional.

Demostracion. Haciendo k =1y ap = 1 tenemos que S1(r) = €” es irracional para todo r # 0. O

Corolario 1.5 El niumero w es irracional.

Demostracion. Con k = 4y ap = a1 = 1, ag = ag = —1 se tiene que Si(r) = sen(r) + cos(r)
es irracional para todo racional r # 0. Note que si 7 fuese racional entonces Sy(mw) = —1 seria
irracional. O



Capitulo 2

Irracionalidad de algunas constantes de
Euler

2.1. Introducciéon

En este capitulo se establecen algunos resultados concernientes al problema de la irracionalidad de

los niimeros . ) ) )
C(n):1+27+37+47+57+"'7 (2.1)
cuando n > 1. Para este fin necesitaremos de la siguiente estimacion que depende del Teorema de

los Numeros Primos.

Teorema 2.1 Si d, = mem (1, 2, ..., n) es el minimo comin mailtiplo de 1,2, ..., n, entonces
para todo € > 0 existe m € N tal que

e(lfe)n < dn < €(1+6)n, (22)
para todo n > m.

La demostracion de este teorema y del Teorema de los Numeros Primos se puede consultar en el
apéndice C.

Al principio de este capitulo se expondra una demostracion reciente de la irracionalidad de ((3),
conocida como la constante de Apéry. El método con el que se establece este resultado [9, 16] también
sirve para demostrar la irracionalidad de log(2) y ¢(2). A continuacion se describe dicho método.

Si f(x) es una funcién relacionada con el nimero « del cual se desea demostrar su irracionalidad y
P,(x) es el n—ésimo polinomio de Legendre
Pae) = So @ (=), nz1 23)
z)=——-—(@@"(1-= n .
" n! dz™ ’ -

sea
1
I, = P, dzx.
/0 (2)f(z) da

Como g(z) = 2™(1 — )™ tiene ceros de orden n en x = 0 y = 1, al integrar I,, por partes n veces
obtenemos

—1xxx—ﬂ1x"—x”£xx
L= [ P =S5 [ —on @ o (2.4)

n! dz™
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Ahora, notemos que por el Lema 1.1 y la definicion (2.3) se tiene que
P.(z) =ap+ a1z + -+ apa”, a; € 7,

por lo que, en los tres casos de irracionalidad que trataremos, el lado izquierdo de (2.4) sera
1 n 1
/ Pn(l‘)f($) dr = Zak/ xkf(x) dx = A, + Bpa, Ay, B, € Q,
0 k=0 0

donde A, y B, tendran por denominador a d* para algin k € {1, 2, 3}.

De este modo, si a = a/b con a, b € Z, se tendra que |bd%1,| € N para todo n € N. Mientras
que, estimando superiormente el lado derecho de (2.4) mediante (2.2) y eligiendo n suficientemente
grande, se tendra que |bd* I,| € (0,1).

2.2. Irracionalidad de log (2)

Aunque la irracionalidad de log (2) se sigue del Corolario 1.2, demostraremos una vez més este hecho
ya que sirve como ejemplo para ilustrar el método seguido por Beukers y Huylebrouck [9, 16]. Para
este fin usamos la suma

1 1 1

log(2)=1—=-+-—

— 2.
2 3 4+ (25)

Teorema 2.2 El nimero log (2) es irracional.

1 n 1k
P,(z) / x
I, = dr = a dx.
" /0 l+az kzzo Mo 1+

Al usar la expansion en serie geométrica de (z + 1)~! y la suma (2.5) tenemos que

Demostracion. Sea

1 k 0 n
2 (—1) 11
de =S ) . . 4i1Tlog2.
/01+x LD B iy el S s +og

n=0

Si log 2 fuera racional, digamos log2 = a/b, entonces I,, seria una combinacion lineal de racionales
cuyos denominadores son 1, 2,..., n, b. De esto se sigue que bd,I,, es un entero que satisface

Lar(1—2) [ a7 1 iz —2)\" de
0 < |bdpI,| = ‘bd SR d ‘: (bdn/ ’
< |bdn | ”/0 ! [da:” (1—1—3:)} v o U1tz ) 1+

Como el maximo de h(z) = z(1 — 2)/(1 + z) en el intervalo [0,1] es & = 3 — 2v/2 y se alcanza en
x = /2 — 1, entonces al hacer uso de (2.2) tenemos que

n

3
0 < |bdyI,| < bdy log (2)a™ < b3™log (2)(3 — 2v/2)" < blog (2) <4> <1
si n es suficientemente grande. Como bd,,I,, es un entero, esto es imposible y log (2) es irracional. [J

Para demostrar la irracionalidad de {(2) y ((3) necesitaremos de un lema que proporciona una
representaciéon integral de estas constantes.
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Lema 2.1 Sean r y s enteros no negativos. Si r > s entonces la integral

1 pl
z"y” Ars
dxdy = 2.6
/0 /0 1 -2y v= B, s (2:6)
es un racional cuyo denominador es un divisor de d2. Ademds
_ log ry z" 5 C’!‘ s
dxdy = 2.7
/ / 1- zy = Dr s ( )
es un racional cuyo denominador es un divisor de d>. Por otro lado, si s = r entonces se tiene que
/ 1 / Y dudy = ¢(2) —1— = (2.8)
0o Jo 1—zy v= 22 r2’
Y que
log xy 1 1
// Ty dxdy-(()—l—¥—~-—r—3. (2.9)

Nota: En el casor =5 =0, la sumas 1 +272 + .- +7r72 y 14+ 273 4 ... 473 se interpretan como
cero.

Demostracion. Primero deduciremos una férmula integral para ((2) y ((3), para ello sea r = s = 0.
Si 0 < xy < 1 entonces 1+ 2y + (zy)? +--- = (1 — zy)~!, de lo cual se sigue que

/01/01 1dfdjy Z/ . dx/ y dy— m —¢(2).

De la misma forma se tiene que

1 1. 11
/ / ;)g 3;'12 dxdy 22/ / 2"y" (log x + log y) dxdy.
o n=0"0 0
Luego, por simetria en las variables x y y se sigue que
o 1 1 ©q 1 1
- x"dw/ y"logy dy = / x"dm/ y" dy
o0
1
= 73 =B
3
n=0 (n + 1)

1

Por otro lado si o es no negativo, al expandir (1 —xy) ™" en serie geométrica y realizar las integrales

que resultan se tiene que

[e.o]

r+0 s+a 1
dxdy = 2.1
// 1—xy vy ;(n+r+a+1)(n+s+a+l)’ (2.10)

donde el lado derecho de esta igualdad no es cero ya que es una suma de nameros positivos.
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Si r > s entonces la suma en (2.10) es telescopica ya que podemos reescribir cada término como
resta de dos fracciones como sigue

= 1 1 1 1 1 1
I(o) = — = (211
(9) nz:;)r—s<n+s+a+1 n+r+0+1> r—5<s+a+1+ +r+a> (2.11)

Si ponemos ¢ = 0 en (2.10), usando (2.11) tenemos que

1 1 1 AT‘S
1—xy r—s\s+1 r B, s

donde B, s = (r—s)m, con m = mem (s+1, s+2, ..., r). Esto implica que B, s|d? ya que (r —s)|d,
y m|d,, de lo cual se tiene (2.6).

Si derivamos (2.10) con respecto a o, empleando la formula de Leibnitz para derivadas bajo el signo
de la integral, al poner 0 = 0 y usar (2.11) tenemos que

logmy T 1 1 1 Crs
dedy — el ) =
// TY dray r—s (54—1)2+ +r2 D,’

de lo cual se obtiene (2.7) analogamente a como se obtuvo (2.6).

Si s =, al usar (2.10) se tiene que

Lo T+U e 1
dxdy = .
// 1—xy v Z(n+r+a+1)2
n=0

Haciendo o = 0 se sigue (2.8). Derivando con respecto a o y poniendo o = 0 tenemos

log (zy) Ty B 1
// 1—:cy dedy = 22 (n+r+1)3%

lo cual prueba (2.9). O

2.3. Irracionalidad de ((2)

Una de las aportaciones matemaéticas de Euler con la cual obtuvo reconocimiento en la comunidad
matematica de su época (ver el apéndice B), es el hecho de haber demostrado que

1 1 1 1 72
@) =1+— +32 E+?+"':?' (2.12)

2

Empleando esta formula, la irracionalidad de ¢(2) es inmediata ya que 7° es irracional. A continua-

cion estableceremos la irracionalidad de ¢(2) por un camino diferente.

Teorema 2.3 La constante ((2) es irracional.

n_// ) dxdy.
1—:vy

Demostracion. Consideramos
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Por el Lema 2.1 la integral I,, = (A, + B,((2))d,,? para ciertos enteros A,, y By,. Luego, si ((2) = a/b
entonces bd2 I, es un entero cuyo valor absoluto satisface

Ibd2 1| = ‘bd2// ) d:pdy‘
1—y) o 1
2
‘bd // ox™ <l—xy> d:cdy’
B (1l —x)y l—y) " dxdy
- //( ) o1

Como el maximo de la funcién

z(1—2)y(l —y)

1—xzy

U(ZL‘,y) =

n [0,1)% es igual a 1/¢° y se alcanza en x = y = 1/, donde ¢ = (1 ++/5)/2 es la razén Aurea.
Entonces al insertar esta estimacion en (2.13) y usar la desigualdad (2.2) se sigue que

0 < |bd*I,| <b g2y 9 9y 1
<] \C()¢—C()@5<,

si n es suficientemente grande. Como bd2 I,, es un entero, esto es imposible y ((2) es irracional. [

2.4. Irracionalidad de ((3)

Euler también trato de evaluar la serie (2.1) cuando n = 3. Sin embargo, no pudo encontrar una
formula semejante a (2.12) para ¢(3).

En 1978 Roger Apéry sorprendio a la comunidad matematica al demostrar que ((3) es irracional sin
evaluar la serie que define a esta constante. Para conmemorar este resultado a ((3) se le suele llamar
la constante de Apéry.

Teorema 2.4 La constante ((3) es irracional.

Demostracion. Consideremos la integral

/ / O8TY b () Pu(y) davdy. (2.14)

1 —=zy

Por el Lema 2.1 la integral I,, es igual a (A, + Bn((3))d,? para algunos enteros A, y B,. Luego,

notando que
—log xy _/1 dz
l—2y  Jo 1—(1—ay)z

La integral en (2.14) se puede reescribir como

I, = / / / LDED)
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Por lo que al integrar parcialmente con respecto a x la integral anterior se convierte en

n—/n/u/:?i£téfigkmwm

Ahora, al sustituir w = (1 — 2)/(1 — (1 — zy)z) en esta ultima integral

e [ [ f O

e integrando con respecto a y tenemos que

e [ () e 21

Como el maximo de

) = z(1—2)y(l — y)w(l — w)

1—(1—zy)w ’
en [0,1]% es igual a (v/2 —1)* y se alcanza en z =y = v/2 — 1 y w = 1/v/2. Si ¢(3) = a/b entonces
|bd3 I,,| es un entero positivo ya que la integral en (2.15) es positiva. Ademas, por la desigualdad
(2.2) este entero satisface

u(z,y, w

0 < [bd) o] < 26¢(3)d5, (V2 — 1)"" < 26(3)27" (V2 — )™ < b (;1)” <h

si n es suficientemente grande. Como bd> I, es un entero, esto no es posible y ((3) es irracional. [

2.5. Irracionalidad de una infinidad de valores de ((2n + 1)

Aparte de la irracionalidad de ((3), no se sabe si ((2n + 1) es irracional para algin n > 2. Sin
embargo, en el ano 2000 Ball y Rivoal demostraron que ((2n + 1) es irracional para una cantidad
infinita de valores de n [8]. El objetivo de esta seccion es presentar en detalle este resultado.

La demostraciéon que presentamos hace uso del siguiente teorema en el que se emplea la notacion de
Landau f(z) = o(g(z)). Esta igualdad significa que f y g son funciones reales que satisfacen

lim M =0.
z—o0 g(x)
Teorema 2.5 (Criterio de Nesterenko) Supongamos que a > 2 es un entero y 01,...,0, son

niimeros reales tales que para cada £ con 1 < £ < a existen sucesiones de enteros pp, que satisfacen:

1. Euxisten constantes oy, ag con 0 < ap < ap < 1 tales que a?ﬁ(n) <Y i Penbel < angO(n).

2. Egiste una constante 3> 1 tal que para todo n > 0 se tiene que |pg,| < 7o)

Bajo estas condiciones, si d(a) es la dimension del espacio vectorial generado por el conjunto
{61,...,0,} sobre los racionales, entonces se tiene que

log(6/a)

o) 2 g (azBar)
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Note que si 6(a) > 2 entonces el conjunto {61, ...,60,} contiene al menos un irracional. Por lo que
para demostrar que la sucesion ((2n+ 1) contiene una infinidad de irracionales, basta demostrar que
si a > 3 es un entero impar y d(a) es la dimension del espacio generado por {((3),{(5),...,¢(a)}
sobre los racionales, entonces d(a) tiende a infinito cuando a tiende a infinito.

Primeramente recordemos dos propiedades basicas de la funciéon polilogaritmo. Esta funcién se define
para n € N como

Lin(z) = kzzo TN 2] < 1. (2.16)

Si m = 1, al usar la definicion (2.16) y la serie de Taylor de log(1 — z) alrededor de z = 0, se tiene
que

oo k
, z log(1 — 2)
L = = —
i(2) Z E+1 z ’
k=0
de esta ecuacion se sigue que
lim(z — 1) Li;(2) = 0. (2.17)

zZ—

Por otro lado, notemos que si n > 2 entonces Li, (z) converge para |z| < 1, en particular si sustituimos
z =1 en (2.16) se tiene que
Li,(2) = ¢(n), n > 2. (2.18)

Recordemos ademas que para o € C y k € N, el simbolo de Pochammer se define como el producto
() =ala+1)---(a+k—1), (2.19)
el cual satisface la siguiente relaciéon
(@) = (1) (—a =k + 1), (2.20)
que se verifica directamente cambiando a por —a — k + 1 en (2.19).

Usando el simbolo de Pochammer definimos

(z=rn+1)m(z+n+2),
(z+1)8,,

donde a, n y r son enteros positivos que satisfacen 2r < a. La funcién R, (z) permite definir a la vez

Rn(z) = nlo™?" : (2.21)

2k
=0

Snlz) =) Bu (k) (2.22)
k

En seguida demostramos un primer resultado auxiliar concerniente a la funcién R, (z).

Lema 2.2 La funcion R,(z) definida en (2.21) admite la representacion en fracciones parciales

Ro(2) = En: _ Chin (2.23)

donde
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Demostracion. Como Ry, (z) = Pi(z)/P2(2) es un cociente de polinomios Pj(z) y Pa(z) cuyos grados
son 2rn y a(n + 1) respectivamente, entonces R,,(z) admite la expansion en fracciones (2.23) ya que
2rn —a(n+1) <O0.

Cada coeficiente ¢y ; , se puede obtener notando que

(z+7+1)"Ry(2 chejnz+1+1)
(=1 j=0
Luego, al derivar hasta el orden a — £ y evaluar en z = —j — 1
a—~{
(0= Olctjn = (e 47+ 1 Ra2)|
O
Con los coeficientes ¢y j , que aparecen en el lema anterior definimos
a n j—1
Pon(z) = ZZ /~c+1 (2.24)
(=1 j=1 k:O
y
Py Z cojn?, > 1. (2.25)

Haciendo uso de estos polinomios, demostraremos en seguida que S, (1) se puede expresar como
combinacion lineal de las constantes ((n).

Lema 2.3 Sean a y n enteros positivos, entonces
S,(1) = Pyn(l +ZPM (2.26)

Ademds si (n+1)a+ £ es impar se tiene que Py (1) =0, en particular sin es par y a > 3 es impar
entonces Pp,,(1) = 0 para todo ¢ par en {2,3,...,a} y por lo tanto bajo estas hipdtesis

(a—1)/2
S,(1) = Pyn(1 Z Pori1n(1)C(2¢ +1). (2.27)

Demostracion. Sustituyendo el desarrollo (2.23) en la definicion (2.22) las siguientes igualdades se
siguen

—k
ZZ%nZﬁ

(=1 j5=0
S| 1
‘;Z%nz Z;kﬁ ZJW
7=0 =0 =0
j—1
= ZLin(l/Z)ZCM,nZ] — i: ”
=1 5=0 =1 j= k=0
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Es decir
Su(2) = Pon(z ‘f‘ZPKn ) Li(1/2).
Como .
AU [ Rp(2)(2 +j + 1) S
Pia(1) = = Bin =0
1, ( ) = dza—1 ( (a_ 1)! z=—7j—1 ZO €S z—fj

el polinomio P; ,,(z) es divisible por z — 1, por lo que al usar (2.17) deducimos que
h’r% P (2)Lii(1/2) = 0.
z—

Entonces usando el limite (2.18) la igualdad (2.26) queda demostrada. Para probar la ecuacion (2.27)

notemos que
¢ dafé
ctin = (V" gz (Bas@))]

r=)

donde
(_x - Tn)rn(_-r + n + 1)rn

(_i)gﬂ

By (1) = Ro(—z = 1)(j — 2)" = nl*™ (j — )

Aplicando la identidad (2.20) a cada factor de este producto tenemos que

n+1—x)mpn(—z—rn)m, (G

Qpp_j(n—a)= (—1)“”71!“_%( —x) = (-1)"®, ;(x),

(_53)?1-4-1

se sigue que si k > 0 entonces

(I)(k) (n—x) ( 1)an+k (k)(CC)

n,n—j n,J

En particular, si k =a — £ y x = j se tiene que
Cotn—jn = (_1)an<_1)a+€c£7j7n7

esta tltima ecuacion indica que todos los coeficientes ¢y, con i =0, ..., n son cero si a(n+ 1) + ¢
es impar y esto se cumple si suponemos que ¢ es par, a impar y n par. O

En el siguiente lema, el polinomio

Qra(s)=s"M(rs—r—1)+(r+1)s—r (2.28)

|1/n

servird para estimar el crecimiento de [Sy,(1)|"/"™ cuando n tiende a infinito.

Primero notemos que @ 4(0) = —r < 0, Qrq(1) =0y Qrals) < 0sis e [0,r/(r+ 1)]. Ademas
calculando la primera y segunda derivada tenemos que @;.,(0) =7 +1 >0, Q] ,(1) =2r —a <0
y Qr.(s) < 0 para s € [0,1]. Se sigue de esto que Qrq4(s) tiene una tnica raiz en el intervalo
(r/(r+1),1), a esta tnica raiz la denotamos por s.

Lema 2.4 Se cumple
lim |5, (1)]Y™ = ¢4 (2.29)
n—oo

Donde
Ora=((r4+1)sg—r)(r+1—1rse) (1 — s59)* %"

Ademds se satisfacen las siguientes desigualdades
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1. Para todo r > 0 se cumple 0 < ¢, , < or+1,.2r—a_
2. Sia>de* yre (et a/d) entonces e%p,q < 1.

Demostracion. Consideremos

— pla—2r (k — TN+ 1)rn(k5 +n+ 2)rn

R, (k) = EB = (k + 1)*Ry (k). (2.30)

Note que si k, ¢ y d son enteros positivos entonces (k+c+1)g = (k+c+d)!/(k + ¢)!, por lo que al
sustituir esta relacion en cada factor de (2.30) tenemos que
Ry () = a2 Elk+n(r+1)+ 1)k + 1)1*
(k—rn)l(k+n+1)I(k+n+1)l
(k +n(r +2))*m
kan

n! a=2r k —n(a—2r) n\ 2rn
—<n> <n> (1+0+27)

a—2r —n(a—2r)
< <nl> <k> 2 2)/k, (2.31)

n

< n|a72r

En la deduccién de estas desigualdades hemos usado la desigualdad 1 + = < e*, que es vélida para
x # 0. Mientras que si usamos la desigualdad 1 — z > e~*/2, la cual es valida para = € (0,1/2), se
tiene si k > 2rn entonces

2rn

~ k—rn)
R, (k !a—2r(
(k) >n (k 4 2n)an

() )T e

a—2r —n(a—2r)
> (n'> (k) e 20k, (2.32)

n

Estos calculos muestran que si n es fijo entonces al hacer uso de las desigualdades (2.31) y (2.32),
se puede elegir ¢ = ¢(a,r) > 0 fijo tal que

M, = méx R,(k) = méx R,(k). (2.33)

k>0 rn<k<cn
Por otro lado sabemos por (2.22) y (2.30) que
Su(2) =D Ru(k)z™F = (k+ 1) "Ra(k)z"",
k=0 k=0

de lo cual, haciendo uso de las desigualdades > ;- . (k+1)7* <1y R, (k) > 0, deducimos que

M,
"< 8,(1) < M,.
(cn)“*S()*

Por lo que para demostrar (2.29) basta probar que M,lL/n tiende a ¢, , cuando n tiende a infinito,
para este propoésito reescribimos

R (k)—nw—2r(k+“(7’+1))!k!““ k+1 \“k+n(r+1)+1
" - (k—rn)!(k—}—n)!a-i-l k+n+1 k+?’l+1 .
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Recordemos que la formula de Stirling establece que n! ~ e "n"*\/27n, donde f(x) ~ g(x) significa
que f(z)/g(x) tiende a 1 cuando x tiende a infinito.

Usando la féormula de Stirling en cada factorial de la expresion anterior tenemos que

ﬁ (k) nn(a72r) (k + TL(T + 1))’f+n(r+1) Lk(a+1)
n (k‘ — Tn)k’—rn (,IC + ’I’l)(a"‘l)(k-i-n)

pn(k),

donde

k41 \* (k+n(r+1)+1\ (02 (k+n(r + 1)kotioge2r\ 1/
k+n+1 E4+n+1 (k —rn)(k + n)ot! ’

pn(k) = (
como se ha considerado rn < k < cn, se tiene que pn(k‘)l/” — 1 cuando n — oo.

Por otro lado note que si

(a—2r) (k4 n(r 4 1))kt phletl)
(k — rn)k=rn (k + n)(at)(k+n)

20D (g 4 4 1)t
(x + 1)(a+1)(x+1) (.Z' _ T)(ac—r) ’

on(k) =n" y F(z)=

entonces
o (k)Y = F(k/n).
Por lo tanto basta saber el comportamiento de F(z) cuando x > r, ya que

lim [M,|"" = lim max |o,(k)|"/" = méx F(z) = max F(z). (2.34)

n—00 n—00 k&[rn,cn) z€[r,c] z>T

Llamemos z al maximo de F(z) en esta tltima ecuacion. Este maximo debe satisfacer F'(zg) = 0,
asi que para encontrarlo escribimos F(z) = e'°8 ¥ (#) . Al derivar e igualar a cero tenemos que

$8+1($0 +r+1) B
or (23Tt =) =©

Es decir F'(xg) = 0, si el argumento del logaritmo anterior es 1, que es equivalente a la ecuacion
2t (g + 17+ 1) — (20 — ) (w0 + 1) = 0. (2.35)

Al hacer la sustitucion xg = so/(1—s¢), tenemos que sq es la raiz buscada de @, 4 (s) ya que si zg > 7,
entonces sg € (r/(r +1),1). Para calcular el maximo simplemente sustituimos z¢g = so/(1 — sp) en
F(z). Al hacer uso de (2.35) obtenemos

_@o+r+ D) ao— )" ( aft (wo+r+1) T
F(z9) = (aro + 1)a+1 <(m0 + 1)a+1(x0 — 7,)>
(o4 1) (@ —1)"
B (2o + 1)at1
— s a+1
- ((11_800))27“-1—1(80 + (T + 1)(1 - SO))TJrl(SO — 7“(1 — SO))T

= Pr.a-

Que es lo que queriamos, segin (2.34). Para probar la primera desigualdad del lema usamos la
desigualdad de Bernoulli

(14+2)* > 1+ ax, x>0 y a>1.
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Si hacemos a = (r+1)/r y x = 1 tenemos que

E(r+1)

k
2(T+1)/T]€>2k+; =k+ >k+4+n(r+1), k> rn,

luego, usando (2.30) y las desigualdades k/n >r > 1y (y+1)/(x+1) < y/x, con 0 < = < y, se
tiene que

- 0, 2k +n(r+1)+1)™ _ K k4+n(r+1)4+1\™"
(k) < nle 2r n(a—2r)
Rty < e R DT e B (P

n@=20Em (e pon(r 4 1)\ nyna—2r) [(o1+1/rp\""
< gl < k > <(%) < k )
or+1 \ "
< <ra2r>
Tomando raices n-ésimas y haciendo tender n a infinito la primera desigualdad es cierta. Para
demostrar la segunda desigualdad notamos que si 7 < a/4 entonces a — 2r > a/2, por lo tanto

u a2r+1 €2a 64 a/2
ePrg < €' —pe < —5 = | — <1,

ra—2r Ta/2 r
sir > et O

1/n

Ahora estimaremos superiormente el crecimiento de Py, (1)"/™ cuando n tiende a infinito.

Lema 2.5 Sia e Ny yl € {0,...,a} entonces

limsup | Py, (1)]Y/™ < 20727 (20 + 1)%+1

n—oo
Demostracion. Sea £ € {0, ...,a}, usando la formula integral de Cauchy
da—f
J— N a
ctjn = g (Ba(2)(z +7 +1)%) i
1 R (2)(z+J5+1)°
a1 92
T 2mi y (z4+7+1)
/R )(z+j+ 1) dz. (2.36)
" 2mi
Donde 7 es el circulo de radio 1/2 y centro en z = —j — 1. Ahora si z € v y k es un entero entonces

|z — k+ 1| < j+ k+ 1. Multiplicando desde k = 1 hasta k = rn obtenemos
|(z=rn+ 1| < (J +2)m

De forma similar |z +n+k+ 1| <n—j+k+ 1, por lo que al multiplicar desde k = 1 hasta k = rn
estas desigualdades tenemos
|(Z +n+ 2)rn’ < (’I’L —J+ 2)rn-

Finalmente como |z + j + k| > |k — 1| — 1/2 para todo k entero se sigue que

(e Dal 2 5G = Dln —j + DL
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Usando estas estimaciones en la integral (2.36) y haciendo uso de (2.21) de R, (z) obtenemos que
(rn+7+ D) ((r+ 1)n —j+ 1)!8epla=2r
G+DHn =i+ DHG =D —J -1

(rn+j+1)! ((r+1n—j+1) <n>a—27“(8]( e
— DG =Y (0 =g+ DGR = )"\

J
Para acotar superiormente esta expresién hacemos uso de la desigualdad

n
(0 ) =8
niy,...,Ng

que se deduce, haciendo z; = --- =z = 1, de la igualdad

n __ n ni N
(k14 Fap)" = Z <n1,...,nk>x1 RR¥ g

ni4-+ng=n

’cf,j,n| >

Asi, usando el hecho de que n > j, se tiene que

|C€,j,n| < (27, + 1)rn+j+1(2r+ 1)(7"+1)n7j+12n(a72r)(8n2)a
— (27, + 1)n(2r+1)+22n(a—2r) (8n2)a‘

De donde al usar la definicion (2.25), se sigue que

lim sup | Py, (1)|Y/™ < limsup ((n + 1)(2r + 1) +2gn(a=2r) gy, 2)a)l/n
n—oo n—oo

— 2(1727‘(274 + 1)2T+1.

En el caso en que £ = 0, el resultado es el mismo puesto que usando la definicion (2.24)

N5 S SRS B 15 S9N

/=1 j=1 (=1 j=1
entonces podemos hacer la estimacion anterior otra vez. O
En seguida demostraremos que si d,, = mem(1,2,..., n) entonces el producto d‘fl_gc&jm es entero.

Esto sera de utilidad para poder aplicar el Teorema de Nesterenko.

Lema 2.6 Sea d,, el minimo comin multiplo de {1,2,...,n}, si €{0,1,...,a} entonces al multi-
plicar al polinomio Py (z) por d%‘e, el polinomio resultante tiene coeficientes enteros.

Demostracion. Por la definiciéon de P;,, basta demostrar que dffzc&j,n son enteros. Como

1 dafé
in=————— (Ro(t)(t +j + 1) ,
Ce,j, (a _g)!dta_g( ( )( +J+ ) ) t=—jo1
reescribimos
R,(t)t+j+1)"= (H Fe(t)Ge(t)> H(t)* .
/=1
Donde

(t—C+1)(t+7+1)
(t+1)nm1

(t+nl+2)(t+j+1)
(t+ 1ns1

Fy(t) = , G(t)
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y
t+j+1
H(ty = I L)
(t+ Dnta
Primero ponemos Fy(t) en fracciones parciales
Arpo Ain
W=y Tt T (2:37)

en esta suma la constante 1 estd en el lugar j-ésimo, para determinar los coeficientes Ay, multipli-
camos el desarrollo anterior por (¢ 4+ 1),4+1 v al evaluar en t = —m — 1

(=m = nl)n(j —m) = Agp [] (h—m).

h#m

Entonces

es un entero divisible por (j —m).

Para evitar redundancia de términos, denotemos por Dy f a la derivada de orden k de la funcién f,
entonces usando el desarrollo (2.37)

n
Afm
Dy Fy(t) e+ Y (—1)F L
f=—j ;::O (m — j)k+1
m#j

donde ¢, =1sik=0y e =0si k>0.

Note que como Ay, es un entero divisible por j — m se sigue que al evaluar ¢ = —j — 1 entonces
d¥ Dy Fy(t) es un entero, de forma analoga d* DyG(t) y d¥ Dy H(t) son también enteros al evaluar en
t=—j—1.

Por lo tanto al usar la formula de Leibnitz para derivadas de productos de funciones tenemos que

Do—o(Rp(t)(t+7+1)") = > ( ot >(Dk1f1)'”(Dkafa)a

fey oA hog —a—0 1, s va

donde f; es alguna de las funciones Fy, Gy 6 H. Al evaluar en t = —j — 1 y multiplicar por d%~¢,
cada uno de los términos es un entero y el resultado se tiene. O

Nuestro siguiente paso es usar los lemas anteriores para estimar el crecimiento de d(a), la dimensiéon
del espacio vectorial generado por el conjunto {((3),¢(5),...,{(a)} sobre los racionales. Para ello si
n>0yle{l,...,(a—1)/2} definimos las cantidades

)\n = dgnSQn(l)a bon = dgnPO,Zn(l)7 y Pen = dgnp2€+1,2n(1)- (238)

Lema 2.7 Si a es un entero impar que satisface a > 4e* y r es un entero en el intervalo (e*,a/4)

entonces
(a —2r)log2+ (2r 4+ 1)log(2r + 1) — log ¢y 4

a+ (a—2r)log2+ (2r +1)log(2r + 1)

d(a) >
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Donde rq = ((r+1)so —7)"((1 — so)r +1)" (1 — 80)272" y 8¢ es la raiz del polinomio Q.. 4(s) que
aparece en (2.28). En particular de esta ultima desigualdad se sigue que

10g7"+(a+1)log2
1+log2+ (2T+1)log(r+ 1)

d(a) >

Demostracion. Por el Lema 2.3 se tiene que

(a 1)/2
Sn() POn Z P2Z+1n 2€+1)
al sustituir esta relacion en (2.38) se obtiene
(a—1)/2
/\n = Po,n + Z pﬁ,nC(ze + 1)'
=1

En seguida probaremos que las hipotesis del Teorema de Nesterenko se cumplen. Por el Lema 2.6
los ntimeros py,, son enteros y usando el Lema 2.4 tenemos que

Son(1) = (r a)2n(1+0(1))~

Al multiplicar esta estimacion por d$,,, tomando logaritmos y al usar el Teorema 2.1 para estimar a
d3,, resulta que
log Ay, = 2nlog p + o(n), p=e€e"Qrq.

De la misma forma al usar el Lema 2.5

Do < d3, (2077 (2r + 1)2r+1)2n(+e(1)
= ea(2n+o(n))(2a,2r<2r + 1)2r+1)2n(1+o(1))

)

lo cual podemos reescribir como
1og [pen| < 2nlogT +o(n), 7 =292 (2r 4 1)2r+1,

Ahora, si 7 > e? por el Lema 2.4 tenemos que p < 1 si a > ae* y como 7 > 1 entonces al aplicar el
Teorema de Nesterenko con oy = ag = p? y 3 = 72 tenemos que

logT — log p

0(a) >

log 7
Finalmente, utilizamos la primera desigualdad del Lema 2.4 para deducir que
log @ < log(27 /ra72r).

De donde al sustituir en la desigualdad anterior

(a—3r—1)log2+ (2r +1)log(2r +1) + (a —2r)logr
a+ (a—2r)log2+ (2r + 1) log(2r + 1)

(a—=3r—1)log2+ (2r +1)log2r + (a — 2r) logr

~  a+1+4(a—2r)log2+ (2r+1)log(2r +2)
(a+1) log2 4+ log r

1 +log2 + (%I_tll)log(r—k 1)’

6(a) >

(2.39)
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que es lo que queriamos probar. O

Por ultimo para demostrar que la cantidad de irracionales en la sucesion ((2n + 1) es infinita basta
demostrar que d(a) tiende a infinito cuando a tiende a infinito, esto es una deduccion sencilla de
nuestro dltimo lema.

Teorema 2.6 Eziste una constante ag tal que si a > ag entonces

loga
> .
a) 2 2

Demostracion. Sea r = [y/a], entonces segiin el lema anterior eligiendo r > e, tenemos que a > 8
y en consecuencia sustituyendo en (2.39)

log [va] + (“51)) 1og 2
d(a) > 5

1+log2 + (LA
- (1/2)(1 4 o(1))loga
- 14 log2
> (1/8)loga

S

il
=)
o
B
+
=

si a es suficientemente grande. O

2.6. La constante v de Euler

Nicole Oresme (1323 - 1382) dio la primera demostracion de la divergencia de la serie armonica,
hecho que se deduce de la siguiente desigualdad

I T ) I R
2722 2 "\3 "4 56 7 8

Note que la serie armonica también se obtiene al evaluar (2.1) en n = 1. Quiza esta es una razén por
la que Euler la considerd un objeto de estudio. En particular, hallé6 mediante el uso de la funcién
logaritmo una constante que de algiin modo se podria considerar como un sustituto de ((1).

Si H, =14 1/2+4 ---+ 1/n entonces analizando la grafica de la funcion f(x) = 1/x, es sencillo
deducir que 1/n < H,, —logn < 1. De esto se sigue que

0< lim (H, —logn) <1.

n—od

Euler dio una exposiciéon de este hecho en un manuscrito de 1735 titulado De progressionibus har-
monicus observationes, en donde relacioné al limite anterior con las constantes ((n) como sigue.

Usando el hecho de que

2 2 2t

log(l+a)=a— — +2 L 4. l<z<1
og(l+z)==x 2+3 4+ , <z <1,

deducimos, haciendo = = 1/r, que

I 1+ ! ! 1 + L L +
O — = - — — -l —
& r r 2r2  3r3 4yt
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Reescribiendo esta ultima identidad tenemos

1 1+ ! + ! ! + !

— =10 —_ PR _
& r 2r2 33 4t

y sumando sobre r desde 1 hasta n

n

1 1
H, =log(n+1)+ Z 2 727’34—4270—4—

r=1 r=1
Como cada suma es convergente cuando n — oo, Euler estimé la suma total y escribié
H, =log(n+ 1)+ 0.577218,
donde 0.577218 es un valor aproximado para lim,, .~ (H, — logn), a esta constante Euler la denoto

por C'y més tarde Lorenzo Mascheroni (1750 - 1800) uso la letra griega v para denotarla.

Decidir si v es irracional es considerado un problema dificil. Al respecto el célebre matemético G.
H. Hardy algin dia ofreci6é su puesto en Oxford a quién demostrara que -y es irracional. Hasta hoy
no se conoce solucién alguna.

Para terminar este capitulo, presentamos una férmula similar a las usadas anteriormente para de-
mostrar la irracionalidad de (2) y ¢(3). Esta formula podria servir [26] para decidir si 7y es irracional.

Teorema 2.7 La constante vy de Fuler satisface

/ / z—1 dxdy.
1—zy log Ty

Demostracion. Si el producto xy satisface 0 < zy < 1 entonces para todo j € Ny se cumple que

/oo(my)t YR )L (2.40)

log zy

Ahora, al expandir (1 — zy)~!

(zy)I
I = = .
/ / (1—=xy) log xy dudy = Z/ / < log wy) dedy

Por lo que al usar la identidad (2.40) la siguientes igualdades se siguen

I—Z// 1—3:/ ay)t dtdzdy
/// t“ydwdydt
_Z<]+1 Ogjii)

= lim (H, —log(n+1))

n—oo

=7

en serie geométrica tenemos







Capitulo 3

Trascendencia de algunas constantes de
Euler

3.1. Introduccion

Decimos que un ntimero = es algebraico si satisface una ecuaciéon de la forma
anx" + -+ a1x+ag =0, an # 0, (3.1)

donde a; € Q. Si un ntimero no satisface ninguna ecuaciéon de este tipo decimos que tal ntimero es
trascendente.

En este capitulo presentamos demostraciones clasicas de la trascendencia de e, 7y ((2n), con n € N.
Para esto ultimo hacemos uso de una féormula de Euler y de la trascendencia de 7. En la seccion
final demostramos que para todo k € N, las constantes Si(1), Sk(2), ..., introducidas en la ultima
seccion del Capitulo 1, son linealmente independientes sobre Q.

3.2. Trascendencia de e

La primera demostracion de la trascendencia de e fue dada en 1873 por C. Hermite (1822 - 1901).
En seguida demostraremos este hecho siguiendo a Baker [7]. Primeramente demostramos un lema
que servira también en otro resultado.

Lema 3.1 Si k, n y p son enteros positivos y definimos

Pl
(p—1)!

entonces este polinomio tiene grado ¢ = nkp + p — 1 y satisface

flz) = (1 =P — k)P (n* — )P, (3.2)

1. Sije{1,2,...,n} entonces f'™(5) es un entero divisible por p para m =0,1,...

2. Las derivadas de f en cero son las siguientes cantidades

(n!)kp, sim=p-—1;
|
F0) = 3w g sim=p Ltk 1< 7 <np;
0, en otro caso.

donde los numeros a, son enteros.
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8. Si p es un numero primo mayor que n entonces f(p_l)(O) no es divisible por p, ademds si
m #p—1 entonces ™ (0) siempre es divisible por p.

4. St p es un numero primo en la progresion aritmética 1 + k,1 + 2k, 1+ 3k,... y f(m)(()) #0
entonces k divide a m.

Demostracion. Observamos que si j es un entero y g(j —x) = 2™/(p — 1)! con p — 1 < n entonces
las derivadas de g estan dadas por

(=1)mnlgn—m

(m) (5 _ ) —
90 =) = T D =
en particular si x = 0
7(_1)71”! sim=mn;
9™MG) =1 -1 ’
0, en otro caso,

de este hecho deducimos que g(™ (5) es un entero divisible por p (ya que p—1 < n) para todo m > 0,

por lo tanto para demostrar el enunciado 1 basta demostrar que si j € {1,2,...,n} entonces
. 1
JU =) =il + app1 2t 4 4 agrt). (3:3)
Note que si i,j € {1,2,...,n} entonces
ks k " — g (kP 2P sl £
= —x)t = —1 k-1 R
x(kj® =+ a2, sii=j,

luego P es factor de (5% — (j — x)¥)P, se sigue que

. oy, . , P .
f(j—a:)—(p_l)!il;[l(zk—(j—:z:)k) —m(ao—kam—i--“—i—aefpxé )s

esta expresion demuestra (3.3) y por lo tanto el enunciado 1. Para demostrar el segundo enunciado
recurrimos al mismo argumento, ya que

(7° =" = (G +ajua® + -+ agpat?),

se sigue que

2t b k k P! k k k
fz) = WHU —a )P = W«n!) Ptaia® + -+ anpz™™),
. J:l .
por lo tanto
(nh)kp, sim=p-—1;
m!
£ (0) = TP sim=p—1+rk, 1<r<np; (3-4)
0, en otro caso,

de esta expresion tenemos que f™)(0) es divisible por p para todo m > 0 excepto quiza f®=1(0),
si suponemos p > n entonces p no divide a este niimero ya que no divide a ninguno de sus factores,
esto demuestra los enunciados 2 y 3.

Si p es un ntimero primo en la progresion aritmética 1+ k, 1+ 2k, 1+ 3k, ... entonces m =p—1 es
divisible por k£ y por lo tanto también m = p — 1+ rk con 1 < r < np, como estos son los tnicos
casos donde f(™)(0) no se anula segin (3.4) esto demuestra el dltimo enunciado. O
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Teorema 3.1 El nimero e de Euler es trascendente.
Demostracion. Supongamos que e es algebraico y satisface la ecuacion
ane” + an_1€" 1+ -+ aje+ag = 0. (3.5)

Consideramos

F(l’) = f(:[;) + f/(x) + -+ f((n+1)p_1)($)7
donde el polinomio

a1

(p—1)!
se obtiene haciendo k = 1 en (3.2), como el grado de f es (n+ 1)p — 1 entonces f((*+1P)(z) = 0 por
lo que se sigue facilmente que

fz) = (I—z)---(n—2),

d —T _ —x
— e @) = fla)e

de donde al integrar de 0 a k obtenemos
k
F(0)e* — F(k) = ek/ f(t)e tdt.
0

Ahora si multiplicamos por a; y sumamos sobre k desde cero hasta n nos da

F(0) z": ape® — E”: apF(k) = En: are” /k ft)e tdt,
k=0 k=0 k=0 0

por lo que al usar (3.5) la primera suma es cero y podemos reescribir esta tltima expresion como

n n k
aF(0) + Y apF(k) ==Y ape / f(t)e tat. (3.6)
k=1 k=1 0

Al usar el Lema 3.1 vemos que F(k) es un entero y ademas, si p > n, el tnico sumando que no
es divisible por p en F(0), es f®=1(0) = n!P, luego si p > max{|ag|,n} se sigue que agF(0) no es
divisible por p, esto a la vez hace ver que el lado izquierdo de (3.6) es un entero no divisible por p
en particular es un entero no nulo.

Por otro lado si ¢ € [0,n] entonces |k — t| < 2n, por lo tanto

onp, (n+1)p—1
-1 7

luego al insertar esta estimacion en el lado derecho de (3.6)

IF(@®)] <

p—1

n k " )
’;akek/o f(t)e—tdt‘ <;‘ak‘en/0 (et dt < e .

(p

donde ¢ = 2"n" ! y B = (2e)"n™ 1 Y"7_, |ax| son constantes fijas que no dependen de p, finalmente
como hay una cantidad infinita de primos existe p > max{n, |ao|} tal que BcP~1/(p — 1)! < 1 esto
da una contradiccién y por lo tanto el resultado se tiene. O
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3.3. Trascendencia de 7

La trascendencia de 7 fue dada por vez primera por F. Lindemann (1852 - 1939) en 1882 y responde
negativamente a una de las preguntas clasicas de la matematica antigua. Los griegos se preguntaban
si se podia construir con regla y compas un cuadrado cuya éarea fuese la del circulo de radio 1. Para
tal efecto se requeria construir un segmento de longitud 7, pero esto tltimo es imposible debido al
Teorema de Lindemann y al siguiente teorema que se puede consultar en [18].

Teorema 3.2 Un nudmero algebraico a es construible con regla y compds si y solo si, la cerradura
normal de « tiene grado 2™ sobre los racionales, para algun n € N.

Es importante resaltar que la demostraciéon de la trascendencia de 7w que sigue es parecida a la
demostracion de la trascendencia de e. Lo cual se debe al uso de la identidad

€™ +1=0, (3.7)
que fue descubierta por Euler y relaciona a cinco de los nimeros mas notables de toda la matemaética.

Teorema 3.3 El ndmero 7 es trascendente.
Demostracion. Si x satisface la ecuacion
anx™ + -+ a1z +apg =0,
entonces y = ix satisface
(ap — agy® +---) —i(ary —azy® +---) =0

de lo cual se sigue que
(a0 —agy® +---)? + (my —azy’ +---)> =0

y por lo tanto 7 es algebraico si y s6lo si i7 lo es, supongamos que 7 es algebraico y que es raiz de
la ecuacion
-1
az® + ag_qx° +---4+ay=0, a, ag # 0,

donde los a; € Z.

Si 01, 02, ..., 04 son todas las raices de la ecuaciéon anterior, tenemos que 6; = im para algin j,
luego por la formula (3.7) de Euler se tiene que

(€ + 1) (P2 +1) =0,

de lo cual, al efectuar el producto, obtenemos que

en donde cada O es de la forma
Or = €101 + €202 + - - - + €404, GjZO,l, j=1,....d.

Note que algunos, pero no todos los ntimeros Oy, son cero, de lo contrario se tendria 2¢ = 0. Luego
si los O # 0 se representan por aq, ..., a, entonces

m+e e =0, m=2"-n (38)
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Consideremos el polinomio
a™?

mz‘p_l(z —a)’ e (z—an)f,  z€C, (3.9)

f(z) =

y sea
P(2) = f(2) 4 £/(2) 4 oo f0F00 ),

Como f(("+DP)(z) = 0, se verifica que

d —z _ —z
~ ) = f(2)e

de donde, al integrar sobre el segmento que une a 0 con z, se deduce que

F0)e" — F(2) = ¢ /0 Tty dt,

por lo que, al evaluar en z = aj, y sumar sobre k, encontramos que

FO)Y e =Y Flag) =Y e [ e oy an
k=1 k=1 k=1 0

de donde al usar (3.8) resulta

n

mF(0) + Z F(ag) =— Z ek /ak e U f(t)dt. (3.10)
k=1 0

k=1

Para obtener nuestro resultado, probaremos que en la ecuacion (3.10) el lado izquierdo es un entero
no nulo mientras que el valor absoluto del lado derecho es menor que 1 eligiendo p suficientemente
grande, lo que evidentemente nos lleva a una contradiccion.

Para probar la primera parte recordemos que por el Teorema Fundamental sobre Funciones Simé-

tricas [27], si g(x1,...,x,) es un polinomio simétrico con coeficientes enteros, entonces existe un
polinomio simétrico G(s1,...,S,) con coeficientes enteros tal que g(z1,...,z,) = G(s1,...,5n),
donde s1 = 21+ -+ Xp, S0 = X1X2+ - + Tp_1Tp, ..., Sp = X1 - Tpn. Ademas recordemos que
si aj ..., ay son las raices del polinomio f(z) = apz™ + a1z 1 + -+ 4 a,, se tienen las siguientes
igualdades
—ap Y ai=a1,  ag» oy =ag, -, (=1 aon - an = an,
1 ,]

que son denominadas relaciones de Viéte.

Ahora observamos que f(z) = a™zP"1g(2)/(p — 1)! en donde g(z) = (z — a1)P--- (2 — a,)P es un
polinomio simétrico en ayq, ..., ay,, luego, por la observacion del parrafo anterior, g(z) es simétrico
en los valores s1 = a1+ -+ ap, So =a1as+ -+ Qp_1Qp, ..., S, = Q1Q - - Qy ¥ €N consecuencia
a™g(z) es simétrico en los 27 niimeros a©y, por lo que al aplicar las relaciones de Viéte a las variables
s; se tiene que f(z) es un polinomio con coeficientes enteros.

De estas observaciones se sigue que, por analogia a la demostraciéon del Lema 3.1, las derivadas
de f(2) en 0,ar,...,a, son enteros divisibles por p excepto quiza fP~1(0) = (—a)™(a; - - - an)P,
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de esto se sigue que F(0) y Y ;_; F(ay) son nameros enteros y si p > max{|a|,m, |a"a; - - ay|}
entonces F'(0) es el tnico término que no es divisible por p, luego el lado izquierdo de (3.10) es un
entero no nulo, esto prueba la primera parte.

Para probar la segunda parte, denotamos por a@ = max{|ai],...,|a,|} entonces si t esta en el
segmento que une a 0 con «; se tiene la siguiente estimaciéon

a"P

n a
ft)] < —— Pt tl+ )P < ———aP 1 (2a)™.
701 < ¢ Tyt L0 + e < 500 2
Por lo tanto,
e [ etrwar] < T neraroayr = 0 2
e e "f(t t‘gineaa ) =C——,
— Jo (p— 1! (p— 1!

donde C' = an(2aa)"e y 3 = a(2aa)™ no dependen de p. Como el lado derecho de esta desigualdad
es menor que 1, si p es suficientemente grande y tal que p > max{|a|, m, |a"aj - - - |}, esto nos da
una contradiccién. Concluimos que i es trascendente y en consecuencia también 7. O

3.4. Trascendencia de ((2n)

En 1750 Euler descubrié una formula que determina el valor de ((2n) para todo n € N. En esta
seccion demostraremos esta féormula usando conceptos basicos de ecuaciones diferenciales como se
sugiere en [24].

Teorema 3.4 Para todo n € N se satisface

2 2

Clan) = (A1) e (3.11)

donde los numeros B, son llamados nimeros de Bernoulli y aparecen como coeficientes en la serie
de Taylor

t =
= ZBnm, It| < 2m, (3.12)
n=0

donde cada coeficiente B, existe y se puede calcular mediante

Demostracion. Para demostrar (3.11) deduciremos algunas propiedades de los nimeros y polinomios
de Bernoulli, primero notamos que
t  t_ 1 el +1
et—1 " 2 2e -1’

es una funcion par, por lo que en la serie de potencias (3.12) los coeficientes de indice impar satisfacen
B =-1/2y
B2n+1 = 0, n 2 1, (313)

ademas usando la serie de la funcién exponencial

t et —1 o= Bpt" e " e~ [n+1\ Bpt"
1: = = RS
XS = ()

n=0 k=0
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de modo que By =1y
1 1 1
<”+ >B0+<n+ )Bl+---+<”+ >Bn:0, neN, (3.14)
0 1 n
con esta férmula cada coeficiente B,, se puede calcular de forma inductiva.

Por otro lado, los polinomios de Bernoulli B,,(z) se definen como los coeficientes de la serie

teta; [o¢] tn o, ¢] xtn o oo n ’I’L
1= X B =S Y =SS (1) et

n=0 ’ n=0 n=0 =0 k=

B(z) = <g‘> Boz" + (7;) Bia" 4.y (Z) B,. (3.15)

Evaluando (3.15) en = 1 y usando (3.14) con n en vez de n + 1 tenemos que

B,(1) = ( )BO + (71‘) By +- (Z) Bp=Bn(0)=B,, n>2 (3.16)

es decir

Al derivar (3.15) se verifica que By, {(x) = (n+1)B,(x) por lo cual al integrar de 0 a x esta ecuacion
se tiene que

x
Buia(a) = Bua + (1) | Bu(t)d
0
en particular si x = 1 entonces

/ Bl n>1. (3.17)

Notemos que como consecuencia de (3.16) la extension periddica del polinomio Bay,(z) en el intervalo
[0,1] es par y continua por lo que su serie de Fourier converge puntualmente a Ba,(z) en dicho
intervalo [24], ademés

Bay,(x Z A2n, J; COS kT, 0<z<1, (3.18)
k=0
de donde al multiplicar por cos kmx e integrar de 0 a 1 los coeficientes son

1
Aon k= 2/ By, (x) cos kmx dx.
0

Observamos que el coeficiente agy, o = 0 segtin (3.17) y si k > 1 integramos dos veces por partes para
obtener

2n

o2 (-D)* —=1)Bgp_1 — (2n—1)

a9y, 2n(2n — 1
aop k= 2 2n Z’k} = n( i )

9 —Wazn—zk 5

en donde la segunda igualdad se debe a (3.13), con esta relacién de recurrencia obtenemos que si
k € N entonces ag,2t—1 =0y

2-(2n)!
a2n,2k ( ) (2]{:7_(_)2” Y
por lo que al sustituir en (3.18) obtenemos

na12 (2n)! O cos krx
(271')2” k2n

Bop(z) = (—1) 0<z<1,
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finalmente evaluando en x = 0 el resultado se tiene. O

La trascendencia de las constantes ((2n) es ahora una consecuencia de la trascendencia de 7 y de
la formula de Euler.

Corolario 3.1 Sin € N entonces ((2n) es trascendente.

Demostracion. Como los miltiplos racionales y las potencias enteras positivas de ntimeros trascen-
dentes son también trascendentes, es suficiente observar que gracias a la formula (3.16) todos los
nimeros de Bernoulli son racionales por lo que al hacer uso de la ecuacion (3.11) podemos escribir
¢(2n) = 7o, " donde 7y, es racional para todo n € N entonces ((2n) es trascendente para todo

n € N. O

3.5. Independencia lineal en Q de algunas constantes relacionadas
con e

Anteriormente se demostré que no existen enteros by, . .., b,, con by # 0, tales que
bo +bie+ -+ bpe” =0,

usando el hecho de que existe una infinidad de niimeros primos.

En este apartado demostraremos que para cada k € N, no existen enteros bg,...,b,, con by # 0,
tales que
bo + blsk(l) + -+ bnSk(n) =0,

usando el hecho de que 1 + nk es primo para infinitos valores de n, lo cual es una consecuencia del
Teorema de Dirichlet sobre la infinitud de primos en progresiones aritméticas (ver el apéndice A).

Este hecho no proporciona informacion directa acerca de la trascendencia de los niimeros Si(n) sin
embargo deja ver que con las funciones Si(z) estamos generalizando otra propiedad de la funcion
exponencial. Para demostrar este resultado necesitamos de un lema.

Lema 3.2 Sik es un entero positivo fijo y [ es un polinomio cuyo grado es £ = kr para algin r € N
entonces

_ /OJ F@&)Sk(j — t) dt = G(j) — G(0),

donde j es un entero positivo y la funcion G es
‘ {4
G =Y s TG -0,
m=0

en esta suma recordando que Sy, sdlo tiene k derivadas distintas, las derivadas f(™ (t) que acompanan
a Sk(j —t) son las de orden m = 0,k, ... kr.

Demostracion. Usando la propiedad (1.12), tenemos que

/Sl(:)(j—t)dt:_S](:_l)(j_t)—’—C’ 1=0,...,k—1,
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entonces al integrar por partes

1

S £ (sEm G - b)) - / " iR @)SLG - ) dt.

k—
m=0

- / " F (S — ) dt =

Al iterar r veces esta tltima relacion resulta que

j rk—1 j
. k—m) , . ; .
—/ FOSG —tydt =Y F@)S TG - )l —/ FUR (@) Sy — 1) dt,
0 0 0
como f(¥)(t) es constante la tltima integral es —f("%)(¢)S.(j — t), obteniendo el resultado O
Teorema 3.5 Para todo k,n € N no existe una combinacion de enteros by, by, ..., b, con by # 0 tal
que
bo + b1SK(1) + -+ + bpSk(n) = 0. (3.19)
Demostracion. Si p es un nimero primo en la progresion aritmética 1+ k, 1+ 2k, 1+ 3k, ... sabemos

por el Teorema de Dirichlet que hay una infinidad de primos en esta sucesiéon ya que 1 y k son primos
relativos para todo k > 0. De modo que p — 1 + rk es divisible por k para todo r, en particular si
¢ =p—1+ knp, que es el grado del polinomio

fla) = (L= ah P ) (=t

Definimos ,
J
0

por el Lema 3.2 a; = G(j) — G(0) donde

l
Gty=Y" fo 1S G - b).

m=0

haciendo uso de la ecuacion (1.11) se sigue que

G(j) = F(5)Sk(0) + -+ f9(5)Sk(0)

es un entero divisible por p ya que por el Lema 3.1 f(™) (j) es un entero divisible por p. Por otro
lado en la suma

l
—m), .
GO) =Y F™MO)S ™)
m=0
las nicas derivadas f (m) (0) que no se anulan son las de orden m = p—14rk con 0 < r < np, en este

caso m es divisible por k y por lo tanto también ¢ — m, entonces S ,(ffm) () = Sk(j) y reescribimos
G(0) = aSk(j), donde
a = f(0)+ f'(0) + -+ f(0).
Si elegimos p > n entonces f (pfl)(O) es el tnico entero que no es divisible por p en la suma anterior
por lo que « no es divisible por p y en particular no es cero. Ahora es claro que a;; = G(j) — aSk(5j)
de donde
G() —a

Sk(j):T, j=1,...,n.



42 Trascendencia de algunas constantes de Euler

Haciendo uso de esta ecuacion, si (3.19) se satisface para ciertos enteros by, by, ...,b, con by # 0
tenemos que

by + Z bJG(]) = Z bjOéj, (3.20)
j=1

J=1

demostraremos que si p es suficientemente grande entonces el lado izquierdo de (3.20) es un entero no
nulo mientras que el lado derecho tiene valor absoluto menor que 1, como esto da una contradiccion,
concluiremos que no existe una combinacioén de enteros by, by, ..., b, con by # 0 tal que (3.19) se
cumpla.

Sabemos por el Lema 3.1 que G(j) es divisible por p y si p > méx{|bg|, n}, entonces bycr no es divisible
por p ya que tanto « como by no son divisibles por p, de esto se sigue que bpa+b1G(1)+- - -+ b, G(n)
no es divisible por p en particular es diferente de cero, por otro lado note que si t € [0, n| entonces
gk —tF < jF 4+ 2k < 2n* por lo tanto

onpy, (kn+1)p—1

< —
1 < 25—
bajo esta misma hipotesis
l G (2n)m 2
. _ n
1S'G—t) <M =M™,
m=0
donde M = méx{|aol,...,|ax—1|}, con estas estimaciones
n n n 561)71
> biasl < ol [ 15OSG -na < D
= = 0 (p—1)!
donde ¢ = 2"nfntl vy g = M2ne2npkntl > j—11bj| son constantes fijas que no dependen de p,
finalmente como hay una cantidad infinita de primos en las progresion 1 + k,1 4+ 2k, ..., existe
p > max{n, |b|} tal que BcP1/(p — 1)! < 1 esto da una contradiccién y por lo tanto el resultado se
tiene. 0

Terminamos este capitulo con la siguiente

Conjetura 3.1 Todos los nimeros e, que aparecen en el Teorema 1.13 y los numeros Si(n) del
Teorema 1.14 son trascendentes.



Conclusiones

Decidir si un namero real es irracional o no, es un problema que surgié en la época de Pitagoras.
Los pitagoricos, al establecer la irracionalidad de v/2, cambiaron la concepcién que tenian de los
nameros y al mismo tiempo cambiaron la forma de estudiar a los nameros reales para siempre.

Con el paso del tiempo la irracionalidad de otros ntimeros, como la razén aurea ¢, e y 7, ha sido
demostrada empleando diferentes herramientas. Cabe destacar las demostraciones geométricas de
irracionalidad de v/2, ¢ y e que se han estudiado en la presente tesis, ya que constituyen un enlace
entre dos ramas importantes de la matematica.

En particular, el estudio de la irracionalidad del ntimero e ha servido en este trabajo para demostrar la
irracionalidad de otros ntimeros, que denotamos por e,. Ademas estudiamos una familia de funciones
que comparten con la exponencial la propiedad de que, al ser evaluadas en todo racional no nulo
obtenemos constantes irracionales, que denotamos por Si(r).

Por otra parte, hemos presentado algunos de los avances respecto al problema de la irracionalidad
de los nameros ((n), con n > 1, los cuales nos permiten apreciar que la solucion de este problema
es adn incompleta y, al requerir el uso de herramientas como el Teorema de los Ntiimeros Primos,
exhiben dificultad e ingenio y a la vez nos permiten apreciar la dificultad del problema de decidir la
irracionalidad de las constantes {(2n + 1) para n > 2.

Otro problema interesante que se ha estudiado de forma muy breve es la trascendencia de las
constantes e, my ((2n) para n € N. La trascendencia de ((2n) se deduce de una féormula clésica de
Euler que hace depender a estas constantes de 727, lo cual sugiere que podria haber una férmula
que relacione a ¢(2n+ 1) con w2"*! sin embargo esto es algo que el mismo Euler no pudo demostrar
vy que hasta hoy se desconoce.

Como un sustituto débil de la trascendencia de las constantes Si(n), n € N, que hemos sugerido
en el capitulo 1, hemos demostrado que estas constantes son linealmente independientes sobre los
racionales. Esta demostracién exhibe una muestra més del uso conjunto de herramientas de analisis
y aritmética en la solucién de problemas, ya que para obtener este resultado se ha usado el Teorema
de Dirichlet sobre la infinitud de primos en progresiones aritméticas.






Apéndice A

La distribucién de los ntimeros primos

A.1. Introduccién

En este capitulo estudiamos algunos resultados elementales relacionados con la distribucion de los
nameros primos, entre los que se encuentran algunas contribuciones de Euler al estudio de la fun-
cion zeta, que, como hemos visto en capitulos anteriores, tienen consecuencias en el estudio de la
irracionalidad de algunos nameros ((n), con n > 1.

Es pertinente mencionar, que en las demostraciones de los resultados de este apéndice seguimos de
cerca a A. E. Ingham [17].

A.2. La suma de los reciprocos de los primos
Al tratar de elaborar una lista de niimeros primos
2,3,5,7 11,13, 17, 19, 23, 29, ...,

podemos advertir que, aunque nuevos primos se agregan a la lista con menor frecuencia, la lista
parece no tener fin. Esta observaciéon nos permiten intuir que si

m(x) = la cantidad de primos tales que 2 <p < z, (A.1)

entonces 7(z) tiende a infinito cuando z tiende a infinito y por otra parte, que el cociente 7(z)/z
tiende a cero cuando x tiende a infinito.

Como se puede leer en el Teorema 1.5, el primero de estos hechos lo demostré Euclides usando el
concepto de divisibilidad. En seguida presentamos otra demostracion de este teorema, descubierta
por Euler en 1737, haciendo uso de la divergencia de la serie armonica.

Demostracion Si existe una cantidad finita de ntmeros primos: pi1, ps, ..., Pn, entonces, al hacer
uso de la serie geométrica de (1 —1/p;)~! y el Teorema Fundamental de la Aritmética, se tiene que

para todo m
m

1~ 11 u 1\ !
k=1 i=1 pi i i=1 pi

Lo cual es imposible ya que mientras el producto de esta desigualdad siempre es finito, al hacer
tender m a infinito, se tiene que la serie armoénica converge. O
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La demostracion que hemos presentado, ademés le permitié a Euler establecer la divergencia de la

suma de los reciprocos de los primos. Lo cual se demuestra a continuacion.

Teorema A.1 Si la serie y el producto,
1 1\
S, v 1)
p P P p
se toman sobre todos los primos entonces ambos divergen.

Demostracion. Para x > 2 sean

Z* v P(w)—H(1—1>1.

p<w p<z

-1

Recordemos que, si 0 < u < 1, la serie geométrica de (1 —u)™" nos permite establecer que

1 1— um—l—l

> =14+ut+u’+---+u™  m>0.
1—u 1—wu

Por lo que, al hacer u = 1/p, se tiene que

donde A es cierto conjunto de enteros y cada n € A es de la forma

n=2%.3%2.5%. .. 0<a; <m.

(A.2)

Si elegimos m tal que 2™t1 > z, entonces, segin el Teorema Fundamental de la Aritmética, la
ecuacion (A.2) nos da la factorizacion de todos los enteros n que satisfacen 2 < n < [z]. De lo cual

tenemos que {2,...,[z]} C A, por lo tanto

:v]—l—l

>Z / —>10gx

Por otro lado, haciendo uso de la serie

U2 ’LL3
—log(l—u)=u+?+§+---, -1<u<1,
deducimos que
u? u?
—log(l —u) —u < — (1 .
og(l—u)—u< 5 ( +ut+u 4 ) = 21— u)

Por lo que, al hacer u = 1/p en esta ultima desigualdad y sumar sobre p < z, se tiene que

log P(x <Z Z nln —1) %

p<1‘

(A.3)
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Esto junto con la ecuacion (A.3) nos da
1
S(z) > loglogx — 7 (A.4)
Nuestro resultado se sigue al hacer tender x a infinito en (A.3) y (A.4). O

La Criba de Eratostenes fue un método usado por los antiguos griegos para construir tablas de
numeros primos. La idea de esta criba consiste en eliminar enteros que poseen mas de dos divisores
positivos. Emplearemos la Criba de Eratostenes para demostrar nuestro siguiente teorema sobre la
funcion m(z).

Teorema A.2 Si7(x) es como en (A.1) entonces

,m
lim —= =0.
r—oo I

Demostracion. Para > 0 y h € N, denotamos por N,(z,h) a la cantidad de enteros positivos,
n < x, divisibles por h, pero que no son divisibles por ninguno de los r primeros primos p1, p2, - - ., Pr-
Conviniendo en que Ny(z, h) es la cantidad de enteros, n < z, que son divisibles por h.

Si h es tal que p, t h, entonces el nimero N,_i(z, h) se puede expresar como suma de nimeros que
son divisibles o no por p, como sigue. Si n es divisible por p, entonces es divisible por p,.h ya que n
es divisible por p, y h si y s6lo si es divisible por el producto p,h. De esto se sigue que

N,_i(xz,h) = Ny(z,h) + Np_1(z,prh).

Mediante induccion, esta tltima relacion nos permite representar a N, en términos de Ny de la
siguiente forma: si h no es divisible por p1, ..., p., entonces

Ny (z,h) = No(z, h) ZNO (z,pih +ZN0 (z,pipjh) — -+ (=1)"No(z,p1 - --psh),  (A.5)
donde en cada suma se toman desde uno hasta r primos a la vez y hay un total de 2" términos.

Como Ny(z, h) es la cantidad de enteros, n < x, divisibles por h se tiene que No(z, h) = [x/h], donde
[z] es la parte entera de z. Por lo que, haciendo h = 1, un caso particular de (A.5) es

Nr<x,1>=[x1—§ij H +Z[ Tﬂ — e (1) []Q’JP] (A.6)

Di Dip;
Ahora, sea £(z) = clogz, con 0 < ¢ < 1/log?2, si definimos r mediante p, < &(z) < p,4+1 entonces
m(z) <r+ Np(z,1),

ya que si 2 < p < x entonces p es alguno de los primos p1,...,p, 6 es un entero no divisible por
ninguno de ellos.

Note que para todo y se satisface 0 < y — [y] < 1, de modo que si quitamos los corchetes en (A.6)
el error total es menor o igual a 2", de lo cual deducimos que

T T 1
@) <r+2 +$< Z +szpg (_1)p1--'pr>'
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Luego, como 7 < 2" < 28) se tiene que

p<§(z) p<§(z)

Usando el Teorema A.1 esta ultima expresiéon tiende a cero cuando x — oo, ya que clog2 —1 <0y
&(x) — oo cuando x — oo. O

Al referirse a la frecuencia con la cual los primos aparecen en los niimeros naturales, Euler comento
que los primos eran “infinitamente pequenos” [17] comparados con los naturales. Aunque este comen-
tario es falso en el sentido riguroso actual, si pensamos que el tamarnio del conjunto de los primos
en los naturales, esta dado por el limite del cociente 7(x)/x cuando x tiende a infinito, entonces el
teorema anterior brinda cierto sentido a las palabras de Euler.

A.3. El producto de Euler

La demostracion de la infinitud de los primos hecha por Euler, no fue nueva para su tiempo. Sin
embargo aport6é una nueva idea: usar herramientas analiticas para deducir hechos aritméticos. Esta
idea, que constituye hoy el principio de la Teoria Analitica de Ntumeros, Euler la usé una vez mas
para establecer una identidad que es de importancia fundamental en el estudio de la distribucién de
los ntimeros primos.

En aquel entonces Fuler demostrd que

1 1 1 1 s
1—1—?—1—?—1—@—1—?—&----—?,
y ademas, descubri6é una féormula que determinaba exactamente el valor de la suma anterior cuando
el exponente 2 se cambia por k = 2n, n € N. Tal vez motivado por estos descubrimientos, Euler

estudio la suma
1 1 1 1
14=+ =+ —=4+=+-, s> 1,

y descubrié una identidad que demostramos a continuacién.

Teorema A.3 Para todo s > 1 se tiene que
00 -1
1-5)
==IIlt-=) - (A7)
— ns . ps

Demostracion. Note que si s > 1 entonces la funcion f(n) = n~*° satisface f(nm) = f(n)f(m) para
todo m,n € N. Ademas, por el criterio de la integral, la serie > 7, f(n) converge absolutamente ya

que
o

z:1<1+/ooahj ! > 1
— — = s> 1.
ns 1o (1—s71)’

n=1

Luego, para x > 2, consideramos



A.3 El producto de Euler 49

Por la propiedad multiplicativa de f(n) y el Teorema Fundamental de la Aritmética, tenemos que
al hacer uso de la serie geométrica de (1 — f(p))~!, este producto satisface

P(a) =3 f(n'),

donde la suma es sobre todos los n’ € N cuyos factores primos no son mayores que x.

Ahora, si S es la suma a la izquierda de (A.7), entonces tenemos que

S—Px)=Y_ f@n"),

donde cada n” es un entero positivo que tiene al menos un factor primo mayor que x, se sigue de

esto que
<D @< ).

n>x

1S = P@)| = | (")

Cuando z tiende a infinito la suma del extremo derecho tiende a cero ya que > -, |f(n)| es conver-
gente, por lo que P(z) — S cuando x — 00, esto demuestra (A.7). O

Notemos que la demostraciéon de la infinitud de los nimeros primos de Euler, se deduce del teorema
anterior como sigue. Si la cantidad de primos fuese finita, entonces el producto en (A.7) tiene un
namero finito de factores, por lo que al hacer tender s — 17 tenemos que la serie armoénica converge,
lo cual es imposible.

Euler también descubrié que el ntmero 1 + 4n es primo para una cantidad infinita de n € N,
demostrando que la suma
Z 1 1 L+ 1 . 1 . 1 N
peari P 5 13 17 29
diverge, ademéas conjetur6 que la suma de los reciprocos de los primos de la forma 1+ 100n también
diverge y en consecuencia que hay una cantidad infinita de primos en esta sucesion. En 1837 Peter

Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) demostr6 una generalizacion de la conjetura de Euler, misma
que habia sido formulada por Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833) en 1798.

Teorema A.4 (Dirichlet) Sia y k son enteros positivos y primos relativos, entonces la progresion
aritmética a, a + k, a + 2k, a + 3k, ... contiene una infinidad de primos.

En la demostraciéon de este teorema Dirichlet introdujo las series I, de Dirichlet que se definen

mediante ) @) 3)
X X X
Lisx) =55+ %+ 55+ s> 1L
En esta suma x(n) es una funcion aritmética, que es totalmente multiplicativa. Debido a esto, la
series [, de Dirichlet satisfacen la siguiente identidad

s = S X®@) :H<1_x(p)>_17 .

nS S
n=1 P p

En particular, note que si x(n) = 1, para todo n € N, entonces se tiene la identidad (A.7) de Euler.
Asi, el teorema de Dirichlet que acabamos de mencionar, fue una primera muestra de la aplicacion
que tuvieron las contribuciones de Euler al estudio subsecuente de la distribucién de los ntimeros
primos.
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Al referirse al papel fundamental que la identidad (A.7) tiene en el estudio de la distribucion de
los nameros primos, Ingham [17] dice: “La contribucion de Euler al tema es de importancia funda-
mental; porque su identidad, que puede ser considerada como el equivalente analitico del Teorema
Fundamental de la Aritmética, constituye la base de prdcticamente todo el trabajo subsecuente.”

A.4. La conjetura de Gauss y Legendre

El problema de encontrar una expresiéon que aproximara a 7(z) tomé una forma precisa cuando,
alrededor de 1808, Legendre publicé la conjetura de que para valores grandes de x
m(x)

_ T
~ logz + A(x)’

donde A(x) es aproximadamente 1.08366 . .. a medida que x crece. Otra publicacion conocida respec-
to a este tema, es una carta que Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) escribi6 a su amigo, el astronomo
Encke.

En esta carta Gauss cita que sus investigaciones sobre los ntimeros primos comenzaron entre 1792
y 1793, cuando tenia catorce anos de edad [14]. El trabajo de Gauss, consistia en una busqueda
exhaustiva de la cantidad de primos en intervalos de longitud 1000. Su sospecha fue que la densidad
con la cual los primos ocurren en la vecindad de n era 1/logn, asi que el nimero de primos en el

intervalo [a, b) debia ser aproximadamente
/ b dx
. logx’
lo cual condujo a Gauss a conjeturar que
T dx x
x) = 0 T — 00).
(@) /2 log:z:+ <loga:>7 (z = o0)

A.5. Las funciones v y ¢ de Tchevyshev

El primer intento por demostrar la conjetura de Gauss y Legendre lo realiz6 Pafnuti L. Tchevyshev
(1821 - 1894) en dos memorias escritas en 1851 y 1852, donde introdujo las funciones

) = Zlogp y P(x) = Z log p, x> 0. (A.8)

p<z m<e

Note que la primera suma se realiza sobre los primos p < z, mientras que en la segunda suma p"
indica una potencia positiva de un primo. Por ejemplo, al evaluar en x = 9.86, obtenemos que

1¥(9.86) = log2 + log 3 + log 5 + log 7,

y por otro lado
1(9.86) = 3log2 4 2log 3 + log5 + log 7.

De la definicién de 1, si agrupamos sobre la potencia m, se tiene que

Y(x) = 9(x) + 92 + 93 + -+ (A.9)

en esta suma hay una cantidad finita de términos no cero ya que, si y < 2 entonces ¥(y) = 0.
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Por otro lado, al agrupar respecto a p, notamos que si m < logz/log p entonces p"™ < z, por lo que
hay [log z/log p] términos en la suma que tienen por factor comun a log p, es decir

P(x) = Z logp = Z [logx} log p. (A.10)

<z p<w logp

Con el uso de las funciones J(z) y ¢ (x) Tchevyshev estudié el comportamiento de 7(x) cuando z
tiende a infinito, demostrando el siguiente

Teorema A.5 Si uno de los tres cocientes

m(z)logx

a)= "B gy =T gy = (A1)

tiende a algin limite cuando x tiende a infinito, entonces los otros dos también y todos los limites
son iguales.

Demostracion. Para ¢ = 1,2, 3 sean

Ai = liminf ¢;(z) y A; = lim sup g; ().

T—00 T—00

Es suficiente demostrar que A\; = A2 = A3 y que Ay = A = A3, usando las ecuaciones (A.9) y (A.10)

log x
0@) < 9(@) < 3250 logp = () log.

p<z

luego, al dividir por x, tenemos que
Ay <Az <Ay (A.12)

Por otro lado, si 0 < a < 1 y & > 1, se tiene que
9(z) > Y logp>logz® > 1=logz®[r(z) — m(a”)],
e <p<z z¥<p<lz

’ ( ) < ’ 1115

x z pl-a

Luego As > aAq, por lo que Ao > Ay ya que « puede tomarse arbitrariamente cerca de 1. Esto
junto con (A.12) nos da A; = Ay = A3, como cada argumento es vélido si ponemos A en lugar de A,
el resultado se tiene. O
Tchevyshev ademéas demostré que el orden de 7(x) es z(log x) ™! cuando z es grande. Presentaremos
la demostracién de este hecho haciendo uso de un resultado de Legendre, el cual establece que si p
es un namero primo y para n € N fijo, se tiene que n! = p°a, entonces

[n

=1 P
donde m = [logn/log p)].
En efecto, para cada k = 1, 2, ..., la sucesion p*, 2p¥, 3p*, ... contiene exactamente [n/ pk] nimeros
que son menores que n. Por lo que p* divide a [n/p*] de los n factores de n!, luego, sumando sobre
k, el primo p divide a n! exactamente ¢ = [n/p] + [n/p?] + - -+ veces. Notemos que en esta suma se

tiene que p¥ < n mientras que k < logn/logp. Por ello m = [logn/logp] en (A.13).
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Teorema A.6 Existen constantes positivas a y A tales que

X

<m(x)< A (A.14)

aloga: logx’

para x suficientemente grande.

Demostracion. Sea A el limsup comun y A el liminf comtn de los tres cocientes (A.11) cuando
x — 00. A lo largo de la prueba debemos considerar también que

N 2 ) o)

n! n

Este entero satisface
N < 22" < (2n 4 1)N, (A.15)

ya que es el término méas grande de los 2n 4 1 que tiene la expansién del binomio (1 + 1)?". Notemos
ademas que, como cada primo p tal que n < p < 2n, aparece en el numerador pero no puede dividir
a ningtn factor en el denominador, el producto de estos primos divide a N. De esta observacion,
junto con la primera desigualdad de (A.15), se sigue que

H p < N <2

n<p<2n
Al tomar logaritmos en esta ultima desigualdad obtenemos
9(2n) — ¥ (n) <log N < 2nlog?2,

por lo que si n = 277!, entonces al sumar sobre r desde 1 hasta m obtenemos que

D(27) = 927 =92 < 27log2 < 2™ log 2.

r=1 r=1
Luego, si z > 1y m es tal que 2™~ < 2 < 2™, se tiene que

I(z) < 9(2™) < 2™ log2 < 4z log 2,
por lo que A < 4log?2.

Para encontrar una desigualdad en el sentido inverso, sea M, = [log 2n/log p]. Como N = (2n)!/(n!)?,
al hacer uso de (A.13), se tiene que

R e (I

p<2n r=1

Por otro lado, usando la ecuacion (A.10), se tiene que

log 2n

e¥(2n) H e[ logp]logp = H pMp.

p<2n p<2n

Ahora, observemos que [2y] — 2[y] sélo toma los valores 0 6 1, por lo que v, < M,. De esto, junto
con las ecuaciones anteriores, se tiene que N | e?@") por lo que al usar la segunda desigualdad en

(A.15) se sigue que
22n
< N < %),

2n+1
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Al tomar logaritmos en estas ultimas desigualdades se tiene que
2nlog?2 —log(2n + 1) < log N < 4(2n),
de lo cual, si z > 2 y n = [x/2], tenemos que
(x —2)log2 —log(z + 1) < ¢(2n) < ¢(z),

esto implica que A > log 2. Las desigualdades log2 < A\ < A < 4log?2 implican la desigualdad (A.14)
gracias al Teorema A.5. U

Con modificaciones del teorema anterior, Tchevyshev pudo demostrar que
h<A<A<H,

donde 1/291/3%1/5
21723475 6
La intencién de mejorar las estimaciones de A y A, fue obtener una demostracion del postulado de

Bertrand, el cual establece que si n > 6, entonces siempre existe un primo p tal que n/2 < p < n—2.

Ademas de estos teoremas Tchevyshev demostrd, como se verd en el siguiente apéndice, que si el
cociente ¥ (x)/x tiende a un limite cuando x tiende a infinito, el limite debe ser 1 y aunque no pudo
demostrar la existencia de este limite, sus descubrimientos constituyen un avance importante en el
estudio del comportamiento de la funcion m(z).






Apéndice B

La funcion zeta de Riemann

B.1. Introducciéon

En este capitulo se describen brevemente algunos descubrimientos de Euler en la evaluacion de la
funcién zeta en los enteros n > 1, mismos que inspiraron el estudio posterior de la funcién zeta como
una funcién de variable compleja. Respecto a esto ultimo, incluimos aqui, algunas consecuencias
importantes en el estudio del comportamiento de la funcién m(z) mencionada en el apéndice A.

Resaltamos que una descripcion mas detallada de los descubrimientos de Euler sobre la funcién zeta
puede consultarse en [6]. Cabe mencionar que, como hemos hecho en el apéndice A, las demostra-
ciones de los teoremas de este capitulo siguen de cerca a A. E. Ingham [17].

B.2. El problema de Basilea

La historia de las series ((n) parece haber empezado con los trabajos de Nicole Oresme, quien

demostré que la serie armonica

SR S U
2734 5

diverge.

La historia continu6 en 1650, cuando Pietro Mengoli (1625 - 1686) plante6 en su libro Novae Qua-
draturae Arithmeticae, el problema de evaluar la suma

1 1 1
1+27+?+47+---. (B.1)
Este problema fue abordado, sin obtener solucion alguna, por John Wallis (1616 - 1703), Gottfried
von Leibnitz (1646 - 1716) y Jacob Bernoulli (1654 - 1705). Este tltimo, en su Tratado de Series
Infinitas publicado en 1689 en Basilea, escribié: “si alguien encuentra y nos comunica eso que hasta
ahora ha eludido nuestros esfuerzos, grande serd nuestra gratitud.”

Desde aquel momento la evaluacion de (B.1) fue denominado el problema de Basilea. La primera
soluciéon que la comunidad mateméatica conocié se debe a Euler, quien la obtuvo gracias a una
brillante idea.
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El primer logro de Euler se dio en 1731, cuando obtuvo una férmula que le permitié calcular con
precision los primeros digitos de (B.1), evaluando la integral

1/21 1—
Ty — _/ og(l—2)
0

T

de dos formas distintas. Primero, expandiendo —log (1 — x) en serie de potencias e integrando

término a término, uno obtiene que
o0

1
J2 = Z anp2’
n=1
En seguida, haciendo la sustitucion z = 1 — ¢ y expandiendo (1 —#)~! en serie geométrica, tenemos
que

9] 1 00 1 e 1
Jo = / t"logtdt = —(log2)? + — — ,

lo cual conduce a la formula
1

onp2’

((2) = (log2)> +2> (B.2)
n=1

Finalmente, en 1734, Euler encontré la solucién al problema de Basilea. Las palabras que us6 para
describir su descubrimiento son parecidas a las siguientes: “Mucho trabajo se ha hecho en torno a
las series ((n) que parece dificil que algo nuevo acerca de ellas pueda ser descubierto... Yo tam-
bién, después de repetidos esfuerzos mo pude obtener mds que cantidades aprorimadas para estas
sumas. .. Pero ahora, inesperadamente, he encontrado una formula elegante para ((2) que depende
de la cuadratura del circulo.” !

La idea de Euler fue extender un resultado de Newton, el cual establece que si p(x) es un polinomio
de grado n cuyas raices son a1, ag,...,q, y satisface p(0) = 1, entonces se puede escribir como

- (-2)0-5)-(1-2)

Aunque no exactamente, los siguientes argumentos muestran el camino que Euler siguié. Primero,
consideramos a la serie

:1_7.4_7_7'_}_... (B.3)

como un polinomio cuyas raices son nm, n € Z \ {0} y, por la formula de Newton, escribimos

senx JI2 .’172 .’Bz
p —<1‘ﬂ)<1‘227ﬂ><1‘w>“" (B4)

al desarrollar este producto e igualar con (B.3) se tiene que

2
x 1 1 1 9
1—3!—1---'—1—7T2<1+22+32+~->m +oee
Por lo que, al igualar los coeficientes de 22, podemos concluir que
NIRRT S
22 0 32 42 6

!Traduccion libre de inglés a espaiiol por el autor, tomado de [3] y traducido por A. Weil al inglés en [29] de los
escritos originales de Euler.
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Como puede notarse, en la prueba que hemos dado, no hay justificaciéon formal del producto infi-
nito involucrado. Esto fue un problema que Euler resolvié anos mas tarde, cuando dio el siguiente
argumento directo para deducir (B.4). Primero escribimos

sen x i (1+Lx)"—(1—iﬁ)"

n n

= lim : )
T n—00 2ix
y factorizamos los polinomios ‘ ‘
oty = S L)
n - i

2ix
de la siguiente forma

21—#(:052’”r
H 1**72;” n=2m+ 1.

cos &%
Notemos ademas que, por la regla de L’hopital, se tiene que
lm 1(1 + cos 2’”) — Ym (xcoskwm)Q _ 1 .
n—oo n? \ 1 — cos 2k7 z—0+ \ senkmx (km)?
Lo que sugiere que (B.4) se sigue cuando n — oo. Euler no coment6 nada en el paso al limite [28],

sin embargo un argumento riguroso anadiria s6lo la observacion de que, por el limite anterior, g, (z)
converge uniformemente a (B.4) ya que para todo z en el intervalo [—a, a] se tiene que

221+ cos 2£x a2
n2 ok = (7> :
n1— cos 2" km

Las investigaciones de Euler respecto a las constantes ((n), con n > 1, no terminaron aqui, ya que,
empleando la misma idea que le permitié calcular el valor exacto de ((2), Euler pudo calcular {(n)
paran = 2,4, ..., 12. En 1750, el logro de Euler fue atin mayor al obtener una férmula explicita
que determina el valor de ((2n) para todo n € N, la cual dedujo como sigue.

Primero, al derivar el logaritmo del producto (B.4) y sustituir z = 7s, tenemos que

o0

1 1 1
Teotws — — = -
s ; (n +s n-— s) ’
ademas, notemos que la funcién cot ws satisface
I e2ims 4 1 1 2ims 2ims
7TCOt7TS—g—'l7T m —g—g m—l‘i‘ 2 .
Como la serie de potencias de esta tltima expresion es
1 2irs 2ims 521
S<€2i7rs_1_1+ ) ”TZ ’

donde los coeficientes Bs,, son los nimeros de Bernoulli, Euler encontré que

i( 1 > 2’571'2 2n1
n+s mn—s '

n=1
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De donde, al calcular las derivadas de orden n en s = 0, Euler concluyé que

it 22nB2nﬂ.2n

Clon) = ()

Euler también estuvo interesado en las series ((2n + 1), con n > 1, sin embargo no tuvo el mismo
éxito que antes, ni siquiera pudo encontrar el valor exacto de la suma

11 1
(B) =1+ 5+t

33 “+ ...

A continuacion, deduciremos una férmula similar a (B.2) que relaciona a ((3) con ((2). Para este

fin usaremos la integral
b (—log(1 — )
dr = n! 1 B.5
| = e = i+ ) (B.5)

que puede deducirse mediante integraciéon por partes para todo n € N. En particular, al sustituir

n = 2, se tiene que .
1 (log(1 — ))? B

Primero, notemos que si H, =1+ 1/2+ ---+ 1/n, entonces

d‘;((logu—x))?) _QE‘;g_lx_‘” Z Zx _22an

de esto se sigue que

H
2 _ n_, .n+l
(log(1 —z))* = 231 e (B.7)

Una primera consecuencia de esta formula es que, al hacer uso de (B.6), se tiene que

@)=Y (nfl)g (B3)
n=1

Ahora, sea

x

1/2 2
J3:1/ (log(1 — )" ,
0

al sustituir la serie (B.7) en esta integral, tenemos que

J=S M
3_22n+1(n+1)2'
1

n—

Por otro lado, al hacer la sustitucion = 1 —t y expandiendo (1 —#)~! en serie geométrica, tenemos

que
Z/ t"(log t)?

al calcular cada integral por partes, tenemos que

! logt)? 21 2
/ t”(logt)th:t”“((ogt) _ 2losl >

1/2 n+1 (n+1)2  (n+1)3

1

9

1/2
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por lo que
(log2)? < 1 1 =1
= — —log?2 — =
Ty =¢3) 2 ;2% ©8 ;2%2 ;2"715

Note que la primera suma de esta ecuacion es log 2 mientras que la segunda esta relacionada con ((2)
mediante la formula (B.2). Al sustituir los valores de estas sumas en la expresion anterior, tenemos
que

1 o
Js=((3) - §C(2)log2 - ;:1 i3
De donde, al igualar las expresiones que hemos encontrado para Js, se sigue que

1 00 1 00 Hn
3)=-C2)log2+ Y ma >

y finalmente, al simplificar, tenemos que

H

_n
onp2’

¢(3) = %g(z) log2+ Y (B.9)
n=1

La misma idea sirve para deducir férmulas similares a (B.8) y (B.9) para otros valores de {(n) usando
las integrales

Jn+1 =

(=1)" /1/2 (log(1 — )"
0

n! T

que provienen de la integral (B.5). En esta, si hacemos la sustitucion de = por e~* produce

/OO fnlda;zr(nﬂ)g(nﬂ), n €N, (B.10)
0

ot _
donde -
F(s):/ t5 et at. (B.11)
0

En la siguiente secciéon veremos que se puede cambiar n por la variable compleja s y as{ tratar a las
constantes ((n) como casos particulares de una funcion de variable compleja. Ademés, demostrare-
mos con la ayuda de (B.10) que la funcion ((s) satisface

C(1—s)=2(2m) °cos(sm/2)T'(s)((s). (B.12)

Esta identidad fue descubierta hacia 1749 por Euler, verificando que se satisface exactamente para
todo valor entero de s y con un alto grado de precision para algunos valores racionales de s [6, 28].

B.3. La funcién zeta y los ntimeros primos

Mientras Euler realizé descubrimientos concernientes a los ntimeros primos estudiando a la serie que
define a ((s) en s € N. Dirichlet y Tchevyshev realizaron notables avances tratando a ((s) como
una funcién en la variable real s > 1. Nuevas investigaciones en el estudio de los nimeros primos
surgieron después de que Bernhard Riemann (1826-1866) trato a la serie que define a ((s) como una
funcion en la variable compleja s = o + it.

Por ello, el estudio de la funcion ((s) es parte importante de la historia del Teorema de los Ntumeros
Primos, que segin Goldstein: “
desarrollan y relacionan, nutriéndose unas a otras para construir una teoria coherente que explique
completamente los fendmenos observados [14].”

...provee un hermoso ejemplo de la forma en la cual las ideas se
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B.3.1. La ecuacioén funcional

Riemann introdujo la notacién ((s) a la literatura matemética en su memoria de 1860 Sobre el
numero de primos menores que una cantidad dada. En este escrito Riemann idedé una forma de
extender analiticamente la funcion zeta a C\ {1} y dio dos demostraciones de la ecuacion funcional
(B.12), descubierta anteriormente por Euler.

Teorema B.1 Si s = o + it, entonces la funcion ((s) definida por la suma (A.7) cuando o > 1, se
puede extender analiticamente a C\ {1}. Teniendo como unica singularidad un polo simple en s = 1,
con residuo 1. Ademds ((s) satisface la ecuacion funcional (B.12).

Demostracion. Al sustituir ¢ por nx en la ecuacion (B.11), tenemos que si 0 y n son positivos,
entonces la funcion Gama de Euler satisface

o
I'(s) = ns/ ¥ e dy,
0

luego, al sumar sobre n y utilizando la serie geométrica de (1 —e~%)7!, se sigue por el Teorema de
la Convergencia Mon6tona que

00 00 00 0o s—1
T(s)¢(s) = S T(s)n~" = Z/o g /0 ef —de, o> (B.13)
n=1 n=1

24m * Ahora, consideremos la integral
Cs 1 Zs—l
0 e Is) =05 | =19
o) 2mi Joe*—1
e “  donde C = C} + Cy + C3 es como en la figura 1, en la que hemos
supuesto que ¢ < 7. En esta integral z° = €*!°8% para todo s y
Figura 1

log z es real en el eje positivo real, de tal forma que en el corte que
hemos realizado en el plano complejo, si

z=re", r >0, —r<0<m,

entonces tenemos que
’ZS| _ 6Ulogr7t6’ _ raefté'
Luego, si |s| < Ay r es suficientemente grande, entonces la estimacion

o—1_ +ttrw A-1_Ax
e ro-le )2

< <e
er—1 er —1 ’

es véalida en C; y Cs, por tanto I(s) es uniformemente convergente en cualquier circulo donde |s| < A.
En consecuencia I(s) es una funcién entera.
Ahora, sustituimos re~"", ce’, y re'™ en vez de z en las curvas Ci, Co v Cs respectivamente. Si
escribimos g(z) = (e7% — 1)7!, entonces obtenemos que

™

. . w . .
2iml(s) = ('™ — ems)/ 5 rg(—r) dr + ics/ ezseg(cew) do,

—Tr
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lo cual podemos reescribir como

o0 S ™ . .
wl(s) = sen 71'3/ s g(—r) dr + % / e g(ce®)dd = I, (s, c) + I2(s, ¢).

Ya que zg(z) es holomorfa en |z| < 27, tenemos que |zg(z)| < A para |z| < 7, de lo cual deducimos
que si ¢ < 7 entonces |e*’g(ce?)| < Aje/c. Por lo tanto

o—1 ™
|I5(s,c)| < Alc 5 / e 0 do < Ayreteltlm, (B.14)
Ahora supongamos o > 1, por (B.14) la integral I2(s,c) — 0 cuando ¢ — 0. Por otro lado, al usar
la ecuacion (B.13) se tiene que

wl(s) = lim [;(s,c) = sensm /OO rs_lg(—r) dr =senmsI'(s)((s),
0

c—0
de lo cual junto con la ecuaciéon funcional de I'(s) deducimos que

wl(s)
senmsI'(s)

C(s) = =T(1—s)I(s). (B.15)

Como I(s) es una funcion entera, la ecuacion (B.15) define a
¢(s) como una funcién meromorfa cuyos polos son los polos de
I'(1—s) donde I(s) no se anula. Notemos que si s es un entero,
entonces el integrando en I(s) es una funcién univaluada de
z y su residuo en z = 0 es I(s), por lo que I(1) = -1y
I(2) =1(3) = --- =0, se sigue que los puntos 2,3, ... no son
polos de ((s) y como

(s =1)¢(s) = =T'(2 = s)I(s),

deducimos que s = 1 es un polo simple con residuo 1 ya que
—I'(1)I(1) = 1, esto prueba la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, sea ¢ < 0 y consideramos

Figura 2

1 Zs—l
I = — d
N(S) 27 C(N) e ?—1 %

donde C(NNV) es el contorno cerrado mostrado en la figura 2. En esta figura hemos elegido N como
un entero positivo para que el circulo exterior no pase por ninguno de los puntos 2nmi, de esta
forma podemos acotar a la funcién (e=* — 1)~! en el circulo de radio R = (2N + 1)7 mediante una
constante, digamos As.

Si escribimos z = Re, con —w < § < 7, entonces
Zsfl

e % —1

1
e % —1

U—le—tO

’ =e ‘ < AgRa_lem’r,

luego, en el circulo de radio R el modulo de Iy (s) es menor que Ay R€l!I™ vy por lo tanto tiende a

cero cuando N tiende a infinito ya que o < 0. Se sigue que In(s) — I(s) cuando N — oo.
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Finalmente, por el teorema del residuo de Cauchy, tenemos que

N N
In(s) = 3 (@nmi)* ! + (=2nmi)*L) = (e%<8—1>i n e%“s—lﬁ) 3 (@nm)e!
n=1 n=1
N
=2(27)% sen(ms/2) Z ns~t,
n=1

Como hemos considerado (1 —s) = 1 — o > 1, al hacer tender N a infinito, se sigue que I(s) =
2(27)* L sen(ws/2)¢(1 — s). Esto combinado con (B.15) nos da

(2m)*sen(ms/2)((1 — s) _ (2m)*¢(1 — s)
sentsT'(s) 2cos(ms/2)T'(s)’

(s) =
que es equivalente a (B.12). O

El trabajo de Riemann también estuvo relacionado con la localizacion de los ceros, p = o + it, de
C(s) en la region 0 < o < 1. Respecto a esto, él demostrd que si ¥(z) es la funcién de Tchevyshev
definida en (A.8) entonces

¢(0) 1

w(x):a:—zp:ij—c(o)—2log(l—x2).

De esta identidad, conocida como féormula explicita de Riemann, se puede deducir que si E(z) =
> 0 x” [ p, entonces el Teorema de los Ntumeros Primos es equivalente a demostrar que

E
im E®)

r—0o0 I

=0.

Riemann no pudo demostrar este aserto, pero en su memoria formul6é una serie de conjeturas con-
cernientes a la distribucién de los ceros no triviales de la funcién zeta, de las cuales la ecuacion
anterior se sigue facilmente [14]. Una de las més famosas es la llamada hipdtesis de Riemann, la cual
establece que la parte real de todos los ceros no triviales de la funcién zeta es 1/2.

Algunos de los problemas planteados por Riemann fueron resueltos més tarde por Jacques Hada-
mard (1865-1963) y Hans von Mangoldt (1854-1925). En 1896 Hadamard y Charles-Jean de La
Vallée Poussin (1866-1962) casi simultdneamente, demostraron el Teorema de los Nuimeros Primos.
Esencialmente las dos pruebas estan basadas en el hecho de que (1 + it) # 0 para todo t € R y no
en la hipotesis de Riemann.

B.3.2. Férmulas para log((s) y ¢'(s)/¢(s)

Antes de presentar la demostracion del Teorema de los Numeros Primos estableceremos formulas
que relacionen a las funciones ¢(z) y 7(x) con la funcién ((s), esto se deducira de ciertas formulas
de log ((s) y su derivada, es decir, de '(s)/((s). En el resto del capitulo consideramos s como una
variable real.

Notemos que, al tomar logaritmos en (A.7) y usando la serie de —log (1 — p~*), se tiene que

log¢(s) = =) log(1—p~*) = Zm;m
p

p7m
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de donde, al derivar y usar la serie de (1 —p~*)~!, obtenemos

('(s) ~—=p °logp ~—logp
C(S)_zp: 1—ps =2 '

ms
pm P
En las sumas anteriores p se toma sobre todos los primos y m sobre todos los enteros positivos.
Observamos que si A(n) es la funcién de von Mangoldt entonces la primera de estas identidades se
puede escribir como

log ((s) = Z né\l(:g)n’ (B.16)
n=2

ya que A(n) es igual a logp si n = p"™ y 0 en otro caso, por lo que la segunda identidad puede ser
reescrita igualmente como

{(s) _ A
O _nzl ot (B.17)

La validez de las operaciones que hemos realizado basados en el producto de Euler se debe a que con-
sideramos s > 1, de donde las series involucradas en (B.16) y (B.17) son uniformemente convergentes
usando el criterio de comparaciéon de Weierstrass para s > 1+ d con § > 0 fijo.

Con la definicion de 1 (z) y A(n) tenemos que

P(z) = Z logp = Z A(n). (B.18)

m<x n<lx

Ademas, si definimos

1
H(w):za, x>0
P

mgz

entonces esta funcion satisface

O(z) =)

Aln) 1 L
ogn m(x) + 571’(56 )+ (B.19)

Estas ecuaciones nos permiten observar que, las funciones II(x) y ¢ (z) son las sumas de los primeros
[z] coeficientes de las series de Dirichlet (B.16) y (B.17). Esto nos da una relacion entre la funcion
zeta y las funciones 7(x) y ¥(x), la cual estableceremos explicitamente con ayuda del siguiente
teorema.

Teorema B.2 Sea A\, Ag, ... una sucesion real creciente y no acotada. Definimos
C(x) = g Cn,
An<z

donde ¢, € C y la suma es sobre los indices n que satisfacen N, < x. Si X > A\ y ¢(x) es una
funcion que tiene derivada continua, entonces

X
Y ) =~ | Cla)¢/(z) dz + C(X)p(X). (B.20)

An<X A1
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Si ademds C(X)p(X) — 0 cuando X — oo, entonces

[e.o]

S b)) =— [ Cla)d(a) da,

n=1 A1

en caso de que ambos lados de esta ecuacion converjan.

Demostracion. Si denotamos por S al lado izquierdo de (B.20), entonces, usando el hecho de que
¢'(z) es continua, la siguiente cadena de igualdades se sigue

X
CXHX) =S = 3 en(@(X) = 60) = 3 / e (2) d

An<X A <X 7 An
X X
= Z cnd (z) dz = C(x)¢' () du.
A1 /\ngm A1

Esto demuestra la ecuacion (B.20); la otra igualdad se obtiene haciendo X tender a infinito ya que
C(X)p(X) tiende a cero. O

Sea A\, =n, ¢, = A(n)/logn y ¢(xr) = ~°, segn las estimaciones que hemos hecho en el Teorema
A6 y la ecuacion (B.19), tenemos que

o) = Y L T oit10g0) = o(1)

zslogn s

n<x

por lo que, al usar (B.16) y el teorema anterior, se sigue que

log ((s) = 3/100 I;(fl) dz. (B.21)

Ahora, elegimos A\, = n, ¢, = A(n) y ¢(x) = z~°, con las mismas estimaciones y (B.18), tenemos
que

oz = 3 M = P oi=stog ) = o(1).

de donde, al usar (B.17) y el teorema anterior, se sigue que

_¢(s) = 5/00 Ylz) dz (B.22)
1

¢(s) zstl

Las identidades (B.21) y (B.22) juegan un papel importante en el estudio de la funciéon 7(z). Para
muestra, probaremos en seguida el resultado de Tchevyshev citado en el capitulo anterior, que si
7(x)log x/x tiende a un limite cuando z tiende a infinito entonces este limite tiene que ser 1. Esto
se sigue como resultado del siguiente teorema.

Teorema B.3 Si A es el limsup comun y A el liminf comin de los tres cocientes (A.11) cuando
x — 00, entonces X <1 < A.

Demostracion. Escribimos f(s) = —('(s)/{(s) y sean

N = liminf (s — 1) f(s) y A =limsup (s — 1) f(s).

s—1+ s—1+
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Por el Teorema A.5 sabemos que A y A son

Y(z)

y A = limsup 71/1(37)7
T

T— 00

A = lim inf

r—00

ademaés por el Teorema A.6 estos numeros son finitos, por lo que si elegimos b > A, entonces

Y(z)/r < b para todos los z > z¢p = z0(b), ya que o depende de la eleccién de b. Con esta
estimacion deducimos de la ecuacion (B.22) que

o] i) © p
f(s):/l i]s(ﬁdx<s/1 i}s(fl)dx—i-s/ — dx

xog T

2o —b b
:s/ (@) xdx—i—s/ —de
1 1

$s+1 €T

) o o]
Ss/ |w(z)bgddat—i-s/ %dac
1 1

xs—‘rl T
sb
s—1

=sK(b) +

Asi que
(s =1)f(s) < K(b)s(s — 1) + sb,
donde K (b) es una constante que depende de xg, pero como esta constante a su vez depende de b
entonces K depende en tltima instancia de b y no de las variables = y s. Haciendo s — 17 tenemos
que A’ < by esto siendo valido para todo b > A implica que A’ < A, de la misma forma podemos
probar que A < X, por lo tanto
A< N <N <A (B.23)

Ahora, como 7% es una funcién decreciente de z para s > 1 fijo, tenemos que
[e's) oo 1 00
/ % dr < Z— < 1+/ % dzx,
1 n? 1
n=1
1 ]

1_8<C(s)<1_s.

Luego, (s — 1){(s) — 1 cuando s — 17. Por otro lado como log x/z* es una funcién decreciente de
T para T > e, tenemos que, al usar la sustitucién A

es decir

=¢Y cuando s — 1T

o0

_CI(S) _ Z logsn _ /oo log;:c da + O(l)
n=1 n 1 x
T _15)2 /0°° ye M dy +0(1)
-7 15)2 +0(1)
Por lo tanto .
(s=1)f(s) = W — 1, cuando s — 17,

como consecuencia tenemos que X' = A’ = 1, esto combinado con (B.23) nos da A < 1 < A, el
resultado deseado. O






Apéndice C

El Teorema de los Nuimeros Primos

C.1. Introducciéon

El objetivo del presente capitulo es exponer la demostracién del Teorema de los Nimeros Primos,
para ello estudiaremos propiedades de la funcién zeta como una funcién de variable compleja. En
este capitulo s = o + it.

C.2. La funcion zeta

Consideremos a la suma

1
G(s) = vy (C.1)
n=1
como una funcién en la variable compleja s = o + it. Cada término en esta serie es n™° = e~slogn

por lo que [n™*| = n~?. Luego, por el teorema de comparacion de Weierstrass la serie (C.1) es
uniformemente convergente para o > 1 4+ 4, donde J es cualquier cantidad positiva.

Por la observacion anterior ((s) es una funcion analitica en el semiplano o > 1, gracias a esto sus
derivadas pueden ser calculadas derivando término a término y las formulas (A.7), (B.16), (B.17),
(B.21) y (B.22) siguen siendo validas en el semiplano o > 1.

C.2.1. Continuacién analitica

Como estamos interesados en el comportamiento de ((s) cerca de la linea vertical ¢ = 1, es necesario
estudiar su extension analitica al dominio o > 0.

Teorema C.1 La funcion ((s), definida por (C.1) se puede extender analiticamente al semiplano
o > 0, teniendo como unica singularidad en este dominio un polo simple con residuo 1 en s = 1.

Demostracion. Por el Teorema B.2 con A\, =n, ¢, =1y ¢(x) = 2%, tenemos que

1 * [a] [X]
—_— = 1_
E e 8/1 x5+1dx+Xs’ o>

n<X

Si sustituimos [z] = z — (z), donde (x) es la parte decimal de x, entonces, al realizar la integral, se
tiene que esta igualdad se puede reescribir como



68 El Teorema de los Numeros Primos

1 s s X (z)dz 1 (X)
— = - - . C.2
Z ns (1—s)Xs1 +s—1 8/1 xstl +X5_1 Xs (€.2)
n<X
Como [1/2571 =1/X°"1 y |(X)/X?| < 1/X?, deducimos que haciendo tender X a infinito
s *° (x)dx
C(s):s_l—s/1 e (C.3)

Hemos obtenido esta ecuacion bajo la hipétesis o > 1, pero como |(z)/2z*T!| < 1/2°F!, la integral
en (C.3) es uniformemente convergente para o > §, donde ¢ es cualquier cantidad positiva fija. Por
lo tanto representa una funcion analitica, digamos I(s), en el semiplano o > 0. Esto nos permite
escribir a (C.3) como

s ¢(s)

((s) = 2o —si(s) = 22

Donde ¢(s) = s(1 + (s — 1)I(s)), es analitica en el semiplano o > 0, se sigue que la funcion ((s)
definida por (C.3) es analitica en el semiplano o > 0 excepto en s = 1 donde tiene un polo simple

con residuo 1, ya que ¢(1) = 1. O

C.2.2. El orden de la funcion zeta

Ahora estudiemos el comportamiento de |((s)| en el dominio o > 0, estamos interesados en puntos
s = o + it con |t| grande y podemos asumir por ahora que ¢ > 0 ya que ((s) y ((3) son conjugados
como se puede observar en (C.3).

En lo que sigue denotaremos con la letra A a cierta constante positiva, si escribimos A(a) es que la
constante A depende solo del parametro . Ademas, hacemos uso de la extension de la notacion O( f)
para funciones que tienen parametros. Por ejemplo, decimos que f(o,t) = O(t?) uniformemente en
un determinado intervalo de o, cuando ¢t — oo, si |f(o,t)| < kt° para todo t > ty y todo o en el
intervalo, donde k y g son independientes de t y o.

Teorema C.2 Sio > 1 yt>2 tenemos que
[((s)] < A1 logt, (C.4)
C'(s)] < Az(logt)?, (C.5)

ademds si 0 < § < 1 entonces para o > 0 yt > 1 tenemos

[C(s)] < As(a)t"°. (C.6)
Demostracion. Por (C.2) y (C.3) obtenemos, suponiendo que ¢ > 0, X > 1y t > 1, la siguiente
ecuacion . () 1 ~ (2)d
x)dx
- — = - ) C.7
- 5 = o e [ o

Haciendo uso de las estimaciones ¢t < |s — 1| y |s| < 0 + t se siguen las desigualdades

1 1 1 e dm
OIS S ot 5 + o 1ol [ o5



C.2 La funcion zeta 69

Luego, si ¢ > 1, entonces

11 1 (14t t
yc(s)\gzn+X+t+( % ) clogx+4+L,

X
n<X

tomando X =t obtenemos (C.4). Para obtener (C.5) derivamos (C.7)

g’(s)+zlog”:/:(f”)[sk’“—”dx_)(1_s< 1 +10gX+(X)logX)'

1 —5)2 _
= s xs ) s—1 X

Ahora suponemos ¢ > 1 y, razonando como antes,

1 1 2 2t
/ _— — JE— JE—
I¢'(s)] <log X ) ~+ o tlog X+ 1)L+ 5
n<X
2t
<log X(log X +2)+2+ X
Si X =t la desigualdad (C.5) es cierta.
Por tltimo si o0 > §, con 0 < § < 1, se tiene que
1 1 t 1
o< Y st (005
n<X
_ /[Xl de 1 8t
o x®  tXo9-l  §X09
X1 3t
< X104 =
s 7% Toxo
tomando X =t como antes tenemos que
1 3
t1_6 - 1 e
oo <t ({2514 5).
lo cual implica (C.6). O

C.2.3. Los ceros de la funcion zeta

Los ceros de la funcion zeta juegan un papel importante en el estudio sobre la distribucion de los
nameros primos ya que son singularidades de las funciones log ((s) y (’(s)/((s). Para los propositos
del presente escrito nos bastara saber que en la linea recta o = 1 la funcién zeta no se anula.

En primer lugar podemos observar facilmente que ((s) no tiene ceros en el semiplano o > 1 gracias al
producto (A.7) de Euler, ya que es absolutamente convergente y ningtn factor es cero. Sin embargo,
el producto de Euler no nos da informacién directa de los puntos que no pertenecen a este dominio;
aun asi, haciendo uso de las estimaciones precedentes podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema C.3 La funcion ((s) no tiene ceros en la linea o = 1, ademds si 0 > 1

1 o ((togt)
) = Olllog ), (€3)

uniformemente cuando t — oo.
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Demostracion. Observamos que si 6 € R entonces
0 < 2(14 cosf)? =3+ 4cosb + cos 20. (C.9)

Note que n™% = n~%(cos(tlogn) + isen(tlogn)), si consideramos o > 1 podemos usar la ecuacion
(B.16) para obtener

o0 oo
log [((o +it)| =R Z = Z cnn” 7 cos(tlogn),
n=2 n=2

donde ¢, = 1/m > 0 si n = p™ para algtn primo y 0 en otro caso, esto junto con (C.9) nos da

log |¢3(0)¢H (o + it)¢ (o + 2it)| = Z cnn” 7 [3 + cos(tlogn) + cos(2tlogn)] > 0,

n=2

de este modo A

SO o4 2i)

(o = D¢ |~ — (C.10)

o—1’

esta desigualdad muestra que el punto s = 1+t con |t| > 0 no puede ser un cero de ((s) si lo fuera
entonces ya que ((s) es analitica en los puntos 1+ it, 1 4 2it y tiene un polo simple con residuo 1
en s = 1, el lado izquierdo de (C.10) tenderia al limite finito |¢’(1 + it)|*|¢(1 + 2it)| mientras que el
lado derecho tenderia a infinito cuando o — 17, esto prueba la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte si suponemos o > 2 entonces

L =TT [0 ) < o <,

ahora sea 1 < o <2yt > 2 entonces por (C.10) y (C.4)

(o = DS(NPIC(o + it) ¢ (o + 2it)|
A3|¢(o +it)|* Az log 2t,

ya que log 2t < logt? = 2logt, por lo que

(0 —1)3

[((o +it)| > .

. (1<o<2,t>2). (C.11)
Seal<n<2sil<o<mn t>2por (C.5)

[((o +it) — C(n+it)| = < Ay(n —1)(logt)?,

U
/ (u+it)du

entonces usando (C.11)

IC(o +it)| > |C(n + it)| — Ag(n — 1)(logt)?
o (=1

— Ay(n — 1)(logt)?,
As(logt)
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esta ultima desigualdad se cumple también para n < o < 2, ¢ > 2, en virtud de (C.11), entonces es
verdad para 1 <o <2,t > 2.

Sin(t) =1+ (243A44) *(logt)~ entonces n(t) — 1 cuando t — oo, por lo que existe tg tal que para
todo t >ty se cumple 1 < n(t) < 2, ademaés n satisface

N

=Dt o a = 1)(logt)?,

As(logt)
es decir, sit >ty y 1 <o < 2 entonces
[C(o +it)] > Aa(n — 1)(logt)* = As(logt) ™",

esto prueba (C.8) con A =T7. O

C.3. Formula fundamental

Los resultados precedentes nos han permitido estimar el comportamiento de ((s) cerca de la linea
o = 1 y encontrar una formula de ¢’'(s)/{(s) en términos de ¥ (z). Nuestro trabajo por ahora es
encontrar una férmula en el sentido inverso, para ello debemos introducir la funciéon auxiliar i1 ()
que se define para > 1 como

b1 () = / " () du.

Si suponemos A\, = n, ¢(x) =z y ¢, = A(n) como en el Teorema B.2 entonces 1 (z) satisface

di(2) = 3 (@ - n)A(n), (C.12)

n<z

en seguida buscamos una formula de () en términos de ¢'(s)/{(s) con ayuda de (C.12). Como
primer paso demostraremos un teorema auxiliar.

Teorema C.4 Siy, k y c son constantes positivas con k entero entonces

< .

1 pas [ vEt

271 (C)s(s—i—l)--'(s—i—k)_ k‘<1_> , y>1,
: Y

donde (c) representa la linea o = ¢ recorrida de abajo hacia arriba.

Demostracion. Si f(s) = y®[s(s +1)--- (s + k)] !, entonces la integral sobre (c) es absolutamente
convergente ya que |f(s)| < y¢|t|7*~! en la linea de integracion y k > 0.

Siy > 1sea R > max{c,2k} el radio del circulo C' cuyo centro esta en s = 0 y denotamos por Jr a
la integral sobre el segmento que une a los puntos ¢ —¢1" con c+ 41"y por J¢, a la integral sobre el
arco C7 (véase figura 3) entonces aplicando el teorema de los residuos de Cauchy

Jr = 2miS + Jey,

donde S es la suma de los residuos de f(s) en los polos s =0,—1,..., —k.
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En el arco C se tiene o < ¢ por tanto |y*| = y? < y° y como
y > 1 también se cumple que

|s—{—n|2R—k¢>E, n=0,...,k,

entonces fi1
1 y°2
‘JC1 ‘

c2k+1
2 Rk+1 it 2R < £

Tk 7
por lo tanto Jp — S cuando T' — oo es decir

- 2m/ fls
Figura 3

y como el residuo de f(s) en s = —r es (—y)~"/rl(k —r)!, con r =0,

Y

., k, entonces tenemos que

Como consecuencia de este resultado tenemos que si x > 0y y = x/n por la ecuacion (C.12)
() n ~ An) / (z/n)*
— = 1——)A(n) =

donde segtn el Teorema C.4 un namero finito de integrales es no cero ya que y = xz/n < 1lsin > x
note ademés que en cada integral de esta formula ¢ > 0, pero si ¢ > 1 el orden de la suma y la

ds,

integral se puede intercambiar en virtud de que

> [

s < 2° A(n) / dt

Entonces si ¢ > 1, gracias a la ecuacion (B.17) concluimos que

W@ _ 1 [ e EAw, L[ ()
T 2mi /(C) s(s+1) nz:l d (

ne 7 2w Jig s(s + 1) C(s)) ds. (C.13)
C.4.

Formula asintotica

Nuestro siguiente paso es obtener una relacion asintotica a partir de la formula (C.13)

Teorema C.5 La funcion 11 (z) satisface

332

P1(w) ~

N | =

cuando x — 00.
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Demostracion. Supongamos x > 1 en todos los argumentos y reescribimos (C.13) como

¢1(.’L‘) _ s .7}5_1 P
- —/(C)g() ds, (C.14)

donde ) ) C’( )
96 = i s 1 1) (o)

Por los Teoremas C.1, C.2 y C.3, g(s) es analitica en o > 1 excepto en
s = 1 donde tiene un polo simple con residuo 1/2 lo cual se puede ver
de la ecuacion (C.3), por otro lado los Teoremas C.2 y C.3 nos permiten
estimar |g(s)|, para ello suponemos o > 1y |¢| suficientemente grande
digamos [t| > to, asi

lg(s)| < Ax]t|*Az(log [t])* As(log |t])".

Recordemos que si A y o son positivos entonces (log )4 /t* es una funcion
decreciente de ¢ para t > e/ es decir podemos elegir ¢y tal que la
estimacion anterior sea menor que |t|~¢ para cualquier nimero ¢ con
0 < ¢ < 2, en nuestros calculos es conveniente ¢ = 3/2, de este modo

gl < [8172, (0= 1, [t > to). (C.15)

Seae >0y U >T = 4/e® > tg, consideremos el conjunto cerrado € de
la figura 4, donde « satisface 0 < a < 1 y se ha elegido de tal manera
que en el rectangulo [a, 1] x [T, T] la funcién ((s) no tenga ceros, esto
es posible ya que ((s) es analitica en  \ {1} y no tiene ceros en la linea
o = 1, por lo que existe un conjunto abierto que contiene a todos los
puntos s = 1 + it donde la funcién zeta no se anula, por supuesto la

to -

R

L

(s)

L, P

\l>§

LQ\
/1+

T

c+1U

—to A

1—
ya

/]

Ly

(8

Ly P

Figura 4

c—iU

elecciéon de a depende de la eleccidon de T y esta a su vez depende de ¢, por lo que a depende sélo

de e.

Lo anterior asegura que la tnica singularidad de g(s)z*~! en Q sea s = 1, por lo que al aplicar el

teorema del residuo de Cauchy obtenemos

1
/ g(s)z*tds = =,
o9 2

(C.16)

como la funcién g(s)z*~! toma valores conjugados para valores conjugados de s la norma de las
integrales de esta funcion en los segmentos w; y ws es la misma y al usar (C.15) satisface

/ g(s)z*tds| < xc_l/ lg(o +iU)| do <
w1 1

(c—1)zct
Us/2

)

por lo tanto tiende a 0 cuando U — oo, de modo que podemos reescribir a (C.16) usando (C.14) de

la siguiente forma

W () _/ w1 1%
1132 - (C) g(S)x - 92 +;Jk7

donde J; es la integral de g(s)z*~! en el segmento L;.
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Si demostramos que |J;| tiende a 0 cuando x — oo habremos terminado, segin las observaciones

previas |Ji| = |J5| v |J2| = |J4| por lo que basta estimar |Ji|, |J2| y |J3]. En primera instancia
o . oo oo
|J1| = / g(1 +it)z™ dt‘ < / lg(1 +it)| dt < / t] 732 dt = e,
T T T

ahora si M es el maximo de |g(s)| en los segmentos finitos Lo, L3 y L4 entonces

1 1
| Jo| = / glo + T2t do| < M/ 2" Vdo < ,
a o log
de forma similar .
|J3] =2 ‘/ gla+ it):vaﬂt_l dt‘ < 2MTz% 1,
0
por lo tanto si x > xg = exp{4TM/e(1 — a)} entonces
Pi(z) 1 2M  2MT
—l< il
x2 2| — 2et logz xl-@ <36
es decir ¥y (z)/2* — 1/2 cuando x — oo. O

Con esta relacion asintotica ya estamos en posicion de inferir algo acerca del comportamiento de
Y(x)/x cuando z — oo, para ello debemos demostrar un resultado auxiliar.

Teorema C.6 Sea c1,co, ... una sucesion de nimeros positivos,

C’(x):ch Yy Cl(x):/GC(u)du.

n<x

c

Si ¢ y C son constantes positivas tales que C(x) ~ Cx¢, cuando x — oo entonces C(x) ~ Cex®!

cuando x — 00.

Demostracion. Sea 0 < o < 1 < . Como ¢, > 0, C(u) es una funcion creciente por lo que si z > 0

1 pz _ C1(Bz) — Ci(2)
fo—a), CWE=""GT00

C(x) <

al dividir por 27! se tiene

C’(:):)< 1 (Cl(ﬁx)

C
N F - l(x)>

(Bz)e e

Si mantenemos [ fijo y  — oo, entonces ya que C1(y)/y¢ — C cuando y — oo

) Clz) _ p°—1
hin_)sip o §Cﬁ_1,

de esta misma forma considerando el intervalo (ax, ) podemos probar que

C 1—af
lim inf (= >C a
z—oo ¢!

1—a’
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Podemos elegir a y ( arbitrariamente cerca de 1, por lo que las expresiones a la derecha de estas
dos ultimas desigualdades se pueden hacer tan cerca como se quiera de Cc (la derivada de Cz¢ en

x = 1), por lo que
C C
lim inf (z) = lim sup (2) =Cec,
r—o0 1 0o re—1

que es equivalente a C(x) ~ Ccz®! cuando x — oc. O

Para demostrar el teorema de este capitulo, sélo tenemos que poner en orden los resultados de los
teoremas anteriores.

Teorema C.7 (Teorema de los Nuameros Primos) Si7(z) es la cantidad de primos menores o

iguales a x entonces
x

m(x) (C.17)

- log x’

cuando r — 00.

Demostracion. Por el Teorema C.5, 11 (x) ~ 22/2. Ya que A(n) > 0, se sigue del Teorema C.6 que
Y(z) ~ x, lo cual segtin el Teorema A.5 es equivalente a 7(z) ~ x/log . O

C.5. Dos consecuencias aritméticas

Gracias al Teorema de los Numeros Primos podemos inferir algo acerca del comportamiento asinto6-
tico de p, cuando n tiende a infinito.

Teorema C.8 Sip, es el n-ésimo nimero primo entonces
Pn ~ nlogn,
cuando n tiende a infinito.

Demostracion. Debemos probar que

1
lim 08" _q. (C.18)
n—oo pn
. : . nlogpy
Usando la ecuacion (C.17) con z = py,, se tiene que 7(p,) = n y por lo tanto lim ——=— =1 de
n—oo pn
donde se sigue que logn + loglog p,, — log p,, — 0 cuando n — oo, luego
1
lfm —2™ — 1
n—oo log pr,
y por lo tanto
., nlogn ., nlogp, logn
lim = lim ————— =1,
n—oo Pp n—oo  p, logpp
lo cual demuestra (C.18). O

Ademéas podemos hacer la siguiente estimacion que se usa para demostrar la irracionalidad de ¢(3).

Teorema C.9 Si d, es el minimo comin maltiplo de 1,2,...,n, entonces para todo € > 0 existe
N € N tal que
1= < g, < eI+am, (C.19)

para todo n > N.
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Demostracion. Primero notamos que debido a la ecuacion (A.10) se satisface logd,, = ¢ (n), donde
¥ es la funcion de Tchevyshev definida en (A.8), después usando los Teoremas A.5 y C.7
lm logd, _ lim m(n)logn

n—00 n n— oo n

=1.

Entonces para todo € > 0 existe N € N tal que

log d,

1—€e< <1+e¢,

n

para todo n > N, el resultado se sigue por la monotonia de la funcién exponencial. O
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