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Resumen

En este trabajo se presentan dos métodos numéricos para resolver problemas de
conveccién-difusion no lineal con término convectivo dominante.

El primer método consiste en la descomposicion de operadores, el cual desacopla
la ecuacién en subproblemas mas sencillos. El segundo método extiende el esquema
TVD Flux-Limiter a ecuaciones hiperbdlicas no lineales con términos difusivos.

Abstract

In this work we present two numerical methods to solve non-linear convection-
diffusion equation with dominant convective term.

The first method consist in the operators decomposition, which decouples the
partial differential equation in simpler subproblems. In the second method a recently
TVD Flux-Limiter scheme is extended for numerical resolution of non-linear partial
differential equations of hyperbolic type with diffusive terms.
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CAPITULO 1

Introduccion

Motivacion

Diversos problemas de interés cientifico, tecnoldgico y social en diferentes campos
de la ingenieria y las ciencias aplicadas tienen como modelo matematico la ecuacién
de conveccién-difusion. La ecuacion de conveccidon-difusion es una ecuacion de evolu-
ci6én para una funcién u(z,t) que puede representar la concentracién de una especie
quimica, la velocidad de un fluido, el precio de una accién o la temperatura de un
gas. Esta ecuacién es un modelo simple pero no obstante muy interesante en el que
aparecen simultaneamente difusién y conveccién no lineal.

La presencia del término de difusion tiene un efecto regularizante sobre las solu-
ciones para t > 0, en muchos casos el término difusivo es mas pequeno que el término
convectivo, dando lugar a problemas de convecciéon dominante. Incluso en algunas
situaciones el término difusivo se vuelve degenerado, como ocurre en algunos mode-
los de valoracién de productos financieros (ver [26]).

Este hecho ha desembocado en que los algoritmos conocidos presenten dificul-
tades importantes con respecto a la solucion ya que producen oscilaciones cuando la
solucién es discontinua o posee cambios rapidos, otros métodos previenen la apari-
cién de estas falsas oscilaciones numeéricas pero contienen una excesiva disipacién
numérica en todos los puntos del mallado e incluso donde la solucién es suave. Por
lo tanto, es necesario utilizar esquemas no oscilatorios para la correcta resolucién de
problemas con discontinuidades, choques o cambios rapidos.



Objetivo

Es por ello, que el objetivo de esta tesis, es obtener métodos numéricos para
resolver de manera eficiente la ecuacion de problemas de conveccién-difusion no lineal
como:

U — Vg + f(u), =0, x€la,b,0<t<T, (1.1)
donde v representa el coeficiente de difusion que tomaremos constante, u : R x R —
R™ es una funcién representativa del fenémeno velocidad, temperatura, concen-
tracién, etc. y f : R™ — R™ se le conoce como el vector de flujos de w.

Antecedentes

Es un hecho bien conocido que para problemas hiperbolicos es mas complica-
do desarrollar métodos numéricos precisos y estables que para problemas elipticos o
parabodlicos. Por este motivo, en los ultimos anos se ha llevado a cabo una intensa
actividad investigadora en el desarrollo de métodos numéricos que proporcionen apro-
ximaciones mas precisas y estables del término convectivo en ecuaciones hiperbodlicas
(ver por ejemplo [8], [15], [22]), los cuales utilizaremos en la solucién de la ecuacién
de conveccion no lineal.

En este trabajo proponemos dos estrategias para aproximar la soluciéon de pro-
blemas con conveccién dominante y/o discontinuidades: método Splitting Strang y
método Viscous TVD Flux-Limiter. Estos métodos presentan buenas propiedades, lo
que hacen de ellos una herramienta eficaz para la resoluciéon numérica de problemas
de conveccion.

El método Splitting Strang para la ecuacion de conveccién-difusion no lineal com-
bina una descomposicién de operadores en la discretizacion temporal y diferencias
finitas en la discretizacién espacial. Algunas de las ideas bésicas de la descomposi-
cién de operadores fueron desarrolladas por Marchuk [23]. Como otros métodos de
descomposicion de operadores, nos permite desacoplar la ecuaciéon de conveccion-
difusion, en un problema de difusién y un problemas de conveccién. La solucion de
los subproblemas anteriores se realiza mediante métodos iterativos que conducen a la
solucién de problemas lineales parabdlicos: Euler Explicito, Euler Implicito o Crank-
Nicholson y TVD Flux-Limiter para el problema de tipo adveccién no lineal.

Los métodos de descomposiciéon de operadores son muy versétiles y pueden
aplicarse en muy diversas situaciones: resolucion de sistemas algebraicos [14], las
ecuaciones de Navier-Stokes [32], el sistema de la termoelasticidad [32] y El método
de la descomposicion de dominios para EDP “s [4].
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El segundo método propuesto para resolver la ecuacién (1.1) es un algoritmo
Viscous Flux-Limiter. Este método es la extension del algoritmo desarrollado por
Jerez y Uh [15] para flujos convectivos-difusivos. La ecuacién de conveccién-difusion
no lineal esta dominada por la conveccién, el término convectivo puede dar lugar a
oscilaciones numéricas que desencadenen inestabilidades, provocando que las apro-
ximaciones numéricas no converjan a la solucion. Jerez y Uh describen un método
TVD (Total Variation Diminishing) en [15] para la ecuacién de conveccién no li-
neal. Este método conservativo hiperbdlico da una buena aproximacién numeérica
a las soluciones sin oscilaciones cerca de las discontinuidades. Las simulaciones rea-
lizadas en este articulo indican que el método TVD Flux-Limiter desarrollado por
Jerez y Uh no genera oscilaciones para CFL < 1, y es éptimo en el sentido de que
permite la mayor CFL para esquemas explicitos, CFL = 1 ([3], [6], [28], [18]). El
método TVD-Flux-limiter consigue evitar la generacion de oscilaciones espurias que
se producen cerca de las discontinuidades.

Estas cualidades del método TVD-Flux-limiter hacen que sea plausible su ex-
tensién a problemas hiperbdlicos con términos difusivos, es decir, a problemas de
conveccién-difusion no lineal dominados por el término convectivo. Con este método
se consigue evitar oscilaciones en cercanias de las discontinuidades y en presencia de
términos convectivos fuertes.

Metodologia

El presente trabajo esta estructurado de la siguiente manera:

= En el Capitulo II se presentan los conceptos de esquemas en diferencias finitas
y definiciones basicas que deben de cumplir dichos métodos tales como con-
sistencia, estabilidad para que se tenga convergencia. Se hace una descripcién
de diferentes esquemas numéricos para resolver problemas de difusién y con-
veccidn no lineal. Estos esquemas posteriormente se aplicaran en los siguientes
capitulos al problema de conveccién y difusion que surgen en la descomposicién
de operadores de la ecuacion de conveccion-difusion no lineal.

= En el Capitulo III se describe el esquema numérico de descomposiciéon de ope-
radores Splitting Strang aplicado a la ecuacién de conveccién-difusion no lineal.
El Splitting combina una descomposicién de operadores en la discretizacién
temporal de segundo orden y nos permite desacoplar la ecuacién de convec-
cion-difusion obteniéndose problemas de tipo parabdlico lineal e hiperbélico no
lineal.



= En el Capitulo IV se analiza una extensién del método TVD Flux-Limiter, des-
crito en el Capitulo II para la ecuacién de conveccion-difusién no lineal, al cual
llamamos Viscous TVD Flux-Limiter y realizamos un andlisis numérico com-
pleto para determinar propiedades importantes como error de truncamiento,
consistencia, convergencia y TVD-estabilidad.

= En el Capitulo V se presentan resultados numeéricos del método Splitting Strang
y Viscous TVD Flux-Limiter para la ecuacion de conveccién-difusion. En esta
parte comparamos ambas aproximaciones con la solucién exacta en problemas
estandar donde la solucién es conocida.

= Se completa la tesis con las secciones de conclusiones, bibliografia y apéndices,
donde se desarrollan algunos conceptos basicos de EDP ’s y teoremas usuales
de métodos numéricos para EDP “s.



CAPITULO 2

Métodos en Diferencias Finitas

En general, encontrar la solucién explicita de una ecuacién diferencial parcial
resulta dificil. Esta dificultad puede tener diversos origenes, tales como la presencia
de fronteras irregulares, hasta la existencia de términos no lineales en las ecuaciones
mismas. Por lo tanto, en la mayoria de los casos la tinica opcién es aproximar numéri-
camente a la solucion a la ecuacion.

Existen muchas formas distintas de resolver ecuaciones diferenciales parciales de
forma numérica. Los métodos méas populares son: las diferencias finitas, los elemen-
tos finitos, los volimenes finitos y los métodos espectrales ([17], [19], [20]). Todos
ellos tienen ventajas y desventajas. En realidad, cada uno de ellos puede ser el mejor
segtn la aplicacion que se considere. Nos limitaremos a estudiar el método de dife-
rencias finitas (MDF) por ser el método conceptualmente més simple que no requiere
transformar la EDP.

El MDF se basa en el desarrollo en series de Taylor. Requiere cierta regularidad
en la malla de trabajo, por lo que resulta eficiente en geometrias especiales no muy
irregulares. La discretizacion del problema, requiere reducir el dominio a un conjunto
finito de puntos.

Como se dijo anteriormente el objetivo principal de esta tesis es obtener métodos
para resolver numéricamente la ecuacién diferencial parcial parabdlica no lineal

up + f(u)e = Vg, (2.1)

donde v es contante y f una funcién no lineal de u. Para asegurar la existencia y
unicidad de la solucién en (2.1) considérese condiciones iniciales suaves y condiciones
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de contorno tipo Dirichlet, véase Apéndice A. Aunque también se estudian solu-
ciones para problemas con condiciones iniciales discontinuos en los que se conoce su
solucién [34].

Otra manera de ver la ecuacién (2.1) es como un sistema de dos ecuaciones. Una
de ellas, la conocida ecuacion del calor

Up = Vigy, (2.2)
y la otra, una ecuacion hiperbdlica de primer orden no lineal
u + f(u), =0. (2.3)

En particular se demuestra en base al Teorema de Lie, véase Apéndice D, que la
solucién de la ecuacién (2.1), se puede obtener resolviendo cada una de las ecuaciones
(2.2) y (2.3), esto 1ltimo se analiza en el siguiente capitulo.

Con la intencién de resolver numéricamente los modelos (2.1) y el (2.2)-(2.3), en
este capitulo iniciaremos revisando los métodos en diferencias finitas mas conocidos
para las ecuaciones (2.2) y (2.3), asi como un estudio de sus propiedades cualitativas:
consistencia, estabilidad y convergencia.

2.1. Aproximacién de derivadas mediante diferen-
cias finitas

El método de diferencias finitas se basa en el teorema de Taylor para aproximar
las derivadas. El Teorema de Taylor que a continuacién enunciaremos, nos dice que
bajo ciertas condiciones, una funcion puede expresarse como un polinomio de Taylor
mas un cierto error.

Teorema 2.1. Taylor [2]. Sea f continua en [a,b] y con derivadas hasta de orden n
continuas también en este intervalo cerrado; supdngase que f"FV(z) existe en (a,b),
entonces para x y x, € (a,b) se tiene

f(2) (z0)

N f(n) (z0)
2! ’

n!

f(l') = f(l'o) + f/<$0)<£€ — 330) + (33’ — .1'0)2 +.. (l’ — .To)n + Rn(f),

donde Ry(f) = [ 0O (w —tydt 0 Ru(f) = Lot ® (@ — wo)™ldt, € € (o, ).

Consideremos los desarrollos de Taylor de orden 4 para u(x + h) y u(z — h),
entonces se tiene que

1 1 1
w(x+h) = u(z)+hu'(z) + §h2u”(:)3) + ahgu'"(l‘) + ﬂh‘lu”"(fl) donde & € (z,z+h)
(2.4)
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y

1 1 1
w(x—h) = u(x)—hu'(z)+ §h2u”(m) - ghgu'"(x) + ﬂh4u""(€g) donde & € (z—h, x)
(2.5)
Al sumar (2.4) y (2.5) se obtiene

4

) (@), (26)

u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + h*u"(z) + 5

que es igual a
u(z + h) +u(z — h) = 2u(z) + h*u"(z) + O(RY), (2.7)

donde O(h*) denota los términos que contienen potencias de h de orden 4. Asumiendo
que estos términos son pequenos en relacion con las potencias menores de h, se sigue
que

u'(z) =~ %{u(m +h) —2u(x) +u(x — h)}, (2.8)

con un error de truncamiento de orden h?. Al restar la ecuacién (2.5) de la ecuacién
(2.4), y despreciar los términos de orden h* se obtiene

u'(z) ~ %{u(m +h) —u(x —h)}. (2.9)

La aproximacién (2.9) es de orden h? y aproxima la pendiente de la tangente en el
punto (z, u(z)) mediante la pendiente de la recta que pasa por los puntos (x—h, u(z—
h))y (x+h,u(z+h)). Esta aproximacion se conoce como aproximacién por diferencias
centradas. También se puede aproximar la pendiente de la tangente en (z, u(z)) por la
pendiente de la recta que pasa por los puntos (z, u(z)) y (x—h,u(z—h)), obteniendo
la aproximacién por diferencias regresivas o de Euler Atrasadas de orden h

1
v (z) ~ E{u(m) —u(x —h)}, (2.10)
o por la pendiente de la recta que pasa por los puntos (z + h,u(z + h)) y (z,u(x)),
obteniendo la aproximacién por diferencias progresistas o de Euler Adelantadas de
orden h

o (z) ~ %{u(x +h) — u)) (2.11)

Ahora, tomemos una funcién u de las variables z y ¢t y un rectangulo R = {(z,%),0 <
x < L,0 <t <b}. Dividamos R en m por N rectdngulos de lados Az = h, At = k
y definimos los puntos de la malla z; = jh y t, = nk donde j = 0,1,...,m y para
n=0,1,..., N (véase figura 2.1). A continuacién desarrollamos las aproximaciones
para las derivadas de u(z,t) en los puntos de la malla como en (2.8). Entonces

Pu  u{(j +Dh,nk} = 2u{jh,nk} +u{(j — 1)h,nk}
oz), = 2 ’

(2.12)
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que es equivalente a

0%u M 200+ U
— ~ ) 2.13
(ax2>j,n h’2 ( )

Donde U € R™ es la aproximacion de la solucion exacta u = u(z;,t,) en los puntos
discretizados. De manera similar, obtenemos la aproximacién

<a2u) Urtt —2ur + Ut
o2 = 2 :
o)., k
De las ecuaciones (2.10) y (2.11) se siguen dos aproximaciones para du/0t en u(z;, t,,)
son »
0 ure =ur
Sl R (2.14)
ot k

ou Ur—urt

Las aproximaciones (2.13), (2.14) y (2.15) se conocen como aproximaciones en dife-
rencias finitas a las derivadas parciales de una funcién w.

n—+1

(st tn)

J—1 J Jj+1
X

Figura 2.1: Discretizacién del dominio R.

Por ejemplo si tomamos la ecuacién diferencial de adveccién lineal
U + aug =0 (2.16)

donde a € R, un método en diferencias finitas sera el obtenido de aproximar u, por
(2.11) y u; por (2.14) obteniendo

n+1 n n n
u" =Uj +an+1—Uj _

2.1
. =0, (217)
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que es equivalente a
Ut = (14 B)UT — U, (2.18)

k
donde 8 = %

Definicién de O(h)

Usamos la notacién O(h?) para denotar el error de la aproximacién y se lee “de
orden p”. Si f(h) y g(h) son dos funciones de h, entonces decimos que

f(h) =0O(g(h)) h—0,
si existe una constante C' tal que

f(h)

‘—Eh) ‘ <C para todo h suficientemente pequeno,
g

0, equivalentemente, si podemos acotar
|f(R)| < Clg(h)] para todo h suficientemente pequeiio.

Intuitivamente, esto significa que f(h) decae a cero al menos tan rdapido como la
funcién g(h) lo hace.

2.2. Propiedades Cualitativas de los Métodos en
Diferencias Finitas

En este apartado se comentan algunas de las propiedades que puede tener, y en
general es conveniente que tenga, un esquema numérico (véase [21]). Cuando en ade-
lante se discutan los distintos esquemas, el hecho de poseer o no estas propiedades
dara inmediatamente una idea de sus capacidades y limitaciones.

Los métodos basados en las diferencias finitas pueden ser de dos clases: ex-
plicitos e implicitos. Los esquemas explicitos son aquellos en los que el calculo de
las variables en un instante de tiempo se efectia tan solo con los valores que toman
en el instante anterior. Por el contrario, un esquema implicito evalda las variables en
un punto del espacio en funcién de valores en otros puntos del espacio en el mismo
instante, por lo que se debe resolver en cada paso de tiempo un sistema de ecuaciones
que englobe todas las variables en todos los puntos del espacio en el instante t"*.
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Los esquemas explicitos tienen un coste computacional pequeno en cada paso de
tiempo, pero presentan el inconveniente de requerir pasos de tiempo muy pequenos
durante el calculo para que resulten estables. Los esquemas implicitos tienen la ven-
taja sobre los esquemas explicitos que son incondicionalmente estables, aunque en
ocasiones el andlisis de la convergencia de estos métodos resulta dificil de obtener y
son mas caros computacionalmente.

La multiplicidad de posibles aproximaciones nos lleva a la siguiente pregunta:
. Coémo saber en qué caso usar una cierta aproximaciéon y no otra? Desgraciadamente,
no existe una respuesta general a esta pregunta. Sin embargo, si existen guias que nos
permiten escoger entre distintas aproximaciones en ciertos casos. Estas guias tienen
que ver con los conceptos de consistencia, convergencia y estabilidad.

Estamos interesados en estudiar inicamente métodos explicitos de dos niveles
por su sencillez en calculos matemédticos y computacionales frente a los métodos
implicitos. Estos métodos pueden ser escritos de la forma

Un+1 _ Hk(Un),

donde U™*! representa el vector de aproximacién U ;‘“ en el tiempo t,11 v Hy
es un operador en diferencias. El valor U ]’7“ en un punto particular j tipicamente
depende de varios valores del vector U", entonces escribiremos

Ufﬂ = H(U"; j).
Por ejemplo para la ecuacién de adveccién lineal (2.16),
U;'Hl = (1 +ﬁ)an - jn+17
tenemos que el operador H; toma la forma

Hy (U™ 5) = (1 +ﬁ)UJn —p ;l+1-
Error de truncamiento local y consistencia

Definicién 2.1. Para un método cualquiera de dos niveles, definimos el error de
truncamiento local [21] por

Thi(z,t) = %[u(m, t+k)— Hp(u(-t);x)].



Capitulo2. Métodos en Diferencias Finitas 11

Tipicamente tenemos que
Th,k(.f, t) = O(hp) + O(kq),

para algunos enteros p y q.

El error de truncamiento local, 7, (x,t), se puede entender como una me-
dida local de qué tan bueno es el modelo discreto en diferencias finitas con respecto
al modelo diferencial del que se parte.

El error se calcula reemplazando la aproximacion Uj* del método por la solucion
real u(x;,t,). La solucién real de la ecuacién diferencial parcial es una aproximacién
de la solucién de la ecuacion en diferencias. Entonces la sustitucién de la ecuacién
real en las ecuaciones en diferencias nos dard un indicador de que tan bién la solucién
de la ecuacion en diferencias satisface la ecuacién diferencial. Para ello el error se
calcula reemplazando la aproximacién del método por la solucién real

Consideremos una cierta aproximacion en diferencias finitas a la solucién de una
ecuacién dife-rencial. Cuando la malla se refina (es decir, cuando At y Az se hacen
cada vez mas pequenos), uno esperaria que la aproximacion fuera cada vez mejor
en el sentido de que los errores de truncamiento se hacen cada vez mas pequenos.
Buscamos entonces que en el limite continuo de nuestra aproximacion se acerque a
la ecuacién diferencial original y no a otra. Cuando esto ocurre localmente se dice
que nuestra aproximacién es “consistente”. En general, esta propiedad es muy facil
de ver de la estructura de las aproximaciones en diferencias finitas. La consistencia
es fundamental en una aproximacién en diferencias finitas. Si falla, aunque sea en
un solo punto, implica que no recuperaremos la solucién correcta de la ecuacién
diferencial.

Definicién 2.2. El método es consistente [21] si
I7hk (2, )] =0, Vh,k— 0.

Definicién 2.3. Decimos que el método es de orden p en el tiempo y orden q en
el espacio [21] si para datos iniciales suficientemente suaves con soporte compacto
1 existe constantes C; y Oy tales que

| Thi(z, t)|| < C1kP + Coh?,  VEk < ko, t <T.

Estamos interesados en conocer que tan bien U;" aproxima la solucion real, en-
tonces definimos el error global como la diferencia de la solucion real y la solucién
calculada.

1Se dice que una funcién tiene soporte compacto si el conjunto donde no es nula conforma un
conjunto cerrado y acotado
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Definicién 2.4. Definimos el error global [21] de un método como

Ej” = U;L — u?’ Vi, n.

La consistencia es solo una propiedad local: una aproximacién consistente se re-
duce localmente a la ecuacion diferencial en el limite continuo. En la practica, estamos
realmente interesados en una propiedad mas global. Lo que realmente buscamos es
que la aproximacién mejore en un tiempo finito T cuando refinamos la malla. Es
decir, la diferencia entre la solucion exacta y la soluciéon numérica en un tiempo fijo
t debe tender a cero en el limite continuo. Esta condicién se conoce como “conver-
gencia”.

La convergencia es diferente a la consistencia: esquemas consistentes pueden no
ser convergentes. Esto no es dificil de entender si pensamos que en el limite cuando
At tiende a cero, un tiempo finito T se puede alcanzar solo después de un nimero
infinito de pasos. Esto implica que incluso si el error en cada paso es infinitesimal,
su integral total puede ser finita. La solucién numérica puede incluso divergir y el
error resultar infinito.

Definicién 2.5. Decimos que el método es convergente [21] para alguna norma
en particular || - || si

|E"|| — 0, n — .

En general es muy dificil verificar analiticamente si un esquema de aproximacion
es convergente o no lo es. Numéricamente, por otro lado, es muy facil ver si la solucion
aproximada converge a algo (es decir, no diverge). Lo dificil es saber si la solucién
numérica converge hacia la solucién exacta y no a otra cosa. Por ello, la siguiente
propiedad resulta importante para eliminar esta dificultad.

Independientemente del comportamiento de la solucién a la ecuacién diferencial,
debemos pedir que las soluciones exactas de las ecuaciones en diferencias finitas
permanezcan acotadas para cualquier tiempo finito T y cualquier intervalo de tiempo
At (el error global esté acotado cuando crece n con h fijo). Este requisito se conoce
como “estabilidad”. En esta tesis tomamos la definicién dada por Lax-Richtmyer.

Definicién 2.6. : Estabilidad Lax-Richtmyer
Decimos que un método es estable [21] si para cada tiempo T existe una constante
C y un valor kg > 0 tal que

|HE < C, Vnk < T,k < k.
Notese que el método en particular es estable si ||Hy|| < 1, dado que

IHE < IHell™ <1, Vn, k.
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Un resultado fundamental de la teoria de las aproximaciones en diferencias finitas
es el teorema de Lax (para su demostracién ver [31], ya que en esta Tesis solo uti-
lizamos su resultado, ya que nos concentramos en su demostracién), en el cual estos
conceptos estan relacionados:

Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer

Teorema 2.2. Un esquema que es consistente para un problema de valores iniciales
lineal bien planteado para una ecuacion diferencial parcial en diferencias finitas es
convergente si y solo si es estable. (ver apéndice A)

Este teorema es de gran importancia pues relaciona el objetivo final de toda
aproximacion en diferencias finitas, es decir, la convergencia a la solucién exacta, con
una propiedad que es mucho mas facil de probar: la estabilidad. Lax establecié con
el las condiciones bajo las cuales una implementacion numérica da una aproximaciéon
valida de la soluciéon a una ecuacién diferencial.

2.3. Ecuacion de Difusion

La Ecuacién de Difusion constituye una herramienta de gran utilidad para dar
solucién a problemas de flujo de calor en cuerpos determinados. Si u(z,y, z,t) es la
temperatura en el punto (z,y, z), en un instante ¢, la ecuacién es

u = o> V.

Esta ecuacion aparece también en una gran variedad de problemas de la fisica
matematica, por ejemplo, la concentracion de material en difusion, la propagacién
de olas en canales de gran longitud, y la transmisién en cables eléctricos. En la ter-
modinamica, la ecuacion de difusién puede ser aplicada en tres situaciones: cuerpos
sélidos (tres dimensiones), placas (dos dimensiones) y barras (una dimension).

La ecuacién de difusién unidimensional u; = a?V?u aplicarfa, por ejemplo, para
el caso de una barra metdlica larga y delgada, con aislamiento, ya que la temperatura
de cualquier seccion transversal sera constante, debido a que el tiempo que tarda la
temperatura en equilibrarse en distancias cortas se asume como despreciable.

En este caso, si asumimos que la barra tiene una longitud L, una temperatura
inicial f(z), y que los extremos se mantienen a temperatura cero, la distribucién de
temperatura en la barra estd dada por la solucién del problema de valores iniciales

w = o*Vu,0<z<L,t>0 (2.19)
u(z,0) = f(z),0<x<L (2.20)
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con condiciones en la frontera tipo Dirichlet
u(0,t) = 0
u(L,t) = 0.

Este problema puede resolverse por medio del método analitico de separacion de
variables [24]. La solucién general es

> nwm 2
u(t,z) = Z bne_QQ(T) "sen (%) :
n=1

donde b,, es obtenido de la forma

b, = %/OL f(7)sen (?) dr.

Para la ecuacién de difusién se plantean tres variantes del método de diferencias
finitas: Euler Explicito, Euler Implicito y de Crank-Nicholson.

Para el método Euler explicito se presenta su deduccion y se estudian las
propiedades de error de truncamiento local, consistencia, estabilidad y convergencia,
para los demas métodos mencionamos su error de truncamiento local, consistencia y
estabilidad, ya que el andlisis es similar al realizado para el método Euler explicito.

2.3.1. Meétodo Euler Explicito

Considere el problema planteado en las ecuaciones (2.19)-(2.20) de manera uni-
dimensional. De las ecuaciones (2.13) y (2.14) se sigue que una aproximacién por
diferencias finitas para

ou  ,0%u
— = —
ot 02’
e +1
g g n oy 4 Un
i 2Vt 1
e (2.21)

donde U} es la aproximacion de la solucion exacta uj = u(xj;t,) en los puntos de
la malla, ; = jh, 7 =0,1,2,...,. m —1,myt, =nk,n=0,1,2,..., N. La ecuacién
(2.21) puede reescribirse como

UMt = NUT |+ (1= 20U} + AU7, (2.22)
e ,{ _______ .

Figura 2.2: Esquema del Método Euler Explicito.
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donde A = o?(k/h?). La ecuacién en diferencias se emplea para calcular las aproxi-
maciones en la fila (n+ 1)-ésima de la malla a partir de las aproximaciones de la fila
anterior, hagamos notar que esta férmula proporciona explicitamente el valor U: ]J 1
en funcién de U, Uf' y U}y, véase figura 2.2.

Dado que la condicién inicial u(x,0)=f(x), para todo 0 < x < L, implica que
UJQ = f(x;), para toda j = 0,1,2,...,m, podemos usar estos valores en la ecuacién
(2.22) para calcular el valor de Uj1 para toda j = 1,2,...,m — 1. Las condiciones de
frontera w(0,¢) = 0 y u(L,t) = 0 implican que U} = U =0, (n = 0,1,2,...,N)
y por tanto, podemos determinar todos los elementos de la forma U ]-1. Ya conocidas
todas las aproximaciones U jl se pueden obtener, siguiendo un procedimiento seme-
jante, los valores U7, U?,... .UN.

Si hacemos U = (f(x1), f(x2),..., f(zm_1)) y U™ = (Up,Up,...,U" )T,
para todo n = 1,2,...,1, se puede plantear matricialmente este método de solucién
como

Un = AU,

Donde A € RWV-1Dx(N=1) ¢g ]a siguiente matriz tridiagonal

vn=1,2,...,N—1. (2.23)

1-2)) A 0 0
A (1=20) A
A_| O A (1-2))
0
: A (1-2)) A
0 0 A (1-2))]

Error de truncamiento local y Consistencia

Por definicion el error de truncamiento local estda dado por

Th,k

1

2

for

Desarrollando en series de Taylor (tomaremos u = u} para facilitar la notacién)

3

0[2
_ﬂ

Jj+1

—2Ur + U, |.

Uf“ = u+ ku + ?Utt + guttt + O(kY),
h? h? ! 5
h? h? ht

2

6

24
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Obtenemos
% lUf“ - UJ”} = w+ gutt + %Zuttt +O(K%),
o R e
Entonces
Thie = U+ gutt + %Qum +O(k) — a®ug, — %Umm +O(h")

2

Por lo tanto
Thr = O(k) + O(h?), (2.25)

es decir nuestro método es de primer orden en el tiempo y de segundo orden en el
espacio.

Claramente si tomamos h, k — 0 se tiene que 7, — 0, entonces el método es
consistente.

Estabilidad

Hay dos formas tipicas de tratar la Estabilidad, es decir, acotar los errores en
las aproximaciones de las soluciones de ecuaciones en diferencias:

o Método Algebraico: Fxpresa la ecuacion en forma matricial y examina los va-
lores propios de la matriz asociada.

o Método de Fourier o Von Neumann: Utiliza transformadas discretas de Fourier
[27].

En esta seccion utilizaremos el método algebraico.
Sean

U =solucion de la ecuaciéon en diferencias con valores iniciales conocidos,

U, =solucién de la ecuacion correspondiente a valores iniciales perturbados
(por ejemplo, valores iniciales con error de redondeo).
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Por la férmula (2.23) se tiene
U = AU = A(AU™2) = ... = A"U°,

donde U es el vector de condiciones iniciales. Calculemos ahora los valores de la
solucién perturbada

Ul = AU?, U2 = AU = A?U?, ..., UM = A"U?.

Supongamos que no hay errores posteriores, es decir, que los calculos aritméticos
posteriores son exactos. De la definicién de error global (tomaremos e; = ET') tenemos

e;j=U"—U"=A"(U" - U?) = A"¢.

Entonces el esquema de Euler explicito sera estable si e; permanece acotado cuando
j — o0. Esto puede calcularse expresando el vector de errores en términos de los
vectores propios de A. Como A € RIN=DX(N=1) o5 yuna matriz simétrica, entonces A
tiene N — 1 vectores propios linealmente independientes vs. Estos vectores propios
forman una base en RV~ y permiten expresar el vector de errores iniciales eq en la
forma:

€g = csvg; cs€Crs=1,2,...,N—1.
s=1

Los errores a lo largo del mismo nivel de tiempo ¢t = k resultante de la propagacién,
vienen dados por

N-1 N-1 N-1
el = AeozA(E csvs> = g csA(vg) = g CsAsUs,
s=1 s=1 s=1
N-1
ey = Ae = E cSAgvs,
s=1
N-1
_ J
ej = g CsA s,
s=1

entonces [le;|| < S2V7H e[ A [|vs]l, 1o que demuestra que los errores no crecen ex-
ponencialmente con j siempre que

N <1, s=1,2,...,N—1.

Para obtener informacién sobre o(A), donde o(A) es el espectro de A, necesitamos
el siguiente Lema.
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Lema 2.1. [20]. Sean dy,d; € R y M € R™ ™ una matriz tridiagonal simétrica de
Toeplitz definida por

do dv 0 ... ... 0

di do di :
M — 0 dy dy

. 0

: dy dy dy

0 0 dy dy)

Entonces los valores propios de M son
As = do + 2dy cos(sm/(m+1)), s=1,2,...,m,
y el correspondiente vector propio rs tiene en la j-ésima componente
rjs =sen(smj/(m+1)), j=1,2,...,m.

Una vez conocidos los valores propios de una matriz tridiagonal, estamos en
condiciones de estudiar la condicién de estabilidad del esquema:

N <1, YA, € a(A).

Por el Lema de los valores propios de una matriz tridiagonal, para la matriz A se
tiene que o(A) = {A;;1 <s < N —1} con

As = 1—=2\+2\cos(sm/N),
= 1—2(A— Acos(sm/N)),

ST
= 1—4)sen? | —
sen (2]\7)’

entonces o(A) = {1 — 4\ sen? (%) 1 <s<N-1}.
La condicion de estabilidad es

’1—4)\sen2(;—;\rf)’§1, 1<s<N-1,

que se puede escribir como

ST
—1<1—4rsen’ | — | < 1.
<1 ansent () <
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La desigualdad de la derecha es evidente y la de la izquierda es equivalente a:

1
A<———  1<s<N-1 (2.26)

)
2 ST
2 sen (—2N>

ST
2sen’® [ — | < 2.
wrt (22) <

observemos que:

Asi, la condicién se satisface si

(2.27)

La formula (2.23) es estable si 0 < \ < % Esto significa que el tamano de paso

k debe cumplir k£ < % Si esto no se cumple, entonces puede ocurrir que los errores
introducidos en la fila {U}'} se amplifiquen en alguna fila posterior {U}'} para algiin
p>n.

Convergencia

Usando el Teorema de Equivalencia de Lax tenemos que el Método Euler Ex-
plicito es convergente bajo la misma condicion con la cual es estable, es decir, cuando

1
0< A< B ver (2.27).

Como la precisién de la aproximacién a la EDP (2.23) es de orden O(k) + O(h?)
y como el término O(k) tiende a cero linealmente, no es sorprendente que k deba
tomarse muy pequeno para obtener buenas aproximaciones. Aun asi, la necesidad de
que el método sea estable plantea consideraciones adicionales. Supongamos que las
aproximaciones obtenidas en la malla no son suficientemente precisas y que debemos
reducir los tamanos de paso Ax = hg, At = kg. Si tomamos como nuevo tamano
de paso para la coordenada z, simplemente Ax = h; = %, y queremos mantener el
mismo valor del cociente A, entonces ki, debe cumplir

T(h1)2 T’(ho)2 k?o
ky = = =22

o? 4oe? 4

En consecuencia: Hay que doblar el numero de nodos de la malla en el eje de la
variable x y cuadruplicarlo en el eje de la variable ¢, con lo cual el esfuerzo de
ordenador se multiplica por ocho. Este esfuerzo extra, nos obliga a buscar métodos
mas eficaces que no estén sujetos a restricciones de estabilidad tan exigente.



2.3.Ecuacidn de Difusion

20

2.3.2. Meétodo de Euler Implicito
Si en la ecuacién (2.21) reemplazamos el lado izquierdo por (2.15) se obtiene la
siguiente aproximacién en diferencias finitas a la ecuacion de calor

n n—1 n n n

j+1
— o2

k h?

Se puede reescribir como

(L+20)U} = XU}, — AU, = UL (2.28)

Gréficamente en la figura 2.3 se encuentra el método (2.28).

Uj-1,n4+1 Ujni1 Ujp1,nt1

Figura 2.3: Esquema del Método Euler Implicito.

Aplicando el hecho de que U]Q = f(z;) paratoda j =1,2,..m—1y U} =U =0
paratodan =1,2,..., N, este método de diferencias tiene la representaciéon matricial

[(14+2)) =) 0 0
_ : : Uy Uyt
A 0 A (T+2)) E
: ) 0 : :71
s T S T S S e I LS
0 0 A (1+2))

AU" =U" ! paratodon=1,2,...,N — 1.

Asf debemos resolver ahora un sistema lineal para obtener U™ a partir de U™V, La
precision de esta método es de orden O(k)+ O(h?) y es estable para cualquier A, por
lo tanto es convergente debido al Teorema de Equivalencia de Lax. Dado que A > 0,
la matriz A es definida positiva y tridiagonal. Para resolver este sistema, se puede
emplear la factorizacién LU de Crout para sistemas lineales tridiagonales. En este
algoritmo suponemos, para propésitos de detencién o paro, que se da una cota para t.
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2.3.3. Meétodo de Crank-Nicholson

Este método es un método implicito. Con el método de diferencias regresivas se
solucioné el problema de estabilidad. Sin embargo, para evitar la falta de precisién,
generada por el error de truncamiento, se requiere que los intervalos de tiempo sean
mucho mas pequenios que los de espacio (h >> k), y esto reduce su eficiencia. Por
tanto, se hace necesario un método que permita tomar valores similares para h y k,
y que ademas sea estable para todo A. Este método se puede obtener al promediar
el método de diferencias progresivas en el n-ésimo paso en t,

n+1 n n n
U —Up _ »Ufn —2U7 + U
k N h2 ’

y el método de diferencias regresivas en el (n + 1)-ésimo paso en ¢

n+1 n n+1 n+1 n+1
e N o e L

k h2

Entonces se tiene que una aproximacién por diferencias para la ecuacion de calor
como

n+1 n n n n n+1 7‘L+1 n+1

J+1 7+1
2.29
k 2 h? h2 ’ ( )
que se puede reescribir como
A n 1 n 1 /\ n 1 __ A n n A n
Observamos el grafo del método (2.30) en la figura 2.4.
Uj—‘l.n+1 Ujnt1 Ujr1,ntl
T 1
I ‘
i \
} 1
. :
Uj—1 Ujn Uj+1,n
Figura 2.4: Esquema del Método Crank-Nicholson.
esta representado de forma matricial como
AU = BU", (2.31)

donde
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(1+x) 3 0 ... .. 0 ]
3 1+ F '
A 0 2 (14X
0
: 2 (1+x P
0 0 5 (14N
y
1-x) 3 0 0 ]
PN 3
g_| O 3 (1=X
0
s Y oa-N 3
0 .0 5 (=X

La precisién de esta método es de orden O(k?)+O(h?) y es estable para cualquier
A. Usando el Teorema de Equivalencia de Lax concluimos que el método de Crank-
Nicholson es convergente. Para resolver este sistema, se puede usar la factorizacion
LU de Crout para sistemas lineales tridiagonales. Al igual que en el método de dife-
rencias regresivas, se da una cota para t, para propositos de detencién o paro.

2.4. Ecuacion de Conveccion No Lineal

La ecuacién de convecciéon no lineal es una ecuacién en derivadas parciales de
primer orden hiperbdlica que habitualmente aparece en las aplicaciones que estan
relacionadas con leyes de conservacién de cantidades fisicas.

Comenzaremos con el problema de Cauchy
u+ f(u)y, =0, z€lab,0<t<T, (2.32)
u(x,0) = uo(z),

donde u recibe el nombre de variable conservativa y es una funcién vectorial de m
componentes y f : R™ — R™ se conoce como funcién flujo de u, y escrito de esa
forma se conoce como sistema de leyes de conservacién de la variable vectorial u.

El sistema es no lineal por lo tanto su soluciéon desarrolla discontinuidades
mejor conocidas como ondas de choque, ver figura 2.5. La aparicién de estas dis-
continuidades en las soluciones hace que su aproximaciéon por métodos numéricos
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comunes sea engorrosa y no satisfactoria. Por esta razén se han desarrollado esque-
mas numéricos para tratar de resolver este tipo de ecuaciones llamados métodos de
alta resolucion.

257 t fijo

05 : : : -
=2 -1 0 1 2
X

Figura 2.5: Ejemplo de onda de choque

Los métodos de alta resolucién son esquemas numeéricos especialmente disenados para
resolver leyes de conservacion de tipo hiperbdlico. Los métodos de alta resolucion son
esquemas que unifican en un solo algoritmo los métodos de primer y segundo orden,
de tal manera que los de primer orden sean los que aproximen mejor las soluciones
de leyes de conservacién sin oscilaciones alrededor de las discontinuidades, mientras
que en las regiones suaves la solucién sea aproximada por los métodos de segundo
orden.

Formalmente los métodos de alta resolucion son esquemas conservativos de la
forma :

n n k n n n n
Uj = Uj - E(F(Uja j+1) _F(Uj—lan ))7

donde F' es llamado funcién flujo numérico y en este caso solo depende de dos varia-
bles.

Para establecer la convergencia de los métodos de alta resolucion es necesario
introducir la nocién de esquemas TVD (Total Variation Diminishing).

2.4.1. Estabilidad y Convergencia No Lineal

Desafortunadamente el Teorema de Equivalencia de Lax-Richtmyer teorema (2.2)
solo puede ser aplicado a problemas lineales. En esta seccién introducimos conceptos
de estabilidad no lineal que nos pemitirdn garantizar la convergencia de esquemas
numeéricos para problemas no lineales.
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El modo mas simple de medir cuan oscilatoria es una funcién o una aproximacion
numérica es analizando su variacion total.

Definicién 2.7. [13]. Definimos la variacién total de U™ como

o

TV(U") = Z i = U

1=—00

Sea IC el siguiente conjunto compacto
K={U"eL,:TV(U") <R y Sop*(u(-,t) C [-M,M] Vvt €[0,T]}. (2.33)

Definicién 2.8. [21]. Un método numérico es variacién total estable o simple-
mente TV-estable, si todas las aproximaciones U™ para k < kg estan en algin
conjunto de la forma (2.33) (donde R y M pueden depender de los datos iniciales ug
y de la funcién flujo f(u) pero no de k).

Los siguientes teoremas nos garantizan la TV-estabilidad y la convergencia de
esquemas numeéricos.

Teorema 2.3. Considere un método conservativo con flujo numérico continuo Lip-
schitz F(U; j) y supdngase que para cada condicion inicial ug existe algin ko, R > 0
tales que

TV(U") <R Vn,k con k<konk<T, (2.34)

entonces el método es T'V-estable.
Demostracién.Véase [21]. n

Teorema 2.4. Supongase que U™ es generada por un método conservativo con flujo
numérico continuo Lipschitz y es consistente con alguna ley escalar de conservacion.
Si el método es TV-estable, es decir, si TV (U™) es uniformemente acotada para todo
n,k con k < ko,nk <T, entonces el método es convergente.

Demostracién.Véase [21]. n

2Supongase que X es un espacio topologico y f : X — C una funcién. Es soporte de f es el
conjunto sop(f) = {x € X|f(x) =0}, es decir, Sop(f) C [-M, M] significa que f(x) = 0 para
|x| > M.
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Variacion Total Decreciente

Harten introdujo el siguiente importante concepto:

Definicién 2.9. [13]. Un sistema numérico es Variacion Total Decreciente
(TVD) si
TV(U™) <TV (U™,

para todo n.

Harten propuso un criterio simple para determinar si un esquema numérico
cumple la propiedad TVD, en el teorema conocido por su nombre.

Teorema 2.5. (Harten) Si un esquema numérico explicito de diferencias finitas
es de la forma:

Ut = U = CI (U] = Uy) + DY (U2, = U)), (2:35)

7

donde los coeficientes CI* | y D son valores arbitrarios (que pueden depender de U™
de un modo no lineal), entonces es

TV (U™ <TV(U™),
st se satisfacen las siguientes condiciones sobre los coeficientes:

cr >0,
Dy >0,
0<Cr+Dr<1.

Para la demostracién del teorema ver Apéndice C.

Los esquemas TVD o de alta resolucion consiguen evitar oscilaciones espurias
en el contorno de las discontinuidades manteniendo el segundo orden en el dominio.

El estudio de esquemas numéricos en diferencias finitas clasicas para la solucién
de sistemas hiperbdlicos en forma de ley de conservacién, son los métodos conocidos
como los del tipo Lax-Wendroff y los del tipo Upwind. Los métodos numéricos tipo
Lax-Wendroff constituyen un grupo de métodos centrados o simétricos, de segundo
orden en espacio. Para problemas no lineales existen algunas variantes del clasico es-
quema Lax-Wendroff, esquemas del tipo predictor-corrector, tales como los métodos
Richtmyer o Lax-Wendroff de dos pasos y el de McCormack.

Para la solucion numérica de la ecuacion de conveccién no lineal describiremos
dos métodos explicitos clasicos y uno de alta resolucién combinacién de ambos. En
primer lugar, un esquema Upwind de primer orden espacial y temporal, en segundo
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lugar un esquema Lax Wendroff de dos pasos y por tltimo un esquema con correcciéon
TVD que le confiere propiedades no oscilatorias.

Para el método Lax-Wendroff se presenta su deduccion, error de truncamiento
local y consistencia, para los métodos Upwind y TVD Flux-Limiter error de trun-
camiento local, consistencia, y T'V-estabilidad.

2.4.2. Upwind

Para poder incorporar en el esquema numérico las propiedades del fenémeno fisico
se desarrollaron los esquemas upwind (contraviento o contraflujo), esquemas descen-
trados que utilizan derivadas espaciales hacia delante 6 hacia atras dependiendo del
sentido de propagaciéon de la onda, es decir, decide cual es la mejor opcién entre
Euler Atrasadas y Euler Adelantadas.

El esquema conservativo Upwind mas simple para ecuaciones hiperbdlicas no
lineales con soluciones de ondas de choque estd dado por

n n k: n n — n n
U3 = U7~ V) - 070 - X O - FO)]. (230)
con
fu(U}) ) : ( fu(U}) )
)\+:ma$(—3,0 A =min| —-2-.0
[ fu(U7)] [fu(UF)]
donde f, denota la derivada parcial de f respecto de wu.
(Hn+1) (Jn+1)
®
(1—1,n) (7.m) (7,n) (7+ 1,n)

Figura 2.6: Esquema del Método Upwind

Proposicién 2.1. El esquema Upwind (2.36) es consistente, con error de trun-
camiento de primer orden en el espacio y el tiempo [21].

Nota 2.1. El esquema Upwind (2.36) es T'V-estable, véase [21].
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Nota 2.2. Por los teoremas (2.3) y (2.4) se tiene que el esquema Upwind (2.36) es
convergente, véase [21].

Este esquema Upwind, basado en la direccion de los flujos, previene la aparicion
de falsas oscilaciones numéricas, pero contiene una excesiva disipacién numérica en
todos los puntos del mallado puesto, que es un esquema de primer orden y por
consiguiente poco preciso incluso donde la solucion es suave.

2.4.3. Richtmyer Two-Step Lax-Wendroff

La principal caracteristica de este método radica en la combinacién de discretiza-
ciones centradas de tiempo y espacio. El esquema de Lax-Wendroff, es el esquema
mas sencillo explicito de precisién de segundo orden, pero tiene deficiencias, tales
como la generacion de oscilaciones cerca de las discontinuidades y requiere la evalua-
cion de las matrices Jacobianas que puede ser una operacién costosa en la practica.
Por lo tanto Richtmyer y Morton [25] desarrollaron un procedimiento en dos etapas
conocidas como Richtmyer two-step Laz- Wendroff. Este esquema evita la estimacién
de matrices Jacobianas, y es capaz de manejar la no linealidad de una manera directa.

El método Richtmyer Two-Step Lazx-Wendroff esta dado por

Paso predictor

vl = 3@+ v - 1 (s + ). (237
n 1 n n k n n
v = 5|0 v - 5 (s + )| (239
Paso corrector
n+1 n k n+1/2 n+1/2
U™ =0 - 7 FULL ) = FWU )5 |- (2.39)
(4,m+1)
(G—3m+3) ( +znts)
(1 —1,n) (7,m) (7+1,n)

Figura 2.6: Esquema del Método Richtmyer-Lax-Wendroff.
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Deduccion del método

La deduccion de este método es por medio de desarrollos de Taylor, primero
calculamos aproximaciones en el centro de los rectdangulos de la malla formada por
la discretizacion y finalmente usamos estas aproximaciones para calcular la soluciéon

en el punto deseado.

Deduccidn del Paso Predictor: desarrollando en series de Taylor se tiene (deno-

tando u = u(z;,t,))

h k h k
u<xj + Eatn + 5) =u—+ 5% + §Ut + O(h27k2)-

Pero por (2.32) tenemos que
Ut = _f(u)wa
entonces

h k h k
u(xj -+ §7tn + §> =u-+ §ux - §f(u)ff + O(hz’ kQ)’

ademds tenemos que

o u(xj + h, tn) - u(xj7 tn)

sustituyendo (2.41) y (2.42) en (2.40) obtenemos

(2.40)

(2.41)

(2.42)

u<xj + g to+ g) — e t) + g {%m(xj +hoty) — ule, b)) + O(h)}

k11
21h
+O(R*, k),

_ [—(f(u)(:vj + hity) = flu)(z),t,)) + @<h)]

entonces

2

h k 1
u(xj + §,tn + —) = u(z;,t,) + §[u(xj + h,t,) —u(z), t,) + O(hQ)]

2h
+O(h?, k?).

S )+ ) — F) (25, 8) + O(R2)]
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Por lo tanto el método para calcular la aproximacién en el punto central del rectangu-
lo esta dado por

n+1/2 n 1 n n k n n

es decir . "
n+1/2 n n n n
Urts = S +Up) = 5 (F(U) = FU),

y analogamente obtenemos

n 1 n n k n n
Uit = 5(UF + Ujy) = 5 (FU7) = F(U7-1):

Deduccion del Paso Corrector usamos el desarrollo de Taylor y denotando u =
u(x;,t,) se obtiene

u(zj,ty + k) = u+ku + O(K?)
= u—kf(u), + O(k?),

entonces para aproximar la derivada f(u(x;,t,)), usamos

P 5t 5 ) = S0+ A+ ST 002 )

st 5) = )= 3+ B+ 002K
1 hok )
flu), = E(f(u) (xj + h2,t, + k32) — fu) (mj - §,tn + 5) +O(h*, k )),
asi obtenemos
k h k h k
wxj, ty +k) = u(z;,t,) — 7 [f(u) (xj + §,tn + 5) — f(uw) (xj — E’tn + 5)]

+EO(h2, E*) + O(k?).

h
Por lo tanto la aproximacién de u(z;,t,41) esta dada por
n n k n+1/2 n+1/2
Ur =y - - (f (Uj+1/2 - U5 ) ) (2.43)

Proposiciéon 2.2. El método Richtmyer two-step Lazx- Wendroff es consistente, de
primer orden en el paso predictor y de sequndo orden en el paso corrector tanto
espacial como temporalmente [34].
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2.4.4. TVD Flux-Limiter

En este seccion utilizaremos el método numérico T'VD Fluz-Limiter [15] que
incorpora al método Richtmyer two-step Lax-Wendroff (R2LW) un esquema conser-
vativo Upwind en el paso predictor y una funcién no convencional flux-limiter en el
paso corrector.

Una importante caracteristica de este método radica en la medicién de la suavi-
dad de una funcion a través de diferencias finitas no estandar, el cual asigna 6 para
determinar la mejor aproximaciéon

F,t) o Ftulot b )= o)) + (1) Ftuto 1)~ flate-n ) )|

(2.44)
donde

0 |f (u(z, ) — flu(z — h,t))]
|f (w(z + h, 1)) = flulz, )] + [ f(w(z, h) = fulz = h,t)]

Notese que el valor de 6 siempre se encuentra en el intervalo [0,1].

(2.45)

Si la distancia | f(u(x,t))— f(u(x—h,t))| es mayor que | f(u(z+h,t))— f(u(z,t))]|
entonces ¢ > 1/2 y consecuentemente el método no estandar proporciona un mayor
peso a las aproximaciones adelantadas. Si la distancia |f(u(z,t)) — f(u(z — h,t))|
es menor que |f(u(x + h,t)) — f(u(x,t))| entonces 6 < 1/2, entonces el método no
estdandar proporciona un mayor peso a las aproximaciones atrasadas. Si las distan-
cias |f(u(z + h,t)) — f(u(z,t)] y | f(u(z,t)) — f(u(x — h,t))| son muy parecidas el
valor de € serd muy cercano a 1/2 y entonces nuestro método adquiere la forma de
diferencias centradas.

Resumiendo, el método TVD flux-limiter es dado por:
Paso predictor

n 1 k
UL = (U7 + U)o (F(UF) + F(UD)), (2.46)
UPE = (U7 4 U — (U + FU)), (2.47)
n k -
U7 = U = g U = FU1)) = A GO - O] (2a8)

Paso corrector
n nt1j2 K nt1/2 nt1/2 o/
et = Ko (rg - )

rote D (1w - ) | (2.49)
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donde
i _ SO — FU )| (250)
: ) = PP+ Lp @) = pup )
iy _ pgntl/2
j—1/2 J ’
(2.51)

y ¢ es la funcién flux-limiter definida en la siguiente proposicién.

Gon+1)

(J‘_%-H-l-%) :[=/=ET=\= (j+%"77+%)

(5 —1,n) (7,m) 7+ 1,n)

Figura 2.8: Esquema del Método TVD flux-limiter

Proposicién 2.3. El esquema TVD fluz-limiter (2.47)-(2.50) es consistente de
primer orden temporalmente como espacialmente en el paso predictor y de primer
orden de precision en el tiempo y sequndo o primer orden de precision en el espacio
dependiendo del valor de ¢ en el paso corrector [15].

La siguiente proposiciéon nos garantiza la TVD-estabilidad.

Proposicién 2.4. El esquema (2.47)-(2.50) para (2.32) es TVD-estable si la condi-
cion CFL se satisface
cf <1 Vj,n.

donde ¢} = £ f,(UI) y si |c}| < 5 la funcion fluz-limiter es dada por

0 st b;-‘ <0,
o071 = (07 sio< b <5,
0 sk > 5,

y si |t > 5 entonces
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donde el parametro de flujo local es determinado por

U’n
L ich >0,
n __
st <
UJnJrl - UJn ’ ’

0" es el pardmetro definido por (2.45) y o € [0,7,1] [15].

J

En [15] se muestra la efectividad de este método TVD Flux-Limiter para resolver
numéricamente ecuaciones hiperbdlicas conservativas no lineales con funciones de
flujo convexo y no convexo.

No se presentan graficamente resultados de estos esquemas numéricos pero si el
lector esta interesado en verlos, véase:

e Método Euler Explicito [2].

Método Euler Implicito [2].

Método Crank-Nicholson [2].

Método Upwind [21].

Método Richtmyer Two-Step Laz-Wendroff [34].

Método T'VD Flux-Limiter [15].



CAPITULO 3

Soluciéon Numérica de la Ecuacion Conveccion-Difusion
Mediante un Método Splitting Tipo Strang

En este capitulo se presenta un método para resolver la ecuacion conveccidn-
difusién no lineal que describe el flujo de un fluido viscoso. El método consiste en
la aplicacién de la descomposicion de operadores a la discretizacion temporal del
problema original. Con esto se obtienen subproblemas més sencillos que son resueltos
mediante técnicas iterativas, entonces se puede reconstruir una aproximacion para
el problema completo. Este esquema de descomposicion de operadores es el esquema
clasico de descomposicion de operadores simetrizado Strang.

3.1. Método Splitting

La complejidad de los modelos matematicos para analizar problemas que se
plantean de un determinado fenémeno aumenta cada vez mas al tratar de describir
adecuadamente la realidad. Frecuentemente, en dichos problemas podemos encontrar
varios sistemas de naturaleza distinta acoplados: Ecuaciones en Derivadas Parciales
(EDP) de diferentes tipos, es decir, modelos heterogéneos o de caracter multi-fisico.

Es por eso que, a menudo, el analisis de los modelos no se puede realizar mediante
el uso de uno de los métodos matematicos o numéricos especificos de determinado
tipo de sistemas, sino que es preciso combinar varios de ellos. Resulta por tanto natu-
ral desarrollar y utilizar métodos de descomposicién que permitan dividir el sistema
en subsistemas mas simples con caracteristicas precisas e identificadas en los que
podamos aplicar un método especifico.

33
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Estos métodos recibieron diversos nombres como métodos de factorizacion, de
barrido, de descomposicién (Splitting) y de Direcciones Alternadas. Los primeros
métodos Splitting aparecen a mediados de los 50 en los trabajos de Douglas, Peace-
man, Ratchford, Yanenko y Glowinski (ver [12], [23]).

El método Splitting resuelve de manera iterada los diversos subsistemas en los
que el sistema global se ha descompuesto. Este método iterativo permite aplicar en
cada subsistema un método especifico pero al mismo tiempo recuperar las propiedades
globales del sistema.

Como un primer paso para entender el método Splitting, consideremos el sistema
de EDO
z(t) = (A+ B)x(t), (3.1)

x(0) = xo,

donde 2 = z(t) es una incégnita vectorial en RY dependiente del parametro temporal
t € R, Ay B son matrices cuadradas N x N con coeficientes constantes independi-
entes de ¢.

Para cada dato inicial 7o € RY el sistema (3.1) admite una tinica solucién global
zo € C"(R,RY), donde mediante C™ denotamos la clase de funciones analiticas. La
solucién viene dada por la férmula de representacion:

z(t) = eA By, (3.2)
Ahora consideremos el siguiente resultado

Teorema 3.1. (Lie)Dadas dos matrices cuadradas N x N A y B se tiene

)n (3.3)

El Teorema nos dice lo siguiente: en virtud de (3.3) se tiene que

n
A B A B A B
enen = enen ---enen’

3w

eATB) — 1im (ef}e

n—oo

Demostracién: Véase Apéndice D.

3w

A
6(A+B) ~ (6”6

ademas, para n fijo

es decir se trata de un producto iterado, n veces, del operador e?/"eB/".
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A/meB/n g un elemento zo € RN lo que se obtiene es

|:€A/neB/n:| To = 6A/n |:€B/nl,0:| )

Vemos que al aplicar e

Por otra parte e?/"zy = y, es el valor en el instante t = 1/n de la solucién de
g =By, y(0) = o,
Yo = 2o es el valor en el instante t = 1/n de la solucién de

z= Az 2(0) = yp.

mientras que e?/”

Al aplicar el Teorema 3.1 a la solucién de (3.1) se obtiene

z(t) = e Bl = lim (eéfeit) To,

n—oo

lo cual significa que z(t) se aproxima mediante la expresion
n
xa(t) = <eéfeit> X0,

la cual se encuentra del modo siguiente:

e Se itera n veces un procedimiento en el que, arrancando del valor del paso
anterior, se avanza un paso temporal del tamafio ¢/n en la resolucion del sistema

(3.1) .

e En cada paso lo que se hace es resolver de manera consecutiva cada uno de los
dos sistemas involucrados en (3.1)

' = Az, (3.4)

2’ = Bux. (3.5)

Conviene observar que, en ningin caso se resuelve el sistema completo (3.1) sino
que siempre se resuelvan los subsistemas (3.4) y(3.5). En cada intervalo temporal de
longitud ¢/n se resuelven ambos sistemas (3.4) y(3.5), lo cual indica que se recorre
el intervalo temporal en dos ocasiones, una por cada subsistema.

Estas caracteristicas del método iterativo hacen que se denomine método Spli-
tting. Es importante senalar, y esta es una de las virtudes del método Splitting, que
cada uno de los sistemas (3.4) y(3.5) pueden resolverse mediante métodos distintos,
de manera que se pueden utilizar métodos mejor adaptados a las caracteristicas de
cada subsistema.

En el caso de problemas no lineales, se trabaja con su sistema discreto asociado,
linealizando y aplicando el teorema de Lie en cada subintervalo del dominio discreto.
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3.2. Ecuacion de Conveccion Difusion

En esta seccion se analiza el método Splitting explicito para la solucién de la
ecuacién de conveccion-difusién no lineal

U — Vg + f(u), =0, x€la,b,0<t<T. (3.6)

En vista de la propia estructura de la ecuacién (3.6) es obvio que en ella subyacen
dos modelos. Por una parte la ecuacion del calor

Up — Vg = 0, (3.7)
y por otra, la ecuacién de conveccion no lineal
w + f(u), =0. (3.8)

En este tipo de situaciones, en los que el modelo en consideracion incorpora dos
subsistemas bien reconocibles, es natural utilizar métodos de descomposicion o spli-
tting que permiten obtener la solucion del sistema global a partir de la solucién de
cada subsistema y por otra parte aplicar a cada uno de los subsistemas un método
numérico especifico.

El Teorema de Lie demuestra que para dos matrices n x n A; y Ay cualesquiera
se tiene o
et A2 — Iim (671672)j,
J—00
con independencia de que A; y A, conmuten o no. Resulta de utilidad a la hora de
resolver la ecuacién diferencial

= (Al + AQ)ZE, teR (39)

x(0) = o,

puesto que su solucién es de la forma
z(t) = e+ Aty (3.10)

La ecuacién conveccién-difusion no lineal (3.6) puede también entenderse como un
problema de la forma (3.9), si bien en este caso la incognita u = u(x,t) es, para
cada t > 0, una funciéon que depende de x y que por tanto pertenece a un espacio
de dimension infinita, A; es el operador diferencial Aju = d*u y A, es el operador

no-lineal Ayu = —(“;)gc
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3.3. Splitting Strang

Los sistemas de ecuaciones de conveccién-difusion estan dominados por convec-
cion, que es el caso mas complejo desde el punto de vista numérico: si bien la solucién
de (3.6) suele ser suave para t > 0, sus gradientes pueden ser muy grandes y una
capa de solucién de ondas de choque viscosas puede estar fuera del alcance practico.
Por lo tanto, la aplicaciéon del método de captura de ondas de choques, desarrolla-
do originalmente para los sistemas de leyes de conservacion hiperbdlica puede ser
ventajoso. Al mismo tiempo, aun cuando el impacto de la difusién no es demasiado
significativa, su presencia suele reducir la eficiencia de los esquemas numéricos ex-
plicitos.

Una forma de superar esta dificultad es utilizar un algoritmo de descomposicién
de operadores, que puede describirse brevemente como sigue. Denotando por A;
con el operador de la solucién exacta asociado con el sistema (lineal) parabdlico
(3.7) y por Ay el operador de la solucién exacta asociado con el sistema hiperbdlico
(3.8). Entonces, la introduccién de un paso de tiempo At, la solucién original del
sistema conveccion-difusién (que se supone que estara disponible en el momento t)
se desarrolla en el tiempo en tres subetapas o subpasos:

u(z,t + At) = A, (%) As(At) A, <%) u(z, t). (3.11)

La idea es resolver el primer subproblema u; = Aju en sélo un paso de tiempo de
longitud At/2, luego utilizar el resultado como datos para un paso de tiempo en el
segundo subproblema u; = Asu y finalmente dar medio paso de tiempo en u; = Aju.

Este algoritmo de la divisién en tres etapas, es llamado Splitting Strang (ver
[30]) y es conocido (por razones obvias) como un método splitting simétrico.

Proposicién 3.1. El método Splitting Strang (3.11) es un esquema de seqgundo orden
y estable [30)].

Al analizar el Splitting Strang, vemos que ahora se esta aproximando la solucién
eAUATHA2) o o5 AL A2 S AL o (3.10).
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Por lo tanto el método de Splitting Strang queda de la siguiente manera

0

a—ltt +Au=0 en (t" ¢"H1/?) u(t") = u" — T2 = u(t"T?) (3.12)

0

a—i‘ + Ay =0 en (£t W) = AYZ 2 (et
(3.13)

0

a_?; P A =0 en (V2 g w(EPHY2Y = Y2 gt (gt
(3.14)

El método Splitting Strang es un esquema bastante robusto y relativamente facil
de programar siguiendo el procedimiento descrito arriba. Graficamente se puede
visualizar como esta trabajando el método Splitting Strang simétrico

thrl

PAEY Y S S -

tn \\

Figura 3.2: Splitting Strang Simétrico

Soluciéon de los Subproblemas

En la practica, la solucién de los operadores A; y As son reemplazados por sus
aproximaciones numéricas. Teniendo en cuenta que la principal ventaja de la técnica
de descomposicién de operadores es el hecho de que el hiperbdlico (3.8) y el parabdli-
co (3.7) subproblemas de diferente naturaleza, se pueden resolver numéricamente por
diferentes métodos. Por lo que, para resolver (3.12) y (3.14) (problemas de difusién)
usamos los esquemas (2.22), (2.28) y (2.30). Para resolver el (3.13) (problema de
adveccién) usamos el método (2.47)-(2.50) un método eficiente en problemas convec-
tivos no lineales [15].
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Hemos presentado un esquema numérico para fluidos viscosos, el cual descom-
pone el problema en una sucesiéon de subproblemas mas simples en cada nivel de
tiempo, a través de la discretizacién temporal. La solucién de dichos subproblemas,
se lleva a cabo mediante métodos iterativos que, en cada iteracion, requieren de la
solucién de un problema parabdlico lineal y un problema hiperbdlico no lineal.

Los resultados numéricos del método Splitting Strang para la ecuacién convec-
cién-difusién no lineal se presentan en el capitulo 5.
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CAPITULO 4

Solucion Numérica de la Ecuacion Conveccion-Difusidn
Mediante un Método Viscous Flux Limiter

Los métodos Viscous flux-Limiter (VFL) se usan en problemas de flujos viscosos.
Los métodos VFL reducen la difusiéon numérica en las discontinuidades y combinan
la viscosidad fisica, la cual es maximizada, con viscosidad numérica, para capturar
y dejar libre de oscilaciones las soluciones de la ecuacion de conveccion-difusion.

En este capitulo, se presenta la extensién del método TVD flux-Limiter (2.47)-
(2.50) para la ecuacién conveccién-difusién no lineal. Una vez obtenido el método,
al cual llamamos Viscous TVD Flux-Limiter, se realiza un andlisis para determi-
nar propiedades importantes como error de truncamiento, consistencia, estabilidad
y convergencia.

Consideramos el problema conservativo no lineal de conveccién-difusion
u+ f(u)y = Vg, € la,b,0<t<T, (4.1)

u(z,0) = ug(x),

donde v es el coeficiente constante de viscosidad y f es la funcién de flujo.

Discretizamos la ecuacion (4.1), utilizando el esquema conservativo explicito desa-
rrollado en [15] para el término de conveccién y discretizamos el término difusivo de
(4.1) utilizando las diferencias centradas de segundo orden. El nuevo método Vis-
cous TVD Flux-limiter, tiene dos pasos, para el primer paso se deja igual que el
paso predictor del método TVD Flux-Limiter [15], para el segundo paso, es decir,
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para el paso corrector [15], agregamos la aproximacién del termino difusivo o viscoso.

Resumiendo, el nuevo método Viscous TVD flux-limiter es
Paso Predictor

UPAE = S(UF 4 V) — e (F(Uf) + 7)), (12)
n+1/2 1 n n k

U = S (U7 + U = 5 (FU) + F(U0), (43)

Ut =y - o [A+(f(U}‘) = JUD)) = AU = FUTD]- (44)

Paso corrector si C > 0 entonces

n k n n n . n
0 Lot (S - FOrT) s o) 2 2 e ),
Lo (7 - s )|

k n n n
U;L'H = h2 (UJ+1 2U + UJ’*1>

k n n
Uy~ 4 (PO - 1) en otro caso
Vk
h2 (U, =207 + U )

(4.5)
y si C < 0 entonces

0 ot (SO~ 1) s 00 = 2/ e 1 - )
+o0 D ( FUP?) - f(U}’ff//;)ﬂ
prt 2’; (U, —2U" + U )
U - z( f(Uj?fll/;) - f(U f/j)) en otro caso,
U — 207 4 UL)
(4.6)
donde U n+1/2) f(Un+l/2)|
6;1+1/2 - nt+1/2 U2 J;}r/12/2 n+1/2y’ (4.7)
’f(Uj+1/2)_f( j )l_'_‘f(Uj >_f(Uj—1/2)|
9;1+11//22 _1_ 0;1+1/2’

C = _fu< n+1/2),

y ¢ es la funcién flux-limiter definida en [15].
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4.1. Viscosidad numérica

En la ecuacién de conveccién-difusion no lineal al tener en consideracion que
estd dominada por el término convectivo, se tiene que este término es fuente de dis-
persién numérica que produce en el fluido oscilaciones en la simulacién, especialmente
en presencia de cambios abruptos en las variables que surgen de discontinuidades en
el campo de la solucion del problema ya que la viscosidad fisica del problema no
es suficiente para remover las oscilaciones que produce el termino convectivo domi-
nante. Los métodos Viscous Flux-Limiter son una forma simple de compensar este
comportamiento agregando disipacion numérica o wviscosidad artificial al esquema.
La viscosidad artificial permite conseguir un esquema estable frente a una solucién
discontinua [5], [9]. Sin ella, los métodos producen oscilaciones espurias en el entorno
de las discontinuidades, que pueden llegar a dar problemas de estabilidad del calculo
y discontinuidades no reales (fruto del proceso de calculo) [1].

Los métodos Viscous Flux-Limiter son métodos que permiten detectar las zonas
donde la viscosidad artificial es necesaria, es decir, anada viscosidad en aquellas zonas
donde puedan desarrollarse inestabilidades , de forma que los choques son captura-
dos de forma precisa, sin danar la calidad de la solucion en aquellas zonas en que el
flujo es suave.

Toro en [33] encontré que los esquemas TVD no requieren viscosidad artificial si

Re, <

= (4.8)

4.2. Error de truncamiento local y consistencia

Para el primer paso, el error de truncamiento esta definido por
1

h k
Thi = & {QU <$j + 5 t, + 5) —u(x; + h,t,) — u(z;, tn)} (4.9)

1
T {f(u)(ﬂﬁj + h,t,) — flu)(xy, tn)] :
Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor

h k h k k? kh h?
u(a:j + 5 tn + §> =u+ §ux + Eut + gutt + 2§Ut:p + gum + O(h37 k3)=

h2
u(z; + hyt,) =u + hu, + 5 e + O(h?),

Fl)(as + o) =F(0) + A0+ o Flu)s + O,
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Tenemos que el primer término de (4.9) es

1 hoook ko h R )
% [QU (xj+§,tn+§) —u(xj—i—h,tn)—u(zj,tn)] = ut+1utt+§um—ﬂum+0(h k),

y el segundo término de (4.9) es

() hta) = £(0)a5.0)| = F(0)s + G F s + O0),

SRS

de manera que

_ Ut S (1) e Utz 2 VUzz | Uz 2 72
Th,k—k(4)+h( 5 +2>+h FERRY + O(h*, k%),

Por lo tanto el primer paso es de primer orden tanto espacial como temporalmente.

Si ¢(077%) > 2/Re. (1 —|C|) y 6(071))3) > 2/Re.(1 — [C]) el orden de trun-

j—1/2
camiento para el segundo paso esta definido por

Thik =

[u(:pj,tn+k)—u(xj,tn+g)} (4.11)

N % [¢(9;z+1/2) (f(u) (a:j + g,tn + g) — f(u) (%wfn + g))
4 ¢(9;?j11//22) (f(u) (xj, tn + g) — f(u) (l'j - g,tn + g))}

v
~ 72 {u(x] + h,t,) — 2u(z;, t,) +u(z; — h, tn)l :

| =

Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor y denotando u = u(z;,t, + %),
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p(0"E =0y qb(QnH/Q) = (1 — 0) tenemos:

j—1/2 j—1/2
k k2 kh h?
k3 E2h kh? h3
— 4—8Uttt + 3ﬂutm — 3EUtm + Eumrx + O(h47 k4)7

ko k2 K
w(xj, ty) =u — —up + — Uy — — Uy + (’)(k:4),

2 8 48
k? kh h?
u(xj; — h,t,) =u — hu, — §ut + gutt + 2Zum + ?um
k3 kE%h kh? h3
- 4_8uttt - 3%“/2&1&% - BEutajx - Eu:pxx + O(h47 k4>7

2 3

k k k
uw(xj, t, + k) =u+ §Ut + gutt + @uttt + O(kY),
h W

flu) (xj + g,tn + g) =f(u) + = f(u), + %f(u)m + g (Waee + O(h"),

2
) (= ot ) =10 = G+ 0 = YT+ O

Sustituyendo las anteriores expresiones en obtenemos que el primer término de (4.11)
es

1 (), b0 + k) — _ L4k +k—2f()tt+(’)(k3)
2 U\Tj,lp u —2Ut 8utt 48 u\)x s

el segundo término de (4.11) es

He(f(u) (xj + g,tn — g) — f(u) (%‘»tn T g))
AT S

—%f@h+«%—1%f@Mf+ngMm+@9—UOW%

y el tercer término de (4.11) es

k
—% {U(%’ + hytn) = 2u(zj, tn) + u(z; — h, tn)} = —Vlyy + %utm + O, kY,

tenemos que

— 2 2
=+ - on( 2 )+ S IR o0 s o),

2 48 48

entonces

Thi = (20 — 1)O(h) + O(h*) + O(k). (4.12)
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Por lo tanto el segundo paso es de primer orden temporal y de primer orden o
sequndo orden espacial dependiendo del valor de §. Mientras 6 sea més cercano a 1/2
el método se comportarda mas como uno de segundo orden.

Si ¢(07) < 2/Re. (1 —|C|) y 6(071))3) < 2/Re.(1—C]) el orden de trun-

j=1/2
camiento para el segundo paso esta definido por

mk:i%@ﬁ%+m—m@pmﬂ+;{ﬂw(%+gin+§)—ﬂw(%—gin+gﬂ
_ % [u(xj + hyty) — 2u(xj, tn) + u(z; — h, tn)]. (4.13)

Tomando en cuenta los desarrollos de Taylor y denotando u = u(z;,t,)

2 h3 h4

uw(z; + h,t,) =u+ hu, + ?um + Eumx + ﬂumm + O(h°), (4.14)
2 h3 h4 5
u(z; — h,t,) =u — hu, + ?um - Euxm + ﬁumm + O(h°), (4.15)
k2 k3
U(ZIZ']', tn + k’) =u + k:ut + Eutt + Eum + O(l{4), (416)
h k h k k2 kh
fu)(x; + 5 tn + 5) =f(u) + §f(u)x + Qf(u)t + gf(u)tt + 2§f(u)tx (4.17)
h? k3 kE%h
+ gf(u)m + 4_8f(u)ttt + 34—8f(u)m
kh? h3 4 4
h k h k k2 kh
f(u)(z; 3 tn + 5) =f(u) — §f(u)x + §f(u)t + gf(u)tt — 2§f(u)tz (4.18)
h? k3 E2h
+ gf(u)m + 4—8f(u)ttt - 3@ () te
kh? h3 4 14
sustituyendo (4.14), (4.15), (4.16), (4.17) y (4.18) en (4.13) tenemos
Thok =U + Eu + kju + O(K®) + f(u), + Ef(u) + ¥ (w)te + hjf(u)xxx—i— O(h3, k%)
h,k — Ut 2 tt 6 ttt x 2 tx 48 ttx 24 )
vh? 4
— VlUgy — ﬁuxlll + O(h )a
_ Ut f(u)t:v 2 Uttt f(u)tta: 2 f(u)a:a:w _ VUggax 3 3
—k<2+2 )+k: (6+ e >+h( o1 - )+(’)(h,k),
entonces
i = O(h?) + O(k). (4.19)

Por lo tanto el segundo paso es de primer orden temporal y de sequndo orden espacial.
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Proposicién 4.1. El método Viscous TVD Flux-Limiter definido en (4.2)-(4.7) es
consistente.

Demostracién.
Por la definicién de consistencia dada en [21] y por (4.10), (4.12) y (4.19). =

4.3. TVD-estabilidad

En esta seccién presentaremos la TVD-estabilidad para el método Viscous TVD
Flux-limiter, haciendo uso del teorema de Harten.

Proposicién 4.2. El método Viscous TVD Fluzx-Limiter definido en (4.2)-(4.7) es
TVD estable st

nt1/2 2 4.90
¢; ~ Re.(1—|C|)’ (4:20)
para C > 0 y
/2 —2 4.21
d)J_l/Q Re.(1—1CJ)’ (421)

5i C <0, donde C = £ f,(U"?) y Re. = |C|/d.

J
Demostracién.
Discretizando el lado convectivo de (4.1), utilizando el esquema conservativo ex-

plicito desarrollado en [15] para el término de conveccién y discretizando el término
difusivo de (4.1) utilizando las diferencias centradas de segundo orden tenemos

Ut Uy — SN (RUR) - FU7) — AU — FUD)
2h
e (s - sy ) st (s - s

(4.22)
vk

+ 23 (U = 207 + UFy),
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asumiendo que f es una funcion suave, aplicamos el teorema del valor medio

y sustituyendo U":ll/;, U;LH/Q y U;”_Jrll/; definidos en (4.2),(4.3) y (4.4) en (4.22)

tenemos

n n n n+1/2 n 1/2 n+1/2 n+1/2
Ut =ur — [v B Ay Wty (4.23)

1/2%j-1/2

—I— ¢TL+1/2 n+1/2(1 ;7,) + 2d:| (U;L _ U]n_l)

- ., n+1/2 _n+1/2 n+1/2 _n+1/2
+‘{/\ o (L4 oy = b5 1050 ))

+ ¢?+1/20_;L+1/2(0_;L . 1) + 2d:| (U]n_'_l o an),
k vk
donde o], = 7 fu(&r) v d = el . Procediendo de la misma manera que en [15],

supongamos que todos los coeficientes o son positivos, entonces AT =1, A= =0y
los coeficientes de Harten son

1 n n UAPRL n W n n
Ci =3 Ujj11/2(0j—1 + (1 - )b )¢ +1/2 J+11//22925]+11//22 T Zd(bj -1,
24)
D; =0, 25)
n U;l+1 - Uy n+1/2 n+1/2 5
donde b7 = W Sea C = max{o; 103 )90 0515 o7} entonces
1 n n 7
Cia <5 [cw + (1= O™ + COT + C = 2d (b 1)]
C n n 2d .,
<3 {(c + (1= 4+ T 1= (b~ 1)]
=3 {1 +Coy T o (L= O = (b 1)]
n+1/2 n+1/2 n
_ 1+ Co; +9¢; —12 Tt 2d/C . (1-0C) bn¢@+1/2 B 2dbj
2 2 ca-¢)))’

sea Re. = C/d (numero de Reynolds por celda) y reescribiendo la ecuacién anterior
en funcion de Re., obtenemos

n+1/2 n+1/2 n
i1 < 9 2 37 Re.(1-C) /]
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por Leveque [21], teniendo en cuenta que si |[C| < 1y

n n+1/2
ST

20" ‘<

Rl =0 (4.26)

entonces Cj_; < 1. Por [15] tenemos que la funcién Flux-Limiter definida en la
proposicion (2.4) satisface la desigualdad

b?¢?+1/2 S 2

Observemos que ahora tenemos

n n+1/2 2
Y] <¢j Re (1 — C)>7

entonces ( ) ( )
1-C nt12  (1=C n+1/2 2
R S > Ytz o 2
2 i i - 2 i\ i Re.(1-C))’
asi que si
2, 2 4.27
%; ~ Re.(1-C)’ (4.27)

aplicamos el Viscous Flux-Limiter, ya que Toro [33] nos dice que el método TVD
requiere viscosidad artificial. Ahora si

iz 2 4.2
% Re(i=0) (4.28)

por (4.8) se tiene que es suficiente la viscosidad fisica del problema para remover
las oscilaciones espurias de las soluciones numeéricas, por lo que no es necesario la
funcién Flux-limiter, entonces

A=A =0, (4.29)
n+1/2 n+1/2
O =001, =1/2 (4.30)

Ahora supongamos que todos los coeficientes o) son negativos , entonces los coefi-
cientes de Harten son

Cj,1 :O, (431)
1 n+1/2 n n ny\ (n+1/2 n+1/2 n+1/2 n n
Dj=5| = 0o1ps (=0f + (L4 05_0)b7)0; 1)y — 05 70715 — off — 2d(bj + 1)1,

(4.32)
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Un —
donde b7} = —3_ =L Anglogamente, obtenemos que si

n _ Jin
Uj—i-l Uj

2
A SN 4
-1/2 Z e 15 0) (4.33)

aplicamos el Viscous Flux-Limiter, en caso contrario hacemos

AT =2 =0, (4.34)
O =0, =1/2 (4.35)
| ]

Proposicién 4.3. El método Viscous TVD Fluzx-Limiter definido en (4.2)-(4.7) es
convergente.

Demostracién.
Por la Proposicién (4.2) y el teorema (2.4). n

Las aproximaciones numéricas para la ecuacion de conveccién-difusion se pre-
sentan en el capitulo 5.



CAPITULO b

Resultados Numéricos

En este capitulo se exponen los resultados numéricos obtenidos mediante el méto-
do Splitting Strang y el método Viscous TVD Flux-limiter y se ven algunas simu-
laciones numéricas para ejemplificar las ventajas y desventajas que poseen estos
métodos. Las simulaciones se realizaron en el programa MatLab.

Para el método Splitting Strang se implementa para el operador hiperbélico no
lineal el método explicito TVD Fluz-Limiter (2.47)-(2.50). Los ejemplos numéricos
presentados en [15] nos muestran la gran ventaja del método, al combinar Upwind con
Lax-Wendroff, dado que proporciona una buena aproximacion a soluciones suaves,
oscilatorias o discontinuas de problemas hiperbdlicos no lineales en forma conserva-
tiva. El operador lineal parabdlico es resuelto por el método Euler Ezplicito (2.22),
la eleccién para su implementacién se debe a que el método Splitting Strang es un
método de descomposicion de operadores explicito, aunque el método Euler Explicito
Nno sea muy preciso.

En los siguientes ejemplos se observa la gran ventaja del esquema Viscous TVD
Flux-Limiter sobre el método Splitting Strang, dado que nos proporciona buenas
aproximaciones a las soluciones.

Ejemplo 1
Para este ejemplo utilizaremos la ecuacion de conveccién-difusion

U + AUy = VUgy,

con condicién inicial u(z,0) = sen(wz) y las condiciones iniciales u(0,¢) = 0y

o1
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u(2,t) =0parat € [0,7],a=1yv=1.

En las siguientes graficas podemos observar las correspondientes soluciones de
los métodos Splitting Strang y Viscous TVD Flux-Limiter en el tiempo 7" = 0,01.

—&— Splitting Strang
Solucign Exacta

Figura 5.1: Simulacion numérica del método Splitting Strang para el ejemplo 1 para
T=0.01.

1

T T
—&— Viscous TWD Flux-Limiter
Soluciin Exacta

Figura 5.2: Simulacién numérica del método Viscous TVD Flux-Limiter para el
ejemplo 1 para T=0.01.
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En la figura 5.3 estan las soluciones de todos los métodos numéricos aplicados a
este problema.

—&— Viscous TVD Flux-Limiter
—&— Splitting Strang
45 Solucian Exacta

Figura 5.3: Simulaciones numéricas de los dos métodos aplicados al ejemplo 1 para
T=0.01.

En este ejemplo se puede apreciar que el método Splitting Strang va por debajo de la
solucién exacta, mientras que el método Viscous TVD Fluz-Limiter si proporciona
una buena aproximacién.

Ejemplo 2
Para nuestro primer ejemplo no lineal consideremos la ecuacion conservativa de
2
. U
Burgers viscosa con f(u) = 5]

ur + f(u)y = Vigy,

con v = ,001 y los intervalos temporal [0,1] y espacial [0,1], con un tamano de paso
Az = 0,01, At = 0,005 y la condicién inicial discontinua

1 sixz <0.1,

u(x, 0
(,0) 0 siz>0.1.

La soluciéon exacta para t =T esta dado por

1 siz<
0 six>

+0.1,

(e, T) o

[N oS
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En las siguientes graficas podemos observar las correspondientes soluciones de los
métodos Splitting Strang y Viscous TVD Flux-Limiter en el tiempo 7" = 0,5.

—&— Splitting Strang

— Solucién Exacta

Figura 5.4: Método Splitting Strang para el ejemplo 2, en el tiempo T=0.5.

Figura 5.5: Método Viscous TVD Flux-Limiter para el ejemplo 2, en el tiempo T=0.5.
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En la figura 5.6 estan las soluciones de los métodos numéricos aplicados a este
problema.

Figura 5.6: Simulaciones numéricas de los dos métodos aplicados al ejemplo 2 para
T=0.5.

Se puede apreciar que el método Splitting Strang simula bien la solucién, pero con-
tiene una disipacién numérica entorno a la discontinuidad, llevando a la pérdida de
precision numérica en esta regién. Por otro lado el método Viscous TVD Flux-Limiter
es mas preciso reduciendo la difusién numérica evitando las oscilaciones espurias en
la onda de choque.

Ejemplo 3

Para este ejemplo consideraremos nuevamente la ecuacion de Burgers viscosa

con solucién
2senh(x)

f)=——""22
u(z, 1) cosh(x) — et
para v = 1 y condiciones de frontera u(—9,t) = 2, u(9,t) = —2 para t € [0,7].
Para las simulaciones de este ejemplos se utilizé un tamano de paso Ax = 0.2 y
At = 0,0083.
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En las siguientes graficas podemos observar las correspondientes soluciones de los
métodos Splitting Strang y Viscous TVD Flux-Limiter en el tiempo 7" = 0,83.

—&— Splitting Strang
— Solucidn Exacta

Figura

Figura 5.8: Método Viscous TVD Flux-Limiter para el ejemplo 3, en el tiempo T=0.83.
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En la figura 5.9 estan las soluciones de los métodos numéricos aplicados a este
problema.

—&— Viscous TVD Flux-Limiter
—&— Splitting Strang
Slucion Exacta

Figura 5.9: Simulaciones numéricas de los dos métodos aplicados al ejemplo 3 para
T=0.83.

En este ejemplo, donde tenemos cambios rapidos de la solucién, se puede apreciar
que el método Splitting Strang no es tan preciso como quisiéramos, mientras que el
método Viscous TVD Flux-Limiter si proporciona una buena aproximacion.
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CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo ha sido obtener métodos numéricos precisos y estables
para problemas de conveccion-difusién no lineal. Estos métodos numéricos resuelven
un sistema general de conveccion-difusiéon no lineal en forma conservativa. Se es-
tablecieron propiedades importantes que un método eficiente debe de verificar, como
lo son el error de truncamiento, la consistencia, estabilidad y consecuentemente la
convergencia.

El primero método presentado es un esquema numérico, en el cual se descompone
el problema en una sucesion de subproblemas méas simples en cada nivel de tiempo, a
través de la discretizacién temporal. La solucién de dichos subproblemas estaciona-
rios, se lleva a cabo mediante métodos iterativos que en cada iteracién, requieren de
la solucién de problemas hiperbdlicos no lineales y parabdlicos lineales. El segundo
esquema es una extensién del método TVD Flux-Limiter a sistemas hiperbdlicos con
términos difusivos, ya que la ecuacion de conveccién-difusion no lineal en nuestro
caso esta dominada por el término convectivo.

Los ejemplos numéricos presentados mostraron la gran ventaja del método pro-
puesto Viscous TVD Flux-Limiter sobre el método Splitting Strang, dado que pro-
porciond una buena aproximacién a soluciones suaves y oscilatorias.



APENDICE A

Conceptos Basicos de EDP ’s

En este apéndice presentamos una breve introduccién de las ecuaciones diferen-
ciales parciales de segundo orden. El objetivo es dar las definiciones referentes a
las EDP “s. Las siguientes definiciones se encuentran en [11] y [24]. Considérese una
variable dependiente u que depende de un numero de variables independientes x;,
1=1,2,...,n. Expresado en términos de una relacién funcional, es posible escribir:

u=u(xy, T, ..., Tp)

La relacién funcional anterior es analitica si admite una expansion en serie de
Taylor en todas sus variables independientes. Esto es equivalente a decir que wu
tiene derivadas de cualquier orden en cualquiera de las n variables. En este caso,
una ecuacién diferencial a derivadas parciales (EDP) es cualquier relacién entre las
derivadas de u. La forma general para u escalar es:

du  Ou ou 0%*u 9%u u  H%u oMy

F(U,I1,$27 s Ly ) ) ) 9 )
ey T, Sy A g s Sy ey =y ...
Ox1’ 0z Ox,, Ox1 Jz3 0x2’ 011014 oxm

=0 (A1)

El orden de una ecuacién diferencial parcial es el de la derivada de mayor orden que
aparezca en dicha ecuacién. La ecuacién diferencial (A.1) es de orden m. Se dird que
la ecuacién (A.1) es lineal si la funcién F' es lineal respecto de u y de todas las
derivadas parciales de u que aparecen en ella. De manera anédloga que en EDO, la
ecuacion (A.1) es no lineal si posee una dependencia no lineal en las derivadas de
mayor orden de u que aparecen en la ecuacién.

Los tres ejemplos de problemas clésicos se estudio de las ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales son:

29
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- Ecuaciones de tipo hiperbdlico (problemas que requieren fenémenos oscilato-
rios: vibraciones de cuerda, membranas, oscilaciones electromagnéticas).

- Ecuaciones de tipo parabdlico (problemas que se presentan al estudiar los pro-
cesos de conductibilidad térmica y difusién).

- Ecuaciones de tipo eliptico (problemas que aparecen al estudiar procesos esta-
cionarios, o sea que no cambian con el tiempo).

Consideremos ahora una ecuaciéon general de derivadas parciales en dos variables
independientes, x e y, lineal, de segundo orden, con coeficientes variables:

Az, y)uzz + B, y)usy + C(x,y)uyy + D(z,y)uy + E(z,y)uy + F(z,y)u = G(z,y) (A.2)

donde u = u(z,y) es la funcién incégnita y A(z,y), B(z,y), ..., G(x,y) funciones de

las variables z e y en una regién Q C R? a G(z,y) se le denominada término inde-
pendiente. Al igual que ocurria con las ecuaciones diferenciales ordinarias, si G(z,y)
es idénticamente nula, la ecuacién diferencial en derivadas parciales se denomina ho-
mogénea; en caso contrario se hablard de ecuacién no homogénea.

Hay tres tipos de EDP representadas por la forma general anterior, la clasificacién
se realiza en términos del signo del discriminante (B? — 4AC), a saber:

(1) Elipticas en Q, si A = B> —4AC < 0 en Q.
(2) Parabdlicas en ), si A = B> —4AC =0en () .

(3) Hiperbdlicas en Q, si A = B> —4AC >0en Q.

Es importante mencionar que si los coeficientes A, B, y C' dependen de las coorde-
nadas, entonces la clasificacién de las ecuaciones es local inicamente, esto se debe a
que el tipo de la ecuacién puede cambiar con las coordenadas.

Definicién A.1. Sea la EDP definida en (A.1) de orden m, se llama solucién de
dicha EDP en cierta region (2, de variacién de las x;; Vi = 1,2, ...,n a una funcién
cualquiera u = u(xy, s, ..., z,) € C™(Q), tal que al sustituir u y sus derivadas en
(A.1), se convierte en la identidad respecto a x;; Vi = 1,2, ...,n en la regién Q.

La solucién de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales lineales y no linea-
les, resulta mas dificil que la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias debido
a que no existen métodos generales de resolucién efectivos. Estamos interesados en
hallar la solucién mas general posible de una EDP. La soluciéon general para una
ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n € N, es un conjunto de funciones
dependientes de n constantes arbitrarias. En lo que a las ecuaciones diferenciales
parciales se refiere, en lugar de constantes, la solucion general depende de constantes
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arbitrarias.
0xdy
u(z,y) = f(z) +9g(y)- (A.3)

Donde f y g son las funciones derivables arbitrarias. Para obtener de (A.3) una solu-
cion particular, sera necesario anadir ciertas condiciones adicionales que permitan
determinar las funciones f y g explicitamente, lo que puede resultar incluso més
dificil que la obtencién de la propia solucion general. Esta dificultad no aparece en el
caso ordinario, en el que la obtencion de soluciones particulares requiere solamente la
determinacion de constantes arbitrarias. Por este motivo, en lugar de obtener solu-
ciones generales y a partir de ellas las correspondientes particulares que verifiquen
ciertas condiciones prescritas, consideremos solamente procedimientos que permitan
obtener directamente estas soluciones particulares.

Por ejemplo, la solucién general de la ecuacién = ( tiene la forma

Otra diferencia entre soluciones de una EDO Y EDP se refiere al conjunto de
soluciones de la ecuacion homogénea. Para las ecuaciones ordinarias lineales de or-
den n € N, constituye un espacio vectorial de dimensiéon n, igual al orden de la
ecuaciéon. Esto viene a significar que toda solucién se puede expresar como una com-
binacién lineal de soluciones linealmente independientes. Desafortunadamente esto
no es cierto, en general, para las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales linea-
les homogéneas, debido a que, aunque el conjunto formado por sus soluciones tiene
también estructuras de espacio vectorial, se tiene que, su dimensién es infinita.

Para determinar la solucién completamente en un proceso fisico es insuficiente
solo la ecuacién diferencial del proceso, hacen falta dos tipos de condiciones auxilia-
res.

e Condiciones iniciales: al igual que en el caso de las ecuaciones ordinarias,
prescriben el valor de la funcién y/o sus derivadas en cierto instante . Supon-
dremos siempre que, lo que no restara generalidad a los resultados que se
obtengan. El niimero de condiciones iniciales a considerar depende del orden
de la derivada parcial con respecto al tiempo que contenga la ecuacion.

u(@,0) = file),u(x,0) = 2 = fofa)

Ot |,y
e Condiciones de frontera: estan asociadas a variables que representan alguna
dimension espacial y que, por tanto se hallan restringidas a una cierta regién
() finita o semiinfinita en el espacio. Si la ecuacién diferencial en derivadas
parciales es de segundo orden, va ser necesario conocer el valor de la solucion,
de su derivada o de una combinacion lineal de ellas, en la frontera 0f) de la
region considerada. Asi pues trataremos tres tipos de condiciones de frontera:
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1) Condiciones de Dirichlet: consisten en prescribir el valor de la solucién en
la frontera y pueden representarse por

u(z,t)]oa = g(t).

2) Condiciones de Neumann: consisten en prescribir el valor de la derivada
segun la direccién normal (gradiente) de la solucién en la frontera y pueden
representarse por

ou
n o9
3) Condiciones de Cauchy 6 Robin: son de cardcter mixto pues prescriben
el valor de una combinacién lineal de la solucion y su derivada segun la
direccién normal en la frontera. Se pueden representar por:

9
w(z, t)|oo + ka—Z(x, ) - 9(t).

El concepto de condicion de frontera incluye como caso especial el concepto de condi-
cion inicial.

Problema inverso bien planteado

Con mucha frecuencia las EDP surgen al confeccionar modelos de un deter-
minado fenémeno, usando diferentes hipotesis. Evidentemente nos interesan aque-
llos esquemas que describen adecuadamente la realidad y permiten ademas efectuar
predicciones. Si nuestro modelo representa adecuadamente el fenémenos fisico que se
esta estudiando, cabe esperar que posea una solucién unica. A priori no es evidente
si un problema de ecuaciones en derivadas parciales esta bien planteado: aunque
fisicamente parezca razonable que la soluciéon haya de ser tnica, puede ocurrir que
no tenga solucién o que, de tener, no sea tnica. Aunque se este seguro de que la solu-
cién existe y es Unica, esto no basta para afirmar que el problema esta bien planteado.
En efecto, en un problema realista los datos se obtienen a partir de experimentos,
asi que forzosamente no seran exactos, de manera que, para que el problema ten-
ga sentido, ha de ocurrir también que un pequeno cambio en esos datos no influya
de manera notable en la solucion. Pero aun hay mas: como en la mayor parte de
las ocasiones estas ecuaciones tienen que resolverse numéricamente, lo que siempre
implica aproximaciones y errores de redondeo, es preciso que estas aproximaciones
no produzcan grandes desviaciones del resultado exacto, ya que en caso contrario el
modelo usado seria de muy poca utilidad.
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El estudio de los problemas bien planteados es lo que se suele denominar “teoria
clasica de las ecuaciones en derivadas parciales”. Comenzando el siglo XX, Jaques
Hadamard definié un problema como mal planteado (ill posed) si la solucién del
problema no existe o no es unica o si no es una funciéon continua de los datos,
es decir, si no es una funciéon continua de wu, tales problemas son extremadamente
sensibles a las perturbaciones en los datos que pueden conducir a perturbaciones
arbitrariamente grandes en la respuesta. La teoria clasica de ecuaciones diferenciales
parciales trata casi exclusivamente con problemas bien planteados.

Definicién A.2. Sea X y Y espacios normados, K : X — Y una transformacién
lineal o no lineal. La ecuacién Kz = y es llamada bien planteada [16] si cumple las
siguientes propiedades siguientes.

1 Existencia: Para cada y € Y existe x € X tal que Kx =y .
2 Unicidad: Para cada y € Y existe a lo mas x € X tal que Kz = y.

3 Estabilidad: La solucién depende continuamente de ¥, es decir, para cada suce-
sién {z,} C X con Kz, — Kz (n — o0), entonces x, — = (n — 00).

Ecuaciones para las cuales al menos una de las tres propiedades no se cumple es
llamada mal planteada.

La existencia se demuestra usualmente encontrando una solucién que satisfaga la
EDP y las condiciones iniciales y/o de frontera. La unicidad implica que la solucién
encontrada es la tinica solucion posible para el problema considerado. La dependen-
cia continua de los datos iniciales y de frontera es una propiedad que resulta de
observaciones de sistemas fisicos.

Las dos primeras exigencias son razonables, pero la tercera pudiera parecer
caprichosa. Sin embargo es especialmente importante para problemas que aparecen
en aplicaciones fisicas, ya que, como se ha comentado, es deseable que la solucion que
buscamos, ademas de ser tinica, cambie muy poco cuando se modifican ligeramente
las condiciones que especifican el problema. Esta condicion implica que pequenas
perturbaciones o errores en las condiciones iniciales o de borde resultan en pequenas
variaciones de la solucién de la EDP.
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APENDICE B

Teorema de Cauchy-Kovaleskaya

Uno de los resultados generales de la teoria de EDP, es un teorema de existen-
cia y unicidad de soluciones de una ecuacion en derivadas parciales de orden k con
condiciones iniciales para funciones analiticas, que se aplica tanto a los casos lineales
como no lineales, se debe a Cauchy y Kovaleskaya (Sofia Kowaleski).

Un aspecto importante a considerar es el tipo de soluciones que se buscan,
es decir, las propiedades que se exigen a u = wu(x). La decisién en este aspecto
estd condicionada por las propiedades de la propia funcién que define la EDP en
(A.1). En este sentido se concentrard en una clase de problemas en que es posible
deducir un importante resultado sobre la existencia de soluciones analiticas. En este
punto es importante comentar la nocién de EDP en forma normal o de Kovaleskaya.

Definicién B.1. Sea una EDP (A.1) con variables independientes
r=(xg=1t,%x),x:=(T1,...,Tn_1).

Decimos que la EDP posee forma normal (o de Kovaleskaya) de orden r > 0 respecto
a la variable ¢ si puede escribirse como:
"u
otr

= G(z,D%), r >0,

siendo G una funcién que depende polinomicamente de un ntimero finito de derivadas

0%y 0%y %=1y
T ot 9z 9oy

n—1

D%
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pero debe ser independiente de las siguientes
J"u

ot

De acuerdo con la definicién anterior r es el orden de (A.1). Para analizar si
una EDP posee la forma normal respecto de una de sus variables independientes ¢,
lo primero que hay que hacer es despejar la derivada respecto de t de orden mas

alto y después comprobar que el segundo miembro no aparezcan derivadas de orden
estrictamente superior.

; D% con |af > 7.

Ejemplo

La EDP
U, — uy = log(xy),
posee la forma normal respecto de cualquier de sus variables x 6 y, pues puede
escribirse como
Ug = Uy + log(xy)u
o bien
uy = u, — log(zy)

y en ambos casos se verifica la condicién de normalidad respectival.

Definicién B.2. Dada una EDP normal de orden r respecto de una variable ¢
J"u
otr

= G(z,D%), z €, (B.1)
sobre un dominio
QO =1xA,

siendo I un intervalo abierto de R y A un abierto de R™~!, un problema de Cauchy
con valores iniciales consiste en determinar una solucién u = u(x) de (B.1) que
satisfaga las r condiciones iniciales definida (x € A)

u(to,x) = Do(x),

)

Sy lf0x) = ®i(x)
oy
W(to,x) = &, 4(x),

lsin embargo la funcién log(zy) sélo es analitica cuando zy > 0, luego la EDP es normal-analitica

en x e y en los dominios Q1 = {(x,y) € R%,conz > 0,y > 0} y Qs = {(z,y) € R?, conx < 0,y < 0}



CapituloB. Teorema de Cauchy-Kovaleskaya 67

donde ty € I y ®; = ®;(x) son una serie de funciones dadas, que reciben el nombre
de valores iniciales del problema.

El siguiente teorema nos garantiza la existencia y unicidad locales de una solucion
analitica de un problema de Cauchy con datos iniciales, siempre que se verifique que la
EDP es normal y que tanto la EDP como los datos iniciales dependen analiticamente
de las variables independientes.

Teorema B.1. Sea un problema normal de Cauchy con valores iniciales para una
EDP normal y xog = (to,Xo) € A un punto de un dominio tal que

i) Condicion de analiticidad de la EDP

Como funcion de x la funcion G(x, D*u) del sequndo miembro es analitica
en xg.

ii) Condicion de analiticidad de los valores iniciales

Los wvalores iniciales ®;(x), (i = 0,...,r — 1) son funciones analiticas en
xg.

Entonces existe una funcion uw = u(x) definida sobre un abierto Qy C Q que contiene
a o tal que:

i) La funcion v = u(zx) satisface la EDP en Qg y las condiciones iniciales en todo
punto (to,x) € Q.

it) La funcion uw = u(x) es la dnica funcion analitica en o que satisface tales
propiedades.

Consultar la demostracion de este teorema en [7] y [10].

Figura B.1: Interpretacion Geométrica del Teorema de Cauchy-Kovaleskaya
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Hay una clara analogia entre este resultado y los teoremas de existencia basicos de
la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Diremos que una EDP es
normal-analitica si es normal y satisface la condicion de analiticidad del Teorema de
Cauchy-Kovaleskaya, entonces, bajo condiciones apropiadas se verifica:

La solucién local de una EDP de orden r depende de r contantes arbitrarias.

La solucién analitica local de una EDP normal-analitica de orden r depende
de r funciones analiticas arbitrarias.



APENDICE C

Teorema de Harten

A continuacién enunciamos y demostramos el Teorema de Harten que es de gran
utilidad para probar la TVD estabilidad de esquemas de alta resolucion para ecua-
ciones diferenciales parciales hiperbédlicas no lineales.

Teorema C.1. Si un esquema numérico explicito de diferencias finitas es de la
forma:
Ut = U7 = Oy (U = UlLy) + DY (U, = U7), (C.1)

(2

donde los coeficientes CI* | y D son valores arbitrarios (que pueden depender de U™
de un modo no lineal), entonces

TV(U™) < TV(U"),

si se satisfacen las siguientes condiciones sobre los coeficientes:

cl>0

D!>0

0<CF+ D <1,
donde TV (TV por sus siglas en Inglés) es la Variacion Total de la funcion.
Demostracién.Incrementado el espacio en (C.1) se tiene
Ui = Uiy = CP (Ul — U) + D} (Ul — Ul), (C.2)
restando (C.2) de (C.1) se obtiene
Ui = U =00, = U = O (U = U + CRa (U] = ULL)

)

+ D (Ul = Ulyy) — DIUE, = U,
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entonces

i+1 — Y = — Yy — L i+1 — Y i—1 1 i+1\Yi+2 — Yig1 )
yrtt — pntl (1 cr D")(U" U")—i—C" (U U”)—l—D (” U")

1
tomando valor absoluto y por hipétesis se tiene 1 — C* — D > 0

| U =U < (1=CF=D}) | Uy = U | +C7 | UF = Uy [ +D7 | Ul = Ul |,

entonces

U - U < |

i) Un|_0n| i U8+ | U = U
— D} U = UM [ +DE | UL, = Ul |

Sumando para —oo < i < 00 se tiene

o0 o0 o0
DR VA O N R VA /N e N e R A VA
1=—00 1=—00 1=—00
o0
+Z rlur-Ur, | =Y DR UR, - U
1=—00 1=—00
+Zaﬂﬁrmm

1=—00

cambiando el orden de la suma del término tercero y quinto del lado derecho tenemos

o0 o0
ZWW%WKZI%JM—ZWMHWW

1=—00 1=—00 1=—00
o0 o0
n n n n n n
+ E Ce 1 U — U | = E DI UL, — U
x
n n n
+ E DR U, —UR
k=—00
entonces

oo o0
S vt Y - Uy

1=—00 1=—00
Por lo tanto

TV (U™ <TV(U™),

durante la prueba del teorema se asumié que C* ; > 0, D%, ; > 0 n



APENDICE D

Teorema de Lie

A continuaciéon enunciamos y demostramos el Teorema de Lie que se usa en los
métodos de descomposicion.

Es bien sabido que, en general, salvo que las matrices A y B conmuten, no es
cierto que At coincida con el producto e“e®. Analizamos este hecho calculando el
error global.

El error global se define de la siguiente forma
le(x;t) = eATDI! _ pAleBt

entonces desarrollando en series de Taylor se tiene
1 1 1
le(w;t) :(I +(A+ B)t+ S (A+ B)2t2) - (I +t(A+ B) +t*(AB + 5A2 + 2BQ)) + O(t%)
2 1 2 1 2 1 2 3
=?(5(A+ B)? = (AB+ A% + 5B%) | + O(t")
1 1 1 1 1 1
_ 42| = 2 - - 2 T A2 . T P2 3
—t {QA +3AB+ SBA+ B~ AB— S A~ B ] +O(t%)
t2
—5 (BA - AB) + O(t").

El término BA — AB que interviene en esta diferencia se denomina conmutador y
se denota de la siguiente manera

[A, Bl = AB — BA,
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donde el conmutador es la medida del grado de conmutatividad de las matrices A y B.

Por lo tanto )

t
le(z;t) = —
es decir, el error global es de orden dos.

A, B] + O(h?), (D.1)

Teorema D.1. Dadas dos matrices cuadradas de orden N x N A y B se tiene

eAHB) = lfm (ewen ).

n—od

e

Demostracién.En virtud de (D.1) se tiene
(ﬁ_;'_ﬁ)t At Et tQ
etnTnt =entent + O — . (D.2)

En (D.2) el término principal del resto es
[A, B]/2n*. (D.3)
La férmula (D.3) es rigurosa en el sentido que

At 4 Bt Ay By

C
egn 'n —en'en Sm‘lgl, (D4>

donde C' > 0 es una constante independiente de n. La prueba de (D.4) puede
realizarse utilizando el criterio de la mayorante de Weierstrass. Obviamente, la
constante C' depende de A y B pero conviene subrayar que es independiente del
parametro n.

Por (D.2) tenemos

e(A+B)t _ [€(A+B)fl] ! _ |:€2teft + O(é)} n'
n
Por otra parte

[eﬁteﬁt + 0O (t—Z)r = {eéfeit [1 T e ntentO (t—Z)} }”
n n

Basta por lo tanto concluir que

n t2 n
lim <eﬁteft) = lim {eﬁteft [1 + 62t65t0<7)1} . (D.5)
n—oo n—oo n
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Denotando

se trata de probar que

2 n
lim C" = lim [Cn (1 - Cnlo(%))} : (D.6)
n—oo n—oo n

Q) R O}

aplicando la expansion de series de Taylor a la funcién (1 + x)™ en el punto z = 0,
se tiene

Tenemos que

(14+2)"=1+nxz,

2
seax =C10 (%), entonces
n

2N\\" t?
<1 + Cn10<—2)> =1+ nCnlO<—2),

n n

1 t2 n n—1 t
Crl1+C,'0 oo e

utilizando el teorema del Valor Medio tenemos

a(i+ario(L))] -armnao(L)arer

1
=20 (5) Cr 14 &),

por lo tanto

donde &, es un elemento del segmento que une 0 con C;, 'O (72—22)

Por tanto
1 tz n 02 n—1 n—1
C.l1+C 'O —C <—IIC T+ &l

<—|ICZ‘1||(1 + 1€l

Ct2 -
<—||C 11+ [|&a D™
Ct At Bt
<—||€"€“|| A+ &)
Ct

<—Ilen =M le ™ It + (1l
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entonces

e @)

Ahora bien como

Ct?

n

2
Jel <|[czo (%))

_ t?
<lleo( %)
t2

()

2
SenAn;eBm@(t_Q)
n

At Bt

S‘enen

entonces

|I£n1} [€nll(n—1)

el = | (1+ Uil

y por lo tanto, volviendo a (D.7) se deduce que

[ererofE))] e

-o(5). vsesr

n

Se obtiene por tanto (D.5)y (D.6) que es el resultado que se precisaba probar.

< eI ABI IS (1 4 g, ),

(D.7)
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