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RESUMEN

En esta tesis se calcula el rango numérico de una clase de operadores tridiagonales que
provienen de sucesiones bi-infinitas de ceros y unos. Se demuestra que el rango numérico de
tales operadores esta contenido en un conjunto I' y que para operadores provenientes de una clase
particular de sucesiones, llamadas pseudo-ergddicas, el rango numérico alcanza al conjunto I'.
Asi mismo se discute el espectro de tales operadores en el contexto de la dindmica simbdlica.

In this thesis we calculate the numerical range of a class of tridiagonal operators induced by
bi-infinite sequences of zeros and ones. It is shown that the numerical range of such operators
is contained in a subset I" and for operators induced by sequences from a particular class, called
pseudo-ergodic, the numerical range reaches the subset I'. Furthermore the spectrum of such
operators is discussed within the framework of symbolic dynamics.
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INTRODUCCION

En las tdltimas décadas se ha introducido en la matemadtica la tendencia de fusionar varias
ramas de especializacion, en muchos casos de areas completamente distintas, para abordar pro-
blemas especificos, procurando resolver un mismo problema desde perspectivas distintas. Tal es
el caso del drea conocida como las matrices aleatorias y la dindmica simbdlica.

Hoy en dia las matrices aleatorias tienen una fuerte importancia, tanto en las matematicas
puras como en las aplicadas. Esta teoria es un campo que ultimamente ha tenido un amplio desa-
rrollo debido a que es bastante fértil y que posee un gran nimero de aplicaciones en diferentes
areas como teoria de graficas, teoria de nimeros, combinatoria, entre otras. Esta teoria se ha
aplicado para resolver problemas de estadistica multivariante, fisica estadistica, biologia, inge-
nieria [1], procesamiento de sefales, comunicacién inaldmbrica [2], teoria de juegos [4], etc. Su
base principal consiste en considerar a las entradas de una matriz como variables aleatorias, y
en consecuencia se obtienen resultados derivados de aplicar técnicas de analisis, pero interpre-
tados desde el punto de vista probabilistico de acuerdo a la estructura generada por las variables
aleatorias.

Por otro lado, 1a dindmica simbdlica es también un drea en desarrollo fuertemente ocupada en
diversos dmbitos, por ejemplo: en las ciencias de la computacion en autématas celulares y teoria
de la codificacion; en biologia sobre modelos matematicos tales como la variacion del ritmo
cardiaco [5]; en dlgebra de operadores y enlosados [13]. Dada su importancia, no es sorprendente
que se quiera abordar desde la perspectiva de andlisis matematico, y ya ha sido trabajado desde
los afios 80 en [8].

La dindmica simbolica es de los principales lugares en donde comienza a aparecer la co-
rrespondencia entre la teoria de graficas y el édlgebra lineal. Esto ocurre al asociar una gréfica
dirigida con una matriz, denominada de adyacencia, la cual contiene la informacion de la canti-
dad de conexiones dirigidas entre los vértices de la grafica. De manera que si una grafica G tiene
una matriz de adyacencia A, la entrada a;; € N indica la cantidad de conexiones del vértice v; al
vértice v;. Como ejemplo considere la grafica formada por los siguientes 5 vértices y las aristas
dirigidas como se muestran



U1 V2 (%] Uy Vs

Entonces la matriz de adyacencia se obtiene de la siguiente manera

Vi V2 V3 V4 Vj5
T 00 01000

. wll 0 1 0 0
conexiones : — A= 000120
vi| O O O 1 O 0000 1
val O O O O 1 00010

vs1 0O 0 0 1 O

Los operadores de interés en este trabajo se pueden entender como una extension de las ma-
trices de adyacencia del caso finito. Se supone una cantidad numerable de vértices indexados
con los numeros enteros de forma que un vértice siempre estd conectado hacia el vértice inme-
diato de la derecha pero no siempre con el de la izquierda. Por medio de los operadores que
aqui se estudian se pueden caracterizar las conexiones dirigidas entre cada vértice con el par de
vértices contiguos.

V_3 V_g V_q N U1 ) U3

Figura 1: Conjunto numerable de vértices siempre conectados a la derecha, y no siempre conec-
tados a la izquierda.

En [7] Chandler-Wilde, Chonchaiya y Linder estudian operadores inducidos por sucesiones
de unos y menos unos. Entre los varios resultados obtenidos en [7], se demuestra que el rango
numérico de los operadores que se estudian en ese trabajo esta contenido en cierto conjunto A,
y que cuando el operador es inducido por una sucesion pseudo-ergddica, se alcanza la igualdad.
Los operadores estudiados en esta tesis son parecidos a los operadores estudiados en [7] consi-
derando simplemente que se sustituye el valor —1 por 0. En esta tesis se encuentra un conjunto
I' que contiene al rango numérico de los operadores, y se demuestra que cuando el operador



es generado por una sucesion pseudo-ergddica, se logra la igualdad. Sin embargo, atin cuando
al principio se pensé que la estructura de las pruebas deberia ser la misma debido a la simili-
tud de los operadores, se requirié de un procedimiento distinto para la demostracién de estos
resultados.

A lo largo del desarrollo del trabajo el objetivo principal es calcular rango numérico, que
es una herramienta muy importante del andlisis funcional cuando se estudian operadores en
espacios de Hilbert. Para cada operador, el rango numérico es un subconjunto de C que tiene
propiedades interesantes y que nos ofrece valiosa informacion sobre este operador. Por medio
del rango numérico se puede decir si el operador es hermitiano, ademads contiene a los valores
propios del operador y su cerradura contiene al espectro (otra herramienta importante para el
andlisis funcional). A diferencia del espectro, el rango numérico caracteriza con mayor detalle
algunas propiedades y relaciones entre operadores, por ejemplo operadores que son unitaria-
mente equivalentes poseen mismo rango numérico.

Esta tesis estd dividida en cinco capitulos. En el primero se exponen principalmente defini-
ciones ttiles en el desarrollo del trabajo asi como algunos resultados que seran de gran utilidad
en el segundo capitulo. Primeramente se introduce a los espacios en los que estamos interesados
asi como algunas propiedades que se heredan de las caracteristicas de dichos espacios. También
se expone una pequefia introduccion a la dindmica simbdlica mostrando la relacion con los es-
pacios antes mencionados. Después se definen los operadores que nos interesan, algunas de sus
propiedades como linealidad y acotabilidad, y se verd que es posible entender a estos operadores
como una extension de las matrices. Finalmente se define al espectro y al rango numérico de un
operador y se muestra la relacion que tienen entre si.

En el segundo capitulo se analizan dos casos de operadores particulares que, pese a su sen-
cillez, son la base para gran parte el trabajo en general y se demuestran algunos resultados ttiles
para el desarrollo del resto de los capitulos.

El tercer capitulo es el que contiene el trabajo principal y, como el titulo lo sugiere, estd de-
dicado a mostrar algunos propiedades del rango numérico de los operadores que se definen en
el primer capitulo. Esta dividido en tres secciones: en la primera se obtiene un subconjunto de
C de forma hexagonal que contiene al rango numérico de cualquiera de los operadores aqui es-
tudiados; en la segunda seccidn se prueban algunos resultados que serdn ocupados en la tercera
seccion, finalmente en la ultima seccion se muestran los resultados mas interesantes de la tesis,
pues se demuestra cudl es el conjunto mds pequeno que contiene al rango numérico de cualquiera
de los operadores aqui abordados.

En el cuarto capitulo se calcula el espectro de algunos operadores particulares y se muestra
un pequeio resultado.

El ultimo capitulo esta dedicado a las conclusiones. Ahi se abordan algunas ideas que surgie-
ron a lo largo del trabajo asi como algunas conjeturas del comportamiento del rango numérico
de estos operadores.



CAPITULO 1

NOCIONES PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los conceptos principales para desarrollar este trabajo asi como
la notacion ocupada. También presentamos algunos resultados que facilitan conclusiones de
teoremas que se enuncian mas adelante.

1.1

Espacios /7

Para describir los conjuntos de los nimeros naturales, enteros, reales y complejos se utili-
zard las notaciones N, Z,R y C respectivamente. Para z € C se ocupard la notacién Re(z) e Im(z)
para referir a la parte real e imaginaria de z respectivamente. Se define a una sucesion bi-infinita
x como una funcién x : Z — C, y ocuparemos la notacion x; para expresar el valor de x en k con
k € Z.. Para cada p > 1 definiremos

P =S x=(xj)jez | 5; €C, Y |xjP <oo
JEZ
Estos conjuntos son los espacios vectoriales de las sucesiones bi-infinitas para las cuales
la suma de los médulos de sus valores elevados a la potencia p converge. En estos espacios
vectoriales la suma de elementos de ¢” y el producto por un escalar en el campo C estd definido
de la misma manera que se hace con espacios vectoriales de C". También se puede considerar
p = oo, definiéndose

2= x=(xj)jez | x; €C, sup{|xj|} <eoo
jez
En estos espacios se puede definir la norma como sigue.
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Definicién 1.1. Sea 1 < p < e, se define ||-[| ,, la p-norma, como

I, = Q/Z ;1P
JEL

y para p = oo se define ||x[|,, = sup ez, {|xj|}. Cuando el valor p estd fijo, usualmente se denota
como ||-||, quedando implicito que se estd trabajando con la p-norma correspondiente.

Un caso particular que es comiin considerar es cuando p = 2, pues se tiene que ¢2 es un
espacio de Hilbert, (mds atin, de los espacios ¢? es el tinico que es espacio de Hilbert) en el cual
se define el producto interior como sigue

Definicién 1.2. Sean x,y € ¢2, se define el producto interior de x con y, denotado por (x,y),
como

) =Y Wi

keZ

Esta definicion ademas de satisfacer todas las propiedades de un producto interior, satisface

que [[x]| = [lxlly = /x,x).

Se denotard con {0, I}Z al conjunto de los elementos x € ¢* tales que x; € {0, 1} para todo
k € Z. Particularmente, se ocupard 0 para expresar al elemento de {0, I}Z cuyas componentes
son todas iguales a cero. De manera similar se ocupard 1 para referir al elemento de {0, 1}Z
cuyas componentes son todas iguales a uno:

0=(..00000..).
1=(..11111..).

.. . 7 L. .

De forma similar que en [6], se dird que un elemento b € {0, 1}~ es pseudo-ergddico si es
posible encontrar cualquier patron finito de unos y ceros, vista como una cadena de entradas
consecutivas, en alguna parte de la sucesion.

1.2
Dinamica simbolica

En dindmica simbdlica, se considera un conjunto finito A llamado alfabeto cuyos elementos
se denominan simbolos, y se define al espacio total de desplazamiento de A a la coleccion de
las sucesiones bi-infinitas de simbolos del alfabeto A, denotado por AZ. Como ejemplo, note



que cuando el alfabeto es el conjunto {0, 1} el espacio total de desplazamiento es el conjunto

7 .., . . . .. .
{0,1}7, pues de su definicién se sigue que es el conjunto de las sucesiones bi-infinitas cuyas
componentes son uno o Cero.

Cuando se escribe de manera explicita un elemento de {0, 1}Z se suele escribir un punto
para separar los x; con i < 0. Cuando se considera una sucesion finita de elementos del alfabeto,
éstas son llamadas bloques o palabras. Para cualquier punto en {0, I}Z , se denota el bloque que
va de la coordenada i a la coordenada j, con i < j, como x|; ;). Cuando un bloque u satisface que
u = x; j para un elemento x y algunos i, j, se dice que el bloque u ocurre en x.

De esta manera, si

x=(...01110-100010...)

setieneque x =1, x_1 =0,x0=1,x1 =0, xp =0, x3 =0, etc., y por ejemplo el bloque
u=ux_34) = 11010001 ocurre en x.

Note que cuando un elemento b € {0, I}Z es pseudo-ergddico, equivale a pedir que cualquier
palabra de cualquier longitud del alfabeto {0, 1} ocurre en algtn lugar de . Una manera sencilla
de construir un elemento pseudo-ergddico es ordenar las palabras de forma creciente respecto a
su cantidad de simbolos y acomodarlas de manera alternada.

x=(...01000100001000-11110 111 110 101...).

Definicién 1.3. Se ocupara S para denotar al mapeo desplazamiento el cual va del espacio total
de desplazamiento AZ sobre si mismo, y a cada punto x le asocia un punto y = Sx de forma que
la coordenada j-ésimaesy; = (Sx); = xj11.

Denotaremos a la composicién de S consigo mismo k > 0 veces como S¥ = So...0S. Observe
que la accién del mapeo es desplazar la sucesion k lugares a la izquierda, mientras que si se ocupa
§~* = (§71)* desplaza la misma cantidad de lugares a la derecha.

Se puede definir una métrica sobre un espacio desplazamiento X de manera que el espacio
junto con la métrica, forman un espacio métrico compacto y ademas el mapeo S es continuo
[10].

Definicién 1.4. Sea X un espacio de desplazamiento. Definiremos p : X x X — [0,e0) como:

0 six=y

plry)=4q 1 st xo#yo
27%  donde k es el mayor entero no negativo para el cual X[—kk] = Y[—kA-

Demostrar que es una métrica no es complicado pues claramente p es una funcién no ne-
gativa, es simétrica y p(x,y) = 0 si y s6lo si x = y. Para demostrar que se satisface condicién



de subaditividad, solo se necesita trabajar un poco con los bloques centrales de sucesiones bi-
infinitas.

Un subconjunto B de A% es un subespacio de desplazamiento si es compacto e invariante
bajo el mapeo S, es decir S(B) C B.

Cuando se considera un espacio métrico compacto y un mapeo continuo, un concepto impor-
tante dentro de la dindmica simbdlica es la 6rbita de un punto x en el espacio bajo este mapeo.

Definicién 1.5. Un sistema dindmico (X, ) consiste de un espacio métrico compacto X junto
con un mapeo continuo @ : X — X. Para un sistema dindmico (X, ¢), la érbita de un punto x € X
es el conjunto de las iteraciones {¢"x},., cuando ¢ es invertible y {¢"x},~ cuando no.

Como se ve en la definicién 1.3, el mapeo S es invertible y por lo tanto en este trabajo se
ocupard la primera opcién de la definicién de orbita. Puesto que s6lo se considera el mapeo S
para el sistema dindmico, ocuparemos la notacién orb (x) para referirnos a la 6rbita del punto x
bajo el mapeo S. Mostraremos a continuacion un par de ejemplos.

Ejemplo 1.6. Considere x = 0, puesto que (S0); =0;.; =0 =0, se tiene que orb (0) = {0}.
Es claro que la cerradura de la 6rbita de 0 es {0}, pues el conjunto tiene un dnico punto. De
manera similar, cuando se considera x = 1 se tiene que orb (1) = orb (1) = {1}.

Ejemplo 1.7. Sea b € {0, 1}Z un elemento pseudo-ergddico. Demostraremos que para cada
x € {0,1}” fijo y cada & > 0 existe un elemento & en orb (b) tal que p(x,&) < €. Six € orb (b),
el resultado es trivial haciendo & = x, supongamos entonces que x # & para todo & € orb (b).
Sea kg un entero positivo tal que %0 < €. Debido a que b es un punto pseudo-ergdédico se puede
encontrar cualquier bloque de cualquier longitud de de 1’s y 0’s en b, en particular el bloque
X[—ko,ko] OCUITE €n b. Es decir, existe jo € Z tal que by, ; 12k, €8 1a palabra de longitud 2k + 1
idéntica a x| x1-

Consideremos & = S—/0=%p_es claro que & es un elemento de la 6rbita de b, y que el
operador S~k actiia sobre b desplazando el bloque bijo.jo+2ke @ la parte central, por lo que
5[fko,ko] = D[y, jo+2ko] = X[—ko ko] S1 k €s el maximo entero tal que x|_; ) = 5[,,(7,4, es claro que
k > ko. Con esto se tienen las siguientes lineas:

1
p<x7§):§
<%

<€,

por lo que se tiene que orb (b) es un conjunto denso en el espacio total de desplazamiento, es
decir orb (b) = {0,1}7.




1.3

Operadores

El objetivo principal de este trabajo es estudiar un conjunto de operadores especificos defi-
nidos sobre /7 los cuales son lineales, acotados y ademas se pueden expresar en una especie de
forma matricial. Esta forma matricial sera de ayuda al interpretar la accién de dichos operadores
sobre los elementos de /7.

Definicion 1.8. Dados X y Y espacios vectoriales sobre el mismo campo y A C X, un operador
T de A en Y es un mapeo, es decir, a cada elemento de x € A se le asocia un tnico elemento
y € Y y se escribe y = T'x. El conjunto A es denominado el dominio de T, Z(T ). Por lo general
se denota

T:9(T)—Y

Ademds se dird que T es un operador lineal si para todo x,y € Z(T) y escalar o

T(x+y)=Tx+Ty.
T(ox) = oTx.

Definicion 1.9. Sean X y Y, espacios normados y T : Z(T) — Y un operador lineal, con
2(T) C X. Se dice que T es un operador lineal acotado si existe un nimero real ¢ tal que para

todo x € Z(T),
1Tx]] < c|lx]|.
Se define la norma del operador T como
| 7x]]
1= sup {5 = sup qira.
xea(r) L |« x€2(T)
A0 x| =1

La segunda igualdad se tiene por ser 7' un operador lineal. De esto se sigue que T es acotado
siy sélosi ||T]| < ee.

Utilizando cada b € {0, 1}Z se construye el operador A, : /7 — (P de manera que para cada
xelp,

(Abx)j:bj—lxj—l+xj+17 jEZ. (1.1)
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Se puede pensar que el operador A; actda sobre un elemento x mediante la extension del
producto usual de una matriz por un vector, como si se multiplicase al vector x por la “matriz
bi-infinita”

0 1
b_s 1
Ap = by 0] 1 :
by 0 1
by 0

en donde el rectangulo encierra el nimero que representa la entrada (0,0) de la matriz bi-infinita.
Por ejemplo la entrada (—1,—2) de A, es b_, y la entrada (1,2) es 1. Note que esta matriz
infinita es tridiagonal con unos en la diagonal superior adyacente a la diagonal principal, la
sucesion bi-infinita b en la diagonal inferior adyacente a la diagonal principal y ceros en todas
las demads entradas.

Una cuestion que se debe resolver antes de proseguir es describir el dominio y rango de los
operadores que se acaban de definir, ademds nos gustaria decidir si son operadores acotados o
no. Sea x € (¥ y y = A,x, si se aplica la desigualdad de Minkowski a la definicién de ||y[|, se
sigue que

IV, = o/ X 1Bj-1xj1 )51

jez
< S Y IbjaxialP+ /Y IxjalP
JEZ JEZ

Debido a que b; € {1,0} se tiene que

Ivl, < C/ Y P+ C/ Y il
JEZ JEZ

=24, (12)
< oo,
Como consecuencia de estas desigualdades se concluye que no tenemos ninguna restriccion

sobre el dominio de los operadores A, por lo que su dominio es todo /7. Se tiene la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.10. Para cada b € {0, I}Z el operador Ay, : (P — (P es un operador lineal
acotado.
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Demostracion. Sea b € {0, I}Z. Primero probaremos que A es un operador lineal y después que
es acotado. Es directo de la ecuacion 1.1 que A, es lineal pues si x,y € ¢ y a € C entonces

(Ap(x+y)); = bj-1(xj-1+yj-1) + (xXjr1+yj+1)
=bj1xj—1+Dbj1yj-1+Xj41+tYj+1
= (Apx)j+ (Apy),-

(Ab(xx)j =bj_10xj_1+Qxjq|
= Ot(bj_lxj_l +xj+1)
= 0(Apx) .

Se muestra asi que A, es un operador lineal. Para probar que A, es acotado solo basta ver
que por la ecuacién 1.2 se sigue que

14p ]} = sup {[|Apx]}
xelp
=1

< sup {2{x]/}
xelp
[[x|=1

=2

con lo que se demuestra que el A, es acotado. m

Definicion 1.11. Sea T : H — H un operador lineal acotado, donde H es un espacio de Hilbert,
se define al operador adjunto de T, denotado por T*, tal que para todo x,y € H se satisface que
(Tx,y) = (x,T*y). Si ademds T = T* se dice que T es un operador autoadjunto.

Se puede demostrar que este operador siempre existe, es Unico, es acotado y ademas satisface
que [|T*|| = ||T|| [9, Teorema 3.9-2].

1.4

Espectro y rango numérico

Cuando se estudian operadores, uno de los principales objetivos consiste en averiguar de-
talles del espectro. Una herramienta muy importante para el estudio del espectro de cualquier

operador es el rango numérico de dicho operador pues es un subconjunto de C cuya cerradura
contiene a su espectro.
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Definicion 1.12. Sea T un operador lineal definido sobre un espacio de Hilbert. Se define
el operador T), = T — Al, donde A es un nimero complejo e I es el operador identidad sobre
P(T). Se define al espectro de T como el conjunto de valores A tales que 7, no es invertible y
al conjunto de valores A tales que 7), si es invertible se le denomina resolvente de T.

El espectro tiene una subdivision de acuerdo a la forma en que se tiene la no invertibilidad.
Se define al espectro puntual, o espectro discreto 6,(T), como el conjunto de los valores A tal
que Tj no es inyectivo, es decir el sistema 7;x = O tiene solucién no trivial y por lo tanto, el
espectro puntual es el conjunto de los valores propios de T'. Para cada elemento A € 6,,(T) los
elementos x, distintos del vector cero tales que 7) x = 0 se denominan vectores propios asociados
a A. Estos vectores equivalentemente satisfacen que Tx = Ax. El espectro residual 6,(T), es el
conjunto de valores A € C tales que T es inyectivo, pero no tiene rango denso. El espectro
continuo 6.(T), es el conjunto de valores A € C tales que T} es inyectivo, tiene rango denso
pero no es suprayectivo. Claramente 6(T') = 6,(T) Uo,(T) Uo.(T).

Se puede demostrar [6, 7] que el espectro del operador A, : ¢¥ — ¢P no depende de p cuando
b € {0, I}Z y 1 < p <o, por lo que mantendremos la notacion ¢ (A;) para referirnos a éste. Un
resultado que utilizaremos adelante es el siguiente [11, Teorema 1.2.4].

Teorema 1.13. Sea T un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert.
(1) El espectro de T es un subconjunto de C, no vacio y compacto.

(11) Si T es un operador invertible, entonces

1
o(T "= {I ‘ A€ G(T)}.
(111) Si T* denota al operador adjunto de T en el espacio de Hilbert, entonces

o(T%) = {I ‘ Ae o(T)}.

Definicion 1.14. Sea X un espacio de Hilbert con producto interno (-,-) y 7 un operador lineal
acotado sobre X. Se define al rango numérico de T, denotado por W(T'), como

W(T):={(Tx,x) | x€ 2(T), |x]| =1}.
En [16, Proposicion 2.4] y [15, Proposicién 1.1] se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.15. Sea T un operador en un espacio X de Hilbert, el rango numérico de T
satisface que:

(1) 0,(T) CW(T), es decir, el rango numérico contiene a todos los valores pro-
piosde T.
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(11) Si se considera a I, la identidad en X, se tiene que W(I) = {1}, ademds si
o, C W(aT+BI)=aW(T)+B.

(111) Si S es otro operadoren X, W(T +S) CW(T)+W(S).

(1v) W(T) es un subconjunto convexo de C.

(V) o(T) CW(T), es decir, el espectro de un operador estd contenido en la ce-
rradura de su rango numeérico.

Demostracion.

(1) Sea A € 0,(T), y x un vector propio asociado a A. Definiendo £ = Hi_l\ obtenemos un

vector propio unitario asociado a A, es decir, se tiene que ||£|| = 1 y T% = AX, por otro
lado (T'%,%) = (A%,%) = A (£,%) = A € W(T), mostrando asi que 6,(T) C W(T).

(11) Consideremos / la identidad en X y sea x € X unitario, entonces (Ix,x) = (x,x) = ||x||* = 1
con lo que queda claro que W (I) = {1}. Ahora notemos que six € X con ||x|| = 1, entonces
((aT + BI)x,x) = (aTx+ Bx,x) = o (Tx,x) + B (x,x) = ot (Tx,x) + B, por lo que se tiene
lo que se quiere.

(111) Notemos que ((7 + S)x,x) = (Tx,x) + (Sx,x), por lo que se tiene de manera trivial que
W(T+S) CW(T)+W(S).

(1v) La demostracion de este inciso se encuentra en [16, Proposicion 2.4].

(v) La demostracion de este inciso se encuentra en [15, Proposicion 1.1].

Teorema 1.16. Si T es un operador autoadjunto en un espacio de Hilbert X, entonces tanto
W(T) como o(T) son subconjuntos de R.

Demostracion. Sea x € X, entonces (x, Tx) = (Tx,x) = (x,Tx). La primer igualdad es vélida por
la definicién del producto interior y la segunda por ser un operador autoadjunto. Se sigue que
W(T)CRyporlotanto 6(T) CW(T)CR. m




CAPITULO 2

OPERADORES PARTICULARES

Como ya se dijo anteriormente, estamos interesados en los operadores sobre /7 definidos en
la ecuacion 1.1, con enfoque principal en su rango numérico y espectro. En este capitulo se es-
tudiard un poco sobre dos operadores particulares que serdn utiles mas adelante: Ay, el operador
desplazamiento hacia la izquierda, y Ay, el operador que consiste en la suma del desplazamiento
a la izquierda mads el desplazamiento a la derecha . Consideremos p = 2, teniendo que ¢” es
espacio de Hilbert para poder ocupar la nocion de rango numérico que en estos dos casos es
facil calcular.

2.1

Operador A

Recuerde que 0 es la sucesion que estd conformada s6lo con ceros. Note que Ay es el ope-
rador desplazamiento hacia la izquierda pues de la ecuacién 1.1, para todo x € £2, se tiene que
(Agx); = xj41. Es decir, al aplicar Ay a x, a cada componente x; se le asigna x| (observemos

que cuando este operador se aplica sobre {0, 1}Z es el mapeo desplazamiento S definido en las
nociones preliminares de dindmica simbdlica):

X = ( X_2 X_1 . X0 X1 X2 )

v v v v v v

on :( X1 X0 .X X2 X3 )

Debe ser claro que cuando consideramos la norma de Agx resultard que es igual a la norma
de x, pues

15
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lAox]l = /Y bt
keZ

= [l
Se demostrara que en este caso W (4g) =D := {z € C | ||z]| < 1}, el disco unitario de C sin
la frontera.

Proposicién 2.1. W (4y) =D.

Demostracion. Se hard esta prueba mostrando las dos contenciones que garantizan la igualdad
de conjuntos.

D C W (Ayg). Primero veamos que de manera trivial 0 € W (Ay). Sea x € £>(Z) de manera que
xo =1y xx =0V k # 0. Debe ser claro que x escogido de esta manera es un elemento unitario
que cumple (Agx,x) = Y Xxp 1 = 0.

Sea A € D\ {0}, se quiere demostrar que A € W (Ay) y para ello se encontrard un elemento
unitario x € £2 tal que A = (Agx,x). Se sabe que existen 8 € [0,27) y r € (0, 1) tnicos tales que
A =ret?. Sea o = —Vlr_rz y escojamos x € /2 tal que

o ark sik>0
K=Y 0 sik<o.

Con esta eleccion de x se tiene que:

Ixll =, /) xl?
keZ

— Y oA
k>0

Note que |A| = ry si se aclara que se puede ocupar el resultado Y- (r?)*F = & debido a

que r € (0,1), se sigue que
Ixl = Ja? Y ()
k>0
/ 2
,
1—r2

1

Y

por lo cual x es un elemento de #2 unitario. Por otro lado
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(Agx,x) = Z Xr (Aox),
keZ

= Z XiXk+1

keZ
— Z azlklk+1.
k>0

Si se ocupa que A4 = |A|? se sigue que

(Agx,x) = o Z A%
k>0

mostrando asi que A € W (Ag) y por consecuencia D C W (Ayg).

W (Ag) C . Sea x € £? unitario, ocupando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene
que

|(Aox, x)| < [|Aox| - [|x] -

Pero los multiplicandos del lado derecho de la desigualdad son iguales a 1 pues ||[Agx|| = ||x||
y x es unitario. Con esto se tiene W (Ag) C I, faltando sélo por probar que la frontera de D no
forma parte del rango numérico del operador. Sabemos que la igualdad en Cauchy-Schwarz se
tiene si y sélo si Agx y x son linealmente dependientes; es decir, si existe algtin elemento x € 02
tal que | (Agx,x) | = 1, entonces existe una constante m € C tal que x;;.1 = mx, para todo j € Z.

Esto implica que x; = m*xo, de donde se sigue:

2
1= [lx]|

=Y |l

keZ

= |xo* ) [m|*.

keZ

Debido a que la suma se realiza sobre todos los numeros enteros es claro que es imposible
encontrar m # 0 que satisfaga tal igualdad, pues si |m| > 1 la suma sobre los subindices positivos
es infinito y si |m| < 1 la suma sobre los subindices negativos es infinito. Luego |(Agx,x)| < 1y
por lo tanto W (Ag) € I, con lo que se concluye la demostracion. m

Con ayuda de este operador se demostrard una proposicion que nos serd de utilidad mas
adelante.
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Proposicién 2.2. Sea x € (2 tal que ||x|| = 1 y definamos a = (a;)ez, de manera que ay =
XiXk+1. Entonces

Z |ak| < 1.

keZ

Demostracion. Sea x € £? unitario. Se propone a y € /> de manera que y; = |x;|. Entonces

2 2
IylI™ =/ ) bl

kez,
=[xl =1,

lo cudl nos dice que y es un elemento unitario de #>. En consecuencia de la proposicién 2.1 que
establece que W (Ag) = D, se sigue que

(Agy,y) < 1. 2.1)

Por otro lado, de la definicién del producto interno se puede observar que

(Aoy,y) = Y Yis 13k
keZ

=) s [l

keZ

= Z ’ak’7

keZ

esta ultima expresion junto con la desigualdad 2.1 demuestra lo que se quiere. m

La desigualdad que ofrece esta proposicion es muy importante debido a que muestra que la
sucesion de elementos {ay};c; con ay = xp41X; es absolutamente sumable para cualquier ele-
mento x € ¢2 unitario y por lo tanto cualquier subsucesién de {a; } ez, €8 sumable. Esto dard am-
plia libertad sobre las sumas infinitas de los elementos de {ay };cy-

Por otro lado, note que es fécil calcular el inverso del operador Ay, pues es el operador
que describe el desplazamiento hacia la derecha en los espacios /7. Convenientemente se deno-
tard como Ay debido a que es fécil demostrar que ademds es el operador adjunto de Ay.

Para ver que en efecto son operadores inversos, sea x € 7 arbitrario, entonces

(A:; (on))j = (on)j_l = Xj, VjeZ.
(Ao (Apx)); = (Apx) ;11 = x)» VJE L
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Notemos también que tanto Ay como Ay tienen como dominio y rango 22, por lo que para
X,y € (P arbitrarios se tiene que

(Agx,y) = Z (on)jy_j
keZ

=Y xj1y;
keZ

= kezzxﬂl (A(’;y) j+l1

= (x,Apy).

Con lo que probamos que Ay es tanto el operador inverso como el operador adjunto de Ay.

2.2

Operador A

En esta seccion consideremos al operador Aq. De la representacion matricial de éste, se debe
intuir que es un operador autoadjunto, mds atin se puede ver que Ay = Ag +Ay.

— O
—_— O =
—_— O =
S =

Afirmacién 2.3. El operador Ay es autoadjunto.
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Demostracion. Sean x,y € ¢? arbitrarios, entonces

(A1) = Y Okt + V)%
keZ

= Z Yi+1Xk + Yk—1Xk
keZ

=Y Vexe—1 + Vi1
keZ

=Y k(1 +xes1)
ke

= (A1x,y).

Note que la primera y quinta igualdad se tienen por definicion de producto interior y la
tercera igualdad se tiene porque la suma se realiza sobre todo Z, con lo que se termina la de-
mostracion. m

Como Aj es autoadjunto, se puede aplicar el teorema 1.16. Esto, considerado junto con el
hecho de que A; se puede entender como la suma del desplazamiento a la izquierda y el despla-

zamiento a la derecha, induce a laidea de que W (A1) = (—2,2), pues (—2,2) se puede ver como
la parte real del doble de los posibles valores del rango numérico del operador desplazamiento.

Proposicion 2.4. W (A1) = (—2,2).
Demostracion. Esta prueba es muy similar a la prueba de la proposicion 2.1.

(—2,2) C W (Ay). Es claro que 0 € W (A;) pues basta con escoger x € ¢> de manera que
xo = 1y x; =0 para todo k # 0, asi

1 sik=—1,1
(A1) = { 0 en otro caso,

por lo que (A1x,x) = 0.

Sea A € (—1,1)\{0}. Se quiere demostrar que 24 € W (A1) por lo que encontraremos un

elemento unitario x € ¢2 tal que 24 = (Ayx,x). Sea & = —Vli’lz y x € % tal que

o ark sik>0
k=1 0 sik<o.

Con x escogido de esta forma se tiene que:
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el =, /Y el
keZ
_ \/W
k>0

A2
1—A2

=1.

Por lo que x es un elemento unitario de ¢> y de manera similar que antes, puesto que A €

(—1,1)\ {0}, la igualdad Yo A% = 12 es vilida. Ademis:

(Aox,x) = Y Xe(xsr +xi1)
kez

= Z XiXie+1 + Z X Xge—1
keZ. kEZ

_ Z a2(12k+1)+ Z aZ(AZkfl)
k>0 k>1
=202 ) 2%
k>0

A2
)
=2 /1—1 0
=2A.

Mostrando asi que 24 € W (A1) y por consecuencia (—2,2) = (—2,0) U{0} U (0,2) C
W (A1), como se queria.

W (A1) C (—2,2). Por otro lado, si x € 2 unitario, entonces

(Arx,x) =Y Xl +xiep)

keZ
= Z XjXk—1 + Z XjeXk+1
ke keZ
= Z XiXk—1 + Z XjXic4-1
keZ keZ
=2Re Z XiXg—1
kEZ

= 2Re ({(Agx,x)).

Como ya se prob6 que W (Ag) = D, se tiene la desigualdad estricta
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(Apx,x) < 2.

Con esto se demuestra la contencién W (Ay) C (—2,2) y concluimos W (A1) = (—2,2). =



CAPITULO 3

RANGO NUMERICO DE LOS OPERADORES Ay

Este capitulo estd dedicado a encontrar algunos subconjuntos de C que garantizan contener
al rango numérico de los operadores A, sin embargo se dedicaran las dltimas dos secciones para
mostrar que existe un subconjunto, denotado con I', que contiene al rango numérico de cualquier
operador A, y ademads, para algunas elecciones de b, I" es igual al rango numérico de A,,.

3.1

El rango numérico de A, contenido en un hexagono

En esta seccion se mostrard un hexdgono que contiene al rango numérico de A; para b €
{0, I}Z arbitrario. Se comenzard manipulando una expresion que se deriva de la definicion del
producto interior. Sea b € {0,1}%, x € £ tal que ||x|| = 1 y a definida por a; = Xgxi, . Entonces

(Apx,x) = Zx_k(bk—lxk—l + Xt1)
keZ

=Y b1 XXt + XeXer 1
keZ

=) @ +a
keZ

=Y biac+a (3.1)
keZ

=Y (Re(ap)(1+by) + ilm(ag)(1 - by)) .-
keZ

Esta expresion, junto con la proposicion 2.2 es ttil para deducir algunos puntos:

23
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Re ((Apx,x))| = | Y Re(ar)(1+by)

kez

<2 Z |Re(ay)|
kez

< 2.

Note que en este punto la primera desigualdad es cierta pues by € {0,1} y la segunda se
cumple porque [Re(z)| < [z] y Yez ax| < 1.

2.
Im ((Apx,x))| = | Y Im(ar) (1 —bx)
keZ
< Y [Im(a)]
keZ
< 1.
Note que en este punto la primera desigualdad es cierta pues b, € {0,1} y la segunda se
cumple porque [Im(z)| < |z] y Xkez lar| < 1.
3.

[Re ({Apx,x))]|

+[Im ((Apx, x))| < k% [Re(ar)| (1+be) + [Tm(ay )| (1 - by)

- ZO IRe(ar)| + [Im(ay)| +b21 2 [Re(ay)]

b
< Z 2|ak|+ Z 2|ak|
b

=0 bi=1
=2 |a

keZ
< 2.

Con el primer punto se deduce que la parte real de todos los elementos de W(A,) se en-
cuentran entre -2 y 2, con el segundo punto se tiene que la parte imaginaria de los elemen-
tos de W(A,) se encuentra entre -1 y 1, y con el tercer punto se obtiene que los elementos
de W(A,) se encuentran dentro del cuadrildtero con vértices en -2, 2, -2i y 2i. Con estos
tres puntos se sigue que W(A,) estd contenido en el interior del hexdgono con vértices en
2,1441,-1+1,-2,—-1—-1,1 —1.

Otra forma de obtener este resultado es notando que el operador A, se puede escribir como la
suma de otros dos operadores para los cuales se conoce su espectro y luego ocupar una propiedad
del espectro de operadores como sigue
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&2

—bti 1+

—IN 1-i

2

Figura 3.1: Hexdgono que contiene el rango numérico de cualquier operador A, definido por
los puntos 2,1 +i,—141,—-2,—1—1i,1—1.

0 1 N o0
by [0] 1 =2 1 fo] 1 +3 hy 0] 1
b 0 - 1o moo

En donde se define iy = 2b; — 1, por lo que se puede pensar que h € {1, —I}Z, el espacio

total de desplazamiento del alfabeto {1,—1}. Extendiendo la notacién Ay, para h € {1,—1}% se
tiene

1 1
Ap = A1+ ZAp.
b= 541+ A
En [7] se prueba que el rango numérico de A, con h € {1,—1 }Z arbitrario esta contenido en

A:={z€C| |Re(z)|+ |Im(z)| < 2}. Utilizando la proposicién 1.15 se puede concluir que

W(Ab) - %W (Al) + %W(Ah)

1
=(—1,1)+ ZA.
( Y )+2

En en lado derecho de la igualdad, el resultado de la suma de los dos conjuntos es el
hexdgono que ya se trat6 anteriormente, por lo que una primer idea es que este hexdgono sea el
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conjunto que buscamos para delimitar al rango numérico de cualquier operador A;. Sin embar-
g0, como mostraremos mas delante hay un mejor conjunto que contiene al rango numérico de
los operadores Ap,.

R
1+

Figura 3.2: Hexdgono como la suma de los conjuntos (—1,1) y %A.

3.2

Algunas herramientas de calculo y geometria

En esta seccion se mostrardn algunas herramientas usadas mds adelante. Se trabajard con
un idea que consiste en definir una particion del conjunto {x € ¢? | ||x|| = 1}, y asf estudiar con
mayor detalle el rango numérico de los operadores A;. La base para esto sera analizar el valor
(Apx,x) cuando se pide que x esté en un elemento especifico de la particién.

Para cada A € D se define

X, —{xeﬂz‘HxH—l (Agx,x) =1} .

Note X; NX,, = @ si y s6lo si A # p y debido a que D = W (Ay), se tiene Uy pX; =
{xe €2| |[x|| = 1}. De esta manera se tiene que {X; }, ., es una particion de la esfera unitaria de
2.

Para aclarar un poco esta idea se muestra el siguiente ejemplo. Sea A € D y x € X;, si se
considera al operador Ag entonces

on x Z XXk+1 = Z aj = l, (32)
keZ keZ
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mientras que para el operador Ay se tiene que

(Arx,x) = Y X (X1 +xee1)
keZ

= Z ai—1 +ag
keZ

=A+A
=2Re(A).

Definida esta particién de la esfera unitaria de ¢2, se analizara el comportamiento de (Ax, x)
con b € {0, l}Z. Seadl € Dyx e Xy, siaes tal que ay = Xpxx1 1, Se tiene

(Apx,x) = Y (br1x—1 +Xe1)%

keZ
=Y @i+ Y, a
keZ keZ
= A+ Y bia. (3.3)

keZ

En adelante serd de importancia entender a A como la suma infinita

A= z:ak‘

keZ

Para ayudar al entendimiento de las afirmaciones que aparecerdn mas adelante, se hard una
manipulacién con los elementos ay. La idea sera interpretar a los valores como una serie (dicha
manipulacion se puede hacer debido la proposicion 2.2).

Definiremos la sucesion (¢ )xen de manera que ¢ = a(_py[k]s en donde la notacién |[w]
2

significa el menor entero mayor o igual que w. La accion de esta formula es colocar los elementos
ay alternadamente en una sucesion infinita (hacia un sélo lado). Es decir ¢y = ag, ¢; = a_1,
¢y =ay, 3 =a_j3, c4 =ay, cs = a_3 y asi sucesivamente. Resulta claro que

ch:Zak:l.

k>0 keZ

La ventaja de hacer este acomodo es que los elementos de la serie

n—1
S,,:ch, neN,
k=0

se pueden interpretar como los vértices de una trayectoria sobre el plano complejo que comienza
en 0, termina en A y es conformada por segmentos.
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n>0

° R

Figura 3.3: S, como los vértices de una trayectoria de 0 a A conformada por segmentos.

Denotaremos por k a la longitud de dicha trayectoria, es decir, la suma de las longitudes de
los segmentos que la conforman

K= Z |Sn1 = Snl = Z |cxl.

n>0 k>0

Sin embargo, de la definicion de ¢, es claro que

K= Z k| = Z |al,

k>0 keZ

la cual nos permite ver que k < 1 por la proposicion 2.2.

La importancia de lo que se ha logrado radica en el siguiente lema:

Lema 3.1. Sea A € D, x € X, y a definido por a;, = Xyxy.11, entonces para cualquier eleccion
de b e {0,1}7, el valor

q="Y b,

keZ

estd contenido en el interior de la elipse que tiene eje mayor de longitud 1 y como focos 0y A.

Demostracion. Primero recuerde que en una elipse se satisface que la suma de las longitudes de
los focos a cualquier punto sobre la elipse es la longitud del eje mayor. Si para un punto P se
satisface que la suma de estas longitudes es mayor (menor) a la longitud del eje mayor, entonces
el punto P es un punto exterior (interior) de la elipse. Entonces cualquier punto que satisfaga
que la suma de las longitudes de ese punto a 0 y A sea menor que 1, satisface que se encuentra
dentro de la elipse con focos en 0 y A y eje mayor de longitud 1. Por la proposicion 2.2, es
posible manipular las siguientes sumas infinitas sin preocupacion alguna.
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l:Zak

keZ
= Z ay + Z ay.
by=0 by=1

Note que bray = ay si by = 1y que bray = 0 si by = 0 por lo que

A= Z ay + Z bray
b =0 keZ

= Z ai+q.
by=0

Despejando a g se tiene que

q= Zbkak:l— Z ay.
kel br=0

Se calcula la suma de las distanciasde g a0y de g a A:

lg—0l+]g—2A|=| ) bra|+

keZ

A— Z ak—l‘
by=0

Y a
bi=1 b=0

<Y lal+ Y fax
b=0

b=1

=) |l

ke,
=K
< 1.

_|_

Mostrando que el punto g se encuentra dentro de la elipse descrita anteriormente, sin impor-
tar la eleccion de b. m

Demostrado esto tenemos la siguiente conclusion:

Proposicion 3.2. Sea A € D, entonces para cualquier x € X y cualquier b € {0, 1}Z el valor
(Apx,x) estd contenido en el interior de la elipse que tiene eje mayor de longitud 1 y como focos

A y2Re(A).

Demostracion. Como es bien sabido, el conjugado de un nimero z se interpreta, de manera
gréfica en el plano complejo, como el reflejo de éste respecto a la recta real. Por el lema 3.1, el
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q

Z bray \
keZ

B

N

Figura 3.4: Se muestra que si g sale de la elipse se contradice x < 1.

valor complejo ) xc7 bray esta contenido en el interior de la elipse cuyo eje mayor tiene longitud
1y focosen Oy A. En la igualdad de la ecuacién 3.3

(Apx,x) = A+ ) b,
kEZ
note que el segundo sumando del lado derecho es el conjugado de valor ) ;7 bray. De esto se
sigue que el valor complejo (A,x,x) estd contenido en el interior de la elipse que resulta al sumar
el valor A a cada elemento de dicha elipse, es decir, (Ax,x) estd contenido en el interior de la
elipse cuyos focos son 0+A4 =4 y A + A4 = 2Re(4), con eje mayor de longitud 1.

R
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i :
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Figura 3.5: Regi6n para los posibles valores de (A,x,x) para b € {0, I}Z y x € X, arbitrarios.

Por simplicidad, para A € D diremos que la elipse con focos en A y en 2Re(14) cuyo eje
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mayor tiene longitud 1 es la elipse generada por A. m

Con este resultado conviene pensar que el operador A, es una perturbacion del operador
Ayp. Cuando se desea calcular el rango numérico de A;, restringiéndose al del conjunto Xj, se
perturba al rango numérico del operador A¢ (que restringido al conjunto X, por la expresion
3.2, es el conjunto {1}), y lo transforma en un subconjunto contenido en la elipse generada
por A. Si queremos saber el lugar donde se encuentran todos los posibles valores para el rango
numérico de A, con b arbitrario, basta saber el lugar geométrico de la elipse generada cuando se
consideran todos los valores de A en D, pues como ya se demostré anteriormente, los elementos
X, forman una particién de la esfera unitaria de £2.

En la siguiente seccion se va a demostrar que para cada A € DD la elipse generada por A se
encuentra contenido en cierto conjunto I y para eso serdn necesarios algunos resultados: dos que
obtendremos con herramientas de geometria euclidiana y uno mas que obtendremos del calculo
diferencial de una variable.

El primero consiste en que dada una recta /, dos puntos A y B arbitrarios del plano y un punto
P sobre [, se quiere calcular el minimo de la suma de las distancias de A a Py de B a P que se
puede obtener cuando se desplaza P a lo largo de [. Ocuparemos la notacion QR para referir al
segmento definido por los puntos Q y R.

Teorema 3.3. Sean [ una recta, A, B dos puntos arbitrarios del plano, A', B' las intersecciones
de | con las perpendiculares a | que pasan por A 'y B respectivamente y denotemos con hy, hy y
d a las longitudes de los segmentos AA’, BB' y A'B’ respectivamente. Si P es un punto sobre [ y
f(P) es la funcion que describe la suma de las longitudes de los segmentos AP y BP, entonces

nf £(P) = /a2 + (b1 +12)?.

hy

B/

hy
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Demostracion. Note que la recta / divide al plano en dos semiplanos. La prueba consiste en ana-
lizar dos casos: cuando A y B estdn en el mismo semiplano y cuando no. Se ocuparé fuertemente
que la distancia mas corta entre dos puntos es el segmento de linea recta que los une.

Supongamos que A y B no se encuentran en un mismo semiplano por lo que el segmento AB
cruza a la recta /. Entendiendo que la funcion f describe la distancia de A a B pasando por el
punto P, se tiene que el minimo de la funcién se alcanza cuando P se encuentra sobre AB, es
decir, cuando P es el punto de interseccion de AB con la recta /. Con esto se tiene que el valor
minimo de la funcién f es la longitud del segmento AB.

A

}Ll

Figura 3.6: Caso en que A y B no estan en el mismo semiplano.

Sea D el punto de interseccion de la recta que contiene al segmento AA’ y la recta perpendi-
cular a AA’” que pasa por B. Note que los puntos A’, B', By D forman un rectangulo y por lo tanto
se tiene que el segmento DB tiene longitud d, y el segmento A’D tiene longitud /. Aplicando
el teorema de pitdgoras al tridngulo ABD y considerando que el segmento AD tiene longitud
hy + hy, la longitud del segmento AB es

\/d2 + (1 +h2)?,

concluyendo asi que el valor minimo de f es lo que se quiere.

Supongamos que A y B se encuentran en el mismo semiplano.

Sin pérdida generalidad, sea B” el punto simétrico de B respecto a la recta [. Debido a esta
construccion, [ es la mediatriz del segmento BB” cumpliéndose que para todo punto P en la recta
[ las longitudes de los segmentos PB y PB” son iguales. Finalmente, el problema de encontrar
la distancia minima de A a B pasando por P es equivalente a encontrar la distancia minima de A
a B” pasando por P, lo que cae en el caso anterior y se concluye el mismo resultado.

]
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by

B//

Figura 3.7: Caso en que A y B estan en el mismo semiplano.

Algo interesante de este resultado es que el valor minimo de la funcién f estd tinicamente
definido por tres valores: las longitudes de las alturas de los puntos A y B hacia la recta [ y la
distancia entre los pies de sus alturas.

Otro resultado que necesitaremos serd un resultado de geometria euclidiana conocido como
Teorema Extendido de Ptolomeo

Teorema 3.4. Dados cuatro puntos en el plano A, B, C, D, se satisface que

AC-BD <AB-CD+BC-DA,

v la igualdad se tiene si 'y sélo si los cuatro puntos se encuentran sobre una circunferencia y en
ese orden.

D _________________ .-

La prueba de este resultado se encuentra en [3, Teorema 3.4.7]. En el trabajo se aplicara de
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manera que los puntos A, B, C y D son vértices de un cuadrilatero, por lo que el teorema se
interpreta como en un cuadrildtero, el producto de las longitudes de las diagonales es menor
o igual que la suma de los productos de las longitudes de los lados opuestos, teniéndose la
igualdad si y solo si el cuadrildtero es convexo ciclico.

Un pequeifio resultado que necesitaremos para la siguiente proposicion es el siguiente lema

Lema 3.5. Sea f(x) : A C R — [0,00) entonces, f(x) es estrictamente creciente si 'y sélo si
f(x)? es estrictamente creciente.

Demostracion. =. Por definicidn, f es estrictamente creciente si f(a) < f(b) para todo a < b
en el dominio. Se sigue que

0< f(a)* < f(a)f(b) < f(b)?,
que es lo que se queria.

<. Si f? es estrictamente creciente, se tiene que para todo a < b en el dominio 0 < f(a)? <
f(b)?, por lo que se sigue que

2

fla)* < f(b)? &

fla)* = f(b)* <0 &

(f(a)+ f(B))(f(a)— f(b)) <O &
fla)—f(b) <0,

En donde la tdltima linea es vdlida debido a que por definicién f > 0y a que f(a) # —f(b),
pues de otra manera se tendria que f2(a) = f(b) con a < b, lo que contradice que f sea estric-
tamente creciente. Finalmente se sigue que f(a) < f(b). m

Proposicién 3.6. Sea A un punto en el plano R? distinto de (0,0) y 7(8) : [arg(A),arg(A) +
27) — R es la funcion que describe la distancia del punto A al punto P(0) = (cos(0),sin(0))
de la circunferencia unitaria de R?, entonces () es estrictamente creciente en el intervalo
(arg(A),arg(A) + 7).

Demostracion. Note que la funcién 7 se puede escribir como

7(0) = |P(0)—A|=+/(P—A,P—A).

Se busca en donde T es creciente, por simplicidad aplicaremos lema 3.5. Notando que
|P(0) = 1] se tiene que
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dt(0)?
de

d
= 5 (PO =2(P(6).4) +|A)

j%l—ﬂPWNMHD%G—mgMD+¢M%

"~ db
d cos(6 —arg(A))
— 2A
Al 78

=2|A|sin(6 —arg(A)).

Note que la expresion sin(60 — arg(A)) es positiva en el intervalo (arg(A),arg(A) + ), por lo
que la derivada es positiva, demostrando que 7(80)? es estrictamente creciente y en consecuencia
7(6) es estrictamente creciente. m

=
=

Figura 3.8: Se muestra que la longitud del segmento AP crece mientras el punto P se aleja de
Py.

Este resultado muestra que si P4 es la interseccion de la circunferencia unitaria y el rayo que
tiene extremo en el origen y pasa por A, conforme P, un punto sobre la circunferencia, se aleja
de Py, la distancia de A a P incrementa. Debido a la simetria, no importa hacia qué lado se aleje,
el resultado es valido.

En la siguiente seccion demostraremos que esta cota se puede hacer ligeramente mas fina
mostrando que W (A,) C T, para un conjunto I'.
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3.3

Resultados

Esta seccion es la mas larga de todo el trabajo, y contiene la definicion de un conjunto Iy dos
teoremas relacionados con este conjunto. En el primero se demuestra que para todo operador A,
el conjunto W (A,) estd contenido en I'. En el segundo se prueba que es el conjunto mas pequefio
que puede satisfacer esta propiedad.

Note que si se desea una cota para el rango numérico de un operador A, arbitrario, ésta debe
contener a W (Ag) y W (A1) y puesto que W (A,) es un conjunto convexo (Toeorema 1.15), parece
intuitivamente razonable pedir que I" sea un conjunto convexo. Se define I' = conv (DU (—2,2)),
es decir, la envolvente convexa del conjunto DU (—2,2). Note que en realidad lo que estamos de-
finiendo como I es la envolvente convexa de la union de los rangos numéricos de los operadores
A() y Al.
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Figura 3.9: El conjunto I".

Antes de proseguir se analizard quién es el conjunto I'. Sea /; la recta en el plano complejo
que pasa por 2 y es tangente a la circunferencia unitaria en el cuadrante 1; /; la recta en el plano
complejo que pasa por —2 y tangente a la circunferencia unitaria en el cuadrante 2; /3 la recta
en el plano complejo que pasa por —2 y es tangente a la circunferencia unitaria en el cuadrante
3; I la recta en el plano complejo que pasa por 2 y es tangente a la circunferencia unitaria en el
cuadrante 4. Se denominara a esos puntos de tangencia como Py, P>, P; y P4 respectivamente. El
conjunto I se puede describir como el interior del conjunto delimitado por seis lineas, los cuatro
segmentos que vande 2 a P, de -2 a P,,de —2 a P3 y de 2 a P4, y los dos arcos menores de la
circunferencia unitaria que unen los puntos Py, P> y P3, Pj.
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Figura 3.10: Rectas [y, l», I3, 4 y puntos Py, P>, Pz, Py.

Se verd que las ecuaciones de las rectas se pueden calcular. Como son tangentes a la circun-
ferencia unitaria y pasan por 2 6 —2, se tendrdn cuatro tridngulos rectangulos, el primero con
vértices en 0, P; y 2; el segundo con vértices en 0, P, y —2; el tercero con vértices en 0, P3 y —2
y el cuarto con vértices en 0, P4 y 2. Estos tridngulos tienen un cateto de longitud 1 e hipotenusa
de longitud 2 por lo que los dngulos interiores de cada uno de ellos son £ y %. Se puede calcular

que los puntos de tangencia son P| = %—k i\/7§, P = —% + iﬁ, P; = —% — i‘/Tg, Py = % — i@.

Con esta informacion se puede decir que las ecuaciones de las rectas son:

I = {z € C | v/3Im(z) = —Re(2) +2} . b= {z € C | v3Im(z) = Re(2) +2} .
Iy = {z, €C| —3Im(z) = —Re(2) +2}. Iy = {z € C| —3Im(z) = Re(2) +2}.

Teorema 3.7. Sea b € {0,117, entonces W(A,) C T.

Demostracion. Para esta demostracion se recurrird a la particién de la esfera unitaria de ¢ en los
conjuntos X, con A € Dy se probara que la elipse generada por A esta contenida en I, con lo
que se demuestra que (Apx,x) C I para cualquier b € {0,1}2, x € X;, y A € D.

Esta prueba es bastante extensa y se realizard en dos partes. En la primera se demuestra
que para cada A € I, la elipse generada estd contenida en el rombo formado por lar rectas /;
con j = 1,2,3 y 4. En esta parte se ocupard el teorema 3.3. En la segunda se verd, con ayuda
de la primera parte, que las elipses estdn contenidas en I', ocupando principalmente el teorema
extendido de Ptolomeo y la proposicion 3.6.

Primera parte
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Sea A €D, por lo que existen r € [0,1) y 6 € [0,27) tales que A = re*?. Se considerara pri-
mero a larecta /] y se probard que la elipse generada esta en el semiplano que contiene al origen.
Posteriormente se argumenta que el resultado es andlogo con las otras tres rectas, y finalmente
eso implica que la elipse generada por A se encuentra en el rombo formado por las rectas /;.

Se probara que para cualquier punto en la recta /1, la suma de las distancias a A y 2Re(A) es
mayor o igual que 1 ocupando el teorema 3.3, con lo que se demostrara que la elipse se encuentra
por debajo de la recta /. Para poder ocupar el resultado necesitamos sélo 3 datos: las longitudes
de las alturas de los puntos sobre la recta /1 y la distancia entre los pies de sus alturas. En este
contexto estas tres cantidades se pueden calcular ficilmente pues todas se pueden entender como
lados de tridngulos rectangulos adecuados. Sea /{ la recta perpendicular a [} que pasa por P;. Esta
recta también pasa por el origen pues /; es tangente a la circunferencia unitaria y ademas pasa
por Ps.

R )\

N I

PQAZV‘

.......... ‘~

Figura 3.11: Proyecciones de A y 2Re(A) sobre [; y [].

Se denotard por A’ y A” a los pies de las alturas de A sobre [} y [{ respectivamente. Ocupa-
remos R para denotar al punto sobre la recta real que es igual a 2Re(A) y de manera similar R’ y
R" serédn los pies de las alturas de R sobre [; y [] respectivamente. Note que los cuadrildteros con
vértices P, A", A, A" y P,R',R,R" son rectangulos, por lo que se satisface que las longitudes de
los segmentos A A’ y P A” son iguales, asi como sucede con RR'y P R".

Lo siguiente que se hard es deducir los valores que necesarios, para ocupar el teorema 3.3
empezando por la longitud de A1’

AL =PA" =1F 01",

en donde el signo en la ecuacién depende de si A” estd entre Py y O (en tal caso seria negativo)
o entre P, y O (resultando positivo en tal caso). Podemos ver que la longitud del segmento
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OA” estd determinada por la expresion OA cos(¢) donde ¢ es el dngulo comprendido entre
OA 'y OA", sin embargo, sustituyéndola por OA cos (§ — 0) se arregla el signo F debido a que
0 € [0,2m). Sustituyendo ademds que el segmento OA tiene longitud r se tiene que

AL =1—rcos (g — 6) =1- %(cos(@)%—ﬁsin(@)).

En la ultima igualdad simplemente se estd aplicando la regla para obtener el coseno de la
resta de dos dngulos.

s A 6

...................................

Figura 3.12: Primera imagen, A" estd entre P; y O; en la segunda A" estd entre P> y O.

De manera similar se describira la distanciade R a R’.

RR' =P, RR" =1FOR’,

en donde el signo depende de si R estd en la parte positiva de la recta real (en tal caso el signo
de la expresion debe ser negativo) o en la parte negativa de la recta real (por lo que debe ser
positivo el signo de la expresion). Note que la longitud de OR” se puede obtener trabajando con
el tridngulo rectdangulo OR"R. Se tiene que OR” es igual a OR por el coseno del dngulo com-
prendido entre OR” y OR, el cual siempre es £. Note también que OR = 2r|cos(6)|. Finalmente
se tiene que OR” = 2r|cos(8)|cos (§) = r|cos(0)|. Observe que las barras del valor absoluto
se pueden omitir debido al signo  quedando la expresion

RR' =1—rcos(6).

Recuerde que que en el teorema 3.3 se requiere la suma de las longitudes de las alturas de
los puntos sobre la recta, por lo que calcularemos ese valor
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Figura 3.13: Primera imagen, R estd entre 2 y 0, en la segunda R estd entre —2 y 0.

AL +RR =1— %(cos(@) +/3sin(0)) + 1 — rcos(8)

=2- % (3 cos(0)+ ﬁsin(@))

V3 1
=2—/3r (7 cos(0)+ 5 sm(@))

=2 —/3rcos(6 — %)

En la altima igualdad se ocup6 nuevamente la regla para el coseno de la resta de dos dngulos.

Por tltimo, la distancia entre A’ y R’ es igual a la magnitud de la proyeccién del conjugado de
s T . 7z

A sobre e~*6. Se sabe que la magnitud de una proyeccién de un elemento v sobre un elemento

unitario u es |P,(v)| = ézzgu’ = |v|cos(¢), donde ¢ es el angulo entre los elementos u y v.
Entonces
Ipl __ Dy
AR = Pe,i%(l)‘
- T
= 7] |cos(6 - 2|
|cos(o - %)
T
- o~ ‘
r|cos( 6)

En la segunda igualdad se agregan unas barras de valor absoluto al coseno debido a que nos
interesa la magnitud de la proyeccién y se desea que la expresion sea ttil para todo 0 € [0,27).

Ocupando directamente la formula del teorema 3.3 se tiene que el minimo de la suma de las
distancias de un punto sobre /; a A y R es:
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Figura 3.14: Proyeccién de A sobre ¢ 5.

cos(0 — g)‘)z

\/(2 —/3rcos(6 — g))z + (r
¢

:\/4 —4+/3rcos(6 — E) +3r2cos?(0 — g +r2cos?(0 — %)

(o))

:2\/1 —/3rcos(6 — z) +r2cos?(0 — g)

(@)}

:2\/1 +rcos(6 — g) <rcos(9 — %) - \/§>

Esta expresion depende completamente de los pardmetros 6 y r por lo que queda claro
que una vez que se escoge A, este valor ya queda fijo. Por otro lado, nos gustaria saber para
qué valores de A sucede que la expresion alcanza su minimo y cudl es éste. Para dicho cdlculo
observemos que si v = rcos(6 — £), entonces la expresion se simplifica en 24/ 14 v(v — V3).
Basta obtener el minimo de la expresién v(v — \/3), que es una funcién cuadrética en v, la cual
describe una pardbola que abre hacia arriba y que se anula en v =0, y v = /3, por lo que
alcanza su valor minimo cuando v = ‘/T§; es decir, se quiere

. V3
rcos(6 — E) == o
r(? cos(0) —|—%sin(9)) = \? &
r(v/3cos(0) +sin(8)) = V3 o
rsin(@) = —v/3rcos(0) + /3 &
Im(A) = —v3Re(A) + V3
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Observe que esta ecuacion es de la recta que pasa por los puntos 1 y Py, sin embargo por
restriccion A € DD se tiene que A forma parte del segmento con extremos en P; y 1. El minimo

valor que se puede obtener de la funcién 24/ 1+ v(v —+/3) es

20/ 14+v(v—v3)=2 1+?(?—\/§>

I
[\
|

B w

Esto indica que los puntos de /1 no estdn en el interior de la elipse generada por A y en el
caso extremo, sucede que la elipse y /; son tangentes (vease figura 3.15).

K ~
________________________ _n N
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I 2 h
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’ U N ’ \—/R ™~

Figura 3.15: Ejemplos de A tal que la elipse generada es tangente a [;.
Si se consideran las rectas [, [3 y l4, se puede hacer un andlisis similar, considerando para
cada /; la recta perpendicular que pasa por P; y proyectando a A sobre ei%ﬂ, % y eis para
J =2, 3y 4 respectivamente, el resto de los célculos es analogo.

Segunda Parte

Ahora se vera que cualquier punto P de la circunferencia unitaria entre P; y P», y entre P3
y Py satisface que la suma de las distancias de P a los focos de las elipses generadas por A € D
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es mayor o igual que 1, por lo que se tendra que la elipse no cruza a la circunferencia en esos
arcos. Consideraremos dos casos recordando que 0 es el argumento de A.

Primer caso. Si A es tal que |cos(0)| < % Sea un punto P arbitrario de la circunferencia.
Note que cuando r = 0, se tiene trivialmente lo que buscamos, pues tanto A como R son cero y
por lo tanto, la suma de las distancias de P a A R es 2. Supongamos que r # 0.
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Figura 3.16: El sector circular sombreado es el conjunto donde A satisface |cos(6)| < 1.

Si se aplica el Teorema extendido de Ptolomeo, a los puntos A, O, R y P se tiene que:

AR-OP <AO-RP+AP-RO.

En esta desigualdad sustituiremos los valores conocidos: el segmento AR tiene longitud
‘I = r, el segmento OP es un radio de la circunferencia unitaria por lo que vale 1, el segmento

AO tiene longitud |A| = r y el segmento RO tiene longitud 2r |cos(6)|. Entonces la desigualdad
se escribe como

r-1<r-RP+AP-2r|cos(0)]|.

Debido a que r es un valor positivo podemos dividir toda la expresion entre r sin alterar el
signo de la desigualdad

1 <RP+2AP-|cos(0)].

Finalmente ocuparemos la condicién |cos(6)| < % del lado derecho de la desigualdad para
obtener
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1 <RP+AP

El lado derecho de esta tltima expresion es lo que estamos buscando debido a que es la suma
de las longitudes de P a A y R por lo que la suma de las distancias de P a A y R y es mayor o
igual que uno. Con esto queda demostrado que si |cos(0)| < % entonces el interior de la elipse
generada por A estd contenida en el interior de la circunferencia unitaria.

Segundo caso. Si A es tal que |cos(0)| > % Suponga que A es tal que tiene parte real
positiva. Si P = P(t) = (cos(t),sin(¢)) es un punto sobre la circunferencia, cuando ¢ = % se
tiene que la suma de las distancias de P a A y R es mayor o igual que 1 pues P(5) = P| que se
encuentra sobre la recta /1 y estd incluido en la primera parte de esta demostracion. De forma
andloga, cuando t = 5?”, P(t) = P4 que se encuentra sobre la recta 4, y por Gltimo basta notar que
las funciones de distancia de A al punto P y de R al punto P son crecientes por la proposicion
3.6 cuando P se mueve de Py a P> y cuando P se mueve de Py a P3, por lo que el valor de la suma

de las distancias de P a A y a R es mayor que 1.

Figura 3.17: A con |cos(6)| > %

La prueba es similar cuando A tiene parte real negativa, basta notar que si t = %”, se tiene
que la suma de las distancias de P a A y R es mayor o igual que 1 pues P(%’r) = P, se encuentra
sobre la recta /. De forma andloga, cuando t = %”, P(t) = P3, que se encuentra sobre la recta
I3, y finalmente basta notar que las funciones de distancia de A a P y de R a P son crecientes
cuando P se mueve de P, a P| y cuando P se mueve de P3 a Py, por lo que el valor de la suma de
las distancias de P a A y a R es mayor que 1.
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Con ambos casos de esta parte, hemos concluido que los puntos de la circunferencia unitaria
comprendidos en los arcos menores entre P} y P»; y entre P3 y P4 no pueden formar parte de las
elipses, por lo que las elipses no salen del conjunto I'.

Esto concluye la demostracion pues al estar todas las elipses contenidas en I', I" contiene
todos los valores (Apx,x). m

Demostrado que I contiene al rango numérico de cualquier operador A, con b € {0, I}Z,
surge la pregunta: ;Serd posible encontrar un conjunto mds chico que contenga a los rangos
numéricos de los operadores A,?

El siguiente teorema mds que resolver la cuestion de qué tan pequefio se puede pedir un
conjunto para que contenga a todos los rangos numéricos de estos operadores, muestra que
basta tener un elemento b adecuado para que el rango numérico del operador asociado iguale a
I'. Este resultado es bastante interesante porque por lo general en una coleccion de conjuntos no
sucede que todos estén contenidos en uno solo, que es precisamente lo que afirma este teorema:
de la coleccidn de los posibles rangos numéricos, existe uno tal que los contiene a todos.

Teorema 3.8. Sea b € {0, I}Z de forma que es un elemento pseudo-ergodico, entonces
W(Ap) =T.

Demostracion. La manera en la que se realizard la prueba sera mostrando explicitamente que
para cada punto A € DU (—2,2) se pueden encontrar elementos x € > unitarios tales que A =
(Apx,x). Se tendrd que DU (—2,2) C W(A,). Finalmente como W (Ap) es un conjunto convexo
y por el teorema anterior se concluye W(A;,) =T

Como ya se mostro antes, x escogido de forma que una de sus componentes es 1 y el resto
son cero hace que (Apx,x) = 0. Sea A € D tal que A = re*? #£0.

Puesto que 0 < r < 1, sea kg un entero tal que

> . 34
> () 3.4
Considere la funcién f(t) = ¢t —t*0*! — r donde r es la norma de 4. Note que es una fun-

cién polinomial y por lo tanto es continua. Ademds f(r) = —r2kot1

_ 2ko+1 .- .
f (%) = % — (%1) " es un numero positivo por la desigualdad 3.4. Por el teorema del
valor intermedio, existe una raiz de f entre r y % Sea 1 esta raiz, es decir

€s un numero negativo y
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tZk()—H F=0

L (3.5)
fo

Sea 1 = 1pe*? donde 6 es el argumento de A. Puesto que r < fo < % < 1, entonces la
siguiente suma converge

Z o 1
— =—.
k>0 e to o
) \/1-12 .
Si se define o = m 0 se tiene que
Z ty
k>0
Note que
& 2%
oa? Y it =a? Y 15t —a* Y g =1-1". (3.6)
k>0 k>0 >k

Por otro lado, debido a que b es una sucesion pseudo-ergddica, es posible encontrar jo € Z
tal que by 11 j, 1k ©s 1a palabra formada por ko ceros que ocurre en b. Escogeremos a x de la
siguiente forma

ant=lo §i0<k— jo<ko+2
=14 107 sik=jo+ko+3
O en otro caso.

De esta manera se tiene que

2
lell* = Y bl

keZ
Jo+ko+1
2(ko+1) o2 |n 12—
tO + Z |n| ( JO)
0<k—jo
2(ko+1) kot 1
0 2 2k
=15 +a Z 1.
0<k

Ocupando la ecuacion 3.6 se tiene que

|| H ko-H (k()—H) -1

+1—

Por lo que x es un elemento de 62 unitario. Ademas notemos que si se define a de manera
que ay = XyXy+1, Se obtiene
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2., 2(k—jo) . .
ay = o Nt Si0<k—jo<ko+1 3.7)
en otro caso.
Considere la ecuacion 3.1, ocupando la ecuacion 3.7y que bj, 1 = -+ = bj 1k, = 0 se tiene

que

(Apx,x) =Y biag+ay
keZ
Jotko
= Z ay
Jo<k
_ ’(f“’ o2 ki),
Jo<k

Aplicando propiedades de sumas y las ecuaciones 3.6 y 3.5 se sigue que

ko
) 2%k
X) =
(Apx,x) = o’n Y 15
0<k

=1 (1 —tgk0>

= t()eiei
Io

=re

Hasta aqui se ha demostrado que D C W (A,) cuando b es pseudo-ergddico. Sélo resta la
demostracion para el caso en que A € (—2,2), pero el procedimiento es similar. De hecho,
exactamente el mismo procedimiento, simplemente cambiando que b1 = -+ = b}, 1, = 0 por
bjo+1 ="+ =Dbj, 1, = 1 arroja como resultado en las lineas anteriores que

_ ..,if —i6
x) =
(Apx,x) =re*” +re

=2rcos(0).

Dado que todo elemento en el intervalo (—2,2) se puede escribir 2rcos(6) para algin valor
6 y algin valor r (no necesariamente tinicos), se sigue que (—2,2) C W(A,) cuando b es pseudo-
ergddico. m

Nota 3.9. Una cuestion interesante es sobre el reciproco de este teorema, es decir ;sera cierto
que si W(A,) =T, entonces b es un elemento pseudo-ergddico? La respuesta es no, y no es
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dificil encontrar un contraejemplo. En el argumento de la prueba se usa que por ser b pseudo-
ergddico, en él ocurren todas las palabras, en particular palabras de ceros y palabras de unos.
Esta condicion se puede exigir sin que b sea pseudo-ergddico. Sea

b=(...0000000-1111111...).

Claramente, b sirve para la prueba, pero no es pseudo-ergddico, pues no se puede encontrar
la palabra 010.

Desde el punto de vista de dindmica simbdlica pudiera ser intuitivo que si b es pseudo-
ergddico, sucederia la igualdad W (A,) = I” pues, como se prueba en el ejemplo 1.7, la 6rbita de
b es densa en {0, 1}Z . De manera que la 6rbita de b, contiene elementos arbitrariamente cerca
de cualquier elemento de {0, I}Z , en particular de 0 y de 1, y por lo tanto se podria pensar que
W (A;) tiene elementos “muy cerca” de W (Ag) y de W (Ay).

Por otro lado, para cada b € {0, 1}Z, Ap se puede interpretar como la “matriz infinita” de
adyacencia de G, donde G es un conjunto de vértices indexados con los numeros naturales
V(G) = {vi}1eyz y conectados con aristas dirigida de manera que vy estd conectado con exacta-
mente una arista hacia el vértice inmediato a la derecha y estd conectado con el vértice inmediato
a la izquierda por medio de una tnica arista si (Ap)xx—1 = bx = 1 y cuando (Ap)ix—1 =bx =0
no hay conexion dirigida de vi a v 1. Esto deja claro que b proporciona la informacion sobre las
conexiones hacia la izquierda. Supongamos que se asigna una probabilidad ¢ € (0, 1) de forma
que se tengan las probabilidades P(by = 1) = gy P(by = 0) = 1 — g, es decir, cada componente
de b es una variable aleatoria con distribucién Bernoulli de pardmetro ¢, independiente de las
demads.

V_3 V_9 V-1 Vo () (%) V3

Figura 3.18: Grifica cuyo operador de adyacencia es generado por b = (...111-00101...).

Con esta interpretacion, pedir que b sea un elemento pseudo-ergddico es una condicion nada
exigente debido a que por [7, Lema 2.3], el elemento b es pseudo-ergddico con probabilidad 1
cuando cada una de sus componentes son variables aleatorias como en el parrafo anterior.

Un resultado de interés es que el rango numérico de los operadores asociados a sucesiones
que se encuentran en una misma Orbita son iguales.
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Teorema 3.10. Para b € {0,1}” arbitrario se tiene que

W(Ap) =W(Ay) Vd € orb(b)

Demostracion. Sea b € {0, 1}Z y d € orb(b) arbitrario, por lo que existe un ko € Z tal que
d = S¥b. Sea x un elemento unitario arbitrario de ¢”. Recordemos que cuando se aplica el
operador Ag al elemento x, el vector resultante sigue siendo unitario. Si definamos ¥ = Aﬁox
tendremos lo siguiente:

(Apx,x) = Z Xk (Xk41 +br—1x—1)
keZ

= Z Xiethg (Xhetkg+1 + Phtkg—1Xk-+ko—1)
keZ

= Y B +di—15i1)
keZ
= (A4%, %)

De esta manera se muestra que W (A,) C W(A,) V d € orb(b). Basta notar que cuando
d € orb (b) entonces orb (b) = orb (d) pues aplicando este mismo resultado para cada elemento
de la 6rbita de b, se tiene que V d € orb (b), W(Ay) C W(A,), obteniendo asi lo que se quiere. m



CAPITULO 4

ESPECTRO

Por lo general, calcular el espectro de un operador no es una tarea facil. En esta seccion se
calcula el espectro para algunos operadores particulares, y se muestra un teorema que relaciona
los espectros de los operadores en una misma Orbita. Como se menciond en la seccion 1.4, se
puede demostrar que cuando b € {0, 1}Z y 1 < p < oo, entonces el espectro de A, no depende
de p ([6],[7]). Trabajaremos en el espacio £, pues es mds sencillo encontrar vectores propios.

El primer caso particular serd el operador desplazamiento Ag. Recuerde que W (A4g) =Dy
por consecuencia del teorema 1.15, & (Ag) C . Por otro lado considerando que (Ag) ™' = Agy
ocupando el teorema 1.13 se tiene que que

o (a0 ) {7 [Aeon}
REi
— (a1},

o(45) = {1 | 1eolan)}
c{rla<iy,

Lo cual implica que ¢ (Af;) C dD y ocupando nuevamente el teorema 1.13 se concluye que
o (Ag) C ID.

Sea A € 9D, es decir |A| = 1y sea x tal que x, = AX, es claro que x € £~ pues |x;| = |A[F =1,
y ademas

(Agx); = AT =20 =Ax;, V€.

Es decir, x es un vector propio asociado a A del operador Ay. luego A € 6 (Ay), con lo que
se prueba que o (Ag) = JD.

51
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Como siguiente caso considere al operador Ay. Anteriormente se vio que W (A1) = (—2,2)
y por el teorema 1.15 sabemos que ¢ (A1) C [-2,2].

Sea A € [-2,2], como % € [—1,1], existe 6 € [0,27) tal que cos(0) = % Sea x tal que

. _ - iok .
xx = 9 al igual que antes, es claro que x € £* pues |x;| = ‘ele‘ = 1. Ademads

(Alx)~: i(j+1)6 +ei(j—1)9
1/0( te —if )
= 26479 cos(0)
=2cos(0)x;
ZAX]'.

Por lo que x es un vector propio asociado a A, mostrando asi que o (A1) = [-2,2]. A conti-
nuacion mostraremos un resultado de interés en relacion al espectro.

Teorema 4.1. Sea b € {0,1}Z, entonces para cada d € orb (b) se tiene que 6 (Ag) = G (Ap).

Demostracién. Sea b € {0,1}% y d € orb (b), recuerde que orb (b) es el conjunto de las iteracio-
nes del mapeo desplazamiento aplicado a b, por lo cual existe ko € Z tal que d = SXb, donde S
es el mapeo desplazamiento sobre {0, I}Z. Observe que si Q = (Ao)ko para todo j € Z se tiene
que

(Q(Apx)); = (Apx) 4,

= Xjtko+1 T Djrko—1%j+ko—1

= (00);1+(s°0) (@9,
Ox) . +dj—1(0x);_
a(0x));-

Con lo que se sigue la igualdad de operadores QA;, = A;Q, y debido a que Q = (Ao)ko es un
operador invertible (acotado y ademds unitario pues Q! = Q%) entonces A, y A4 son operadores
similares (mads atin, son unitariamente equivalentes). Sea A € C se tiene que

= (Ox
=(A

QAp =A40
QA —AQ=A0—-AQ
Q (A~ A1) = (Ag— A1) Q
Ay—AI=0"1 A, —ADQ

t ¢
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De esta ultima igualdad, debido a que Q que es invertible, es claro que A, — A es invertible,
de inverso acotado y de dominio denso si y solo si A; — A también lo es, finalmente se concluye
lo que se buscaba: 6 (4;,) =0 (Ay). =

Lo que este teorema muestra es que operadores que son generados por elementos en una
misma 6rbita de {0, 1}Z tienen el mismo espectro. Mds atn, debido a la relacion de similaridad
podemos afirmar que la divisién de los espectros también es idéntica, es decir, los espectros
continuo, residual y puntual de A; son iguales a los los espectros continuo, residual y puntual de
A, respectivamente para d en la 6rbita de b.



CAPITULO 5

CONCLUSIONES

Parte de la motivacion a lo largo de esta tesis fue el trabajo [7]. Se pens6 que los resulta-
dos serian similares cuando se consideraba cambiar —1 por O siguiendo la linea de argumentos,
sin embargo aun cuando se tuvo éxito para demostrar algunos resultados, se tuvo que abordar
de diferente manera al querer calcular el rango numérico, en general con mateméticas mas ele-
mentales. Una idea que surgié en el transcurso de la elaboracion de esta tesis fue analizar a
profundidad la bibliografia de [7] y ver si los resultados con argumentos de operadores limite se
puede extender para el caso abordado aqui.

El trabajo realizado por Chandler-Wilde, Chonchaiya y Linder es mucho mas amplio de lo
que se aborda en esta tesis pues abarcan ideas mas elaboradas como pseudo espectro'y teoria de
operadores limite entre otros.

Nos parece que, considerando los resultados de esta tesis, seria interesante seguir la linea de
investigacion en las siguientes ideas

» Estudiar desde la perspectiva de matrices aleatorias las proyecciones de los operadores
sobre espacios de dimension finita y analizar el comportamiento de estas matrices cuando
la dimension tiende a infinito.

= Investigar de qué manera estos resultados se ven afectados cuando se considera un alfabeto
diferente, por ejemplo el alfabeto {a,b} donde a =0y b € R, pues de forma intuitiva,
los resultados concernientes a sucesiones pseudo-ergodicas deberian seguir argumentos
similares.

= ;Serd cierto que si en un subespacio de desplazamiento B existe b tal que orb(b) = B,
entonces para todo y € B se cumple que

W (Ay) CW(Ap)?
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= Si se considera un alfabeto A con una cantidad de simbolos arbitraria y para cada ot € A
denotamos con « al elemento de AZ cuyas componentes son todas iguales a ¢, ¢serd cierto
que para un elemento pseudo-ergédico b € AZ se tiene que

W (Ap) =conv | | W (Aq) |?
oEA
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