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Resumen

Se analiza un modelo microecondmico de los usos del tierapm dhifio a educacion, ocio y
trabajo, con el cual es posible estudiar simultaneamestddterminantes microeconémicos de
la participacion laboral y de la asistencia escolar de ides1 Uno de los principales determi-
nantes en la asignacion 6ptima del tiempo de un nifio ewell ae riqueza familiar, razon por
la cual las distintas soluciones estan en funcion de diokel de riqueza.

Abstract

A dynamic microeconomic model of child’s allocation of tinmeeducation, leisure and work
is shown. This model allows to study the microeconomicsrdgteants for schooling and labor
supply participation simultaneously. The level of paréntgalth plays an important role as one
of these determinants. This is the factor that mostly inthesrin the child’s distribution of time.
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Introduccbn

En términos econdmicos, el capital son los recursoszatiths para producir bienes y ser-
vicios. Lo mas comun es que por €l se entienda el capgaldf pero el capital humano es
igualmente importante para la produccion y es muy vali@sa jja persona que cuenta con él.
El capital humano son los conocimientos, las aptitudes ypemencia de los seres humanos,
gue los hacen econbmicamente productivos, y se puedariaatar invirtiendo en educacion,
atencion de la salud y capacitacion laboral, principaliraeEl analisis del capital humano asume
gue la educacion incrementa ganancias y productividaaialeonocimiento, habilidades y una
forma diferente de analizar problemas. Probablemente j@n&videncia de esto es que las
personas que poseen un mayor nivel educativo cuentan carr@sagigresos que otras (Becker,
1993).

La riqueza del capital humano y su ritmo de aumento son descpara el desarrollo de un
pais, principalmente porque el capital humano es el fanta importante que determina la ca-
pacidad de un pais para producir y para implementar nuewaslbgias. Esto se ve reflejado en
los paises que han tenido un crecimiento econdbmico sigtiifo gracias a grandes inversiones
en la educacion y capacitacion de su fuerza laboral (BetR83). Por esta razon, los gobiernos
invierten en educacion, ya que es el eje fundamental peaazdr la realizacion personal y para
contribuir a un desarrollo méas rapido del pais.

Sin embargo, a pesar de las enormes ventajas que ofrececiac#@mumuchas personas ni
siguiera completan su educacion basica, y éste es utepralmue se presenta en muchos paises
subdesarrollados o en vias de desarrollo, como es el cdgé@xieo. Por tal razon, uno de los
principales problemas a los que se enfrenta el area de mtarde la educacion es tratar de
identificar los factores mas importantes que influyen endaistencia escolar; uno de éstos, y
de gran importancia, es el trabajo infantil.

Cabe destacar que el trabajo infantil parece ser perjugara el desarrollo integral de los
niflos, ya que afecta no so6lo su presente sino tambiénosifsiipdades de desarrollo, limitando
asi sus oportunidades en el futuro. En el largo plazo, comdlretraso escolar o al abandono del
sistema educativo, a menores ingresos en la vida adultecesd@aa trabajos no calificados y a la
reproduccion de las condiciones de pobreza que origireu@rematura insercion laboral. La
pérdida de ainos de educacion se traduce en una caligatmdel capital humano disponible
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en una sociedad. El trabajo infantil contribuye a conspcantra el desarrollo personal de los
nifos, ya que entra en conflicto con la educacion y sus $ognoel aprendizaje, asi como con
el juego y el esparcimiento. Esto sucede porque el tiempdogugios utilizan para trabajar es
tiempo robado a esas actividades educativas y recreativas.

Durante las etapas iniciales del desarrollo o del procesodisstrializacion de paises ahora
altamente industrializados, los nifios fueron activosiéaacos de las familias; desafortunada-
mente, todavia lo son en paises de ingresos bajos y medios es el caso de México. Los
nifos pueden ser empleados por sus propias familias sigarHanciona como una unidad
econbmica, o pueden compartir sus ingresos laboralesucoacdeo familiar, o bien, el trabajo
infantil puede servir como amortiguador en las reduccioeeentinas del ingreso paterno (Rob-
les, 2004). En la gran mayoria de los casos, el ingreso teromn el mercado laboral guarda
estrecha vinculacion con la problematica de la pobrezanylas estrategias de supervivencia a
que deben recurrir los grupos familiares de los sectorea dediedad que no disponen de los
medios necesarios para asegurar la satisfaccion de sesicees basicas.

Es importante notar que a medida que la sociedad adquierenayar preocupacion por
el bienestar de los nifios y valora cada vez mas la edutdo® padres disminuyen el tiempo
que los niflos dedican a auxiliar a la familia y aumentan ézsirsos y el tiempo asignados al
desarrollo de su capital humano. La teoria del capital mansafala un mecanismo econdmico
gue refuerza este proceso. Cuando los padres obtienenesaggresos, deciden tener menos
hijos e incrementar la inversion en educacion y salud derlsmos; de esta manera el trabajo
infantil tiende a disminuir (Becker, 1993).

En el presente trabajo se realiza un analisis detalladonddkelo desarrollado por Robles
(2000) en su tesis doctoral, tituladamicroeconomic Analysis of Child Labor Participation and
Education: The Case of Mexico, 1984-1986cho modelo estudia la asignacion del tiempo de
los niflos en edad escolar en educacion y trabajo, pendaiédentificar los principales fac-
tores que determinan la asistencia escolar de los mismigstr&bajo esta basado en el lititb
Trabajo Infantil en Mexico 1984-200@scrito por Robles (2004), el cual es una extension de la
tesis doctoral del mismo autor. A lo largo de los primeros trapitulos se introduce la teoria
matematica y microeconbmica necesaria para abordaraglmden el cuarto capitulo se desar-
rolla detalladamente el modelo y en el quinto se da solugiona parte del mismo mediante la
técnica de Kuhn-Tucker. Finalmente, en el Gltimo cdpise presentan las conclusiones.



Capitulo 1

Continuidad y diferenciabilidad de funciones
deR"aR™

En este capitulo se encuentran algunos resultados badanciones continuas y funciones
diferenciables que son importantes para el desarrollorésepte trabajo. Para ello se requiere
introducir algunos conceptos topologicoskie

Notacbn. Los vectores se designaran con tipo de letra negrita y kedass con letra mas
clara. Un vectok € R" se denotara por un arreglo de una filagolumnas, es decir,

X = (X1,X2,...,Xn).

Si f esta definida en un punkce R", la notacionf (x) y f(xq, ...,Xn) Se usan indistintamente
para designar el valor deen dicho punto.

1.1

El espacio vectorialR"

En esta seccion suponemos conocidas las propiedadea$ddR" como espacio vectorial
y solo recordamos algunos conceptos que nos seran dkadtili

El producto escalade dos vectores= (X1,%2,...,X1) YY = (Y1,Y2,---,¥n) €nR", denotado
por (x,y), es definido por la siguiente formula:

El producto escalar de dos vectores también puede seratknporx - y.



En R" se tiene una norma inducida por el producto escalar, en maafodado un vector
x € R" se define la norma depor

IX|| = /(6 X) = /X8 4+ X8+ 452,

A esta norma se le llanmraorma euclidiana

También se introduce la nocion distanciaentre dos elementosy € R", denotada y defini-
da por

d(x,y) =[xyl = \/(xl —Y1)?+ (X2 = Y2)?+ -+ (Xn = Yn)%.

1.2

Conceptos topobgicos kasicos deR"

Utilizaremos la notacion y lenguaje estandar de Teogiddnjuntos. A lo largo de esta
seccion se introduciran algunos conceptos topologieoR", tales como conjuntos abiertos,
cerrados, compactos, convexos y conexos; tomando comemefa Spivak (1965). Empezamos
con las siguientes definiciones basicas.

Definicion 1.1. Seaxg € R"yr € R positivo fijo. Se define l&ola abiertade centrokg y radio
r como el conjunto

B(xo,r) = {x | [x=xol| <r}.

B(Xo, r) esta constituida por todos los puntos cuya distangipes menor que.

Si en la definicion anterior tuvieramos el sigrcen vez de<, obtenemos la definicion de
bola cerrada que es el conjunto que consta de todos los puntos cuya cistaxy es menor o
igual quer y se denota pdB|xo,r].

La Figura 1.1 ilustra una bola abierta B3, y si el conjunto incluyera la circunferencia
punteada obtendriamos una bola cerrada.

Definicién 1.2. SeaA C R" un subconjunto dado.
1) Se dice que € A es unpunto interiorde A si exister > 0 tal que

B(Xo,r) C A



Figura 1.1: Bola abierta.

ii) Se dice quexg € R" es unpunto fronterade A si para toda > 0 se cumple
B(Xo,) NA#£0 y B(xg,r) NA® £ 0.
DondeA° denota el complemento de
iii) Se dice quexg € R" es unpunto adherentdeA si para toda > 0 se cumple

B(Xo,r) NA# 0.

iv) Se dice quep € R" es unpunto imitedeA si para toda > 0 se tiene
(B(xo,1)\{x0}) NA#D.

El conjunto de todos los puntos interioresAlse llama elinterior de Ay se designa con
int(A); y al conjunto de todos los puntos fronteraAlse le llamdrontera de Ay se denota por
JA. La coleccion de todos los puntos adherenteé de llama laadherencia de A se denota
porA.

Definicién 1.3. Un conjuntoA C R" se llamaconjunto abiertcsi todos sus puntos son inte-
riores; es decirA es abierto sA = int(A).

Definicién 1.4. Un conjuntoA C R" se llamaconjunto cerradai su complemento es abierto.

Notemos qu&" y 0 son conjuntos abiertos y cerrados a la vez; yB(u®, r) es un conjunto
abierto yB|xp,r] es un conjunto cerrado. El conjunBixo,r) es abierto ya que si tomamos
ri =r —||Xo—X1|| > 0, conxy € B(Xo,r), se cumple qud(x1,r1) C B(Xo,r); y el conjunto
B[xo,r] es cerrado porque si tomamese< (B[Xo,r])¢y r1 = ||Xo — x1|| —r > 0, entonces se
cumple queB(x1,r1) C (B[xo, r])°".

Algunas propiedades importantes sobre los conjuntostabigicerrados son las siguientes:



i) La unibn arbitraria de conjuntos abiertos es un conjaitierto.
i) La interseccion de cualquier coleccion finita de carias abiertos es un conjunto abierto.
iii) La interseccibn arbitraria de conjuntos cerrados esaonjunto cerrado.

iv) La union de cualquier coleccion finita de conjuntogados es un conjunto cerrado.
Proposicion 1.5. Un conjunto A es cerrado si Yok si contiene a todos sus puntasites.

Ya que tenemos los conceptos de conjuntos abiertos y cerpasdamos al analisis de unos
conjuntos muy importantes, los conjuntos compactos; gerampezamos con lo siguiente.

Definicion 1.6. Un recubrimiento abiertale un conjuntdA C R" es una coleccior# de con-
juntos abiertos tales que
AC | u.

Ues

Definicién 1.7. Un conjuntoA C R" se diceconjunto compactsi toda cubierta abierta d&
posee una subcubierta finita.

Definicién 1.8. Un conjuntoA C R" se diceconjunto acotadai existeR > 0 para el cual
ACB(0,R).

En la Figura 1.2 ilustramos un conjunto acotado para el nas@.
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Figura 1.2: Conjunto acotado.

Teorema 1.9. Teorema de Heine-BorelUn conjunto AC R" es compacto si y&do si es
cerrado y acotado.

Demostracion.
(= Supongamos quA C R" es un conjunto compacto, queremos probar que es cerrado y



acotado. Consideremos la coleccion
ZF ={B(0,k) | k e N}.

Dicha coleccion es una cubierta abierta infinitalfey por lo tanto deA. ComoA es com-
pacto existe una subcubierta finR&0,ky),B(0,k2),...,B(0,kj) que lo cubre. Sea

R= méX{kl,kz,...,kj},
entoncedA C B(0,R); es decirA es acotado.

Ahora para demostrar quees cerrado probaremos giees abierto. Segj € A®. La colec-
cibn.Z = {B[xo, 1]°| n € N} es una cubierta abierta &\ {xo} y por lo tanto deA.

ComoA es compacto existe una subcubierta filitgo, n—ll]c, B[Xo, n—lz]c, ..., B[Xo, n—lk]c que lo
cubre, es decii C BJXo, n—li]c paratodd =1,2,...,k
Sing= max{ny,ny,...,n}, entonces[xo, -] C Blxo, 7] paratodd = 1,2,... k.

Se sigue qu@[xo,n—lo]C D A, lo cual implica queB[xo,n—lo] C A®y de aqui obtenemos que
B(xo0, 7c) € A% es decirA° es abiero.

<) Supongamos qu& es cerrado y acotado, queremos demostrar’ge compacto. Solo
daremos un bosquejo de esta prueba, los detalles puedantasesen Spivak (1965). Confo
es acotado, exista > 0 tal queA C B, donde

B=[-mm| x...x[—mm|.

Notemos qudB es compacto, pues es producto de compactos; mas adelabéegmos este
hecho. Por otra parte, Kies un subconjunto cerrado de un conjunto compRctaR", entonces
K es compacto. ComA es cerrado B es compacto, entoncéses compacto.

Con lo anterior finalizamos la demostracion del Teorema 6% falta probar qu® es

compacto; para ello vamos a demostrar lo siguienté& &3 un conjunto compacto &'y B es
un conjunto compacto éR™, entonced x B es un conjunto compacto &' x R™.

Para la demostracion de esta parte vamos a necesitar iarggproposicion:

Proposiciéon 1.10. Seanx € R"y B un subconjunto compacto @&, entoncegx} x B es un
conjunto compacto en el espad x R™.

Sea.# una cubierta abierta d& x B. Por la Proposicion 1.10, para cad& A existe un
abiertoUy y una coleccion finitgd W', ... ,\ W, } tal que

Ux x BCWU... UW,.



Claramente, la colecciofUy|x € A} es una cubierta abierta depero comaA es compacto,
existe una subcubierta finif@y,, . ..,Uy,, } que lo cubre.

Como para cada=1,...,m, el conjuntoUy, x B esta cubierto por una coleccion finita
{Wy',..., W, } de elementos d&”, entonces la coleccion

X X X X
WG W W g )

es una subcubierta finita d& paraA x B. LuegoA x B es compactcs

Ahora pasamos a definir dos tipos de conjuntos que seranlidadipara este trabajo, los
conjuntos convexos y conexos; asi como algunas de suspdeaaf#s mas importantes.

Definicion 1.11. Un conjunto no vacié\ C R" se diceconjunto convexsi el segmento lineal
gue une a cualesquiera dos puntos del conjunto, esta titgroontenido en el mismo. Es decir,
SiX1,X2 € A, entonces

Ax1+(1—A)x2 € A paracada € [0,1].

La Figura 1.3 ilustra un conjunto convexo y otro que no lo esjye el segmento que une a
X1 Y X2 No esta completamente contenido en el conjunto.

Conjunto convexo Conjunto No convexo

Figura 1.3: A la izquierda se ilustra un conjunto convexo & ddrecha uno que no lo es.

Las propiedades mas importantes de conjuntos convexdassiguientes:
i) R"y 0 son conjuntos convexos.
i) Los conjuntos que constan de un Unico elemento son smsve
iii) La interseccion arbitraria de conjuntos convexos egonjunto convexo.
iv) La unidbn de conjuntos convexos no siempre es un conjconeexo.

Definicién 1.12. Un conjuntoA C R" se diceconjunto disconexsi existen conjuntos abiertos
U,V c R" no vacios tales que:



) ACUUV
i) ANU#0D y ANV #0
i) (ANU)N(ANV)=0

En este caso decimos quey V forman una separacion o disconexion del conjuxto

La Figura 1.4 ilustra un conjunto disconexo.

\
1
[

Figura 1.4: El conjunt® = A; UA, es disconexo.

Definicion 1.13. Un conjuntoA C R" se llamaconjunto conexai no es disconexo, es decir,
si no existen abiertdd y V que formen una separacion de

La Figura 1.5 ilustra un conjunto conexo, podemos obsemvang hay forma de separar tal
conjunto.

Definicién 1.14. Unintervalo, I, es un subconjunto d@ que verifican la propiedad siguiente:
six ey pertenecen g conx <y, entonces para todotal quex < z <y, z pertenece &

Lema 1.15. Un subconjunto A= R es conexo si y&o si A es un intervalo (acotado o no).

Demostracion.
(= Supongamos qu& es conexo. SA es el conjunto de un soblo elemento, entorkes el
intervalo|xo, Xo]. Si A contiene dos elementos distintos, supongamas:

Afirmamos que el conjuntta, b) = {x | a < x < b} esta contenido eA. Demostraremos la
afirmacion anterior por contradiccion. Supongamos(@ule) ¢ A, entonces existe al menos un
elementaxp tal quexgp € (a,b) peroxg ¢ A. Seand = (—,Xg) y V = (Xg, +) dos conjuntos
abiertos, notemos que:

i) AC(UUV)
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Figura 1.5: Conjunto conexo.

i) AU #OyANV #0
i) (ANU)N (ANV)=0

Por lo quel y V forman una separacion de lo cual es una contradiccion al hecho de que
A es conexo, entoncéses necesariamente un intervalo.

_Ahora, searpy g la cota inferior maximay la cota superior minimaAlen la adherencia de
R, R, respectivamente; y sea Atal quep < ¢ < q. Por la Afirmacior?? tenemos lo siguiente:

Supongamos qup Y g son finitos, entonces se tienen los casos que se enumerati-a con
nuacion.

i) Sip,geA, entoncer = [p,q].

i) Sipe Ayqg¢ A entonced\ = [p,q).
i) Si p¢ Ay ge A entonced = (p,q].
iv) Sip,qgé¢ A, entoncedr= (p,q).

V) Si p= —o, para toda < c existey € A tal quey < x, y ya quex € A, entonceg—, ]
esta contenido eA.

vi) Analogamente al caso anterior,;gi= 4+, entoncesc, +) esta contenido eA.

<) Con respecto a la prueba de esta implicacion, solo la lej@m@mos y daremos las
ideas centrales, los detalles de la prueba se pueden @nsal{Dieudonné, 1969). Primero,
procedemos por contradiccion suponiendo que existertablie¢y V que forman una separacion
deA. Suponemos por ejemplo gue U,y €V y x < y. Luego sea la cota superior minima del
conjunto acotadt) N [x,y]; siz€ U se tiene una contradiccion con respecto a la definician de
y similarmente sz € V; por lo quez no puede pertenecer nilhni aV, lo cual es absurdo ya
que el conjunto cerrad@, y| esta contenido eA. m

Del Lema 1.15 surge un importante hecho plasmado en el siguierolario.

Corolario 1.16. El conjunto de los ameros realesR, es conexo.
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1.3

Continuidad de funciones

En esta seccion introduciremos el concepto de funcitirueen, asi como algunas de sus
propiedades mas importantes.

Definicion 1.17. Seaf : A— R™ ACR", una funcion. Decimos qukes continuanxg € A,
si para cada& > 0 existed > 0 tal que
X —Xo|| < & implica que|| f(x) — f(xo)|| < &.
Equivalentemente,

X € B(Xp,0) NA implica que f (x) € B(f(Xo), €).

Figura 1.6: Continuidad.

En la Figura 1.6 se representa el concepto de continuidacbi®a podemos definir dicho
concepto utilizando sucesiones, asi que las Definicioriésyl1.18 son equivalentes.

Definicion 1.18. SeanAC R",BC RM™y f : A— B una funcion. Decimos qué es continua
enXp € A si para toda sucesiofXn}ney C A tal que Xn — Xo, la sucesion f(Xn) fneny C B
converge & (Xp).
Definicién 1.19. Si f : A— R™,dondeA C R", entonces

F(x) = (f1(x), f2(), .., fm(X)) VX € A

en dondef; : A— R parai = 1,2,...,m. Las funcioned; se denominafunciones coordenadas
def.
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Diremos quef es continua e si f es continua en todo punto de Ademas,f : A — R™,
A CR" es continua si cada una de sus funciones coordenfdas,i = 1,2,...,m, es continua.

SeanA C R" un conjunto dadof,g: A — R™ funciones continuas exy € A, entonces se
cumple lo siguiente:

i) Lafuncion f 4 g es continua em)p.
i) Lafuncibn A f es continua erg, A € R.
iii) La funcion f - g es continua erg.

iv) La funcion||f|| es continua emo.
Teorema 1.20. SiL:R" — R™Mes una fundn lineal, entonces es continua en tddh

Demostracion.
Para la prueba de este teorema necesitamos el siguient@des$iL : R" — R™ es una
funcion lineal, entonces exisk > 0 tal que

ILOON < M[[x]| ¥x € R™
Seag > 0 dado. Skp € R", entonces, por el resultado antes mencionado, tenemos que
IL(X) = L(Xo) || = [IL(x = Xo)[| < M[x—Xol|-

Elegimosd < & y se tiene el resultado deseado.

Teorema 1.21. Sea f: D — R™una funcén dada, con BC R" un conjunto abierto.

) La funcion f es continua en D si yoto si f~1(V) es un conjunto abierto en D para todo
conjunto abierto VC R™.

i) La funcién f es continua en D si yoto si f~1(F) es un conjunto cerrado en D para todo
conjunto cerrado FC R™,

Demostracion.
Probaremos el primer inciso.

(= Supongamos qué es continua. Seavi C R™ un conjunto abierto o € f~1(V), en-
toncesf (xg) € V. ComoV es abierto existe > 0 tal queB(f(xp),&) CV y comof es continua
enXo existedy, > 0 tal que

f(x) € B(f(xo0),€) siempre que € B(Xo, dx,) ND.
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Si
U= U Bx&),

xef-1(V)

entonced) es abierto yf ~1(V) =U ND es abierto em.

<) Supongamos qué~1(V) es un conjunto abierto eR" para todo conjunto abierto
V C R™ Seare > 0y Xg € D arbitrario, entonces el conjunto= B(f(Xp), &) C R™ es abierto.
Luego existe un abiertd enR" tal quef~1(V) =U ND es abierto em.

Comoxgp € U y U es abierto, existé > 0 tal queB(xp,d) C U. Por lo tanto si
x € B(xg,6)NDCUND = f}(v),
entonced (x) € V = B(f(Xo), €). Por lo tantof es continua.

La prueba para el segundo inciso es analoga a la anteriohace falta notar que el conjunto
f~1(F)¢ = f~1(F°) es abiertom

Teorema 1.22. Sea f: A— R™una funcon continua, con A R" abierto.
i) SiCC A es conexo entoncesd) es conexo.

i) Si K C A escompacto entonceskf) es compacto.

Demostracion.
Primero probaremos el primer inciso. Supongamos, por aditition, quéJ,V son abiertos
enR™M tales que

i) f(C)CcUUV

i) f(C)NU£0 y f(C)NV #0

iy (f(C)NU)N(f(C)NV)=0
Comof es continua, entoncds 1 (U) y f~1(V) son abiertos eR" que satisfacen
) CCfLUu)uf-Lv)

i) CNf-lU)#0 y Cnfi(Vv)#0

i) (CNnfYUuNNECnfLVv)=0

Contradiccion, pue€ es un conjunto conexo. Por lo tant¢C) es conexo.
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Ahora demostraremos el segundo inciso. $eana cubierta abierta d&K). Por la con-
tinuidad def, la coleccion

¢ ={f"1U)|UecF}

es una cubierta abierta ke ComoK es compacto, existe una coleccion firita ...,U, de
elementos deZ tales quek C f~1(U;)U...u f~1(Uy) y por lo tanto

Es decir,f(K) posee una subcubierta finita; por lo tanto es compacto.

Note que sK es un subconjunto compactoBek, = infK y k* = supK, entonces,, k* € K.
Esto es porqué&,, k* € K = K. Ahora, del segunco inciso del Teorema 1.22 surge el sitiien
corolario.

Corolario 1.23. Si f: A— R es continua, con A R" abierto, y KC R" es compacto, entonces
existerx, y x* en K tales que

f(x,) < f(x) < f(x*) WvxeK.

Demostracion.

Sabemos qué(K) es un subconjunto compacto BeLuegok, = inf f (K) y k* = supf (K)
son elementos d&(K). Por lo tanto exister, y x* enK tales quek, = f(x,) y k* = f(x*). De
esta formak, = f(x,) < f(x) < f(x*) =k* ™€ K. m

Teorema 1.24. Si f: A— R™ ACR", es una fundn continua erxg € Ay g: R™ — RK es
continua en xp), entonces g f es continua exo.

Demostracion.
Dadoe > 0, por la continuidad dg en f(xp), existed; > 0 tal que

g(y) € B(g(f(x0)),€) siempre quey € B(f(Xo), ).
Por la continuidad dé enxp, existed > 0 tal que
f(x) € B(f(xp),d1) siempre quex € B(Xg, d).

Por lo tantog(f(x)) € B(g(f(xo)), &) siempre que € B(Xp,0). m
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1.4

Diferenciabilidad de funciones

Dada una funciorf (x), siempre es (til saber como cambiauando se da un cambio en
X. Por ejemplo, supongamos que conocemos la funcion de adlgiande un bieny, y que
dicha funcion depende del pregiode ese bien. Estamos interesados en analizar el cambio en
la funcionD cuando varia el precip del bien; para ello es necesario introducir el concepto de
derivada.

A lo largo de esta seccidf denotara un subconjunto @2

Definicién 1.25. Seaf : Q — R™ una funcion, sa es un punto interior d& y y un vector
cualquiera d&R" definimos laderivadade f ena con respecto g, f'(a;y), mediante la formula

f/(ay) = fim MY =T (L.1)

siempre que tal limite exista.

Designemos corf la k-€sima componente de pues recordemos que
f(x) = (f1(x), f2(x),..., fm(X)) ¥x € Q.

Notemos que la derivadi(a;y) existe siy solo sify(a;y) existe para cade=1,2,...,men
Cuyo caso tenemos

m
f'lay) = (fi@y), f2@y),.... fn@y) = Y f@ye
K=1
dondeg, es el k-ésimo vector candnico.

Siy es un vector unitario, es decir, cuantld| = 1, la derivada’(a;y) se llama laderivada
direccionalde f enaen la direccion dg. En particular, sy = e la derivada direcciondl’ (a; &)
se denominalerivada parcialde f respecto & y se representa también mediante el simbolo
Dkf(a). De esta manera tenemos que

Dif(a) = (fi(a &), (@ &), ..., fm(@a)),
o también se puede escribir como
D« f(a) = (Dkf1(a),Dkf2(a),. .., Dkfm(a)).

Por otra parte, las derivadas parcialeddd, D, f,...,D,f se llamanderivadas parciales
de segundo ordede f y las derivadas parciales de éstas se lladeivadas parciales de tercer
orden y asi sucesivamente. En general, las derivadas pardeleste tipo reciben el nombre de
derivadas parciales de orden superior
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Definicién 1.26. Una funcionf : Q — R™ se dicediferenciableen un punto interioa € Q si
existe una transformacion lineg] : R" — R™tal que

fa+v) = f(a) + Ta(v) + [[VIE(a,v), (1.2)

dondeE(a,v) — 0 cuandov — 0.

Definicién 1.27. Sif : Q — R™Mes diferenciable eac Q, entonces a la transformacion lineal
T que satisface (1.2) la denominamosligerencial totalo simplementeliferencialde f ena.

Teorema 1.28. Supongamos que f es diferenciableasgon diferencial F, entonces existe la
derivada f(a;y) Vy € R", y tenemos

Ta(y) = f'(a)y).

Adends si f=(f1,fo,.... fm) Yy = (Y1,¥2,...,Yn) tenemos
m

Ta(y) = kz (Of(a)-y)ac= (Ofi(a)-y,0f2(a) -y, ..., Ofm(@) -y). (1.3)
=1

La ecuacion (1.3) también puede representarse como dagimmatricial

Ta(y) =Df(a)y,

dondeDf(a) es la matrizm x n cuya fila k-ésima e§lfy(a) y su elementd | es la derivada
parcialDj f(a); y y € R" es un vector columna.

Difi(a) Dzfi(a) --- Dnfi(a)
Df(a) — le:z(a) Dafa(a) - an:g(a)
D1fm(@) Dafm(@) --- Dnfm(a)

La matrizDf (a) se llamamatriz jacobianale f enay estéa definida en cada punto en el que
existan lasnnderivadas parciale3;j fx(a).

La diferencialT, se expresa también ponienfl@a). La derivadaf’(a) es una transforma-
cion lineal, la matriz jacobianBf (a) es la matriz que representddd (a) respecto de la base
canonica de esa transformacion. La féormula de Taylorrohegy orden toma la forma

f(a+v) = f(a)+ f'(a)(v) +||V|E(aV), (1.4)
dondeE(a,v) — 0 cuandov — 0.

La desigualdad enunciada a continuacion sera de utifidealla demostracion del siguiente
teorema. La desigualdad @auchy-Schwarestablece que para todgy € R"

[ (IX] - [yl
con igualdad siy solo si = cx para algln escalar
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Teorema 1.29. Si f: Q — R™ es diferenciable ea entonces f es continua en
Demostracion.
Tomando en cuenta la ecuacion (1.4), tenemos que
If(a+v) = f(@] =If"(@)v)+IVIE(aV)].
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos
o< [fat+v)—f@l <@ +IIVIE@V)].

Si hacemos que — O, el error||v||[E(a,v) — 0. La parte linealf’(a)(v) tiende también 8,
debido a que las transformaciones lineales son continu@s@mpletando asi la prueha.

Teorema 1.30. Regla de la CadenaSean g Q — RMy f: R™ — RX tales que h= fog

esk definida en un entorno del purdoSupongamos que g es diferenciablagcon diferencial
d(a). Pongamos = g(a) y supongamos que f es diferenciablekercon diferencial f(b).

Entonces h es diferenciable any la diferencial h(a) viene dada por

h(a)=f'(b)ogd'(a),

que es la composien de las transformaciones lineale§Hf) y g(a).

Demostracion.
Consideremos la diferenclda+y) — h(a) para valores pequefios dg||, y demostremos
gue se obtiene una formula de Taylor de primer orden. Deflaidi@n deh resulta

h(a+y) —h(a) = flg(a+y)] - flg(a)] = f(b+v) - f(b), (1.5)
dondev = g(a+Yy) —g(a). Por la diferenciabilidad dg tenemos:
v=d(a)(y)+|yl|[Eg(ay) donde Eg(a,y) — 0 cuandoy — 0. (1.6)
Ademas, por la diferenciabilidad de se cumple:
f(b+v)—f(b) = f'(b)(v) + [[VI[Es (b,v), (1.7)

dondeE¢ (b,v) — 0 cuandov — 0. Aplicando (1.6) en (1.7) obtenemos

f(b-+v)— f(b) = (D)g(@)(y) + F'(b)(Iy|Eg(ay) + IMEi(bv)  (18)
— #/(b)g(a)(y) + [y [E(ay), (L.9)

dondeE(a,0) =0y
E(ay) = '(b) (Eg(ay)) + LU Es(b,v) si y£0. (1.10)

Iyl
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Para completar la demostracion necesitamos probdt (ug) — 0 cuandoy — 0. El primer
término del segundo miembro de (1.10) tiend@@andoy — 0 porqueEg(a,y) — 0 cuando

y — 0y las transformaciones lineales son continua®.elBn el segundo término del segundo

miembro de (1.10) el factd#s (b,v) — O porquev — 0 cuandoy — 0. El cocienteH permanece

acotado porque, segln (1.6) y debido a que las transfoomesiineales son acotadas, tenemos

IVl < MIly[[ + [ly [l Eg(a, y) I

Por consiguiente los dos terminos del segundo miembro.d@86)fienden & cuandoy — O,
por lo tantoE(a,y) — 0.

Entonces, de (1.8) y (1.5) obtenemos la formula de Taylor

h(a+y)—h(a) = f'(b)d'(a)(y) + [lyIE(a,y),

dondeE(a,y) — 0 cuandoy — 0. Esto prueba quk es diferenciable eay que la diferencial
' (a) es igual a la composiciofi (b)og'(a). =

1.5

Funciones ©ncavas y convexas

Las funciones cbncavas y convexas son muy peculiares grtisuchas propiedades im-
portantes. A lo largo de esta seccion analizaremos diatugsegolades, las cuales nos permiten
obtener condiciones adecuadas para alcanzar un 6ptimo.

Definicién 1.31. Seaf : S— R, dondeSC R" es un conjunto no vacio. Se dice que la funcion
f esconvexaenSsi

FAXL+ (1= A)x2) < A F(x0) + (1= A)f(xo)

para todoi, X2 € Sy paratodo € (0,1).

Se dice que la funciém esestrictamente convexen Ssi la desigualdad anterior se cumple
con desigualdad estricta para todo# x» € Sy para todoA € (0,1).

La funcion f : S— R escdncava(estrictamente @ncavg enSsi —f es convexa (estricta-
mente convexa) e

Ahora hagamos una interpretacion geomeétrica de estaeptrs. Sear; y X2 dos puntos
distintos en el dominio dé y consideremos el puntox; + (1 —A)xz conA € (0,1). Note que
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Af(x1)+(1—A)f(x2) es un punto que esta sobre el segmento que difve qy f(X2), mientras
quef(Ax1+ (1—A)xz) es el valor d&f en el puntoA x; + (1— A )x2. Entonces para una funcion
convexaf, el valor def en los puntos de la form&x; + (1—A)xz conA € (0,1) es menor
o0 igual que la altura del segmento que une los puesf (x1)) y (X2, f(x2)). Es decir,f es
convexa si el segmento que upg, f(x1)) con(xz, f(X2)) queda por encima de la gréafica tle

Para una funcién concava el segmento que(Migf (X1)) con (X, f(X2)) queda por debajo
de la gréafica dd. La Figura 1.7 ilustra una funcion concava y una convexaa@ui en adelante
nos concentraremos Unicamente en analizar funcionegxasyya que los resultados para las
funciones concavas se pueden obtener facilmente toneandoenta qué es concava siy solo
si —f es convexa.

®
1
1
1
1
1
1

L

1

o
X1 AX1+(1—Ax2) X X1 Axi+(1-Ax) X

Figura 1.7: A la izquierda tenemos una funcion convexa ydetacha una funcion concava.

1.5.1

Continuidad de funciones convexas

Una propiedad importante de las funciones concavas y gagws que son continuas en el
interior de su dominio, esto se establece en el siguienterten

Teorema 1.32. Sean SC R" un conjunto convexo no vy f: S— R una funcon convexa,
entonces f es continua en el interior de S.

Demostracion.
SeaX € int(S). Para demostrar la continuidad flenX, necesitamos probar que daglo- 0,
existed > 0 tal que||x —X|| < & implica que|f(x) — f(X)| < €. ComoX € int(S), existed’ > 0
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tal que||x — X|| < &’ implica quex € S. Definamosh de la siguiente forma:

6= 1rgéx{max{ f(x+dg)—f(X), f(x—dg)—f(X)}} (1.11)
<i<n
dondeg es el i-esimo vector coordenado unidad. Note queD< . Sea

! /
6:min{%,i—5}. (1.12)

Tomemos urx tal que||x — X|| < 6. Sea

5 _ g six—% >0,
'~ 1 —d'q de otra forma.

Entoncex—X = ¥ ; a;z;, dondea; > 0 parai = 1,2...,n. Mas adn,

Ix—%|| = &' (_iaﬁ) 2. (1.13)

Tomando en cuenta (1.12) y coriw— X|| < 9, se sigue quer; < % parai =1,2...,n. Por
la convexidad dd y como 0< na;j < 1, obtenemos

f(x)=f <>"<+_iaizi> =f [r—];.i(;(—i—naizi)]

S%iif()~(+nai2i)
= %iif[(l—nai)i—i—nai(i-l—zi)]
< % S [(1— not) £ (%) 4+ not F(%+2)].

Entoncesf (x) — f(X) < ¥, ai[f(X+ z) — f(X)]. Por otra parte, por (1.11) se tiene que
f(X+2z)— f(X) < 0 para todd, y comoa; > 0, se sigue que

f(x)— f(%) < eiai. (1.14)

Tomando en cuenta las ecuaciones (1.12) y (1.13), se sigu®g @%, y (1.14) implica que
f(x) — f(X) < €. Hemos probado qugx — X|| < & implica quef (x) — f(X) < €. Para terminar la
prueba necesitamos demostrar ) — f (x) < €. Seay = 2X — X, notemos qudy — X|| < d.
Por lo tanto

fy)—f(X) <e. (1.15)
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PeroX = 3y + 3X, por la convexidad dé, tenemos

f(%) < ZF(y)+ = f(x). (1.16)

2
Combinando (1.15) y (1.16), se sigue du&) — f(x) < &, completando la prueba.

Note que las funciones cbncavas y convexas, como cualfyuieidn, pueden no ser con-
tinuas en todas partes. Sin embargo, por el teorema antesg@untos de discontinuidad para
estas funciones son permitidos Unicamente en la frontega d

1.5.2

Optimizacion de funciones convexas

En este apartado consideraremos el problema de minimizafumgion convexa sobre un
conjunto convexo y analizaremos las condiciones necagaaia obtener un 6ptimo. El proble-
ma de maximizar una funciobn cobncava es equivalente al demizar una funcion convexa.

Considerando la Definicion 1.26 y el Teorema 1.28 de la 6acti, establecemos la defini-
cion de una funcion convexa diferenciable; lo hacemosstie manera ya que sera de utilidad
en las secciones posteriores.

Definicion 1.33. SeanSC R" un conjunto no vacio ¥ : S— R una funcion. Se dice que
esdiferenciableen xg € int(S) si existe un vectotIf(Xp), llamado elvector gradientey una
funcionE : R" — R tal que

f(X) = f(xp) +Of(Xg) - (X—Xo) + ||X — Xo||E(X0; X — X0)

para todax € S, dondeE (xg; X — Xg) — 0 cuandax — Xp.

La funcion f se dice diferenciable en el conjunto abie®ta- Ssi es diferenciable en cada
punto deS.

Definicién 1.34. Seaf : R" — R una funcion, consideremos el siguiente problema

Problema 1.35.
Minimizar  f(x)
sujetoa Xxe€S
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Un puntox € Ses llamadcsolucibn factibledel problema anterior. Si € Sy
f(xo) < f(x) paratodox € S,

entonces(p es unasolucbn 6ptimg solucionoptima globa) o simplementesolucibn del Pro-
blema 1.35. Sxg € Sy existes > 0 tal que

f(xp) < f(x) para cadax € SNB(Xo, €),

entoncexp es unasolucobn 6ptima local

En el siguiente teorema vamos a probar que cada minimodetBroblema 1.35 es también
un minimo global. Este resultado es de mucha utilidad enoelgso de optimizacion.

Teorema 1.36. Sean SC R" un conjunto convexo no vy f: S— R una funcén. Consi-
deremos el Problema 1.35 y supongamosxge S es una solubn 6ptima local del problema.

i) Si f es convexa, entoncrges una soluén 6ptima global.

i) Si f es estrictamente convexa, entongges latinica solucbn 6ptima global.

Demostracion.
Vamos a probar la parte (i). Supongamos dues convexa, comgg es un optimo local,
existes > 0 tal que
f(xo) < f(x) para cadx € SN B(Xo, €). (1.17)

Supongamos, por contradiccion, gueno es un optimo global, entonces se deberia cumplir
quef(X) < f(xo) para algliX € S. Ya quef es convexa se tiene que

fF(AX4+(1—=2A)X0) < AF(X)+(1—A)f(Xo) <Af(xp)+(L—A)f(x0) = f(Xo)
para todoA € (0,1). Pero paral > O suficientemente pequefio
AX+ (1—A)xp € SNB(Xo, €).
Entonces la desigualdad anterior contradice (1.17), p@ritoxg es un dptimo global.
Ahora probaremos la segunda parte. Supongamos qeegeestrictamente convexa. Como
convexidad estricta implica convexidad, entonces por teed) tenemos quey es un 6ptimo

global. Supongamos, por contradiccion, g@eno es el Unico 6ptimo global; entonces existe
X € S, X # Xo, tal quef (x) = f(xp). Comof es estrictamente convexa se cumple lo siguiente

1

f <%x+%xo) < %f(x)Jréf(xo) = f(Xo).

ComoSes un conjunto convexéx+ %xo € S y la desigualdad anterior contradice el hecho
de quexg sea un o6ptimo global. Probando asi oqges el Gnico 6ptimo globak
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1.5.3

Generalizaciones del concepto de convexidad

A lo largo de esta subseccion presentaremos algunos tgpésdiones que son similares
a las funciones concavas y convexas. Varios de los resgltade se presentaran después no
requieren el supuesto restrictivo de convexidad, mas thédrajaremos bajo la suposicibn mas
general de cuasiconvexidad y pseudoconvexidad. En Bath988) se encuentran mayores

detalles sobre estos conceptos.

Funciones cuasiconvexas

Con la siguiente definicion introducimos el concepto deitim cuasiconvexa.

Definicién 1.37. Seaf : S— R, dondeSc R" es un conjunto convexo no vacio. La funcibn
se dicecuasiconvexai, para todog,, X, € S, se cumple la siguiente desigualdad

f(AX1+(1—A)x2) <madx{f(xy), f(x2)} paratodoA € (0,1).
La funcionf se dicecuasi®ncavasi —f es cuasiconvexa, es decir, si se cumple que

f(Axe+(1—A)x2) > min{ f(xy), f(x2)} paratodoA € (0,1).

Note que de la definicion anterior se tiene que una fundi@s cuasiconvexa si cuando
f(x1) < f(x2), entoncesf (x2) es mayor o igual que el valor deen todas las combinaciones
convexas d&; Yy Xp. Una funcionf es cuasiconcava si cuandlfx;) < f(x2), entonces el valor
de f en todas las combinaciones convexaggg x, es mayor o igual qué(x;). La Figura 1.8
ilustra ejemplos de funciones cuasiconcavas y cuasigasve

(a)Cuasiconvexa (b)Cuasiconcava (c)Ninguna de las dgs

Figura 1.8: Funciones cuasiconvexas y cuasiconcavas.
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Note que de la Definicion 1.37 se sigue que toda funcibnexanes también cuasiconvexa,
pero al revés no necesariamente. Por ejemiilo) = x° es una funcion que es a la vez cua-
sicbncava y cuasiconvexa, pero que no es ni concava negarfigural.9).

Figura 1.9: Ejemplo de una funcidbn cuasiconvexa y cuasiaa.

Funciones fuertemente cuasiconvexas

A continuacion definiremos otra version de cuasiconvaxjtlamada cuasiconvexidad fuerte,
la cual asegura unicidad del minimo global.

Definicion 1.38. Seaf : S— R, dondeSc R" es un conjunto convexo no vacio. La funcibn
se dicefuertemente cuasiconvegg para todoss, X2 € S conxj # Xp, Se tiene que

f(Ax1+ (1= A)x2) <max{f(x1), f(x2)} paratodoA € (0,1).

La funcionf se dicefuertemente cuasimcavasi — f es fuertemente cuasiconvexa.

La Figura 1.10 ilustra un ejemplo de una funcion fuertementsiconvexa y un ejemplo de
una que no lo es.

Teorema 1.39. Sea f: R" — R una funcon fuertemente cuasiconvexa. Consideremos el Pro-
blema 1.35, donde S es un conjunto convexo n@mwatR". Sixg es undbptimo local, entonces
Xo €S unoptimo global y adeis esunico.

Demostracion.
Comoxg es un 6ptimo local, entonces existe- O tal que

f(xo) < f(x) paratodox € SNB(xo, €).
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(@) (b)

Figura 1.10: (a)Fuertemente cuasiconvexa. (b)No es fmeriee cuasiconvexa.

Supongamos, por contradiccion, que existeStal quef (X) < f(Xg) y X # Xo. Comof es
fuertemente cuasiconvexa se sigue que

f(AX+ (1= A)xp) < max{f(X), f(xo)} = f(xo) paratodoA € (0,1).

Pero paral suficientemente pequefidX+ (1 — A)xp € SNB(Xp, €) Y, por lo tanto, la de-
sigualdad anterior contradice el hecho de ggisea un 6ptimo local. Concluyendo asi qgees
la Gnica solucibn 6ptima globaid.

+3
+ 2 e——O
+1 e—o0

} } } ¢ & } }

-3 -2 -1 1 2 3
—d —1
e——O + -2
e——o0 + -3

Figura 1.11: Ejemplo de una funcion cuasiconvexa.

Antes de pasar a definir otro tipo de funciones, tenemos @iesite ejemplo. Sed: R — Z
la funcion parte enter&(x) = [x|, donde

Xl =max{neZ|n<x}.
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La funcion f (x) esta ilustrada en la Figural.11y es una funcion cuas@a@ngue no es fuerte-
mente cuasiconvexa ni convexa.

Funciones pseudoconvexas
Definicion 1.40. SeanScC R" un conjunto abierto no vaciof/: S— R una funcion diferen-
ciable enS. La funcionf se dicepseudoconvexsi
VX1,X2 € S con Of(X1) - (x2—X1) > 0 se tiene que (x1) < f(x2).
Equivalentemente,
si f(x2) < f(x1) entonced1f(X1)-(X2—X1) <O.

La funcion f se diceestrictamente pseudoconvesiavxi, X2 € S X1 # X2, que cumplen
Of(x1) - (x2—x1) > 0 se tiene quéd (x1) < f(x2). Equivalentemente, X1, X2 € S, X1 # X2, tal
quef(x2) < f(x1), entonces]f(xy) - (X2 —Xx1) < 0.

La funcionf se dicgpseudodncavalestrictamente pseudoncava si — f es pseudoconvexa
(estrictamente pseudoconvexa).

Punto de
inflexion

(@) (b)

Figura 1.12: (a)No es pseudoconvexa. (b)Pseudoconvexa.

En la Figura 1.12 podemos observar un ejemplo de una fupsi@éndoconvexa y un ejemplo
de una funcion que no lo es. La funcion que tiene un puntmfiiexion no es pseudoconvexa
porgue si consideramosxa como el punto de inflexion y tomamas < x1, enx; el gradiente
de la funcibn es cero, pero no se cumple d@g ) < f(x2). Asi que se puede verificar, a partir
de la deinicion, que di es pseudoconvexayf (Xo) = 0, entoncesg es un minimo global dé.

Por otra partef (x) = arctar{x) es un ejemplo de una funcion que es pseudoconvexa pero
no es convexa. Esta funcion se ilustra en la Figural.13biemse puede observar que de
las definiciones de convexidad y pseudoconvexidad se sigei¢ogla funcibn convexa, bajo el
supuesto de diferenciabilidad, es pseudoconvexa.
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Figura 1.13: Ejemplo de una funcién pseudoconvexa.

Teorema 1.41. Sean SC R" un conjunto convexo abierto no viacy f: S— R una funcén
diferenciable estrictamente pseudoconvexa, entoncesuedgsmente cuasiconvexa.

Demostracion.
Supongamos, por contradiccion, que existens € S X1 # X2, Y A € (0,1) tal que

max{ f(x1), f(x2)} < f(x),

dondex = Ax1 + (1— A )xz. Por la pseudoconvexidad estricta tige tiene que (x1) < f(x),
entonces!f(X) - (xg —x) < 0y, por lo tanto,

Of(x) - (X1 —x2) <O. (1.18)
Analogamente, comb(xz) < f(x), entonces
Of(X) - (x2—x1) <O0. (1.19)

Contradiccion, pues las desigualdades (1.18) y (1.19pna@empatibles. Por lo tantbes
fuertemente cuasiconvexa.

1.6

Correspondencias

Definicién 1.42. Dado un conjunté\ C R", unacorrespondenci& : A— RK es una regla que
asigna un conjunt@(x) C R¥ para todox € A.
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Cabe sefialar que una funcion es una caso especial depmordescia. Para discutir la idea
de continuidad de correspondencias, necesitamos lagstgsidefiniciones.

Definicién 1.43. SeanA Cc R"y Y c RK, la grafica de la correspondeng@a A — Y es el
conjunto

{(xy) e AxY |y eF(x)}.

Definicién 1.44. SeanA C R"y Y C RK un conjunto cerrado, la correspondengiaA — Y
tiene unayrafica cerradasi para cualesquiera dos sucesiongs— X € Ay Ym — Y, CONXp € A
Y ¥Ym € §(Xm) para todam, se tieney € F(X).

Sea

(%) {1, 0<x<2;
= 1
=5, 2<X<4.

En la Figura 1.14 se ilustra la gréafica de la funcion antémide. Note quef (x) tiene una
grafica cerrada.

o 1 2 3
Figura 1.14: Gréafica dé(x).

Definicién 1.45. SeanA c R"y un conjunto cerradd cC RX, la correspondencig : A — Y

essuperiormente hemicontinygahc) si tiene una grafica cerrada y las imagenes de cagjunt

compactos son acotados, esto es, para todo conjunto canfpach el conjunto
§(B)={yeY|yeF(x) paraalglnx € B}

es acotado.

Sea
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En la Figura 1.15 se ilustra la graficagle), que es una correspondencia shc. Notemos que
la funcion del ejemplo anterior no es superiormente hentiooa ya que la imagen del intervalo
3,3] no es acotada.

o 1 2 3
Figura 1.15: Gréafica dg(x).

Teorema 1.46. Sean AC R"y Y C RK un conjunto cerrado, entonces la fubnif: A—Y es
superiormente hemicontinua si §ls si es continua.

La prueba del teorema anterior se puede consultar en Mast(&95).

Definicién 1.47. SeanA C R"yY ¢ RX un conjunto compacto, la corresponderigiad — Y
es inferiormente hemicontinua si para toda sucesipr X € A conxmy, € A para todam, y para
todoy € §(x), podemos encontrar una sucesign— Yy y unM € N tal queym € §(xm) para
todom> M.

Finalmente, cuando una correspondencia es superior em@nte hemicontinua, decimos
gue escontinua



Capitulo

Programadn no lineal

En este capitulo se establecen las condiciones para aptigliproblema:

Maximizar f(x)
sujetoa X€S

dondef es una funciobn convexa $ es un conjunto convexo. La mayoria de los problemas
econbmicos de optimizacion son de esta naturaleza yaldueeleo de limitar la funcion obje-
tivo y las restricciones a un molde lineal, en ocasionesg@®er inconveniente; pues es mas
apropiada una formulacion no lineal que una lineal parard@sel problema a tratar.

2.1

Conceptos lasicos

A lo largo de esta seccion presentamos algunos concepfmregeamacion lineal que seran
de utilidad para el desarrollo del presente capitulo.

Definicion 2.1. SeaV un espacio vectorial. Se dice que los vectorgo,...,Xm € V son
linealmente dependientssexisten escalares, as, ..., an € R, no todos cero, tales que

a1X1 + axXo+ ... +amXm = 0.
En caso contrario se dice que los vectoresls@malmente independientes
Definicion 2.2. Dadoc € R™\ {0} y b € R se define esemiespacio inferigrdenotado por

S _(c;b), como
S (cb)={xeR"|(c,x) <b}.
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Asi mismo se define elemiespacio superip8; (c;b), como
Sc(c:b) = {x €R"| (c,x) > b}.
Por otra parte, la interseccion 8¢(c;b) y S_(c;b) determina urhiperplana

H(c;b) =S, (c;b)NS_(c;b).

En la siguiente figura se ilustran los conjuntos antes def@id

S.(c;b)

Figura 2.1: llustracion d&_(c;b), S;(c;b) y H(c; b).

Definicion 2.3. Un conjunto no vaci€ C R" es llamadaconosi x € C implica queAx € C
para todod > 0. Si ademas; es un conjunto convexg, es llamadaono convexo

Figura 2.2: Cono convexo

En la Figura 2.2 se ilustra un cono convexo. Los siguient@®teas sblo se utilizaran para
las demostraciones de los Teoremas 2.6 y 2.7, para maydediesleonsultar Bazaraa (1993).
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Teorema 2.4. Sean SC R" un conjunto convexo cerrado no Jagy ¢ S, entonces existen un
vector no cer@ y un escalam tal quea <p-yyp-x < a paracadax € S.

Teorema 2.5. Sean $y S conjuntos convexos no vias enR" y supongamos quaS S, =0,
entonces existe un hiperplano que separa § $; es decir, existe un vector no ceooee R" tal
que

sup(p-x | x € S} <inf{p-x|x € S}.

Los dos teoremas que se presentan a continuacion seliaadds para probar algunos re-
sultados importantes que se expondran mas adelanteoPmdadad de notacion, solo en los
Teoremas 2.6 y 2.7, un vecteie R" se denotara por una matriz ddilas y una columna.

Teorema 2.6. Teorema de FarkasSeanA una matriz mx nyc € R" un vector, entonces a lo
mas uno de los siguientes sistemas tiene soéhuci

Sistema Ax <0y c'x>0 paraalgin x € R".

Sistem2 Aly=cy y>0 paraalgin y € R™.

Demostracion.

Supongamos que 8listema tiene solucion, es decir, existe> 0 tal queAly = c. Seax tal
queAx < 0, entonces!x = y!Ax < 0. Por lo tanto, eSistema no tiene solucion.

Ahora supongamos que 8istema no tiene solucion. Definamos el siguiente conjunto
S={x|x=Aly, y>0}.

Note queSes un conjunto convexo cerrado y qug S. Por el Teorema 2.4, existen un vector
p € R"y un escalan tal quea < ptcy p'x < o para todak € S. ComoO € S, entoncesy > 0
y, por lo tantoptc > 0; también se cumple que> p'Aly = y'Ap para todoy > 0. Comoy > 0
puede ser tomado arbitrariamente grande, la Gltima daksigd implica queAp < 0. Hemos
construido un vectop € R" tal queAp <0 y ptc > 0; por lo tanto, elSistema tiene una
solucion.a

Teorema 2.7. Teorema de GordanSeaA una matriz mx n, entonces@o uno de los si-
guientes sistemas tiene soloigi

Sistemd Ax <0 paraalgin x € R".

Sistem2 Alp=0y p>0 paraalgin vector p € R™ no cero.
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Demostracion.

Primero probaremos que si®istema tiene una solucior, entonces no podemos tener una
solucion paratp =0, p > 0, p no cero. Supongamos, por contradiccion, que existe unaidal
p para elSistem2. ComoAX < 0, p > 0, y p # 0, entonces tenemos qbAX < 0, es decir,
XAP < 0. Pero por suposicioA!p = 0, entoncesAlp = 0 y llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto, eBistema no tiene solucion.

Ahora supongamos que 8istema no tiene solucion. Consideremos los siguientes conjun-
tos,

S ={z|z=Ax, xcR"}
S={z|z<0}.

Note queS; y S son conjuntos convexos no vacios tales §ue S, = 0, entonces, por el
Teorema 2.5, existe un hiperplano que sepd@ayS,; es decir, existe un vect@; no cero, tal
que

p'z < p'Ax paratodox c R"yze S,.

Como cada componente d@uede ser un nUmero negativo arbitrariamente grandegse si

quep > 0. También, haciendp= 0, se debe cumplir qugtAx > 0 para cada € R". Haciendo

x = —Alp, se sigue que-||Alp||? > 0y entoncesA!p = 0. Por lo tanto elSistema tiene una
solucion.a

2.2

Optimizacion de problemas sin restricciones

La forma general de un problema sin restricciones es: maano maximizar una funcion
f(x) sin ninguna restriccion sobre el vectorLos problemas sin restricciones no son muy uti-
lizados en aplicaciones practicas, pero empezaremadiastio este tipo de problemas porque
las condiciones de optimalidad para problemas con regtnies surgen como una extension
l6gica del analisis que se hara en esta seccion.

2.2.1

Condiciones necesarias de primer orden

Dadox € R" queremos determinar, de ser posiblex sis un 6ptimo local o global de una
funcion f. Para ello necesitamos caracterizar el punto 6ptimo, yehd de qud sea diferen-
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ciable nos ayuda a obtener dicha caracterizacion.

Teorema 2.8. Sea f: R" — R una funcéon diferenciable ernxg. Si existe un vectad tal que
Of(xp)-d < 0, entonces exist@ > Otal que f(xo+Ad) < f(Xo) paracadaA € (0,9d). El vector
d es llamado direcdin descendente de f &p.

Demostracion.
Por la diferenciabilidad dé enxgy tenemos

f(Xo+Ad) = f(xo) +A0f(X0) - d+AJ|d||[E(xo;Ad)
dondeE(xp;Ad) — O cuandoA — 0. Ordenando los términos y dividiendo potenemos

f(xo+Ad) — f(xo)
2

Tomando el limite cuandd — 0y comoUf(xp)-d <0y E(Xp;Ad) — 0 cuandoA — 0,
entonces existé > 0 tal que

= Of(xp) -d+||d||E(xo;Ad).

Of(xp) -d+ [|d||E(xp;Ad) < O paratodoA € (0,9).

De esta forma se tiene quiéxg+Ad) < f(xp) para cada € (0,0). =

Corolario 2.9. Sea f: R" — R una funcon diferenciable erxg. Sixg €s un nnimo local,
entonces]f (xg) = 0.

Demostracion.
Supongamos, por contradiccion, gué(xp) # 0 y sead = —Of(Xp). Entonces se cumple
quef(xp)-d = —||0f(x0)||?> < O, por el Teorema 2.8, existe> 0 tal que

f(Xo+Ad) < f(xp) paratodoA € (0,9).

Esto contradice el hecho de gugsea un minimo locak

2.2.2

Condiciones suficientes

Las condiciones discutidas en la seccibn anterior soniciomes necesarias, es decir, se
deben satisfacer para toda solucion 6ptima local; pepuaio que satisfaga dichas condiciones



36

no necesariamente es un minimo local. El Teorema 2.10lestafue la condicibn necesaria,
Of(xo) = 0, es también suficiente para guesea un minimo global dé, si dicha funcion es
pseudoconvexa ex.

Teorema 2.10. Sea f: R" — R una funcon pseudoconvexa eq, entonces es un nnimo
global siy $lo sif(xg) = 0.

Demostracion.
(= Supongamos gue) es un minimo global, por el Corolario 2.9 tenemos gudéxg) = O.

<) Supongamos quéf(xg) = 0, entonces]f(xp) - (X —Xg) = 0 para todox € R". Por la
pseudoconvexidad dieenxg se sigue que

f(xo) < f(x) paratodox € R".

Completando la prueba.

2.3

Optimizacion de problemas con restricciones

En esta seccion analizaremos, en primer término, unai@énchecesaria para optimizar el
problema: minimizaf (x) sujeto ax € S. Después veremos que el conjuStes la region factible
de un problema de programacion no lineal de la forma: miranfi(x) sujeta ay(x) <0yx € X.

2.3.1

Condiciones georatricas

Desarrollaremos una condicion necesaria para optimizgoblema: minimizarf (x) sujeto
ax € Sutilizando el cono de direcciones factibles que definimoseguida.

Definicién 2.11. SeanSC R" un conjunto no vacio ¥g € S. El cono de direcciones factibles
de Senxp, denotado pobD, esta definido como

D={d|d#0y xo+AdeS}
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para todal € (0,9) y para algund > 0. Cada vector no cerd € D es llamado undireccion
factible

De la Definicion 2.11, es claro que al hacer un pequefio mewitm dexg a lo largo de un
vectord € D obtenemos puntos factibles; pero podemos decir aln még| feorema 2.8, si
Of(Xo) - d < 0, entoncesl es una mejor direccion de movimiento; es decir, empezandg,e
un pequefio movimiento a lo largo deeducira el valor dd .

En el siguiente teorema probaremos que&s un minimo local y il f (xp) -d < 0, entonces
d ¢ D; es decir, una condicion necesaria para un dptimo locglescada mejor direccion de
movimiento no sea una direccion factible.

Teorema 2.12. Consideremos el problema de minimizgkfsujeto ax € S, donde fR" — R
y SC R" es un conjunto no vas. Supongamos que f es diferenciablexgre S. Sixg es un
optimo local, entoncesy D = 0, donde

Fo:{d‘Df(Xo)-d<0}

y D es el cono de direcciones factibles de &gn

Demostracion.
Supongamos, por contradiccion, que existe un vedter N D; entonces, por el Teore-
ma 2.8, existé, > 0 tal que

f(xo+Ad) < f(xg) paracada\ € (0,%). (2.1)
Mas aln, por la Definicion 2.11, exisde > 0 tal que
(Xo+Ad) € S paracada € (0,3,). (2.2)
De esta forma, (2.1) y (2.2) contradicen el hecho dexgueea un 6ptimo local dé. Por lo
tantolpND =0.m
Ahora especificamos la region factib® de la siguiente forma:
S={xeX]g(x) <0}
dondeg; : R" — R parai = 1,...,my X C R" es un conjunto abierto no vacio.

Esto nos lleva a la forma general de un problema de progrémacilineal con rectricciones
de desigualdad:

Problema 2.13.
Minimizar f(x)
sujetoa g(x)<0 parai=1,....m
xe X



38

Recordemos que una condicibn necesaria parxgisea un 6ptimo local es qiigND = 0,
dondeFy es un semiespacio abierto definido en términos del vectatigmtef (xg) y D es
el cono de direcciones factibles, el cual no necesariamestte definido en términos de los
gradientes de las funciones que determinan la regiorbfa&i En el siguiente teorema veremos
gue podemos definir un cono abiefg definido en terminos de los gradientes de las funciones
gue determinan la region factible que se satisfacen caaldgd enxg, tal queGg ¢ D. Como
FonD = 0 se debe cumplir exyp y comoGq C D, entonce$yn Go = 0 también es una condicion
necesaria para qug sea un optimo local.

Teorema 2.14. Sean ¢: R"— R parai=1,...,my XC R" un conjunto abierto no vaa.

Considere el Problema 2.13, segun punto factible y sea+ {i | gi(Xxo) = 0}. M&s &in, supon-
gamos que f y,gcon i€ | son diferenciables erg, y que gconi¢ | es continua erxo. Sixg es
un 6ptimo local, entoncesg Gop = 0, donde

Fo={d|Of(x0)-d <0}
Go = {d | Ogi(xp) -d < 0 paratodo i€ |}.

Demostracion.
Sead € Gy, comoxg € X y X es un conjunto abierto, exisfe > 0 tal que

Xo+Ad e X parai € (0,%). (2.3)
Comogi(Xp) < 0y gi es continua elg parai ¢ |, existed, > 0 tal que
gi(Xo+Ad) <0 paraA € (0,0)y parai ¢ I. (2.4)

Por Gltimo, coma € Gg se tiene quélgi(Xp) - d < 0 para cadac |; entonces, por el Teo-
rema 2.8, existé; > 0 tal que

gi(Xo+Ad) < gi(xg) =0 paraA € (0,5) y parai € I. (2.5)

De (2.3), (2.4) y (2.5), se sigue que los puntos de la forgraaA d son puntos factibles para
el Problema 2.13 para todoe (0,9), donded = min(dy, &, d3). De aqui se tiene quiee D,
el cono de direcciones factibles gg De esta forma, hemos probado que si Gy entonces
d € D, es decirGg C D. Comoxg es un optimo local del Problema 2.13, por el Teorema 2.12,
FonD = 0. Ademas, com&g C D se sigue quépNGog=0.m

El siguiente es un ejemplo ilustrativo sobre una aplicaciél Teorema 2.14.

Ejemplo 2.15. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar  (x; — 3)%+ (x2 — 2)?
sujeto a X2 +x5<5
X1+X%X2 <3

X1 >0

X2 >0
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En este caso, hacemos

g1(x) = x%-l-x% -5
92(X) =X +Xx2—3
g3(X) = —X1
da(X) = —X2

y X =R2. Seaxg = (%, g). Note que la Gnica restricciobn que se cumple con igualdagd g que
-12 -8
Of (Xo) = (?7?) y  0gz2(Xo0) = (1,1).

Los conjuntod y Gg, trasladados del origen al pur(té, g) por facilidad, se ilustran el la
Figura 2.3. Comdo N Go # 0, X0 = (g, 2) no es una solucion optima local.

/// &

X1

Figura 2.3:Fp NGy # 0

Ahora consideremos el puntqa = (2,1), note que en esta ocasion las restricciones que se
cumplen con igualdad san y g». Los gradientes en este punto son:

Of(x1) =(=2,-2), 0Ogi(x1)=(4,2) y Ogz(x1)=(1,1).

Los conjuntogy y Gg se ilustran el la Figura 2.4; observe geg) Go = 0. Note que el
Teorema 2.14 establece una condicion necesaria, portio tangarantiza qug; = (2,1) sea
un punto 6ptimo. S6lo podemos concluir guees un candidato a 6ptimo.
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X2

X1
Figura 2.4 NGy = 0.

2.3.2

Condiciones de Fritz John

En esta parte analizaremos las condiciones de optimalielaesarias establecidas por Fritz
John, las cuales estan en términos de los gradientes uledi®h objetivo y de las funciones que
determinan la region factible.

Teorema 2.16. Sean X un conjunto abierto no viaceenR", f : R" - Ry g :R" — R para
i=1,...,m. Considere el Problema 2.13, segun punto factible y sea+ {i | gi(xo) = 0}. Mas
aun, supongamos que f ypn i€ | son diferenciables eRry, y que gcon i¢ | son continuas
enXop. Sixg es unbptimo local, entonces existen escalargy w; para i € | tales que

UoJIf (Xo) + Z uidgi(xg) = O

ug,ui > 0 paraic | (2.6)

(Uo,w) # (0,0).

dondeu es el vector cuyas componentes sppara i€ |. Mas din, si las funcionesjgon i¢ |
tambén son diferenciables ey, entonces las condiciones de Fritz John pueden ser esddtas
la siguiente forma:

m
U0Df(X0)+ZUiDgi(XO) =0
i=
Ugi(xo) = 0 parai=1,...,m (2.7)
Up,ui > 0 parai=1,....m
(Up,u) # (0,0)
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dondeu es el vector cuyas componentes spparai=1,...,m.

Demostracion.
Comoxg es un optimo local del Problema 2.13, por el Teorema 2.14xigie un vectod
tal quelf(xp)-d < 0y [Ogi(Xo) -d < O para cadac I.

SeaA la matriz cuyas filas solf (Xg) y 0gi(Xp) coni € |. La condicion establecida en el
Teorema 2.14 es equivalente a afirmar que el sistédia< 0 es inconsistente. Por el Teore-
ma 2.7, existe un vector columna no cerz 0, tal queAtp < 0.

Denotando las componentes pl@or up y u; parai € |, obtenemos la prueba para (2.6); la
prueba de (2.7) se obtiene de la misma forma que la anteblorgse en esta ocasion hacemos
Uu=O0parai ¢l.m

En las condiciones de Fritz John, los escalaggg u;, parai = 1,...,m, son llamadosnul-
tiplicadores de Lagrangd.a condicionu;gi(Xo) = 0, parai = 1,...,m, es llamadaondicbn de
holgura complementariase requiere que, = 0 sig;(Xp) < 0y u; > 0 sigi(xg) = 0.

Los ejemplos que se exponen a continuacion son para Hasffaorema 2.16.

Ejemplo 2.17. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar  (x; — 3)%+ (x2 — 2)?
sujeto a X2 +x5<5
X1+2% <4

—X1 <0

—X <0

La region factible de este problema se ilustra en la Figusa/Zhora probaremos que las
condiciones de Fritz John se satisfacen en el punto 6ptiyro(2,1). Observe que el conjunto
de restricciones que se cumplen con igualdadgees| = {1,2}, entonces los multiplicadores
de Lagrangeus y us asociados cor-x; < 0y —x2 < 0, respectivamente, son iguales a cero.
Tenemos que

Of(x0) = (=2,-2), Ua(x0) =(42) y 0gz(x0) = (1,2).

Haciendoup = 3, u; = 1 y u, = 2 se satisfacen las condiciones de Fritz John, puesto que
tenemos un vector no cefdg, U, up) > 0 que satisface lo siguiente:

Uo(—2,—2) +u1(4,2) +ux(1,2) = (0,0).

Para fines ilustrativos, vamos a checar si las condicionéggitdeJohn se satisfacen en el
puntox; = (0,0), que no es un optimo. En esta ocasios, {3,4} y u; = up = 0. Tenemos que

Of(x1) = (=6,-4), 0Ods(x1) =(-1,0) y 0Oda(xa1) = (0,-1).
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X2

Curvas de nivel de

(v/5,0) X1
Figura 2.5: llustracion del Ejemplo 2.17.

Note que
UO(_67 _4) + U3<—1, O) + U4<0, _1) = <07 O)
se satisface siy s6lo gy = —6ug Y Us = —4Up. Siug > 0, entoncesis, us < 0y llegamos a una
contradiccion; sup = 0, entoncesiz = uy = 0, lo cual contradice el hecho de qu®, us, us)

es un vector no cero. Por lo tanto, las condiciones de Frhin o se satisfacen en el punto
X1 = (0,0), lo cual prueba que el origen no es un punto dptimo.

Ejemplo 2.18. Consideremos el siguiente problema de Kuhny Tucker [1951].

Minimizar —X1
sujetoa X —(1-x1)3<0
—X% <0

X

0g1(xo)

Of (xo) X1

Dgz(Xo

Figura 2.6: llustracion del Ejemplo 2.18.

La region factible de este problema se ilustra en la Figuda/Zhora probaremos que las
condiciones de Fritz John se satisfacen en el punto 6ptiyro(1,0). Observe que el conjunto
de restricciones que se cumplen con igualdald-e§1,2}. Tenemos que

Of(Xo) =(—1,0), 0Ogi(xo) =(0,1) y 0Ogz(xo) = (0,-1).
Entonces
Uo(—1,0) +uz(0,1) +up(0,—1) = (0,0)
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se cumple sug =0y u; = uy = a, dondea es un escalar positivo. Por lo tanto, las condiciones
de Fritz John se satisfacen %

Ejemplo 2.19. Consideremos el siguiente problema.

Minimizar —X1
sujetoa X1+X%X—1<0
—X%2 <0
X2
0g1(xo)
1,0)
Of (xo) X1
Dgz(Xo

Figura 2.7: llustracion del Ejemplo 2.19.

La region factible de este problema se ilustra en la Figutg 2l punto 6ptimo eso = (1,0).
Observe que el conjunto de restricciones que se cumplergoafdad e$ = {1,2} y que

Of(Xo) =(=1,0), 0Ogi(xo) =(1,1) y 0Ogz(xo) = (0,-1).

Las condiciones de Fritz John se satisfacen haciagpgou; = u, = a, dondea es cualquier
escalar positivo.

2.3.3

Condiciones de Kuhn-Tucker

Se observa que sip = 0, entonces las condiciones de Fritz John no utilizan in&miom
alguna perteneciente al gradiente de la funcion objetim@gamente establecen que existe una
combinacion lineal no trivial de los gradientes de las fanesg; que se cumplen con igualdad,
gue suma cero. Por lo tanto, cuanga= 0, las condiciones de Fritz John no son de utilidad para
localizar un punto 6ptimo; de esta forma, son de mayoréstéys casos en qug > 0.

Kuhn y Tucker desarrollaron unas condiciones necesariesoun precisamente las condi-
ciones de Fritz John con la propiedad adicional dewgue 0. Las condiciones que se imponen
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a las restricciones para garantizar q@e> 0 son llamadasualificacbn de restriccionesEl
siguiente teorema establece las condiciones de Kuhn-Teje la cualificacion de restric-
ciones que establece que los gradientes de las funcgprigge se cumplen con igualdad son
linealmente independientes.

Teorema 2.20. Condiciones necesarias de Kuhn-Tuck&ean X un conjunto abierto no viac
enR", f :R"—-Ryg:R"— R, parai=1,...,m. Considere el Problema 2.13, sgaun punto

factibley sea = {i | gi(xo) = 0}. Supongamos que f ygpn i< | son diferenciables exy, y que

gi con i¢ | son continuas elg. Mas ain, supongamos queg;(Xp) paraie< | son linealmente
independientes. Kb es unbptimo local entonces existen escalarepara i € | tales que

Of(xo) + Z uidgi(xg) = O

uy > 0 paraiel.

(2.8)

Adend@s de las suposiciones hechas anteriormente, si las fuesigncon i ¢ | también
son diferenciables erg, entonces las condiciones de Kuhn-Tucker pueden ser &sch la
siguiente forma

m
Df(xo>+ZUiD9i(XO) =0
i= . (2.9)
Ugi(xog) = O parai=1,...,m
u > 0 parai=1,...,m.

Demostracion.
Por el Teorema 2.16 existen escalaigy U; parai € |, no todos iguales a cero, tales que

UoI f (o) + Z GiOgi(xg) = O
e

ug,Gi > 0 parai € I.

(2.10)

Note queuop > 0, pues sip = 0, el sistema (2.10) contradice el hecho de gggxo) para

i € 1 son linealmente independientes. Haciengle- % obtenemos la prueba para (2.8). La
o
prueba de (2.9) se obtiene haciengle- 0 parai ¢ |. =

Al igual que en las condiciones de Fritz John, los escalargsrai = 1,...,m, son llamados
multiplicadores de Lagrange y la condiciag;(xo) = 0 parai = 1,...,mes llamada condicion
de holgura complementaria.

Interpretaci 6n geongtrica de las condiciones de Kuhn-Tucker

Note que cualquier vector de la forrzlui 0gi(Xo), dondey; > 0 parai € |, pertenece al cono

le
generado por los gradientes de las funciagesue se cumplen con igualdad. Las condiciones
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de Kuhn-Tucker—Of(xg) = ZUiDgi (Xo) Y Ui > 0 parai € I, pueden ser interpretadas como
le
que—0f(xp) pertenece al cono antes mencionado.

El Teorema 2.21 establece que, bajo condiciones razonddlesnvexidad, las condiciones
de Kuhn-Tucker son también suficientes.

Teorema 2.21. Condiciones suficientes de Kuhn-Tuckeé3ean X un conjunto abierto no viac
enR", f:R" R y g:R"— R parai=1,...,m. Considere el Problema 2.13, segqun
punto factible y sea + {i | gi(xo) = 0}. Supongamos que f es una funtipseudoconvexa en
Xo Y que g es cuasiconvexa Y diferenciable efipara cada ic I. Mas din, supongamos que
las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker se satisfaceq;es decir, existen escalares no
negativos yparai€ | tales que

Of(xo) + Z uidgi(Xo) = 0.
le
Entoncesg es una soludn 6ptima global del Problema 2.13.

Demostracion.

Seax un punto factible del Problema 2.13, entonces, parh se cumple qugi(x) < gi(Xo),
ya queg;(x) < 0ygi(xp) = 0. Por la cuasiconvexidad dgenxo, se sigue que

Gi[Xo+A (X =x0)] = Gi[Ax+ (1= A)xo] < max{gi(x),di(Xo) } = Gi(xo)

para todoA € (0,1). Esto implica queg; no incrementa su valor al moverse xiga lo largo
de la direccionx — xp, entonces, por el Teorema 2.8, debemos téig(xp) - (X — Xg) < 0.
Multiplicando poru; y sumando sobreobtenemos

[Z ui g (xo)] -(x—xp) <0.

le

Pero como
Of(Xo) + Z uidgi(Xo) =0,
IS

se sigue quélf(xp) - (X —Xp) > 0. Entonces, por la pseudoconvexidadfden xo, debemos
tenerf(xp) < f(x).m

Note que sif y gi son convexas exy, entonces se tendra también que seran pseudoconvexa
y cuasiconvexa eRg, respectivamente, y por lo tanto las condiciones de Kuhokduson sufi-
cientes. Por otra parte, si la convexidad en un punto es leeatgfa por convexidad global, las
condiciones de Kuhn-Tucker son también suficientes.
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2.3.4

Cualificacion de restricciones

Hasta este momento hemos probado que optimalidad locakcapieFy N Gg = 0, con lo
que se deducen las condiciones de Fritz John; y bajo la stipogle cualificacion de restric-
ciones de independencia lineal se obtienen las condicidedéuhn-Tucker. En esta seccion
obtendremos las condiciones de Kuhn-Tucker directameiridener que probar primero las
condiciones de Fritz John. Como se demostrara en el Tea2e2B8auna condicibn necesaria
para un 6ptimo local es queyNT = 0, dondeT es el cono de tangentes definido ensegui-
da. Usando la cualificacion de restricciorles- G/, dondeG’ se definira en el Teorema 2.24,
FonG' = 0. Finalmente, usando el Teorema 2.6, obtendremos lasaonels de Kuhn-Tucker.

Definicién 2.22. SeanSun conjunto no vacio eR"y X € S. El cono de tangentede Senxg,
denotado poT, es el conjunto de todas las direccioddsles que

d = im A(x— o).
dondeAy > 0, xx € Spara toddk y Xk — Xo.

De la definicion anterior, es claro gdeesta en el cono de tangentes si existe una sucesion
factible {xx} que converja & tal que las direcciones de las coordenadasdexy converjan a
d. La Figura 2.8 ilustra dos ejemplos de conos de tangentes.

Xo Xo T
T

Figura 2.8: Ejemplos de conos de tangentes.

Teorema 2.23. Sean S un conjunto no viaenR" y Xxg € S. Supongamos que: R" — R es
diferenciable erxg. Sixp es unodptimo local del problema de minimizarX) sujeto ax € S,
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entonces /N T = 0, donde
Fo={d|Of(xp)-d <0}

y T es el cono de tangentes de Sxgn

Demostracion.
Sead € T, es decird = l!im Ak(Xk —Xp), dondeA, > 0, xi € Spara toddk y xx — Xo. Como

f es diferenciable erg, tenemos que
f(xk) — f(Xo) = OF(Xo) - (Xk — X0) + || Xk — Xol| E (X0, Xk — X0) (2.11)

dondeE (xo, Xk — Xp) — 0 cuandaxx — Xo. Comoxg es un dptimo local, patasuficientemente
grande, tenemo§(Xxg) < f(xk); y de (2.11) tenemos que

Of (Xo) - (Xk — Xo) + || Xk — Xol| E (X0, Xk — X0) > O.
Multiplicando porAg > 0 y tomando el limite cuando— o, la desigualdad anterior implica
quellf(xp)-d > 0. Hemos probado quee T implica quellf (xp) -d > 0 y de aqui se sigue que
FoNT =0.m

Teorema 2.24. Teorema de Kuhn-Tucker (Condiciones necesariaSgan X un conjunto no
vadoenR", f :R" - Ryg:R"— Rparai=1,...,m. Considere el Problema 2.13, seaun
punto factible y sea+ {i | gi(xo) = 0}. Supongamos que f y gon i< | son diferenciables en
Xo. Mas din, supongamos que la cualificanide restricciones E G’ se satisface, donde T es
el cono de tangentes de la régifactible enxg y

G ={d|Ogi(xg)-d <0 paraicl}.

SiXp es una solu@noptima local, entonces existen escalares no negativpara i< | tales
que

Of (Xo) + Z uidg; (Xo) = 0.

Demostracion.
Por el Teorema 2.2F N T = 0. Por suposiciom = G/, asi queqyN G = 0; es decir, el
siguiente sistema no tiene solucion.
Of(Xp)-d<0 Ogi(xp)-d<0 parai€l.

A partir del Teorema 2.6 se sigue el resultadlo.
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2.3.5

Problemas con restricciones lineales

El siguiente lema establece que si las restricciones sealés, entonces se satisface el
Teorema 2.24. Esto también implica que las condicioneaudt@KTucker son siempre necesarias
para problemas con restricciones lineales, independiarte de que la funcion objetivo sea
lineal o no.

Lema 2.25. SeanrA una matriz mx n, by x vectores columnam1ly
S={x|Ax <b}.

Supongamos que € S es tal qué\1x = by Y Aox < b, dondeAt = (A}, AL) yb! = (b}, b});
entonces T= G/, donde T es el cono de tangentes de SenG = {d | A1d < 0}.

Demostracion.
Si A1 es la matriz ceroi’ = R". Mas alinxg € int(S) y por lo tantoT = R". De esta forma
T=G.

Ahora supongamos que la matAz tiene al menos una entrada diferente de cerodSead,
es decird = ll’lm Ak(Xk — Xo), dondexy € Sy A > 0, para todk. Entonces

A1(Xk—Xo) <bg—by =0. (2.12)

Multiplicando (2.12) porAx > 0 y tomando limite cuandi& — o se tiene queA;d < 0,
entonces llegamos a qdec G’y T ¢ G'. Ahora queremos probar q@ C T. Sead € G/, es
decir,A1d < 0. ComoA2Xg < b, existed > 0 tal queAx(Xo+ Ad) < b, para todar € (0,9).
Mas aln, com@\1xp = b1 y A1d <0, entonce1(xo+Ad) < by para todoA > 0. Entonces
Xo+ Ad € Spara todoA € (0,0); lo cual implica qued € T, es decir,G' C T. Por lo tanto
T=G.n

Notemos que el Problema 2.13 también puede ser escritositpui@nte forma:

Problema 2.26.
Minimizar f(x)
sujetoa gi(x)<¢ parai=1,...,m
xeX

dondec; es constante para todaDenotemos los parametross del Problema 2.26 por medio
del vectorc = (Ty,...,Cm), al cual llamaremosector padmetra Pero observemos que el valor
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de ¢; puede presentar variaciones para cualgui&upongamos que paca R™, el Proble-
ma 2.26 tiene una soluci@x(c) y denotemos el valor de esta solucion péc) = f(X(c)).
Probaremos mas adelante que, bajo ciertas condiciof®@siepende continuamente del vector
parametrc.

Consideremos el siguiente problema de optimizacion rmasml. Sed : R" — R una fun-
cion dada,

Problema 2.27.
Minimizar f(x)
sujetoa x€C(q)

dondeC(q) es unconjunto restricadn no vacio yq = (qs, ...,0s) pertenece a un conjunto de
parametro) C RS. Supongamos qué es continua y quE(q) es compacto para todpe Q,
entonces, por el Corolario 1.23, que el Problema 2.27 tiemeaos una solucion. Denotemos
por x(gq) C C(q) al conjunto de soluciones correspondientg @ por v(q) al valor maximo
asociado; es deciv(q) = f(x) para algrx € x(q). El Teorema 2.28 establece la continuidad
dex(-) y v(-) (Mas-Colell,1995).

Teorema 2.28. Supongamos que la correspondencia de resic€@: Q — R" es continua
y que f es una funén continua, entonces la correspondencia maximizadar@x- R" es
superiormente hemicontinua y la fubnivalor v: Q — R es continua.



Capitulo

Elementos de microecondan

En este capitulo se desarrolla una parte de la teoria dedei@n del consumidor, con el fin
de que el lector se familiarice con algunos conceptos en@us que son de importancia para
el desarrollo del presente trabajo.

Notacbn. En este capitulo la notacion<< x, cony,x € R", significa quey; < x; para
i=12,...,n

3.1

Las preferencias del consumidor

Cuando entramos en una tienda nos encontramos con una gitadadade bienes que po-
driamos comprar, pero como nuestros recursos financierobnsitados no podemos comprar
todo lo que queremos. Por esta razon, observamos los préeitos diversos bienes y com-
pramos los que, dados nuestros recursos, mejor se ajust@st@as necesidades y deseos. A la
mayoria de las personas les gustaria aumentar la caoticiliad de los bienes que consumen,
sin embargo, consumen menos de lo que desean porque swirggge o limita su gasto.

El problema al que se enfrenta el consumidor es elegir sdeside consumo de varios
bienes y servicios que estan disponibles en un determimadcado. A estos bienes y servicios
les llamaremosrticulos de consumdPor simplicidad, asumiremos que el nimero de articulos
de consumo es finito e igual|

Un vector de articulos de consumxos (X1, ...,Xn), €s unalista de las cantidades de diferentes
articulos de consumo y puede ser visto como un puni'eal espacio de aftulos de consumo
Lai-ésima entrada de éste vector representa la cantidadroadesdel articulo de consumg el
vectorx representa un nivel de consumo de un individuo. Nos refadeea dicho vector como
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unacesta de consum®or ejemplo, sh = 3 y mis articulos de consumo son botellas de agua,
blusas y libretas; entonc&s es el espacio de consumoy las cestas (1,2,3)y X, = (3,1, 2)
representan los niveles de consumo de una botella de agsidluwkas y tres libretas; y tres
botellas de agua, una blusa y dos libretas, respectivamente

Por otra parte, las elecciones de consumo estan limitamtasrpnimero de restricciones
fisicas; por ejemplo, es imposible consumir una cantidaghtiva de un bien, tal como pan o
agua. Formalmente, el conjunto de consumo, X, es un subespeElespacio de consuni’,
es decir, XC R". El conjunto X consta de todas las posibles cestas de bieresl|dndividuo
podria consumir dadas las restricciones fisicas impsgxir su entorno.

Consideremos los siguientes ejemplos para el nas@.

1. La Figura 3.1 representa los niveles de consumo posibleamly ocio en un dia, ambos
niveles deben ser no negativos y consumir mas de 24 horasalalalia es imposible.

Horas
deocio

24

Pan

Figura 3.1: Ejemplo de un espacio de consumo X.

2. Supongamos que un individuo requiere un minimo de 4 setsde pan al dia para
sobrevivir y que hay dos tipos de pan, blanco e integral. lgaurfai 3.2 representa esta
situacion en la que el individuo puede combinar los dosstigb® pan de modo que cubra
con sus necesidades basicas.

Para el desarrollo de este trabajo se tomara la clase makesie un conjunto de consumo,
el conjunto de todas las cestas de consumo cuyas entradas segativas, es decir,

X =R} ={xeR"|x >0 parai =1,...,n}.

Supondremos que dadas dos cestas de consumo cualesquiralesonsumidor puede
ordenarlas segln su atractivo, es decir, vamos a supoeet oudividuo tiene preferencias sobre
las cestas de consumo en X. Si el consumidor prefiere unaaesta, significa que elegira la
que prefiere, sitiene posibilidad de hacerlo. Por lo taasodecisiones del consumidor dependen
de sus preferencias por los bienes.
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Pan
Blanco /
X

) Pan
. ) _ Integral
Figura 3.2: Ejemplo de un espacio de consumo X.

Definicion 3.1. Definimos unaelacion de preferenciasobre el conjunto de consumo X, de-
notada por el simbolg, de la siguiente maneng;= x quiere decir que el consumidor considera
que la cesta de consumas al menos tan buena como la cgsta

De esta relacion se derivan las siguientes:

1. Cuando el consumidor prefiere estrictamente la ceatia cesty, y < X, esto ocurre siy
s6lo siy < x pero nox 3.

2. Cuando el consumidor es indiferente entre las dos cestasrumox ~ y, esto sucede
siysolosix 2yyy 3 x.

3.1.1

Supuestos sobre las preferencias

Cuando= cumple la propiedad de orden total queremos decir que uwidhuti puede com-
parar dos cestas cualesquiera de su conjunto de consumo &djrdmial prefiere. Para que
el individuo pueda elegir alguna cesta, antes debe reflaxisobre su decision; asi que este
supuesto también nos dice que el individuo sblo toma iews meditadas.

Por otra parte, el supuesto de gqgees transitiva hace que las preferencias del consumidor
sean coherentes y que no se ciclen; por ejemplo, si un inaivdidnsidera que una rebanada de
melon,m, es al menos tan buena como una naramjg,ésta es al menos tan buena como una
fresa,f, (f = n = m); no puede decir que una fresa es al menos tan buena comohamada
demeloni 3 f T n3m).

De esta forma, llegamos a la siguiente definicion.
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Definicién 3.2. Larelacion de preferencias esracionalsi cumple las siguientes propiedades:
1) Orden total. Se cumpley 2 x ox Zy o0ambas,vx,y € X.

i) Transitividad. Siy 3 x yz =y, entoncez XX, VX,y,z€ X.

La siguiente definicion establece que si tenemos una castaaptiene al menos la misma
cantidad de todos los bienes que otra, es al menos tan bueresesta.

Definicién 3.3. Larelacion de preferenciag se dicemonotonasiy; < x; Vi, entoncey = X.

También podemos plasmar la siguiente idea mediante unaiai@fi, una cesta que con-
tenga al menos la misma cantidad de todos los bienes queyatras de alguno de ellos, es
estrictamente preferida a ésta.

Definicién 3.4. Larelacion de preferenciag se dicemondtona fuertesiy; <x Vi y X #Y,
implicay < Xx.

El principio de insaciabilidad local es muy utilizado eneamia, éste se basa en la idea de
que al estar hablando de bienes, suponemos que cuanto Bjas, BEste principio plantea que
el consumidor no se sacia con ninguna de las cestas de biabéssyen el sentido de que una
cesta que tiene mas de cualquier bien es preferible a uteaqestenga menos de ese bien.

Principio de insaciabilidad local. Dado cualquiexk € X y cualquiere > 0, existey € X con
IXx—y|< € talque x <.

3.1.2

La utilidad

Los individuos son capaces de ordenar todas las situagmmséisles de la menos a la mas
deseable y las situaciones mas deseables reportan médigadugue las menos deseables. La
utilidad es una medida subjetiva de la satisfaccion o la felicidasrgporta a un consumidor
una cesta de consumo.

Para el analisis econdmico es conveniente representamgbortamiento del consumidor
mediante una funcion de utilidad. Una funcién de utiliéadun instrumento que asigna un valor
numerico a cada elemento en X de tal forma que las cestasogua&s preferidas tengan un
namero mas alto que las menos preferidas. La funcion itldaat tiene un caracter ordinal,
Unicamente refleja el orden de las preferencias del ingvid
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Definicion 3.5. Una funciénu: X — R es unafuncion de utilidadque representa la relacion
de preferenciass si se cumple lo siguiente

y3Ixeuly) <ux) WxyeX.

Dado que s6lo importa la ordenacion de las cestas de higngx) representa una relacion
de preferenciag y f : R — R es una funcibn monoétona creciente, entonii@gx)) represen-
tara exactamente las mismas preferencias, ya qug)) < f(u(x)) siy solo siu(y) < u(x).

Proposicion 3.6. Una relacibn de preferenciag’ puede ser representada mediante una fun-
cion de utilidad élo si =< es racional.

Demostracion.
Demostraremos que si existe una funcion de utilid@gd que represente las preferencigs
entoncess debe cumplir las propiedades de orden total y transitividad

Primero probaremos que la relacion de preferencias demgloua propiedad de orden
total. Sabemos que la funci@rnva de X aR, entonces para cualquiexay € X se debera tener
u(y) <u(x) ou(x) < u(y) o ambas. Ahora, comoes una funcion de utilidad que representa las
preferenciass, de acuerdo con la Definicion 3.5, entonces se tierfex 0 x 3y o ambas. Por
lo tanto se cumple la propiedad de orden total.

Ahora probaremos que se cumple la propiedad de transitiviSiapongamos que= x y
z 2y, comou representa las preferencias debemos tefer < u(x) y u(z) < u(y), lo cual
implicau(z) < u(x); y por lo tanto tenemos < x. Demostrando asi que se cumple la propiedad
de transitividadm

Pero una relacion de preferencias racional no siempregmmtrepresentada mediante una
funcion de utilidad, para ilustrar esto veamos el sig@eajemplo.

Ejemplo 3.7. Preferencias lexicogaficas.Por simplicidad, supongamos queﬁ(]Ri. Defi-
nimos las preferencias lexicograficg$ de la siguiente manera:

(xy) ZF(XY) ex<Xosix=xyy<y,
analogamente
(xy) <t (X,)y¥)ex<Xosix=xXyy<y.

Es decir, una cesta es al menos tan buena como otra si tiene igaal cantidad del bien
uno y en caso de tener igual, tiene mas o igual cantidad dal dibs. De esta forma, para el
consumidor es mas importante el bien uno que el bien dos.

En la Figura 3.3 podemos observar que las preferenciaotgéficas nos dan la relacion
D <k C < B <& A Las preferencias lexicograficas son racionales pero ar piesello no se
pueden representar mediante una funcion de utilidad.
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y
__________ ’c_:________.IA
__________ FLIPL:
i B

Figura 3.3: Preferencias lexicograficas

Supongamos, por contradiccion, que existe una funcioiX — R que representas™.
Tomemos dos cantidades positivas del segundo ien,y», tales quey, < y1. Seax; € R,
arbitrario, entonces tenemdsy,y>) <" (x1,y1) y comou representa dichas preferencias, se
tiene queu(xy,y2) < u(Xg,y1). Ahora, coma) es denso efR, exister(x;) € Q tal que

U(X1,Y2) < r(X1) < u(Xg,yi).

Por otra parte, debido al caracter lexicografico de latepracias, el tenex, < x; implica
r(x2) <r(x1), yaque

U(X2,¥2) <T(X2) < U(X2, Y1) < U(X1,Y2) <T(X1) < U(Xg, Y1)

Entonces, para cadac R, existe unr(x) € Q distinto, es decir, tenemos una funcion in-
yectivar : R, — Q, lo cual es imposible porqu@ es numerable R, no lo es. Por lo tanto, no
existe una funcion de utilidad que represente las pred@smexicograficas.

Necesitamos que la relacion de preferencias cumpla un@egolad mas para asegurar la
existencia de una funcion de utilidad, la propiedad deinaidad. Dicha propiedad nos dice
que las preferencias del consumidor no pueden exhibircbsh es decir, que la direccion de
preferencia no se puede revertir al pasar al limite de uoassan de comparaciones, ademas
nos dice que el consumidor es capaz de distinguir pequéigéasrtias entre las cestas y tomar
decisiones. Para comparar cestas que tienen pequefiandifs necesitamos decidir qué tan
cerca esta una de la otra, asi que tenemos que incorpadaalde distancia.

Definicion 3.8. La relacion de preferenciass es continuasi se preserva bajo limites, es
decir, para cualquier par de sucesio}és,,Yn) tnen tales quey, = Xp Vn, liMp_ewXn =Xy
liMp_Yn =Y, Se cumple/ < X.
Una forma equivalente de establecer la idea de continuisldé&r que los conjuntos
{xeX:yzx} y {xeX:xz3y}

son cerradosyy € X.
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El que la relacion de preferencigscumpla la propiedad de continuidad es suficiente para
que exista una funcion de utilidad que la represente, dedheas garantiza la existencia de una
funcion de utilidad continua. Esto se establece en el sigaiteorema.

Teorema 3.9. Supongamos que la reld@ri de preferenciags es racional y continua en X,
entonces existe una fulei de utilidad x) que representa la relaén de preferencias.

Demostracion.
Probaremos la proposicion para el casXde R"} y una relacion de preferencias monotona.
Sean
Z={Xx=(X,....,X%n) ER" | x1=... = Xn}
y eel vector unidad eiR" ,
e=(1,...,1).

Observemos quee € Z para todoa > 0. Ademas, para tode € R, la monotonicidad
de la relacion de preferencias implica qes x; notemos también que para cualquéetal
quex << ae, entoncex = ae. La construccion de una funcion de utilidad para el aaso2
esta ilustrada en la Figura 3.4.

¥ > {yeRily~x}

o(x) = u(x)
Figura 3.4: Construccion de una funcién de utilidad.

Utilizando el hecho de que la relacion de preferencias sa@dtona y continua, vamos a
probar que existe un Unico valar(x) € [0, &] tal quea(x)e ~ Xx.

Por continuidad, los conjuntos

A, ={aeR, x5 ae)
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A_={oeR;|aex}

son no vacios y cerrados. Debido a que la relacion de prefexrs cumple la propiedad de orden
total, R, C (AL UA_). Por otra parte, comA, y A_ son conjuntos cerrados no vacioRyes
conexo, entonce&, NA_ = 0; por lo tanto existe un escalartal queae ~ x. Mas aln, por
monotonicidada;e < aze siempre quer; < d»; entonces, existe un Gnico escalar que satisface
ae~ X, a dicho escalar lo denotamos @o(x).

Hasta este punto(x) es nuestra funcion de utilidad, es decir, asignamos um gelatilidad
u(x) = a(x) para todo. Este nivel de utilidad esta representado en la Figura@.4lgonjunto
{y € R? |y ~ x}. Ahora necesitamos probar que la funcion de utilidad elidi@hrepresenta las
preferenciass y que es una funcion continua.

El hecho de que(x) represente las preferencigsse sigue de su construccion. Vamos a
probar quey I x < a(y) < a(x).

<) Supongamos que(y) < a(x). Por monotonicidad, se tiene queéy)e < a(x)e; como
X~ da(x)eyy~ a(y)eentoncey 3 X.

=) Supongamos qug 3 X, entoncesr (y)e~y 3 X ~ a(X)ey por monotonicidad se debe
cumplir quea (y) < a(Xx).

Ahora vamos a probar que(x) es una funcién continua para todpes decir, para toda
sucesion Xn nen tal que lim_.Xn = X, entonces lim.. a(Xn) = a(x).

Consideremos una sucesifx, }nen tal que lim_. Xn = X. Notemos que la sucesion dada
por {a(Xn) }ney debe tener una subsucesion convergente. Por monotahgéd@ene que para
cualquiere > 0, a(x') esta en un subconjunto compactoRle, [0, a1], para toda<’ tal que
X' —x|| < & (ver Figura 3.5). Coméxn }neny cONverge &, existeN € N tal quea (xy) € [ao, 0]
para todan > N. Pero cualquier sucesion infinita que esté en un conjuwnpacto debe tener
una subsucesion convergente.

Ahora falta demostrar que todas las subsucesiones convesgee{ a (xn)};y_; convergen
a a(x). Supongamos, por contradiccion, que existe una funoipn estrictamente creciente
que asigna a cada entero positivain entero positivan(n) y para la cual, la subsucesion

(@ (%) Iners CONVerge ar’ # ar(x).

Primero probaremos que si suponensgx) < a’ llegamos a una contradiccion. Supon-
gamosa (x) < a’, por monotonicidad tenemos quéx)e < a’e. Sead = 3[a’+a(x)]. El punto
aees el punto medio que esta solirentrea’ey a(x)e (ver Figura 3.5). Por monotonicidad
se cumple quer(x)e < ae. Por otra parte, coma (Xmy)) — a’ > @, existeN € N tal que para
todon > N se tiene quer (X)) > @. Ahora, para todos esos se cumpl&mn) ~ A (Xmn))€
y por monotonicidadie < a(Xmmn))€ Ya que la relacion de preferencias es continua, entonces
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Subconjunto
compacto
de 7 !

Figura 3.5: Prueba de que la funcién de utilidad constragleontinua.

ade=x,ycomox ~ a(x)e, se tiene quee = a(x)e; lo cual es una contradiccion pues teniamos
quea(x)e < de. El argumento para descartar el caso en elajue a(x) es similar.

Por lo tanto, ya que todas las subsucesiones convergenfesxg }nen convergen a (X),
tenemos que lim.. a(Xn) = a(x), completando la prueba.



Capitulo

Un modelo de la asignamn del tiempo de los
ninos a educaodn y trabajo

Este capitulo tiene una fuerte interseccion con Aco€1ag}, ya que dicho trabajo se enfoca
en el analisis de una parte de la solucién del modelo quésseatd en esta tesis. De manera
evidente, el planteamiento del problema es el mismo. Asimj&l presente capitulo esta basado
ampliamente en el libr&l Trabajo Infantil en Mexico 1984-200@e H. Robles.

El analisis de las decisiones entre estudio y trabajo jparaifios se puede abordar a través
de distintos enfoques econdmicos. Estos enfoques puedelasificados de acuerdo al caracter
de la educacion y el altruismo de los padres.

Por una parte, el bienestar de los padres puede dependerelaaiqueza de sus hijos,
independientemente de que éstos los ayuden economitaereel futuro. Consideremos dos
tipos de padres:

Padre altruista: aquel padre cuyo bienestar es influido directamente porliEd®ad de sus
hijos a lo largo de su ciclo de vida.

Padre no altruista: aquel padre que sea indiferente a la situacion en que semnen sus hijos
ahoray en el futuro.

Descartamos el caso de padres malintencionados que intam& felicidad a costa del
bienestar y desarrollo de sus hijos.

Por otra parte, la educacion formal puede ser vista conawsion en capital humano o como
un bien de consumo.

El enfoque que considera a la educacion como inversi@lestado en la teoria del capi-
tal humano. Dicha teoria fue desarrollada, entre otrasepeconomista estadounidense Gary
Becker. De la manera mas simple, podemos definir al capitabimo como los conocimientos,
las aptitudes y la experiencia en las que intencionadannitedividuos invierten recursos con
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objeto de disfrutar de un flujo de beneficios futuros; estameficios pueden ser econbmicos
o de otra indole. El capital humano puede incrementarsgieando en educacion, atencion a
la salud y capacitacion laboral, principalmente. Estaisgededuce que es mas conveniente que
los individuos dediquen parte de su tiempo a adquirir edndormal a edades tempranas, ya
gue en esa etapa de la vida sus costos de oportunidad son jogyobaulos. Al considerar
esto Ultimo, podemos decir que los padres tienen la pakbiilde maximizar la remuneracion
del capital humano de sus hijos, al educarlos desde pegusiiigplemente porque entre mas
jovenes terminen ellos de educarse, recibiran por ugennas extenso dicha remuneracion.
De esta forma, la teoria del capital humano concluye queracepo eficiente para maximizar
el ingreso de los individuos consiste en la adquisiciondieacion formal durante los periodos
de nifez y adolescencia (Becker, 1993).

La perspectiva del capital humano considera que las pessahanvertir en si mismas,
ademas de perseguir un bienestar presente, tambiémhbuscandimiento futuro de cualquier
indole. En este trabajo se estudiara la adquisicion deamibn como una inversion en capi-
tal humano y se analizaran los determinantes de la imreesi educacion suponiendo que los
beneficios futuros se reducen Unicamente a los econémicos

Cabe destacar que la adquisicion de educacion es araliaatbién desde otra perspecti-
va, considerandola como un gasto en un bien de consumo.t&mp&spectiva, las personas
se educan porque la obtencion de conocimientos, habdglgdptitudes son satisfactorias en
si mismas. El enfoque que considera a la educacion comeuardb consumo plantea que los
padres educan a sus hijos porque ésta es un bien que inflsjiwgroente en el desarrollo so-
cial y cognitivo de los nifios. Este punto de vista, ecorm@amente equivale a atribuirle a la
educacion las caracteristicas de un bien normal de canslumadero. Se dice que es un bien
normal porque al aumentar el ingreso, aumenta el consuma hésa; de consumo porque
el objetivo de la educacion es satisfacer la demanda firahdwiduo sin intentar producir
otros bienes o servicios, contrario al caso anterior; yytmo, se considera duradero porque
le retribuye al individuo, durante un tiempo relativamdatgo, un flujo de servicios.

El esquema siguiente ilustra los tres modelos generalessequie pueden ser ordenados
los estudios econémicos sobre la asignacion del tiemposdeifios a educacion y trabajo. Se
excluye el caso en el que los padres son no altruistas y laaeidunces vista como un bien de
consumo, pues como la educacion influye positivamente éesarrollo de los nifios, entonces
los padres que educan a sus hijos tienen que ser altruistas.

Altruismo de los padres

Caracter de la educaddn || Altruistas| No altruistas
Inversion Posible Posible
Consumo Posible | No posible

Es importante notar que las relaciones intrafamiliaresipnéanfluir en las decisiones de
asignacion del tiempo de los nifios; para simplificar estdidad se tienen algunas hipotesis
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sobre las relaciones existentes en el nucleo familiag®eym (1997), distingue dos esquemas
tedricos de la familia:

Modelos unitarios: son aquellos en los cuales las decisiones econdmicas dadasbros de

la familia se analizan a partir de una sola funcion de @didjue corresponde a la persona
que toma las decisiones.

Modelos plurales: son aquellos donde los miembros de la unidad familiar delamrinterac-
ciones estratégicas para la toma de decisiones ecor®dedas recursos del hogar.

En este estudio se toma el enfoque que considera a la edncamio una inversion en
capital humano, asumiendo a los padres altruistas. Adsoh@dgs admitido un esquema familiar
sin conflictos, por lo que optaremos por un modelo unitario.

4.1

Planteamiento del problema.

El presente trabajo considera que la educacion es capitaiho y que los beneficios fu-
turos de ésta, son economicos. El modelo microeconbosaaentra en los usos del tiempo del
menor. Es un modelo heuristico, unitario y dinamico deuless del tiempo de un nifio. Es un
modelo dinamico porque distingue explicitamente enikgapos de inversion y de recoleccion
de beneficios.

La teoria del capital humano asume que el proveer de edurcados hijos es una forma de
transferirles riqueza (Becker,1993). El objetivo de lodrpa es transferirle la mayor cantidad de
riqgueza humanay no humana al menor, a modo de maximizar sadbé futuro; pues debido
al supuesto de padres altruistas, éstos seran massfaliemtras mayor bienestar tenga el nifio
en su infancia y en su vida adulta. Esto lleva a los padredar tla proporcionarle a su hijo
las mejores condiciones de vida posibles; otorgandabeptiiepara descansar, invirtiendo en su
educacion y transfiriendole activos en vida o a travésaieritias en forma 6ptima.

El modelo se desarrollara considerando los siguientasestips:

i) Se supone que el padre puede influir en el bienestar futeikudhijo mediante la asig-
nacion de una parte del tiempo del menor a su educaciérafoyio dandole transferen-
cias monetarias cuando alcance la madurez.

i) Suponemos dos periodos, el primero de ellos emfancia, en esta etapa los padres
cuidan de sus hijos y asignan el tiempo de éstos a educgosentualmente, a trabajar
en el mercado laboral o en la produccion econémica o diicaéde la unidad familiar. El
segundo es lanadurez, en donde los padres envejecen y abandonan el mercadollabora
Ellos viven de sus ahorros y, eventualmente, transfierévmoa@condomicos a sus hijos.
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iil) Sin pérdida de generalidad, las decisiones laborddd®s padres se consideran exégenas,
suponiendo que el padre trabaja lo mas posible.

iv) La direccion de las transferencias es de padres a hijos.

v) Existe perfecta prevision de todos los precios, inaudatasa de interés.

A continuacion explicaremos las hipotesis economiaasprendidas en el modelo para
poder plantearlo totalmente.

4.1.1

Funcion de utilidad del padre

Como estamos bajo el esquema de un modelo unitario, lasatexssecondmicas de los
miembros del hogar se analizan a partir de una sola funaoatiddad, correspondiente a la
persona que toma las decisiones. A dicha persona la llarmarneatre.

De acuerdo a la perspectiva de la teoria del capital hunesnaatural dividir el analisis del
modelo en dos periodos, en el primero se invierte en la educdel nifio y en el segundo se
obtienen los beneficios de dicha inversion. De esta formtersdra una funcion de utilidad del
padre para cada periodo.

La felicidad del padre estara directamente influenciaddatelicidad de su hijo, ya que
aquel es altruista. En el primer periodo el nifio es feliza@alsumir tiempo en ocio, el cual
denotaremos pdr, esto lleva al padre a considerar al ocio del menor como usasieariables
de su funcion de utilidad. Ademas, el tiempo dedicado & gcal trabajo limitan el tiempo
que el menor podria dedicar a su educacion formal. Pompaita, es razonable considerar que
la felicidad del padre depende del bienestar su familidjallWenestar puede ser contemplado
a través del consumo familiar de bienes y servicios. Al aors familiar del primer periodo
lo denotaremos padCy; notemos que el gasto €h limita las posibilidades de que el menor
adquiera educacion formal. De esta fortdéCs, L) representara la funcion de utilidad del padre
del primer periodo.

Cuando el hijo alcance la madurez, su felicidad depengenacipalmente, del nivel de
rigueza que posea. La adquisicion de esta riqueza puedgmsenedio de la remuneracion a
su capital humano formado durante su nifiez, denotadaldoio posiblemente reciba algin
tipo de transferencias, las cuales estan representadds pg&l parametror y la variableH
representan el precio de una unidad de capital humano déeduody el nivel de capital humano,
respectivamente. Analogamente al primer periodo, eldsitam paterno dependera del consumo
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familiar del segundo periodo, denotado @t De esta manerd/(C,, TH, Tr) representara la
funcion de utilidad paterna del segundo periodo.

Debido a que se tienen dos funciones de utilidad en difesgregodos de tiempo, es nece-
sario incluir un factor de descuento temporal, al que llamasB. Ya que el propoésito dB es
comparar funciones de naturaleza subjetiva, €l misme tiictha caracteristica, pues para cada
uno de nosotros un objeto hoy no nos retribuye la misma atllgilie en el futuro. Por ejemplo,
siles preguntaramos a dos personas de diferentes reea@udmicos, donde una tiene un nivel
de riqueza mayor que la otra, cual seria su utilidad de t@mee unidad monetaria adicional hoy
y cual la de obtenerla en el futuro; seguramente la prinesjaanderia que en el futuro, pues es
muy probable que en el presente cuente con los recursosra@ms suficientes para satisfacer
sus necesidades y le es mas atractiva la posibilidad ded&ma riqueza adicional en el futuro.
En cambio, podriamos pensar que para la otra persona dsem@fico contar con esos recursos
en el presente, pues es muy probable que los recursos comgpia ©10 sean suficientes para
cubrir sus necesidades. De esta manera el paraesociado a la persona que posee un menor
nivel de riqueza sera mas pequefio que en comparaciéel panametrg asociado a la persona
gue posee un menor mayor nivel de riqueza.

Finalmente, la funcion de utilidad paterna para los dowgdes esta dada por:

U(Cy,L) + BV(Cp, TH, Tr). (4.1)

4.1.2

Funcion de produccbn de capital humano

En general se puede definir a una funcion de produccion cagouella que muestra la
relacion entre la cantidad total de produccion y la cattide insumo utilizado. En particu-
lar, la produccion de capital humano del menor dependdeatapb que éste asigne al estudio.
Asi, es razonable suponer una funcion de produccion pieathumano para el menor.

Una caracteristica importante que cumplen las funcioegeraduccion, y por ende la fun-
cion de produccion de capital humano, es la establecidal poincipio de rendimientos marginales
decrecientes. Veamos un sencillo ejemplo antes de enudichar principio.

Imaginemos que queremos vender galletas y que para priaduse necesitan batidoras,
hornos, trabajadores, harina, azGcar, aromatizantesaotes, etcétera. Ademas, supongamos
que tenemos una cantidad fija de batidoras, hornos, harzineaq aromatizantes y colorantes; y
gue estamos interesados en analizar como varia la priéduwbe galletas variando simplemente
el nUmero de trabajadores. La siguiente tabla muestramkro de trabajadores, en la primer
columna; la produccion de galletas por hora, en la seguoldahta y la tercer columna indica



66

el aumento que experimenta la produccion de galletas alatanun trabajador adicional; a lo
que llamamos producto marginal.

| Nimero de trabajadores | Producto total | Producto marginal |

H 0 H 0 H : |
H 1 | 10 | 10 |
H 2 | 30 | 20 |
H 3 | 60 | 30 |
H 4 | 80 | 20 |
H 5 | % | 15 |
H 6 | 105 | 10 |
H ! | 110 | 5 |

Como se puede observar en la tabla, el segundo trabajaderureproducto marginal de

20 galletas, el tercero de 30, y asi sucesivamente. Notgu®a niveles bajos de contratacion
de trabajadores, el producto marginal es positivo y crégejasto es, el contratar un trabajador
adicional aumenta la produccion. Sin embargo, llega el emimen el que seguir contratando
trabajadores provoca una produccion adicional posites mlecreciente; en el ejemplo este
fendbmeno se presenta a partir de 3 trabajadores. Este lescbastante razonable, ya que a
medida que aumenta su nUmero, los trabajadores adicsoti@hen que compartir el equipo y
trabajar en un lugar mas saturado. Por lo tanto, a medidsegcentratan mas trabajadores, cada
empleado adicional contribuye menos a la produccion tistajalletas.

Analogamente, si en lugar de variar el nUmero de trabagad@riamos el nimero de hornos,
manteniendo todos los demas insumos constantes, se farésama situacion similar a la descri-
ta. Este comportamiento es conocido como el principio déingientos marginales decrecientes,
el cual establece que a partir de una cierta cantidad de mssirta cantidad de dicho insumo
aumenta, entonces la produccibn aumenta pero a un ritreymas débil; manteniendo todos
los demas factores constantes. En otras palabras,dlaganomento en el cual los incrementos
de la produccion marginal resultantes del aumento denatgfumo seran decrecientes.

Este principio puede ser formalizado de la siguiente manera

Seaf : X CR" — R una funcion de produccion que cumple copehcipio de rendimientos
marginales decrecientggra eli-€simo insumo, entonces, manteniéndose todo lo denm&s co
tante, a partir de un momeniyf > 0y Dj;f < 0; es decir,f es concava como funcion de la
i-ésima variable. En el caso de que la productividad mardmbas primeras unidades consumi-
das deli-ésimo insumo sea positiva y creciente, entoridggs> 0 y D;;f > 0, es decir,f es
convexa como funcién de laésima variable.

Podemos apreciar el principio de rendimientos marginaesadientes en la funcion de pro-
duccion de capital humano del menor como sigue: para lasepais unidades de tiempo de
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estudio del nifio, la produccion marginal sera positiagciente, en otras palabras, la cantidad
de capital humano se incrementara conforme el menor agmaniempo de estudio; sin embar-
go, a partir de un cierto nivel de tiempo asignado al estadi@mimentar mas unidades de éste, el
capital humano del menor se incrementara pero en menadadnPor dar un ejemplo simple,
supongamos gue un individuo ha decidido estudiar todo araldjuna materia en especifico,
muy probablemente las primeras horas de estudio seranmdygiivas, pero conforme avance
el dia el rendimiento del individuo sera menor, pues segente llegara un momento en el que
éste se sature de informacion.

£(t)

O —

Rendirrgjientos_ marginales
ecrecientes

Figura 4.1: Funcion de produccion de capital humano.

La Figura 4.1 ilustra el comportamiento general de la fonaé produccion de capital hu-
mano del menor, la cual denotaremos @), dondet es el tiempo dedicado a su educacion
formal. Asi, el nivel de capital humano formado duranteiieen, H, estara determinado por la
funcion de produccion del mendt, = f(t). Es importante notar que para un nivel de estudio
nulo no habréa produccion de capital humano, es dé@), = 0. Cabe seflalar que si el proposito
es maximizar ésta funcion, la parte de interés es laregphcaval

4.1.3

Concavidad de las funciones de utilidad

Debido a que cada persona tiene distintos gustos y prefasgrgue cambian incluso de
momento a momento, es muy dificil medir la utilidad; pesesi,ela utilidad suele observar

Por sentido comin podemos ver que la funcion de prodaatgbtcapital humano del menor no solo depende
det, pero se asumira asi, ya que el objeto de estudio del meddkm asignacion del tiempo del menor. Esto se
puede consultar en el Anexo.
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un comportamiento marginal decreciente. Esta propiedadegsr conocida como gdrincipio

de utilidad marginal decrecieniel cual establece que, mas alla de la diversidad de ldsgus
individuales, la satisfaccion lograda mediante el corsdmmun bien aumenta con el incremento
del consumo, pero tal aumento de satisfaccion se produceri@mo cada vez mas débil, de
tal manera que se presenta una saturacion progresivallrar esto, pensemos que tenemos
un antojo muy grande de comer pastel y vamos a una pastpkmaamerendar. La primera
rebanada de pastel nos producira mucha satisfacciomglanga ya no nos gustara tanto. Si
seguimos comiendo mas rebanadas llegara un momento ee abg sentiremos saciados y la
satisfaccion obtenida al comer una rebanada adicionaksei nula.

La nocibn de marginalidad es un término econoémico @il en el sentido de “adicional”.
La utilidad marginalindica la utilidad adicional que reporta el consumo de uridathmas de
un bien o servicio.

El principio de utilidad marginal decreciente puede sexgrado a las funciones de utilidad
asumiéndolas cobncavas, esto se puede justificar de l@sigumanera. Para cualquier valor de
C1, la primera unidad de consumo de odig,genera una utilidad muy grande, y conforme se
van consumiendo mas unidades de ocio, la utilidad va aamdatpero en menor cuantia que
la anterior. Claramente, este comportamiento puede seritdenediante una funcion concava.
Por lo que si fijamo€; y vemos aJ como funcion del solamente, la podemos considerar
cobncava. De igual forma, si fijamasy vemos dJ Gnicamente como funcion d&, también la
podemos considerar concava.

Mediante un argumento analogo al anterior, podemos asuhaifuncionV concava como
funcion Unicamente de una de sus variables, manteniasdutias dos constantes.

Si consideramosld (Cy,L) y V(Cy, Tf(t), Tr) como funciones de todas sus variables, podria
suceder que éstas no fueran concavas. Sin embargo, elastadse impondran algunas hipotesis
econbmicas sobre los argumentos de estas funciones counel@s se asegura la concavidad de
UyV.

4.1.4

Hip 6tesis ecobmicas sobre las variables de las funciones

Los bienesCy, C, y L poseen la caracteristica de b&nes necesarippues no es posible
que la familia no consuma ningun tipo de bienes y servi@agje el menor no cuente con un
momento de descanso. Esta propiedad se incorpora al moddlamte la positividad estricta de
los niveles 6ptimos d€1, C, y L en la solucion. Esto se garantiza con las condicionesesitgs.
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_U(CLL)
__AU(CyL)
OV(Cp,TH,TY))
= > 0. .
clz'To aC, +o0 VH,Tr>0 (4.4)

La interpretacibn econdmica de la ecuacion (4.2) egglaisnte: para todo nivel de ocio, el
consumo inicial de una cantidad@gcercana a cero genera una utilidad arbitrariamente grande;
lo cual es muy razonable, pues imaginemos que una persorshabido ningun tipo de liquido
durante todo el dia, y al anochecer se le ofrece un vaso @ @gmanera que al tomar el primer
sorbo su satisfaccion sera enorme. Observemos que eloglmo deCy, no puede ser cero, ya
qgue el nivel de utilidad mas grande es el generado por elucongle la primera unidad. La
argumentacion anterior se mantiene para las ecuacior®s/(@.4).

Otra hipotesis economica utilizada en el modelo, que mbraviene eprincipio de no sa-
ciedad es que consumos adicionales@ey C,, cuando los niveles de éstos son arbitrariamente
grandes, producen Unicamente cambios marginales enittadtinuy pequefios y que tienden a
cero. Analiticamente se cumple

_ AU(CyL)
im S0L5 g wiso 4.5
el 9C, > (4.5)
y
im MCMT) 5 s (4.6)

Co—+o 0C2

La ecuacion (4.5) establece que para cualquier valdr, @ comportamiento de la funcion
de utilidadU en el infinito es asintético. Esto quiere decir que cuandeas@ consumido una
gran cantidad d€4, al consumir otra unidad mas, la utilidad generada porwestiad adicional
es casi nula. La interpretacion anterior es la misma pagaudacion (4.6).

Finalmente, se tiene una hipbtesis sobre la existenciandevel de ocioL = T que sacia
U, dondeT es la dotacion de tiempo del nifilo durante su nifiez. Egdtdsis es razonable ya
que si asignaramos todo nuestro tiempo disponible a ooioseguridad podemos decir que en
algln momento nos sentiriamos aburridos y con deseosatiearealguna otra actividad. Un
ejemplo muy simple que puede ilustrar esta hipbtesis esmumue un nifio ha distribuido todo
su tiempo en actividades de entretenimiento, divirtiGedmon sus juguetes y los de sus amigos,
yendo al cine, viendo television, jugando algunos juegomdsa, etcétera. Seguramente, des-
pués de un tiempo todas estas actividades podrian dbuyrle seria atractivo dedicar parte de
su tiempo a alguna otra tarea.
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Esta hipbtesis se puede formular de la siguiente manera:

i QU(CaL)

lim === = 0 G >0 (4.7)

Cabe hacer notar que esta condicion permite que el menmpeeiiempo a otras actividades
en su nifez, a estudiar, por ejemplo.

4.1.5

Separabilidad de las funciones de utilidad

Asumiremos los siguientes supuestos para facilitar disassadel modelo.

i) Las decisiones de ocio son separables de las decisioroemdemo.

i) Las decisiones sobre las transferencias e inversiécagital humano son separables de
las decisiones de consumo.

iii) Las transferencias y el valor del acervo de capital hnatson sustitutos perfectos.

Recordemos que el objeto de estudio en el modelo es el tiegiport, asi que la suposi-
cion que se tiene en el primer inciso solo es para enfosane! tiempo de ocio y simplificar el
analisis de éste. Este supuesto es poco intuitivo, yagpesde la relacion de sustitucion exis-
tente entre consumo y ocio, dicha relacion refleja la digplihad del individuo a intercambiar
consumo por ocio para mantener el mismo nivel de satisfacci”

La explicacion del segundo supuesto es analoga a la @ant@si que la funcion de utilidad
del padre (4.1) puede ser reescrita como

Up(Cy) +Un(L) + BVp(Co) +VWn(Tf(t), Tr)],
donde los subindicgsy h representan al padre y al hijo, respectivamente.

Por otra parte, la satisfaccion del deseo del padre pasferarie riqueza a su hijo puede ser
obtenida a través de la inversion en capital humano y dedasferencias que eventualmente le
pueda dar, ya que ambas opciones tienen la finalidad de gije elbnte con una buena calidad
de vida en el futuro. La tercera hipobtesis refleja esta i@&laque tenemos:

Vh(TE(t), Tr) = Va(TF(t) £ TT).
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La funcionV,(1f(t) + Tr) es una composicion de funcion&s,o g, dondeV,, : R — Ry
g: R? — R definida comog(t,Tr) = tf(t) 4+ Tr. Observemos qug es suma de funciones
concavas, por lo que ésta también es una funcion cantawego, la funcion,(tf(t) +Tr)
es composicion de funciones concavas, por lo que ella encamrmple dicha propiedad.

Por Gltimo, tomando en cuenta la discusion hecha hastapesito, podemos considerar a
las funcione&)p(C1), Un(L), Vp(C2), Vh(Tf(t)+Tr) y f(t) no solo concavas, sino estrictamente
cobncavas crecientes y diferenciables. Las consideramestd forma con el fin de asegurar la
existencia de una Unica soluciony la aplicacion de adguesultados matematicos para resolver
el problema que se planteara en este modelo. Por condigpi@funcion de utilidad del padre
es suma de funciones estrictamente concavas crecientiésrgndiables, asi que ella misma
tiene dichas propiedades.

La funcion de utilidad del padre para los dos periodos éatla por:
Up(C1) +Un(L) + B[Vp(C2) +Va(TH(t) +Tr)],
donde

C;1 : = consumo familiar durante el primer periodo.
C, : = consumo familiar durante el segundo periodo.
L : = ocio del menor.
t : = tiempo de estudio del menor.
Tr: = transferencias que los padres dan a sus hijos en su vidaadult
T : = precio de una unidad de capital humano del individuo.
B : = factor de descuento temporal.

El precio de una unidad de capital humano del individuo y eidiade descuento temporal
son parametros de la funcion de utilidad.

4.1.6

Restricciones del modelo

La primera restriccibn que consideraremos es conocidaaestriccion presupuestal, la
cual muestra todas las cestas de consumo posibles que peredérpe el consumidor con un
ingreso dado; ya que las decisiones de eleccion de bierawigies por parte del consumidor
dependen de su presupuesto total. Para este caso, laciéstpoesupuestal es la siguiente:

p1Cy + (L +1) + P2 < T,
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donde

: = precios de los bienes de consumo en la infancia.

: = precios de los bienes de consumo en la madurez.
tasa salarial del hijo.

: = tasa de interés.

: = tiempo asignado a la formacion de capital humano.
. = riqueza familiar.

S~ -3 >7
I

Esta restriccion indica todos los gastos de la familia wligrédos dos periodos, asi como el
ingreso que posee para solventar dichos gastos. La eocpms§l; denota el gasto en el consumo
familiar del primer periodop,C, y Tr los gastos en el consumo familiar del segundo periodo
y en transferencias, respectivamente; los Gltimos dogastan considerados en el futuro,
asi que es necesario traerlos al presente, por lo que @iv&p,Co + Tr entre 1+ r. Estos
gastos no deben exceder el presupuesto familiar, el cuaf@shado por toda la riqueza de
la familia, como por ejemplo, el ingreso laboral del padiengreso no laboral de la familia,
gue es aquel dinero proveniente de herenciaslg loteria; en caso de que el menor trabaje, el
ingreso laboral de éste)(T — L —t), dondew representa la tasa salarial del menor; propiedades
(valuadas monetariamente), etcétera. Denotaremod/otoda la riqueza familiar excepto el
ingreso laboral del menor, y nos referiremos a ella simpigeneomo riqueza familiar o como
ingreso no laboral del menor.

La siguiente restriccion surge de manera muy natural, psidblece que el tiempo que el
menor dedica a estudio, ocio y, de ser necesario, al trabajdebe rebasar el tiempo total del
que dispone, asi tenemos

La tercera restriccion establece que el tiempo que el masigna a su educacion formal
esta acotado por la solucion de un modelo basico de iBveesn capital humano. Este modelo
considera que el Unico costo de oportunidad del individuieldiempo que podria dedicar a
trabajar en lugar de estudiar, asumiendo que el individuenienta restricciones crediticias
de ningln tipo y que las decisiones de inversion en capitalano son independientes de las
decisiones de ocio y consumo.

De esta forma, el tiempo 6ptimo de educacion formal de &in ah edad escolar, esta dado
por la solucion al siguiente problema:

Problema 4.1.
Maximizar t1f(t) —w(1+4r)t
sujeto a <t<T
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donde

= precio de la renta por una unidad de capital humano.
: = tiempo asignado a la formacion de capital humano.
funcion de produccion de capital humano del menor.
: = tasa salarial del hijo.

. = tasa de interés.

—n
—
WS\_/FI-'ﬂ
I

El Problema 4.1 consiste en optimizar los beneficios deViddo, maximizando el ingreso
que obtendra por su formacion de capital humano, deng@dof (t), menos el costo generado
por estudiar, que es el ingreso que obtendria si en lugastddiar trabajaraw(1+-r)t.

Analiticamente el Problema 4.1 es maximizar una funcéal estrictamente concava cre-
ciente y diferenciable sobre un conjunto compacto, por B @aanza su valor 6ptimo. Sga
dicho valor 6ptimo, entonces debe satisfacer:

Tf'(ts) = w(1+r). (4.8)

El nivel de estudids puede ser interpretado como el tiempo 6ptimo econbmica lpsedu-
cacion en mercados que permitan la perfecta financiactgasth, es claro que este tiempo
optimo sb6lo depende de la productividad del menor. De m@aeeidente, cuando el menor se
enfrenta a mercados imperfectos en la financiacion de leaethn, el tiempo asignado a su
educacion debe satisfacer:

Por Gltimo, suponemos que las transferencias de padr@sseelino negativa al igual que el
tiempo de estudio del menor:

jo<Tr| y [0<t.]

Por lo tanto, el problema enfrentado por el padre es maxiraizéuncion de utilidad, sujeta
a la restriccion presupuestal, las restricciones en eflastiempo del menor y la no negatividad
de las transferencias paternas. Analiticamente el prabks el siguiente:

Sea? : R® — R la funcion definida como
P(Cu,L.Cat,Tr) = Up(Cr) +Un(L) + B Vp(Co) + V(T (1) + Tr)],

la cual llamaremofuncion objetivo Seang; : R® — R parai = 1...5 las siguientes funciones:

T
91(C1, L,Co,t, Tr) =W+ (T —L—t) - plcl—(pz%i:rr)
gZ(C LCz,t,Tr): L
g4(C L C27t7Tr> == Tr

( )

Os Clyl— C27t7Tr t
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dondets es solucion del Problema 4.1.

Asi, el problema al que se enfrenta el padre es:

Problema 4.2.

Maximizar P (Cq,L,Co,t,Tr)
sujetoa  @i(Cy,L,Cp,t,Tr)>0 parai=1,...,5.

Las diferentes soluciones de asignacion del tiempo debmarmcio, tiempo de estudio y
trabajo propuestas por Robles al Problema 4.2 (Robles,)268n descritas en funcion del
nivel de riqueza del hogar y de la factibilidad del tiempo dtudiots, que se discutira mas
adelante. El objetivo de este trabajo es estudiar una partasdsoluciones del Problema 4.2
propuestas por Robles para el caso en el que el tiempo decefstnd es factible; realizando un
analisis tanto analitico como microecondmico sobreoehgortamiento de las ecuaciones que
resultan al aplicar el Teorema de Kuhn-Tucker al Problerda 4.



Capitulo

Solucion del problema

En el presente capitulo se da solucion al problema y senexpdos proposiciones, una de las
cuales establece la existencia de una cota superior paean@id 6ptimo de estudio que resuelve
el Problema 4.2, y la otra establece que la asighacion dedossos familiares es econdmica-
mente eficiente. La cota antes mencionada, junto con otrasnedros, determinaran distintos
modos de asignacion eficiente del tiempo del nifio. A lodatg este capitulo se denotaran con
asterisco a los valores optimos de las variables.

Proposicion 5.1. Para cualquier nivel de transferencias Tr fijo el tiempptimo para edu-
carse, t, que resuelve el Problema 4.2, &stcotado por el valor - Lr, determinado por la
solucibn a la ecuadn:

UL(Lr) = TBVE(TH(T —Lr) +Tr) f'(T —Lr). (5.1)

Demostracion.

El tiempoT — Lr es solucion de un problema de optimizacibn mas sencio & que se
pretende resolver, en el cual se considera que la Unicabkarde decision es el tiempo de
ocio del niflo y que éste solo distribuye su tiempo entrgcadion y ocio. De esta manera, las
decisiones de inversion en capital humano son dependidetéas decisiones de ocio y, por el
contrario, independientes de las decisiones de consurtmpisde interpretarse de la siguiente
forma: el padre sb6lo esta interesado en saber el mejoraldizhpo de su hijo de tal forma que
maximice su felicidad en ambos periodos; por lo ta@oy C, no seran variables de estudio y
las transferencias pasaran a ser uno de los parametrpotéma.

Al aplicar estos supuestos para representar las decisitenasignacion del tiempo de un
nifio, los usos 6ptimos del tiempo de educacion formalig estan dados por la solucion del
siguiente problema:

Problema 5.2.
Maximizar U(L)+B[V(Tf(T —L)+Tr)]
sujeto a LT

75
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Las caracteristicas de las funciones del primer y seguadodn son las mismas que las que
poseen las funciones involucradas en el Problema 4.2, ganto el Problema 5.2 consiste en
optimizar una funcion real estrictamente concava creeig diferenciable en un compacto, por
lo que ésta alcanza un maximo. Luego, las cantidadesaptile ociol.r, y de estudioT —Lr,
deben satisfacer la siguiente ecuacion:

UL(Lr) = VL (Tf(T —Lr) +Tr)f'(T —Lr).

El valor T — Lr puede interpretarse como el tiempo 6ptimo para educarspgrte de un
nifio de un hogar que soblo toma en cuenta la utilidad mardiaocio y el valor marginal que
los padres atribuyen a la educacion, en otras palabradarhos pof — Lr como el tiempo
maximo de estudio de un modelo que sblo toma en cuentaitédtad del menor al consumir
ocio y el bienestar de los padres por saber que su hijo pexciba remuneracion por su capital
humano. Nos referiremos a las soluciohey T — Lr como los tiempos 6ptimos de gustos.

Debido a la concavidad estricta de las funciddgd) y Vi (7 f(T —L) 4 Tr), sus derivadas,
UL(L) y TBVL(TF(T —L)+Tr)f(T —L), son funciones estrictamente decrecientes y positivas
conrespecto Ayt =T —L, respectivamente.

BV (tf(t)+Tr)f (1)

0 T-Lr T
— [ t <«

Figura 5.1: Geometria de la solucion del Problema 5.2.

La Figura 5.1 ilustra la determinacion del valbr Lr. El eje horizontal representa el in-
tervalo[0, T]. El ocio se mide de izquierda a derecha, mientras que el tegram educarse se
mide en sentido opuesto. Las funciot#gL) y 1BV (Tf(t) +Tr)f'(t) representan la utilidad
marginal del ocio del nifio y el valor presente del valor stibp marginal paterno del tiempo
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dedicado a educarse por parte del menor, respectivamesiteelAalorT — Lr queda determi-
nado por la interseccion de ambas curvas.

Notemos que para cualquier nivel de transferencias la ge@nte la solucion es basica-
mente la misma, ya que al aumentar las transferencias la ch (T f(t) +Tr)f'(t) se des-
plaza hacia la derecha. S&a- Lrg la solucion de la ecuacion (5.1) para un nivel de transfe-
rencias cero, es decir, satisface

U{(Lrg) = TBVE(T (T —Lrg)) f'(T —Lro); (5.2)

entoncesl — Lrg siempre se encontrara a la izquierdalde Lr1, donde éste Gltimo denota la
solucién de la ecuacion (5.1) para un nivel de transféasfia; > 0 (ver Figura 5.2).

BV (f(0)f (1)

BV (e f () + Tr) S (1)

0 T—Iro T—Lr, T

Figura 5.2: Determinacion de— Lr dependiendo del nivel de transferencias.

Es claro que cuando el menor se enfrenta a un problema masdicado, en el que se con-
sideran como variables los consumos familiares en ambaspst, las transferencias, asi como
la posibilidad de que el menor dedique parte de su tiempdbajtrg el tiempo asignado a su
educacion esta acotado por el valor Lr asociado a un nivel de transferenciass

Una vez discutido lo anterior es posible explicar cuandoossiderara al tiempo de estudio
ts como factible y cuando no. Dado que el tiempo de estudio @slamesta acotado por dos
valorestsy T —Lr, donde éste Gltimo varia de acuerdo al nivel de transééas, diremos que
ts es factible o no dependiendo de que se curtytaT —Lrg 0 T — Lrg < ts, respectivamente.
El primer caso sucede cuando el periodo de la nifiez es suéqgmara alcanzar el nivel 6pti-
mo econdmicds. Por el contrario, si la nifilez cubre un periodo muy cortopredable ques
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exceda dicho periodo. Este fendbmeno ocurre cuando lasEé casan a edades tempranas o
se incorporan de tiempo completo al mercado laboral, alvemdio la escuela. Tal situacion es
mas frecuente en las areas rurales de los paises pobnexooa&s indigenas. Evidentemente la
factibilidad dets depende de diversos factores economicos, tales comcea@bpte una unidad
de capital humano, la valoraciobn que los padres dan a laaethut la productividad de la fun-
cion de capital humano y el costo de oportunidad del nifio.

Retomando el problema general enfrentado por el padrenames que dar solucion al
Problema 4.2 es lo mismo que resolver el siguiente:

04 C17 L7C27t7Tr
Os C17 L7C27t7Tr

Problema 5.3.
Minimizar —%(Cy,L,Cp,t,Tr)
sujetoa  @i(Cy,L,Cp,t,Tr) <0 parai=1,...,5.
Donde

P (Cy,L,Co,t,Tr) = Up(C1) +Un(L) + B [Vp(C2) +Vh(Tf(t) +Tr)]
01(C1,L,Co,t, Tr) = p1C1 + % —W-—-0w(T-L-t)
gz(Cl,L,Cz,t,Tr): —|—L T
93(Cy,L,Co,t, Tr) =

( )

( )

t—ts

El objetivo es resolver una parte del Problema 5.3 cuand@ssidera que el nivel opti-
mo econdmico de estudio no es factible, pero antes segsaeg obtener las ecuaciones que
resultan de aplicar el Teorema de Kuhn-Tucker a dicho pnoéble

Primero verificaremos que la funcion objetive??, y las restriccionesy;’s, cumplen las
condiciones para aplicar el Teorema 2.21. Estas condigierigen que-.~ sea pseudocon-
vexa y diferenciable en el 6ptim@, que lagy;’s sean cuasiconvexas y diferenciablexgpara
todoi € I, dondel = {i|gi(xo) =0} y que la cualificacion de restriccioh = G’ se cumpla.
La funcion objetiva?? (Cy, L,Cp,t, Tr) es estrictamente concava creciente y diferenciableplueg
—Z es estrictamente convexa y por lo tanto pseudoconvexa. &dagg;’s son lineales, en-
tonces son diferenciables y convexas, y por lo tanto cuagi@s; ademas, por el Lema 2.25,
podemos asegurar que éstas cumplen con la cualificaci@stiEcioned = G'.

Ya que hemos visto que se satisfacen las condiciones, et@o?.21 establece que si el
puntoxg = (Cj,L*,C5,t*,Tr*) es una solucion optima local del Problema 5.3, entondesesx
escalares no negativdsparai € | tales que:
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5
O(—Z(xo0)) + -;Aimgi (x0)=0

Aigi(Xp) =0 parai=1,...,5
A >0 para=1,...5

(5.3)

Observemos que la primera expresion del sistema (5.3) gsadiente del siguiente La-
grangiano igualado a cero:
L= —(Up(Cp) +Un(L)+ B [Vp(Co) +Vh(Tf(t)+Tr)])
Co+Tr
-I—)\l(p1C1+M —W—-w(T—-L-t))+A2(t+L-T)
+A3(—t) +A4(=Tr) + As(t —ts).

Del sistema (5.3) se derivan las siguientes ecuacionegukss son las condiciones de
Kuhn-Tucker del Problema 5.3.

Up(C1) = APy (5.4)

UL(L) = Ao+ As (5.5)

BVA(Co) = Mg = 56)

TAVE(TT() +Tr)f'(t) = A1+ A2 — A3+ As (5.7)

BVL(TE(t)+Tr) = 1)‘—+1r M (5.8)

A1 <W+w(T—L—t)—P1C1—%) =0 (5.9
A(T—L—t)=0 (5.10)

At =0 (5.11)

MTr=0 (5.12)

Ms(ts—t) =0 (5.13)

Robles (2000) obtiene las siguientes soluciones paraekraguéds no es factible mediante
un analisis microeconémico.

“Proposicbn 4. Sits no es factible, la solucion del sistema (5.4)-(5.13) espatible con
cuatro distintos modos en que se asignan el tiempo del melaotrgnsferencia de activos no
humanos. Estos cuatro modos se determinan por tres vatiatiessdel ingreso no laboral del
menorWp, Wo y W5 (con 0< Wy < Wh < Wh), tal que:

i) el tiempo del nifio es asignado a trabajar y al ocio. Lassfierencias de otros activos no
humanos es nula{(=0y Tr* = 0) para O< W <Wj;
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i) eltiempo del nifio es dedicado a ocio, participacidolal y educacion. Las transferencias
en otros activos es cert' > 0,R* =T —L* —t* > 0y Tr* = 0) paraWp <W < W;

iii) el tiempo del menor es asignado a las cotas superioresidey educacion, y las transfe-
rencias no humanas son ceto£ T —Lrg, L* =Lrgy Tr* =0) para\b <W < W;

iv) el tiempo del menor es asignado a las cotas superioresidey @ducacion; las transfe-
rencias de otros activos son estrictamente posittvas T — Lr, L* =Lr y Tr* > 0) para
W <W.”

Las primeras dos soluciones son explicadas en Acosta (2D@8}ro de este trabajo nos
enfocaremos en el analisis detallado, asi como en lageptacion grafica de las Gltimas dos
soluciones. Utilizando el resultado establecido en el dmar 2.28 asumiremos que las solu-
ciones son funciones continuas respecto a los parametros.

Antes de discutir la solucion del problema, probaremosdaisnte proposicion, la cual
establece que la asignacion de los recursos familiaree &ninversion del capital humano
del menor y otras transferencias de riqueza, es econoraitdareficiente. En otras palabras, la
posibilidad de que el nivel de transferencias 6ptimo sesitigo solo se da cuando el menor
haya alcanzado la cota superior del tiempo de estdiolLrg. De acuerdo con esta hipotesis,
el padre persigue invertir en la formacion de capital huprdeal nifio antes de transferirle algin
otro tipo de riqueza.

Proposicion 5.4. Si s no es factible y el nivebptimo de transferencias, Tres positivo,
entonces el tiempoptimo de estudio es igual a su cota superiostT —Lr.

DemostracionPor hipotesidr* > 0y ts no es factible, por lo que se satisfage= 0y Az = 0.

De la ecuacion (5.8) se tiene que
(L+r)BVA(TT(t)+Tr) = Ay,
multiplicando porw tenemos
W(1+1r)BVE(TF(t) +Tr) = Mo,
y considerando la ecuacion (4.8) se cumple
TRVL(TE(t) +Tr)f'(ts) = M. (5.14)

Primero demostraremos qtie> 0. Supongamaos, por contradiccion, dgue 0. Por la res-
triccion de los usos del tiempo del menor tendriamosTque. > 0, pero probaremos que esta
Ultima desigualdad implica una contradiccion.
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Supongamos quE — L > 0, por la condicion (5.10) se tendria gie= 0. Notemos que
AMw—A3 < M,
entonces considerando las ecuaciones (5.7) y (5.14) se gigu
BT F(0) < TBVA(TN F'(ts),

lo que implica
f/(0) < f'(ts);

pero comds > 0y f’ es una funcion estrictamente decreciente se tféftg < f'(0), llegando
a una contradiccion.

Ahora supongamos que— L = 0, por lo queT = L. Considerando la ecuacion (5.5), las
caracteristicas d&; y A, asi como la hipotesis econbmica impuesta al modelo gtablece
que el nivel de ocih. = T saciaJ (ver ecuacion (4.7)), se tiene que el término del ladoiegio
de la ecuacion (5.5) es cero, mientras que el otro ternsresiictamente positivo, asi que

UL(T) # Arw+Ay;
por lo que no es posible que— L sea igual a cero.

Por lo tanto podemos concluir qtie> 0y por la condicion (5.11), el valor & = 0. Ahora
probaremos que =T —Lr.

Reescribiendo la ecuacion (5.7)
TRVL(TF () +Tr)f'(t) — Aw= Ay, (5.15)
y substituyendo (5.14) en (5.15) se tiene

TBVL(TF() + Tr) /() — TBVL(TF (1) + Tr) f'(ts) = As
IBVL(TE() +TH[F(t) — f(ts)] = As.

Probaremos qu&, no puede ser cero, pues si fuese asi se tendria
TBVRH(TT (L) +TN[f(t) — f'(ty)] =0,

lo que implica que
f'(t) = f'(ts),
es decir, qué tendria que ser igualtg pero esto no es posible ya gy@o es factible.

Por lo tantoA; > 0y por la condicion (5.10) se tiene qlie-L =t, es decirt* =T —Lr
para un nivel de transferencids® > 0.m
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Antes que nada, es conveniente explorar la geometriaicraala en la asignacion del tiempo
del menor. Consideremos el valjw, a la variable; se le llama utilidad marginal del dinéfo
esta variable representa el incremento del bienestar geatires a lo largo de su ciclo de vida
si el hogar dispone de un peso adicional. De esta foAha, puede ser interpretado como el
valor paterno de la tasa salarial del menor o, dicho de otragpcomo la valuacion paterna de
una unidad de tiempo del menor. Al graficar dicho valor jurto & geometria de la solucion
del Problema 5.2, ilustrado en la Figura 5.3, se observaajtectal; w interseca las graficas
de las funcionebl/ (L) y TBV{ (T f(t)+Tr)f'(t). Esta geometria es suficiente para determinar la
asignacion del tiempo del menor.

BV (T f () +Tr)f (1)

0 L T—1Lr o 7

Figura 5.3: Asignacion del tiempo del menor.

Para el caso ilustrado en la Figura 5.3, los padres asigniagengbo del nifio a todos sus
usos posibles: ocio, trabajo y educacion. El tiempo optite estudiot*, se determina por las
itersecciones da;w y tBV{(Tf(t)+Tr)f'(t); el ocio 6ptimo del nifio esta dado pbf, que
se determina por las interseccionesidev y U/ (L). La oferta laboral del nifio esta dada por el
complemento de esas cantidad®s=T —L* —t*, que en la Figura 5.3 esta determinado por el
tiempo entrd.* y t* y denotada poR*.

Naturalmente, la asignacion del tiempo del menor estaueaidn de la riqueza familiar,
ya que el valor de\; depende de dicho nivel de riqueza; esto se tiene ya que alnamnsn
limite la riqueza familiar, la utilidad marginal del dimetlecrece continuamente a cero, lo cual se

lpara mayores detalles consultar el Anexo.
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puede deducir a partir de la ecuacion (5.4). Si la riqguezeecsin limite, es claro que el consumo
aumenta de la misma forma, por lo que la utilidad marginatdasumo tiende a cero. Asi, en
la ecuacion (5.4), al disminuir la utilidad marginal dehsamo y al seP; fijo, A] tiene que
decrecer. Con esto se puede observargues una funcibn continua estrictamente decreciente
con respecto &/, asi queA1(W) denotara el valor d&; asociado a una familia que posee un
nivel de riquezaV. Dicho valor satisface

[im A1(W) =+ lim Ay(W)=0".
im A1 (W) y o fim A(W)

Esto implica que la valuacion paterna de la tasa salarlahdaor tienda a infinito cuando
W tienda a cero y que tienda a cero cuakdarezca sin limite, es decir,

e _ e _ J’_
WI[r(uﬁ)\l(W)w =400 Yy Wl@rwAl(W)w_ 0".

Por otra parte, notemos que debido a la no factibilidad deipio de estudit, se tiene que
en el optimo siempre se cumplg = 0, por las condiciones de Kuhn-Tucker. Por otra parte, al
considerar la ecuacion (5.4), se puede concluirjusiempre es positivo ya qu& es fijo y, por
hipotesisU’(C1) es positiva para cualquier nivel de consumo. De esta forméa dondicion
(5.9), se deduce que la restriccion presupuestal se curopl@ualdad; que es lo que se espe-
raba, ya que por el supuesto de insaciabilidad local se geeel individuo tiende a gastar todo
su ingreso disponible en los bienes y servicios que desea.

DefinimosWy, Wo y W5 como los niveles de riqueza tales que:

My = PHOTO (5.16)
Ar(Wb) = TBVR(TH(T — |;f)o)) f'(T —Lro) (5.17)
A1(Wg) = (1+1)BVL(TT(T —Lrg)) (5.18)

A continuacion obtendremos la tercera solucion parass ea el qués no es factible.

Solucion 3

El tiempo del menor es asignado a las cotas superiores deyoeducacddn, y las transfe-
rencias no humanas son ceré & T —Lrg, L* =Lrg, R* =0y Tr* = 0) paraW, <W <W4.

Enseguida se realiza el analisis correspondiente paificaemque esta es una asignacion
optima del tiempo del menor para niveles de rigudizeales queNs, <W < Wk,
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ComoA; es una funcibn estrictamente decreciente con respecticauéza, se tiene

A1 (W5) < A1(W) < A1 (We),

multiplicando porw
AW w < A (W) w < A1 (Wo) w. (5.19)

Substituyendo (5.17) y (5.18) en (5.19)
W(1+1)BVE(TF(T —Lrg)) <A1 (W) < TBVL(TF(T —Lrg)) f'(T —Lro). (5.20)

Sabemos que el tiempo 6ptimo de estudio es positivo, ya gui@ segunda solucion pro-
puesta por Robles (2000) el tiempo 6ptimo de estudio secemeuen el interval®0, T — Lrg),?
y debido a la continuidad de las soluciones, podemos dastargtosibilidad de qug sea cero.
De esta forma, por la condicion (5.14) = 0.

Demostraremos qug = T — Lrp suponiendo por contradiccion quie< T — Lrg. Luego,
comoV, y f/ son funciones estrictamente decrecientes y, por la Prdpos$.4,Tr =0, se tiene

TBVL(TF(T —Lro)) f'(T —Lro) < TBVL(TF(1)) f'(1). (5.21)
Despejandad(W)w de (5.7), en el 6ptimo se debe satisfacer
TAVK(T (1) F'(t) — A2 = Ay (W),
substituyendo la igualdad anterior en la segunda desigdald (5.20) se tiene
TAVK(T (1) F'(t) — A2 < TAVK(T (T —Lro)) (T — Lro)
y por (5.21)
TBVL(TF(T —Lro)) f/(T —Lro) — A2 < TBVY(T (T —Lrg)) f'(T — Lro).

Esto implica que\, tendria que ser estrictamente positivo, pero si esto syuped la condi-
cion (5.10), se cumpliri = 0, es decirt = T — L. Ya que el nivel de transferencias es nulo,
entonce$s =T — Lrg, perot no puede tomar este valor porgue por hipotesi§ — Lrg, llegando
asi a una contradiccion.

Porlotantot* =T —Lroy L* = Lrg, de esta form&" = 0y, por la condicion (5.10)\; > 0.

Ahora demostraremos gie* = 0. Al igual que antes procedemos por contradiccion supenie
do queTr > 0, asi, por (5.12), se tendria glig= 0.

Multiplicando la ecuacion (5.8) pap(1+r) obtenemos

W(L+1)BVa(Tf(T —Lro)+Tr) = A1(W)w,

2Dicha solucion es analizada en la Tesis “La asignaciotiei®@po de un nifio a educacion y trabajo: un analisis
microecondmico I” realizada por Berencie Acosta Rivera.
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substituyendo esta Ultima igualdad en la primera dediigukdie (5.20) se tiene
W(1+1)BVE(TF(T —Lrg)) < w(1+r)BVL(Tf(T —Lro) +Tr) (5.22)
VA(TF(T —Lrg)) <MV (tf(T —Lrg)+Tr) (5.23)
pero comor f(T —Lrg) < Tf(T —Lrg) +Try V{ es una funcion estrictamente decreciente se

debe cumplir que
VL(TF(T —Lro) +Tr) <V, (Tf(T —Lro)),

contradiciendo la desigualdad (5.23). Por lo tanto el nogimo de transferencias es nulo,
Tr'=0yA; >0.

La geometria de esta solucion esta representada endeaf&gt.

| TBVi(f(0).f"(7)

Arf(Wr)w

Figura 5.4: Geometria de la solucion para niveles de dgWec W, W5).

| H
!tlg .T —LI'O

En seguida se discutira el analisis de la Gltima solupipuesta por Robles (2000).

Solucion 4

El tiempo del menor es asignado a las cotas superiores deyentucaddn; las transfe-
rencias de otros activos son estrictamente positivas=(T —Lr, L* =Lr, R* =0y Tr* > 0)
paraWs <W.
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En lo que sigue, nos ocuparemos de demostrar que esta esgmacas Optima del tiempo
del menor para niveles de riquéaatales quaNs < W.

ComoA; es una funcibn estrictamente decreciente con respecticauéza, se tiene

A1(W) < A1(Ws),

multiplicando porw
AM(W)w < A1(Ws) w, (5.24)

substituyendo (5.18) en (5.24) tenemos
MW)w < Ba(1+r)Vi(Tf(T —Lrg)). (5.25)

Primero demostraremos que el nivel 6ptimo de transfeasnes positivoTr* > 0. De la
ecuacion (5.8) se tiene
A1(W)
1+r’

BVE(Tf(T —Lrg)+Tr)+As=
multiplicando porw(1+r) tenemos
W(141)BVE(TF(T —Lrg) +Tr) + Aaw(1+1) = A (W) w.
Sustituyendo la igualdad anterior en (5.25) se obtiene

W(1+1)BVE(TF(T —Lrg) +Tr) + Ag00(1+1) < w(1+1)BVE(Tf(T —Lrg)),

pero notemos que si las transferencias fueran cero sedendr’
(14 1)BVE(TF(T —Lrg)) + Aaw(1+1) < w(1+1)BVA(Tf(T —Lrg)),

peroA4 es no negativo, llegando a una contradiccion. Por lo tanto> 0y A; = 0.

Observemos que confa™ > 0, lacurvar BV (Tf(t))+Tr) f'(t) se desplaza hacia la izquier-
da. Este desplazamiento provoca que las cugyéls) y T8V// (T f(t))+Tr)f'(t) determinen un
nuevo punto de interseccioh,— Lr; el cual es la nueva cota superior del tiempo de estudio del
menor.

Con respecto al nivel 6ptimo de trabalg),demostraremos que éste es cero. Para verificar lo
anterior procederemos por contradiccion, supongamohoeenor trabaja; entonces, por las
condiciones de Kuhn-Tucker, el valor dptimoAiees cero. De esta manera, de la ecuacion (5.5)
se sigue que

Ué(L) = A]_C{),

recordemos que para niveles de riqueza suficientementeegaal valor paterno de la tasa
salarial del menor decrece continuamente a cero, provooguelJ/ (L) decrezca de la misma
forma.
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Por otra parte, una de las hipbtesis econbmicas del med&blece que existe un nivel de
ocioL =T el cual sacidJy (ver ecuacion (4.7)), por lo que se tiene dujgL) tiende a cero
si y solo siL tiende aT; pero esto no es posible debido a la hipbtesis de que el niehaja,
llegando a una contradiccion. Por lo taRo= 0, es decirnt* =T —L*, el menor sblo distribuye
su tiempo entre educacion y ocio.

TRV, (T (1)) (1)

BV (ef () +Tr) (1)

Af(W3)o

0 s I Lm T-Lr T

Figura 5.5: Representacion de la solucion para nivelegjdeza familiaWV tales quais < W.

Por ltimo, probaremos que los tiempo 6ptimos de ocio ycadidn estan dados por las
nuevas cotas superiores de los mismos, determinadas puetaeccion de las curva (L)
y TBV{(Tf(t))+Tr)f/(t) con un nivel bptimo de transferencias positivo, es deécik= Lr y
t* =T — Lr. Para probar lo anterior supongamos, por contradiccidal.g< Lr. Esto implica
que
T—Lr<T-L,

es decir,
T—-Lr<t

pero esto no es posible ya qlie- Lr es cota superior del tiempo de estudio del menor. De esta
forma,L* = Lr y como ya probamos que el menor no trabtja; T —Lr.

La Figura 5.5 ilustra la geometria de esta solucion. Sdeapreciar que la valuacion pater-
na de una unidad de tiempo del mengr(W)w, se encuentra por debajo del punto de intersec-
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cion de ambas curvas; pues se cumple que

UL(Lr*) = tBVR(T (T —Lr*) + Tr*) f'(T —Lr*) (5.26)
Al
— /(T —Lr* .27
(T L) (5.27)
Al o
> 1), (5.28)

La igualdad (5.26) se tiene por las ecuaciones (5.5) y (¥aluadas en el 6ptimo. Susti-
tuyendo la ecuacion (5.8) evaluada en el 6ptimo en el shgtérmino de la primera igualdad,
obtenemos (5.27). Por Gltimo, la desigualdad (5.28) se defuel — Lr* < ts. Perot f'(ts) es
igual aw(1+r), puests es solucion del Problema 4.1. Obteniendo

A (W) < Up(Lr*).

TBVL(Tf (1)) S (7)

TRV, (f (1) +Tr)f'(1)

|eB7i(xr6)+ )1 (1)

AW

~—

0 fs T—Lr T—Lr; T

Figura 5.6: Disminucion del tiempo 6ptimo de estudio ahauatar las transferencias.

Es primordial sefialar que conforme la riqgueza familiar aota continuamente a partir del
nivel Ws, las transferencias aumentaran y el tiempo 6ptimo dedestlisminuira, ambos con-
tinuamente. Asimismo, el nivel dptimo de educacion saratara en la cota superior de gustos,
T — Lrj, determinada por un nivel de transferendias > 0 (ver Figura 5.6). Ademak; w tam-
bieén se encuentra por debajo del punto de intersecciormi@s curvas, pues en general se
satisface qua; (W)w < U/ (Lr;), dondeW es un nivel de riqueza familiar tal qifé; < W.



Capitulo

Conclusiones

Se distinguen dos tipos de conclusiones. Las primeras goiesentan estan ligadas direc-
tamente al objeto de esta tesis, las segundas son de cg&teal.

El trabajo se complementa con el trabajo de Acosta (2008) giacutir con mayor detalle
las soluciones de uno de los dos casos del modelo de asigrdalitiempo de los nifios pro-
puesto por Robles (2000). Este modelo plantea basicameatel fenomeno del trabajo infantil
puede ser explicado desde una perspectiva economicasitlecar comportamientos malinten-
cionados por parte de padres que busquen su propio benefiwsteade sus hijos. Basta suponer
gue el tiempo de los nifios es un activo economico para ldifaynque las decisiones sobre la
asignacion de su tiempo disponible a educacion o al wadegpenden de la riqueza familiar, de
parametros economicos y del altruismo de los padres.

Tanto el trabajo de Acosta (2008) como el presente, disalteaso en que el periodo de
la infancia de los nifios es relativamente corto, de modanguygermite alcanzar las soluciones
optimas predichas por el modelo basico de inversion pitatdiumano. Esto no resta generali-
dad a los resultados, pues las soluciones del caso faleotaienen de manera similar.

Mientras Acosta (2008) discute las primeras dos solucianemdo el nivel de riqueza fa-
miliar es suficientemente bajo de tal forma que existe ehjaaibfantil, en esta tesis se considera
que dicha riqueza es suficientemente grande como parareesiaiposibilidad, permitiendo al-
canzar dos posibles soluciones. En la primera, los niveegdeza son tales que el menor no
trabaja y alcanza una de sus cotas superiores del tiempdutioed€n esta solucion la Unica
transmision de riqueza de padres a hijos es mediante lesibmeen capital humano. En la se-
gunda, los niveles de riqueza son tales que el menor no &abstudia lo maximo posible y
los padres heredan al hijo otros activos fisicos, ademda ihversion en capital humano. Cabe
destacar que en esta Ultima solucion, de manera patagéjimenor disminuye su tiempo de
estudio mientras que simultaneamente incrementa el tetegicado al ocio. Ademas, el nivel
optimo de transferencias es creciente conforme el nivebdeza familiar se incrementa.

En el modelo analizado se tiene que el nivel de riqueza famek uno de los principales
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determinantes de la asignacion del tiempo de un nifio. Erliega, estudios recientes muestran
gue mas alla de las caracteristicas de las escuelas,teldgstinado por parte del gobierno a
la educacion, la preparacion con que cuenten los maasgbsempo que un nifio pase en un
salon de clases; la familia y el entorno sociocultural equel se desenvuelva el menor son los
principales factores que determinan el nivel de conocitoigue puede adquirir un idividuo.
Las caracteristicas sociodemograficas de la familiapcelmimero de individuos que integran
el ndcleo familiar, el nivel educativo y el ingreso de logiss; forman parte del llamado entorno
familiar.

Entre lo futuros desarrollos de este trabajo se contemplalaar el analisis econométrico
gue ofrece Robles (2000).

En cuanto a las conclusiones generales, se puede mencianangste trabajo se incluyen
los prerrequisitos tebricos de economia y matematieaesarios para resolver modelos mi-
croeconbmicos utilizando técnicas de optimizacion pestricciones. Durante el proceso de
elaboracion de esta tesis, fue necesario hacer unaaewsila teoria antes mencionada debido
a que el programa de estudios de la Licenciatura en Mateasadiplicadas de la Universidad
Autonoma del Estado de Hidalgo, no contempla algunos des ésinas. Por lo que la elabo-
racion de este trabajo permitio ampliar la formacionricutar que ofrece dicha licenciatura,
especialmente en las partes de microeconomia y optirbizadi lineal.

Esta tesis muestra que es posible realizar investigaoibtas herramientas que provee la Li-
cenciatura en Matematicas Aplicadas integrando equipdigdisciplinarios, donde alumnos de
los Gltimos semestres participen en grupos lidereadospestigadores de distintas disciplinas.



Anexo

Funcion de producabn de capital humano

Siguiendo a Ghez y Becker (1975), la funcion de producd@éoapital humano, representada
porH(t), tiene la siguiente forma aditiva.

Sea la funcioH : R — R definida como sigue:
H(t) = f(t;0,€) + (1—0)H;
donde

t : = tiempo que el menor dedica a su educacion formal.
Parametros:
g : = gastos gubernamentales en educacion que incrementgpital bamano del menor.
€ . = dotaciones genéticas y culturales del menor.
H, : = dotacibn de capital humano adquirido por el menor.
0 . = depreciacion del acervo de capital humano.

Podemos comprender la forma Het) a través del siguiente ejemplo. Imaginemos que
la funcibn de produccion de capital humano de un nifia ésida porf(t;g,€), dondet es
el tiempo de estudio durante su educacion secundariaa@ievite la cantidad de capital hu-
mano del menor depende de los conocimientos que adquirdmtiusu formacion primaria; a
lo que llamamodH;. Pero es muy probable que el menor no recuerde todos losiotratos
gue aprendio, es decir, su capital humano sufrid una digmién; dicha depreciacion se puede
representar com@l — §)H;. De esta formaH (t) es la suma de los conocimientos adquiridos
durante su educacion secundaria y primafias f(t;g,€) + (1— d)H;.

ComoH (t) es una funcién de produccion de capital humano, cumplebocomportamiento
general descrito en la Subseccion 4.1.2, veremosHjtig mantiene este comportamiento al
variar cada uno de sus parametros.
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Supongamos que el gobierno siempre ha destinado una achgfdaa invertir en educacion,
pero esta ocasion ese presupuesto aumentggalze esta forma, se tendra la oportunidad de
enriguecer el acervo bibliografico en las bibliotecadipab, mejorar la infraestructura de las es-
cuelas, dotar de computadoras a un gran numero de plantefestir buenos cursos para tener
maestros mejor capacitados, etcétera. Por lo que la piialaabde que las clases que reciba el
menor sean mas productivas es muy alta, asi como el queaengso a mayor informacion para
incrementar y enriquecer sus conocimientos. En cambim Isigar de que el gobierno hubiese
incrementado el presupuesto para educacion, hubierdidedisminuirlo ag,, posiblemente
el menor no tenga la oportunidad de consultar una biblieggrags extensa, ni tenga acceso a
una computadora y tal vez las técnicas de enseflanza dec$esques no sean tan buenas. En-
tonces, para un determinado tientppsi el gasto gubernamental en educaciogel capital
humano del nifilo indudablemente sera mayor que si el gastad. Por lo que un aumento de
g ag; causara una modificacion éhde tal forma que la grafica resultante cumple guge 0,
H’(t;g) < H'(t;g1). Algo semejante ocurre si el gobierno decide disminuir st@ag,. Ahora
para un cierto tiempt" dedicado al estudio, las posibilidades de que el indivieénga acceso
a libros, a computadoras y a un mejor ambiente para su educae reducen innegablemente.
Por lo que una disminucion dpa g, causara una modificacion &h de tal forma que la grafica
resultante cumple qué > 0,H’(t;g2) < H'(t;g) (Figura 6.1).

H H(t;g1)
H(t;g)
H(t;92)

0 t*

Figura 6.1: Funciomd cuandog, < g < 0;.

Los cambios e (t) al variar el parametr@ son similares a los descritos anteriormente.
Supongamos que cierto nifio tiene una dotacion genétioétyral € y su funcion de produccion
de capital humano esta dada pb(t; £), mientras que otro cuenta con una dotacion genética y
cultural €1, mayor ques. Sin duda, el nifio que cuenta con la dotacgrpuede adquirir una
mayor cantidad de capital humano, ya que seguramente sevdebe en un ambiente mas
apropiado para el desarrollo de la educacion, ademasrdaramn un coeficiente intelectual
mas elevado, aunado a que muy probablemente se desagntta de un nicleo familiar en
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el cual es de gran importancia el hecho de que el menor adgeifercacion formal. Asi que
un aumento (disminucion) de a &; (&2) causara una modificacion éh de tal forma que la
gréafica resultante cumple qu# > 0, H'(t;€) < H'(t; 1) (H'(t; &) < H'(t; €)). Observemos
que la variacion de este parametro provoca modificacienés(t) similares a las anteriores,
representadas en la Figura 6.1.

Para finalizar, analizaremos las variaciones provocada$.plmnaginemos que dos nifios
terminan a la par su educacion primaria y uno de ellos inimaediatamente su educacion
secundaria, mientras que el otro se incorpora al mercadodiap después de un tiempo decide
continuar con sus estudios. Supongamos que sus funciona®dieccion de capital humano
sonH(t;0) = f(t)+ (1 —90)H1y H(t; 1) = f(t) + (1 — &1)Hs, respectivamente, dondees el
tiempo dedicado al estudio durante su educacion secangdiies el capital humano adquirido
durante su formacion primaria. Naturalmente, la depos@mmque sufre el capital humano del
primer niflo es significativamente menor que la que sufréfe que ingresa tiempo después a
la secundariad < 4;. De esta forma, la funcioH (t; 1) se encontrara por debajo #gt;d),
ilustrado en la Figura 6.2.

H(t; d1)

0
Figura 6.2: Funcioid cuandod < .

Para el analisis del modelo s6lo considerarei@s = f(t), pues debido a que el tiempo
de estudio se encuentra dentro del periodo de infancia debmté; = 0, y el Gltimo sumando
se anula; con respecto a los parametrgs hemos justificado que podemos excluirlos, ya que
so6lo desplazan H (t) sin alterar el comportamiento esencial de ésta.
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Utilidad marginal del dinero

A la variableA; se le llama utilidad marginal del dinero, pues supongamesrgus en-
frentamos al siguiente problema, el cual es el mas serdglloptimizacion de eleccion de un
consumidor.

Problema 6.1.
Maximizar U (X1,%2, ..., %n)

sujetoa pixg+...+pXn—1=0

dondex; y p; representan la cantidad y el precio délsimo bien, respectivamenteel in-
greso total yZ una funcion funcion de utilidad estrictamente concaegiente y diferenciable.
Denotemos coma@(xy,...,Xn) & la Unica restriccion del Problema 6.1, aplicando losr8eo
mas 2.21y 2.24, sio = (X],%5,...,%,) €s una solucion dptima local del Problema 6.1, entonces
existen escalares no negativggarai < | tales que

0—% (x0) +A0g(X) =0
Ag(x) =0 (6.1)
A>0

Del sistema (6.1) se derivan las siguientes ecuaciones:

_%Xl +)\ p]_ - O

— U, +Apn=0
A(PXa+...+pXn—1)=0

El Teorema 2.28 establece que las soluciones son funcionéagas de los parametros, por

lo que en el 6ptimo

o (x(,p) _ ,, 9% 0%n
B TR TR TS

Luego, derivando la restriccion parcialmente con respakingreso obtenemos:

p]_dX]_—l—...—l— pnan =0l

Observemos que del sistema de ecuamdnesﬁ, por lo tanto
|

0% (xo(1,p)) _, 9% 0%n

al
— 2. (6.4)
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Es decir, la utilidad marginal del dinero es iguak da cual representa el incremento del
bienestar del consumidor, si éste dispone de un peso adiciBor lo tanto, en términos de
nuestro problema; representa el incremento del bienestar de los padres ayw digr su ciclo
de vida, si el hogar dispone de un peso adicional.
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