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Resumen

En este trabajo damos la definicién del espacio de Hardy generalizado discreto y
el espacio de Hardy generalizado discreto pequeno. Tales definiciones se hacen sobre
graficas infinitas con raiz, conexas y localmente finitas. Mencionamos propiedades de
estos espacios, tales como separabilidad. Demostramos que no pueden ser espacios
de Hilbert y damos una pequena motivaciéon para caracterizar el espacio dual del
espacio de Hardy generalizado discreto pequeno.

En estos espacios de Hardy discretos estudiamos a tres operadores actuando en
ellos: el operdor de desplazamiento hacia adelante, el operador de desplazamiento
hacia atras y el operador multiplicacién. Para estos tres operadores estudiamos con-
ceptos tales como acotabilidad, isometria, compacidad, espectro e hiperciclicidad.



Abstract

In this thesis, we give the definition of the discrete generalized Hardy space and of
the discrete generalized little Hardy space. We define these spaces on infinite graphs
with root, and which are connected and locally finite. We mention properties of these
spaces, such as separability. We show that they cannot be Hilbert spaces and we give
a small motivation to characterize the dual space of the discrete small generalized
Hardy space.

In these discrete Hardy spaces we study three operators acting on them: the
forward shift operator, the backward shift operator and the multiplication operator.
For these three operators we study concepts such as boundedness, compactness,
whether they are isometries, their spectrum and whether they are hypercyclic.
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Introduccion

Una de las ramas modernas del analisis funcional que ha surgido a partir del
trabajo de muchos autores, se centra en el estudio de transformaciones lineales en es-
pacios de Banach [37]. A estas transformaciones se les llama operadores. Este estudio,
entre otras cosas, pretende conocer propiedades generales de operadores en espacios
de Banach concretos. Con la finalidad de entender a los operadores, se desea deter-
minar propiedades que se pueden heredar al operador dada la geometria del espacio
de Banach en donde actia y viceversa.

El espacio de Hardy generalizado discreto es un ejemplo de espacios de Banach.
Estos espacios de Hardy discretos son espacios de funciones definidas en graficas. En
este trabajo estudiaremos a operadores de desplazamiento y al operador multiplica-
cion actuando en estos espacios. Daremos algunas caracteristicas del espacio y de los
operadores tales como acotabilidad, isometria, espectro e hiperciclicidad.

Se dice que un operador definido en un espacio vectorial topolégico es hiperciclico
si existe un vector en el espacio tal que su orbita bajo el operador es densa en el
espacio. El estudio de la dindamica de operadores lineales actuando en espacios de
dimensién infinita ya era estudiado en el afio 1929 con el articulo [8] donde Birkhoff
demuestra implicitamente que para a € C con a # 0 el operador de traslacion
actuando en el espacio de funciones enteras de variable compleja T, : H(C) — H(C)
definido por T,f(z)=f(#+a), es hiperciclico. Mas tarde, en 1952, G.R. MacLane [28]
mostro propiedades analogas con el operador de diferenciacion en el mismo espacio
H(C). Un ejemplo de operador hiperciclico en un espacio de Banach fue dado por
S. Rolewicz [35] en 1969, en donde demuestra la existencia de vectores hiperciclicos
para el operador AB, en donde B es el operador de desplazamiento hacia atras en ¢P
y A € C con |A| > 1. Por otro lado, G. Godefroy y J.H. Shapiro [18] también estudian
propiedades y generalizan resultados para los operadores ya mencionados. El estudio
de hiperciclicidad de operadores en espacios de Banach ha sido estudiada por varios
autores; entre ellos destacan: Kitai [24], Beauzamy [6], Gethner y Shapiro [34]. Para
mas informacién a cerca de caracterizaciones y resultados de hiperciclicidad puede



consultar [20, 21].

Existe una gran variedad de espacios de Banach, por ejemplo la teoria de espacios
de funciones definidas en el disco unitario D = {z € C : |z| < 1} es un tema muy
bien desarrollado. En las referencias [16, 29, 33, 39] se proporciona un sélido estudio
de varios espacios de funciones en el disco unitario, y en [10, 17, 22] se hacen estudios
sobre méas espacios de Banach como los espacios de Hardy.

También se le ha dado interés al estudio de espacios de funciones en conjuntos
discretos tales como gréaficas y particularmente en érboles, consultar, por ejemplo,
los articulos [2, 12]. En los articulos [7, 25] se estudian operadores en espacios de
Hardy sobre arboles. El operador de composicién y el operador de multiplicacion son
de los més estudiados [1, 3, 5, 12, 13]. De hecho, segtin la bibliografia el interés del
estudio de los operadores sobre los arboles infinitos estd motivado principalmente
por la investigacién en el analisis armoénico y el comportamiento del operador de
Laplace sobre estructuras discretas. El articulo [29] menciona que una de las razones
de estudiar arboles es que en particular los arboles infinitos pueden verse como las
discretizaciones naturales del disco hiperbdlico: més informacién sobre estos temas
se puede encontrar en los articulos [3, 4, 11]. Cabe mencionar que el trabajo [32]
estudia la hiperciclicidad para los operadores de composicion definidos en espacios
de funciones con dominio arboles no dirigidos.

Por otra parte Jablonski, Jung y Stochel, en [19], estudian operadores de desplaza-
miento sobre espacios de Hilbert de funciones definidas en arboles dirigidos infinitos;
en su trabajo estudian varias propiedades tedricas de operadores, tales como propie-
dades espectrales. En la referencia [29], Martinez-Avendano estudia la hiperciclicidad
del operador de desplazamiento hacia atras y el operador de desplazamiento hacia
adelante, en espacios LP de arboles dirigidos con peso.

En [31] se define lo que es el espacio de Hardy generalizado discreto y el de
Hardy generalizado discreto pequeno para arboles regulares con raiz; se estudian sus
diferentes caracteristicas y se dan algunas propiedades del operador multiplicacion
actuando en estos espacios. Una pregunta interesante es determinar propiedades de
otros operadores en estos espacios, la cual es una motivacion de nuestra tesis. En el
presente trabajo se estudiaran algunas propiedades de estos espacios de Hardy pero
ahora sobre gréaficas infinitas con raiz, conexas y localmente finitas. Trataremos de
obtener caracteristicas para operadores de desplazamiento actuando en estos espa-
cios, similares a las que se obtienen en [29] como acotamiento, norma, espectro e
hiperciclicidad.

Esta tesis estd organizada de la siguiente manera. El capitulo 1 lo usamos para
preliminares, damos definiciones, notacion y resultados basicos que usaremos a lo
largo de la tesis.



En el capitulo 2 introducimos la definicién del espacio de Hardy generalizado
discreto y del espacio de Hardy generalizado discreto pequeno, asi como en [31] pe-
ro ahora la definicién hecha en general para graficas infinitas con raiz, conexas y
localmente finitas. Damos caracteristicas de este espacio y mencionamos resultados
del operador multiplicacion actuando en estos espacios, tales como acotamiento, iso-
metria, entre otros. En la parte final de este capitulo, presentamos resultados propios
de este trabajo de tesis y que ya no son mencionados en [31] (el cual es el articulo
base para este trabajo). Demostramos el teorema 2.24 el cual nos dice que el espa-
cio de Hardy generalizado discreto no puede ser un espacio de Hilbert; esta era una
pregunta abierta planteada en [31]. Mostramos el teorema 2.25 que habla sobre la hi-
perciclicidad del operador multiplicacién y finalmente damos con el ejemplo 2.29 una
motivacién para estudiar al espacio dual del espacio de Hardy generalizado discreto
pequeno.

En el capitulo 3 introducimos la definiciéon del operador de desplazamiento hacia
adelante S en el espacio de Hardy generalizado discreto. En los teoremas 3.2 y 3.3 en-
contramos condiciones necesarias y suficientes para que S sea acotado en el espacio de
Hardy generalizado discreto y en el espacio de Hardy generalizado discreto pequeno.
En el ejemplo 3.4 describimos a un arbol donde el operador S no es acotado y en el
ejemplo 3.5 describimos a un arbol donde el operador S si es acotado, en los espacios
de Hardy discretos. Damos en los teoremas 3.6 y 3.7 ejemplos de arboles donde este
operador resulta ser una isometria. Por tltimo, en el teorema 3.8 demostramos que
este operador no puede ser hiperciclico en el espacio de Hardy generalizado discreto
pequeno.

En el capitulo 4 damos la definicién del operador de desplazamiento hacia atras B
en el espacio de Hardy generalizado discreto. En los teoremas 4.2 y 4.3 encontramos
condiciones necesarias y suficientes para que B sea acotado en el espacio de Hardy
generalizado discreto y en el espacio de Hardy generalizado discreto pequeno. En
el ejemplo 4.4 describimos a un arbol donde el operador B no es acotado en estos
espacios de Hardy discretos. En el teorema 4.7 mencionamos condiciones necesarias
y suficientes para que el operador B sea hiperciclico en el espacio de Hardy gene-
ralizado discreto pequeno. Finalmente determinamos el espectro del operador B en
el espacio de Hardy generalizado discreto, para distintas clases de arboles, entre los
que destacan los arboles regulares.

Incluimos un apéndice A, donde damos la definicién y algunas caracteristicas del
espacio de Hardy clasico, el cual nos servira para hacer una pequena comparacién
con los espacios definidos en el capitulo dos.



CAPITULO 1

Preliminares y notacién

Este capitulo esta dedicado a introducir algunos conceptos elementales, definicio-
nes, notacién y algunos resultados que usaremos en el cuerpo de la tesis.

En este trabajo denotamos como N,Ny y C a los conjuntos de los ntimeros na-
turales, los enteros no negativos y los niimeros complejos, respectivamente. Al disco
unitario {z € C: |z| < 1} lo denotamos por D. Los espacios vectoriales con los que
trabajaremos se toman todos sobre los niimeros complejos.

1.1. Graficas

Entenderemos por una grdfica a una pareja G = (V, E) de conjuntos donde V' # )
y B C {{u,v} : u,v € V,u # v}. A los elementos de V les llamaremos vértices y
a los de E aristas. Decimos que dos vértices x,y son vecinos, denotado x ~ y, si
existe una arista {x,y} € E. Una grafica reqular es una gréfica en la cual todos sus
vértices tienen el mismo nimero de vecinos. Si todo vértice tiene k vecinos diremos
que la grafica es k-regular. Un camino es una sucesion finita vg, vy, - - -, v, o infinita
Vg, V1, U, ... de vértices distintos con vy ~ vg,q para cada k. Cuando un camino sea
infinito le llamaremos fin. La longitud de un camino es el nimero de aristas que hay
en el. Un ciclo es un camino con un numero finito de vértices en donde el primer y
ultimo vértice son iguales.

Una gréfica es llamada conexa si hay un camino entre cualquiera dos de sus
vértices. Una grafica se llama localmente finita si todo vértice tiene un ntimero finito
de vecinos. La distancia entre cualesquiera dos de los vértices de una grafica conexa
es el minimo de las longitudes de los caminos que los conectan.

Una grdafica con raiz es un grafica donde se selecciona un vértice cualquiera el cual



se fija durante el trabajo, a este vértice se le llama raiz. En una grafica conexa con
raiz, a la distancia entre el vertice v y la raiz la denotaremos por |v|, y denotaremos
por y(n) el nimero de vértices v tales que |v| = n.

Una grafica conexa, localmente finita y sin ciclos es llamada un drbol. En un arbol
G, el padre de un vértice v distinto de la raiz, denotado por par(v), es el inico vértice
w € G tal que w ~ vy |w| = |v| — 1. En un arbol, para un entero n > 2 definimos
inductivamente par” como par”(v) := par(par"~'(v)), donde par"~!(v) es distinto de
la raiz. En este caso diremos que v tiene un n-ancestro y denotamos al conjunto de
todos los vértices que tienen m-ancestros como V". Si w = par(v) decimos que v es
un hijo de w y al conjunto de todos los hijos de w le denotamos por Chi(w).

Para n € N, definimos el conjunto

Chi"(u) := {v € G : par"(v) = u}.

Sea T un arbol con raiz, w € Ty r € N. Si v € Chi"(w) decimos que v es un r-hijo de
w, denotamos por y(r,w) al nimero de r-hijos de w (Observe que vy(n,w) = v(n)),
y para n € Ny definimos K (r,n) := max{y(r,w) : |w| = n}.

En este trabajo, cuando hagamos referencia a que G es una grafica, por convencién
G denotard al conjunto de vértices. Asi mismo si decimos que T es un arbol nos
estaremos refiriendo a que T es el conjunto de vértices. Entonces cuando hagamos
referencia a funciones definidas en una gréafica se entiende que estas estan definidas
en los vértices.

En una gréfica conexa GG con raiz, si A es un conjunto de vértices de la grafica,
denotaremos a la funcién indicadora de A como x4 la cual es definida como

() 1, siue€A,
u) =
x4 0, siu¢ A

Si B ={u € A : |ul = n} entonces a la funcién indicadora yp simplemente la
denotaremos como x,.

1.2. Algunos conceptos de analisis funcional

Las siguientes definiciones son muy conocidas en la literatura, ver por ejemplo
[26].

Definicién 1.1. Sean X, Y espacios vectoriales normados y T': X — Y un opera-
dor lineal. Decimos que T' es acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que para todo
r € X se tiene

[ T[] < cf|],
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donde por simplicidad utilizamos el mismo simbolo || - || para denotar a la norma en
XyenY.

Se puede demostrar que 7T es un operador lineal acotado si y solo si 7" es continuo
[14]. Més ain si X y Y son espacios vectoriales normados y T : X — Y un operador
lineal acotado se prueba que

T :=inf{c > 0: ||Tx| < c||z| para z € X}

es una norma en el espacio de todos los operadores acotados de X en Y, denotado
por B(X,Y) [14, 23] y ademads

1Tl = sup{||T|| - ||=[] = 1}
= sup{|[T|| - |J=f| < 1}

sup{M‘x#O}.

[

Definicién 1.2. Sea X un espacio lineal normado y A un operador lineal acotado
en X. El espectro puntual 0,(A) de A consiste de todos los nimeros A € C tales
que A — Al no es inyectivo. Entonces A € 0,(A) si y solo si existe algin vector
no cero ¢ € X tal que Ar = Az. El espectro puntual aproximado o,,(A) de A
consiste de todos los A € C para los cuales no existe ninguna constante ¢ > 0 tal que
(A= AI)z|| > c||z| para todo x € X. El espectro o(A) de A es el conjunto de todos
los A € C tal que A — A\l no es invertible.

Directamente de la definicién anterior se puede observar que 0,(A) C 0,,(A) C

o(A).

Definiciéon 1.3. Sea X un espacio lineal normado y A un operador lineal acotado
en X. Se define el radio espectral r(A) de A como r(A) := sup{|a|: o € o(A)}.

Los siguientes dos resultados nos dan una definicién equivalente para el espectro
puntual aproximado asi como una manera alternativa de calcular el radio espectral.

Proposicién 1.4. [14, Proposicién 6.4] Sea X es un espacio lineal normado y A es
un operador lineal acotado en X . Entonces A € 04,(A) si y solo si existe una sucesion
{z,} en X tal que ||z,|| =1 para cada n y ||Ax, — A\x,|| — 0 cuando n — oo.

El siguiente teorema se utilizara para describir a los ejemplos mencionados en el
capitulo cuatro.



Proposicién 1.5. [14, Proposicién 3.8] Sea X es un espacio de Banach y A es un
operador lineal acotado en X. Entonces

r(A) = lim ||A"||".

Los cuatro teoremas que enunciaremos enseguida dan caracteristicas del espectro
y caracteristicas de operadores compactos. Estos teoremas se utilizaran en el capitulo
dos para la demostracion de los teoremas 2.19 y 2.20.

Teorema 1.6. [14, Teorema 3.6] Sea X un espacio de Banach, si T es un operador
lineal acotado en X entonces el espectro o(T') es un subconjunto compacto y no vacio

de C.

Teorema 1.7. [27, Teorema 2.5] Sea X un espacio de Banach, si T es un operador
lineal acotado en X entonces el espectro puntual aproximado oa,(T) es un subconjunto
cerrado y no vacio de C que incluye a la frontera de o(T).

Teorema 1.8. [37, Teorema 4.25] Sea X wun espacio de Banach y T un operador
lineal acotado en X, si T es compacto entonces el espectro o(T) es numerable con
cero el unico punto limaite.

Teorema 1.9. [37, Teorema 4.18] Sean X y Y espacios de Banach.

a) Si T : X — Y es un operador lineal acotado y el rango de T es un espacio
de dimension finita entonces T es compacto.

b) El conjunto de los operadores compactos forman un subespacio cerrado en el
espacio de los operadores lineales acotados de X en'Y .

c) SiT: X — Y un operador lineal acotado, si T es compacto y A # 0 entonces
ker(T' — M) es de dimension finita.

El siguiente teorema lo utilizamos en el teorema 2.22.

Teorema 1.10. [14, Teorema 4.1] Sea K(X) el conjunto de todos los operadores
compactos en X, si A es un operador acotado en X, se tiene que

|Alle :== dist(A, K(X)) =mf{||[A—-L| : L € K(X)}
es una norma en el espacio cociente B(X, X)/K(X).

La siguiente desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Jensen discreta
y la mencionamos pues la estaremos utilizando en distintas pruebas que serdn parte
de este trabajo. Para la demostracién véase por ejemplo [36, Teorema 3.3].

Teorema 1.11 (Desigualdad de Jensen discreta). Seanp > 1, n € N conn > 2
yx >0 (k=1,---,n). Entonces,

BOEE

k=1
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1.3. Hiperciclicidad

Dentro del andlisis funcional un concepto que se ha estudiado es el que se da en
la siguiente definicién.

Definicién 1.12. Sea X un espacio de Banach y T': X — X un operador lineal
acotado. Decimos que T es hiperciclico si existe un vector x € X tal que el conjunto

Orb(T,z) :={T"x :n € Ny}

es denso en X. El vector z (distinto de cero necesariamente) es llamado un vector
hiperciclico para T'.

El término hiperciclico se le atribuye a Beauzamy [21]. Los operadores hipercicli-
cos estan ligados al problema de existencia de subconjuntos invariantes: dado X es
un espacio de Banach y 7" : X — X un operador lineal, jes posible encontrar un
subconjunto cerrado no trivial F, es decir un subconjunto distinto de {0} y distinto de
X tal que T(F)CF? De hecho, no es dificil demostrar que un operador 7' : X — X
no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales si y solo si todo vector distinto
de cero es hiperciclico [?].

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Banach y T : X — X un operador lineal.
Entonces T no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales si y solo si todo
vector distinto de cero es hiperciclico.

Demostracion. Suponga primero que 7' no tiene subconjuntos invariantes cerrados
no triviales. Sea x € X con x # 0, observe que el conjunto Orb(T,x) es invariante
bajo T ya que si y € T(Orb(T,x)) entonces y = T(z) para algun z € Orb(T,x) por
lo que existe una sucesién z, € Orbr(x) tal que z, — z, por ser T continua se
cumple que T'(z,) — T'(2), observe que en particular T'(z,) € Orb(T, z) y por tanto
y =T(z) € Orb(T, x). Tenemos que Orb(T, z) es un subconjunto cerrado e invariante,
entonces tiene que ser denso pues de lo contrario tendriamos una contradiccién a
nuestras hipétesis. Por tanto 1" es hiperciclico.

Por otra parte si todo vector distinto de cero es hiperciclico para T', entonces
T no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales pues si existiera F© C X
que cumpliera con tales caracteristicas, al ser F' no trivial podemos escoger = € F
distinto de cero, al ser F' invariante sabemos que Orb(T,z) C F. Por hipdtesis x
es hiperciclico y al ser F' cerrado entonces se tendria X = Orb(T,xz) C F, luego
X = F lo cual es una contradiccién al suponer F' no trivial. Entonces T' no tiene
subconjuntos invariantes cerrados no triviales y el teorema queda demostrado.  [J



Por otro lado observe que si el operador T': X — X es hiperciclico entonces
el espacio X es necesariamente separable. Observe también que si x es un vector
hiperciclico para T, entonces, para cada n € N, el vector 7"z también sera un vector
hiperciclico y por tanto hay un conjunto denso de vectores hiperciclicos.

No es necesario encontrar explicitamente un vector x que satisfaga la definicién
para mostrar que el operador T' : X — X es hiperciclico. El siguiente teorema
nos da una condiciéon suficiente para la hiperciclicidad. Este teorema lo usaremos en
el capitulo cuatro para mostrar que el operador de desplazamiento hacia atras es
hiperciclico.

Teorema 1.14 (Criterio de hiperciclicidad). Sea X un espacio de Banach se-
parable y T : X — X un operador lineal acotado. Si existen un subconjunto denso
Xo C X, una sucesion creciente de nimeros naturales {ny} y una sucesion de fun-
ciones A, : Xo — X tal que

1. T™x — 0 para todo x € X,

2. A, x — 0, para todo x € Xy, y

3. T A, x — x para todo © € X,
entonces T es hiperciclico.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [21, Teorema 3.12].

La siguiente proposicién nos menciona una condicion necesaria para que un ope-
rador sea hiperciclico, este resultado lo utilizaremos en el capitulo dos para mostrar
que el operador multiplicacion no es hiperciclico. Es importante mencionar que en

la siguiente proposicion X* es el espacio de los funcionales lineales acotados en X y
T X* — X

Proposicién 1.15. [21, Proposicién 5.1] Sea T un operador hiperciclico sobre un
espacio de Banach X. Entonces T* no tiene eigenvalores, es decir o,(T*) = 0.



CAPITULO 2

Espacio de Hardy generalizado discreto

En [31], P. Muthukumar y S. Ponnusamy establecen las siguientes definiciones
y resultados para arboles regulares con raiz. En este capitulo mostraremos que las
definiciones y resultados en [31] se pueden obtener de manera similar con la definicién
hecha para cualquier gréafica infinita con raiz, que sea conexa y localmente finita y
no solamente para arboles regulares con raiz.
En este capitulo se define el espacio de Hardy generalizado discreto y el espacio de
Hardy generalizado discreto pequeno, se mencionan propiedades generales de estos
espacios y se dan propiedades del operador multiplicacion actuando en estos espacios.

Definicién 2.1. Sea GG una gréafica infinita, conexa y localmente finita con raiz. Para
cadan € Ny y p € (0,00) defina

1
p

My(n, f) = ﬁ S )

[v|=n

Para p € (0,00) el espacio de Hardy generalizado discreto, denotado por HP(G), se
define por

HP(G) :={f:G — C: sup My(n, f) < oco}.

n€Ng

El espacio de Hardy generalizado discreto pequeno, denotado por HE(G), se define
por

HH(G) ={f:G— C: nﬁnoo M,(n, f) =0}.
Es facil convencerse que HE(G) es un subconjunto de HP(G). En ambos espacios
HP(G) y Hi(G) definimos

I fllp = sup My, f).

neNp
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Observe que en la definicién A.1 del espacio de Hardy generalizado la cual mostra-
mos en el apéndice A, cuando calculamos M, (r, f) estamos obteniendo el “promedio”
de los valores de la funcién f sobre circulos de radio r. En la definicién 2.1 del es-
pacio de Hardy generalizado discreto hecha en el parrafo anterior se estd haciendo
algo similar pues al calcular M,(n, f) lo que se esta haciendo es un promedio de los
valores de la funcién f sobre todos los vértices que estan a distancia n de la raiz.

2.1. Propiedades topolégicas de H(G) y Hf(G)

Es importante volver a recalcar que los resultados descritos a continuacién estan
hechos en [31] para drboles regulares. Nosotros los estamos generalizando para grafi-
cas arbitrarias con raiz, infinitas, conexas y localmente finitas. En el resto de este
capitulo cuando hagamos referencia al espacio HP(G) o al espacio Hi(G) lo conside-
ramos sobre GG una grafica arbitraria con raiz, infinita, conexa y localmente finita,
a menos de que se diga lo contrario. A continuacién describiremos la estructura de
estos espacios y mencionamos caracteristicas que usaremos méas adelante.

Teorema 2.2. Para 1 < p < oo, la funcidén || - ||, induce una estructura de espacio
de Banach en HP(G).

Demostracion. Primero demostraremos que || - ||, es una norma.

(i) Si f = 0, entonces My(n, f) = 0 para toda n y por tanto || f]|, = 0. Por otra
parte, si ||f|l, = O entonces My(n, f) = 0 para todo n € Ny lo cual implica que
> jo=n |f (V)" = 0 para todo n € Ny y entonces f = 0.

(17) Para cada n € Ny y o € C se tiene

B =

RS

al’|f(v)

b
7(n)

My(n.af) = %Z
P

3=

L
1) o=
= JalMy(n, )

= |of [F ()P

11



y esto implica que [af{, = [a|[f]l,-
(7i1) Para cadan € Ny y f,g € HP(G), dado que p > 1 y utilizando la desigualdad
de Minkowsky tenemos lo siguiente.

3=
B =

My(n, f +g) = (L>

v(n)

D 1) +g)
|v|=n

3=
S

DoF@P ] D el

[v[=n [v[=n

P L% i
g;ww +Qw> ;]ﬂﬂ

A~
2
Sis
~
3 |

3 =
S =

I

= i‘
—_

S
N———
3=

v|=n
= Mp n?f) + Mp<n7g)7
por tanto
1+ glle < £l + llgllp-
Los tres puntos anteriores muestran que || - || p €S Una norma, mM4as aun, muestran que
(HP(G), || - ||p) es un espacio vectorial normado.

Ahora probaremos que HP(G) es completo. Considere { f } una sucesién de Cauchy
en HP(G), sea v € G, sea € > 0 y denotemos m = |v|. Sabemos que existe N € N

tal que M,(n, fi — fi) < ||fx — fillp < e(v(m))_% para todo k,l > N y n € Ny. De la
definicién de M, (n, fi — f;) tenemos que

(= DO _ e
s = e 4)

para todo k,l > N, de donde se sigue |(fr— fi1)(v)| < €, entonces { fx(v)} es una suce-
sién de Cauchy en C, luego como C es completo entonces { f} converge puntualmente
a una funcion f.

Ahora, sabemos que para todo € > 0 existe N € N tal que My(n, fr — fi) < €
para todo k,l > N y n € Nj.

Como M, (n, fi,— fi) es una suma finita y la funcién |-| es continua en C, tomando
el siguiente limite cuando [ — oo, obtenemos que

12



S =

l—00

- ()
D filo) + S (@)

- () (=

= Mp(n7 fk’ - f)7

por tanto My(n, fr — f) < € para todo k > N y n € Nj. Luego, por definicién de
supremo tenemos que || fp— f||, < € paratodo k > N, esto implica que f,—f € H?(G)
para todo k > N y como f;, € HP(G) entonces f € HP(G) y ademés f, — f. Esto
completa la prueba del teorema. O

llil)nooMp(n>fk_fl) = h’m( ) Z’fk )+ fi(v)]?

[v[=n

LA
RSEE

> i |fi(v) + filv)

[v[=n

S =
=

Proposicién 2.3. Para 0 < p < 1, HP(G) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sean f,g dos funciones en HP(G), defina a la funcién d : HP(G) x
HP(G) — C como

probaremos que d es una métrica.

Sean f,g,h € HP(G), se verifica directamente de la definiciéon que d(f, f) =0y
que d(f,g) = d(g, f).
Para probar la desigualdad del triangulo primero mostraremos la siguiente observa-
cién:
La funcién F' : [0,00) — R definida como F(z) := 1 + 2 — (1 + x)P tiene como
derivada F'(z) = pa?~! — p(1 + x)P~1, observe que como 0 < p < 1 entonces para
todo z > 0 se tiene (1 + 2)'™7 > 2!'7? lo cual implica que 277! > (1 + z)?~! y por
tanto F'(x) > 0, es decir F' es creciente en (0, 00). Como ademds tenemos F'(0) = 0,
concluimos que F'(z) > 0 para todo x > 0, es decir 1 + 2P > (1 4+ x)P para todo
xz > 0.

Por otro lado si a,b > 0 probaremos que (a + b)? < a? + b para 0 < p < 1. Si
a = b = 0 la desigualdad es cierta trivialmente. Si alguno de a o b es distinto de cero,
supongamos sin pérdida de generalidad que b # 0. Tenemos que (a + b)P < a? + b si
y solo si (“;“—:)p < P siy solosi (14 %)P <1+ (4)P siysolosil+af > (1+az)P

13



para todo x > 0 lo cual se acaba de demostrar en el parrafo anterior. Por tanto
concluimos que (a + b)? < a? + b para todo a,b > 0 con 0 < p < 1. Usaremos este
hecho en lo siguiente.

Aplicando la desigualdad del triangulo y usando que

(@a+0b)Ff <al +0F

para todo a,b > 0, para cada n € Ny se tiene

M2(n,f— 1) = %Zl(f—h)(v)lp

|lv|=n
1 P
< W;(l(f—h)(v)lﬂ(g—h)(vﬂ)
1 p L — v p
< W;I(f—h)(vﬂ 0 |;Z:nl(g h)(v)]

Esta desigualdad implica que

d(f,h) = sup MP(n, f—h) < sup ME(n, f—g)+sup M (n,g—h) = d(f,g)+d(g,h).

n€eNy n€eNy neNp

Concluimos entonces que d es una métrica.
La prueba de que HP(G) es un espacio completo con la métrica d es similar a la

del teorema anterior. O
Teorema 2.4. Para 1 < p < oo, || - ||, induce una estructura de espacio de Banach
en HE(G).

Demostracion. Sean n € N, f,g € HP(G) y a € C, en la prueba del teorema 2.2
mostramos que M,(n,af) = |a|My(n, f) y que My(n, f+g) < M,(n, f)+ My(n, g).
En particular, si f, g € Hf(G) se tiene que M,(n,af + g) < |a|M,(n, ) + My(n, g),
tomando limites en ambos lados de esta desigualdad cuando n — oo tenemos que
lim,,—00 My(n,af + g) = 0 por tanto af + g € H{(G), concluyendo asi que H{(G)
es un subespacio de H?(G).

Ahora probaremos que HE(G) es cerrado en HP(G). Sea {f} una sucesién en
Hf(G) tal que fr, — f, como HP(G) es completo sabemos entonces que f € HP(G).
Probaremos que f € Hf(G). Sea € > 0, sabemos que existe k& € N tal que || fi —
fll, < §. Por otro lado, dado que f, € H{(G) entonces existe N € N tal que

14



My(n, fr) < §y My(n, fr — f) < § para todo n > N. De la desigualdad M,(n, f) <
M,(n, f — fx) + My(n, fi) se 81gue que M,(n, f) < € para todo n > N y por tanto
lim,, 00 Mp(n,af) = 0, entonces f € Hi(G) lo cual prueba que Hf(G) es cerrado

en HP(G).
Concluimos que Hf(G) es completo ya que es un subespacio cerrado de HP(G) el cual
es completo. Esto termina la demostracion. O

Lema 2.5. Para 0 < r < s < 00, y para toda funcion f con valores en los complejos
definida en G una grdafica infinita con raiz, conexa y localmente finita, se tiene que
M, (n, f) < My(n, f) para todo n € Ny.

Demostracion. Sea n € Ny. Considere la p—norma || - ||, en CV definida para x :=
(21,22, - -, zn) € CV por [|z]]p = SV, |zx?, aplicando la desigualdad de Hélder

para sumas finitas tenemos que
N N S /N = N :
el =3l < (Z ) ) (Z ) ) (Z ‘“'s> |
k=1 k=1 k=1
estas desigualdades implican que ||z||, < N5 ||z||, y por tanto ||z||, < N+—+||z]|s.

k=1
Recuerde que para n € Ny, y(n) es el ndmero de vértices v con |v| = n. Aplicando
la desigualdad anterior para N = v(n) se tiene

® |3

S| <)y | Y 1roF ] .

[v]=n v]=n

esta igualdad la podemos escribir como

i) S @) Z W)
|v|=n

\v\

w |

Esto completa la demostracién de que M, (n, f) < My(n, f) para todo n € Ny. O

Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguiente teorema, donde se
establecen contenciones para los espacios de Hardy. Después del teorema mostraremos
la contencién estricta.

Teorema 2.6. Para 0 < r < s < oo, se tiene que H*(G) C H'(G) y que H(G) C
H(G).

15



Demostracion. Sea 0 <r < s < ooy f € H*(G). Por el lema anterior sabemos que
M. (n, f) < Mg(n, f) para todo n € Ny, por tanto M,.(n, f) < Ms(n, f) < || f|ls < o0
para todo n € Ny. La definicién de supremo implica que ||f||. < ||f]]s < oo lo cual
prueba la primera contenciéon H*(G) C H"(G).

Por otro lado, si f € H(G), en particular se cumple que f € H*(G) y por tanto
M. (n, f) < Mg(n, f) para todo n € Ny, usando esta desigualdad y dado que f €
HE(G) se tiene lim, o M, (n, f) = 0, entonces f € H{(G) lo cual prueba Hj(G) C
H(G). O

Proposicién 2.7. Siy(n) — oo cuando n — oo, las contenciones en el teorema
anterior son estrictas.

Demostracion. Para 0 < r < p < s < 00, seleccionamos una sucesion de vértices
{v,} tal que |v,| = n para todo n € Ny. Considere a la funcién f definida por

(y(n))% , siv=uw, para algin n € Ny,
flv) =
0, otro caso.

Para n € Ny, tenemos que

1

1 Ao n;T%: .
M,(n, f) = ngmvn —( (3(n) |) (3(n)

S =

(n)
por tanto, como p > 7 se tiene que }—17 — % < 0 y entonces M,(n, f) — 0 cuando
n — 00, esto prueba que f € H{(G).

Por otro lado, también tenemos que My(n, f) = ('y(n))%% y en este caso, encon-
tramos que Mg(n, f) — oo cuando n — oo por lo que f ¢ HS(G). La existencia
de la funcién f muestra que H{(G) es un subespacio propio de Hj(G).

Observe que el ejemplo anterior también muestra que H*(G) es un subespacio
propio de H"(G) pues, primero, es claro que f € H'(G) pues f € Hj(G), y observe
que f ¢ H*(G) pues My(n, f) — oo cuando n — oo. ]

Para presentar los resultados de separabilidad de los espacios de Hardy con los que
estamos trabajando introducimos la siguiente notacion. Si G es una grafica infinita
con raiz, conexa y localmente finita, denotamos por C.(G) el conjunto de todas las
funciones f : G — C tales que M (n, f) = 0 excepto para una cantidad finita de
valores de n. Esto equivale a que f sea diferente de cero en a lo més una cantidad
finita de vértices. La clausura de C,(G) bajo la funcién || - ||, es denotada por C.(G).
recuerde que || - ||, solo es una norma para p > 1.
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Lema 2.8. Para 0 < p < 00, se tiene que C.(G) = HE(G).

Demostracion. La contencién C.(G) C Hi(G) es clara y dado que H5(G) es cerrado

tenemos C.(G) C HE(G). Ahora mostraremos la contencién C.(G) 2 HE(G). Sea
f € Hi(G), para cada n € N defina {f,} por

fulv) = {f(v% si [u] <n

0, otro caso.

Observe que f, € C.(T) para cadan € Ny

Mk, f), sik>n

0, otro caso.

My(k, f = fn) = {

Por tanto
Hf - fn” = Ssup Mp(mvf - fn) = sup Mp(ma f)

mENy m>n

luego como f € Hf(G) entonces M,(m, f) — 0 cuando m — oo, se sigue entonces
que ||f — fall — 0 cuando n — oo. Este tltimo limite implica que f € C.(G) y
por tanto C.(G) 2 HE(G) concluyendo asi la prueba del teorema. O

Teorema 2.9. Para 0 < p < oo, se tiene que HE(G) es un espacio separable.

Demostracion. Mostraremos que B := {x,} : v € G} es una base para C.(G). En
efecto demostraremos que B es un conjunto linealmente independiente maximal.

Primero B es linealmente independiente pues si {vq, vs, - - -, v, } es un conjunto finito
de vértices en G y consideramos escalares ay, ag, -+, a, en C tal que a; X (v} +a2X{v,} +
-+ anX{v,y = 0, observe que al evaluar a la funcién a;x {1 + a2X v+ + Gn X {0,
en cada vértice v; para j = 1,-- -, n tendremos que a; = 0 para todo j =1, - -, n.

Segundo, se tiene que B es linealmente independiente maximal, pues si no fuera
maximal existiria f # 0, f € C.(G) tal que BU {f} es linealmente independiente.
Como f € C.(G) se tiene que f toma el valor de cero excepto en una cantidad finita
de vértices de G; supongamos que tales vértices son {uy,us, - - -, un}. Es facil darse

cuenta de que
N

f= Z f(uwi) X

lo cual contradice que BU{ f} es linealmente independiente. Por tanto B es una base
para C.(G).
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Por otro lado, al ser GG infinita numerable implica que B es numerable y por tanto
C.(G) es separable. Por el lema anterior tenemos que C.(G) es denso en Hf(G) y
entonces concluimos que Hf(G) es separable. ]

Teorema 2.10. Para 0 < p < 0o, se tiene que HP(G) no es un espacio separable.

Demostracion. Diremos que una funcién f : G — C es una funcion radial si f(v) =
f(w) siempre que |v| = |w|.

Sea E C HP(G) el conjunto de las funciones radiales f cuyo rango es un subconjunto
de {0,1}. Sean f,g € E con f # g. Esto implica que existe v € T tal que f(v) # g(v).
Es claro que como f,g € E entonces My(n, f — g) < 1 para todo n € N. Por otro
lado como f, g son funciones radiales se tiene que M,(|v|, f — ¢g) = 1 y por tanto
1f = gllp = suppen Myp(n, f — g) = 1.

Observe que a cada elemento de E lo podemos ver como una sucesion de ceros y
unos, usando el argumento de la diagonalizaciéon de Cantor se prueba que F es un
subconjunto no numerable de H?(G).

Los argumentos siguientes se hardn para el caso en que || - ||, es una norma (1 < p <
o0) pero el lector podréd darse cuenta de que tales argumentos funcionan de la misma
forma con 0 < p < 1 al considerar al espacio métrico H?(G) con la métrica d(f,g) =
|.f —gl|b. Sea A un subconjunto denso de H?(G), considere a la funciéon © : B — A
definida como O(e) := h donde h se elige de tal manera que |le — h||, < %; observe
que h existe por ser A denso. Probaremos que © es inyectiva. Si ©(f) = ©(g) = h
entonces tendremos que ||f — k||, < 5y [lg — hll, < 3, usando la desigualdad del
tridngulo tenemos que || f —g||, < 1 lo cual es posible solo si f = g pues en el parrafo
anterior mostramos que si f # g entonces || f — g||, = 1. Concluimos entonces al ser
O inyectiva que A es no numerable y por tanto HP(G) no es separable. [

Lema 2.11. Sea G una grdfica infinita con raiz, conexa y localmente finita y 0 <
p < oo. Entonces, para v € G se tiene lo siguiente:

(a) Si f € H(G) entonces | f(v)] < (v(|0)))7 | f]lp-
(b) Si f € HE(G) entonces

T A C) i
e N CNE

La cota en el inciso (a) es dptima.

=0.

Demostracion. Sea v € Gy defina n := |v|. Entonces

F@F < Y 1f ()P =~(n)ME(n, f),

lw|=n
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luego |f(v)] < (v(n))%Mp(n, f), esta desigualdad y dado que M,(n, f) < ||f||, se
tiene el resultado del inciso (a).

Por otro lado, si f € Hj(G) sabemos que lim,,,, M,(n, f) = 0, entonces tomando
limites cuando n — oo en la desigualdad

implica el resultado del inciso (b).

Ahora, para probar que la cota es éptima en el inciso (a) mostraremos a una
funcién donde se alcance la igualdad. Sea v € G fijo, denotemos m = |v|, defina la
funcién f sobre G como

0, otro caso,

f(w) = {(’Y(m))p’ Sl w = v,

por la definicién de f se tiene que M,(n, f) = 0 para todo n # m y

1 S A AL
My(m. f) = Wl;mwwn —( A >r) 1

7(m)
Entonces concluimos que || f|, := sup, ey, Mp(n, f) = 1y por tanto

1
[f ()] = f) = (y(m)» || fllp,
probando asi que la cota es éptima en el inciso (a) pues la igualdad se alcanza. [

Proposicion 2.12. Sea G una grafica infinita con raiz, conexa y localmente finita,
entonces para 1 < p < oo la convergencia en || - ||, implica la convergencia uniforme
en subconjuntos compactos de G.

Demostracion. Observe que si en GG consideramos a la distancia de contar el nimero
de aristas, esta induce la topologia discreta. Por tanto los iinicos conjuntos compactos
en (G seran los conjuntos finitos.

Sea K un subconjunto compacto arbitrario de G, por lema anterior sabemos que
dada una funcién f € HP(G) se tiene

@1 < GUD)F I
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para todo v € K. Usando el hecho de que K es finito defina N := méx{vy(|v|) : v €
K}, entonces para todo v € K

F@1 < GUD)? Il < N2 [ £y,

luego tenemos que sup,cx |f(v)] < N%||f||p para toda f € HP(G).
Sea f, una sucesion de funciones en HP(G) que converge a f € HP(G) en la norma

| - ||- Aplicando a f,, — f la desigualdad |f(v)| < N%Hpr y tomando supremos

tenemos que sup,cx |(fn — f)(v)] < N%an — fll, para toda f € H?(G) y para todo
K compacto en G, esta ultima desigualdad muestra que la convergencia de f,, a f
en la norma || - ||, implica la convergencia en subconjuntos compactos de G. O

2.2. El operador de multiplicacién en H?(G) y Hj(G)

Uno de los principales objetivos de este trabajo es estudiar a operadores acotados
en los espacios ya definidos. Uno de los operadores que mas aparece en la literatura
y el cual es estudiado en diversos espacios es el operador de multiplicacion. Para este
se han encontrado diversas caracteristicas similares independientemente del espacio
donde esté actuando, ver por ejemplo las referencias [1, 2, 3, 5, 12, 13]. El operador
multiplicacién se define de la siguiente manera [31].

Definicién 2.13. Sea X un espacio lineal normado complejo que consiste de fun-
ciones con valores en los complejos definidas en un conjunto €2. Si ¥ es una funcién
con valores en los complejos definida en €2, entonces el operador multiplicaciéon con
simbolo 9 es definido por My f = v f para todo f € X.

En este trabajo nos va a interesar considerar al operador multiplicacién My :
X — X donde X es HP(G) o Hj(G) y por tanto uno de los ejercicios a realizar en
lo que sigue es ver que los valores de My, en efecto caigan en su respectivo codominio.

En la referencia [15] se menciona la siguiente definicién y el siguiente lema, los
cuales usaremos mas adelante.

Definicién 2.14. Un espacio de Banach funcional es un espacio de Banach X cuyos
elementos son funciones con valores complejos y definidas sobre un conjunto €2, tal
que para cada v € Q: el mapeo evaluacién e, : f € X — f(v) es un funcional lineal
acotado en X y ademds no existe ningtin punto de 2 en donde todas las funciones
de X se anulen.
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Lema 2.15. [15, Lema 11] Sea X un espacio de Banach funcional sobre el conjunto
Q y ¢ una funcion con valores en los complejos sobre Q tal que My mapea X en
si mismo. Entonces My es acotado en X y [(v)| < || My|| para todo v € Q. En
particular ¢ es una funcion acotada.

Con la definicién anterior es natural preguntarse si HP(G) y H5(G) son espacios
de Banach funcionales. La respuesta a esta pregunta se da en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.16. Para 1 < p < oo se tiene que HP(G) y H(G) son espacios de
Banach funcionales.

Demostracion. Sea v € GG. Demostrar que el mapeo evaluacién e, es lineal es directo
de la definicién. Por otro lado por el lema 2.11 sabemos que e, es un funcional lineal
acotado en HP(G) con ||e,|| < (’y(|v|))% Este argumento también muestra que e, es
acotado en Hfj(G). Por otra parte dado v € G si definimos a la funcién f como

Flw) = {1, siw=wv,

0, en otro caso,

claramente f € Hf(G). La existencia de esta funcién f muestra que no existe ningtin
vértice en G tal que todas las funciones tanto en HP(G) o Hf(G) se anulen y esto
completa la prueba de que HP(G) y HE(G) son espacios de Banach funcionales. [

Una de las principales caracteristicas que nos interesa del operador multiplicacién
es saber cuando es acotado. La respuesta nos la da el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Sea 0 < p < oo, llamemos X el espacio HP(G), HE(G) o C.(G)
equipados con || - ||, (observe que para 1 < p < oo es una norma) y sea ¥ una funcién
en G. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) My es un operador lineal acotado de X en X.

(b) ¥ es una funcion acotada en G.

Demostracion. Primero suponga M, un operador lineal acotado de X en X, mos-
traremos la primera implicaciéon por contradiccién. Suponga que ¢ es una funcién no
acotada en G, entonces existe una sucesién de vértices vy tal que |vy| < |va| < |vs|- -
y ademés ¥ (vg) > k.

Para cada k, defina f; : G — C por fi = C} pX{v,} donde cada constante Cy ), es
seleccionada de tal forma que || fx|, = 1. Note que f; € X para cada k € N. Por
la forma de elegir a la sucesion vy, por la definiciéon de cada funcién f, y por la
definicién de supremo tenemos que

k=Kl fellp < [l frllp = [0 0r)[Mp(lvk], fr) = Mp([oxl, o fe) < N[0 fellp = 1My fllp
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para todo k € N, esto nos da una contradiccién con que M, es un operador lineal
acotado.

Ahora suponga que ¥ es una funcién acotada en G. Es facil probar la linealidad
de My, puessi f,g € X y a € C se tiene que

My(af +9)w) = bw)af +g)w)
— Y(w)(af(w) + g(w))
— ap(w)f(w) + (w)g(w)
= aM,f(w) + Myg(w).

Para probar que My, es acotado observe que para cualquier f € X se tiene que

M,(n, Myf) = Zuwf Zw WIF)P ],

\Ul
esta desigualdad y usando que |||« > |¢(v)| para todo v € G, tenemos que

My(n, My f) < (9]l My (n, ),

de esta ultima desigualdad podemos observar que M, f € X siempre que f € X,
luego tomando supremos en ambos lados de esta misma desigualdad sobre n € Ny,

concluimos que || My fll, < [|¥]looll f]lp, entonces My, es un operador lineal acotado de
X en X con [|Myf| < |¥lle. .

Observacion 2.18. Sea X el espacio HP(G) o HE(G) con la norma || - ||,, donde
1 < p < oo. En estos casos se tiene que X es un espacio de Banach funcional.
Entonces por el lema 2.15 tenemos que |¢(v)| < || My|| para todo v € G, la definicién
de supremo en esta desigualdad implica |1l < ||My]|. Por el teorema 2.17 se tiene

[My| < lllloe y por tanto || Myl = [|¢]|o-

El siguiente teorema nos dara algunas relaciones entre el espectro, el espectro
puntual y el espectro puntual aproximado de un operador multiplicacién acotado.

Teorema 2.19. Sea 0 < p < o0, llamemos X el espacio HP(G), HE(G) o C.(G)
equipados con || - ||, y sea My, un operador de multiplicacion acotado en X. Entonces

(a) op(My) = (G);
(b) o(My) = 00p(My) = (G).
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Demostracion. Primero probaremos el inciso (a). Sea A € 0,(My), entonces existe
una funcién no cero f tal que ¢ f = My f = Af. Como f # 0 existe un vértice v tal
que f(v) #0y

(¥(v) = A)f(v) =0,

entonces A = ¢(v) y por tanto A € 1(G) probando asi que o,(My) C ¢(G).
Por otra parte, si @ € ¥(G) entonces existe un vértice v tal que 1(v) = a, por tanto

My(X{y) = OX{o}-

Dado que g} € X es distinta de cero se tiene que a € 0,(My), esto prueba que
Y(G) C o,(My), esto junto con la contencién obtenida anteriormente prueba el inciso
(a).

Ahora probaremos el inciso (b). Sea A ¢ 1(G). Dado que el complemento de
(@) es abierto, sabemos que existe > 0 tal que el disco de radio r centrado en A

es un subconjunto de C\ ¥(G), por tanto |¢)(v) — A| > r para todo v € G. Entonces

tenemos que ﬁ es una funciéon acotada y por el teorema 2.17 tenemos que M _1_ es
- a5

un operador acotado en X. Esto junto con el hecho de que paratoda f € X yv e G
se tiene que (MM 1 )f)(®) = f(v) y (M_s_M,y_)f)(v) = f(v) nos permite
concluir que My_» es invertible.

Como M, — Al = M,_,, concluimos que A ¢ o(My) lo cual implica la contencién

o(My) € (G). .

Observe que Y(G) = 0,(My) C 04p(My) C o(My) € ¢(G) si tomamos cerradura
en las contenciones anteriores y utilizando que el espectro y el espectro puntual
aproximado son subconjuntos cerrados de C (ver teoremas 1.6 y 1.7) se tiene o(My,) =

0ap(My) = (G) probando asi el inciso (b). O

El siguiente teorema nos da una condicién necesaria y suficiente para que el
operador de multiplicacion sea compacto en los espacios de Hardy discretos.

Teorema 2.20. Sea X el espacio HP(G) o HE(G), donde 1 < p < oo y sea My :
X — X un operador de multiplicacion acotado en X. Entonces My, es un operador
compacto en X si y solo sip(v) — 0 cuando |v| — oo.

Demostracion. Suponga primero que My, es un operador compacto en X. Por el teo-
rema 1.8 sabemos que el espectro de un operador compacto es un conjunto numerable
con 0 el Unico posible punto limite. Procederemos por contradiccién, suponga que
¥(v) - 0 cuando |v| — oo. Entonces existe € > 0 y una sucesién de vértices {vy}
en G tal que |vg| — oo v [¢(vg)| > € para todo k.
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Observe que la sucesiéon {1 (vg)} no puede ser constante, pues de hecho si esta su-
cesién tomara el mismo valor una infinidad de veces se tiene una contradiccion ya
que si A es el valor que se repite una infinidad de veces entonces A = 1 (v) para
algin v € {v,}. Observe que Myx vy = ¥(V)X{v}, luego X € ker(My — 9(v)) por
tanto x{,) € ker(My — A). Entonces {xu, : ¥(vr) = A} C ker(My, — M)}, por lo que
ker(M, — A) serfa de dimensién infinita lo cual es una contradiccion pues como My,
es compacto ker(M,; — \) es de dimension finita (ver teorema 1.9, parte (c)).

Por tanto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass sabemos que {t(vy)} tiene un pun-
to limite. Como [¢(vy)| > € para todo k se tiene una contradiccién pues 0 es el tnico
posible punto limite. Por tanto ¢(v) — 0 cuando |v| — oc.

Para probar la otra direccién del teorema usaremos el hecho de que el conjunto
de operadores compactos en X es un subespacio cerrado del conjunto de operadores
acotados en X (ver teorema 1.9, parte (b)).

Primero analizaremos el caso cuando ¢ € C.(G), en este caso existe N € N tal
que ¥(v) = 0 para todo |v| > N, por tanto (Myf)(v) = ¢¥(v)f(v) = 0 para todo
|v] > N y para todo f € X. En este caso el rango de M, es un espacio de dimensién
finita, pues ran(My) C span{xy} : |v| < N}, de hecho para f € HP(G) se tiene que
My(f) = Z|U|SN¢)(U)f(v)X{U} esto muestra que My, es un operador compacto (ver
teorema 1.9, parte (a)).

Ahora, sea 1 una funcién arbitraria tal que ¢(v) — 0 cuando |v| — oco. Para
cada n defina {f,} como

Y(v), silv|<n
o {00 sl
0, en otro caso.
Observe que por definicién f, € C.(G) para todo n, por lo probado anteriormente
tendremos también que My, es un operador compacto para todo n, mas aun se tiene
que
1My, = Myl = [[My,—ll = [[fn — ¥l = sup [¢(v)].
|v|>n
Observe entonces que la hipédtesis de que ¢ (v) — 0 cuando |v| — oo implica que
| My, — My|| — 0 cuando n — oo. Entonces My, es el limite de una sucesién
{Mj, } de operadores compactos y por tanto My es compacto en X, terminando asi

la prueba del teorema.
O

Lema 2.21. Sea X el espacio HP(G), Hi(G), donde 1 < p < 0o y sea My : X — X
un operador de multiplicacion acotado en X . Si My es un operador compacto en X,
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entonces para toda sucesion acotada {f,} en X que converja puntualmente a cero se
tiene que ||Y f,]| — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Sea {f,} una sucesién acotada en X que converge puntualmente a
0, probaremos que ||My(f.)|| = ||¢fn]] — 0 cuando n — oo. Procederemos por
contradiccién, supongamos que || My(f,,)|| - 0 cuando n — oo, entonces existe una
subsucesion g, 1= f, v € > 0 tal que || My(g)| > € para todo m. Observe que
{gm} es una sucesién acotada que converge puntualmente a 0 pues {f,} lo es. Dado
que My es un operador compacto y como {g,,} estda acotada entonces existe una
subsucesion {gm, } de {gm} tal que {¢gm, } = {My(gm,)} converge en la norma || - ||,
a una funcién digamos g, luego por 2.12 sabemos que vg,,, converge uniformemente
en conjuntos compactos a g, en particular ¢ g,,, converge a g puntulmente y por tanto
g es la funcién idénticamente cero, teniendo asi que limg_— o0 ||V gm, ||, = llg]l, = 0, es
decir 9 g, converge a cero en la norma || - ||, lo cual es imposible pues || My (gm)|| > €
para todo m lo cual es una contradiccién. Entonces || My (f,,)|| = ||¢ fa]| — 0 cuando
n — oo terminando asi la prueba del teorema. ]

Sea K(X) el conjunto de todos los operadores compactos en X, si A es un ope-
rador acotado en X mencionamos en el teorema 1.10 que

| Al := dist(A, K (X)) = if{||A - L|| : L € K(X)}.

es una norma en el espacio cociente B(X, X)/K(X). Para més informacién consultar
[14, Teorema 4.1].

Teorema 2.22. Sea My, : X — X un operador de multiplicacion acotado en HP(G)
o Hy(G), donde 1 < p < oo. Entonces

[Mylle < lmsup [o(0)

[v[=n

Demostracion. Para cada n € N defina {¢,,} como

%@%:{ww,ah4<m

0, en otro caso.

Observe que para cada n se tiene que ¥, (v) — 0 cuando |v| — oo, pues de
hecho ¢, (v) = 0 para |v| > n. Entonces por el teorema 2.20 tenemos que My, es
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un operador compacto para todo n € N. Por la definicién de la norma || - || vy la
definicién de infimo se tiene

[Mylle = if{|[My - L|| : L € K(X)}
[My — My, |

1% = ¢nllo

sup |¢(v)]

veT

sup |¢(v)],

[v[=n

IN

Tomando limites cuando n — oo de ambos lados en la desigualdad anterior tenemos
que
[Mylle < 1m sup [¢(v)].

X |y|>n
Observe que el limite de la parte derecha en la desigualdad anterior es finito pues ¥
es acotada. Esta desigualdad completa la prueba del teorema. O

Teorema 2.23. Sea X el espacio HP(G) o Hi(G), donde 0 < p < oo y sea M,y :
X — X es un operador de multiplicacion acotado en X. Entonces My, es una
isometria en X si y solo si |(v)| =1 para todo v € G.

Demostracion. Primero suponga que |1)(v)| = 1 para todo v € G. Se tiene que

M,(n, Z (V)P f(v) Z )P | = My(n,f).

Ivl Ivl

P

Tomando supremos de a&mbos lados de la igualdad anterior tenemos que

L llp = Nl = (1M (F)lp

lo cual prueba que M, es una isometria en X.
Ahora suponga que M, es una isometria en X. Dado v € G, considere a la funcién
[ = X{uv}» por hipdtesis tenemos que

My (H)llp = 11 £l

pero observe

M), = (%n|¢<v>f<v>|p); ~ (svor)



y también

S =

1= (=

1

<ﬁ‘w<v>|p>‘“ _ (%>

entonces [1)(v)| = 1 para todo v € G. O

=
S~

por tanto tenemos que

Es importante mencionar que todos los resultados descritos de aqui en adelante
ya no aparecen en el articulo [31] el cual es base de este trabajo. En el articulo [31]
se planteaban la pregunta de si era posible definir un producto interno de tal manera
que H?(G) llegara a ser un espacio de Hilbert. La respuesta a esta pregunta queda
plasmada en el siguiente teorema.

Teorema 2.24. Sea G una grdfica infinita, conexa y localmente finita con raiz,
entonces para p > 1 se tiene que HP(G) no es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Construiremos dos funciones f y ¢ definidas en tal grafica, de tal
manera que no cumpla con la identidad del paralelogramo.
Sea o la raiz de G. Sobre GG definimos a la funcién f como

1, sifv] =0,
V) =
/(@) {0, otro caso.

Por otro lado considere w € G fijo tal que w # o. Definimos sobre G a la funcién
g como

() 1, siv=w,
v) =
g 0, otro caso.

Un simple célculo muestra que para todo p > 1 se tiene que

1
201£17 +2lglly =2+ 2—| z AL+ 1=/ +glp+If - gll.
Y(Jwl))?

Concluimos que HP(G) no puede ser un espacio de Hilbert respecto de la norma
- lp- O

Otra de las preguntas que nos interesaba analizar es si el operador multiplicacién
podia ser hiperciclico en HP((G), la respuesta la presentamos en el siguiente teorema.
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Teorema 2.25. Sea G una grdfica infinita, conexa y localmente finita con raiz o,
para p € (0,00), se tiene que el operador multiplicacion M, actuando en H{(G) no
es hiperciclico.

Demostracion. Probaremos que el espectro puntual del adjunto de M, es no vacio.
Para w € G considere al funcional evaluacién e, definido como e,(f) = f(w),
observe que e, es acotado pues por el lema 2.11 probado anteriormente tenemos que
para toda f € Hf(G)

lew(£)] = ()] < (v([w)#[1 ],

Sea v € Gy g € HE(G), defina A := ¢(v). Observe que

en(Mpg) = eu(pg) = p(v)g(v) = Ag(v) = e,(Ag),

usando esto y aplicando la definicion del adjunto tenemos que

(Meu)(9) = eo(Myg) = ey(Ag) = (Ag)(v) = (Aev)(9),

como esto es cierto para toda g € H(G) concluimos que Me, = Ae, La existencia
de A 1mpllca que el espectro puntl'lal d/e M; es no vacio y por la proposicién 1.15
concluimos que M, no puede ser hiperciclico. O

En el caso clésico del espacio de Hardy (ver apéndice A) los limites de los valores
de una funcién en la frontera del disco unitario existen casi en todas partes. Los
limites de una funcién en HE(G) a lo largo de un fin (camino infinito), forman de
alguna manera los valores en la “frontera”. Una pregunta interesante seria tratar
de ver si se puede definir una frontera en una grafica infinita para después ver si
se cumple algo similar al caso clasico H?(D) . En el articulo [9] P. Cartier define la
frontera de Poisson de una grafica infinita y menciona algunas caracteristicas; mismas
que describe M. Pavone de manera més resumida en el articulo [32]. A continuacién
escribimos las definiciones y propiedades descritas en [32].

Definicién 2.26. Sea ¢ € N y sea T" un arbol con raiz o, donde cada vértice tiene
exactamente ¢ + 1 vecinos. Definimos {2 como el conjunto de todos los caminos
infinitos que comienzan en la raiz o, y para v € T' definimos F(v) C € a el conjunto
de todos los caminos infinitos que comienzan en o y que contienen a v.

Resulta que la topologia generada por los conjuntos E(v) con v € T, hacen de €
un espacio compacto el cual juega el rol de la frontera de T'. Se observa también que
para n un entero fijo positivo hay exactamente (q¢+1)q"~! vértices en T a distancia n
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de la raiz, dada esta observacion, se demuestra que los correspondientes subconjuntos
{E(v) : d(v,0) = n} forman una particién de 2 en subconjuntos compactos abiertos
y se define ademas una medida pu, en €2 la cual asigna el niimero W a cada uno
de los subconjuntos E(v) tales que d(v,0) = n. Se menciona también en este articulo
[32] que p, se extiende a una tnica medida de probabilidad de Borel regular sobre
Q, y el espacio (2, i,) es llamado la frontera de Poisson de T.

En el caso del espacio de Hardy clésico (ver apéndice A), los limites radiales de los
valores de una funcién en la frontera del disco unitario existen casi en todas partes

y eso se plasma en el siguiente teorema.

Teorema 2.27. [30, Corolario 1.1.28] Sea f € HP(D), entonces

lim  f(re')

r—1-
existe para casi todo 6 € [0,2m).

Este resultado se usa fuertemente en la demostracién del siguiente teorema, en el
cual se caracteriza al dual del espacio de Hardy clasico [16].

Teorema 2.28. [16, Teorema 7.3] Para 1 < p < oo, el espacio dual (HP)* es isométri-
camente isomorfo a LP /H?, donde }D + % =1.

Seria interesante saber si en los espacios de Hardy de una grafica infinita sucede
algo similar al teorema 2.28, y por tanto uno de los objetivos que nos propusimos
estudiar en esta tesis es tratar de encontrar al espacio dual de Hf(G), sin embargo
el Unico resultado que encontramos es el ejemplo que mencionamos a continuacion.

Ejemplo 2.29. Sea T un arbol infinito con raiz o, donde cada vértice tiene 3 hijos y
sea f una funcién definida en 7' de tal manera que f(0) = 1y f toma el valor 1 para
dos vértices a distancia 1 de la raiz y el valor 0 para el otro vértice a esta misma
distancia, por convencién nosotros tomaremos al vértice de enmedio.

Teniendo estos valores definidos, pedimos que f tome el valor de cero en todos los
hijos de v siempre que f(v) = 0, y para cada vértice v tal que |[v| > 1y f(par(v)) # 0
pedimos que f tome el valor |v| + 1 para exactamente 2 hijos de v y el valor 0 en el
hijo restante.

La siguiente figura muestra el arbol descrito anteriormente, donde se define a una
funcion f con las caracteristicas descritas.
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Observe que para n € N tenemos

Mi(n,f) = — Y |f@)

Como el limite

p

2 n+1 p
Ifm (5) . n|"+1| — lim (2) ’1+l

es menor que 1, podemos concluir que la siguiente serie converge

> (3) e

n>1

[GVIN )

y por tanto
lim My(n, f) = 0.

n—:aoQ

concluyendo asi que f € Hp(G).
Ahora definamos

C:= {{/Un}nEN : nﬁnoof(vn) = 00}7
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observe que C' es el conjunto de caminos infinitos en 7" sobre los cuales el limite de
la funcién f es infinito.

Como cada vértice tiene tres hijos, etiquetamos a cada hijo empezando de izquierda
a derecha por los numeros 0, 1 y 2 respectivamente. Observe que cualquier camino
infinito de la grafica anterior es una sucesién con valores en {0, 1, 2}.

Noétese que los caminos infinitos correspondientes a sucesiones con valores en {0,2},
corresponden a caminos infinitos {v,} € C, por el argumento de diagonal de cantor
sabemos que hay una cantidad no numerable de estas sucesiones. Entonces C' es un
conjunto no numerable.

Por otro lado, utilizando la definicion 2.26 para el arbol mencionado, si conside-
ramos a (£, 14,) la frontera de Poisson de 7' tenemos en particular que la medida del
conjunto C' se obtiene restandole a la medida de 7" las medidas de los caminos donde
la funcion tiene el valor de cero. Es decir

= 11— _--_- —_ _ - _
o(C) 379 27 81

_ 4 1 2 4 8
N 3 32 33 34
T I
N 3 3 32 33
= 1—1 1+2+ 2 2+ 2 3+
N 3 3 3 3
-1 ()

3\1-2

1
= 1--—=(3)

(3)
= 0.

Observe que con este ejemplo tenemos una grafica infinita, conexa y localmente
finita en donde podemos definir una funcién en Hf(G) de tal manera que el limite
de esta no existe para una cantidad no numerable de fines pero que sin embargo el
conjunto de estos caminos infinitos es un conjunto de medida cero. Podemos concluir
con este ejemplo que no queda descartada la posibilidad de que se pueda obtener un
resultado similar al teorema 2.28, para el caso clasico.
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CAPITULO 3

El operador de desplazamiento hacia
adelante en HP(T') y H{(T)

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar operadores acotados en los espacios
de Hardy definidos anteriormente. Un operador muy conocido en la literatura y para
el cual obtendremos algunos resultados es el operador de desplazamiento hacia ade-
lante. Daremos la definicion de este operador, demostraremos condiciones necesarias
y suficientes para cuando este es acotado, se estudiara el concepto de hiperciclicidad
y el de isometria. Es importante aclarar que en este capitulo estaremos trabajando
sobre arboles infinitos, localmente finitos con raiz y no en graficas en general.

3.1. Definicion y acotabilidad

Enseguida definimos al operador de desplazamiento hacia adelante, definicién
originalmente dada en [19].

Definicién 3.1. Sea T un arbol con raiz y F el conjunto de las funciones definidas
en T con valores en C. Dado f € F definimos al operador de desplazamiento
hacia adelante como

f(par(v)), siw es distinto de la raiz,

0, si v es la raiz.

(5F)(v) := {

Recuerde que en un arbol con raiz o para r € N denotamos como ~y(r, w) al niime-
ro de r-hijos del vértice w. Para n € Ny definimos K (r,n) := max{y(r,w) : |w| = n}
y 7(n) el nimero de vértices que estéan a distancia n de la raiz, observe que v(n) =
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7(n, 0).

Los siguientes dos teoremas nos permiten caracterizar cuando el operador S es aco-
tado en HP(T') y H5(T'), més atin nos dan el valor de la norma en cada uno de estos
espacios.

Teorema 3.2. El operador de desplazamiento hacia adelante es acotado en HP(T')
K(1,n—1)y(n—1)

~) 'n € N} es acotado. Mds aun se tiene que

sty solo si el conjunto {

(K(l,n —y(n— 1))i |

S| =s
R T

Demostracion. Sea f € HP(T). Para todo n > 1 tenemos que

Mi(n.S5f) =~ 3 SN

fwl=n

1 p
) l;n|f(par(w))|

1 p
= ) Z Y(L,w)|f(w)]

A
‘H
=
=
3
|
=
=
£
=

V(TL) |w|=n—1
_ K(l,n—1)v(n—-1) Z )l
v(n) Al -1) =
K(l,n—1)y(n—1)
= MP(n—1,f
v(n) 3 )
Suponga primero que el el conjunto {%}S(n_l) ‘n e N} es acotado y defina
O Sup{K(l,n— 1)y(n — 1)}
n>1 v(n)

Utilizando la desigualdad obtenida anteriormente tenemos que

por tanto para todo n > 1,

Mp(n, Sf) < CIFI.
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Esta desigualdad y dado que MP(0,Sf) = 0 implican que Sf € HP(T), ademas se
tiene que ||Sf|E < C| f][p, por tanto ||Sf[|, < C%||f||p lo cual muestra que S es
acotado en HP(T') y que

15[l < C». (3.1)

Para mostrar la otra implicaciéon del teorema haremos lo siguiente. Considere una
sucesion de vértices {wy, },>0 tal que |w,| =ny que y(1,w,) = K(1,n). Defina a la
funcion f como

o) = {(v(n))z’, Sl v = wy, (3.2)

Observe que para todo n > 0 se tiene

M2(n, f) = ﬁ S @) = ﬁmwn)vﬂ = B =1,

v[=n

por tanto ||f|l, = 1 y en particular f € H?(T).
Por otro lado tenemos que para todo n > 1

M2(n,Sf) = ﬁZKSf)(vnp

lv|=n
1
= — | f(par(v))[”
vm)%;
1 P
N W vecf%nl) |f<par(v))|
B ﬁv(la wn—1)|f(wn—1)|p
— %EK@n—DMM—DHP
K(Ln—1)y(n—-1)

v(n)
Sacando raiz p-ésima en la igualdad anterior se tiene

K(1,n—1)y(n —1)\»
)

v(n

My00,57) = (
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Observe que si el conjunto {%

cumplird que {M,(n,Sf) :n € N} no es acotado, luego sup,,cy, M,(n, Sf) no exis-
te. Entonces Sf ¢ HP(T') lo cual prueba que S no es acotado y entonces quedan
demostradas las dos implicaciones del teorema.

Ahora calcularemos la norma del operador S. Suponga S acotado en HP(T).
Entonces se tiene que el siguiente supremo existe

K(l,n—1)y(n—1) }
v(n) '

:neN } no es acotado entonces también se

C = sup{

n>1

Tomemos f como en la expresién (3.2). Como ||f]|, = 1 y ademds ||Sf]|, = Cr
entonces ||S|| > C ». Este resultado y el obtenido en la ecuacién (3.1) implican que

IS = C» = sup <K(1,n—7(173)7(n— 1))17.

]

Teorema 3.3. El operador de desplazamiento hacia adelante es acotado en Hp(T)

K(1,n—1)y(n—1)

sty solo si el conjunto { ‘n e N} es acotado. Mds ain se tiene que

¥(n)
1
K(l,n—1)y(n—-1)\~
||S||=sup( (L= Dyl >) |
n>1 v(n)
Demostracion. Para cada n > 1 defina la sucesion a,, := Kn=Uy(n=1) pary probar

¥(n)
el teorema suponga primero que el conjunto {a, : n € N} es acotado y defina

C :=sup,>{an}.

En el teorema anterior ya demostramos que S es acotado en HP(T'), para demostrar
que S es acotado en HA(T') basta mostrar que si f € Hf(T') entonces Sf € HA(T).
Sea f € H{(T), como en particular f € HP(T') en la prueba del teorema anterior
mostramos que para n > 1

tomando limites cuando n — oo en esta desigualdad es claro que como f € H5(T)
entonces Sf € Hf(T) probando que S es acotado en H5(T') y también se tiene que

1] < C». (3.3)
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Para mostrar la otra implicacion del teorema probaremos la contrapositiva, es
decir probaremos que si {a, : n € N} no es acotado entonces el operador de despla-
zamiento hacia adelante S no manda todos los elementos de Hf(7') en H{(7') y por
tanto S no es acotado en H{(T).

Suponga entonces que a, no es acotada, entonces sabemos que existe una subsuce-
sién a,, tal que a,, — o0o. Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una
funcién f € HE(T) pero tal que Sf ¢ HE(T).

Defina a la sucesién {¢,} como

{—, si n = ny, para algun k,
Cp 1= ] "k
0, en otro caso.
observe que ¢, — 0 cuando n — oo.

Por otro lado considere una sucesién de vértices {wy, },>0 tal que |w,| = n y tal
que (1, w,) = K(1,n). Defina a la funcién f como

1, si v es la raiz,
1 .
f) =S (capv(n))?, siv=wy,
0, en otro caso.

observe que para todo n > 1 se tiene

Mo ) = S5 2 WO = Sl = Sl Y =

[v]=n

entonces como ¢, —» 0 se tiene que f € Hy(T).
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Por otro lado tenemos que para todo n > 1

M¥(n,Sf) = Z |(Sf)(v
|v\
1
= — > |f(par(v))]”
v(n) =
1
= — |f(wn—1)|p
PY(n) UECP%n—l)
_ ﬁm,wnl)wwm)\p
- ﬁ[((l,n —1)|feay(n — V]3|
_ K(l,n—1)y(n—1)
) v(n) "

Observe que

1, sin =ng para algin k,
anCp 1=
0, en otro caso,

luego como la subsucesion a,,, c,, = 1 para todo k, esto implica que el siguiente limite
no es igual a cero
lim My(n,Sf) = lim a,c,
n—-oo o0

n—

y por tanto concluimos que Sf ¢ HE(T). Entonces S no es acotado en H5(T') pro-
bando asi las dos implicaciones del teorema.

Ahora calcularemos la norma del operador S. Suponga S acotado en HE(T),
considere una sucesién de vértices {wy, },>1 tal que |w,| = n y tal que y(1,w,) =
K(1,n). Defina a la siguiente sucesién de funciones { fi}r>1 donde

1, si v es la raiz,
fr(v) == (v(n))%, siv=w,y1l<n<k,
0, en otro caso.

Sea k > 1 fijo, observe que para todo 1 < n < k se tiene

ME(n, fr) = Zlfk WP = —— | fulwa)? =1,

( )
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para n > k se tiene Mg(n, frx) = 0y como M;’(O,fk) — 1 entonces f, € HY(T) y
| fxll, = 1 para todo k > 1.
Por otro lado para todo 1 <n < k4 1 tenemos que

ﬁ S (SF) )P

|v|=n

1
— | fe(par(v))[”
7(n) Z:n

1
_ |fk(wn—1)|p
¥(n) Uecl%nl)
%mu,wn_lﬂf(wn-ﬂl”
K(1,n—1)y(n —1)

Y

v(n)

para n > k + 1 se tiene MP(n,Sfi) = 0y como MP(0,Sf,) = 0, se sigue

15 fellp

sup MP(n, Sf)

n€Np
sup  M?2(n, Sfy)
1<n<k+1

K(ln-1 —1
wp K= Dy =)
1<n<k+1 v(n)

entonces para todo k£ > 1 se cumple

151 = sup{[SFllp: £ €Ty, fllp =13 2 1S Felly =

)

K(l,n—1)y(n—1)

sup (
1<n<k+1

tomando limites cuando & — oo tenemos que

151 = sup

n>1

(

AL

K(l,n—1)y(n—-1)
)

v(n

Esta desigualdad junto con la ecuacién (3.3) implican

como se queria.

IS = sup

n>1

(

D=

K(1,n—1)y(n — 1))
()
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En los siguientes dos ejemplos mostramos a un arbol donde el operador S no es
acotado y otro arbol donde si es acotado.

Ejemplo 3.4. Sea T el arbol con raiz que se construye como: la raiz tendra dos
hijos, teniendo a estos dos vértices, el siguiente proceso de construccion se aplicara
de forma consecutiva; para el primer vértice v que estd mds hacia la izquierda le
pediremos que tenga |v| 4 1 hijos y los demds vértices tendran un solo hijo. Entonces
el operador S no es acotado en los espacios HP(T') y Hi(T).

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
arbol descrito en este ejemplo.

Para mostrar que el operador S no es acotado en HP(T') y HE(T) utilizaremos los
teoremas 3.2 y 3.3. Mostraremos que el conjunto

{K<17n;(172;<n_1> :neN}

no es acotado.

Sean € N, recuerde que en un érbol con raiz o para r € N denotamos como 7(r, w)
al nimero de r-hijos del vértice w. Para n € Ny definimos K (r,n) := méax{y(r,w) :
|lw| =n}y v(n) el nimero de vértices que estan a distancia n de la raiz, observe que
v(n) =~(n, o).

Observe que K(1,n—1)=n+1y que

1 2 2
7(n):n(nJr )+1:n +n+ ’
2 2
por tanto
Kln—-1y(n—-1)  n’+n+2
v(n) on24n+2
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entonces

K(l,n—1 -1

o KLn=Dsn=1) _

n—o0 y(n)
por tanto el conjunto

K(l,n—1 -1
LR !
v(n)

no es acotado. Esto prueba que el operador S no es acotado. O

Ejemplo 3.5. Sea T el arbol con raiz tal que cada vértice v (incluyendo a la raiz)
tiene exactamente |v| 4+ 1 hijos. Entonces el operador S es acotado en los espacios
HP(T) y Hi(T'), mas aun se tiene que ||S|| = 1.

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
arbol descrito en este ejemplo.

Para mostrar que el operdor S es acotado en HP(T) y HE(T') utilizaremos a los
teoremas 3.2 y 3.3. Mostraremos que el conjunto

{K(l,n;(ln))y(n—l) :neN}

es acotado.
Sean € N, Observe que K(1,n—1)=n+1yquey(n)=1-2---n-(n+1), por
tanto

K(ln—-1)yn-1)  (n+1)(1-2---n
~(n) o 1-2--on-(n+1)
= 1.
por tanto el conjunto
Kl1ln-1 —1
{ (I,n—1)y(n LneN}
v(n)
es acotado. Por los teoremas 3.2 y 3.3 se tiene que el operador S es acotado y ademas
IS = 1. O
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3.2. Isometria

Otro de los conceptos estudiados en analisis es el concepto de isometria. Un mapeo
T de un espacio lineal normado (X || - || x) a un espacio lineal normado (Y, || - ||y) se
dice que es una isometria si || Tx||y = ||z||x para todo z € X.

Los siguientes teoremas nos dan ejemplos de arboles donde el operador de des-
plazamiento hacia adelante es una isometria.

Teorema 3.6. Sea T un darbol con raiz donde cada vértice tiene exactamente q hijos
y S el operador de desplazamiento hacia adelante en HP(T), donde 1 < p < oo.
Entonces S es una isometria.

Demostracion. Observe que como cada vértice tiene exactamente ¢ hijos, en au-
tomatico S es acotado. En la siguiente figura se muestra un arbol donde cada vértice
tiene exactamente dos hijos.

Sea f una funcién en HP(T). Observe que M, (0, f) = M,(1,Sf) y que M,(0,Sf) =0,
ademas para n > 1 se tiene lo siguiente

M2(n,f) = %H)anp

lv|=n

1 p
= a > )P,

|v|=n

y por otro lado, dado que cada vértice v con |v| = n es padre de ¢ elementos del
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conjunto de vértices {v : |[v| =n + 1}, entonces

MPn+1,5f) = ﬁw%'“”(”)'p

= ——— > |f(par(v))]

’)/(77, - 1) |v|=n+1

- q,}H S alf )l

[v|=n

- qinz F)P

lvl=n

= MZ(n, ).

Entonces para todo n > 0 hemos mostrado que M,(n, f) = M,(n+ 1,Sf) y como
M,(0,Sf) = 0 concluimos que
£l = 1S f1lp

y por tanto S es una isometria. ]

Teorema 3.7. Sea {s, }nen una sucesion acotada de nimeros naturales y sea T un
darbol con raiz y tal que y(1,v) = Sjy|41 para todo vértice v de T y S el operador
de desplazamiento hacia adelante HP(T), donde 1 < p < oo. Entonces S es una
1sometria.

Demostracion. Primero, observe que para todo n € N se tiene lo siguiente v(n) =
$182 -8,y K(1,n — 1) := méx{y(1l,w) : |[w| =n — 1} = s,. Entonces tenemos
K(,n—1)y(n—1) 5,518 8p_1
~v(n) S189 - -+ Sp

y por tanto el operador S es acotado.

En la siguiente figura se muestra un arbol donde cada vértice tiene exactamente
tres vecinos. Observe que dicho drbol es un ejemplo de este teorema con la sucesion
{3,2,2,2,2,2,2,---}.

) Y Y = Y

=1,
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Mostraremos que S es una isometria. Sea f una funcién en HP(7T"). Observe primero
que M,(0, f) = My(1,Sf) y que My(0,Sf) = 0. Ademas para n > 1 se tiene lo
siguiente

MP(n, f) = —Z|f(v>|”
= i Z|f

y por otro lado, dado que cada vértice v con |v| = n es padre de s,.1 elementos del
conjunto de vértices {v : |[v| = n + 1}, tenemos que

MY+ 1.5)) = s 3 ISl
|v|=n+1

1
T 15y Sii1 Z Sn1]f(V)[?

*Sn+1 lol=n

- ﬁva)p

Sn+1 lo]=n

- Z 7(0)
51892 Sn ol=n

= Mj(n, f)

Entonces para todo n > 0 se tiene M,(n, f) = M,(n+1,Sf) y como M,(0,Sf) =0
concluimos que

11l = IS5 F 1l

y por tanto S es una isometria. O]

3.3. El operador S no es hiperciclico.

Al igual que con el operador multiplicacién, nos preguntamos si el operador de
desplazamiento hacia adelante podria ser hiperciclico y llegamos al siguiente resulta-
do. Observe que el concepto de hiperciclicidad solo tiene sentido estudiarlo en H (7')
el cual es un espacio separable a diferencia de HP(T") que no es separable.

Teorema 3.8. Sea T' un darbol con raiz o y S el operador de desplazamiento hacia
adelante. Supongamos que S es acotado en Hy(T'), donde 1 < p < oco. Entonces S
no es hiperciclico en Hy(T).
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Demostracion. Procederemos por contradiccion. Suponga que S es hiperciclico, en-

tonces existe f € HE(T) tal que Orb(S, f) = H(T'). Sea g € HY(T') tal que g(o) # 0.
Como la érbita de f bajo S es densa en X entonces existe una sucesion n, € N tal
que S™(f) — g.

Sea € > 0 sabemos entonces que existe N € N tal que [|[S™ f — g||, < € para to-
do k > N, luego por la manera en que se define a la norma | - ||, tenemos que
M, (r,S™ f — g) < € para todo k > N y todo r € Ny, en particular para toda k > N
se tiene

e > M,(0,5™f —g)
= [(S"f —g)(o)]
= [(S™f)(0) — g(0)]
= [g(o)l,

luego como € es arbitrario concluimos que g(o) = 0, lo cual es una contradiccion.
Entonces S no puede ser hiperciclico en H(T). O

Otro de los objetivos que nos habiamos propuesto para este trabajo era calcular
el espectro del operador .S, sin embargo por limitaciones de tiempo ya no fue posible
atacar este problema y lo dejamos para un trabajo futuro.
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CAPITULO 4

El operador de desplazamiento hacia
atras en HP(T) y Hy(T)

Otro de los operadores que aparece en la literatura y el iltimo que estudiaremos en
estos espacios de Hardy, es el operador de desplazamiento hacia atrés, la definicién de
este se da originalmente en [29]. Daremos condiciones necesarias y suficientes para que
sea acotado, condiciones necesarias y suficientes para decidir cuando es hiperciclico y
finalmente mostraremos algunos resultados sobre su espectro. Es importante aclarar
que asi como en el capitulo anterior, en este también estaremos trabajando solo sobre
arboles infinitos, localmente finitos con raiz, y no en graficas en general.

4.1. Definicion y acotabilidad

Definicién 4.1. Sea T un arbol con raiz y F el conjunto de las funciones definidas
enT. Dado f € F definimos al operador de desplazamiento hacia atrds como

(BAw) = > flw)

weChi(v)

Recuerde que en un arbol con raiz o para r € N denotamos como ~y(r, w) al niime-
ro de r-hijos del vértice w. Para n € Ny definimos K (r,n) := max{y(r,w) : |w| = n}
y a y(n) como el nimero de vértices que estan a distancia n de la raiz. Observe que
2(n) = 1(n,0).
Los siguientes dos teoremas nos permiten caracterizar cuando el operador B es aco-
tado en HP(T) y HE(T), més atin nos dan el valor de la norma en cada uno de
estos espacios. En este capitulo se estarda haciendo uso en distintas ocasiones de la
desigualdad de Jensen (Teorema 1.11).
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Teorema 4.2. para p > 1, el operador de desplazamiento hacia atrds es acotado
(K(lan))i’;v(nﬂ)
¥(n

|B] = sup (<K <1=n>ip(; )7(n+ 1))5

Demostracion. Sea f € HP. Para todo n > 0 tenemos que

en HP(T') si y solo si el conjunto { ‘n e NO} es acotado. Mads aun se

tiene que

M0, Bf) = —— S (B W)
y(n)

[wl=n
»

- LYY fw

|w|=n |veChi(w)
p

L5 Y i)

|lw|=n \ veChi(w)

IA

IN

(1, w)P~! Z |f(v)|P (por la desigualdad de Jensen)

|lw|=n v€Chi(w)

)F Tyt 1) P
TR
)

_ )pfl'Y(n + l)Mp(n +1 f)

IN

(K(1,n))P~ 1 (n+1)
v(n)

Suponga primero que el conjunto { 'n € No} es acotado y defina

C := sup
n€Ng

(s ),

Utilizando la desigualdad obtenida anteriormente tenemos que

(K(1,n))" " y(n+1)

Mp(n,Bf) < e

MP(n+1,f) < CMf(n+ 1, f).

Por tanto para todo n > 0,

M2(n, BF) < C| £
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Esta desigualdad implica que Bf € HP(T'), ademas se tiene que ||Bf[F < C||f]2,
por tanto

1Bl < Cllf1p,

lo cual muestra que B es acotado en HP(T') y ademas
1
1B, < Cr. (4.1)
Para mostrar la otra implicacién del teorema haremos lo siguiente. Considere una

sucesion de vértices {wy, }n>0 tal que |w,| =n y que y(1,w,) = K(1,n). Defina a la
funciéon f como

1, si v es la raiz,
1
fv) = 1) )" s v € Chi(w,_;) para algin n > 1, (4.2)
K(1,n-1)
0, en otro caso.

Observe que MP(0, f) = 1y para todo n > 1 se tiene

MP(n, f) = %anp
|v|=n

- % S )

)

v v€Chi(wp_1)
 K(Ln-1) v(n) N[
) ‘(K(l,n—n)

por tanto || f||, = 1 y en particular f € HP(T'). Por otro lado tenemos que para todo
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1
MP(n,Bf) = ——= » |(Bf)(v)]
v(n) %n
1 p ues v siy solo siv=w
= W\Bf(wn)l (pues Bf(v) # 0 si y sol n)
1
= — f(v)
v(n) UE(%(:W)
1 v+ 1)\ 7|
~ ) ”“’w")(m,n))
N TR
= S |* >(K<1,n>)
(K(1,n))P'y(n + 0}

v(n)

Sacando raiz p-ésima en la desigualdad anterior se tiene que

(K (L) y(n + 1>)i

o5 = (T

(E(1n)P~1y(n+1)
v(n)

bién se cumplird que el conjunto {M,(n, Bf):n € Ny} no es acotado y por tanto

sup,en, Mp(n, Bf) no existe. Entonces Bf ¢ HP(T'). Esto muestra que B no es aco-

tado y entonces quedan demostradas las dos implicaciones del teorema.

Observe que si el conjunto { 'n e NO} no es acotado entonces tam-

Ahora calcularemos la norma del operador B. Suponga B acotado en HP(T).
Entonces se tiene que el siguiente supremo existe

{(K(Ln)ip(nl)v(n ol

C := sup

n€eNy

Tomemos f como en la expresién (4.2), como || f||, = 1 y ademés || Bf|, = C%, se
tiene entonces que

IB|| > C,
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este resultado junto con la ecuacién (4.1) implican

|B|| = Cr = :;5 ((K(l,n)f)yp(;)v(n + 1))p |

demostrando asi el teorema. [
Teorema 4.3. Para p > 1, el operador de desplazamiento hacia atras B es acotado

(K(1,n))P~y(n+1)
v(n)

|B] = sup (<K<1=n% )7(n+ 1))5

Demostracion. Para cadan > 0 defina la sucesién a,, :=

en HY(T') si y solo si el conjunto { ‘n e NO} es acotado. Mads aun se

tiene que

(EK(n,1))P~1y(n+1)
] ) v(n)
el teorema suponga primero que el conjunto {a, : n € Ny} es acotado y defina

C := sup,ey,{@n}. En el teorema anterior ya demostramos que B es acotado en
HP(T), para demostrar que B es acotado en H (7)) basta mostrar que si f € H5(T)
entonces Bf € H{(T).

Sea f € H(T). Como en particular f € HP(T) en la prueba del teorema anterior
mostramos que para n > 0

(K(n,1))P"'y(n+1)
v(n)

. Para probar

Mp(n,Bf) < Mp(n+1, f) < CMj(n+1, f),
si tomamos limites cuando n — oo en esta desigualdad es claro que como f € HE(T)
entonces Bf € HE(T') probando que B es acotado en Hf(T') y también se tiene que

|B|| < C*. (4.3)

Para mostrar la otra implicacion del teorema probaremos que si a,, no es acotada
entonces el operador de desplazamiento hacia atrds no es acotado en Hf(T).
Suponga que a, no es acotada, entonces sabemos que existe una subsucesién a,,
tal que a,, — oo. Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una funcién
f € HL(T) pero tal que Bf ¢ HE(T).

Para cada n > 0 defina

ank

——  sin =mng para algin k,
Cp 1=
0, en otro caso,

observe que ¢, — 0 cuando n — oo.
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Considere una sucesién de vértices {wy, },>o tal que |w,| = n y que v(1,w,) =
K(1,n). Defina a la funcién f como

1, si v es la raiz
1
f(v) = (Icgl(—llgg))) " siv € Chi(w,_,) para algin n > 1,
0, en otro caso.

Observe que para todo n > 1 se tiene

Mo f) — ﬁlmuw
_ ﬁveobl(wn_l)va
_ 7(1,”)7(1,%1) <z§€1_,13(—n)1>>pp
= K- 1) ()

entonces como ¢, —» 0 se tiene que f € Hy(T).
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Por otro lado tenemos que para todo n > 1

M?(n,Bf) = S BH)P

v |v|=n |weChi(v)
p
1
= W ve(%ﬂ)n)f(v)
_ 2 err(n+ 1)\ 7|
= s e (R )

Observe que
1, sin =mng para algun k,
ApCp 1=
0, en otro caso,

Por tanto el siguiente limite no es igual a cero (si es que existe)

lim My(n,Bf) = lim a,c,
n——aoo n—ao0
y por tanto Bf ¢ Hf(T'). Entonces B no es acotado, probando asf las dos implica-
ciones del teorema.
Ahora calcularemos la norma del operador B. Suponga B acotado en Hf(T'),
considere una sucesién de vértices {wy, }n>o tal que |w,| = ny que y(1,w,) = K(1,n).
Defina a la siguiente sucesién de funciones { fx }x>1 en Hf(7") donde

1, si v es la raiz,
1
Je(v) == <K(Y(:)—1)> " siveChi(w,1)y1<n<k,
0, en otro caso.
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Sea k > 1 fijo, observe que para todo 1 < n < k se tiene

P(n, — L )P
1
(

) Z | fr(v)[P

vEChi(wp—1)
_ KLn-1|( 20
B v(n) ‘(K(Ln_l))

= 1.

p

=

Para n > k se tiene MP(n, fr) = 0 y como MP(0, f) = 1 entonces ||f;[|, = 1 para
todo k£ > 1.
Por otro lado para todo 0 < n < k — 1 tenemos que

M2(n, Bfy) = ﬁZI(Bfk)(v)lp
|v|=n

= %](Bfk)(wn)]p (pues (B fx)(v) # 0 si y solo si v = wy,)

NN

vEChi(wn)

= S [ (%)

1

(n
1 . v(n+1) o]
= S <0 (R
(K(1,n))P'y(n+1)
v(n) '

2

p

)

p

Observe que para n > k — 1 se tiene Mg(n, Bfy) = 0, se sigue entonces que

I1Bfell; = sup My(n, Bf)

neNp

= sup Mp(n,Bf)

0<n<k—1
p—1
— s (K(1,n))P'y(n+1)
0<n<k—1 v(n)

Y
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entonces para todo k > 1 se tiene que

IBIl = sup{[|Bfllp : f € H'(T), [Ifll, =1} = [[Bfill, = sup

0<n<k—1

(@ﬂLmVAWn+w>{

(n)
tomando limites cuando £ — oo tenemos que

((K(l,n)i’;:)v(wr 1))

hSAl

| B]| > sup
n>0

Esta desigualdad junto con la ecuacién (4.3) implican

((K(l, n)ip(nl)v(n + 1))

B =

I1B| = sup

n>0
como se queria. O

En la seccion 4.3 daremos ejemplos de arboles donde el operador B es acotado.
En el siguiente ejemplo que de hecho coincide con el arbol del ejemplo 3.5, se tiene
que el operador B no es acotado.

Ejemplo 4.4. Sea T el arbol con raiz tal que cada vértice v (incluyendo a la raiz)
tiene exactamente |v| + 1 hijos. Entonces, para p > 1 el operador B no es acotado
en los espacios HP(T") y H{ (7).

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
arbol descrito en este ejemplo.

Para mostrar que el operador B no es acotado en HP(T') y Hf(T) utilizaremos los
teoremas 4.2 y 4.3. Mostraremos que el conjunto

{qumﬁ;%n+U;neNq
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no es acotado.

Para n € Ny, recuerde que en un arbol con raiz o para r € N denotamos co-
mo (r,w) al nimero de r-hijos del vértice w. Para n € Ny definimos K(r,n) :=
max{y(r,w) : |{w| = n} y y(n) el nimero de vértices que estdn a distancia n de la
raiz, observe que y(n) = vy(n, o).

Sea n € Ny, observe que K(1,n) =n+2yquey(n)=1-2---n-(n+1), por
tanto

(K(1,n))P ty(n+1) _ m+2Pt1-2---n-(n+1) (n+2))
~(n) 1-2---n-(n+1)
= n+2P 1 n+2)
— 2y

Como

concluimos que el conjunto

{uaLmZ;%n+U;neNﬁ

no es acotado. Por los teoremas 3.2 y 3.3 se tiene que el operador S no es acotado. [

En el resto del trabajo, aun cuando no se diga estaremos suponiendo que p > 1.

Observe que si el operador B es acotado en el espacio de Hardy o en el espacio
de Hardy pequeno, se cumplird que cualquier potencia de este operador también lo
sera. Nos sera util mas adelante calcular el valor de su norma. El siguiente teorema
nos dice cudl es el valor de la norma de potencias del operador B, resultado que
ocuparemos en la seccién donde hablaremos de su espectro.

Teorema 4.5. Sea B el operador de desplazamiento hacia atrds acotado en HP(T)
y sea j > 2 un nimero natural. Entonces la norma del operador B’ es

1B = sup (<K (j7”)2;(;)v(n + j)) 3

Demostracion. Sea j > 2 un numero natural. Ya mencionamos que como B es aco-
tado en HP(T") entonces el operador B? también es acotado. Calcularemos su norma.
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v(n) ' 0
guiente manera. Considere una sucesion de vértices {wy, }»>o tal que |w,| =ny que

~v(j,w,) = K(j,n). Defina a la funcién f como

Primero probaremos que el conjunto { } es acotado de la si-

1, si|v| < g,
1
f(v) = (K(}fslj)> ", siv e Chi’(w,_;) para algin n > j, (4.4)
0, en otro caso,

observe que MP(n, f) =1 para todo n < j y que para todo n > j se tiene
D JYy

Mi(n,f) = — Y |f()
v(n)

1
(n
lv|=n

1 P
= S UEChi]Z(wn_j) | f(v)]

v(n)

1P

(#on )

por tanto || f||, = 1 y en particular f € HP(T'). Por otro lado tenemos que para todo
n >0

=1

J

M Bf) = —— S (B )
v(n)

[v[=n

- ﬁ\(ij)(wn)!P (pues (B’ f)(v) # 0 si y solo si v = w,)

- = T o

v€Chi (wy,)

- st () |

e ()Y
ey K”’>(Kom>)
(K, n)P"y(n + )
v(n)

p

=2
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Sacando raiz p-ésima en la desigualdad anterior se tiene que

(K(j,n))"y(n +j>)i
v(n) '

My 5') = (

Observe que como B’ es acotado entonces el conjunto {(K(j ”)5;;; b)) gy € No} es

{ (K (j,m)" " y(n +j) }
7(n)
Por otro lado, observe que dada f € HP. Para todo n > 0 tenemos que

M) = = 3 B
lw|=n

1
:WZ Z f(v)

|w|=n |veChi (w)

=2 | X 1w

|lwl=n \veChi’ (w)

acotado. Defina

C := sup
n€eNg

IA

v, w)P~t Z |f(w)P (por la desigualdad de Jensen)
lw|=n veChi’ (w)

)P~ y(n+ ) »
) 2 M
_ )Py +5) n4+q
- 'y(n) Mp ( +7, f)

Esta desigualdad implica que

IN
‘H
(]

IA

lv[=n+j

w3 ) < KGR0 +)

() Mp(n+j, f) < CMp(n+j, f).

Por tanto para todo n > 0,
My (n, B'f) < C|Ifl}-
Entonces se tiene que ||Bf[[F < C||f[[, por tanto

1B £l < C7[| £l
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lo cual muestra que

IBI|| < C7. (4.5)

Tomemos f como en la expresion (4.4). Como || f|l, = 1 y ademas | B f]|, = C%,
se tiene entonces que

|B|| > C,

esto resultado junto con la ecuacién (4.5) implican

<u«$mw*wn+ﬁ){

Bi||=Cv = sup
|15 o

n€Np

demostrando asi el teorema. O]

Teorema 4.6. Sea B el operador de desplazamiento hacia atrds acotado en HE(T)
y sea j > 2 un nimero natural. Entonces la norma del operador B7 es

Hmuzﬁm(u«mmv*Wn+ﬁ)é

n>0 v(n)

Demostracion. Sea j > 2 un nimero natural, asi como en el teorema anterior observe
que si B es acotado en HE(T') entonces también lo serd B’. Calcularemos la norma

de este. I '
Para cada n > 0 defina la sucesién a,, := (K(J’")ﬁn)ﬂ"ﬂ

junto {a, : n € Ny} es acotado. Procederemos por contradiccion. Si {a, : n € Ny}
no es acotado, entonces sabemos que existe una subsucesién a,, tal que a,, — 00.

Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una funcién f € H5(T') pero tal
que B’ f ¢ Hb(T). Para cada n > 0 defina

). Mostraremos que el con-

1 Co .
. {;k, si n = ny para algun k,
=

0, en otro caso,
observe que ¢, — 0 cuando n — oo.

Considere una sucesién de vértices {w, },>0 tal que |w,| = n y que v(j,w,) =
K(j,n). Defina a la funcién f como

1, si ] < g
1
f(v) = (?@]3@)) ", siv e Chi’(w,_;) para algin n > j,
0, en otro caso.
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Observe que para todo n > j se tiene

n

- = X lwr
vEChY (wp_ ;)
Cn—jy(n)

)

Mf(“af) = (LZ

)

RS

= %7(]7 wn—j)

p

=

1 . .
= WK(J,H—J)

entonces como ¢, —» 0 se tiene que f € Hi(T).
Por otro lado tenemos que para todo n > 0

MP(n,Bf) = Z| B f) (v
I\—

=%)z > fw)

[v|=n |weChi’ (v)
p

- = T s

vECY (wh,)

= G <Cn7(@+j)>’1’

p

K(j,n)

1 - cny(n+7)
= 00 ()
(K (j,n)P~ty(n + j)

- n

v(n)

p

3=

= A,Cp.

Observe que

1, sin = ng para algin k,
anCp =
0, en otro caso,
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por lo tanto el siguiente limite no es cero (si es que existe)

lim M,(n,B’f) = lim a,c,
n—-aoo n—ao0
y por tanto B f ¢ HE(T). Entonces B’ no serfa acotado lo cual es una contradiccion,
por tanto {a, : n € No} es acotado. Defina C' := sup,,cy,{an}-
Para toda f € H{(T) se tiene que en particular f € HP(T), en la prueba del
teorema anterior mostramos que para n > 0

(K, n)P~ v (n + j)

Mp(n, B’ f) < My (n+j, ),
g (1) g
por lo que
. 1
1B’ < C. (4.6)
Ahora, considere una sucesién de vértices {wy}n,>0 tal que |w,| = n y que

v(j,w,) = K(j,n). Defina a la siguiente sucesién de funciones { fi }r>1 donde

1, si o] <,
1
Je(v) = (K(Z’Eﬁj))p , sive Chi’'(w,—;) yj<n<k,
0, en otro caso.

Sea k > 1 fijo. Observe que para todo n < j tenemos Mg(n, fr) = 1, para todo
7 <n <k se cumple

M, fi) = —— 3 o)

v(n) o=

1 P
= Wﬂg@%ﬂw)m(@)\
CKGn-)|( v Ve[
B v(n) (K(J}n—j)>

= 1,

y para n > k se tiene MP(n, f) = 0, entonces || fx||, = 1 para todo k > 1.
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Por otro lado dado k fijo, para todo 0 < n < k — j tenemos que

MP(n, Bif) = ;%5§jquwww

[v[=n

%’(ijk)(wnﬂp (pues (B f3,)(v) # 0 si y solo si v = wy,)

vEChY (w,)

- s o (5

(K (j,n)"y(n +1)
v(n)
y que para n > k — j se tiene Mg(n, B f;,) = 0. Se sigue entonces que

1B filly, = sup Mp(n, B’ fi)

n€eNy

= sup MP(n, B fy)

0<n<k—j
K . pfl .
_ g KGR +])
0<n<k—j v(n)

entonces para todo k > 1 se tiene que

~—

p

2

p

RS

)

p

Y

Y

u«mmv*wn+ﬁ)i

1B = 1B full, o

0<n<k—j
tomando limites cuando k — oo tenemos que

u«mmv*wn+ﬁ)é
y(n) '

HBuzam(
n>0

Esta desigualdad junto con la ecuacion (4.6) implican
1
(K n)Py(n + J)) v
7(n) ’
como se queria. O

HBW=&m(

n>0
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4.2. Hiperciclicidad

En los capitulos anteriores nos preguntamos si el operador multiplicacion y el
operador de desplazamiento hacia adelante podrian ser hiperciclicos en Hf(T'). En
esta seccion hacemos la misma pregunta para el operador de desplazamiento hacia
atras B. Recuerde que para los dos primeros se obtuvo que estos no pueden ser
hiperciclicos, sin embargo para el operador B encontraremos condiciones necesarias
y suficientes para cuando este si es hiperciclico en el espacio H5(T), resultado que se
plasma en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Sea T un arbol con raiz y B el operador de desplazamiento hacia atrds.
Supongamos que {y(n)}nen, €s no decreciente y B es acotado en Hy(T'). Entonces
B es hiperciclico si y solo si existe una sucesion creciente de enteros positivos {ny}
tal que para todo n € N
i ()
fm

_ Y,
k—so0 y(n + nk)

Demostracion. Primero suponga que existe una sucesion creciente de enteros positi-
vos {ny} tal que para todo n € N se cumple limy_,, V(Zﬁk) = 0. Mostraremos que
el operador B es hiperciclico verificando que se satisfacen todas las condiciones del
criterio de hiperciclicidad descritas en el teorema 1.14.

Defina a X como el conjunto X := {g € T, : g es de soporte finito}. Ya mostramos
en el lema 2.8 que X es un conjunto denso de Hf(T). Sea n € N, es facil ver que
para toda f € Hi(T) y u € T, se tiene

(B")w)= > fv).

vEChi™ (u)

(1) Como g es de soporte finito, sabemos que existe N € N tal que g(v) = 0 para
todo vértice v con |v| > N. Ademas tenemos que si v € Chi(u) entonces |v| = |u| +1
y por tanto para v € Chi"(u) se tiene |v| = |u| + n. Entonces para todo vértice v, si
n > Ny v € Chi"(u) entonces g(v) = 0. Se sigue que (B"g)(v) = 0 para todo vértice
v siempre que n > N. Entonces la funcién B"g es idénticamente cero si n > N lo
cual implica que B™ g — 0 para toda g € X, cuando k — oo.

(2) Dada g € X y n € N, defina la funcién T,,¢g con valores en los complejos como

1 (par™(v)), sive V™,

T.q)(v) == 4 Toar@m Y
(Tn9)() {0, sivg V)

donde V™ denota al conjunto de vértices que tienen n-ancestros.
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Sean € N yseam € Ny. Es facil darse cuenta que si m < n se tiene que
M,(m,T,g) = 0. Por otro lado, si m > n entonces se tiene

1
MP(m,T,g) = —— T.9)(v)P
p( ) o) En'( )(v)]
1 1 -
= g(par™ (v
T 2= gt my 1)
= Y i)
A(m) | & Gl ST
1 1
= — g(v)|?
S 2 Gy )
Observe que entonces
ITualy = (5w 2,00.59) )" = (sup My (. 7))
y por tanto
ITaglly = sup —— 37 g0l
A lm) 2 Gl
Por otro lado como «y(v,n) > 1 entonces tenemos
1 1 1
- a0l < 0) [P
Ay 2 Gl 0O S Sy 20 )
7(m —n)
= —MP(m —n,g).
Ty )

Para cada g € X defina w(g) como
w(g) = max{ny € N : existe v € T con |[v| =ngy y g(v) # 0},

este numero existe por ser g de soporte finito, més ain se tiene que M,(j,g) = 0
para todo j > w(g).
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Por tanto

v(m —n)
Tt < sup N pp(m —n,
1Toglly < sup 5 9)
= sup —v(m —n) M¥P(m —n,g)

0<m—n<w(g) V(m)

7(s)
= sup ————M(s,g
0<s<w(g) 7(8 + n) P )

7(s)
< P osup 1
o Hng ogsgg(g) v(s+n)

. v(s)
= P mix ————.
Hng 0<s<w(g) Y(s + n)

En particular para la sucesién {n;} tenemos que

) 7(s)
Toglt < lgll? (s + i)
1Tl < ”ngongaﬁg)v(SJr”k)

Sabemos por la hipdtesis que para todo s se tiene limg__,, ,y(zfik) = 0, por tanto si

tomando limites cuando k — oo en ambos lados de la desigualdad anterior tenemos

lm || T, 905 < gl lim  méx ),
k—so0

k—00 0<s<w(g) V(s + ng)

de donde concluimos que
kh’m | Tn9ll, = 0O
—00

y por tanto
kﬁnoo Tnkg =0

cumpliendose asi la tercera condicién del criterio de hiperciclicidad descrita en el
teorema 1.14.
(3) Por dltimo, mostraremos que B"(7T,g9) = ¢ para toda g € X y n € N. Si
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g € X yueT, entonces

B"(Tng)(u) = Z (Tng)(v)

veChi™ (u)
1

= ) ———g(par”(v))

peonmw 7PAL"(2))

1

= > g(u)

v€Chi™ (u) ’Y(U, n)
= g(u).

Por tanto B™(T,,g9) — ¢ cuando k — oo, para cada g € X, cumpliendose
asi la segunda condicion del criterio de hiperciclicidad. Entonces por el criterio de
hiperciclicidad tenemos que B es hiperciclico.

Ahora suponga que el operador B es hiperciclico en Hf (7). Probaremos unas
desigualdades que utilizaremos en la demostracion de esta otra implicacion del teo-
rema. Primero mostraremos que si s € N fijo, entonces para todo € > 0 existe un
entero N € N tal que % < €.

Sea s € N fijo y € > 0, sin pérdida de generalidad suponga ¢ < 1. Como B es
hiperciclico sabemos que existe un vector hiperciclico f € Hf(T') tal que || f], < e.
Sea g := x, la funcién indicadora del conjunto de los vértices v que cumplen con

|v] = s, claramente g € HA(T') por lo que existe N € N tal que ||BY f — g||, < e.

Observe que
e > ||BNf_g||p
= sup —— B f = g)(
n&€Np '7 Z ‘ |
p
1
= s> Y fw) ] - g0)
n&€Np ’y(ﬂ) |v|=n weChiN (v)
P

L) ST fw) | - g)

v|=s weChiN (v)

Vv

usando esta desigualdad y por la definicién de g se tiene
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nNE [ P\
N (”( aee <we§vf ) " ) ! (@Z (zuewzﬂwﬂw) - )

(4.7)
Por otro lado, aplicando la desigualdad de Jensen y la desigualdad del tridngulo se
tiene

1 "\ 7
ol flw) | =1 > > flw )
(7(8) % (weczhi;v(v) ) ) (s )%::s (wecm N (v)

1
1 flw) ] —1
7(s) UXZ: ((M%V ® ) )

= sz

\U\ s weChi™ (v)

v

v
~
|
‘H
g
=
£

Haciendo uso de esta desigualdad junto con (4.7) tenemos

e>1-— Z fw (4.8)

'7 \w\ N+s

luego

lme < —— % [fw),

|w|=N+s

como € < 1, si multiplicamos por 7(s) en ambos lados de la desigualdad, elevando a

65



la p y aplicando la desigualdad de Jensen se tiene
p

(A=) < | D Ifw)

|lw|=N+s

< N+ D )l

lw|=N+s
< (YN +8))"MJ(N + s, f)
< (y(N +s))Pe”,
por tanto
s)(1—€) < YN +s)e,

factorizando tenemos

7(s)
v(s) + (N + s)

Como en la desigualdad anterior no se pierde generalidad al suponer ¢ < 1, hemos
demostrado que dado s € N fijo entonces para todo € > 0 existe un entero N € N
v(s)
tal que m < €. ‘
Por otro lado, sea M € Ny € > 0. Probaremos que existe un N € N tal que para

todon € {1,---, M}
(n)
Y(n+ N)

Por lo mostrado anteriormente sabemos que para todo € > 0 y para cada n que
cumplan € {1,---, M} existe N,, € N tal que

v(n)

£

2

<7(n) +7y(n+ Ny).

Sea N, = max{N,, : 1 < n < M}, observe que como {y(n)},en, €s no decreciente
entonces para todo 1 < n < M tenemos que

—W(En) <) +7y(n+ N,) <y(n+ N,) +7y(n+N,) <2y(n+N,)
2
por tanto
7(n)
—— < e
v(n+ N;) ‘
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La existencia de este N, prueba que dado M € Ny € > 0 existe un N € N tal que

v(n)

— < € ara todo 1 <n < M.
v(n+ N) P -

Finalmente, sea k£ € N, usando la ultima observacién con ¢ = % tenemos que
existe ny, € N tal que

7(n) 1
y(n + ng) Sk

para todo 1 < n < k y tal que ng > ng_; pues {7(n)}nen, la estamos suponiendo no
decreciente.

Por tanto podemos considerar a {ny : k € N} tal que n; < ny < ---. Probaremos
que esta sucesion creciente es la que nos sirve para mostrar la implicacion del teorema.
Sea n € N fijo y € > 0, seleccionamos a K tal que % < €, observe que si k >
max{K,n} entonces

O N
yn+ny) kK

como € es arbitrario entonces hemos mostrado que

v(n)

SAUAE—}
k—so0 (1 + ny)

La existencia de la sucesion nj, muestra la segunda implicacion del teorema y con
esto el teorema queda demostrado. ]

La siguiente observaciéon nos menciona una equivalencia del resultado obtenido
en el teorema anterior.
Observacion 4.8. Sea T un arbol con raiz y B el operador de desplazamiento hacia
atrds. Supongamos que {y(n)},en, es no decreciente y B es acotado en HE(T).

El teorema anterior establece que B es hiperciclico si y solo si existe una sucesion
creciente de enteros positivos {ny} tal que para todo n € N

v(n)

— .
k—> o0 ’y(ﬂ + nk)

Observe que esto pasa si y solo si

lim ~y(n+ ng) = oo,
k—o00

si y solo si {7(n)},en no es eventualmente constante (es decir, no existe N € N tal
que 7y(n) es constante para todo n > N).
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Con el resultado descrito en la observacion anterior, mostramos en la siguiente
figura un arbol donde el operador B no es hiperciclico pues {y(n)}nen €s eventual-
mente constante ya que y(n) = 8 para todo n > 3.

4.3. Espectro

Otro concepto que estudiamos acerca del operador de desplazamiento hacia atras
es el tratar de encontrar su espectro en HP(T'). Resulta que el espectro de este ope-
rador dependerd del arbol donde se esté interactuando.

Lema 4.9. Sea T un drbol con raiz y F el conjunto de las funciones definidas en T'.
St o eslaraiz deT y A € C entonces la funcion f € F definida como

Al siv# o
f(v) := v(Lpar(v))y(1,par? (v))--y(1,parlI=1(v))y(1,0)’ ’
1, StV = o0,

es un eigenvector del operador B : F — F con X\ su respectivo eigenvalor.

Demostracion. Sea f € F como en el enunciado. Un cédlculo muestra que Bf = Af:
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En efecto, sea v € T', entonces

Bf(v) = Y fw)

weChi(v)
Z )\|v\+1
- o1
weomw 7L o)L par(v)) - - (1, parli=i(v))¥(1, 0)
/\|v|+1
= (L,v) o—1
Y(L,v)v(L, par(v)) - - - v(1, parlI=*(v))y(1, 0)
)\|v|+1
~ (1, par(v)) - - - (1, parll=L(v))y(1, 0)
\ P&l
-~ Ty(Lpar(v)) (1, parl=i(v))y(1, 0)
= A (v).
Como esta igualdad es cierta para todo v € T concluimos que la funcién f es un
eigenvector para el operador B : F — F, siendo A su respectivo eigenvalor. O]

Mostraremos ejemplos de arboles donde analizaremos al espectro o(B) del ope-
rador de desplazamiento hacia atrds B, en el espacio de Hardy HP(7") donde T' es un
arbol distinto en cada ejemplo.

Teorema 4.10. Sea ¢ € N y T un darbol donde cada vértice tiene q hijos, sea o la
raiz de T'. Entonces el espectro de B en HP(T) es

o(B) =0op(B) ={A € C: |A| < ¢}

Demostracion. Es importante mencionar que como cada vértice tiene ¢ hijos, en
automatico B esta acotado pues dado que para n € Ny se tiene

(K@, n)P"y(n+1) ¢ '¢""
7(n) gt

(K(1,n))P~ 1 (n+1)
y(n

entonces el conjunto { 'n e NO} es acotado.
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Sea A € C tal que |A| < ¢. Primero probaremos que A € 0,(B). En efecto, pues
sabemos por el lema anterior que la funcién f definida en T como

ALYl siv=#£o
f(v) := { Y@par@)y(Lpar? ()3 (Lparl =1 (v))y(10)? '
1, si v = o,

es un eigenvector para el operador B en F. Si f estd en HP(T') entonces A es un
eigenvalor de B en HP(T).
Observe que en este arbol la funcién f toma la forma

Alvl .
S, siv # o,
flw) =40 27
1, sl v =o.
Mostraremos entonces que f € HP(T'). Observe que para n € N

Me(n,f) = ﬁZwvw

lv|=n
- w2 ()

- ‘5
Observe que como |A| < g entonces MP(n, f) estd acotado y por tanto f € HP(T).

Entonces concluimos que A € 0,(B) para todo |A| < q.
Por otro lado sabemos por el teorema 4.2 que

B = s (Lol DY

1

p—1 n+1\ p

— sw (&)
n>0 qn

P

n>0

Sabemos que el radio espectral de B estd acotado por su norma (ver [14, Teorema
3.6]), es decir
r(B) < [|BJ].
Este hecho y dado que A € 0,(B) para todo |A| < ¢, podemos concluir que el espectro
de B es
o(B)=0,(B)={A € C: |\ <q¢}.
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La siguiente figura muestra un arbol donde cada vértice tiene dos hijos y definimos
a una funcion f como en el lema 4.9 con A = 1.

Teorema 4.11. Sea q € Ny y T un drbol donde cada vértice tiene g+ 1 vecinos, sea
o la raiz de T. Entonces el espectro de B en HP(T') es

o(B) =0,(B)={ e C: |\ <q}.

Demostracion. Es importante mencionar que como cada vértice tiene g 4+ 1 hijos, en
automatico B esta acotado pues dado que para n € Ny se tiene

(K@, n)Py(n+1) ¢ (g+1)q"

’Y(Tl) 7 = qp_l(q + 1)7

(K (1,n))P~ 'y (n+1)
¥(n)
Sabemos por la proposicion 1.5 que el radio espectral del operador B se puede

calcular como

entonces el conjunto { 'n e NO} es acotado.

r(B) = 1B

1im
]-)OO
Por el teorema 4.5 sabemos que

|B7]| = sup ((K(j’”)i”(:)v(nﬂ))p |

n>0

Por las forma en que se definié el arbol y haciendo algunos célculos, para j > 2 se
tiene que sin =0

((K(J} n)P~y(n + )

PN (g 0y ok Do) = G0+ 0
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ysin >0

(GmPtn ) . (e ey g

Por tanto

r(B) = lm |B||s
J—00

= i <Sup ((K(J} n)P 'y (n + j)) ;> ;

j=00 \ n>0 v(n)

1
J

= lim ((q—i—l)qj_l)
j—00

= lim (¢+ 1)%q17%

J—>00

Por otro lado, sea A € C tal que |A| < ¢, por el lema 4.9 sabemos que la funcién

 definida en T' como
Al _
f(v) ::{W, siv # o,

1, siv=o0

es un eigenvector para el operador B en F.
Observe que paran € N

Me(n,f) = ﬁvaw

|v|=n

1 AN\ ¢
- 9 ZJ(Q) g+1
A qg |°

P

)|

B ‘E g+ 1

Observe que como |A| < g entonces MP(n, f) estd acotado y por tanto f € HP(T).

Entonces concluimos que A € 0,(B) para todo |A| < g.
Esto y como ya sabiamos que 7(B) = ¢ se sigue el resultado

o(B)=0,(B)={X € C: |\ <q¢}.

72



Teorema 4.12. Sea {s1, 52, - -, 8.} un conjunto de nimeros enteros, con r > 2
también un numero entero. Sea T un drbol cuya raiz es o y tal que st v es un vértice
de T con |v| = l,r + e, donde l,,e, € N y 0 < e, < r se cumple v(1,v) = s,
Entonces el espectro de B en HP(T) es

o(B) =0p(B) ={A € C: |A| < /51825, ).

Demostracion. Es importante mencionar que el operador B esta acotado pues dado
que paran € Ny, sin =kr+ ¢, con k >0y 0 < ¢, <r, se tiene

v

(K@,n)P (1) (Se,1)? '(s152 - 5,) (5182~ $6,56,11)
v(n) (5182 -+ 8,)%(s182 " - - 54,,)

= (Sg,41)",

(K(1,n))P~ 1~ (n+1)
v(n)

entonces el conjunto { 'n e No} es acotado ya que el conjunto {s1, s, -

-, 8.} es acotado.
Por el teorema 4.5 sabemos que

|B7|| = sup ((K(j’n))”‘lfy(n +j))i |

n>0 v(n)

Por otro lado sabemos que el radio espectral del operador B se puede calcular
como

r(B) = lim |B/]7.
J—>00

Como ya sabemos que el limite anterior existe entonces es suficiente calcularlo
con una subsucesion pues en tal caso el limite es igual al de la sucesion original.
Considermos a 7 = mr donde m € N, entonces tenemos

r(B) = lim |B™|wr.

m—r0o0
Paran =kr 4+ ¢ donde k,p € Ncon £ >0y 0 < ¢ <r se tiene
y(n4+mr)  (sisp--- $)F (51, 89+ - 854)

y(n)  (sis2c - s)R(s1s2 - - - Sg)

observe también que K (mr,n) = (s189 -+ - s,)".

= (5182 s Sr)ma
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Por tanto para m € N tenemos lo siguiente

1B™

(K (mr,n))"~"y(n + mr)\ 7
( )

sup
n>0 7(”)

1
sup (((s185 -+ ,)™)" " (s155 - 5,)")
n>0

m m
P P

sup(sisg -+« - S.) 7 (8189 -+ - 8:)""
n>0
m

(8182 . 'ST) ,

lo cual nos permite concluir que

r(B) =

lfim || B™ ||m
m—0o0

=S =

= lim (s1,82---8,)
m—ro0
1

(8182 e ST)?

= \/S1S2 ‘S,

Por otro lado, sea A € C tal que |A\| < y/s1S3 - - - 5. Recuerde que todo vértice v
se puede escribir como |v| = l,r + e, donde [,,e, € Ny 0 < e, < r. Por el lema 4.9
sabemos que la funcién f definida en 7" como

J(w) = {(”>

Al

si v # o,

1, siv=o0

es un eigenvector para el operador B en F.
Observe que para n € N

My(n, f)

@ ST )

lv|=n

1 A"
v(n) ;l (189« ) (8182 + « * Se,)

P> &
7(”) lv|]=n (8182 ce Sr) = (8182 . Sev>

1 Z )\’I’L (8152 . ST)%U ‘
7(”) \v\:n <8152 st Sr)% (8182 . Se'u

1 Z A " (5159 -+ 8.)7 ‘
P)/(n) lv|]=n <5152 s ST)% (3152 Sev)
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(5152~~-5r)5Tv
(51527Sey)

Observe que como |A| < /5183 - - - 8, ¥ cOmo

’ < 8189 - - - S, entonces

(=20)

(5132 . e ST)T

MP(n, f) < ! >

/Y(n) |v\:n <8182 T SGU)
< =Y
> $182 * - S¢
’y(n) |v|=n

< 81820 Sy,

por lo que MP(n, f) estd acotado y f € HP(T'). Entonces concluimos que A € o,(B)

para todo [A| < /s1S2 - - S

Esto y como ya sabiamos que 7(B) = {/s15g - - - S, se sigue el resultado
g(B)=0,(B)={A€C: |\ < /s1s9--5-}.
Entonces el teorema queda demostrado. [

El siguiente ejemplo es un caso particular del teorema anterior, en donde se tiene
a un arbol en el que cada nivel se tienen s; y s, hijos en ese orden. La demostracion
de este es un simple corolario del teorema anterior.

Ejemplo 4.13. Sean s1, so ntimeros enteros. Sea 1" un arbol con raiz tal que (1) =
s1, Y(2) = s9, Y(3) = s1, 7(4) = sy v asi sucesivamente. Entonces el espectro de B es

0(B) = 0p(B) = {A € C: A < V/s185}.

En la siguiente figura se muestra a un arbol con s; = 2 y s9 = 3. Entonces el espectro
del operador B es
o(B)=0,(B)={ e C: |\ < \/6}

o -

Teorema 4.14. Sea {s, }nen una sucesion acotada de nimeros naturales y sea T un
drbol cuya raiz es o y tal que y(1,v) = s41 para todo vértice v de T. Entonces

A n
{)\ eC: {L} es acota,da} C o,(B)
8182 o e Sn neN
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y ademds

7

r(B) = Hm (sups,i18ui2- " Snyj
J—>00 n>0

Demostracion. Es importante mencionar que B esta acotado pues dado que para

n € Ny se tiene

(KLmP 'yt 1) (wa) ™ oas = omn) _ (o,
+0n) o

(K(1,n))P~ 1 (n+1)
y(n

entonces el conjunto { ‘n e NO} es acotado pues {s,}neny una suce-

sion acotada.
Sea A € C tal que {L} es acotada. Por el lema 4.9 sabemos que la
neN

S$189+8n

funcion f definida en T' como

f(v) ;:{#ﬁlshﬂ? siv#o

1, siv=o

es un eigenvector para el operador B en F.
Observe que paran € N

Mi(n,f) = — Y _If@)

Se sigue que M,(n, f) esta acotado para toda n y por tanto f € HP(T). Entonces
concluimos que

{)\ eC: {L} es acotada} C 0,(B).
neN

8182..'87’1/

76



Por otro lado, usando el teorema 4.5 para j € N tenemos

1
, K(j,n))Pty(n+7)\?
= p (U220
n>0 v(n)
1
~ s ((8n+15n+2 c Sy )P (518 - 5n+j)) P
n>0 5182+ Sp
= SupSp+1Sn+2 - Sn+j-
n>0

Lo anterior nos permite calcular

r(B) = lm |B|>
J—00

S

= lim <SUP Sn418n42 " Sn+j)

j—)oo nzo

S

j—>oo TLZO

= Ilim (Sup Sn41Snt2 * - sn+j)

Esto demuestra el teorema. O]

El siguiente ejemplo es un caso particular del teorema 4.14, en el cual calculamos
el espectro para el operador B.

Ejemplo 4.15. Considere la sucesién {s, },en la cual estd dada explicitamente como
{2737273737 27373737273737373727 T }
y sea T un arbol cuya raiz es o como en el teorema 4.14. Entonces {\ € C : |\| <

3} C 0,(B), més atn

o(B)={X e C: |\ <3}
Demostracion. Sea ny, := k(k;l) =142+ --kconk € Nysea\ € Ctal que |\ < 3.
Considere a la funcién f definida como en el lema 4.9 la cual es un eigenvector para
el operador B en F.

Por el teorema 4.14 sabemos que para n € N.

k(k+1) p
AP e
P, f) = Y=

k(k—1)\ P
by 2
- (BB )

7

k

A

3




Observe que si [A| < 3 se tiene

k(k+1)

ARAL oy BEED k
i 2B [MA] 2o
k—o0o a1k A @ k—oo |2]1]3 .
21" 13
Entonces por la prueba del cociente para series, se sigue que
lim MP(ny, f) = 0. (4.9)
k—so00

Observe por otra parte que por la forma de la sucesién original y dado que |A| < 3
entonces para todo k € N se tiene

(k=1 \ P
k \ k(k2 § é
3 2

De manera analoga se muestra para todo k € N que

by

3

A

k(k2—1)+1 D
M (ny, f) = <‘§ ) = M2(ny, + 1, f).

Mé’(nk+1,f) >M5(nk+2,f) > .. >M5(nk+1 -1, f).

Entonces concluimos que la ecuacién (4.9) se cumple para toda subsucesién. Esto
implica que para todo n € N se tiene M,(n, f) — 0 cuando n — oo y por tanto
f € HP(T) pues de hecho f € Hf(7'). Concluimos que

(AN eC: |\ <3} Co,(B)

Por otro lado, observe que por la forma de la sucesién {s,}, para j € N fijo tenemos
que

SUD Sp4-18n+42 * * * Sntj = 3,
n>0

y por el teorema 4.14 tenemos que

1

7

r(B) = Hm (sups,ii1Spi2-- - Snyj
J—>00 n>0

= 3.

Por tanto {A € C: |A\| <3} Co,(B) Co(B) C {X € C: |\ <3}y entonces se tiene
que
o(B)={Xe C: |\ <3},

como se queria. O

Dejamos para un trabajo futuro la descripcion de o(B) para otros tipos de arboles.
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APENDICE A

Espacios de Hardy

Las siguientes definiciones de los espacios de Hardy son conocidas en andlisis
funcional, ver por ejemplo [16]. Mencionamos estas definiciones pues hacemos una
pequena analogia con los espacios definidos en el capitulo dos.

Definicién A.1. Seap € (0,00) yr € [0,1). Si f : D — C es una funcién medible,

definimos )
1 27 ) 5
(5= (52 [ lreeypas)”
™ Jo

Se define el espacio de Hardy generalizado HP(D) como el conjunto de todas las
funciones medibles f : D — C tal que M,(r, f) existe para todo r € (0,1) y

sup My(r, f) < oo.

0<r<1

El espacio de Hardy cldsico HP(D) es un subconjunto de HE (D) que consiste tinica-
mente de las funciones analiticas en D para las que supg.,.; M,(r, f) < oo.
En ambos casos se define

Hf”p ‘= Sup Mp(r7 f)
0<r<1

El espacio de Hardy cléasico es un contexto donde se pueden estudiar de manera
concreta problemas abstractos de teoria de operadores, por ejemplo el problema de
clasificar subespacios invariates del operador de desplazamiento hacia adelante, en
[?> este es un problema intratable y cuando pasamos a H?(D) el problema queda
resuelto, para més informacién ver [30].

Existe una teoria bastante desarrollada de estos espacios de Hardy, ver por ejem-
plo [16]. Se conocen caracteristicas explicitas sobre la topologia de estos. Se sabe por
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ejemplo que H%(D) es un espacio de Hilbert y que las funciones f € HP(D) tienen
limites radiales en la frontera casi en todas partes; resultado que se establece en el
siguiente teorema.

Teorema A.2. [30, Corolario 1.1.28] Sea f € HP(D), entonces

lim  f(re')

r—1-
existe para casi todo 6 € (0, 27].

Ademas, si definimos
F(e®) = lim f(re®?),
r—1-
se puede demostrar que f € LP(S') [16, Teorema 2.2].

Se conocen muchas otras caracteristicas de las funciones en H?(D). Por ejemplo
se sabe exactamente cémo son los conjuntos de ceros de funciones en H?(D) [16, p.
18].

En estos espacios también se han estudiado operadores. En particular, el estudio
del operador de desplazamiento (multiplicacién por la variable independiente z) ha
dado una descripcién de las funciones en H? (D) como producto de funciones internas
(las cuales contienen los ceros) y funciones externas, (ver [16, p. 25]).

También hay una teoria muy desarrollada de operadores de multiplicacién (y sus
proyecciones conocidos como operadores de Toeplitz) y las dlgebras de estos [30].

El estudio de operadores de composiciéon en HP(ID) ha llevado al estudio de la
dindmica de funciones en el disco, para més detalles ver [38]. Para mds informacion
sobre estos espacios puede consultar las referencias [16, 30].

80



Bibliografia

1]

R. F. Allen, F. Colonna y G. R. Easley, Multiplication operators on the iterated
logarithmic Lipschitz spaces of a tree, Mediterr. J. Math., 9(2012), 575-600.

R. F. Allen, F. Colonna y G. R. Easley, Multiplication operators on the weighted
Lipschitz space of a tree, J. Operator Theory, 69(2013), 209-231.

R. Allen, F. Colonna y G. R. Easley, Multiplication operators between Lipschitz-
type spaces on a tree, Int. J. Math. Math. Sci., 2011, Art. ID 472495, 36 pp.

Robert Allen, Flavia Colonna y Glenn Easley, Composition operators on the
Lipschitz space of a tree, Mediterr. J. Math., 11(2014) 97-108.

R. Allen, F. Colonna y G. R. Easley, Multiplication operators on the weighted
Lipschitz space og a tree, J. Operator Theory 69(2013), 209-231.

B. Beauzamy, Un operateur, sur |l ‘space de Hilbert, dont tous les polinomes sont
hypercycliques, C. R. Acad. Sci. Paris Sér I Math. 303(1986), 923-925.

F. D. Biase y M. A. Picardello, The Green formula and Hp spaces on trees,
Math. Z., 218(1995), 253-272.

G.D. Birkhoft, Demonstration d’un théoreme elementaire sur les fonctions en-
tieres, C. R. Acad. Sci. Parfs, 189(1929) 473-475.

P. Cartier, Fonctions harmoniques sur un arbre, Symp. Math. 9(1972), 203-270.

J. G. Clunie, J. M. Anderson and Ch. Pommerenke, On Bloch functions and
normal functions, J. Reine Angew. Math., 270(1974) 12-37.

J. Cohen and F. Colonna, Embeddings of trees in the hyperbolic disk, Complex
Var. Theory Appl., 24(1994) 311-335

81



[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

F. Colonna and G. R. Easley, Multiplication operators on the Lipschitz space
of a tree, Integr. Equ. Oper. Theory, 68(2010) 391-411.

F. Colonna y G. R. Easley, Multiplication operators between the Lipschitz space
and the space of a bounded function on a tree, Mediterr. J. Math., 9(2012) 423-
438.

John B. Conway, A Course in Functional Analysis, Second edition, Springer,
New York, 1990.

P. L. Duren, B. W. Romberg, y A. L. Shields, Linear functionals on HP spaces
with 0 < p < 1, J. Reine Angew. Math, 238(1969), 32-60.

P. L. Duren, Theory of Hp Spaces, Academic. Press, New York and London,
1970.

O. El-Fallah, K. Kellay, J. Mashreghi y T. Ransford, A primer on the Dirichlet
space, Cambridge University Press, Cambridge, 2014.

G. Godefroy y J. H. Shapiro, Operators with dense, invariant, cyclic vector
manifolds, Funct. Anal., 98(1991), no. 2, 229-269.

7. J. Jablonski, Il Bong Jung, Jan Stochel, Weighted shifts on directed trees,
Mem. Amer. Math. Soc., 216(1017) (2012).

Karl-Goswin y Grosse-Erdmann, Universal families and hipercyclic operators,
Bulletin(New Series) of the American Mathematical Society, 36(1999), 345-381.

Karl-G. Grosse-Erdmann and Alfred Peris, Linear chaos, Springer, 2011,
Valencia.

H. Hedenmalm, B. Korenblum y K. Zhu, Theory of Bergman spaces, Springer-
Verlag, New York, 2000.

R. R. Jiménez Munguia, Vectores hiperciclicos para multiplos del desplazamiento
hacia atras, tesis de licenciatura, Universidad Auténoma del Estado de Hidalgo,

2007.

C. Kitai, Invariant closed sets for linear operators, Tesis de Doctorado, Univer-
sity of Toronto, Toronto, 1982.

A. Koranyi, M. A. Picardello y M. H. Taibleson, Hardy spaces on non-
homogeneous trees, Symp. Math., 29(1987), 205-265.

82



[26] E. Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications, John Wiley,
Sons, New York, 1989.

[27] C. S. Kubrusly, Spectral Theory of Operators on Hilbert Spaces, Birkhauser-
Springer, New York, 2012.

[28] G. R. MacLane, Sequences of derivatives and normal families, J. Analyse Math.,
2(1952/1953) 72-87.

[29] R.A. Martinez-Avendano, Hypercyclicity of shifts on weighted LP spaces of di-
rected trees, J. Math. Anal. Appl., 446(2017) 823-842

[30] R.A. Martinez-Avendano y P. Rosenthal, An Introduction to Operators on the
Hardy-Hilbert Space. Springer, New York, 2007.

[31] P. Muthukumar y S. Ponnusamy, Discrete analogue of generalizad Hardy spaces
and multiplication operators on homegenous trees, Anal. Math. Phys. (2016).
doi: 10.1007/s13324-016-0141-9.

[32] M. Pavone, Chaotic composition operators on trees, Houston J. Math., 18(1992)
47-56.

[33] M. Pavlovi¢, Function classes on the unit disc. An introduction, De Gruyter
Studies in Mathematics, 52. De Gruyter, Berlin, 2014.

[34] R. M. Gethner y J. H. Shapiro, Universal vectors for operators on space of
holomorphic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 100(1987), 281-288.

[35] S. Rolewicz, On orbits of elements, Studia Math., 32(1969) 17-22.

[36] W. Rudin, Real and Complex Analysis, Third edition, McGraw-Hill, Inc., New
York, 1987.

[37] W. Rudin, Functional Analysis, 2nd edition, International Series in Pure and
Applied Mathematics, McGraw-Hill, Inc., New York, 1991.

[38] J. H. Shapiro, Composition Operator and Classical Function Theory, Springer,
New York, 1993.

[39] K. Zhu, Operator theory in function spaces, Marcel Dekker, New York, 1990.

83





