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Resumen

En este trabajo damos la definición del espacio de Hardy generalizado discreto y
el espacio de Hardy generalizado discreto pequeño. Tales definiciones se hacen sobre
gráficas infinitas con ráız, conexas y localmente finitas. Mencionamos propiedades de
estos espacios, tales como separabilidad. Demostramos que no pueden ser espacios
de Hilbert y damos una pequeña motivación para caracterizar el espacio dual del
espacio de Hardy generalizado discreto pequeño.

En estos espacios de Hardy discretos estudiamos a tres operadores actuando en
ellos: el operdor de desplazamiento hacia adelante, el operador de desplazamiento
hacia atrás y el operador multiplicación. Para estos tres operadores estudiamos con-
ceptos tales como acotabilidad, isometŕıa, compacidad, espectro e hiperciclicidad.
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Abstract

In this thesis, we give the definition of the discrete generalized Hardy space and of
the discrete generalized little Hardy space. We define these spaces on infinite graphs
with root, and which are connected and locally finite. We mention properties of these
spaces, such as separability. We show that they cannot be Hilbert spaces and we give
a small motivation to characterize the dual space of the discrete small generalized
Hardy space.

In these discrete Hardy spaces we study three operators acting on them: the
forward shift operator, the backward shift operator and the multiplication operator.
For these three operators we study concepts such as boundedness, compactness,
whether they are isometries, their spectrum and whether they are hypercyclic.
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Agradezco a Floricel Jiménez Mendoza, por motivarme e inspirarme en la reali-
zación de este trabajo, gracias por el apoyo que he recibido en todos los aspectos.
Gracias por creer en mi, gracias por el amor brindado.

Estoy inmensamente agradecido con mi asesor de tesis, el Dr. Rubén A. Mart́ınez
Avendaño quien ha tenido una paciencia infinita hacia mi, gracias por su tiempo,
gracias por todos los conocimientos que me pudo transmitir, gracias por todo el apoyo
brindado para que este trabajo pudiera realizarse y concluir de la mejor manera.
Gracias por creer en mi.

Agradezco a mis t́ıos Felix Herminio y Eladio Ort́ız quienes me han brindado
todo su apoyo desde la licenciatura, sin duda son pieza clave para que este trabajo
exista.
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en la realización y mejora de este trabajo.

Por último quiero agradecer el apoyo de la beca conacyt, ya que gracias a este
apoyo pude concluir un escalón más en el ámbito profesional.

IV
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Introducción

Una de las ramas modernas del análisis funcional que ha surgido a partir del
trabajo de muchos autores, se centra en el estudio de transformaciones lineales en es-
pacios de Banach [37]. A estas transformaciones se les llama operadores. Este estudio,
entre otras cosas, pretende conocer propiedades generales de operadores en espacios
de Banach concretos. Con la finalidad de entender a los operadores, se desea deter-
minar propiedades que se pueden heredar al operador dada la geometŕıa del espacio
de Banach en donde actúa y viceversa.

El espacio de Hardy generalizado discreto es un ejemplo de espacios de Banach.
Estos espacios de Hardy discretos son espacios de funciones definidas en gráficas. En
este trabajo estudiaremos a operadores de desplazamiento y al operador multiplica-
ción actuando en estos espacios. Daremos algunas caracteŕısticas del espacio y de los
operadores tales como acotabilidad, isometŕıa, espectro e hiperciclicidad.

Se dice que un operador definido en un espacio vectorial topológico es hiperćıclico
si existe un vector en el espacio tal que su órbita bajo el operador es densa en el
espacio. El estudio de la dinámica de operadores lineales actuando en espacios de
dimensión infinita ya era estudiado en el año 1929 con el art́ıculo [8] donde Birkhoff
demuestra impĺıcitamente que para a ∈ C con a 6= 0 el operador de traslación
actuando en el espacio de funciones enteras de variable compleja Ta : H(C) → H(C)
definido por Taf(z)=f(z+a), es hiperćıclico. Más tarde, en 1952, G.R. MacLane [28]
mostró propiedades análogas con el operador de diferenciación en el mismo espacio
H(C). Un ejemplo de operador hiperćıclico en un espacio de Banach fue dado por
S. Rolewicz [35] en 1969, en donde demuestra la existencia de vectores hiperćıclicos
para el operador λB, en donde B es el operador de desplazamiento hacia atrás en `p

y λ ∈ C con |λ| > 1. Por otro lado, G. Godefroy y J.H. Shapiro [18] también estudian
propiedades y generalizan resultados para los operadores ya mencionados. El estudio
de hiperciclicidad de operadores en espacios de Banach ha sido estudiada por varios
autores; entre ellos destacan: Kitai [24], Beauzamy [6], Gethner y Shapiro [34]. Para
más información a cerca de caracterizaciones y resultados de hiperciclicidad puede
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consultar [20, 21].
Existe una gran variedad de espacios de Banach, por ejemplo la teoria de espacios

de funciones definidas en el disco unitario D = {z ∈ C : |z| < 1} es un tema muy
bien desarrollado. En las referencias [16, 29, 33, 39] se proporciona un sólido estudio
de varios espacios de funciones en el disco unitario, y en [10, 17, 22] se hacen estudios
sobre más espacios de Banach como los espacios de Hardy.

También se le ha dado interés al estudio de espacios de funciones en conjuntos
discretos tales como gráficas y particularmente en árboles, consultar, por ejemplo,
los art́ıculos [2, 12]. En los art́ıculos [7, 25] se estudian operadores en espacios de
Hardy sobre árboles. El operador de composición y el operador de multiplicación son
de los más estudiados [1, 3, 5, 12, 13]. De hecho, según la bibliograf́ıa el interés del
estudio de los operadores sobre los árboles infinitos está motivado principalmente
por la investigación en el análisis armónico y el comportamiento del operador de
Laplace sobre estructuras discretas. El art́ıculo [29] menciona que una de las razones
de estudiar árboles es que en particular los árboles infinitos pueden verse como las
discretizaciones naturales del disco hiperbólico: más información sobre estos temas
se puede encontrar en los art́ıculos [3, 4, 11]. Cabe mencionar que el trabajo [32]
estudia la hiperciclicidad para los operadores de composición definidos en espacios
de funciones con dominio árboles no dirigidos.

Por otra parte Jablonski, Jung y Stochel, en [19], estudian operadores de desplaza-
miento sobre espacios de Hilbert de funciones definidas en árboles dirigidos infinitos;
en su trabajo estudian varias propiedades teóricas de operadores, tales como propie-
dades espectrales. En la referencia [29], Mart́ınez-Avendaño estudia la hiperciclicidad
del operador de desplazamiento hacia atrás y el operador de desplazamiento hacia
adelante, en espacios Lp de árboles dirigidos con peso.

En [31] se define lo que es el espacio de Hardy generalizado discreto y el de
Hardy generalizado discreto pequeño para árboles regulares con ráız; se estudian sus
diferentes caracteŕısticas y se dan algunas propiedades del operador multiplicación
actuando en estos espacios. Una pregunta interesante es determinar propiedades de
otros operadores en estos espacios, la cual es una motivación de nuestra tesis. En el
presente trabajo se estudiarán algunas propiedades de estos espacios de Hardy pero
ahora sobre gráficas infinitas con ráız, conexas y localmente finitas. Trataremos de
obtener caracteŕısticas para operadores de desplazamiento actuando en estos espa-
cios, similares a las que se obtienen en [29] como acotamiento, norma, espectro e
hiperciclicidad.

Esta tesis está organizada de la siguiente manera. El caṕıtulo 1 lo usamos para
preliminares, damos definiciones, notación y resultados básicos que usaremos a lo
largo de la tesis.

2



En el caṕıtulo 2 introducimos la definición del espacio de Hardy generalizado
discreto y del espacio de Hardy generalizado discreto pequeño, aśı como en [31] pe-
ro ahora la definición hecha en general para gráficas infinitas con ráız, conexas y
localmente finitas. Damos caracteŕısticas de este espacio y mencionamos resultados
del operador multiplicación actuando en estos espacios, tales como acotamiento, iso-
metŕıa, entre otros. En la parte final de este caṕıtulo, presentamos resultados propios
de este trabajo de tesis y que ya no son mencionados en [31] (el cual es el art́ıculo
base para este trabajo). Demostramos el teorema 2.24 el cual nos dice que el espa-
cio de Hardy generalizado discreto no puede ser un espacio de Hilbert; esta era una
pregunta abierta planteada en [31]. Mostramos el teorema 2.25 que habla sobre la hi-
perciclicidad del operador multiplicación y finalmente damos con el ejemplo 2.29 una
motivación para estudiar al espacio dual del espacio de Hardy generalizado discreto
pequeño.

En el caṕıtulo 3 introducimos la definición del operador de desplazamiento hacia
adelante S en el espacio de Hardy generalizado discreto. En los teoremas 3.2 y 3.3 en-
contramos condiciones necesarias y suficientes para que S sea acotado en el espacio de
Hardy generalizado discreto y en el espacio de Hardy generalizado discreto pequeño.
En el ejemplo 3.4 describimos a un árbol donde el operador S no es acotado y en el
ejemplo 3.5 describimos a un árbol donde el operador S śı es acotado, en los espacios
de Hardy discretos. Damos en los teoremas 3.6 y 3.7 ejemplos de árboles donde este
operador resulta ser una isometŕıa. Por último, en el teorema 3.8 demostramos que
este operador no puede ser hiperćıclico en el espacio de Hardy generalizado discreto
pequeño.

En el caṕıtulo 4 damos la definición del operador de desplazamiento hacia atrás B
en el espacio de Hardy generalizado discreto. En los teoremas 4.2 y 4.3 encontramos
condiciones necesarias y suficientes para que B sea acotado en el espacio de Hardy
generalizado discreto y en el espacio de Hardy generalizado discreto pequeño. En
el ejemplo 4.4 describimos a un árbol donde el operador B no es acotado en estos
espacios de Hardy discretos. En el teorema 4.7 mencionamos condiciones necesarias
y suficientes para que el operador B sea hiperćıclico en el espacio de Hardy gene-
ralizado discreto pequeño. Finalmente determinamos el espectro del operador B en
el espacio de Hardy generalizado discreto, para distintas clases de árboles, entre los
que destacan los árboles regulares.

Incluimos un apéndice A, donde damos la definición y algunas caracteŕısticas del
espacio de Hardy clásico, el cual nos servirá para hacer una pequeña comparación
con los espacios definidos en el caṕıtulo dos.
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CAPÍTULO 1

Preliminares y notación

Este caṕıtulo está dedicado a introducir algunos conceptos elementales, definicio-
nes, notación y algunos resultados que usaremos en el cuerpo de la tesis.

En este trabajo denotamos como N,N0 y C a los conjuntos de los números na-
turales, los enteros no negativos y los números complejos, respectivamente. Al disco
unitario {x ∈ C : |x| < 1} lo denotamos por D. Los espacios vectoriales con los que
trabajaremos se toman todos sobre los números complejos.

1.1. Gráficas

Entenderemos por una gráfica a una pareja G = (V,E) de conjuntos donde V 6= ∅
y E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V, u 6= v}. A los elementos de V les llamaremos vértices y
a los de E aristas. Decimos que dos vértices x, y son vecinos, denotado x ∼ y, si
existe una arista {x, y} ∈ E. Una gráfica regular es una gráfica en la cual todos sus
vértices tienen el mismo número de vecinos. Si todo vértice tiene k vecinos diremos
que la gráfica es k-regular. Un camino es una sucesión finita v0, v1, · · ·, vn o infinita
v0, v1, v2, ... de vértices distintos con vk ∼ vk+1 para cada k. Cuando un camino sea
infinito le llamaremos fin. La longitud de un camino es el número de aristas que hay
en el. Un ciclo es un camino con un número finito de vértices en donde el primer y
último vértice son iguales.

Una gráfica es llamada conexa si hay un camino entre cualquiera dos de sus
vértices. Una gráfica se llama localmente finita si todo vértice tiene un número finito
de vecinos. La distancia entre cualesquiera dos de los vértices de una gráfica conexa
es el mı́nimo de las longitudes de los caminos que los conectan.

Una gráfica con ráız es un gráfica donde se selecciona un vértice cualquiera el cual
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se fija durante el trabajo, a este vértice se le llama ráız. En una gráfica conexa con
ráız, a la distancia entre el vertice v y la ráız la denotaremos por |v|, y denotaremos
por γ(n) el número de vértices v tales que |v| = n.

Una gráfica conexa, localmente finita y sin ciclos es llamada un árbol. En un árbol
G, el padre de un vértice v distinto de la ráız, denotado por par(v), es el único vértice
w ∈ G tal que w ∼ v y |w| = |v| − 1. En un árbol, para un entero n ≥ 2 definimos
inductivamente parn como parn(v) := par(parn−1(v)), donde parn−1(v) es distinto de
la ráız. En este caso diremos que v tiene un n-ancestro y denotamos al conjunto de
todos los vértices que tienen n-ancestros como V n. Si w = par(v) decimos que v es
un hijo de w y al conjunto de todos los hijos de w le denotamos por Chi(w).

Para n ∈ N, definimos el conjunto

Chin(u) := {v ∈ G : parn(v) = u}.

Sea T un árbol con ráız, w ∈ T y r ∈ N. Si v ∈ Chir(w) decimos que v es un r-hijo de
w, denotamos por γ(r, w) al número de r-hijos de w (Observe que γ(n,w) = γ(n)),
y para n ∈ N0 definimos K(r, n) := máx{γ(r, w) : |w| = n}.

En este trabajo, cuando hagamos referencia a queG es una gráfica, por convención
G denotará al conjunto de vértices. Aśı mismo si decimos que T es un árbol nos
estaremos refiriendo a que T es el conjunto de vértices. Entonces cuando hagamos
referencia a funciones definidas en una gráfica se entiende que estas están definidas
en los vértices.

En una gráfica conexa G con ráız, si A es un conjunto de vértices de la gráfica,
denotaremos a la función indicadora de A como χA la cual es definida como

χA(u) :=

{
1, si u ∈ A,
0, si u /∈ A.

Si B = {u ∈ A : |u| = n} entonces a la función indicadora χB simplemente la
denotaremos como χn.

1.2. Algunos conceptos de análisis funcional

Las siguientes definiciones son muy conocidas en la literatura, ver por ejemplo
[26].

Definición 1.1. Sean X, Y espacios vectoriales normados y T : X −→ Y un opera-
dor lineal. Decimos que T es acotado si existe una constante c > 0 tal que para todo
x ∈ X se tiene

‖Tx‖ ≤ c‖x‖,
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donde por simplicidad utilizamos el mismo śımbolo ‖ · ‖ para denotar a la norma en
X y en Y .

Se puede demostrar que T es un operador lineal acotado si y solo si T es continuo
[14]. Más aún si X y Y son espacios vectoriales normados y T : X −→ Y un operador
lineal acotado se prueba que

‖T‖ := ı́nf{c > 0 : ‖Tx‖ ≤ c‖x‖ para x ∈ X}

es una norma en el espacio de todos los operadores acotados de X en Y , denotado
por B(X, Y ) [14, 23] y además

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ = 1}
= sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1}

= sup

{
‖Tx‖
‖x‖

: x 6= 0

}
.

Definición 1.2. Sea X un espacio lineal normado y A un operador lineal acotado
en X. El espectro puntual σp(A) de A consiste de todos los números λ ∈ C tales
que A − λI no es inyectivo. Entonces λ ∈ σp(A) si y solo si existe algún vector
no cero x ∈ X tal que Ax = λx. El espectro puntual aproximado σap(A) de A
consiste de todos los λ ∈ C para los cuales no existe ninguna constante c > 0 tal que
‖(A−λI)x‖ ≥ c‖x‖ para todo x ∈ X. El espectro σ(A) de A es el conjunto de todos
los λ ∈ C tal que A− λI no es invertible.

Directamente de la definición anterior se puede observar que σp(A) ⊂ σap(A) ⊂
σ(A).

Definición 1.3. Sea X un espacio lineal normado y A un operador lineal acotado
en X. Se define el radio espectral r(A) de A como r(A) := sup{|α| : α ∈ σ(A)}.

Los siguientes dos resultados nos dan una definición equivalente para el espectro
puntual aproximado aśı como una manera alternativa de calcular el radio espectral.

Proposición 1.4. [14, Proposición 6.4] Sea X es un espacio lineal normado y A es
un operador lineal acotado en X. Entonces λ ∈ σap(A) si y solo si existe una sucesión
{xn} en X tal que ‖xn‖ = 1 para cada n y ‖Axn − λxn‖ −→ 0 cuando n −→∞.

El siguiente teorema se utilizará para describir a los ejemplos mencionados en el
caṕıtulo cuatro.
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Proposición 1.5. [14, Proposición 3.8] Sea X es un espacio de Banach y A es un
operador lineal acotado en X. Entonces

r(A) = ĺım
n−→∞

‖An‖
1
n .

Los cuatro teoremas que enunciaremos enseguida dan caracteŕısticas del espectro
y caracteŕısticas de operadores compactos. Estos teoremas se utilizarán en el caṕıtulo
dos para la demostración de los teoremas 2.19 y 2.20.

Teorema 1.6. [14, Teorema 3.6] Sea X un espacio de Banach, si T es un operador
lineal acotado en X entonces el espectro σ(T ) es un subconjunto compacto y no vaćıo
de C.

Teorema 1.7. [27, Teorema 2.5] Sea X un espacio de Banach, si T es un operador
lineal acotado en X entonces el espectro puntual aproximado σap(T ) es un subconjunto
cerrado y no vaćıo de C que incluye a la frontera de σ(T ).

Teorema 1.8. [37, Teorema 4.25] Sea X un espacio de Banach y T un operador
lineal acotado en X, si T es compacto entonces el espectro σ(T ) es numerable con
cero el único punto ĺımite.

Teorema 1.9. [37, Teorema 4.18] Sean X y Y espacios de Banach.
a) Si T : X −→ Y es un operador lineal acotado y el rango de T es un espacio

de dimensión finita entonces T es compacto.
b) El conjunto de los operadores compactos forman un subespacio cerrado en el

espacio de los operadores lineales acotados de X en Y .
c) Si T : X −→ Y un operador lineal acotado, si T es compacto y λ 6= 0 entonces

ker(T − λI) es de dimensión finita.

El siguiente teorema lo utilizamos en el teorema 2.22.

Teorema 1.10. [14, Teorema 4.1] Sea K(X) el conjunto de todos los operadores
compactos en X, si A es un operador acotado en X, se tiene que

‖A‖e := dist(A,K(X)) = ı́nf{‖A− L‖ : L ∈ K(X)}
es una norma en el espacio cociente B(X,X)/K(X).

La siguiente desigualdad es un caso particular de la desigualdad de Jensen discreta
y la mencionamos pues la estaremos utilizando en distintas pruebas que serán parte
de este trabajo. Para la demostración véase por ejemplo [36, Teorema 3.3].

Teorema 1.11 (Desigualdad de Jensen discreta). Sean p ≥ 1, n ∈ N con n ≥ 2
y xk ≥ 0 (k = 1, · · ·, n). Entonces,(

n∑
k=1

xk
n

)p

≤
n∑
k=1

(xk)
p

n
.
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1.3. Hiperciclicidad

Dentro del análisis funcional un concepto que se ha estudiado es el que se da en
la siguiente definición.

Definición 1.12. Sea X un espacio de Banach y T : X −→ X un operador lineal
acotado. Decimos que T es hiperćıclico si existe un vector x ∈ X tal que el conjunto

Orb(T, x) := {T nx : n ∈ N0}

es denso en X. El vector x (distinto de cero necesariamente) es llamado un vector
hiperćıclico para T .

El término hiperćıclico se le atribuye a Beauzamy [21]. Los operadores hiperćıcli-
cos están ligados al problema de existencia de subconjuntos invariantes: dado X es
un espacio de Banach y T : X −→ X un operador lineal, ¿es posible encontrar un
subconjunto cerrado no trivial F, es decir un subconjunto distinto de {0} y distinto de
X tal que T(F)⊆F? De hecho, no es dificil demostrar que un operador T : X −→ X
no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales si y solo si todo vector distinto
de cero es hiperćıclico [?].

Teorema 1.13. Sea X un espacio de Banach y T : X −→ X un operador lineal.
Entonces T no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales si y solo si todo
vector distinto de cero es hiperćıclico.

Demostración. Suponga primero que T no tiene subconjuntos invariantes cerrados
no triviales. Sea x ∈ X con x 6= 0, observe que el conjunto Orb(T, x) es invariante
bajo T ya que si y ∈ T (Orb(T, x)) entonces y = T (z) para algún z ∈ Orb(T, x) por
lo que existe una sucesión zn ∈ OrbT (x) tal que zn −→ z, por ser T continua se
cumple que T (zn) −→ T (z), observe que en particular T (zn) ∈ Orb(T, x) y por tanto
y = T (z) ∈ Orb(T, x). Tenemos queOrb(T, x) es un subconjunto cerrado e invariante,
entonces tiene que ser denso pues de lo contrario tendŕıamos una contradicción a
nuestras hipótesis. Por tanto T es hiperćıclico.

Por otra parte si todo vector distinto de cero es hiperćıclico para T , entonces
T no tiene subconjuntos invariantes cerrados no triviales pues si existiera F ⊆ X
que cumpliera con tales caracteŕısticas, al ser F no trivial podemos escoger x ∈ F
distinto de cero, al ser F invariante sabemos que Orb(T, x) ⊆ F . Por hipótesis x
es hiperćıclico y al ser F cerrado entonces se tendŕıa X = Orb(T, x) ⊆ F , luego
X = F lo cual es una contradicción al suponer F no trivial. Entonces T no tiene
subconjuntos invariantes cerrados no triviales y el teorema queda demostrado.
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Por otro lado observe que si el operador T : X −→ X es hiperćıclico entonces
el espacio X es necesariamente separable. Observe también que si x es un vector
hiperćıclico para T , entonces, para cada n ∈ N, el vector T nx también será un vector
hiperćıclico y por tanto hay un conjunto denso de vectores hiperćıclicos.

No es necesario encontrar expĺıcitamente un vector x que satisfaga la definición
para mostrar que el operador T : X −→ X es hiperćıclico. El siguiente teorema
nos da una condición suficiente para la hiperciclicidad. Este teorema lo usaremos en
el caṕıtulo cuatro para mostrar que el operador de desplazamiento hacia atrás es
hiperćıclico.

Teorema 1.14 (Criterio de hiperciclicidad). Sea X un espacio de Banach se-
parable y T : X −→ X un operador lineal acotado. Si existen un subconjunto denso
X0 ⊂ X, una sucesión creciente de números naturales {nk} y una sucesión de fun-
ciones Ank : X0 −→ X tal que

1. T nkx −→ 0 para todo x ∈ X0,

2. Ankx −→ 0, para todo x ∈ X0, y

3. T nkAnkx −→ x para todo x ∈ X0,

entonces T es hiperćıclico.

La prueba de este teorema puede encontrarse en [21, Teorema 3.12].
La siguiente proposición nos menciona una condición necesaria para que un ope-

rador sea hiperćıclico, este resultado lo utilizaremos en el caṕıtulo dos para mostrar
que el operador multiplicación no es hiperćıclico. Es importante mencionar que en
la siguiente proposición X∗ es el espacio de los funcionales lineales acotados en X y
T ∗ : X∗ −→ X∗.

Proposición 1.15. [21, Proposición 5.1] Sea T un operador hiperćıclico sobre un
espacio de Banach X. Entonces T ∗ no tiene eigenvalores, es decir σp(T

∗) = ∅.
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CAPÍTULO 2

Espacio de Hardy generalizado discreto

En [31], P. Muthukumar y S. Ponnusamy establecen las siguientes definiciones
y resultados para árboles regulares con ráız. En este caṕıtulo mostraremos que las
definiciones y resultados en [31] se pueden obtener de manera similar con la definición
hecha para cualquier gráfica infinita con ráız, que sea conexa y localmente finita y
no solamente para árboles regulares con ráız.
En este caṕıtulo se define el espacio de Hardy generalizado discreto y el espacio de
Hardy generalizado discreto pequeño, se mencionan propiedades generales de estos
espacios y se dan propiedades del operador multiplicación actuando en estos espacios.

Definición 2.1. Sea G una gráfica infinita, conexa y localmente finita con ráız. Para
cada n ∈ N0 y p ∈ (0,∞) defina

Mp(n, f) :=

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p
 1

p

.

Para p ∈ (0,∞) el espacio de Hardy generalizado discreto, denotado por Hp(G), se
define por

Hp(G) := {f : G −→ C : sup
n∈N0

Mp(n, f) <∞}.

El espacio de Hardy generalizado discreto pequeño, denotado por Hp
0(G), se define

por
Hp

0(G) := {f : G −→ C : ĺım
n−→∞

Mp(n, f) = 0}.

Es fácil convencerse que Hp
0(G) es un subconjunto de Hp(G). En ambos espacios

Hp(G) y Hp
0(G) definimos

‖f‖p := sup
n∈N0

Mp(n, f).
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Observe que en la definición A.1 del espacio de Hardy generalizado la cual mostra-
mos en el apéndice A, cuando calculamos Mp(r, f) estamos obteniendo el “promedio”
de los valores de la función f sobre ćırculos de radio r. En la definición 2.1 del es-
pacio de Hardy generalizado discreto hecha en el parrafo anterior se está haciendo
algo similar pues al calcular Mp(n, f) lo que se está haciendo es un promedio de los
valores de la función f sobre todos los vértices que están a distancia n de la ráız.

2.1. Propiedades topológicas de Hp(G) y Hp
0(G)

Es importante volver a recalcar que los resultados descritos a continuación están
hechos en [31] para árboles regulares. Nosotros los estamos generalizando para gráfi-
cas arbitrarias con ráız, infinitas, conexas y localmente finitas. En el resto de este
caṕıtulo cuando hagamos referencia al espacio Hp(G) o al espacio Hp

0(G) lo conside-
ramos sobre G una gráfica arbitraria con ráız, infinita, conexa y localmente finita,
a menos de que se diga lo contrario. A continuación describiremos la estructura de
estos espacios y mencionamos caracteŕısticas que usaremos más adelante.

Teorema 2.2. Para 1 ≤ p < ∞, la función ‖ · ‖p induce una estructura de espacio
de Banach en Hp(G).

Demostración. Primero demostraremos que ‖ · ‖p es una norma.
(i) Si f ≡ 0, entonces Mp(n, f) = 0 para toda n y por tanto ‖f‖p = 0. Por otra
parte, si ‖f‖p = 0 entonces Mp(n, f) = 0 para todo n ∈ N0 lo cual implica que∑
|v|=n |f(v)|p = 0 para todo n ∈ N0 y entonces f ≡ 0.

(ii) Para cada n ∈ N0 y α ∈ C se tiene

Mp(n, αf) =

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|αf(v)|p
 1

p

=

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|α|p|f(v)|p
 1

p

= |α|

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p
 1

p

= |α|Mp(n, f)
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y esto implica que ‖αf‖p = |α|‖f‖p.
(iii) Para cada n ∈ N0 y f, g ∈ Hp(G), dado que p ≥ 1 y utilizando la desigualdad
de Minkowsky tenemos lo siguiente.

Mp(n, f + g) =

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

|f(v) + g(v)|p
 1

p

≤
(

1

γ(n)

) 1
p


∑
|v|=n

|f(v)|p
 1

p

+

∑
|v|=n

|g(v)|p
 1

p


=

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

|f(v)|p
 1

p

+

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

|g(v)|p
 1

p

= Mp(n, f) +Mp(n, g),

por tanto
‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Los tres puntos anteriores muestran que ‖ · ‖p es una norma, más aun, muestran que
(Hp(G), ‖ · ‖p) es un espacio vectorial normado.

Ahora probaremos que Hp(G) es completo. Considere {fk} una sucesión de Cauchy
en Hp(G), sea v ∈ G, sea ε > 0 y denotemos m = |v|. Sabemos que existe N ∈ N
tal que Mp(n, fk − fl) ≤ ‖fk − fl‖p < ε(γ(m))−

1
p para todo k, l ≥ N y n ∈ N0. De la

definición de Mp(n, fk − fl) tenemos que

|(fk − fl)(v)|
(γ(m))

1
p

≤Mp(m, fk − fl)

para todo k, l ≥ N , de donde se sigue |(fk−fl)(v)| < ε, entonces {fk(v)} es una suce-
sión de Cauchy en C, luego como C es completo entonces {fk} converge puntualmente
a una función f .

Ahora, sabemos que para todo ε > 0 existe N ∈ N tal que Mp(n, fk − fl) < ε
para todo k, l ≥ N y n ∈ N0.

Como Mp(n, fk−fl) es una suma finita y la función | · | es continua en C, tomando
el siguiente ĺımite cuando l −→∞, obtenemos que
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ĺım
l−→∞

Mp(n, fk − fl) = ĺım
l−→∞

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

|fk(v) + fl(v)|p
 1

p

=

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

ĺım
l−→∞

|fk(v) + fl(v)|p
 1

p

=

(
1

γ(n)

) 1
p

∑
|v|=n

|fk(v) + f(v)|p
 1

p

= Mp(n, fk − f),

por tanto Mp(n, fk − f) ≤ ε para todo k ≥ N y n ∈ N0. Luego, por definición de
supremo tenemos que ‖fk−f‖p ≤ ε para todo k ≥ N , esto implica que fk−f ∈ Hp(G)
para todo k ≥ N y como fk ∈ Hp(G) entonces f ∈ Hp(G) y además fk −→ f . Esto
completa la prueba del teorema.

Proposición 2.3. Para 0 < p < 1, Hp(G) es un espacio métrico completo.

Demostración. Sean f, g dos funciones en Hp(G), defina a la función d : Hp(G) ×
Hp(G) −→ C como

d(f, g) := ‖f − g‖pp,

probaremos que d es una métrica.
Sean f, g, h ∈ Hp(G), se verifica directamente de la definición que d(f, f) = 0 y

que d(f, g) = d(g, f).
Para probar la desigualdad del triángulo primero mostraremos la siguiente observa-
ción:
La función F : [0,∞) −→ R definida como F (x) := 1 + xp − (1 + x)p tiene como
derivada F ′(x) = pxp−1 − p(1 + x)p−1, observe que como 0 < p < 1 entonces para
todo x > 0 se tiene (1 + x)1−p > x1−p lo cual implica que xp−1 > (1 + x)p−1 y por
tanto F ′(x) > 0, es decir F es creciente en (0,∞). Como además tenemos F (0) = 0,
concluimos que F (x) ≥ 0 para todo x ≥ 0, es decir 1 + xp ≥ (1 + x)p para todo
x ≥ 0.

Por otro lado si a, b ≥ 0 probaremos que (a + b)p ≤ ap + bp para 0 < p < 1. Si
a = b = 0 la desigualdad es cierta trivialmente. Si alguno de a o b es distinto de cero,
supongamos sin pérdida de generalidad que b 6= 0. Tenemos que (a+ b)p ≤ ap + bp si

y solo si (a+b)p

bp
≤ ap+bp

bp
si y solo si (1 + a

b
)p ≤ 1 + (a

b
)p si y solo si 1 + xp ≥ (1 + x)p
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para todo x ≥ 0 lo cual se acaba de demostrar en el párrafo anterior. Por tanto
concluimos que (a + b)p ≤ ap + bp para todo a, b ≥ 0 con 0 < p < 1. Usaremos este
hecho en lo siguiente.

Aplicando la desigualdad del triángulo y usando que

(a+ b)p ≤ ap + bp

para todo a, b ≥ 0, para cada n ∈ N0 se tiene

Mp
p (n, f − h) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(f − h)(v)|p

≤ 1

γ(n)

∑
|v|=n

(|(f − h)(v)|+ |(g − h)(v)|)p

≤ 1

γ(n)

∑
|v|=n

|(f − h)(v)|p +
1

γ(n)

∑
|v|=n

|(g − h)(v)|p

= Mp
p (n, f − g) +Mp

p (n, g − h).

Esta desigualdad implica que

d(f, h) = sup
n∈N0

Mp
p (n, f−h) ≤ sup

n∈N0

Mp
p (n, f−g)+ sup

n∈N0

Mp
p (n, g−h) = d(f, g)+d(g, h).

Concluimos entonces que d es una métrica.
La prueba de que Hp(G) es un espacio completo con la métrica d es similar a la

del teorema anterior.

Teorema 2.4. Para 1 ≤ p <∞, ‖ · ‖p induce una estructura de espacio de Banach
en Hp

0(G).

Demostración. Sean n ∈ N, f, g ∈ Hp(G) y α ∈ C, en la prueba del teorema 2.2
mostramos que Mp(n, αf) = |α|Mp(n, f) y que Mp(n, f + g) ≤Mp(n, f) +Mp(n, g).
En particular, si f, g ∈ Hp

0(G) se tiene que Mp(n, αf + g) ≤ |α|Mp(n, f) +Mp(n, g),
tomando ĺımites en ambos lados de esta desigualdad cuando n −→ ∞ tenemos que
ĺımn−→∞Mp(n, αf + g) = 0 por tanto αf + g ∈ Hp

0(G), concluyendo aśı que Hp
0(G)

es un subespacio de Hp(G).
Ahora probaremos que Hp

0(G) es cerrado en Hp(G). Sea {fk} una sucesión en
Hp

0(G) tal que fk −→ f , como Hp(G) es completo sabemos entonces que f ∈ Hp(G).
Probaremos que f ∈ Hp

0(G). Sea ε > 0, sabemos que existe k ∈ N tal que ‖fk −
f‖p < ε

2
. Por otro lado, dado que fk ∈ Hp

0(G) entonces existe N ∈ N tal que
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Mp(n, fk) <
ε
2

y Mp(n, fk − f) < ε
2

para todo n ≥ N . De la desigualdad Mp(n, f) ≤
Mp(n, f − fk) + Mp(n, fk) se sigue que Mp(n, f) ≤ ε para todo n ≥ N y por tanto
ĺımn−→∞Mp(n, αf) = 0, entonces f ∈ Hp

0(G) lo cual prueba que Hp
0(G) es cerrado

en Hp(G).
Concluimos que Hp

0(G) es completo ya que es un subespacio cerrado de Hp(G) el cual
es completo. Esto termina la demostración.

Lema 2.5. Para 0 < r < s <∞, y para toda función f con valores en los complejos
definida en G una gráfica infinita con ráız, conexa y localmente finita, se tiene que
Mr(n, f) ≤Ms(n, f) para todo n ∈ N0.

Demostración. Sea n ∈ N0. Considere la p−norma ‖ · ‖p en CN definida para x :=

(x1, x2, · · ·, xN) ∈ CN por ‖x‖pp :=
∑N

k=1 |xk|p, aplicando la desigualdad de Hölder
para sumas finitas tenemos que

‖x‖rr =
N∑
k=1

|xk|r ≤

(
N∑
k=1

(|xk|r)
s
r

) r
s
(

N∑
k=1

1
s
s−r

) s−r
s

= N
s−r
s

(
N∑
k=1

|xk|s
) r

s

,

estas desigualdades implican que ||x||r ≤ N
s−r
sr ||x||s y por tanto ||x||r ≤ N

1
r
− 1
s ||x||s.

Recuerde que para n ∈ N0, γ(n) es el número de vértices v con |v| = n. Aplicando
la desigualdad anterior para N = γ(n) se tiene∑

|v|=n

|f(v)|r
 1

r

≤ (γ(n))
1
r
− 1
s

∑
|v|=n

|f(v)|s
 1

s

,

esta igualdad la podemos escribir como 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|r
 1

r

≤

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|s
 1

s

.

Esto completa la demostración de que Mr(n, f) ≤Ms(n, f) para todo n ∈ N0.

Una consecuencia inmediata del lema anterior es el siguiente teorema, donde se
establecen contenciones para los espacios de Hardy. Después del teorema mostraremos
la contención estricta.

Teorema 2.6. Para 0 < r < s < ∞, se tiene que Hs(G) ⊆ Hr(G) y que Hs
0(G) ⊆

Hr
0(G).
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Demostración. Sea 0 < r < s < ∞ y f ∈ Hs(G). Por el lema anterior sabemos que
Mr(n, f) ≤Ms(n, f) para todo n ∈ N0, por tanto Mr(n, f) ≤Ms(n, f) ≤ ‖f‖s <∞
para todo n ∈ N0. La definición de supremo implica que ||f ||r ≤ ||f ||s < ∞ lo cual
prueba la primera contención Hs(G) ⊆ Hr(G).
Por otro lado, si f ∈ Hs

0(G), en particular se cumple que f ∈ Hs(G) y por tanto
Mr(n, f) ≤ Ms(n, f) para todo n ∈ N0, usando esta desigualdad y dado que f ∈
Hs

0(G) se tiene ĺımn−→∞Mr(n, f) = 0, entonces f ∈ Hr
0(G) lo cual prueba Hs

0(G) ⊆
Hr

0(G).

Proposición 2.7. Si γ(n) −→ ∞ cuando n −→ ∞, las contenciones en el teorema
anterior son estrictas.

Demostración. Para 0 < r < p < s ≤ ∞, seleccionamos una sucesión de vértices
{vn} tal que |vn| = n para todo n ∈ N0. Considere a la función f definida por

f(v) :=

{
(γ(n))

1
p , si v = vn para algún n ∈ N0,

0, otro caso.

Para n ∈ N0, tenemos que

Mr(n, f) =

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|r
 1

r

=

(
1

γ(n)
| (γ(n))

1
p |r
) 1

r

= (γ(n))
1
p
− 1
r

por tanto, como p > r se tiene que 1
p
− 1

r
< 0 y entonces Mr(n, f) −→ 0 cuando

n −→∞, esto prueba que f ∈ Hr
0(G).

Por otro lado, también tenemos que Ms(n, f) = (γ(n))
1
p
− 1
s y en este caso, encon-

tramos que Ms(n, f) −→ ∞ cuando n −→ ∞ por lo que f /∈ Hs
0(G). La existencia

de la función f muestra que Hs
0(G) es un subespacio propio de Hr

0(G).
Observe que el ejemplo anterior también muestra que Hs(G) es un subespacio

propio de Hr(G) pues, primero, es claro que f ∈ Hr(G) pues f ∈ Hr
0(G), y observe

que f /∈ Hs(G) pues Ms(n, f) −→∞ cuando n −→∞.

Para presentar los resultados de separabilidad de los espacios de Hardy con los que
estamos trabajando introducimos la siguiente notación. Si G es una gráfica infinita
con ráız, conexa y localmente finita, denotamos por Cc(G) el conjunto de todas las
funciones f : G −→ C tales que Ms(n, f) = 0 excepto para una cantidad finita de
valores de n. Esto equivale a que f sea diferente de cero en a lo más una cantidad
finita de vértices. La clausura de Cc(G) bajo la función ‖ · ‖p es denotada por Cc(G).
recuerde que ‖ · ‖p solo es una norma para p ≥ 1.
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Lema 2.8. Para 0 < p <∞, se tiene que Cc(G) = Hp
0(G).

Demostración. La contención Cc(G) ⊆ Hp
0(G) es clara y dado que Hp

0(G) es cerrado
tenemos Cc(G) ⊆ Hp

0(G). Ahora mostraremos la contención Cc(G) ⊇ Hp
0(G). Sea

f ∈ Hp
0(G), para cada n ∈ N defina {fn} por

fn(v) :=

{
f(v), si |v| ≤ n

0, otro caso.

Observe que fn ∈ Cc(T ) para cada n ∈ N y

Mp(k, f − fn) :=

{
Mp(k, f), si k > n

0, otro caso.

Por tanto
‖f − fn‖ = sup

m∈N0

Mp(m, f − fn) = sup
m>n

Mp(m, f)

luego como f ∈ Hp
0(G) entonces Mp(m, f) −→ 0 cuando m −→∞, se sigue entonces

que ‖f − fn‖ −→ 0 cuando n −→ ∞. Este último ĺımite implica que f ∈ Cc(G) y
por tanto Cc(G) ⊇ Hp

0(G) concluyendo aśı la prueba del teorema.

Teorema 2.9. Para 0 < p <∞, se tiene que Hp
0(G) es un espacio separable.

Demostración. Mostraremos que B := {χ{v} : v ∈ G} es una base para Cc(G). En
efecto demostraremos que B es un conjunto linealmente independiente maximal.
Primero B es linealmente independiente pues si {v1, v2, · · ·, vn} es un conjunto finito
de vértices en G y consideramos escalares a1, a2, ···, an en C tal que a1χ{v1}+a2χ{v2}+
· · ·+anχ{vn} = 0, observe que al evaluar a la función a1χ{v1}+a2χ{v2}+ · · ·+anχ{vn}
en cada vértice vj para j = 1, · · ·, n tendremos que aj = 0 para todo j = 1, · · ·, n.
Segundo, se tiene que B es linealmente independiente maximal, pues si no fuera
maximal existiŕıa f 6= 0, f ∈ Cc(G) tal que B ∪ {f} es linealmente independiente.
Como f ∈ Cc(G) se tiene que f toma el valor de cero excepto en una cantidad finita
de vértices de G; supongamos que tales vértices son {u1, u2, · · ·, uN}. Es fácil darse
cuenta de que

f =
N∑
j=1

f(uj)χ{vj}

lo cual contradice que B∪{f} es linealmente independiente. Por tanto B es una base
para Cc(G).
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Por otro lado, al ser G infinita numerable implica que B es numerable y por tanto
Cc(G) es separable. Por el lema anterior tenemos que Cc(G) es denso en Hp

0(G) y
entonces concluimos que Hp

0(G) es separable.

Teorema 2.10. Para 0 < p <∞, se tiene que Hp(G) no es un espacio separable.

Demostración. Diremos que una función f : G −→ C es una función radial si f(v) =
f(w) siempre que |v| = |w|.
Sea E ⊂ Hp(G) el conjunto de las funciones radiales f cuyo rango es un subconjunto
de {0, 1}. Sean f, g ∈ E con f 6= g. Esto implica que existe v ∈ T tal que f(v) 6= g(v).
Es claro que como f, g ∈ E entonces Mp(n, f − g) ≤ 1 para todo n ∈ N. Por otro
lado como f, g son funciones radiales se tiene que Mp(|v|, f − g) = 1 y por tanto
‖f − g‖p = supn∈NMp(n, f − g) = 1.
Observe que a cada elemento de E lo podemos ver como una sucesión de ceros y
unos, usando el argumento de la diagonalización de Cantor se prueba que E es un
subconjunto no numerable de Hp(G).
Los argumentos siguientes se harán para el caso en que ‖ · ‖p es una norma (1 ≤ p <
∞) pero el lector podrá darse cuenta de que tales argumentos funcionan de la misma
forma con 0 < p < 1 al considerar al espacio métrico Hp(G) con la métrica d(f, g) =
‖f − g‖pp. Sea A un subconjunto denso de Hp(G), considere a la función Θ : E −→ A
definida como Θ(e) := h donde h se elige de tal manera que ‖e − h‖p < 1

2
; observe

que h existe por ser A denso. Probaremos que Θ es inyectiva. Si Θ(f) = Θ(g) = h
entonces tendremos que ‖f − h‖p < 1

2
y ‖g − h‖p < 1

2
, usando la desigualdad del

triángulo tenemos que ‖f −g‖p < 1 lo cual es posible solo si f = g pues en el párrafo
anterior mostramos que si f 6= g entonces ‖f − g‖p = 1. Concluimos entonces al ser
Θ inyectiva que A es no numerable y por tanto Hp(G) no es separable.

Lema 2.11. Sea G una gráfica infinita con ráız, conexa y localmente finita y 0 <
p <∞. Entonces, para v ∈ G se tiene lo siguiente:

(a) Si f ∈ Hp(G) entonces |f(v)| ≤ (γ(|v|))
1
p‖f‖p.

(b) Si f ∈ Hp
0(G) entonces

ĺım
|v|−→∞

f(v)

(γ(|v|))
1
p

= 0.

La cota en el inciso (a) es óptima.

Demostración. Sea v ∈ G y defina n := |v|. Entonces

|f(v)|p ≤
∑
|w|=n

|f(w)|p = γ(n)Mp
p (n, f),
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luego |f(v)| ≤ (γ(n))
1
pMp(n, f), esta desigualdad y dado que Mp(n, f) ≤ ‖f‖p se

tiene el resultado del inciso (a).
Por otro lado, si f ∈ Hp

0(G) sabemos que ĺımn−→∞Mp(n, f) = 0, entonces tomando
ĺımites cuando n −→∞ en la desigualdad

|f(v)|
(γ(n))

1
p

≤Mp(n, f)

implica el resultado del inciso (b).
Ahora, para probar que la cota es óptima en el inciso (a) mostraremos a una

función donde se alcance la igualdad. Sea v ∈ G fijo, denotemos m = |v|, defina la
función f sobre G como

f(w) :=

{
(γ(m))

1
p , si w = v,

0, otro caso,

por la definición de f se tiene que Mp(n, f) = 0 para todo n 6= m y

Mp(m, f) :=

 1

γ(m)

∑
|w|=m

|f(w)|p
 1

p

=

(
1

γ(m)
|f(v)|p

) 1
p

= 1.

Entonces concluimos que ‖f‖p := supn∈N0
Mp(n, f) = 1 y por tanto

|f(v)| = f(v) = (γ(m))
1
p‖f‖p,

probando aśı que la cota es óptima en el inciso (a) pues la igualdad se alcanza.

Proposición 2.12. Sea G una gráfica infinita con ráız, conexa y localmente finita,
entonces para 1 ≤ p <∞ la convergencia en ‖ · ‖p implica la convergencia uniforme
en subconjuntos compactos de G.

Demostración. Observe que si en G consideramos a la distancia de contar el número
de aristas, esta induce la topoloǵıa discreta. Por tanto los únicos conjuntos compactos
en G serán los conjuntos finitos.

Sea K un subconjunto compacto arbitrario de G, por lema anterior sabemos que
dada una función f ∈ Hp(G) se tiene

|f(v)| ≤ (γ(|v|))
1
p‖f‖p
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para todo v ∈ K. Usando el hecho de que K es finito defina N := máx{γ(|v|) : v ∈
K}, entonces para todo v ∈ K

|f(v)| ≤ (γ(|v|))
1
p‖f‖p ≤ N

1
p‖f‖p,

luego tenemos que supv∈K |f(v)| ≤ N
1
p‖f‖p para toda f ∈ Hp(G).

Sea fn una sucesión de funciones en Hp(G) que converge a f ∈ Hp(G) en la norma

‖ · ‖p. Aplicando a fn − f la desigualdad |f(v)| ≤ N
1
p‖f‖p y tomando supremos

tenemos que supv∈K |(fn − f)(v)| ≤ N
1
p‖fn − f‖p para toda f ∈ Hp(G) y para todo

K compacto en G, esta última desigualdad muestra que la convergencia de fn a f
en la norma ‖ · ‖p implica la convergencia en subconjuntos compactos de G.

2.2. El operador de multiplicación en Hp(G) y Hp
0(G)

Uno de los principales objetivos de este trabajo es estudiar a operadores acotados
en los espacios ya definidos. Uno de los operadores que más aparece en la literatura
y el cual es estudiado en diversos espacios es el operador de multiplicación. Para este
se han encontrado diversas caracteŕısticas similares independientemente del espacio
donde esté actuando, ver por ejemplo las referencias [1, 2, 3, 5, 12, 13]. El operador
multiplicación se define de la siguiente manera [31].

Definición 2.13. Sea X un espacio lineal normado complejo que consiste de fun-
ciones con valores en los complejos definidas en un conjunto Ω. Si ψ es una función
con valores en los complejos definida en Ω, entonces el operador multiplicación con
śımbolo ψ es definido por Mψf = ψf para todo f ∈ X.

En este trabajo nos va a interesar considerar al operador multiplicación Mψ :
X −→ X donde X es Hp(G) o Hp

0(G) y por tanto uno de los ejercicios a realizar en
lo que sigue es ver que los valores de Mψ en efecto caigan en su respectivo codominio.

En la referencia [15] se menciona la siguiente definición y el siguiente lema, los
cuales usaremos más adelante.

Definición 2.14. Un espacio de Banach funcional es un espacio de Banach X cuyos
elementos son funciones con valores complejos y definidas sobre un conjunto Ω, tal
que para cada v ∈ Ω: el mapeo evaluación ev : f ∈ X 7→ f(v) es un funcional lineal
acotado en X y además no existe ningún punto de Ω en donde todas las funciones
de X se anulen.
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Lema 2.15. [15, Lema 11] Sea X un espacio de Banach funcional sobre el conjunto
Ω y ψ una función con valores en los complejos sobre Ω tal que Mψ mapea X en
śı mismo. Entonces Mψ es acotado en X y |ψ(v)| ≤ ‖Mψ‖ para todo v ∈ Ω. En
particular ψ es una función acotada.

Con la definición anterior es natural preguntarse si Hp(G) y Hp
0(G) son espacios

de Banach funcionales. La respuesta a esta pregunta se da en la siguiente proposición.

Proposición 2.16. Para 1 ≤ p < ∞ se tiene que Hp(G) y Hp
0(G) son espacios de

Banach funcionales.

Demostración. Sea v ∈ G. Demostrar que el mapeo evaluación ev es lineal es directo
de la definición. Por otro lado por el lema 2.11 sabemos que ev es un funcional lineal

acotado en Hp(G) con ‖ev‖ ≤ (γ(|v|))
1
p . Este argumento también muestra que ev es

acotado en Hp
0(G). Por otra parte dado v ∈ G si definimos a la función f como

f(w) :=

{
1, si w = v,

0, en otro caso,

claramente f ∈ Hp
0(G). La existencia de esta función f muestra que no existe ningún

vértice en G tal que todas las funciones tanto en Hp(G) o Hp
0(G) se anulen y esto

completa la prueba de que Hp(G) y Hp
0(G) son espacios de Banach funcionales.

Una de las principales caracteŕısticas que nos interesa del operador multiplicación
es saber cuando es acotado. La respuesta nos la da el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Sea 0 < p < ∞, llamemos X el espacio Hp(G), Hp
0(G) o Cc(G)

equipados con ‖ ·‖p (observe que para 1 ≤ p <∞ es una norma) y sea ψ una función
en G. Los siguientes enunciados son equivalentes.

(a) Mψ es un operador lineal acotado de X en X.
(b) ψ es una función acotada en G.

Demostración. Primero suponga Mψ un operador lineal acotado de X en X, mos-
traremos la primera implicación por contradicción. Suponga que ψ es una función no
acotada en G, entonces existe una sucesión de vértices vk tal que |v1| < |v2| < |v3| · ··
y además ψ(vk) ≥ k.
Para cada k, defina fk : G −→ C por fk = Ck,pχ{vk} donde cada constante Ck,p es
seleccionada de tal forma que ‖fk‖p = 1. Note que fk ∈ X para cada k ∈ N. Por
la forma de elegir a la sucesión vk, por la definición de cada función fk y por la
definición de supremo tenemos que

k = k‖fk‖p ≤ |ψ(vk)|‖fk‖p = |ψ(vk)|Mp(|vk|, fk) = Mp(|vk|, ψfk) ≤ ‖ψfk‖p = ‖Mψfk‖p
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para todo k ∈ N, esto nos da una contradicción con que Mψ es un operador lineal
acotado.

Ahora suponga que ψ es una función acotada en G. Es fácil probar la linealidad
de Mψ, pues si f, g ∈ X y α ∈ C se tiene que

Mψ(αf + g)(w) = ψ(w)(αf + g)(w)

= ψ(w)(αf(w) + g(w))

= αψ(w)f(w) + ψ(w)g(w)

= αMψf(w) +Mψg(w).

Para probar que Mψ es acotado observe que para cualquier f ∈ X se tiene que

Mp(n,Mψf) =

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Mψf)(v)|p
 1

p

=

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|ψ(v)|p|f(v)|p
 1

p

,

esta desigualdad y usando que ‖ψ‖∞ ≥ |ψ(v)| para todo v ∈ G, tenemos que

Mp(n,Mψf) ≤ ‖ψ‖∞Mp(n, f),

de esta última desigualdad podemos observar que Mψf ∈ X siempre que f ∈ X,
luego tomando supremos en ambos lados de esta misma desigualdad sobre n ∈ N0,
concluimos que ‖Mψf‖p ≤ ‖ψ‖∞‖f‖p, entonces Mψ es un operador lineal acotado de
X en X con ‖Mψf‖ ≤ ‖ψ‖∞.

Observación 2.18. Sea X el espacio Hp(G) o Hp
0(G) con la norma ‖ · ‖p, donde

1 ≤ p < ∞. En estos casos se tiene que X es un espacio de Banach funcional.
Entonces por el lema 2.15 tenemos que |ψ(v)| ≤ ‖Mψ‖ para todo v ∈ G, la definición
de supremo en esta desigualdad implica ‖ψ‖∞ ≤ ‖Mψ‖. Por el teorema 2.17 se tiene
‖Mψ‖ ≤ ‖ψ‖∞ y por tanto ‖Mψ‖ = ‖ψ‖∞.

El siguiente teorema nos dará algunas relaciones entre el espectro, el espectro
puntual y el espectro puntual aproximado de un operador multiplicación acotado.

Teorema 2.19. Sea 0 < p < ∞, llamemos X el espacio Hp(G), Hp
0(G) o Cc(G)

equipados con ‖ · ‖p y sea Mψ un operador de multiplicación acotado en X. Entonces
(a) σp(Mψ) = ψ(G);

(b) σ(Mψ) = σap(Mψ) = ψ(G).
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Demostración. Primero probaremos el inciso (a). Sea λ ∈ σp(Mψ), entonces existe
una función no cero f tal que ψf = Mψf = λf . Como f 6= 0 existe un vértice v tal
que f(v) 6= 0 y

(ψ(v)− λ)f(v) = 0,

entonces λ = ψ(v) y por tanto λ ∈ ψ(G) probando aśı que σp(Mψ) ⊆ ψ(G).
Por otra parte, si α ∈ ψ(G) entonces existe un vértice v tal que ψ(v) = α, por tanto

Mψ(χ{v}) = αχ{v}.

Dado que χ{v} ∈ X es distinta de cero se tiene que α ∈ σp(Mψ), esto prueba que
ψ(G) ⊆ σp(Mψ), esto junto con la contención obtenida anteriormente prueba el inciso
(a).

Ahora probaremos el inciso (b). Sea λ /∈ ψ(G). Dado que el complemento de
ψ(G) es abierto, sabemos que existe r > 0 tal que el disco de radio r centrado en λ
es un subconjunto de C \ ψ(G), por tanto |ψ(v)− λ| ≥ r para todo v ∈ G. Entonces
tenemos que 1

ψ−λ es una función acotada y por el teorema 2.17 tenemos que M 1
ψ−λ

es

un operador acotado en X. Esto junto con el hecho de que para toda f ∈ X y v ∈ G
se tiene que ((Mψ−λM 1

ψ−λ
)f)(v) = f(v) y ((M 1

ψ−λ
Mψ−λ)f)(v) = f(v) nos permite

concluir que Mψ−λ es invertible.
Como Mψ − λI = Mψ−λ, concluimos que λ /∈ σ(Mψ) lo cual implica la contención

σ(Mψ) ⊆ ψ(G).

Observe que ψ(G) = σp(Mψ) ⊆ σap(Mψ) ⊆ σ(Mψ) ⊆ ψ(G) si tomamos cerradura
en las contenciones anteriores y utilizando que el espectro y el espectro puntual
aproximado son subconjuntos cerrados de C (ver teoremas 1.6 y 1.7) se tiene σ(Mψ) =

σap(Mψ) = ψ(G) probando asi el inciso (b).

El siguiente teorema nos da una condición necesaria y suficiente para que el
operador de multiplicación sea compacto en los espacios de Hardy discretos.

Teorema 2.20. Sea X el espacio Hp(G) o Hp
0(G), donde 1 ≤ p < ∞ y sea Mψ :

X −→ X un operador de multiplicación acotado en X. Entonces Mψ es un operador
compacto en X si y solo si ψ(v) −→ 0 cuando |v| −→ ∞.

Demostración. Suponga primero que Mψ es un operador compacto en X. Por el teo-
rema 1.8 sabemos que el espectro de un operador compacto es un conjunto numerable
con 0 el único posible punto ĺımite. Procederemos por contradicción, suponga que
ψ(v) 9 0 cuando |v| −→ ∞. Entonces existe ε > 0 y una sucesión de vértices {vk}
en G tal que |vk| −→ ∞ y |ψ(vk)| ≥ ε para todo k.
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Observe que la sucesión {ψ(vk)} no puede ser constante, pues de hecho si esta su-
cesión tomara el mismo valor una infinidad de veces se tiene una contradicción ya
que si λ es el valor que se repite una infinidad de veces entonces λ = ψ(v) para
algún v ∈ {vk}. Observe que Mψχ{v} = ψ(v)χ{v}, luego χ{v} ∈ ker(Mψ − ψ(v)) por
tanto χ{v} ∈ ker(Mψ − λ). Entonces {χvk : ψ(vk) = λ} ⊆ ker(Mψ − λ)}, por lo que
ker(Mψ − λ) seŕıa de dimensión infinita lo cual es una contradicción pues como Mψ

es compacto ker(Mψ − λ) es de dimensión finita (ver teorema 1.9, parte (c)).
Por tanto, por el teorema de Bolzano-Weierstrass sabemos que {ψ(vk)} tiene un pun-
to ĺımite. Como |ψ(vk)| ≥ ε para todo k se tiene una contradicción pues 0 es el único
posible punto ĺımite. Por tanto ψ(v) −→ 0 cuando |v| −→ ∞.

Para probar la otra dirección del teorema usaremos el hecho de que el conjunto
de operadores compactos en X es un subespacio cerrado del conjunto de operadores
acotados en X (ver teorema 1.9, parte (b)).

Primero analizaremos el caso cuando ψ ∈ Cc(G), en este caso existe N ∈ N tal
que ψ(v) = 0 para todo |v| > N , por tanto (Mψf)(v) = ψ(v)f(v) = 0 para todo
|v| > N y para todo f ∈ X. En este caso el rango de Mψ es un espacio de dimensión
finita, pues ran(Mψ) ⊆ span{χ{v} : |v| ≤ N}, de hecho para f ∈ Hp(G) se tiene que
Mψ(f) =

∑
|v|≤N ψ(v)f(v)χ{v} esto muestra que Mψ es un operador compacto (ver

teorema 1.9, parte (a)).
Ahora, sea ψ una función arbitraria tal que ψ(v) −→ 0 cuando |v| −→ ∞. Para

cada n defina {fn} como

fn(v) :=

{
ψ(v), si |v| ≤ n

0, en otro caso.

Observe que por definición fn ∈ Cc(G) para todo n, por lo probado anteriormente
tendremos también que Mfn es un operador compacto para todo n, más aun se tiene
que

‖Mfn −Mψ‖ = ‖Mfn−ψ‖ = ‖fn − ψ‖∞ = sup
|v|>n
|ψ(v)|.

Observe entonces que la hipótesis de que ψ(v) −→ 0 cuando |v| −→ ∞ implica que
‖Mfn − Mψ‖ −→ 0 cuando n −→ ∞. Entonces Mψ es el ĺımite de una sucesión
{Mfn} de operadores compactos y por tanto Mψ es compacto en X, terminando aśı
la prueba del teorema.

Lema 2.21. Sea X el espacio Hp(G), Hp
0(G), donde 1 ≤ p <∞ y sea Mψ : X −→ X

un operador de multiplicación acotado en X. Si Mψ es un operador compacto en X,
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entonces para toda sucesión acotada {fn} en X que converja puntualmente a cero se
tiene que ‖ψfn‖ −→ 0 cuando n −→∞.

Demostración. Sea {fn} una sucesión acotada en X que converge puntualmente a
0, probaremos que ‖Mψ(fn)‖ = ‖ψfn‖ −→ 0 cuando n −→ ∞. Procederemos por
contradicción, supongamos que ‖Mψ(fn)‖9 0 cuando n −→∞, entonces existe una
subsucesión gm := fnm y ε > 0 tal que ‖Mψ(gm)‖ ≥ ε para todo m. Observe que
{gm} es una sucesión acotada que converge puntualmente a 0 pues {fn} lo es. Dado
que Mψ es un operador compacto y como {gm} está acotada entonces existe una
subsucesión {gmk} de {gm} tal que {ψgmk} = {Mψ(gmk)} converge en la norma ‖ · ‖p
a una función digamos g, luego por 2.12 sabemos que ψgmk converge uniformemente
en conjuntos compactos a g, en particular ψgmk converge a g puntulmente y por tanto
g es la función idénticamente cero, teniendo aśı que ĺımk−→∞ ‖ψgmk‖p = ‖g‖p = 0, es
decir ψgmk converge a cero en la norma ‖ ·‖p lo cual es imposible pues ‖Mψ(gm)‖ ≥ ε
para todo m lo cual es una contradicción. Entonces ‖Mψ(fn)‖ = ‖ψfn‖ −→ 0 cuando
n −→∞ terminando aśı la prueba del teorema.

Sea K(X) el conjunto de todos los operadores compactos en X, si A es un ope-
rador acotado en X mencionamos en el teorema 1.10 que

‖A‖e := dist(A,K(X)) = ı́nf{‖A− L‖ : L ∈ K(X)}.

es una norma en el espacio cociente B(X,X)/K(X). Para más información consultar
[14, Teorema 4.1].

Teorema 2.22. Sea Mψ : X −→ X un operador de multiplicación acotado en Hp(G)
o Hp

0(G), donde 1 ≤ p <∞. Entonces

‖Mψ‖e ≤ ĺım
n−→∞

sup
|v|≥n
|ψ(v)|

.

Demostración. Para cada n ∈ N defina {ψn} como

ψn(v) :=

{
ψ(v), si |v| < n,

0, en otro caso.

Observe que para cada n se tiene que ψn(v) −→ 0 cuando |v| −→ ∞, pues de
hecho ψn(v) = 0 para |v| ≥ n. Entonces por el teorema 2.20 tenemos que Mψn es
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un operador compacto para todo n ∈ N. Por la definición de la norma ‖ · ‖e y la
definición de ı́nfimo se tiene

‖Mψ‖e = ı́nf{‖Mψ − L‖ : L ∈ K(X)}
≤ ‖Mψ −Mψn‖
= ‖ψ − ψn‖∞
= sup

v∈T
|ψ(v)|

= sup
|v|≥n
|ψ(v)|.

Tomando ĺımites cuando n −→∞ de ambos lados en la desigualdad anterior tenemos
que

‖Mψ‖e ≤ ĺım
n−→∞

sup
|v|≥n
|ψ(v)|.

Observe que el ĺımite de la parte derecha en la desigualdad anterior es finito pues ψ
es acotada. Esta desigualdad completa la prueba del teorema.

Teorema 2.23. Sea X el espacio Hp(G) o Hp
0(G), donde 0 < p < ∞ y sea Mψ :

X −→ X es un operador de multiplicación acotado en X. Entonces Mψ es una
isometŕıa en X si y solo si |ψ(v)| = 1 para todo v ∈ G.

Demostración. Primero suponga que |ψ(v)| = 1 para todo v ∈ G. Se tiene que

Mp(n, ψf) =

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|ψ(v)|p|f(v)|p
 1

p

=

 1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p
 1

p

= Mp(n, f).

Tomando supremos de ámbos lados de la igualdad anterior tenemos que

‖f‖p = ‖ψf‖p = ‖Mψ(f)‖p

lo cual prueba que Mψ es una isometŕıa en X.
Ahora suponga que Mψ es una isometŕıa en X. Dado v ∈ G, considere a la función

f := χ{v}, por hipótesis tenemos que

‖Mψ(f)‖p = ‖f‖p

pero observe

‖Mψ(f)‖p =

(
1

γ(n)
|ψ(v)f(v)|p

) 1
p

=

(
1

γ(n)
|ψ(v)|p

) 1
p
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y también

‖f‖p =

(
1

γ(n)

) 1
p

,

por tanto tenemos que (
1

γ(n)
|ψ(v)|p

) 1
p

=

(
1

γ(n)

) 1
p

,

entonces |ψ(v)| = 1 para todo v ∈ G.

Es importante mencionar que todos los resultados descritos de aqúı en adelante
ya no aparecen en el art́ıculo [31] el cual es base de este trabajo. En el art́ıculo [31]
se planteaban la pregunta de si era posible definir un producto interno de tal manera
que H2(G) llegara a ser un espacio de Hilbert. La respuesta a esta pregunta queda
plasmada en el siguiente teorema.

Teorema 2.24. Sea G una gráfica infinita, conexa y localmente finita con ráız,
entonces para p ≥ 1 se tiene que Hp(G) no es un espacio de Hilbert.

Demostración. Construiremos dos funciones f y g definidas en tal gráfica, de tal
manera que no cumpla con la identidad del paralelogramo.
Sea o la ráız de G. Sobre G definimos a la función f como

f(v) :=

{
1, si |v| = 0,

0, otro caso.

Por otro lado considere w ∈ G fijo tal que w 6= o. Definimos sobre G a la función
g como

g(v) :=

{
1, si v = w,

0, otro caso.

Un simple cálculo muestra que para todo p ≥ 1 se tiene que

2‖f‖2p + 2‖g‖2p = 2 + 2
1

(γ(|w|))
2
p

6= 1 + 1 = ‖f + g‖2p + ‖f − g‖2p.

Concluimos que Hp(G) no puede ser un espacio de Hilbert respecto de la norma
‖ · ‖p.

Otra de las preguntas que nos interesaba analizar es si el operador multiplicación
pod́ıa ser hiperćıclico en Hp(G), la respuesta la presentamos en el siguiente teorema.
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Teorema 2.25. Sea G una gráfica infinita, conexa y localmente finita con ráız o,
para p ∈ (0,∞), se tiene que el operador multiplicación Mϕ actuando en Hp

0(G) no
es hiperćıclico.

Demostración. Probaremos que el espectro puntual del adjunto de Mϕ es no vaćıo.
Para w ∈ G considere al funcional evaluación ew definido como ew(f) := f(w),
observe que ew es acotado pues por el lema 2.11 probado anteriormente tenemos que
para toda f ∈ Hp

0(G)

|ew(f)| = |f(w)| ≤ (γ(|w|))
1
p‖f‖p.

Sea v ∈ G y g ∈ Hp
0(G), defina λ := ϕ(v). Observe que

ev(Mϕg) = ev(ϕg) = ϕ(v)g(v) = λg(v) = ev(λg),

usando esto y aplicando la definición del adjunto tenemos que

(M∗
ϕev)(g) = ev(Mϕg) = ev(λg) = (λg)(v) = (λev)(g),

como esto es cierto para toda g ∈ Hp
0(G) concluimos que M∗

ϕev = λev La existencia
de λ implica que el espectro puntual de M∗

ϕ es no vaćıo y por la proposición 1.15
concluimos que Mϕ no puede ser hiperćıclico.

En el caso clásico del espacio de Hardy (ver apéndice A) los ĺımites de los valores
de una función en la frontera del disco unitario existen casi en todas partes. Los
ĺımites de una función en Hp

0(G) a lo largo de un fin (camino infinito), forman de
alguna manera los valores en la “frontera”. Una pregunta interesante seŕıa tratar
de ver si se puede definir una frontera en una gráfica infinita para después ver si
se cumple algo similar al caso clásico Hp(D) . En el art́ıculo [9] P. Cartier define la
frontera de Poisson de una gráfica infinita y menciona algunas caracteŕısticas; mismas
que describe M. Pavone de manera más resumida en el art́ıculo [32]. A continuación
escribimos las definiciones y propiedades descritas en [32].

Definición 2.26. Sea q ∈ N y sea T un árbol con ráız o, donde cada vértice tiene
exactamente q + 1 vecinos. Definimos Ω como el conjunto de todos los caminos
infinitos que comienzan en la ráız o, y para v ∈ T definimos E(v) ⊆ Ω a el conjunto
de todos los caminos infinitos que comienzan en o y que contienen a v.

Resulta que la topoloǵıa generada por los conjuntos E(v) con v ∈ T , hacen de Ω
un espacio compacto el cual juega el rol de la frontera de T . Se observa también que
para n un entero fijo positivo hay exactamente (q+1)qn−1 vértices en T a distancia n
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de la ráız, dada esta observación, se demuestra que los correspondientes subconjuntos
{E(v) : d(v, o) = n} forman una partición de Ω en subconjuntos compactos abiertos
y se define además una medida µo en Ω la cual asigna el número 1

(q+1)qn−1 a cada uno

de los subconjuntos E(v) tales que d(v, o) = n. Se menciona también en este art́ıculo
[32] que µo se extiende a una única medida de probabilidad de Borel regular sobre
Ω, y el espacio (Ω, µo) es llamado la frontera de Poisson de T .

En el caso del espacio de Hardy clásico (ver apéndice A), los ĺımites radiales de los
valores de una función en la frontera del disco unitario existen casi en todas partes
y eso se plasma en el siguiente teorema.

Teorema 2.27. [30, Corolario 1.1.28] Sea f ∈ Hp(D), entonces

ĺım
r−→1−

f(reiθ)

existe para casi todo θ ∈ [0, 2π).

Este resultado se usa fuertemente en la demostración del siguiente teorema, en el
cual se caracteriza al dual del espacio de Hardy clásico [16].

Teorema 2.28. [16, Teorema 7.3] Para 1 ≤ p <∞, el espacio dual (Hp)∗ es isométri-
camente isomorfo a Lp/Hq, donde 1

p
+ 1

q
= 1.

Seŕıa interesante saber si en los espacios de Hardy de una gráfica infinita sucede
algo similar al teorema 2.28, y por tanto uno de los objetivos que nos propusimos
estudiar en esta tesis es tratar de encontrar al espacio dual de Hp

0(G), sin embargo
el único resultado que encontramos es el ejemplo que mencionamos a continuación.

Ejemplo 2.29. Sea T un árbol infinito con ráız o, donde cada vértice tiene 3 hijos y
sea f una función definida en T de tal manera que f(o) = 1 y f toma el valor 1 para
dos vértices a distancia 1 de la ráız y el valor 0 para el otro vértice a esta misma
distancia, por convención nosotros tomaremos al vértice de enmedio.
Teniendo estos valores definidos, pedimos que f tome el valor de cero en todos los
hijos de v siempre que f(v) = 0, y para cada vértice v tal que |v| ≥ 1 y f(par(v)) 6= 0
pedimos que f tome el valor |v|+ 1 para exactamente 2 hijos de v y el valor 0 en el
hijo restante.
La siguiente figura muestra el árbol descrito anteriormente, donde se define a una
función f con las caracteŕısticas descritas.
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1

1

2

3

...

0

...

3

...

0

...

2

3

...

0

...

3

...

0

...

1

2

3

...

0

...

3

...

0

...

2

3

...

0

...

3

...

Observe que para n ∈ N tenemos

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

3n

2n∑
i=1

|n|p

=
2n

3n
|n|p

=

(
2

3

)n
|n|p.

Como el ĺımite

ĺım
n−→∞

(
2
3

)n+1 |n+ 1|p(
2
3

)n |n|p = ĺım
n−→∞

(
2

3

) ∣∣∣∣1 +
1

n

∣∣∣∣p =
2

3

es menor que 1, podemos concluir que la siguiente serie converge∑
n≥1

(
2

3

)n
|n|p

y por tanto
ĺım
n−→∞

Mp(n, f) = 0.

concluyendo aśı que f ∈ Hp
0(G).

Ahora definamos

C := {{vn}n∈N : ĺım
n−→∞

f(vn) =∞},
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observe que C es el conjunto de caminos infinitos en T sobre los cuales el ĺımite de
la función f es infinito.
Como cada vértice tiene tres hijos, etiquetamos a cada hijo empezando de izquierda
a derecha por los números 0, 1 y 2 respectivamente. Observe que cualquier camino
infinito de la gráfica anterior es una sucesión con valores en {0, 1, 2}.
Nótese que los caminos infinitos correspondientes a sucesiones con valores en {0, 2},
corresponden a caminos infinitos {vn} ∈ C, por el argumento de diagonal de cantor
sabemos que hay una cantidad no numerable de estas sucesiones. Entonces C es un
conjunto no numerable.

Por otro lado, utilizando la definición 2.26 para el árbol mencionado, si conside-
ramos a (Ω, µo) la frontera de Poisson de T tenemos en particular que la medida del
conjunto C se obtiene restandole a la medida de T las medidas de los caminos donde
la función tiene el valor de cero. Es decir

µo(C) = 1− 1

3
− 2

9
− 4

27
− 8

81
− · · ·

= 1− 1

3
− 2

32
− 4

33
− 8

34
− · · ·

= 1− 1

3

(
1 +

2

3
+

4

32
+

8

33
+ · · ·

)
= 1− 1

3

(
1 +

2

3
+

(
2

3

)2

+

(
2

3

)3

+ · · ·

)

= 1− 1

3

(
1

1− 2
3

)
= 1− 1

(3)
(3)

= 0.

Observe que con este ejemplo tenemos una gráfica infinita, conexa y localmente
finita en donde podemos definir una función en Hp

0(G) de tal manera que el ĺımite
de esta no existe para una cantidad no numerable de fines pero que sin embargo el
conjunto de estos caminos infinitos es un conjunto de medida cero. Podemos concluir
con este ejemplo que no queda descartada la posibilidad de que se pueda obtener un
resultado similar al teorema 2.28, para el caso clásico.
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CAPÍTULO 3

El operador de desplazamiento hacia
adelante en Hp(T ) y Hp

0(T )

El objetivo de este trabajo de tesis es estudiar operadores acotados en los espacios
de Hardy definidos anteriormente. Un operador muy conocido en la literatura y para
el cual obtendremos algunos resultados es el operador de desplazamiento hacia ade-
lante. Daremos la definición de este operador, demostraremos condiciones necesarias
y suficientes para cuando este es acotado, se estudiará el concepto de hiperciclicidad
y el de isometŕıa. Es importante aclarar que en este caṕıtulo estaremos trabajando
sobre árboles infinitos, localmente finitos con ráız y no en gráficas en general.

3.1. Definición y acotabilidad

Enseguida definimos al operador de desplazamiento hacia adelante, definición
originalmente dada en [19].

Definición 3.1. Sea T un árbol con ráız y F el conjunto de las funciones definidas
en T con valores en C. Dado f ∈ F definimos al operador de desplazamiento
hacia adelante como

(Sf)(v) :=

{
f(par(v)), si v es distinto de la raiz,

0, si v es la ráız.

Recuerde que en un árbol con ráız o para r ∈ N denotamos como γ(r, w) al núme-
ro de r-hijos del vértice w. Para n ∈ N0 definimos K(r, n) := máx{γ(r, w) : |w| = n}
y γ(n) el número de vértices que están a distancia n de la ráız, observe que γ(n) =
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γ(n, o).
Los siguientes dos teoremas nos permiten caracterizar cuando el operador S es aco-
tado en Hp(T ) y Hp

0(T ), más aún nos dan el valor de la norma en cada uno de estos
espacios.

Teorema 3.2. El operador de desplazamiento hacia adelante es acotado en Hp(T )

si y solo si el conjunto
{
K(1,n−1)γ(n−1)

γ(n)
: n ∈ N

}
es acotado. Más aún se tiene que

‖S‖ = sup
n≥1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Sea f ∈ Hp(T ). Para todo n ≥ 1 tenemos que

Mp
p (n, Sf) =

1

γ(n)

∑
|w|=n

|(Sf)(w)|p

=
1

γ(n)

∑
|w|=n

|f(par(w))|p

=
1

γ(n)

∑
|w|=n−1

γ(1, w)|f(w)|p

≤ 1

γ(n)

∑
|w|=n−1

K(1, n− 1)|f(w)|p

=
K(1, n− 1)

γ(n)

γ(n− 1)

γ(n− 1)

∑
|w|=n−1

|f(w)|p

=
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
Mp

p (n− 1, f).

Suponga primero que el el conjunto
{
K(1,n−1)γ(n−1)

γ(n)
: n ∈ N

}
es acotado y defina

C := sup
n≥1

{
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

}
.

Utilizando la desigualdad obtenida anteriormente tenemos que

Mp
p (n, Sf) ≤ CMp

p (n− 1, f),

por tanto para todo n ≥ 1,
Mp

p (n, Sf) ≤ C‖f‖pp.
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Esta desigualdad y dado que Mp
p (0, Sf) = 0 implican que Sf ∈ Hp(T ), además se

tiene que ‖Sf‖pp ≤ C‖f‖pp, por tanto ‖Sf‖p ≤ C
1
p‖f‖p lo cual muestra que S es

acotado en Hp(T ) y que

‖S‖ ≤ C
1
p . (3.1)

Para mostrar la otra implicación del teorema haremos lo siguiente. Considere una
sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que γ(1, wn) = K(1, n). Defina a la
función f como

f(v) :=

{
(γ(n))

1
p , si v = wn,

0, en otro caso.
(3.2)

Observe que para todo n ≥ 0 se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p =
1

γ(n)
|f(wn)|p =

1

γ(n)
|[γ(n)]

1
p |p = 1,

por tanto ‖f‖p = 1 y en particular f ∈ Hp(T ).
Por otro lado tenemos que para todo n ≥ 1

Mp
p (n, Sf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Sf)(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(par(v))|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|f(par(v))|p

=
1

γ(n)
γ(1, wn−1)|f(wn−1)|p

=
1

γ(n)
K(1, n− 1)|[γ(n− 1)]

1
p |p

=
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
.

Sacando ráız p-ésima en la igualdad anterior se tiene

Mp(n, Sf) =

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

.

34



Observe que si el conjunto
{
K(1,n−1)γ(n−1)

γ(n)
: n ∈ N

}
no es acotado entonces también se

cumplirá que {Mp(n, Sf) : n ∈ N} no es acotado, luego supn∈N0
Mp(n, Sf) no exis-

te. Entonces Sf /∈ Hp(T ) lo cual prueba que S no es acotado y entonces quedan
demostradas las dos implicaciones del teorema.

Ahora calcularemos la norma del operador S. Suponga S acotado en Hp(T ).
Entonces se tiene que el siguiente supremo existe

C := sup
n≥1

{
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

}
.

Tomemos f como en la expresión (3.2). Como ‖f‖p = 1 y además ‖Sf‖p = C
1
p

entonces ‖S‖ ≥ C
1
p . Este resultado y el obtenido en la ecuación (3.1) implican que

‖S‖ = C
1
p = sup

n≥1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

.

Teorema 3.3. El operador de desplazamiento hacia adelante es acotado en Hp
0(T )

si y solo si el conjunto
{
K(1,n−1)γ(n−1)

γ(n)
: n ∈ N

}
es acotado. Más aún se tiene que

‖S‖ = sup
n≥1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Para cada n ≥ 1 defina la sucesión an := K(1,n−1)γ(n−1)
γ(n)

. Para probar

el teorema suponga primero que el conjunto {an : n ∈ N} es acotado y defina
C := supn≥1{an}.
En el teorema anterior ya demostramos que S es acotado en Hp(T ), para demostrar
que S es acotado en Hp

0(T ) basta mostrar que si f ∈ Hp
0(T ) entonces Sf ∈ Hp

0(T ).
Sea f ∈ Hp

0(T ), como en particular f ∈ Hp(T ) en la prueba del teorema anterior
mostramos que para n ≥ 1

Mp
p (n, Sf) ≤ CMp

p (n− 1, f),

tomando ĺımites cuando n −→ ∞ en esta desigualdad es claro que como f ∈ Hp
0(T )

entonces Sf ∈ Hp
0(T ) probando que S es acotado en Hp

0(T ) y también se tiene que

‖S‖ ≤ C
1
p . (3.3)
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Para mostrar la otra implicación del teorema probaremos la contrapositiva, es
decir probaremos que si {an : n ∈ N} no es acotado entonces el operador de despla-
zamiento hacia adelante S no manda todos los elementos de Hp

0(T ) en Hp
0(T ) y por

tanto S no es acotado en Hp
0(T ).

Suponga entonces que an no es acotada, entonces sabemos que existe una subsuce-
sión ank tal que ank −→ ∞. Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una
función f ∈ Hp

0(T ) pero tal que Sf /∈ Hp
0(T ).

Defina a la sucesión {cn} como

cn :=

{
1
ank

, si n = nk para algún k,

0, en otro caso.

observe que cn −→ 0 cuando n −→∞.
Por otro lado considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y tal

que γ(1, wn) = K(1, n). Defina a la función f como

f(v) :=


1, si v es la raiz,

(cn+1γ(n))
1
p , si v = wn,

0, en otro caso.

observe que para todo n ≥ 1 se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p =
1

γ(n)
|f(wn)|p =

1

γ(n)
|[cn+1γ(n)]

1
p |p = cn+1,

entonces como cn −→ 0 se tiene que f ∈ Hp
0(T ).
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Por otro lado tenemos que para todo n ≥ 1

Mp
p (n, Sf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Sf)(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(par(v))|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|f(wn−1)|p

=
1

γ(n)
γ(1, wn−1)|f(wn−1)|p

=
1

γ(n)
K(1, n− 1)|[cnγ(n− 1)]

1
p |p

=
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
cn

= ancn.

Observe que

ancn :=

{
1, si n = nk para algún k,

0, en otro caso,

luego como la subsucesión ankcnk = 1 para todo k, esto implica que el siguiente ĺımite
no es igual a cero

ĺım
n−→∞

Mp(n, Sf) = ĺım
n−→∞

ancn

y por tanto concluimos que Sf /∈ Hp
0(T ). Entonces S no es acotado en Hp

0(T ) pro-
bando aśı las dos implicaciones del teorema.

Ahora calcularemos la norma del operador S. Suponga S acotado en Hp
0(T ),

considere una sucesión de vértices {wn}n≥1 tal que |wn| = n y tal que γ(1, wn) =
K(1, n). Defina a la siguiente sucesión de funciones {fk}k≥1 donde

fk(v) :=


1, si v es la raiz,

(γ(n))
1
p , si v = wn y 1 ≤ n ≤ k,

0, en otro caso.

Sea k ≥ 1 fijo, observe que para todo 1 ≤ n ≤ k se tiene

Mp
p (n, fk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|fk(v)|p =
1

γ(n)
|fk(wn)|p = 1,
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para n > k se tiene Mp
p (n, fk) = 0 y como Mp

p (0, fk) = 1 entonces fk ∈ Hp
0(T ) y

‖fk‖p = 1 para todo k ≥ 1.
Por otro lado para todo 1 ≤ n ≤ k + 1 tenemos que

Mp
p (n, Sfk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Sfk)(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

|fk(par(v))|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|fk(wn−1)|p

=
1

γ(n)
γ(1, wn−1)|f(wn−1)|p

=
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
,

para n > k + 1 se tiene Mp
p (n, Sfk) = 0 y como Mp

p (0, Sfk) = 0, se sigue

‖Sfk‖pp = sup
n∈N0

Mp
p (n, Sfk)

= sup
1≤n≤k+1

Mp
p (n, Sfk)

= sup
1≤n≤k+1

K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
,

entonces para todo k ≥ 1 se cumple

‖S‖ = sup{‖Sf‖p : f ∈ Tp, ‖f‖p = 1} ≥ ‖Sfk‖p = sup
1≤n≤k+1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

,

tomando ĺımites cuando k −→∞ tenemos que

‖S‖ ≥ sup
n≥1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

.

Esta desigualdad junto con la ecuación (3.3) implican

‖S‖ = sup
n≥1

(
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)

) 1
p

,

como se queŕıa.
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En los siguientes dos ejemplos mostramos a un árbol donde el operador S no es
acotado y otro árbol donde śı es acotado.

Ejemplo 3.4. Sea T el árbol con ráız que se construye como: la ráız tendrá dos
hijos, teniendo a estos dos vértices, el siguiente proceso de construcción se aplicará
de forma consecutiva; para el primer vértice v que está más hacia la izquierda le
pediremos que tenga |v|+ 1 hijos y los demás vértices tendrán un solo hijo. Entonces
el operador S no es acotado en los espacios Hp(T ) y Hp

0(T ).

Demostración. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
árbol descrito en este ejemplo.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

Para mostrar que el operador S no es acotado en Hp(T ) y Hp
0(T ) utilizaremos los

teoremas 3.2 y 3.3. Mostraremos que el conjunto{
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
: n ∈ N

}
no es acotado.

Sea n ∈ N, recuerde que en un árbol con ráız o para r ∈ N denotamos como γ(r, w)
al número de r-hijos del vértice w. Para n ∈ N0 definimos K(r, n) := máx{γ(r, w) :
|w| = n} y γ(n) el número de vértices que están a distancia n de la ráız, observe que
γ(n) = γ(n, o).

Observe que K(1, n− 1) = n+ 1 y que

γ(n) =
n(n+ 1)

2
+ 1 =

n2 + n+ 2

2
,

por tanto

K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
=

n3 + n+ 2

n2 + n+ 2
.
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entonces

ĺım
n−→∞

K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
=∞,

por tanto el conjunto {
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
: n ∈ N

}
no es acotado. Esto prueba que el operador S no es acotado.

Ejemplo 3.5. Sea T el árbol con ráız tal que cada vértice v (incluyendo a la ráız)
tiene exactamente |v| + 1 hijos. Entonces el operador S es acotado en los espacios
Hp(T ) y Hp

0(T ), más aun se tiene que ‖S‖ = 1.

Demostración. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
árbol descrito en este ejemplo.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Para mostrar que el operdor S es acotado en Hp(T ) y Hp
0(T ) utilizaremos a los

teoremas 3.2 y 3.3. Mostraremos que el conjunto{
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
: n ∈ N

}
es acotado.

Sea n ∈ N, Observe que K(1, n− 1) = n+ 1 y que γ(n) = 1 · 2 · · · n · (n+ 1), por
tanto

K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
=

(n+ 1)(1 · 2 · · · n)

1 · 2 · · · n · (n+ 1)
= 1.

por tanto el conjunto {
K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
: n ∈ N

}
es acotado. Por los teoremas 3.2 y 3.3 se tiene que el operador S es acotado y además
‖S‖ = 1.
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3.2. Isometŕıa

Otro de los conceptos estudiados en análisis es el concepto de isometŕıa. Un mapeo
T de un espacio lineal normado (X, ‖ · ‖X) a un espacio lineal normado (Y, ‖ · ‖Y ) se
dice que es una isometŕıa si ‖Tx‖Y = ‖x‖X para todo x ∈ X.

Los siguientes teoremas nos dan ejemplos de árboles donde el operador de des-
plazamiento hacia adelante es una isometŕıa.

Teorema 3.6. Sea T un árbol con ráız donde cada vértice tiene exactamente q hijos
y S el operador de desplazamiento hacia adelante en Hp(T ), donde 1 ≤ p < ∞.
Entonces S es una isometŕıa.

Demostración. Observe que como cada vértice tiene exactamente q hijos, en au-
tomático S es acotado. En la siguiente figura se muestra un árbol donde cada vértice
tiene exactamente dos hijos.

...
...

...
...

...
...

...
...

Sea f una función en Hp(T ). Observe que Mp(0, f) = Mp(1, Sf) y que Mp(0, Sf) = 0,
además para n ≥ 1 se tiene lo siguiente

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

qn

∑
|v|=n

|f(v)|p,

y por otro lado, dado que cada vértice v con |v| = n es padre de q elementos del
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conjunto de vértices {v : |v| = n+ 1}, entonces

Mp
p (n+ 1, Sf) =

1

γ(n+ 1)

∑
|v|=n+1

|(Sf)(v)|p

=
1

γ(n+ 1)

∑
|v|=n+1

|f(par(v))|p

=
1

qn+1

∑
|v|=n

q|f(v)|p

=
1

qn

∑
|v|=n

|f(v)|p

= Mp
p (n, f).

Entonces para todo n ≥ 0 hemos mostrado que Mp(n, f) = Mp(n + 1, Sf) y como
Mp(0, Sf) = 0 concluimos que

‖f‖p = ‖Sf‖p
y por tanto S es una isometŕıa.

Teorema 3.7. Sea {sn}n∈N una sucesión acotada de números naturales y sea T un
árbol con ráız y tal que γ(1, v) = s|v|+1 para todo vértice v de T y S el operador
de desplazamiento hacia adelante Hp(T ), donde 1 ≤ p < ∞. Entonces S es una
isometŕıa.

Demostración. Primero, observe que para todo n ∈ N se tiene lo siguiente γ(n) =
s1s2 · · · sn y K(1, n− 1) := máx{γ(1, w) : |w| = n− 1} = sn. Entonces tenemos

K(1, n− 1)γ(n− 1)

γ(n)
=
sns1s2 · · · sn−1
s1s2 · · · sn

= 1,

y por tanto el operador S es acotado.
En la siguiente figura se muestra un árbol donde cada vértice tiene exactamente

tres vecinos. Observe que dicho árbol es un ejemplo de este teorema con la sucesión
{3, 2, 2, 2, 2, 2, 2, · · ·}.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...
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Mostraremos que S es una isometŕıa. Sea f una función en Hp(T ). Observe primero
que Mp(0, f) = Mp(1, Sf) y que Mp(0, Sf) = 0. Además para n ≥ 1 se tiene lo
siguiente

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

s1s2 · · · sn

∑
|f(v)|p,

y por otro lado, dado que cada vértice v con |v| = n es padre de sn+1 elementos del
conjunto de vértices {v : |v| = n+ 1}, tenemos que

Mp
p (n+ 1, Sf) =

1

γ(n+ 1)

∑
|v|=n+1

|(Sf)v|p

=
1

s1s2 · · · sn+1

∑
|v|=n

sn+1|f(v)|p

=
sn+1

s1s2 · · · sn+1

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

s1s2 · · · sn

∑
|v|=n

|f(v)|p

= Mp
p (n, f)

Entonces para todo n ≥ 0 se tiene Mp(n, f) = Mp(n+ 1, Sf) y como Mp(0, Sf) = 0
concluimos que

‖f‖p = ‖Sf‖p
y por tanto S es una isometŕıa.

3.3. El operador S no es hiperćıclico.

Al igual que con el operador multiplicación, nos preguntamos si el operador de
desplazamiento hacia adelante podŕıa ser hiperćıclico y llegamos al siguiente resulta-
do. Observe que el concepto de hiperciclicidad solo tiene sentido estudiarlo en Hp

0(T )
el cual es un espacio separable a diferencia de Hp(T ) que no es separable.

Teorema 3.8. Sea T un árbol con ráız o y S el operador de desplazamiento hacia
adelante. Supongamos que S es acotado en Hp

0(T ), donde 1 ≤ p < ∞. Entonces S
no es hiperćıclico en Hp

0(T ).
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Demostración. Procederemos por contradicción. Suponga que S es hiperćıclico, en-
tonces existe f ∈ Hp

0(T ) tal que Orb(S, f) = Hp
0(T ). Sea g ∈ Hp

0(T ) tal que g(o) 6= 0.
Como la órbita de f bajo S es densa en X entonces existe una sucesión nk ∈ N tal
que Snk(f) −→ g.
Sea ε > 0 sabemos entonces que existe N ∈ N tal que ‖Snkf − g‖p < ε para to-
do k ≥ N , luego por la manera en que se define a la norma ‖ · ‖p tenemos que
Mp(r, S

nkf − g) < ε para todo k ≥ N y todo r ∈ N0, en particular para toda k ≥ N
se tiene

ε > Mp(0, S
nkf − g)

= |(Snkf − g)(o)|
= |(Snkf)(o)− g(o)|
= |g(o)|,

luego como ε es arbitrario concluimos que g(o) = 0, lo cual es una contradicción.
Entonces S no puede ser hiperćıclico en Hp

0(T ).

Otro de los objetivos que nos hab́ıamos propuesto para este trabajo era calcular
el espectro del operador S, sin embargo por limitaciones de tiempo ya no fue posible
atacar este problema y lo dejamos para un trabajo futuro.
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CAPÍTULO 4

El operador de desplazamiento hacia
atrás en Hp(T ) y Hp

0(T )

Otro de los operadores que aparece en la literatura y el último que estudiaremos en
estos espacios de Hardy, es el operador de desplazamiento hacia atrás, la definición de
este se da originalmente en [29]. Daremos condiciones necesarias y suficientes para que
sea acotado, condiciones necesarias y suficientes para decidir cuándo es hiperćıclico y
finalmente mostraremos algunos resultados sobre su espectro. Es importante aclarar
que aśı como en el caṕıtulo anterior, en este también estaremos trabajando solo sobre
árboles infinitos, localmente finitos con ráız, y no en gráficas en general.

4.1. Definición y acotabilidad

Definición 4.1. Sea T un árbol con ráız y F el conjunto de las funciones definidas
en T . Dado f ∈ F definimos al operador de desplazamiento hacia atrás como

(Bf)(v) =
∑

w∈Chi(v)

f(w).

Recuerde que en un árbol con ráız o para r ∈ N denotamos como γ(r, w) al núme-
ro de r-hijos del vértice w. Para n ∈ N0 definimos K(r, n) := máx{γ(r, w) : |w| = n}
y a γ(n) como el número de vértices que están a distancia n de la ráız. Observe que
γ(n) = γ(n, o).
Los siguientes dos teoremas nos permiten caracterizar cuando el operador B es aco-
tado en Hp(T ) y Hp

0(T ), más aún nos dan el valor de la norma en cada uno de
estos espacios. En este caṕıtulo se estará haciendo uso en distintas ocasiones de la
desigualdad de Jensen (Teorema 1.11).

45



Teorema 4.2. para p ≥ 1, el operador de desplazamiento hacia atrás es acotado

en Hp(T ) si y solo si el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado. Más aún se

tiene que

‖B‖ = sup
n≥0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Sea f ∈ Hp. Para todo n ≥ 0 tenemos que

Mp
p (n,Bf) =

1

γ(n)

∑
|w|=n

|(Bf)(w)|p

=
1

γ(n)

∑
|w|=n

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chi(w)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 1

γ(n)

∑
|w|=n

 ∑
v∈Chi(w)

|f(v)|

p

≤ 1

γ(n)

∑
|w|=n

γ(1, w)p−1
∑

v∈Chi(w)

|f(v)|p (por la desigualdad de Jensen)

≤ (K(1, n))p−1

γ(n)

γ(n+ 1)

γ(n+ 1)

∑
|v|=n+1

|f(v)|p

=
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
Mp

p (n+ 1, f).

Suponga primero que el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado y defina

C := sup
n∈N0

{
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

}
.

Utilizando la desigualdad obtenida anteriormente tenemos que

Mp
p (n,Bf) ≤ (K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
Mp

p (n+ 1, f) ≤ CMp
p (n+ 1, f).

Por tanto para todo n ≥ 0,

Mp
p (n,Bf) ≤ C‖f‖pp.
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Esta desigualdad implica que Bf ∈ Hp(T ), además se tiene que ‖Bf‖pp ≤ C‖f‖pp,
por tanto

‖Bf‖p ≤ C
1
p‖f‖p,

lo cual muestra que B es acotado en Hp(T ) y además

‖B‖p ≤ C
1
p . (4.1)

Para mostrar la otra implicación del teorema haremos lo siguiente. Considere una
sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que γ(1, wn) = K(1, n). Defina a la
función f como

f(v) :=


1, si v es la raiz,(

γ(n)
K(1,n−1)

) 1
p
, si v ∈ Chi(wn−1) para algún n ≥ 1,

0, en otro caso.

(4.2)

Observe que Mp
p (0, f) = 1 y para todo n ≥ 1 se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|f(v)|p

=
K(1, n− 1)

γ(n)

∣∣∣∣∣
(

γ(n)

K(1, n− 1)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= 1,

por tanto ‖f‖p = 1 y en particular f ∈ Hp(T ). Por otro lado tenemos que para todo
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n ≥ 0

Mp
p (n,Bf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bf)(v)|p

=
1

γ(n)
|Bf(wn)|p (pues Bf(v) 6= 0 si y solo si v = wn)

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chi(wn)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(1, wn)

(
γ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(1, n)

(
γ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
.

Sacando raiz p-ésima en la desigualdad anterior se tiene que

Mp(n,Bf) =

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

Observe que si el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
no es acotado entonces tam-

bién se cumplirá que el conjunto {Mp(n,Bf) : n ∈ N0} no es acotado y por tanto
supn∈N0

Mp(n,Bf) no existe. Entonces Bf /∈ Hp(T ). Esto muestra que B no es aco-
tado y entonces quedan demostradas las dos implicaciones del teorema.

Ahora calcularemos la norma del operador B. Suponga B acotado en Hp(T ).
Entonces se tiene que el siguiente supremo existe

C := sup
n∈N0

{
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

}
.

Tomemos f como en la expresión (4.2), como ‖f‖p = 1 y además ‖Bf‖p = C
1
p , se

tiene entonces que

‖B‖ ≥ C
1
p ,
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este resultado junto con la ecuación (4.1) implican

‖B‖ = C
1
p = sup

n∈N0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

,

demostrando aśı el teorema.

Teorema 4.3. Para p ≥ 1, el operador de desplazamiento hacia atrás B es acotado

en Hp
0(T ) si y solo si el conjunto

{
(K(1,n))p−1γ(n+1)

γ(n)
: n ∈ N0

}
es acotado. Más aún se

tiene que

‖B‖ = sup
n≥0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Para cada n ≥ 0 defina la sucesión an := (K(n,1))p−1γ(n+1)
γ(n)

. Para probar

el teorema suponga primero que el conjunto {an : n ∈ N0} es acotado y defina
C := supn∈N0

{an}. En el teorema anterior ya demostramos que B es acotado en
Hp(T ), para demostrar que B es acotado en Hp

0(T ) basta mostrar que si f ∈ Hp
0(T )

entonces Bf ∈ Hp
0(T ).

Sea f ∈ Hp
0(T ). Como en particular f ∈ Hp(T ) en la prueba del teorema anterior

mostramos que para n ≥ 0

Mp
p (n,Bf) ≤ (K(n, 1))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
Mp

p (n+ 1, f) ≤ CMp
p (n+ 1, f),

si tomamos ĺımites cuando n −→∞ en esta desigualdad es claro que como f ∈ Hp
0(T )

entonces Bf ∈ Hp
0(T ) probando que B es acotado en Hp

0(T ) y también se tiene que

‖B‖ ≤ C
1
p . (4.3)

Para mostrar la otra implicación del teorema probaremos que si an no es acotada
entonces el operador de desplazamiento hacia atrás no es acotado en Hp

0(T ).
Suponga que an no es acotada, entonces sabemos que existe una subsucesión ank
tal que ank −→ ∞. Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una función
f ∈ Hp

0(T ) pero tal que Bf /∈ Hp
0(T ).

Para cada n ≥ 0 defina

cn :=

{
1
ank

, si n = nk para algún k,

0, en otro caso,

observe que cn −→ 0 cuando n −→∞.
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Considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que γ(1, wn) =
K(1, n). Defina a la función f como

f(v) :=


1, si v es la raiz(
cn−1γ(n)
K(1,n−1)

) 1
p
, si v ∈ Chi(wn−1) para algún n ≥ 1,

0, en otro caso.

Observe que para todo n ≥ 1 se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|f(v)|p

=
1

γ(n)
γ(1, wn−1)

∣∣∣∣∣
(

cn−1γ(n)

K(1, n− 1)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)
K(1, n− 1)

∣∣∣∣∣
(

cn−1γ(n)

K(1, n− 1)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= cn−1

entonces como cn −→ 0 se tiene que f ∈ Hp
0(T ).
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Por otro lado tenemos que para todo n ≥ 1

Mp
p (n,Bf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bf)(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣∣∣
∑

w∈Chi(v)

f(w)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chi(wn)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(1, wn)

(
cnγ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(1, n)

(
cnγ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(n, 1))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
cn

= ancn.

Observe que

ancn :=

{
1, si n = nk para algún k,

0, en otro caso,

Por tanto el siguiente ĺımite no es igual a cero (si es que existe)

ĺım
n−→∞

Mp(n,Bf) = ĺım
n−→∞

ancn

y por tanto Bf /∈ Hp
0(T ). Entonces B no es acotado, probando aśı las dos implica-

ciones del teorema.
Ahora calcularemos la norma del operador B. Suponga B acotado en Hp

0(T ),
considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que γ(1, wn) = K(1, n).
Defina a la siguiente sucesión de funciones {fk}k≥1 en Hp

0(T ) donde

fk(v) :=


1, si v es la raiz,(

γ(n)
K(1,n−1)

) 1
p
, si v ∈ Chi(wn−1) y 1 ≤ n ≤ k,

0, en otro caso.
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Sea k ≥ 1 fijo, observe que para todo 1 ≤ n ≤ k se tiene

Mp
p (n, fk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|fk(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chi(wn−1)

|fk(v)|p

=
K(1, n− 1)

γ(n)

∣∣∣∣∣
(

γ(n)

K(1, n− 1)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= 1.

Para n > k se tiene Mp
p (n, fk) = 0 y como Mp

p (0, fk) = 1 entonces ‖fk‖p = 1 para
todo k ≥ 1.
Por otro lado para todo 0 ≤ n ≤ k − 1 tenemos que

Mp
p (n,Bfk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bfk)(v)|p

=
1

γ(n)
|(Bfk)(wn)|p (pues (Bfk)(v) 6= 0 si y solo si v = wn)

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chi(wn)

fk(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(1, wn)

(
γ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(1, n)

(
γ(n+ 1)

K(1, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
.

Observe que para n > k − 1 se tiene Mp
p (n,Bfk) = 0, se sigue entonces que

‖Bfk‖pp = sup
n∈N0

Mp
p (n,Bfk)

= sup
0≤n≤k−1

Mp
p (n,Bfk)

= sup
0≤n≤k−1

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
,

52



entonces para todo k ≥ 1 se tiene que

‖B‖ = sup{‖Bf‖p : f ∈ Hp(T ), ‖f‖p = 1} ≥ ‖Bfk‖p = sup
0≤n≤k−1

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

,

tomando ĺımites cuando k −→∞ tenemos que

‖B‖ ≥ sup
n≥0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

.

Esta desigualdad junto con la ecuación (4.3) implican

‖B‖ = sup
n≥0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

,

como se queŕıa.

En la sección 4.3 daremos ejemplos de árboles donde el operador B es acotado.
En el siguiente ejemplo que de hecho coincide con el árbol del ejemplo 3.5, se tiene
que el operador B no es acotado.

Ejemplo 4.4. Sea T el árbol con ráız tal que cada vértice v (incluyendo a la ráız)
tiene exactamente |v| + 1 hijos. Entonces, para p ≥ 1 el operador B no es acotado
en los espacios Hp(T ) y Hp

0(T ).

Demostración. Antes de comenzar la prueba, en la siguiente figura mostramos al
árbol descrito en este ejemplo.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Para mostrar que el operador B no es acotado en Hp(T ) y Hp
0(T ) utilizaremos los

teoremas 4.2 y 4.3. Mostraremos que el conjunto{
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
: n ∈ N0

}
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no es acotado.
Para n ∈ N0, recuerde que en un árbol con ráız o para r ∈ N denotamos co-

mo γ(r, w) al número de r-hijos del vértice w. Para n ∈ N0 definimos K(r, n) :=
máx{γ(r, w) : |w| = n} y γ(n) el número de vértices que están a distancia n de la
ráız, observe que γ(n) = γ(n, o).

Sea n ∈ N0, observe que K(1, n) = n + 2 y que γ(n) = 1 · 2 · · · n · (n + 1), por
tanto

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
=

(n+ 2)p−1(1 · 2 · · · n · (n+ 1) · (n+ 2))

1 · 2 · · · n · (n+ 1)

= (n+ 2)p−1(n+ 2)

= (n+ 2)p.

Como
ĺım
n−→∞

(n+ 2)p =∞,

concluimos que el conjunto{
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
: n ∈ N0

}
no es acotado. Por los teoremas 3.2 y 3.3 se tiene que el operador S no es acotado.

En el resto del trabajo, aun cuando no se diga estaremos suponiendo que p ≥ 1.
Observe que si el operador B es acotado en el espacio de Hardy o en el espacio

de Hardy pequeño, se cumplirá que cualquier potencia de este operador también lo
será. Nos será útil más adelante calcular el valor de su norma. El siguiente teorema
nos dice cuál es el valor de la norma de potencias del operador B, resultado que
ocuparemos en la sección donde hablaremos de su espectro.

Teorema 4.5. Sea B el operador de desplazamiento hacia atrás acotado en Hp(T )
y sea j ≥ 2 un número natural. Entonces la norma del operador Bj es

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Sea j ≥ 2 un número natural. Ya mencionamos que como B es aco-
tado en Hp(T ) entonces el operador Bj también es acotado. Calcularemos su norma.
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Primero probaremos que el conjunto
{

(K(j,n))p−1γ(n+j)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado de la si-

guiente manera. Considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que
γ(j, wn) = K(j, n). Defina a la función f como

f(v) :=


1, si |v| < j,(

γ(n)
K(j,n−j)

) 1
p
, si v ∈ Chij(wn−j) para algún n ≥ j,

0, en otro caso,

(4.4)

observe que Mp
p (n, f) = 1 para todo n < j y que para todo n ≥ j se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chij(wn−j)

|f(v)|p

=
K(j, n− j)

γ(n)

∣∣∣∣∣
(

γ(n)

K(j, n− j)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= 1,

por tanto ‖f‖p = 1 y en particular f ∈ Hp(T ). Por otro lado tenemos que para todo
n ≥ 0

Mp
p (n,Bjf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bjf)(v)|p

=
1

γ(n)
|(Bjf)(wn)|p (pues (Bjf)(v) 6= 0 si y solo si v = wn)

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chij(wn)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(j, wn)

(
γ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(j, n)

(
γ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
.
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Sacando raiz p-ésima en la desigualdad anterior se tiene que

Mp(n,B
jf) =

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Observe que como Bj es acotado entonces el conjunto
{

(K(j,n))p−1γ(n+j)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es

acotado. Defina

C := sup
n∈N0

{
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

}
.

Por otro lado, observe que dada f ∈ Hp. Para todo n ≥ 0 tenemos que

Mp
p (n,Bjf) =

1

γ(n)

∑
|w|=n

|(Bjf)(w)|p

=
1

γ(n)

∑
|w|=n

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chij(w)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ 1

γ(n)

∑
|w|=n

 ∑
v∈Chij(w)

|f(v)|

p

≤ 1

γ(n)

∑
|w|=n

γ(j, w)p−1
∑

v∈Chij(w)

|f(v)|p (por la desigualdad de Jensen)

≤ (K(j, n))p−1

γ(n)

γ(n+ j)

γ(n+ j)

∑
|v|=n+j

|f(v)|p

=
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
Mp

p (n+ j, f).

Esta desigualdad implica que

Mp
p (n,Bjf) ≤ (K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
Mp

p (n+ j, f) ≤ CMp
p (n+ j, f).

Por tanto para todo n ≥ 0,

Mp
p (n,Bjf) ≤ C‖f‖pp.

Entonces se tiene que ‖Bf‖pp ≤ C‖f‖pp, por tanto

‖Bjf‖p ≤ C
1
p‖f‖p,
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lo cual muestra que

‖Bj‖ ≤ C
1
p . (4.5)

Tomemos f como en la expresión (4.4). Como ‖f‖p = 1 y además ‖Bjf‖p = C
1
p ,

se tiene entonces que

‖Bj‖ ≥ C
1
p ,

esto resultado junto con la ecuación (4.5) implican

‖Bj‖ = C
1
p = sup

n∈N0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

,

demostrando aśı el teorema.

Teorema 4.6. Sea B el operador de desplazamiento hacia atrás acotado en Hp
0(T )

y sea j ≥ 2 un número natural. Entonces la norma del operador Bj es

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Demostración. Sea j ≥ 2 un número natural, aśı como en el teorema anterior observe
que si B es acotado en Hp

0(T ) entonces también lo será Bj. Calcularemos la norma
de este.
Para cada n ≥ 0 defina la sucesión an := (K(j,n))p−1γ(n+j)

γ(n)
. Mostraremos que el con-

junto {an : n ∈ N0} es acotado. Procederemos por contradicción. Si {an : n ∈ N0}
no es acotado, entonces sabemos que existe una subsucesión ank tal que ank −→∞.
Mostraremos que si esto sucede podemos exhibir a una función f ∈ Hp

0(T ) pero tal
que Bjf /∈ Hp

0(T ). Para cada n ≥ 0 defina

cn :=

{
1
ank

, si n = nk para algún k,

0, en otro caso,

observe que cn −→ 0 cuando n −→∞.
Considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que γ(j, wn) =

K(j, n). Defina a la función f como

f(v) :=


1, si |v| < j(
cn−jγ(n)
K(j,n−j)

) 1
p
, si v ∈ Chij(wn−j) para algún n ≥ j,

0, en otro caso.
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Observe que para todo n ≥ j se tiene

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chij(wn−j)

|f(v)|p

=
1

γ(n)
γ(j, wn−j)

∣∣∣∣∣
(

cn−jγ(n)

K(j, n− j)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)
K(j, n− j)

∣∣∣∣∣
(

cn−jγ(n)

K(j, n− j)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= cn−j

entonces como cn −→ 0 se tiene que f ∈ Hp
0(T ).

Por otro lado tenemos que para todo n ≥ 0

Mp
p (n,Bjf) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bjf)(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣∣∣
∑

w∈Chij(v)

f(w)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chij(wn)

f(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(j, wn)

(
cnγ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(j, n)

(
cnγ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
cn

= ancn.

Observe que

ancn :=

{
1, si n = nk para algún k,

0, en otro caso,
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por lo tanto el siguiente ĺımite no es cero (si es que existe)

ĺım
n−→∞

Mp(n,B
jf) = ĺım

n−→∞
ancn

y por tanto Bjf /∈ Hp
0(T ). Entonces Bj no seŕıa acotado lo cual es una contradicción,

por tanto {an : n ∈ N0} es acotado. Defina C := supn∈N0
{an}.

Para toda f ∈ Hp
0(T ) se tiene que en particular f ∈ Hp(T ), en la prueba del

teorema anterior mostramos que para n ≥ 0

Mp
p (n,Bjf) ≤ (K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
Mp

p (n+ j, f),

por lo que

‖Bj‖ ≤ C
1
p . (4.6)

Ahora, considere una sucesión de vértices {wn}n≥0 tal que |wn| = n y que
γ(j, wn) = K(j, n). Defina a la siguiente sucesión de funciones {fk}k≥1 donde

fk(v) :=


1, si |v| < j,(

γ(n)
K(j,n−j)

) 1
p
, si v ∈ Chij(wn−j) y j ≤ n ≤ k,

0, en otro caso.

Sea k ≥ 1 fijo. Observe que para todo n < j tenemos Mp
p (n, fk) = 1, para todo

j ≤ n ≤ k se cumple

Mp
p (n, fk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|fk(v)|p

=
1

γ(n)

∑
v∈Chij(wn−j)

|fk(v)|p

=
K(j, n− j)

γ(n)

∣∣∣∣∣
(

γ(n)

K(j, n− j)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

= 1,

y para n > k se tiene Mp
p (n, fk) = 0, entonces ‖fk‖p = 1 para todo k ≥ 1.
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Por otro lado dado k fijo, para todo 0 ≤ n ≤ k − j tenemos que

Mp
p (n,Bjfk) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|(Bjfk)(v)|p

=
1

γ(n)
|(Bjfk)(wn)|p (pues (Bjfk)(v) 6= 0 si y solo si v = wn)

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

v∈Chij(wn)

fk(v)

∣∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣γ(j, wn)

(
γ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
1

γ(n)

∣∣∣∣∣K(j, n)

(
γ(n+ j)

K(j, n)

) 1
p

∣∣∣∣∣
p

=
(K(j, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
,

y que para n > k − j se tiene Mp
p (n,Bjfk) = 0. Se sigue entonces que

‖Bjfk‖pp = sup
n∈N0

Mp
p (n,Bjfk)

= sup
0≤n≤k−j

Mp
p (n,Bjfk)

= sup
0≤n≤k−j

(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)
,

entonces para todo k ≥ 1 se tiene que

‖Bj‖ ≥ ‖Bjfk‖p = sup
0≤n≤k−j

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

,

tomando ĺımites cuando k −→∞ tenemos que

‖B‖ ≥ sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Esta desigualdad junto con la ecuación (4.6) implican

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

,

como se queŕıa.
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4.2. Hiperciclicidad

En los caṕıtulos anteriores nos preguntamos si el operador multiplicación y el
operador de desplazamiento hacia adelante podŕıan ser hiperćıclicos en Hp

0(T ). En
esta sección hacemos la misma pregunta para el operador de desplazamiento hacia
atrás B. Recuerde que para los dos primeros se obtuvo que estos no pueden ser
hiperćıclicos, sin embargo para el operador B encontraremos condiciones necesarias
y suficientes para cuando este śı es hiperćıclico en el espacio Hp

0(T ), resultado que se
plasma en el siguiente teorema.

Teorema 4.7. Sea T un árbol con ráız y B el operador de desplazamiento hacia atrás.
Supongamos que {γ(n)}n∈N0 es no decreciente y B es acotado en Hp

0(T ). Entonces
B es hiperćıclico si y solo si existe una sucesión creciente de enteros positivos {nk}
tal que para todo n ∈ N

ĺım
k−→∞

γ(n)

γ(n+ nk)
= 0.

Demostración. Primero suponga que existe una sucesión creciente de enteros positi-
vos {nk} tal que para todo n ∈ N se cumple ĺımk−→∞

γ(n)
γ(n+nk)

= 0. Mostraremos que
el operador B es hiperćıclico verificando que se satisfacen todas las condiciones del
criterio de hiperciclicidad descritas en el teorema 1.14.

Defina a X como el conjunto X := {g ∈ Tp : g es de soporte finito}. Ya mostramos
en el lema 2.8 que X es un conjunto denso de Hp

0(T ). Sea n ∈ N, es fácil ver que
para toda f ∈ Hp

0(T ) y u ∈ T , se tiene

(Bnf)(u) =
∑

v∈Chin(u)

f(v).

(1) Como g es de soporte finito, sabemos que existe N ∈ N tal que g(v) = 0 para
todo vértice v con |v| ≥ N . Además tenemos que si v ∈ Chi(u) entonces |v| = |u|+ 1
y por tanto para v ∈ Chin(u) se tiene |v| = |u|+ n. Entonces para todo vértice v, si
n ≥ N y v ∈ Chin(u) entonces g(v) = 0. Se sigue que (Bng)(v) = 0 para todo vértice
v siempre que n ≥ N . Entonces la función Bng es idénticamente cero si n ≥ N lo
cual implica que Bnkg −→ 0 para toda g ∈ X, cuando k −→∞.

(2) Dada g ∈ X y n ∈ N, defina la función Tng con valores en los complejos como

(Tng)(v) :=

{
1

γ(parn(v),n)
g(parn(v)), si v ∈ V n,

0, si v /∈ V n,

donde V n denota al conjunto de vértices que tienen n-ancestros.
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Sea n ∈ N y sea m ∈ N0. Es fácil darse cuenta que si m < n se tiene que
Mp(m,Tng) = 0. Por otro lado, si m ≥ n entonces se tiene

Mp
p (m,Tng) =

1

γ(m)

∑
|v|=m

|(Tng)(v)|p

=
1

γ(m)

∑
|v|=m

1

(γ(parn(v), n))p
|g(parn(v))|p

=
1

γ(m)

∑
|v|=m−n

1

(γ(v, n))p
|g(v)|pγ(v, n)

=
1

γ(m)

∑
|v|=m−n

1

(γ(v, n))p−1
|g(v)|p.

Observe que entonces

‖Tng‖p =

(
sup
m∈N0

Mp(m,Tng)

) 1
p

=

(
sup
m≥n

Mp(m,Tng)

) 1
p

,

y por tanto

‖Tng‖pp = sup
m≥n

1

γ(m)

∑
|v|=m−n

1

(γ(v, n))p−1
|g(v)|p.

Por otro lado como γ(v, n) ≥ 1 entonces tenemos

1

γ(m)

∑
|v|=m−n

1

(γ(v, n))p−1
|g(v)|p ≤ 1

γ(m)

∑
|v|=m−n

|g(v)|p

=
γ(m− n)

γ(m)
Mp

p (m− n, g).

Para cada g ∈ X defina ω(g) como

ω(g) := máx{n0 ∈ N : existe v ∈ T con |v| = n0 y g(v) 6= 0},

este número existe por ser g de soporte finito, más aún se tiene que Mp(j, g) = 0
para todo j > ω(g).
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Por tanto

‖Tng‖pp ≤ sup
m≥n

γ(m− n)

γ(m)
Mp

p (m− n, g)

= sup
0≤m−n≤ω(g)

γ(m− n)

γ(m)
Mp

p (m− n, g)

= sup
0≤s≤ω(g)

γ(s)

γ(s+ n)
Mp

p (s, g)

≤ ‖g‖pp sup
0≤s≤ω(g)

γ(s)

γ(s+ n)

= ‖g‖pp máx
0≤s≤ω(g)

γ(s)

γ(s+ n)
.

En particular para la sucesión {nk} tenemos que

‖Tnkg‖pp ≤ ‖g‖pp máx
0≤s≤ω(g)

γ(s)

γ(s+ nk)
.

Sabemos por la hipótesis que para todo s se tiene ĺımk−→∞
γ(s)

γ(s+nk)
= 0, por tanto si

tomando ĺımites cuando k −→∞ en ambos lados de la desigualdad anterior tenemos

ĺım
k−→∞

‖Tnkg‖pp ≤ ‖g‖pp ĺım
k−→∞

máx
0≤s≤ω(g)

γ(s)

γ(s+ nk)
= 0,

de donde concluimos que

ĺım
k−→∞

‖Tnkg‖p = 0

y por tanto
ĺım
k−→∞

Tnkg = 0

cumpliendose aśı la tercera condición del criterio de hiperciclicidad descrita en el
teorema 1.14.

(3) Por último, mostraremos que Bn(Tng) = g para toda g ∈ X y n ∈ N. Si
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g ∈ X y u ∈ T , entonces

Bn(Tng)(u) =
∑

v∈Chin(u)

(Tng)(v)

=
∑

v∈Chin(u)

1

γ(parn(v))
g(parn(v))

=
∑

v∈Chin(u)

1

γ(u, n)
g(u)

= g(u).

Por tanto Bnk(Tnkg) −→ g cuando k −→ ∞, para cada g ∈ X, cumpliendose
aśı la segunda condición del criterio de hiperciclicidad. Entonces por el criterio de
hiperciclicidad tenemos que B es hiperćıclico.

Ahora suponga que el operador B es hiperćıclico en Hp
0(T ). Probaremos unas

desigualdades que utilizaremos en la demostración de esta otra implicación del teo-
rema. Primero mostraremos que si s ∈ N fijo, entonces para todo ε > 0 existe un
entero N ∈ N tal que γ(s)

γ(s)+γ(s+N)
< ε.

Sea s ∈ N fijo y ε > 0, sin pérdida de generalidad suponga ε < 1. Como B es
hiperćıclico sabemos que existe un vector hiperćıclico f ∈ Hp

0(T ) tal que ‖f‖p < ε.
Sea g := χs la función indicadora del conjunto de los vértices v que cumplen con
|v| = s, claramente g ∈ Hp

0(T ) por lo que existe N ∈ N tal que ‖BNf − g‖p < ε.

Observe que

εp > ‖BNf − g‖pp

= sup
n∈N0

1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣(BNf − g)(v)
∣∣p

= sup
n∈N0

1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− g(v)

∣∣∣∣∣∣
p

≥ 1

γ(s)

∑
|v|=s

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− g(v)

∣∣∣∣∣∣
p

usando esta desigualdad y por la definición de g se tiene
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ε >

 1

γ(s)

∑
|v|=s

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− g(v)

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 1

γ(s)

∑
|v|=s

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− 1

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

(4.7)
Por otro lado, aplicando la desigualdad de Jensen y la desigualdad del triángulo se
tiene 1

γ(s)

∑
|v|=s

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− 1

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

≥ 1

γ(s)

∑
|v|=s

∣∣∣∣∣∣
 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− 1

∣∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣∣ 1

γ(s)

∑
|v|=s

 ∑
w∈ChiN (v)

f(w)

− 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

γ(s)

∑
|v|=s

∑
w∈ChiN (v)

f(w)− 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

γ(s)

∑
|w|=N+s

f(w)− 1

∣∣∣∣∣∣
≥ 1−

∣∣∣∣∣∣ 1

γ(s)

∑
|w|=N+s

f(w)

∣∣∣∣∣∣ .
Haciendo uso de esta desigualdad junto con (4.7) tenemos

ε > 1−

∣∣∣∣∣∣ 1

γ(s)

∑
|w|=N+s

f(w)

∣∣∣∣∣∣ (4.8)

luego

1− ε <
1

γ(s)

∑
|w|=N+s

|f(w)|,

como ε < 1, si multiplicamos por γ(s) en ambos lados de la desigualdad, elevando a
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la p y aplicando la desigualdad de Jensen se tiene

(γ(s)(1− ε))p <

 ∑
|w|=N+s

|f(w)|

p

≤ (γ(N + s))p−1
∑

|w|=N+s

|f(w)|p

≤ (γ(N + s))pMp
p (N + s, f)

< (γ(N + s))pεp,

por tanto

γ(s)(1− ε) < γ(N + s)ε,

factorizando tenemos

γ(s)

γ(s) + γ(N + s)
< ε.

Como en la desigualdad anterior no se pierde generalidad al suponer ε < 1, hemos
demostrado que dado s ∈ N fijo entonces para todo ε > 0 existe un entero N ∈ N
tal que γ(s)

γ(s)+γ(N+s)
< ε.

Por otro lado, sea M ∈ N y ε > 0. Probaremos que existe un N ∈ N tal que para
todo n ∈ {1, · · ·,M}

γ(n)

γ(n+N)
< ε.

Por lo mostrado anteriormente sabemos que para todo ε > 0 y para cada n que
cumpla n ∈ {1, · · ·,M} existe Nn ∈ N tal que

γ(n)
ε
2

< γ(n) + γ(n+Nn).

Sea Nr = máx{Nn : 1 ≤ n ≤ M}, observe que como {γ(n)}n∈N0 es no decreciente
entonces para todo 1 ≤ n ≤M tenemos que

γ(n)
ε
2

< γ(n) + γ(n+Nn) ≤ γ(n+Nn) + γ(n+Nn) ≤ 2γ(n+Nr)

por tanto

γ(n)

γ(n+Nr)
< ε.

66



La existencia de este Nr prueba que dado M ∈ N y ε > 0 existe un N ∈ N tal que

γ(n)

γ(n+N)
< ε para todo 1 ≤ n ≤M.

Finalmente, sea k ∈ N, usando la última observación con ε = 1
k

tenemos que
existe nk ∈ N tal que

γ(n)

γ(n+ nk)
<

1

k

para todo 1 ≤ n ≤ k y tal que nk > nk−1 pues {γ(n)}n∈N0 la estamos suponiendo no
decreciente.

Por tanto podemos considerar a {nk : k ∈ N} tal que n1 < n2 < · · ·. Probaremos
que esta sucesión creciente es la que nos sirve para mostrar la implicación del teorema.
Sea n ∈ N fijo y ε > 0, seleccionamos a K tal que 1

K
< ε, observe que si k >

máx{K,n} entonces
γ(n)

γ(n+ nk)
<

1

k
<

1

K
< ε,

como ε es arbitrario entonces hemos mostrado que

ĺım
k−→∞

γ(n)

γ(n+ nk)
= 0.

La existencia de la sucesión nk muestra la segunda implicación del teorema y con
esto el teorema queda demostrado.

La siguiente observación nos menciona una equivalencia del resultado obtenido
en el teorema anterior.

Observación 4.8. Sea T un árbol con raiz y B el operador de desplazamiento hacia
atrás. Supongamos que {γ(n)}n∈N0 es no decreciente y B es acotado en Hp

0(T ).
El teorema anterior establece que B es hiperćıclico si y solo si existe una sucesión

creciente de enteros positivos {nk} tal que para todo n ∈ N

ĺım
k−→∞

γ(n)

γ(n+ nk)
= 0.

Observe que esto pasa si y solo si

ĺım
k−→∞

γ(n+ nk) =∞,

si y solo si {γ(n)}n∈N no es eventualmente constante (es decir, no existe N ∈ N tal
que γ(n) es constante para todo n ≥ N).
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Con el resultado descrito en la observación anterior, mostramos en la siguiente
figura un árbol donde el operador B no es hiperćıclico pues {γ(n)}n∈N es eventual-
mente constante ya que γ(n) = 8 para todo n ≥ 3.

...
...

...
...

...
...

...
...

4.3. Espectro

Otro concepto que estudiamos acerca del operador de desplazamiento hacia atrás
es el tratar de encontrar su espectro en Hp(T ). Resulta que el espectro de este ope-
rador dependerá del árbol donde se esté interactuando.

Lema 4.9. Sea T un árbol con ráız y F el conjunto de las funciones definidas en T .
Si o es la ráız de T y λ ∈ C entonces la función f ∈ F definida como

f(v) :=

{
λ|v|

γ(1,par(v))γ(1,par2(v))···γ(1,par|v|−1(v))γ(1,o)
, si v 6= o,

1, si v = o,

es un eigenvector del operador B : F −→ F con λ su respectivo eigenvalor.

Demostración. Sea f ∈ F como en el enunciado. Un cálculo muestra que Bf = λf :
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En efecto, sea v ∈ T , entonces

Bf(v) =
∑

w∈Chi(v)

f(w)

=
∑

w∈Chi(v)

λ|w|

γ(1, par(w))γ(1, par2(w)) · · · γ(1, par|w|−1(w))γ(1, o)

=
∑

w∈Chi(v)

λ|w|

γ(1, v)γ(1, par(v)) · · · γ(1, par|v|−1(v))γ(1, o)

=
∑

w∈Chi(v)

λ|v|+1

γ(1, v)γ(1, par(v)) · · · γ(1, par|v|−1(v))γ(1, o)

= γ(1, v)
λ|v|+1

γ(1, v)γ(1, par(v)) · · · γ(1, par|v|−1(v))γ(1, o)

=
λ|v|+1

γ(1, par(v)) · · · γ(1, par|v|−1(v))γ(1, o)

= λ
λ|v|

γ(1, par(v)) · · · γ(1, par|v|−1(v))γ(1, o)

= λf(v).

Como esta igualdad es cierta para todo v ∈ T concluimos que la función f es un
eigenvector para el operador B : F −→ F , siendo λ su respectivo eigenvalor.

Mostraremos ejemplos de árboles donde analizaremos al espectro σ(B) del ope-
rador de desplazamiento hacia atrás B, en el espacio de Hardy Hp(T ) donde T es un
árbol distinto en cada ejemplo.

Teorema 4.10. Sea q ∈ N y T un árbol donde cada vértice tiene q hijos, sea o la
ráız de T . Entonces el espectro de B en Hp(T ) es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ q}.

Demostración. Es importante mencionar que como cada vértice tiene q hijos, en
automático B está acotado pues dado que para n ∈ N0 se tiene

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
=
qp−1qn+1

qn+1
= qp,

entonces el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado.
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Sea λ ∈ C tal que |λ| ≤ q. Primero probaremos que λ ∈ σp(B). En efecto, pues
sabemos por el lema anterior que la función f definida en T como

f(v) :=

{
λ|v|

γ(1,par(v))γ(1,par2(v))···γ(1,par|v|−1(v))γ(1,o)
, si v 6= o,

1, si v = o,

es un eigenvector para el operador B en F . Si f está en Hp(T ) entonces λ es un
eigenvalor de B en Hp(T ).
Observe que en este árbol la función f toma la forma

f(v) :=

{
λ|v|

q|v|
, si v 6= o,

1, si v = o.

Mostraremos entonces que f ∈ Hp(T ). Observe que para n ∈ N

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣(λq
)n∣∣∣∣p

=

∣∣∣∣λq
∣∣∣∣np .

Observe que como |λ| ≤ q entonces Mp
p (n, f) está acotado y por tanto f ∈ Hp(T ).

Entonces concluimos que λ ∈ σp(B) para todo |λ| ≤ q.
Por otro lado sabemos por el teorema 4.2 que

‖B‖ = sup
n≥0

(
(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)

) 1
p

= sup
n≥0

(
qp−1qn+1

qn

) 1
p

= q.

Sabemos que el radio espectral de B está acotado por su norma (ver [14, Teorema
3.6]), es decir

r(B) ≤ ‖B‖.
Este hecho y dado que λ ∈ σp(B) para todo |λ| ≤ q, podemos concluir que el espectro
de B es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ q}.
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La siguiente figura muestra un árbol donde cada vértice tiene dos hijos y definimos
a una función f como en el lema 4.9 con λ = 1.

1

1
2

1
2

1
4

1
4

1
4

1
4

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

...
...

...
...

...
...

...
...

Teorema 4.11. Sea q ∈ N0 y T un árbol donde cada vértice tiene q+ 1 vecinos, sea
o la ráız de T . Entonces el espectro de B en Hp(T ) es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ q}.

Demostración. Es importante mencionar que como cada vértice tiene q+ 1 hijos, en
automático B está acotado pues dado que para n ∈ N0 se tiene

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
=
qp−1(q + 1)qn

qn
= qp−1(q + 1),

entonces el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado.

Sabemos por la proposición 1.5 que el radio espectral del operador B se puede
calcular como

r(B) = ĺım
j−→∞

‖Bj‖
1
j .

Por el teorema 4.5 sabemos que

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Por las forma en que se definió el árbol y haciendo algunos cálculos, para j ≥ 2 se
tiene que si n = 0(

(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

=
(
((q + 1)qj−1)p−1(q + 1)qj−1

) 1
p = (q + 1)qj−1,
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y si n > 0 (
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

=

(
(qj)p−1(q + 1)qn+j−1

(q + 1)qn−1

) 1
p

= qj.

Por tanto

r(B) = ĺım
j−→∞

‖Bj‖
1
j

= ĺım
j−→∞

(
sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

) 1
j

= ĺım
j−→∞

(
(q + 1)qj−1

) 1
j

= ĺım
j−→∞

(q + 1)
1
j q1−

1
j

= q.

Por otro lado, sea λ ∈ C tal que |λ| ≤ q, por el lema 4.9 sabemos que la función
f definida en T como

f(v) :=

{
λ|v|

(q+1)q|v|−1 , si v 6= o,

1, si v = o

es un eigenvector para el operador B en F .
Observe que para n ∈ N

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣(λq
)n

q

q + 1

∣∣∣∣p
=

∣∣∣∣λq
∣∣∣∣np ∣∣∣∣ q

q + 1

∣∣∣∣p .
Observe que como |λ| ≤ q entonces Mp

p (n, f) está acotado y por tanto f ∈ Hp(T ).
Entonces concluimos que λ ∈ σp(B) para todo |λ| ≤ q.
Esto y como ya sabiamos que r(B) = q se sigue el resultado

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ q}.
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Teorema 4.12. Sea {s1, s2, · · ·, sr} un conjunto de números enteros, con r ≥ 2
también un número entero. Sea T un árbol cuya ráız es o y tal que si v es un vértice
de T con |v| = lvr + ev donde lv, ev ∈ N y 0 < ev ≤ r se cumple γ(1, v) = sev .
Entonces el espectro de B en Hp(T ) es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ r
√
s1s2 · · · sr}.

Demostración. Es importante mencionar que el operador B está acotado pues dado
que para n ∈ N0, si n = kr + φn con k ≥ 0 y 0 < φn ≤ r, se tiene

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
=

(sφn+1)
p−1(s1s2 · · · sr)k(s1s2 · · · sφnsφn+1)

(s1s2 · · · sr)k(s1s2 · · · sφn)
= (sφn+1)

p,

entonces el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado ya que el conjunto {s1, s2, ··

·, sr} es acotado.
Por el teorema 4.5 sabemos que

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

.

Por otro lado sabemos que el radio espectral del operador B se puede calcular
como

r(B) = ĺım
j−→∞

‖Bj‖
1
j .

Como ya sabemos que el ĺımite anterior existe entonces es suficiente calcularlo
con una subsucesión pues en tal caso el ĺımite es igual al de la sucesión original.
Considermos a j = mr donde m ∈ N, entonces tenemos

r(B) = ĺım
m−→∞

‖Bmr‖
1
mr .

Para n = kr + φ donde k, φ ∈ N con k ≥ 0 y 0 < φ ≤ r se tiene

γ(n+mr)

γ(n)
=

(s1s2 · · · sr)k+m(s1, s2 · · · sφ)

(s1s2 · · · sr)k(s1s2 · · · sφ)
= (s1s2 · · · sr)m,

observe también que K(mr, n) = (s1s2 · · · sr)m.
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Por tanto para m ∈ N tenemos lo siguiente

‖Bmr‖ = sup
n≥0

(
(K(mr, n))p−1γ(n+mr)

γ(n)

) 1
p

= sup
n≥0

(
((s1s2 · · · sr)m)p−1(s1s2 · · · sr)m

) 1
p

= sup
n≥0

(s1s2 · · · sr)
m
p (s1s2 · · · sr)m−

m
p

= (s1s2 · · · sr)m,
lo cual nos permite concluir que

r(B) = ĺım
m−→∞

‖Bmr‖
1
mr

= ĺım
m−→∞

(s1, s2 · · · sr)
1
r

= (s1s2 · · · sr)
1
r

= r
√
s1s2 · · · sr.

Por otro lado, sea λ ∈ C tal que |λ| ≤ r
√
s1s2 · · · sr. Recuerde que todo vértice v

se puede escribir como |v| = lvr + ev donde lv, ev ∈ N y 0 < ev ≤ r. Por el lema 4.9
sabemos que la función f definida en T como

f(v) :=

{
λ|v|

(s1s2···sr)lv (s1s2···sev )
, si v 6= o,

1, si v = o

es un eigenvector para el operador B en F .
Observe que para n ∈ N

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣ λn

(s1s2 · · · sr)lv(s1s2 · · · sev)

∣∣∣∣
=

1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣∣ λn

(s1s2 · · · sr)
n−ev
r (s1s2 · · · sev)

∣∣∣∣∣
=

1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣ λn

(s1s2 · · · sr)
n
r

∣∣∣∣ ∣∣∣∣(s1s2 · · · sr) evr(s1s2 · · · sev)

∣∣∣∣
=

1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣∣ λ

(s1s2 · · · sr)
1
r

∣∣∣∣∣
n ∣∣∣∣(s1s2 · · · sr) evr(s1s2 · · · sev)

∣∣∣∣ .
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Observe que como |λ| ≤ r
√
s1s2 · · · sr, y como

∣∣∣ (s1s2···sr) evr(s1s2···sev )

∣∣∣ ≤ s1s2 · · · sr entonces

Mp
p (n, f) ≤ 1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣(s1s2 · · · sr) evr(s1s2 · · · sev)

∣∣∣∣
≤ 1

γ(n)

∑
|v|=n

s1s2 · · · sr

≤ s1s2 · · · sr,

por lo que Mp
p (n, f) está acotado y f ∈ Hp(T ). Entonces concluimos que λ ∈ σp(B)

para todo |λ| ≤ r
√
s1s2 · · · sr.

Esto y como ya sabiamos que r(B) = r
√
s1s2 · · · sr se sigue el resultado

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ r
√
s1s2 · · · sr} .

Entonces el teorema queda demostrado.

El siguiente ejemplo es un caso particular del teorema anterior, en donde se tiene
a un árbol en el que cada nivel se tienen s1 y s2 hijos en ese orden. La demostración
de este es un simple corolario del teorema anterior.

Ejemplo 4.13. Sean s1, s2 números enteros. Sea T un árbol con ráız tal que γ(1) =
s1, γ(2) = s2, γ(3) = s1, γ(4) = s2 y aśı sucesivamente. Entonces el espectro de B es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤
√
s1s2}.

En la siguiente figura se muestra a un árbol con s1 = 2 y s2 = 3. Entonces el espectro
del operador B es

σ(B) = σp(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤
√

6}.

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

Teorema 4.14. Sea {sn}n∈N una sucesión acotada de números naturales y sea T un
árbol cuya ráız es o y tal que γ(1, v) = s|v|+1 para todo vértice v de T . Entonces{

λ ∈ C :

{
|λ|n

s1s2 · · · sn

}
n∈N

es acotada

}
⊆ σp(B)
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y además

r(B) = ĺım
j−→∞

(
sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j
) 1

j

Demostración. Es importante mencionar que B está acotado pues dado que para
n ∈ N0 se tiene

(K(1, n))p−1γ(n+ 1)

γ(n)
=

(sn+1)
p−1(s1s2 · · · sn+1)

s1s2 · · · sn
= (sn+1)

p,

entonces el conjunto
{

(K(1,n))p−1γ(n+1)
γ(n)

: n ∈ N0

}
es acotado pues {sn}n∈N una suce-

sión acotada.
Sea λ ∈ C tal que

{
|λ|n

s1s2···sn

}
n∈N

es acotada. Por el lema 4.9 sabemos que la

función f definida en T como

f(v) :=

{
λ|v|

s1s2···s|v|
, si v 6= o

1, si v = o

es un eigenvector para el operador B en F .
Observe que para n ∈ N

Mp
p (n, f) =

1

γ(n)

∑
|v|=n

|f(v)|p

=
1

γ(n)

∑
|v|=n

∣∣∣∣ λn

s1s2 · · · sn

∣∣∣∣p
=

1

s1s2 · · · sn

∑
|v|=n

∣∣∣∣ λn

s1s2 · · · sn

∣∣∣∣p
=

|λn|p

(s1s2 · · · sn)p

=

(
|λ|n

s1s2 · · · sn

)p
.

Se sigue que Mp(n, f) está acotado para toda n y por tanto f ∈ Hp(T ). Entonces
concluimos que {

λ ∈ C :

{
|λ|n

s1s2 · · · sn

}
n∈N

es acotada

}
⊆ σp(B).
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Por otro lado, usando el teorema 4.5 para j ∈ N tenemos

‖Bj‖ = sup
n≥0

(
(K(j, n))p−1γ(n+ j)

γ(n)

) 1
p

= sup
n≥0

(
(sn+1sn+2 · · · sn+j)p−1(s1s2 · · · sn+j)

s1s2 · · · sn

) 1
p

= sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j.

Lo anterior nos permite calcular

r(B) = ĺım
j−→∞

‖Bj‖
1
j

= ĺım
j−→∞

(
sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j
) 1

j

= ĺım
j−→∞

(
sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j
) 1

j

.

Esto demuestra el teorema.

El siguiente ejemplo es un caso particular del teorema 4.14, en el cual calculamos
el espectro para el operador B.

Ejemplo 4.15. Considere la sucesión {sn}n∈N la cual está dada expĺıcitamente como

{2, 3, 2, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 2, 3, 3, 3, 3, 2, · · ·}

y sea T un árbol cuya ráız es o como en el teorema 4.14. Entonces {λ ∈ C : |λ| <
3} ⊆ σp(B), más aún

σ(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 3}.

Demostración. Sea nk := k(k+1)
2

= 1+2+ · · ·k con k ∈ N y sea λ ∈ C tal que |λ| < 3.
Considere a la función f definida como en el lema 4.9 la cual es un eigenvector para
el operador B en F .
Por el teorema 4.14 sabemos que para n ∈ N.

Mp
p (nk, f) =

(
|λ|

k(k+1)
2

2k3
k(k−1)

2

)p

=

(∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣k ∣∣∣∣λ3

∣∣∣∣
k(k−1)

2

)p

.
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Observe que si |λ| < 3 se tiene

ĺım
k−→∞

∣∣λ
2

∣∣k+1 ∣∣λ
3

∣∣ k(k+1)
2∣∣λ

2

∣∣k ∣∣λ
3

∣∣ k(k−1)
2

= ĺım
k−→∞

∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣ ∣∣∣∣λ3

∣∣∣∣k = 0.

Entonces por la prueba del cociente para series, se sigue que

ĺım
k−→∞

Mp
p (nk, f) = 0. (4.9)

Observe por otra parte que por la forma de la sucesión original y dado que |λ| < 3
entonces para todo k ∈ N se tiene

Mp
p (nk, f) =

(∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣k ∣∣∣∣λ3

∣∣∣∣
k(k−1)

2

)p

>

(∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣k ∣∣∣∣λ3

∣∣∣∣
k(k−1)

2
+1
)p

= Mp
p (nk + 1, f).

De manera análoga se muestra para todo k ∈ N que

Mp
p (nk + 1, f) > Mp

p (nk + 2, f) > · · · > Mp
p (nk+1 − 1, f).

Entonces concluimos que la ecuación (4.9) se cumple para toda subsucesión. Esto
implica que para todo n ∈ N se tiene Mp(n, f) −→ 0 cuando n −→ ∞ y por tanto
f ∈ Hp(T ) pues de hecho f ∈ Hp

0(T ). Concluimos que

{λ ∈ C : |λ| < 3} ⊆ σp(B).

Por otro lado, observe que por la forma de la sucesión {sn}, para j ∈ N fijo tenemos
que

sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j = 3j,

y por el teorema 4.14 tenemos que

r(B) = ĺım
j−→∞

(
sup
n≥0

sn+1sn+2 · · · sn+j
) 1

j

= 3.

Por tanto {λ ∈ C : |λ| < 3} ⊆ σp(B) ⊆ σ(B) ⊆ {λ ∈ C : |λ| ≤ 3} y entonces se tiene
que

σ(B) = {λ ∈ C : |λ| ≤ 3},
como se queŕıa.

Dejamos para un trabajo futuro la descripción de σ(B) para otros tipos de árboles.
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APÉNDICE A

Espacios de Hardy

Las siguientes definiciones de los espacios de Hardy son conocidas en análisis
funcional, ver por ejemplo [16]. Mencionamos estas definiciones pues hacemos una
pequeña analoǵıa con los espacios definidos en el caṕıtulo dos.

Definición A.1. Sea p ∈ (0,∞) y r ∈ [0, 1). Si f : D −→ C es una función medible,
definimos

Mp(r, f) :=

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
) 1

p

.

Se define el espacio de Hardy generalizado Hp
g (D) como el conjunto de todas las

funciones medibles f : D −→ C tal que Mp(r, f) existe para todo r ∈ (0, 1) y

sup
0<r<1

Mp(r, f) <∞.

El espacio de Hardy clásico Hp(D) es un subconjunto de Hp
g (D) que consiste única-

mente de las funciones anaĺıticas en D para las que sup0<r<1Mp(r, f) <∞.
En ambos casos se define

‖f‖p := sup
0<r<1

Mp(r, f).

El espacio de Hardy clásico es un contexto donde se pueden estudiar de manera
concreta problemas abstractos de teoŕıa de operadores, por ejemplo el problema de
clasificar subespacios invariates del operador de desplazamiento hacia adelante, en
l2 este es un problema intratable y cuando pasamos a H2(D) el problema queda
resuelto, para más información ver [30].

Existe una teoŕıa bastante desarrollada de estos espacios de Hardy, ver por ejem-
plo [16]. Se conocen caracteŕısticas expĺıcitas sobre la topoloǵıa de estos. Se sabe por
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ejemplo que H2(D) es un espacio de Hilbert y que las funciones f ∈ Hp(D) tienen
ĺımites radiales en la frontera casi en todas partes; resultado que se establece en el
siguiente teorema.

Teorema A.2. [30, Corolario 1.1.28] Sea f ∈ Hp(D), entonces

ĺım
r−→1−

f(reiθ)

existe para casi todo θ ∈ (0, 2π].

Además, si definimos
f̃(eiθ) := ĺım

r−→1−
f(reiθ),

se puede demostrar que f̃ ∈ Lp(S1) [16, Teorema 2.2].
Se conocen muchas otras caracteŕısticas de las funciones en Hp(D). Por ejemplo

se sabe exactamente cómo son los conjuntos de ceros de funciones en Hp(D) [16, p.
18].

En estos espacios también se han estudiado operadores. En particular, el estudio
del operador de desplazamiento (multiplicación por la variable independiente z) ha
dado una descripción de las funciones en Hp(D) como producto de funciones internas
(las cuales contienen los ceros) y funciones externas, (ver [16, p. 25]).

También hay una teoŕıa muy desarrollada de operadores de multiplicación (y sus
proyecciones conocidos como operadores de Toeplitz) y las álgebras de estos [30].

El estudio de operadores de composición en Hp(D) ha llevado al estudio de la
dinámica de funciones en el disco, para más detalles ver [38]. Para más información
sobre estos espacios puede consultar las referencias [16, 30].
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