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Resumen

En este trabajo se estudian algunos aspectos matematicos del problema de recons-
truccion de una funciéon de dos variables a partir de sus proyecciones. Primeramente
tratamos el caso en el que se conocen todas las proyecciones y luego aquél en el
que éstas se conocen solamente para un numero finito de direcciones uniformemente
distribuidas.

Abstract. In this work we study some mathematical aspects of the problem of
reconstruction of a function in two variables starting from its projections. First we
treat the case for which all the projections are known, and then the case when the
projections are known only on a finite number of uniformly distributed directions.
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Introduccion

Uno de los desarrollos tecnolégicos més impresionantes de las iltimas décadas es
la imagenologia médica, la cual ha revolucionado las técnicas para prevenir, diag-
nosticar y dar tratamiento a una gran cantidad de enfermedades. Con las modernas
técnicas de imagenologia es posible “ver” el interior del cuerpo humano de manera
precisa, segura y conveniente para localizar y evaluar tumores, sangre coagulada u
otras patologias, que anteriormente eran imposibles de localizar y evaluar sin realizar
algin tipo de cirugia.

Es bien conocido que el gran avance de la computacién de los tultimos anos ha
jugado un papel fundamental en el desarrollo e implementacion de una técnica ima-
genoldgica muy exitosa conocida como Tomografia Computarizada (CT, por sus
siglas en inglés), la cual fue inventada independientemente en los afos sesenta del
siglo XX por el fisico sudafricano Allan MacLeod Cormack (1924-1998) y el ingeniero
inglés Godfrey Newbold Hounsfield (1919-2004) [3, 4, 10], a quienes en 1979 se les
otorgo el premio Nobel de medicina por este grandioso invento.

Aunque menos reconocido, el papel desempenado por la matematica en el de-
sarrollo de los grandes avances tecnolégicos de la imagenologia médica también ha
sido fundamental. En 1917 el matematico austriaco Johann Radon (1887-1956) de-
mostréo matematicamente que es posible recobrar una funcion de dos variables si se
conocen las integrales de la misma en todas las lineas del plano [16]. Este resulta-
do equivale a que se puede reconstruir la imagen de un objeto bidimensional si se
conoce suficiente informacion del objeto en cada una de las lineas que lo cruzan.
En la practica esta informacién se obtiene al hacer pasar haces de rayos X a través
del objeto estudiado, midiendo la atenuacion que sufren éstos al interactuar con el
objeto.

Los resultados matematicos de Radon anteriormente mencionados, asi como los
andlogos que obtuvo para funciones de tres variables, permanecieron olvidados por
mucho tiempo hasta que Cormack y Hounsfield los retomaron casi cincuenta anos



después. Este olvido se debié seguramente a que las limitaciones tecnolégicas de la
época de Radon hicieron inconcebible la implementacién practica de sus investiga-
ciones.

Una seria dificultad en la aplicacién de los resultados de Radon es que en la
vida real solamente se puede obtener informacién del objeto para haces de lineas
en un numero finito de direcciones (las direcciones en las cuales se apuntan los
haces de rayos X). Esto conduce al problema matemético de encontrar la mejor
aproximaciéon de la imagen que se puede conseguir con la informacion disponible del
objeto estudiado, asi como un algoritmo eficiente para obtenerla. Al abordar estos
problemas, Cormack y Hounsfield abrieron un amplio campo de investigacion el cual
es actualmente muy activo y estd siendo desarrollado por expertos en computacién,
fisica, ingenieria, matematica y medicina.

A continuacién estudiamos el problema anterior desde el punto de vista matematico,
siguiendo de cerca el trabajo [12] de B. F. Logan y L. A. Shepp.

Esta tesis esta organizada de la manera siguiente. Iniciamos con una breve resena
histérica de la CT, luego presentamos una descripcion matemaética del modelo que
sustenta esta técnica de reconstruccién y formulamos las preguntas especificas que
abordaremos en este trabajo; continuamos con la exposicion de las bases matematicas
que emplearemos para dar solucién a los problemas planteados y, finalmente, presen-
tamos un método matematico para la reconstruccién de una funcion de dos variables,
a partir de un nimero finito de sus proyecciones. Anexamos también tres apéndices
que incluyen algunos resultados béasicos del analisis y calculos auxiliares para el de-
sarrollo del estudio aqui realizado.



CAPITULO 1
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CAPITULO 2

Tomografia Computarizada

La palabra tomografia proviene de las raices griegas tomos y grafia que significan,
respectivamente, “seccién” o “corte” y “escritura”. Por esta razon podriamos decir
que etimologicamente tomografia significa imagen seccional. Hoy en dia la palabra
tomografia es un término genérico que se usa para referir a cualquier técnica de
reconstruccién de imagenes transversales de un objeto solido.

Gracias a los grandes avances computacionales de las tltimas décadas se ha lo-
grado desarrollar una gran variedad de algoritmos que integran imagenes seccionales
y permiten visualizar tridimensionalmente la estructura interna de casi cualquier
objeto solido. Este proceso es paradigma de lo que se conoce actualmente como
Tomografia Computarizada.

En este capitulo presentamos una resena historica del desarrollo de la tomografia,
luego formulamos el modelo matematico de la CT y finalmente planteamos los pro-
blemas que se estudiaran en este trabajo.

2.1. Resena historica

La historia probablemente comenzé en 1895 cuando el fisico aleman Wilhelm
Konrad Réontgen (1845-1923) descubrid los rayos X, al observar cémo se habia velado
accidentalmente una placa fotografica. La trascendencia fisica y médica de este des-
cubrimiento fue reconocida al otorgarsele a Rontgen el Premio Nobel de fisica en
1901.

Rontgen descubrié ademas la propiedad penetrante de los rayos X sobre la materia
y la accion de éstos sobre las peliculas quimicas de placas fotogréaficas y pantallas
fluorescentes. Con estas propiedades de los rayos X fue posible obtener iméagenes



bidimensionales o radiografias del interior del cuerpo humano y aunque estos avances
tecnologicos revolucionaron la practica médica de principios del siglo XX, ya que
permitieron ver claramente huesos, cavidades y objetos extranos dentro del cuerpo
humano, no fueron suficientes para detectar la compleja anatomia de los tejidos
suaves tales como musculos, tendones, nervios y vasos sanguineos.

Un importante progreso se dio cuando se logré medir la cantidad de rayos X
absorbida por distintos materiales, por medio de un detector tan sensible que es
capaz de registrar la diferencia entre 99 y 100 hojas de papel delgado [20]. Este
avance permitié asociar a cada material una unica funciéon llamada coeficiente de
atenuacion, la cual mide la capacidad del material para absorber o dispersar la
radiacién de rayos X y es caracteristica de cada material. Los datos que se obtienen
al radiar un objeto por medio de rayos X desde distintas direcciones suelen referirse
como las proyecciones del objeto.

En 1917 Radon demostré matematicamente [16] que es posible reconstruir un ob-
jeto bidimensional o tridimensional si se conocen todas sus proyecciones. Sin embar-
go, sus trabajos permanecieron olvidados casi cincuenta anos, hasta que a mediados
de los sesentas fueron retomados por Cormack y Hounsfield, quienes los usaron para
desarrollar de manera independiente los principios de la CT.

Alrededor de 1955, siendo residente fisico en el Departamento de Radiologia del
Hospital Groote Schuur en Cape Town, Sudafrica, y encargado de supervisar el uso
de radioisétopos y de la calibracion de los dispositivos para medir la cantidad de
radiacién a la que estaban expuestos los trabajadores de ese departamento, Cormack
observé de manera directa graves deficiencias en los diagnosticos y tratamientos
del cancer en los pacientes. Motivado por estos problemas, Cormack inicié una se-
rie de experimentos y analisis para mejorar esos tratamientos, cuyos resultados se
publicaron en 1963 y 1964. Cormack fue el primero en analizar la posibilidad de exa-
minar el cuerpo humano analizando con una computadora la informacién obtenida
por medio de sus proyecciones [22]. En 1963 y 1964, siendo profesor de la Universidad
de Tufts, E.E.U.U., Cormack desarroll6 algunas ecuaciones que més tarde servirian
para reconstruir con la ayuda de una computadora las imagenes de la estructura
interna de un objeto, a partir de informacién obtenida con el uso de rayos X.

Como sucedié con los trabajos de Radon, los trabajos de Cormack tampoco des-
pertaron el interés de la comunidad cientifica. Seria hasta 1972 cuando Hounsfield
publicé sus investigaciones y mostré al mundo el primer tomégrafo computariza-
do o escaner EMI, destinado inicialmente para uso clinico del cerebro, cuando se
reconocié la importancia de las contribuciones de Cormack.

No obstante que Hounsfield construyo su primer escaner en 1967, debido a que
hubo que corregirle varias fallas técnicas, este tomoégrafo computarizado se usé por
primera vez hasta 1972 en el Hospital Morley en Inglaterra [21]. Como dato curioso,
nos parece interesante mencionar que Hounsfield realizé todos sus experimentos en
los Laboratorios Centrales de Investigacién de la compania EMI (industria de musica
y electrénica), empresa que pudo financiar las investigaciones de Hounsfield, asi como



la produccion y distribuciéon masiva de su invento por todo el mundo, en gran parte,
gracias a las enormes ganancias que obtuvo por la venta de discos del grupo musical
The Beatles. Por esta razén algunos afirman que el escaner EMI es el gran legado de
los The Beatles para la humanidad [24].

El descubrimiento de la C'T marcé el inicio de un intenso trabajo de investigacion,
tanto fisico y tecnologico como matemaético, pues una vez mostrado el gran poder
de la CT en los diagnésticos médicos, rapidamente se construyeron aparatos més
sofisticados, empleando diferentes tipos de radiacion tales como rayos gamma, rayos
alfa y rayos beta; asi como ultrasonido, resonancia magnética nuclear, iones y elec-
trones, etc., dando lugar a distintas técnicas tomogréficas [25]. De esta manera la CT
amplié sus aplicaciones no solo en medicina si no también en otras disciplinas. Por
ejemplo, en la industria permitié detectar defectos en el interior de las méaquinas,
localizar fuentes de mantos petroleros y realizar predicciones meteorolégicas, por
mencionar sélo algunas [9, 11, 14]. Inclusive el arte ha sido beneficiado por la CT,
yva que los detalles mostrados en las imagenes son tan ricos que permiten analizar
las técnicas empleadas y determinar la autenticidad de las obras.

2.2. Modelo matematico de la CT

Aunque hoy en dia la CT emplea diferentes tipos de radiaciéon para la obtencion
de los datos que permiten reconstruir las imagenes, en casi todos los casos la idea
principal para obtener estos datos sigue esencialmente el mismo principio [5, 14].
Este principio se apoya basicamente en el hecho de que el objeto radiado absorbe y
dispersa parte de la radiacion que lo atraviesa. La absorcion y dispersion de rayos
X de cada material es un hecho muy ttil para la CT, las cuales se cuantifican por
medio de una funciéon conocida como coeficiente de atenuacion; este coeficiente juega
un papel muy importante en la reconstruccion de imagenes dado que cada material
tiene un coeficiente caracteristico determinado por sus propiedades fisicas. Por esta
razén, nos concentraremos en la construccién de un modelo matematico, que nos
permitird plantear de manera precisa el proceso de reconstruccion del coeficiente de
atenuacion de un material, a partir de sus proyecciones.

A continuacién describimos el modelo de la CT de rayos X. Como en [5], ten-
dremos en cuenta las siguientes suposiciones:

1. Losrayos X viajan en lineas rectas y los haces considerados son monocromaticos.

2. Al interactuar con la materia los rayos X se atenian, es decir, su intensidad
decrece excepto cuando interactian con el aire.

3. Cada material esta caracterizado por su coeficiente de atenuacion, .
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Figura 2.1: Objeto O.

4. La intensidad I de cada haz de rayos X se atenia de acuerdo con la ley de Beer

dl
== =
dS lu’ Y

en donde ds denota la longitud de arco de la trayectoria descrita por el haz.

Consideremos una fuente de rayos X que inciden en un objeto tridimensional
O, el cual absorbe radiacién de acuerdo con un coeficiente de atenuacion u, que
supondremos continuo. Si fijamos un sistema de coordenadas x, y, z, como se muestra
en la figura, entonces el coeficiente de atenuacién de cada rebanada o corte transversal
de O estara dado por

pe(z,y) = p(z,y,c),

con ¢ € [a, b], fijo, y z,y € R. Por simplicidad denotaremos

pe(r,y) = f(2,9).

Al interactuar el haz de rayos X con la rebanada, de acuerdo con la Ley de Beer,
la intensidad I del haz satisface

dl
— = —f(z,y)l.
o= [y

Si denotamos con /¢ la trayectoria descrita por el haz de rayos X y con Iy e I; sus
respectivas intensidades, antes y después de atravesar el corte, entonces la atenuacién
promedio de la intensidad del haz al atravesar totalmente el corte es

[
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Por lo tanto,
I
log(1%) = [ £(z.v)ds
1 V4

cantidad que Radon denominé proyeccion de f a lo largo de £. Es importante notar
que el valor que estd a la izquierda de la igualdad anterior es justamente lo que se
mide al radiar el objeto estudiado con rayos X. Si estas mediciones se realizan en
muchas direcciones es natural preguntarse:

¢ Es posible determinar f si se conocen todas sus proyecciones?

Una respuesta afirmativa implicaria que se puede reconstruir la imagen de cada
corte de O y de ahi la imagen completa de O.

Radon demostré que si f es continua y de soporte compacto entonces estd de-
terminada de manera unica por todas sus proyecciones; mas aun, Radon dio una
formula explicita para recobrar f.

Aparentemente el trabajo de Radon resuelve completamente el problema de re-
construccién, sin embargo, en la practica no se conocen todas las proyecciones de f
ya que es imposible hacer una infinidad de mediciones. Ademas, debido a que el exce-
so de radiacién es danino para el paciente, es recomendable minimizar la exposicién
del mismo a los rayos X. Por lo tanto surge la pregunta:

L Qué podemos reconstruir de f si solamente se conoce un niumero finito de sus
proyecciones?

Este es el verdadero problema de la CT y en este trabajo estudiaremos algunos
aspectos matematicos del mismo, como se hace en el articulo [12] de Logan y Shepp.
Entre otros resultados se obtienen férmulas que en distintos sentidos proporcionan
aproximaciones 6ptimas de f en términos de un nimero finito de sus proyecciones.

Es importante notar que no se puede hallar una reconstruccion exacta del objeto,
pues el modelo antes descrito es sélo una aproximacion a la realidad y mas ain,
solamente se conoce un nimero finito de proyecciones. No obstante, este problema
se ha atacado de muy diversas maneras con excelentes resultados. Por ejemplo, se han
desarrollado técnicas de reconstruccion muy exitosas tales como la Phantom, la Filter
Back-projection y las de discretizacién (ver por ejemplo [3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 14]).

2.3. Planteamiento del problema

A continuacion planteamos de manera precisa los problemas que estudiaremos en
esta tesis.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el objeto O, considerado en el
modelo descrito en la seccién anterior, esta contenido en la esfera de radio uno con
centro en el origen. Por lo tanto, el coeficiente de atenuacion de cada rebanada de
O sera una funcién con soporte contenido en el disco unitario D, representado por
una funcién f en el espacio L*(D) de las funciones medibles en D con valores reales
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tales que

/ | f(z,y)|*drdy < .
D

Parat € Ry w = (cosf,senf) fijos, definimos la proyeccién de f sobre la linea
U9, dada por xcosf + ysenf = t, como

Py(t,0) = Z fds,

en donde la tultima integral es una integral de linea en el sentido usual.

En este trabajo nos concentraremos en los problemas siguientes:

1. Suponiendo que se conoce Py(t,0) para todot € Ry 0 € [0, 27|, demostrar que
f estd determinada de manera unica y hallar una expresién de f en términos
de sus proyecciones.

2. Suponiendo que se conoce Pf(t,0;) para todo t € Ry 6; = jn/n, j = 0,
1,....,n—1:

a) Demostrar que existe una infinidad de funciones g € L*(D) tales que
Py(t,05) = Py(t,6)),

para casitodote Ry j=0,1,...,n— 1.

b) Hallar la mejor aproximacién polinomial de f en promedio cuadratico. Es
decir, de todos los polinomios p(x,y) de grado n — 1 determinados por las
n proyecciones de f, encontrar el que minimiza

/D ip(e,y) — £z, y)Pdedy.

¢) Encontrar la mejor aproximacion, en promedio cuadrético, g de f, asi co-
mo una expresion explicita de g, en términos de las n proyecciones cono-

cidas de f.

d) Demostrar que cuando el niimero n de proyecciones conocidas de f tiende
a infinito, las aproximaciones encontradas tienden a f en L?(D).

3. Determinar condiciones para decidir si una coleccién de proyecciones {Fy(t),
Py(t), ..., P,_1(t)} proviene de alguna funcién g € L*(D).



CAPITULO 3

La Transformacién de Radon

Los problemas matematicos de la CT en esta tesis los dividiremos en dos casos, el
primero consiste en recobrar una funcion cuando se conocen todas sus proyecciones
y el segundo en estudiar que tanto se puede recobrar una funcién si se conocen sélo
algunas de sus proyecciones.

En este capitulo presentamos la definicién de la transformacién de Radon, es-
tablecemos algunas de sus propiedades basicas y presentamos la solucién de Radon
al problema de reconstruccién para funciones en la clase de Schwartz, en el caso
cuando se conocen todas las proyecciones de la funcién estudiada.

3.1. Notacion y terminologia

Debido a que la formulacién de los problemas aqui tratados es esencialmente la
misma en cualquier nimero de variables, utilizaremos notacién y terminologia de R™.

Sean x = (x1,Z2,...,%,) Y ¥ = (Y1,Y2,---,Yn) elementos de R" se define el
producto interno de x con y como

Ty =y
j=1

y la norma de x como

o] = (- 2)'2.

La bola unitaria cerrada de R™ esta dada por

B,={zeR": |z| <1}
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y la esfera unitaria por
Srl={reR":|z| =1}.

Dados t € Ry w € S ! definimos el hiperplano H;,, de R" como
H,={xeR": 2z -w=t} (3.1)

y si elegimos vectores vy, vo, . .., v,_1 tales que w, vy, ..., v,_1 es una base ortonormal
de R"™, entonces H, , se puede describir como
) )

{r € R" :x =tw+ 5101 + SoUs + -+ + Sp_1Vn_1, S1,52,--,8,-1 € R}
Por lo tanto, si f es integrable sobre H,, entonces
fdo = fltw+ syvg + -+ + Sp_1U,_1)ds1 dsg - - - dsp_1.
thw Rn—1

Es importante notar que H;, = H_;_, paratodot € Ry w € Sn—l,
Todo vector unitario w € St es de la forma w = (cosf,sen ), 0 € [0, 27], asf que
para n = 2 escribiremos ¢; ¢ en lugar de H,,. Luego, cada linea ¢; y estara dada por

lbo={reR 2 -w=t}
y parametrizada por
lig={r€R*: 2 =tw+s0,s € R},

en donde w es ortogonal a {9, @ = v; = (—senf,cosf) y t es la distancia de ¢, al
origen, ver figura 3.1.

Si f es integrable sobre ¢, 4, la integral de f a lo largo de la linea /¢,y esta dada
por

fds = /Oof(tw—i-sd))ds

Lo

= / f(tcosO — ssenf, tsenf + scosb)ds.

Para introducir la definiciéon del espacio de Schwartz es conveniente presentar la
siguiente notacién. Si z € R" y a = (aq, ag, .. ., a;) es un multi-indice, es decir, una
n-ada de enteros no negativos, usaremos la notacion

olel

= aq a2 °
0x{" 03 - - - Qxon

n
|| :Zaj, =g catn y  D®
7j=1
Si a y (@ son multi-indices y f € C*°(R"), definimos la seminorma || f||, 3 de f
como

[1/llas = sup [#* D" f ().

z€R™
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Figura 3.1: Descripcién de la recta ¢.

Definicién 3.1. El espacio de Schwartz S(R™) se define como el conjunto de funciones
f € C*(R"™) tales que
[1fllas < o0,

para todos los multi-indices «, 3.

Se verifica facilmente que el espacio de Schwartz es un subespacio vectorial de
L*(R™), el espacio de funciones medibles de R" tales que

| l@)Pis < o

dotado de un producto interno dado por

(f.9) = . f(x)g(r)dx (3.2)

y de la norma dada por
AP = (f, ),

en donde dos funciones f,g € L*(R™) son iguales si el conjunto de los x tales que
f(z) # g(x) es de medida cero. También se verifica ficilmente que C§°(R"), el
conjunto de funciones infinitamente diferenciables de soporte compacto en R", es
un subespacio denso en S(R™) con respecto a la norma de L?(R") y que la funcién
f(z) = e~ 171 es un elemento del espacio de Schwartz que no es de soporte compacto.



16

3.2. La transformacién de Radon en espacios de
Schwartz

Definicion 3.2. Sit € R, w € S" 1y f € S(R"), definimos la transformacién de
Radon de f como

Rf(t,w)= | fdo. (3.3)

Ht,w

Observemos que la integral en el lado derecho de (3.3) esta bien definida, pues si
f € S(R™) entonces

sup  {(1+s7+-+so )" ftw+sivr+ -+ S$p_10,1)|} = C < 0.

81,825--8n—1
Por lo tanto, para todo sq,...,s,_1 se tiene

C

. et S| <
| f(tw + 5101 + - - 4+ 5p_1Un_1)] (148t +- 42"

y como el lado derecho de esta tiltima desigualdad estd en L'(R"~!) entonces también
el lado izquierdo lo esta.

Para dar al lector una idea de como actia la transformacion de Radon, calcu-
laremos R f(t,w) para f(z) = el teRywe S L
Siw,vq,...,v,_1 es una base ortonormal de R" entonces

Rf(t,w) = / e sy sy
Rn—

2 & 2 n-l
= ¢! (/ e’ ds)

n—1 7252
= T 2 e

Propiedades de la Transformacion de Radon

Es facil verificar que

1. La transformacién de Radon es lineal; esto es, si f, g € S(R") y ¢ € R, entonces

R(cf)=cRf v R(f+9) =Rf+Ry.

2. La transformacién de Radon es una funcion par; es decir,

Rf(t,w) = Rf(—t, —w), teR, wes™ L
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Para cada w fijo en S"~! definimos la transformacién R, en el espacio de Schwartz
S(R™) como R, f(t) = Rf(t,w), paratodat € R. A la funcién R, f se le conoce como
la proyeccion de f en la direccion w. Por esta razoén, como se hara en el siguiente
capitulo, frecuentemente resulta conveniente utilizar la notacién P(t,w) en vez de

R /(1)
Lema 3.3. Si f € S(R") yw € S"™!, entonces la funcién R, f pertenece a S(R).

Demostracién. Como f € S(R™) entonces para todo k y m en NU {0} tenemos

dm
sup {(1 + A4 s34+ si_l)"]dt—mf(tw +-F sn_lvn_l)]} =C < 0.

tyiySn—1
Por lo tanto, para todo ¢t € R se tiene

dm
tkdt—mef(t) ’ =

dm
tk/ ) dt—mf(tw + S0 + -+ Sn,lvn,l)dsl s dSn,l
Rn—

C’t‘k / dSl s dSnfl
(

14tk L+st+--+s2 )"
- O/ djl"'dsn—; |
(L+si+-+s5)"
Como el lado derecho de esta tltima desigualdad es un niimero positivo independiente
de t, entonces para todo k'y m en NU {0} tenemos

sup
t€R

dm

es decir, R, f € S(R). m

En seguida establecemos una relacién muy importante entre las transformaciones
de Fourier y de Radon, la cual nos permitira resolver algunos de los problemas
planteados en el Capitulo 2. Con este fin primeramente recordamos al lector la defini-
cién de transformacién de Fourier en el espacio de Schwartz.

Definicion 3.4. Si f € S(R"), definimos la transformada de Fourier de f como la

funcion f dada por
N 1 .
- - —i€x
y la transformada inversa de Fourier de f como la funcién f dada por

I N
@) = G | (€0 (35
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Ocasionalmente escribiremos f = §(f) y f =& '(f).

Las propiedades de la transformacién de Fourier que emplearemos en esta tesis
se enuncian y demuestran en el Apéndice A.

Teorema 3.5. (Teorema central de las rebanadas)
SireR, we Sy feSR") entonces

— —1

R, f(r)=(2m)"

f(?“w).

Demostracién. En vista de que R,,f € S(R), para cada w € S"!, entonces

Rof(r) — \/%_ﬂ /_ TR w)e

! h —ir
B V2 /_OO Rn—1 fltw+ Z sjv;)e tdsy -+ ds,_qdt
1
= [
271- R”

n—1 -

= (2m) 2 f(rw).

(x)efim:-wdm

En la primera igualdad empleamos la definicién de transformacion de Fourier en R,
luego la definicién de transformacion de Radon de f y finalmente hicimos el cambio
de variables x = tw + Z;L;g s5;v;, del cual se sigue que t =z -w. m

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema central de las
rebanadas.

Corolario 3.6. Si f € S(R™) es tal que E\wf(r) =0 para todor € R yw € S,
entonces f = 0.

Demostracion. Por el Teorema 3.5 y la hipdtesis del corolario tenemos que

~ n—1 ——

flrw) = (2m)" 7 Ry, f(r) =0

para todor € Ry w € S !y por lo tanto f(f) = 0 para toda £ € R™. Luego, por la
inyectividad de la transformacién de Fourier, Teorema A.29, concluimos que f = 0.
]
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3.3. Reconstruccion de una funcién cuando se cono-
cen todas sus proyecciones

En esta seccion demostramos que las proyecciones de f determinan a f de manera
Unica y presentamos la formula de reconstruccién de Radon.

El Teorema 3.5 muestra que al calcular la transformaciéon de Fourier en R de la
transformacién de Radon obtenemos la transformacion de Fourier de f en R™. Este
hecho nos permite utilizar la transformacion inversa de Fourier para recuperar a f,
como se indica en el siguiente teorema.

Teorema 3.7. (Férmula de inversion de Radon)
Si f € S(R") entonces

_ ; o= irew|,,|n—1
f(z) = 2@y /Sn—l /Oo R, f(r)e™“r|" tdrdw. (3.6)

Demostracion. Por la férmula de inversion de Fourier (3.5), si f € S(R™) entonces

1 TR
f(x)f@m% Rnf(i)e de.

Luego, si hacemos el cambio de variables ¢ = rw en coordenadas esféricas y aplicamos
el Teorema 3.5 tenemos que

f(;p) = n/ / frw irT-w n ldrdw
)2 Sn—1
1 1
= —— CRLF()E T drde
) 2 Sn— 1

= —1 R, f(r)e™<|r|" drdw,
2(2m)"3 /sn—1 /_oo Fr)e™Ir

en donde hemos aplicado la Propiedad 2 de la transformada de Radon para obtener
la dltima igualdad. m

Observamos asi que si conocemos todas las proyecciones de f entonces f se puede
recuperar realizando las operaciones siguientes:

1. Para cada w se calcula la transformada de Fourier de la proyeccion R, f.

2. Para cada w se calcula la integral radial de la transformada de Fourier obtenida
en 1; es decir, se calcula

eRf(t,w) / wa et r|" dr.
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3. Finalmente, se recupera f(z) realizando la proyeccién inversa

1
1) = Gy [ R w s

Al discretizar la formula de inversion de Radon por medio de sumas de Riemann y
calcular las sumas resultantes por medio de una computadora, se obtiene el algoritmo
de reconstruccién de imagenes conocido en la literatura de CT como Filtered Back-
Projection.

De acuerdo al siguiente teorema, para n impar la férmula de inversién de Radon
se simplifica sustancialmente.

Teorema 3.8. Sin=2k+1y f e S(R") entonces

) = ot [ (Rl (o) (5.7

en donde g*®) (t) denota la 2k-ésima derivada de g(t).

Demostracion. Utilizando la féormula de inversién de Radon, la identidad
2%k k d**
PHERCT0) =5 (1" Rt () ),

que se obtiene de la férmula (A.10) del Capitulo A, y la férmula de inversién de
Fourier tenemos

flz) = 2k+1/ / R f(r)e™r?drdw
Sn—1
1

T 202m)% /S Vo / ( dtQkR f(t)> (r)e™“drdw

(1) o
- s [ R w)is

Para ejemplificar la férmula del Teorema 3.8 encontraremos la funcién f € S(R3)
cuya transformada de Radon es

Rf(t,w)zwe_tz, teR, we S
Al calcular la segunda derivada de Rf(¢,w) respecto de t obtenemos

d2

@Rf(t, w) = m(4t* —2)e"
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Luego por la férmula (3.7) se tiene

flz) = _L (4(z - w)? = 2)e~ @ g
s

8 2
1 T 2T 5

_ _8_/ / (4(37-&))2_2)67(”{#) sen wdfdyp,
T™Jo Jo

donde w = (cosfsenp,senfsen p,cosp). Por lo tanto, al hacer una rotacién que
transforma al vector (0,0, 1) en el vector w, se obtiene

1 T 2
flz) = —8—/ / (4|2 | cos® p — 2)e_|$‘2C052“"sen odfdp.
™Jo Jo

Finalmente, haciendo u = |z| cos ¢ obtenemos

1 ||

- (40 — 2)e “du = e 1*°.
2[z| Jo

fx) =

Note que la expresion obtenida para f concuerda con el ejemplo de la Seccién 3.2
para n = 3.

Si el lector intenta resolver el ejercicio anterior en el caso n = 2, se convencera facil-
mente que en general la aplicacion analitica de la férmula de inversién de Radon no
resulta tan sencilla como lo es para n = 3; ademas, en la practica solamente se conoce
una coleccién finita de valores de Ry, f(t). Por esta razon, el uso de los métodos de
discretizacién y algoritmos computacionales (por ejemplo el Filter Back-projection)
resultan ser muy utiles en la practica, para la reconstruccion de imagenes.

3.4. La transformacién de Radon en 2

El siguiente teorema nos proporciona una identidad para la transformada de
Radon, analoga a la identidad de Parseval para la transformada de Fourier.

Teorema 3.9. (Identidad de Parseval para la transformacion de Radon)
Si f € S(R") entonces

1 > —
| r@pds = s [ R ) P



22

Demostracion. Aplicando la identidad de Parseval para la transformada de Fourier
(A.12), cambiando a coordenadas esféricas y utilizando el Teorema 3.5 tenemos

[ r@par = [ (fpa
- /n_1 /000 U f(rw) | 2drdw
= #/gnl /Ooor”1|li:f(r)|2drdw
= s [ RO,

Para obtener la tltima igualdad se uso la Propiedad 2 de la transformaciéon de Radon.
]

Este resultado sugiere que la transformacion de Radon no se puede extender a
un operador lineal continuo de L*(R™) a L*(R x S 1), en donde la norma de este
ultimo espacio esta dada por

1711 z/sm /_Z\f(r,w)ﬁdrdw.

En efecto, consideremos la sucesién de funciones f; en L?(R?) dada por

I P
fk(:c7y):{ (1+$2+y2)3/47 S1 T +y Sk’

0, en otro caso.

Se verifica facilmente que

2 L2 42 .
R (1) z{ ey aretan (/555 ) si il < b,

0, en otro caso.

Luego, para k suficientemente grande y |t| < k/2 se tiene

2 arctan(1)
Rfi(t,w) > T+ o)A

de donde se sigue que

) 2 k 4 ) kz . t2
R > arctan — | dt
” fk” = /0 /k m 1+ ¢2

1
dt
V1+1¢2

k/2
> 167Tarctan2(1)/
0
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y por lo tanto, ||[Rfg| tiende a infinito cuando k tiende a infinito. Por otra parte,

si f(z,y) =
dibles no negativas que converge en todo punto de R? a f2. Por el teorema de la
convergencia monotona se tiene

entonces f7 es una sucesién creciente de funciones me-

dxdy
1’ 2 = 2 = / = 2 .
et I fi [hal e (14 22 + 2)3/2 T

Por lo tanto no puede existir M > 0 tal que

IR < M 71,
para toda f € L?(IR?), ya que si este fuera el caso entonces para toda k se tendria
IRl < M| fiell,

de donde se obtendria una contradicciéon al hacer tender k a infinito.
No obstante al resultado anterior, a continuaciéon demostramos que la transfor-
macién de Radon es continua como transformacién de L?(B,,) en L*(R x S™"~1).

Teorema 3.10. Si f € C§°(B,,) entonces

1/2

IRf| < (#(Bae1)u(S™ ) NI £1I, (3.8)

en donde pu(B,_1) denota el volumen de la bola unitaria en R"™" y u(S™ ) el drea
de la esfera unitaria en R™.

Demostracion. Por la desigualdad de Schwarz tenemos

/_11 Rof(Odt < /_11 (/Ht’mn |f\da>2dt
< ) ()]

< u(Ba-)IIFIP

en donde H,, es como en (3.1). Por lo tanto,

1
IRAP= [ [ Rrte)Patde < p(B,)ns il

de donde se sigue (3.8). m
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Corolario 3.11. La transformacion
R:C¥(B,) — L*([-1,1] x S™ 1)

dada por
Rf(t,w) = fdo

Ht,u)

tiene una unica extension lineal continua

R:I[*(B,) — L*([-1,1] x ™7 1).

Demostracién. Si f € L?*(B,) entonces existe una sucesién {fz} en C§°(B,) que
converge a f en L?(B,). Luego, poniendo M = (,u(Bn_l),u(S”_l))l/Q, por (3.8) se
tiene

|Rfrll < M| fill

y al hacer tender k a infinito obtenemos

IR < M.



CAPITULO 4

Reconstruccidon de una Funcién de dos Variables a Partir de un
Numero Finito de sus Proyecciones

Aunque en el capitulo anterior se demostré que una funcion se puede reconstruir
si se conocen todas sus proyecciones, en las aplicaciones sélo se puede conocer un
numero finito de éstas y por lo tanto el problema préactico consiste en encontrar la
mejor aproximacién de una funcién, en términos del ntimero finito de sus proyecciones
conocidas.

En este capitulo encontraremos la mejor aproximaciéon en promedio cuadratico de
una funcién f € L?(D) en términos de n proyecciones conocidas, las cuales se supo-
nen uniformemente distribuidas, y encontraremos una féormula explicita para esta
aproximacion, asi como para el polinomio, determinado por las n proyecciones dadas,
que mejor aproxima a f. Demostraremos ademas que cuando n tiende a infinito las
aproximaciones encontradas tienden a f en L?*(D). Aunque el material presentado
en este capitulo sigue esencialmente a Logan y Shepp [12], es pertinente mencionar
que la convergencia en L?(D) de las aproximaciones a la funcién f, as{ como el Teo-
rema 4.8 son contribuciones de la autora junto con su director de tesis. También es
pertinente mencionar que en [7] se demuestra un resultado un poco més fuerte que
el Teorema 4.8 con argumentos similares a los empleados por la autora de esta tesis.

4.1. Proyecciones de una funcién

Por simplicidad, en este capitulo denotaremos con D al disco unitario cerrado en
R2. En la notacién del capitulo anterior D = Bs. Luego, todo vector unitario w € S!
se puede expresar como w = (cosf,senf), § € [0,27]. Si f € L*(D) escribiremos
Ps(t,0) en lugar de R, f(t) y nos referiremos a esta funcién como la proyeccién de
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f en la direccién 0, la cual estara dada por

-2
Py(t,0) = / : f(tcos® — ssenf, tsend + scosb)ds, (4.1)
—/1—¢2

para [t| < 1y P(t,0) =0 para [t| > 1.

El problema de reconstrucciéon de una funcién cuando sélo se conoce un nimero
finito de proyecciones no es sencillo. Esto se debe en gran medida a que para cualquier
nimero finito de direcciones dadas, existen funciones no cero cuyas proyecciones se
anulan en esas direcciones, como se muestra a continuacion.

Primeramente consideramos un ejemplo sencillo de una funcién Nno cero cuyas
proyecciones se anulan en las direcciones 6y = 0, 01 = 3, 0 = 7, 03 = 3” . Sea

flany) = { (2?2 —y*)senzseny, z%+y* <1,

0, otro caso,
entonces
1—¢2
Py(t, 0) :/ (t* — s®)sentsensds = 0
—/1—¢2
-2
Py(t,01) = / (s* —t*)senssentds = 0
—/1—¢2
-2
t—s t+s
Py(t,6,) = —2 / tssen(=—) sen(_%)ds = 0,
VP V2 V2
1—¢2 t— s
Py(t,05) 2/ tssen( ) sen( Yds =0
ViTE V2 V2
Ahora consideramos un ejemplo mas general, el cual muestra una funcién no
cero cuyas proyecciones se anulan en n direcciones dadas. Fijemos 6y, 05,...,60, vy

consideremos el polinomio en dos variables dado por
q(z,y) = (—xsenb) +ycosby)---(—xsenb, +ycosb,).

Sea @ el operador diferencial que se obtiene al reemplazar x por —id/0z y y por
—i0/dy en q(z,y). Si g € C;°(R?) entonces de (A.10) la transformada de Fourier de

f = Qg esta dada por R
f(@) = q()g(x).
y

Escribiendo w; = (cosfj,senf;) y observando que ¢(tw;) = 0 para todot € Ry
j=1,2,...,n, por el Teorema 3.5 tenemos que

Py(t,0;) = (2m)Y2 f(twy) = (2m)?q(tw;)§(tw;) = 0, (4.2)
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para todot € Ry j = 1,2,...,n, y por la inyectividad de la transformacién de
Fourier concluimos que Pf(t,0;) =0 paratodot € Ry j=1,2,...,n.

Por otra parte, se puede demostrar [6] que si las proyecciones de una funcién
f € L*(D) se anulan para una infinidad de direcciones, entonces f(z,y) = 0 para
casi todo (z,y) € D.

4.2. Funciones crestas

En esta seccién introducimos una clase de funciones que jugaran un papel fun-
damental en nuestro estudio del problema de reconstruccién de una funcién.

Definicién 4.1. Sea 0 € [0,27] y w = (cosf,senf). Una funcién f : R? — R se
denomina funcidn cresta en la direccion 0 si existe p : R — R tal que f(z) = p(z-w),
para casi todo = € R2.

Por ejemplo f(z,y) = senx es una funcién cresta en la direccién ¢ = 0y
f(z,y) = cos(x + y) es una funcién cresta en la direccién 6 = 7.
Observe que para cada funcion cresta hay una familia de rectas paralelas, cuya

union es el plano, a lo largo de cada una de las cuales esta funcién es constante.
La siguiente proposiciéon nos provee de una coleccién de funciones crestas.

Proposicién 4.2. Si f € L'(R?) y w = (cosf,senf) entonces g(x) = Pi(x - w,0) es
una funcion cresta en la direccion 0.

Demostracion. Por el Teorema de Fubini, la funcién p(t) = Py(t, ) esté definida para
casi todo t € R y para casi todo x € R? se cumple g(z) = p(z - w). =

Por comodidad en la notacién, si f(z,y) es una funcién cresta en la direccién
0 tal que f(z,y) = p((x,y) - w) escribiremos p(z,y) en vez de f(x,y). En seguida
estudiamos algunas propiedades de las funciones crestas.

Proposicion 4.3. Sea 0 € (0,27]. Si p, g € L'(R?) y p es una funcion cresta en la
direccion 0 entonces

(9,p) = /R P,(t,0)p(t)dt.

Demostracion. Sea w = (cos,senf) y @ = (—sen 6, cos ). Si hacemos el cambio de
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variables x = tw + sw entonces

(9,p) =

Luego, por el Teorema de Fubini,

(9.p) = P(t)/Rg(tw—i-scD)dsdt.

I
—

p(t) P, (t, 0)dt.

Proposicién 4.4. Sea g € L?(D) una funcion cresta en la direccion 0, es decir
g(x,y) = p(xcosf + ysenh)

entonces la funcidn p € L* ([—1,1], V1 —2).
Demostracion. Primero observemos que

Vit
Py(t,0) — / ot + ) - 0) ds
—\/ —t2

= 2p(t)V1 -t

Luego de la Proposicion 4.3, tenemos

1 1
ol = tg.9) = [ poP0) =2 [ pVT= e
Finalmente, como g € L*(D) entonces

/1 PP()V1 —2dt < oo.

1

De la misma forma como definimos las funciones crestas, definiremos los poli-
nomios crestas.
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Definicion 4.5. Sea 6 € [0, 27] y sea q(z,y) = Z a;x’y* un polinomio en z,y de
Jt+k<N

grado N. Decimos que ¢(x,y) es un polinomio cresta de grado N en la direccién 6 si

existe un polinomio ¢(t) de grado N tal que

a(,y) = qla cosf + ysen ),

para todo (z,y) € R%

Lema 4.6. Sean 6y,01,...,0,_1 n dngulos distintos mddulo 7. Si p(x,y) es un poli-
nomio de grado n — 1 entonces existen n polinomios crestas p;(x,y) de grado n —1,
en las direcciones 0; respectivamente, tales que

n—1

plz,y) = Z pj(xcosb; +ysend;),
=0

para todo (z,y) € R2.

Demostracion. Supongamos que el lema es falso. Entonces existe un polinomio ¢(x, y)
de grado n — 1 que es ortogonal al subespacio generado por el conjunto de los poli-
nomios crestas de grado n — 1 en las direcciones 60;, j =0,1,...,n — 1.

De la definicién de proyeccién (4.1) tenemos que P,(t,0;) es el producto de la
funcién /1 — ¢? con un polinomio cresta de grado n — 1 en la direccién 6;, es decir
P,(t,0;) = pj(t)v/1 —t2. Luego, de la Proposicién 4.3, se tiene

[ e = [ onTRa = t0.0) =0

1 -1

Por lo tanto,
P,(t,0;) =0 paratodate[-1,1]yj=0,1,....,n— 1. (4.3)

Si fijamos t en la definicién de proyeccién (4.1) entonces e!™ V9P, (¢ ) es un poli-
nomio en e de grado 2(n — 1); es decir,

n—1 n—1
ei(nfl)QPq(t’ 9]) _ Z akei(kJrnfl)@ + Z bkefi(nflfk)ej
k=0 k=0

en donde los ay y by son constantes en C, y por lo tanto tiene a lo mas 2n — 2 ceros.
Por otro lado, combinando (4.3) con la propiedad P,(t,6 + m) = P,(—t, ) tenemos
que V9P (¢ 0) tiene 2n ceros; a saber, €% y €%+ para j = 0,1,...,n — 1,
lo cual es imposible a menos que e/"~VP,(¢,0) = 0. Por lo tanto P,(t,0) = 0 para
todo t € [-1,1] y 0 € [0, 27]. Ya que la transformada de Radon es inyectiva se sigue



30

que q(z,y) = 0 para casi todo (z,y) € D. Por continuidad de ¢(z,y) = 0 para todo
(x,y) € D y por lo tanto, del Principio de Continuacién Analitica [13], para todo
(z,y) ER% m

A continuacién enunciamos y demostramos un resultado que jugara un papel muy
importante es esta tesis. Comenzamos con el caso mas sencillo.

Teorema 4.7. Sea 0 € R. El conjunto My de todas las g € L*(D) para las cuales
existe p: [—1,1] — R tal que g(z,y) = p(x cos@+ysend), para casi todo (x,y) € D,
es subespacio lineal cerrado de L*(D).

Demostracion. Claramente Mj es un subespacio lineal de L?(D). Para demostrar que
My es cerrado, probaremos que si {g,} una sucesién en My y g € L?(D) es tal que

entonces existe p : [—1,1] — R tal que g(z,y) = p(x cos @ + ysen ), para casi todo
(z,y) € D. Por el Teorema A.6 existe una subsucesién {g,, } de {g,} tal que

Jim g, (2,9) = g(z,y),

para casi todo (z,y) € D. Por otro lado, para cada gy, existe p,, : [—1,1] — R tal
que
Gny (Z,Y) = pn, (xcosl + ysend),

para casi todo (x,y) € D. Por lo tanto, para casi todo t € [—1, 1] existe
p(t) = lim pn, (1).

Claramente
g(x,y) = p(xcosf + ysen ),

para casi todo (z,y) € D. m

Aunque el subespacio My es cerrado en L?(D), para todo 6 € R, debido a que
cada uno de estos subespacios es de dimensién infinita, no se sigue inmediatamente
que si 01,6, € R, entonces My, + My, es un subespacio cerrado de L*(D), ya que,
como se puede ver en el Apéndice A, la suma de subespacios cerrados de dimensiéon
infinita no es necesariamente un subespacio cerrado. Por esta razén es importante
demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Para j =1,2,...,k y 0; dngulos igualmente espaciados en [0, 27|, sea
My, , en donde My, se define como en el Teorema 4.7. Entonces My, + Mg, +- - -+ My,
es un subespacio vectorial cerrado de L*(D).
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Fécilmente se verifica que My, + My, + --- 4+ Mp, es un subespacio vectorial de
L?(D). Para demostrar que este subespacio es cerrado procederemos por induccion.
El caso k =1 se sigue del Teorema 4.7 con 6, = 6.

Para k = 2, en virtud de los Teoremas A.15 y A.17, demostrar que My, + My, es
cerrado es equivalente a demostrar que el angulo ® entre My, y My, es positivo. Le
recordamos al lector que ® es el angulo en [0, 7/2] que satisface

)
® p{uﬂugn}’ (44)

en donde el supremo se toma sobre todas las funciones no nulas f € My, y g € My,,
tal que (f,h) = (g,h) = 0 para toda h € My, N M,,. Usando los polinomios de
Chebyshev de segunda clase, que se definen a continuacién y cuyas propiedades se
demuestran en el Apéndice B, encontraremos una expresién para (4.4).

Definicion 4.9. Los polinomios de Chebyshev de segunda clase U, se definen como

1 sen(a+1)7

Us(t) = _,
®) VT osenT

t=cost, T7€0,7] v a=01,2.... (4.5)

Proposicién 4.10. Sean My, y My, como en el Teorema 4.8. St @ es el dngulo entre
My, y My,, entonces

1, st 01 = 6 mod w;
cosd = , sen(a _ . , 4.6
maxa>1 % , St 91 7é 92 mod . ( )

Demostracion. Primero observemos que si §; = 6, mdéd 7w entonces My, = My,, de
donde se sigue que cos ® = 1.

Supongamos ahora que ¢ # 0, méd 7y sean f € My, v g € My, funciones no
cero tal que (f,c) = 0 = (g,c) para toda funcién constante c. De la Proposicién 4.4
se tiene que f,g € L? ([~1,1],v/1 — ¢ ) y por el Teorema B.2 tenemos

flz,y) = ZaaUa(x cosfy +ysenby) y g(z,y) = ZbgUﬁ(a: cos By + ysen by).

a=1 p=1

Note que ay = by = 0 porque U, es constante. Asi, de la Proposicién B.2 y de la
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desigualdad de Schwarz obtenemos

B sen(a + 1)(0 — 60y)
) = 'Z M
sen(a +1)(0; — 601) | &
- gf (o + 1) sen(6y — 0y) ; [@aba
sen(a + 1)(6, — 6,)
<
S S Ty sen(fy — ) 1 1gll,
de donde se sigue
[(f:9)] < sup sen(a +1)(6, —6,) |
Ifllgll — az1 | (a4 1) sen(fz — 61)
Luego,
sen(a + 1)(62 — 6,)
b < .
CoST = chf (av+ 1) sen(by — 6;)

Como el lado derecho de esta tltima desigualdad tiende a cero cuando « tiende a
infinito, se sigue que el supremo se alcanza y por lo tanto

sen(a + 1)(6, — 6,)

® = m3 .
o8 ot (o + 1) sen(6y — 0y)

a>1

Observemos que para ¢; = 0y 6, = 7/2, del Teorema 4.10, tenemos que el
cos ® = 1/3. De donde se sigue que ® ~ 78° y por lo tanto My + M /5 es cerrado.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la Proposicion 4.10.

Corolario 4.11. Sean My, y My, como en el Teorema 4.8, entonces My, + My, es
cerrado.

Demostracion. Si 0; = 0, méd 7 entonces My, = My, y por el Teorema 4.7 concluimos
que My, + My, = My, es cerrado. Supongamos ahora que #; # 6, méd 7. Ya que
01 # 6, mod 7, se tiene que

sen(a+ 1)(6; — ;)
(v + 1) sen(by — 64)

para todo a > 1. Luego, por Teorema 4.10 el angulo ® entre My, y My, satisface

sen(a + 1)(6, — 6)

1
(a+ 1)sen(by — 6,) <

cos ® = max
a>1
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y en consecuencia ¢ es positivo. Por lo tanto, de los Teoremas A.15y A.17, My, + Mo,
es cerrado. m

Note que la Proposicion 4.10 es valido para todo 6; € R, j = 1,2, y por lo tanto,
el Corolario 4.11 también lo es. Para continuar con la induccién primero enunciamos
y demostramos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.12. Dado 6; € [0,2n], denotemos con U, ; el polinomio en R? dado
por Uy, j(z,y) = Uy(x cosb; +ysenb;). Entonces Uy, j € My, + My, + - -+ My, para
todo a =0,1,2,...,k— 1.

Demostracion. Cada U, j, « = 0,1,2,...,k—1, es un polinomio de grado a < k —1
en R? y por el Lema 4.6, dados los dngulos 61,05, .. ., 0 existen k polinomios crestas
qm tal que el polinomio

k
Ug,j(z,y) = Z qm(x cos b, + ysenb,,).

m=1

Por lo tanto, U,,; € Mg, + Mg, + -+ + My, . m

El paso inductivo de k a k + 1 de la demostracién del Teorema 4.8 lo ilustramos
a continuacion con el paso de 2 a 3.

En vista del Teorema 4.7, My, es cerrado y por el Corolario 4.11 también lo es
My, + My,. Si denotamos con © el dngulo entre los subespacios cerrados My, + Moy,
y Mpy,, demostraremos que cos © < 1.

Observemos que las funciones constantes y el polinomio Uj(x cosf3 + ysenfs)
estan en (My, + My,) N Mpy,. La ltima afirmacién se sigue del Corolario 4.12. Por
lo tanto, si f € My, + My, y g € My, son funciones tales que (f,h) = (g,h) = 0
para todo h € (Mjy, + Mpy,) N My, entonces, de la Proposicién 4.4 y el Teorema B.2,
tenemos

flz,y) = fi(xcosb +ysenby) + fo(xcosby + ysenbs)

o0

= (aa,an,l + aa,QUa,Q)
=1

a

g(z,y) =Y basUss.
=2

Denotemos con L3 el espacio generado por el polinomio U, 3, con L4 5 el espacio
generado por los polinomios U, 1 ¥ Uy2 ¥y con ©, el angulo entre L3y Ly 5. Al realizar
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el producto interno de f con g, usando la desigualdad de Schwartz, tenemos

|<f7 g>‘ < Z |<aa,1UO&,1 + aa,QUOQa ba,BUa,3>|

a=2
[o.¢]
< Z 08 O ||aa,1Ua1 + a2Us, || [|ba,3Uas||
a=2
o0
< supcos O, Z |aa,1Un1 + @a2Uas || |ba 3|
=2 a=2
<

sup cos O, | [lg]-
a>2

Por lo tanto,
cos © < sup cos O, (4.7)

a>2

A continuacién demostraremos que lim, ., cos©, = 0 y que cos©, < 1 para
todo a > 2, de donde concluiremos que

cos © < méaxcos©, < 1.
a>2

Como L3y L4 2 son de dimensién finita tenemos
COs @a = HPﬂl,QUa?, H>

en donde P, ,U,, es la proyecciéon de U, 3 sobre L; 5. Haciendo un calculo sencillo,
aunque algo tedioso, se verifica que

<Ua,37 Ua,2>2 + <Ua,37 Ua,1>2 - 2<Ua,37 Ua,1><Ua,37 Uoz,2><Uo¢,27 Ua,1>
1— <Ua,2a Ua,1>2

||PE1,2U043 ||2 =

(4.8)

Luego, si denotamos con G(uq, ug, ug) el Gramiano de los vectores uy, ug, ug, es decir

<U1, U1> <U1, U2> <U1, U3>
G(Ul,UQ,Ug) = det <U2,U1> <U2,U2> <U2,U3>
<U3, U1> <U3, u2> <U3, U3>
observamos que
G<Ua,3a Ua,27 Ua,l)
G(Ua,Zy Ua,l)

y va que los polinomios U,,, Uy 2 y U,s son linealmente independientes, para todo
a > 2, entonces G(Uy 3,Uq2,Uan) > 0y por lo tanto,

cos’O, =1—

cos’ 0, < 1,
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para todo a > 2. Ademas, de la Proposicion B.2 para j # k se tiene

1)(6, — 0,
lim (Un,, Unp) = lim 2@ F DO = 05)

=0. 4.
a—00 a—00 (Ct + 1) sen(Qk - 0]) 0 ( 9)

Asi, de (4.8) tenemos

lim cos®, = 0.

a—00
Por lo tanto, cos© < 1, de donde se sigue como antes que My, + My, + My, es
cerrado.

El argumento general es enteramente similar aunque un poco mas tedioso.

El siguiente conjunto juega un papel importante en nuestro estudio del problema
de reconstruccion.

Definicion 4.13. Dadosn € Ny w; = (cosb;,senb;) con0; = jr/n,j=0,1,...,n—
1, definimos R?(D) como el conjunto de las g € L?*(D) para las cuales existen

n—1

funciones crestas p; € L*(D) tales que g(x) = Y 7" pj(2-w;), para casi todo x € D.

Note que R2(D) es un subespacio lineal de L?(D), el cual consiste de sumas finitas
de funciones crestas en las direcciones g, 01, ...,0,_1. En particular, para n = 1 se
tiene que R3(D) es el subespacio de funciones g(z,y) que dependen sélo de .

La siguiente proposicion es una consecuencia inmediata del Teorema 4.8, con
0; =jm/n,j=0,1,...,n— 1L

Proposicién 4.14. R2(D) es un subespacio cerrado de L*(D).

Es importante observar que si P, (D) denota el conjunto de polinomios en x y y
de grado menor o igual a n — 1, entonces el Lema 4.6 nos dice que

P,.(D) C R2(D). (4.10)

El Teorema 4.14 es un detalle que Logan y Shepp [12] pasaron por alto y la
demostracion que aqui presentamos es una contribucion original de la autora, junto
con su director de tesis. Es pertinente mencionar que este detalle también fue notado
por Hamaker y Solmon [7] y que estos ultimos autores demuestran un resultado
mas fuerte que el nuestro con argumentos similares a los dados arriba. Por otra
parte, también es pertinente mencionar que el estudio de este problema ha generado
una interesante linea de investigacién en andlisis y ecuaciones diferenciales parciales

2, 7, 19].
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4.3. Reconstruccién 6ptima de una funcién a par-
tir de sus proyecciones
En esta seccién suponemos que se conoce Pr(t,0;) para 6; = jr/n, j =0,1,...,
n—1yt € R, es decir se conocen las proyecciones de f en n direcciones uniformemente
distribuidas, y a partir de esta informacién nos proponemos encontrar y caracterizar
la mejor aproximacion cuadratica de f.

Utilizando el ejemplo 4.2 y la linealidad de la transformacion de Radon se puede
ver facilmente que existen muchas funciones g € L?*(D) tales que

P,(t,0;) = P(t,0;) paracada j =0,1,...,n— 1y todo t € R. (4.11)
Por esta razon es conveniente introducir el conjunto
" ={g € L*(D) : P,(t,0;) = Py(t,0;) para casi todo t € [-1,1] y j =0,...,n—1},

el cual sera de utilidad en la formulacién y demostracién del siguiente teorema.

Teorema 4.15. Dadosn € N, f € L*(D) y P(t,0;), para t € [-1,1] y §; = jm/n,
J=0,1,...,n—1, existe una unica g, € I} tal que
If =gl <Ilf =Rl y  (f—gnh)=0

para toda h € R%(D) y
lgnll < IRl

para toda h € IT}. Ademds,
T g, — £ = .

Demostracién. Como R2(D) es cerrado y L*(D) es un espacio de Hilbert, por el
Teorema A.8 existe una tnica g, € R2(D) tal que para toda h € R%(D) se satisface

If=gnll <Wf =Rl vy {f—gnh) =0

Por lo tanto, para demostrar la primera desigualdad enunciada en el teorema basta
demostrar que g, € II}. Como g,, € R; (D) entonces

n—1

gn(@) =D _pi(z-w;)

j=0

y dado que Py, (t,0) es una funcion cresta en R? (D), por la Proposicién 4.3 tenemos

1
/ P2, (1,0;)dt = (f — g, P4, (1,6;)) = 0.
-1
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Por lo tanto, Ps_,, (t,6;) = 0 para casi todo t € [—1,1] y por la linealidad de la
proyeccion concluimos que

P, (t,0;) = Ps(t,0;), j=0,1,...,n—1, para casi todo t € [—1,1].

Solamente nos resta demostrar que se cumple la segunda desigualdad enunciada
en el teorema. Utilizando nuevamente la Proposicion 4.3, para toda h € I} tenemos

,_.

n—

<h,9n>= (h, pj) Z/ Pu(t,0;)p;(t)dt = Z/ Py, (t,0;)p;(t)dt = || gn]|*.

Asi que,

<.
I
o

0 < [Ih = gall® = 110117 = 2(h, gu) +llgall® = 211> = llgal*-
De esta manera,

lgnll < NP

Ahora demostraremos que
Tim [|f — gall = 0. (4.12)

Dado que el conjunto C'(D) de las funciones continuas en D es denso en L*(D), para
e > 0 existe v € C'(D) tal que

If =l <ef2.

Por otro lado, por el Teorema de Stone-Weierstrass [18], existe un polinomio p tal
que

|7 = pllee < €/2y/m

por lo tanto,

Iy — pl|* = / v(z,y) — p(z,y)|dzdy </ Iy = pll2dzdy < €/4,

de donde se tiene
|y —pll <e/2.

Luego, para N = (grado de p)+1, de (4.10), sin > N entonces p € Px(D) C R2(D),
por lo tanto

1f = gnll < 1F =pll < NF =l + 1l =2l <,
de donde (4.12) se sigue. m

El siguiente resultado es una generalizacion natural del Teorema 4.15 para fun-
ciones en L?(B,) que se demuestra andlogamente. Para enunciarlo es conveniente
definir II'* como el conjunto de g € L*(B,,) tales que

R.,9(t) = Ry, f(t), paracasitodo te[-1,1] y j=0,1,...,m—1
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Teorema 4.16. Dados m € N, f € L*(B,) y R, f(t), para t € [-1,1] y w; € "7,
J=0,1,...,m—1, existe una uinica g, € I} tal que

If=gull <If =Rl v (f—gmh) =0

para toda h € R" (B,) y
lgmll < [IA]

para toda h € IT7". Ademds,
T [1f ~ g = 0.

En vista de la primera desigualdad del Teorema 4.15, la funcién g,, suministrada
por ese teorema se conoce como la mejor aproximacién cuadratica de f en términos de
las proyecciones conocidas de esta tltima. A continuacion hallaremos una expresion
para g, en términos de Py(t,0;), j =0,1,...,n— 1. Ya que

n—1

gn(z,y) = Z pj(zcosb; + ysenb;) (4.13)

Jj=0
serd suficiente encontrar una expresién para cada funcién cresta p; en términos de
las proyecciones conocidas de f.

Para empezar, note que si p € L?(D) es una funcién cresta en la direccién 6y = 0,
entonces su proyeccién en la direccion 6 esta dada por

V1—z2
P,(z,0) = / p(x cosf — ysenb)dy. (4.14)

e
Haciendo = = cos 7, con 7 € (0,7) obtenemos

P,(cosT,8) = / p(cosTcosf — ysen)dy. (4.15)

—senT

Luego, si u = cos T cosf — ysen 6 tenemos

1 cos(7+80)
P,(cosT,0) = / p(u)du

sen 6 os(T7—0)

y sustituyendo u por cost se tiene

P,(cos 7, 0) = — / ", (4.16)

senf J._,

en donde h(t) = p(cost)sent. En general si p; es una funcién cresta en la direccién
6 tenemos

e
@0 = [ pylarcos(t —6;) — ysenl0 —0;)dy
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y entonces al reemplazar 6 por 6 — 6; en las ecuaciones (4.14) y (4.16) vemos que

1 (0-05)
P, )= ——— h;(t)dt
PJ(COST? ) sen(9 9 )/ 9 9) ]( ) )
en donde
h;(t) = p;(cost)sent. (4.17)
Por lo tanto, de (4.13) tenemos
0 n—1 1 T4+(0—6;) " J
P —_— (t)dt. 4.18
eosm0) =3 s [t (4.18)
J=0 i)

Si escribimos I, (7,0) = P,, (cos,6) y denotamos con I, (7,0) a la extensién
impar de esta funcién en el intervalo (—m,7), entonces su expansién en serie de
Fourier esta dada por

I, (7,0) = Zﬂgn(a, 0) sen ar, (4.19)
a=1
en donde o pm
11, (o, 0) = —/ I, (7,0) sen ardr. (4.20)
T Jo
Por otro lado, la expansién en serie de Fourier de h;(7) en (—7, 7) estd dada por
h;(T) = Z h;(a) sen ar, (4.21)
a=1
en donde o fm
hi(a) = —/ h;(T) sen ardr.
T Jo

Luego, si sustituimos (4.18) en (4.20), empleando la ecuacién (4.21), obtenemos

N 2 1 >©. s T+(0—6;)
Hgn<a,9) = ; : m Zh]<ﬁ) /0 sen ot /;_ o Senﬁt dt dr.
§=0 77 =1 (0-0;)

Después de realizar los célculos correspondientes tenemos

fl, (0 0) = jz%m )

y si escribimos ITg(e) = TI,, (e, 6;) v substituimos 6}, = k7 /n, entonces

. 2« Sena(k—])g
a

() = = 2 Owﬁ() k=0,1,...,n—1, (4.22)
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en donde, por convencién sena(k — j)=/sen(k — j)= = a si k = j. Observe que al
hacer & = nm en la ecuacién (4.22) se tiene

~

hi(nm) = ~IL;(nm), m=1,2,..., (4.23)

N —

de donde se concluye que ﬁj (nm) esta determinada por las proyecciones de g. Ya que
en general p; estd determinada por h;, la observacién anterior nos motiva a resolver
el sistema de ecuaciones (4.22) para Bk(a), k=01,....n—1ya=12,...,en
términos de IT;(a). Para este fin note que la matriz del sistema (4.22) es

senal sen2a X sen(n—1)a™
sen 7 sen2X sen(n—1)7
senal sena sen(n—2)a™
7 « e . e - ‘N
sen T sen T sen(n—2) %
n n n
sen2a ™
n
sen2X
A o n
senal
n
sen 7
sen(n—1)a  sen(n—2)al senal
sen(n—1)7 sen(n—2)7 sen - @

y que la entrada S, ; de A% es

—_

n—

sena(m — k)Zsena(k — j)=
Sm,j — n n

sen(m — k)T sen(k — j)=

i

0

En el Apéndice C, verificamos que

sena(m — j)=&

1
ESm,j = (2pn+1) — (4 1)ndp;,

sen(m — j)=

en donde d,,; = 1sim = jy 0p; = 0sim # jy p = [2] denota la parte entera de
a/n, es decir
p=na+v, 0<v<n-—1 (4.24)

Por lo tanto,

1
EAQ =2u+1)A—pu(p+ 1)nl, (4.25)

en donde [ es la matriz identidad de orden n x n. A partir de esta ecuacién podemos
ver que para « > n el sistema de ecuaciones (4.22) tiene la tinica solucién dada por

; _ (@2p+ Do . Q@ . sena(k —m)Z
h(o) = (i + 1)nHk(Oé> T i )2 Z I, () (4.26)
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para k = 0,1,...,n — 1. Por otro lado, si « = 1,2,...,n — 1 entonces (4.22) tiene
solucién si

— sen alk —m)=

T, ( L k=01,...,n—1 4.27
Senk m)=t " (4.27)

3I>—‘

m=0

y en este caso, comparando (4.22) con (4.27), podemos tomar la solucién dada por

hk(a):%f[k(a), l1<a<n—-1y k=01,...,n—1 (4.28)

que por (4.23) y (4.26) es vélida también para o = n.
A partir de las identidades (4.21), (4.26) y (4.28) obtenemos una expresién para

hj, 7 =0,1,...,n — 1. Para esto, primero escribimos
n—1
hi(T) =Y he(7),
j=0

en donde hi(7) es el sumando de h;(7) que multiplica a IT;(7) en (4.26) y (4.28).
Por lo tanto, de las ecuaciones (4.26) y (4.28) encontramos

hii(a) = %H (), 1<a<n (4.29)
' L -y
~ vin—v ~
(@)= |24+ ——— 2|1 i o> 4.
i) = |3+ g | M), s a =, (4.30)
v para j # k A
hi() =0, 0<a<n (4.31)
Yy
- ! sena(j — k)7 .
hjk(o) = II;(a), a>n. (4.32)

2u(p+ 1)n? sen(j — k)x

De las ecuaciones (4.29), y (4.30) y de la expansién de la serie de Fourier de
h;;(T) obtenemos

2n
[e.9] ]_ V(n—]j) R
- -
+;{2+2N(M+1)n2] j(a)senar
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tenemos
1 1 g
s(r) = 10 + 5 [ OK(r -t (4.33)
en donde

-1
T § : -V )
(1-—-——) +‘ ——ﬁi;EjEECOS&T

a=1—n

De manera andloga obtendremos una expresion para hj,. Para esto primero ob-
servemos que

4
—I(t — (j — k)w/n)]sen (T — t)dt.

™ 1 s
/ I, (t) sen at sen at sen a(j — k)z dt = —/ Hi(t+ (j — k)m/n)
0 n -

Luego de (4.31), (4.32) y de la expansion de la serie de Fourier de hj;(7) tenemos

() = 5 Sené i /_1 Tt + ( — k)7 /n) — TI(t — ( — k) /n)] Ko — £)dt,
(4.34)

en donde
o0
o

K1) =— ———Senar.
(7 ;2n2u(u+1)

Usando (4.33) y (4.34) se ve claramente que h;(7) se puede expresar explicitamente
en términos de las proyecciones de f y consecuentemente también p;(7). Por lo
tanto, por (4.13), g, también se puede expresar explicitamente en términos de las
proyecciones de f.

En el Apéndice C verificamos que

Ko () — 1 (sen’F > [2cos™ —|sen™ |T(%Z)] [cos Zsen ™ —nsenZ cos 2]
o(7) + J
n o\ sen g n?sen? 7

en donde T'(1) =7 —2|7|, =7 < x < 7y que

sen 2 |T(21) [nsenTcos  — sen -
Ki(r) = | AT | 2 2}+SennTlog(25en%)

4n? sen? 5 2n
SennT — nsen T

8n? sen? 3

lo cual permite tener una expresién mas manejable para g,.
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4.3.1. Aproximacion polinomial 6ptima

En esta seccién encontramos una féormula explicita para el polinomio de grado
n — 1 determinado por n proyecciones de f que mejor aproxima a f en L?(D).

Sea P, (D) como en (4.10) y denotemos con p,, al polinomio en P,(D) que mejor
aproxima a f en L?(D); es decir, que para todo q € P, (D) se satisface

If=pall <Mlf—=all vy {f—pnq) =0.

Ya que P, (D) C R%(D), si g, es la funcién dada por el Teorema 4.15, entonces para
todo ¢ € P, (D) se tiene

<f - gn7Q> =0
y por lo tanto
(n = Pn: @) = {f = Pnr@) = {f = gn,2) = 0.

De esta manera concluimos que p,, es la proyeccién ortogonal de g, sobre P,(D). A
continuaciéon encontramos una expresion explicita para este polinomio en términos
de las n proyecciones de f.

De (4.13) tenemos

n—1

gn(z,y) = ij(x cost; + ysenb;),

=0

en donde
hj(cos™ (z cosb; + ysenb;))

sen cos~!(z cosf; + ysend;)

pj(xcosb; +ysenb;) =

y de (4.21) obtenemos

n o0

gn(x,y) = hi(@)Up_y (2 cos 6 + ysen ;). (4.35)
1

-1
71=0 a=

Ahora demostraremos que p,, es el polinomio que se obtiene al truncar la serie
(4.35) en av = n. Sea

3
,_.
3

h;j(a)Uy—1(x cosb; + ysen ;) (4.36)

a=1

I
=)

J

y sea ¢ € P,(D). Por el Lema 4.6 existen p;(t) polinomios de grado n — 1 en ¢ tales

que
n—1

q(z,y) = Zpk(a: cos O + ysen O).
k=0
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Como {Uy(71), Ui (1), ,U,—1(7)} es una base del conjunto de polinomios con coe-
ficientes reales de grado menor o igual a n — 1, en donde los U, son los poli-
nomios de Chebyshev de segunda clase introducidos en (4.5) y 7 esta definida por
cosT = xcosf + ysen ), entonces existen constantes ay tales que

—_

3

q(z,y) = > arUx(zcosf + ysend).
0

iy

Por lo tanto,

(gn — P0: Q) Z Z Z Us—1(z cost; +ysenb;), Uy(x cos + ysend))

y por la ortogonalidad de los polinomios de Chebyshev tenemos que

<gn — Do, q> = 0.

Luego, po es la proyeccién ortogonal de g, sobre P,(D) y por la unicidad de py
concluimos que p, = py.

Hemos demostrado que el polinomio p,(x,y) de grado n — 1 que mejor aproxima
a f en L*(D) sobre P, (D) es una suma de polinomios crestas, es decir

pn(z,y) = ”zi P} (z cost; + ysend;).
=0
Asi, de (4.17) y de (4.36) tenemos
P (v cos 0 + ysendy) :Zﬁ Uqg—1(z cosb; + ysenb;).
Si denotamos por cos T = x cost; + ys;n 6;, entonces
pj(cosT)sent = 2”: h; (o) sen ar
a=1
y de (4.28) obtenemos

1 ™
pj(cosT)sent = — / IL;(t) K (1 — t)dt,
2 J_ .

en donde

1 [sen(n+ 37 1sen
K= 3 s = [0 L

n 2 sen = n sen =
a=1 2

2

Luego, como II;(7) = Pf(cosT,6;) concluimos que p, esta determinado por estas n
proyecciones de f.
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4.3.2. Consistencia

Un problema muy importante en la reconstruccion de una funcién a partir de
un conjunto dado de datos es decidir si esos datos son adecuados para intentar la
reconstruccién. Matematicamente esto equivale a decidir si el conjunto dado de datos
es el conjunto de proyecciones de una funcién f € L?(D), a lo largo de un nimero
finito de direcciones uniformemente distribuidas; dicho de otra manera, el problema
consiste en caracterizar el rango, en R?(D), de la transformada de Radon restringida
a n direcciones uniformemente distribuidas. El propdsito de esta seccién es resolver
este problema.

Teorema 4.17. Si P;, j = 0,1,...,n—1 es un conjunto dado de funciones que
satisfacen

Pi(t)=0, [t|>1,

— It < oo,
/_1 V1—1t2

y al definir
I(a) = / Pj(cos T) sen(ar) dr, a=1,2,....
0
también se satisface

= sena(]—m)—

m
nsen (j —m)

31”3

m=0

en donde sena(j —m)=/sen(j —m)T = a si k = j, entonces existe una funcion
g € L*(D) tal que para cada 6; = jm/n se tiene

By(t,05) = F;(2),
para 3 =0,1,... n—1y

/Dlg(fr,y)IdedyS (1— )Z/l |\Z_—t2

Demostracion. Para empezar, de la ecuacién (4.13) y de la Proposicién 4.3 se tiene
que

/]gnxy\dxdy Z/ P, (t,0;)p,(t)dt.

Haciendo el cambio de variable t = cos 7, tenemos

[ lantgptaray =Y [ 1@ a (437
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en donde I1;(7) = Py, (cos7,60;) y h;(T) = pj(cosT)sent, como se definié en (4.17).

Luego, de (4.19) y (4.21), al realizar algunos calculos obtenemos

| o) ar = 5 - @)hyta)

Por otro lado, de (4.28) se tiene, para « = 1,2,...,n — 1,

n—1 n—1
- - o 2p+1 -
I(a)h;(a) o [T (ev)]
= 2n p(p+1) =
n—1 n—1
a ~ 5 sena(j — k)Z
- () S 1T Y n
2n2u(p+ 1) ygo () p P sen(j — k)x

(4.38)

(4.39)

(4.40)

Luego, si A es la matriz del sistema (4.22) entonces es facil ver de (4.25) que la

ecuacion de eigenvalores

1
—Ax =Mz
n

tiene dos soluciones no triviales dadas por A= puy A= pu+1,cuandov # 0,y A = pu
cuando v = 0. Dado que toda forma cuadratica estd acotada por sus eigenvalores

minimo y maximo, para a > n tenemos

n—1 n—1 n—1 ) -
g 2 A . sena(j — k)T
npy () < Do) (o)
Jj=0 Jj=0 k=0 n
n—1
< n(p+1)) [Mie)
7=0
y de (4.40) obtenemos
I} n-l n—1 a n—1
—— NP <Y L (a)hi(a) < — Y [ILi(a)]? .
271(,“"*‘ 1) ]O[ J(a>] - ; ](Oé) J(a) — 2n,u ]0[ J(a)] ) a=n

Observemos de (4.24) que para o > n se tiene

« 1 v 1 n—1 1
— =14+ — )<= |1+ <[([1—-—
2np 2 n 2 ny 2n

(4.41)
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yparaa=1,2,...,n —1 se tiene

a 1
1 — —
om = < 2n>

Por lo tanto, de la cota superior de (4.41) y de la ecuacién (4.39) obtenemos

n—1 n—1
(1——) a=1,2 ... (4.42)

=0 Jj=0

<.
k:

Finalmente, de (4.37), (4.38) y (4.42) tenemos

[k < 5(1-5) S Sl

Z/l | Py (¢, 0;) gt
V-2

de donde se sigue

/Dlgn\2 < ( )Z/ |Pf (t,9 |2 dt. (4.43)

Por otra parte, de la la desigualdad de Schwarz tenemos
|Pp(t,0)]> < 2v1— 2Py (t,0)

y dividiendo por v/1 — 2 en ambos miembros e integrando sobre ¢ obtenemos

P 1
/ f” _dt <2 [ Pp(t,6)dt =2||f| < co.

Por lo tanto, para que las funciones {P;(t)} sean proyecciones de alguna funcién
f € L*(D), éstas deben de cumplir que P;(t) = 0, si |t| > 1 y deben de satisfacer

t < 00

J
——d
/1 V1-—t?
Finalmente, como la ecuacién (4.43) se obtuvo suponiendo la validez de (4.27), en-
tonces esta condicién es necesaria para la reconstruccion de f. m
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Conclusiones

El problema de reconstruccién de una funcién a partir de sus proyecciones se
puede resolver si se conocen todas sus proyecciones.

Si solamente se conocen n proyecciones uniformemente distribuidas, como ocurre
en la practica, se puede obtener de manera explicita una aproximacion éptima
que converge a la funcién original cuando n tiende a infinito.

Desde un punto de vista matematico, el problema de reconstruccion de imégenes
resulta ser un reto muy interesante y no trivial, dado que en la busqueda de
soluciones se requiere la utilizacion conjunta de varias areas, como por ejemplo,
analisis de Fourier, analisis funcional, dlgebra lineal, trigonometria, entre otras.
También intervienen otras disciplinas como la computacion, fisica y medicina.

Debido a la imposibilidad de reconstruir totalmente a una funcién cuando sélo
se conoce una cantidad finita de sus proyecciones y a que la implementacion
de los algoritmos resultantes, en general no es sencilla, el problema de recons-
truccion de imagenes se sigue investigando de manera muy activa; sobre todo
porque un objetivo factible es obtener imagenes dindmicas en tiempo real.



APENDICE A

Algunos Resultados Basicos de Analisis

En este apéndice enunciamos y demostramos algunos resultados bésicos del anali-
sis de Fourier y de la teoria de espacios de Hilbert, con la finalidad de precisar las
versiones de estos resultados que utilizamos en esta tesis.

A.1. Espacios de Hilbert

Primero recordemos la definicién de un producto interno.

Definiciéon A.1. Sea E un espacio vectorial sobre el campo K = R, C. Un producto
interno en E es una funcion

(,): ExFE—K,
tal que para todo z,y,z € E'y A, u € K se satisface:
1. (x,z) >0y (x,x) =0siysdlosiz=0.
2. (px + My, z) = p(z, 2) + My, 2)

3. (z,y) = (y, x)

Por ejemplo, si £ = C"y x = (x1,...,2,) Yy = (Y1, --,Yn) son elementos de
C", entonces la funcién dada por

@) =Y o (A1)
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define un producto interno en C". Si K C C" y F = L*(K), entonces

(f.9) = /K fgdx (A.2)

define un producto interno en L?*(K).
Se verifica facilmente que si E es un espacio vectorial con un producto interno y
para r € E se define

lz]| = (2, 2)"%,

entonces para toda z,y € E se satisface la desigualdad de Schwarz

[z, ] < llzllllyll;

de donde se sigue que la funcién || - || define una norma en E, que se llama la norma
iducida por el producto interno.
Un concepto importante en espacios con un producto interno es el de ortogona-

lidad.

Definicion A.2. Sea E un espacio vectorial con producto interno y z,y € FE, decimos
que x es ortogonal a y si

(z,y) =0.

Una coleccién {x;} se dice ortonormal si (x;,x;) =1y (x;,xr) = 0si j # k.
Los siguientes resultados son sencillos de demostrar.

Proposicion A.3. (Teorema de Pitigoras) Si{x1,xs,...,x,} esun conjunto ortonor-
mal en un espacio vectorial E con producto interno, entonces

lon + 22+ 2al® = o+ flaal® + - 4 .

Proposicion A.4. (Identidad del paralelogramo) Si x,y son elementos del espacio
vectorial con producto interno E, entonces

lz +yl* + llz = ylI* = 2]z ]* + 2]ly]*.
A continuacién presentamos la definicién de un espacio de Hilbert.

Definicion A.5. Un espacio vectorial con producto interno se denomina espacio de
Hilbert si es completo con respecto a la norma inducida por el producto interno.
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Por ejemplo, L?(K) con el producto interno dado en (A.2) es un espacio de
Hilbert. La prueba de este hecho se puede ver en [17], de la cual se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema A.6. Si f, f1, fa,... son funciones en L*(R™) tales que
Jim [ f = fill =0,

entonces existe una subsucesion {fr,} de {fix} tal que
lim f, () = f(a)

para casi todo x € R™,
El siguiente es un resultado fundamental en la geometria de espacios de Hilbert.

Teorema A.7. (Teorema de la proyeccion) Sea M un subespacio cerrado de un espa-
cio de Hilbert H. Entonces para todo x € H existe un unico z € M, que se denomina
la proyeccion ortogonal de x sobre M, tal que x — z es ortogonal a M, es decir

(x — z,y) =0, para todo y € M.
Este resultado es una consecuencia inmediata del siguiente lema.

Lema A.8. Sea M # () un subconjunto cerrado convexo de un espacio de Hilbert H.
Entonces para todo x € H existe un unico z € M tal que

[l = z|| = inf{{lz =yl - y € M}.

Demostracion. Sea d = inf{||x — y|| : y € M}. Para todo k € N existe una sucesién
{yn} en M, tal que

1
o =l < &+ (43)

y de la identidad del paralelogramo, notando que (y, + ym)/2 € M, tenemos

[ym — wall® = o —yn — (@ — ym)|I?
Yn + Yrm
= 2||9€—yn||2+2||96—ym||2—4||£'3——2 |2
1 4
< 4 (d?+ =) —4d® = =,
< 4( +k) k
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Por lo tanto, {y,} es una sucesién de Cauchy en H y por la completez de H existe
z € H tal que z = lim y,. Como M es cerrado entonces z € M y por la definicion

n—-auoQo

de d tenemos
d<|x—z|.

Por otro lado, al tomar el limite cuando n tiende a infinito en (A.3) tenemos

1
—z[| <d+ -
o=zl <d+ 3

Como k es arbitrario se sigue que ||z —z|| = d, con lo que hemos probado la existencia.
Para demostrar la unicidad supongamos que

l = 2| = d = [lz —a].

De la identidad del paralelogramo tenemos

Iz —al® = llv —a = (z = 2)|* = 4d* — 4]}z —

Z4a .,
<0
oI’ <

y por lo tanto z = a. m

Demostracion del teorema de la proyeccion. Para x € H, sea z como en el lema
anterior. Por la definicién de z, para todot € R y a € M tenemos

Iz —2|* < [l = (z + ta)|* = [[(w — 2) — ta||* = ||z — 2[|* — 2tRe((z — 2, a)) + * | al|*.

Por lo tanto
0 < #%||2]]* — 2tRe((x — z,a)),

de donde se sigue que Re((x — z,a)) = 0 para todo a € M. Analogamente, utilizando
it en vez de t, se obtiene que Im({x — z,a)) = 0 para todo a € M.

Definicion A.9. Sea M un subespacio de un espacio de Hilbert H. El complemento
ortogonal de M, denotado por M=, es el conjunto de todos los vectores de H tal que
son ortogonal a M, es decir

M*={x € H:{(r,y)=0, paratodo y& M}.
La demostracion del siguiente corolario se sigue del teorema de la proyeccién.

Corolario A.10. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces
para todo x € H existen vectores unicos Pyx € M y Pyix € M* tales que

r = Pyx+ Py,

ademds, Pyx y Pyox son los vectores proyeccion ortogonal de x sobre M y M+,
respectivamente.
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La siguiente definiciéon nos permitird construir otro ejemplo de un espacio de
Hilbert, que méas adelante ocuparemos.

Definicion A.11. Sean X y Y dos espacios vectoriales, se define la suma directa de
los espacios X y Y como

XY =A{(z,y):ze X,y Y}

Note que X @ Y es un espacio vectorial con la operacién suma dada por

(1, 91) + (22, 42) = (21 + 22, Y1 + 12)

Teorema A.12. Sean H y K dos espacios de Hilbert. Entonces el espacio vectorial
H & K es un espacio de Hilbert con el producto interno

((h1, k1), (ha, ko)) = (ha, ha) + (ki ka).

La demostracion se sigue facilmente de la definicion de norma inducida por el
producto interno, es decir

1R, B = (IR + (1K

El teorema anterior muestra que la suma directa entre dos espacios de Hilbert es
también un espacio de Hilbert. Sin embargo, la suma entre dos subespacios cerrados
de Hilbert no necesariamente es cerrado. El siguiente subespacio de H & H nos
ayudara a construir un ejemplo en donde se muestra este hecho.

Definicion A.13. Sea H un espacio de Hilbert y T': H — H un operador lineal.
La grdfica de T, T'(T), se define como

D(T) = {(h,k) : (h,k) € H® H,k =Th}.

Observemos que si T' es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H
entonces I'(T') es un subespacio cerrado de H @ H. Por ejemplo, es facil ver que el
operador T : L*(0,1) — L*(0,1) dado por T'f(x) = zf(z) es un operador lineal
acotado y por lo tanto, I'(T") es cerrada.

Si M es el subespacio cerrado de L?(0,1) & L?*(0,1) dado por el conjunto de
vectores de la forma (f,0) y N =I'(T), en donde T' es como en el ejemplo anterior,
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entonces M + N no es cerrado. En efecto, si consideramos la sucesion de funciones

fn= X(%,l)i en donde
1, sit<z<l

XGn — { 0, en otro caso,

entonces
7}1_{{)10 ITfn — x|l = 0.

Por lo tanto, la sucesién {(0,7'f,)} € M + N converge a (0, x(0,1)) en la norma de
L*(0,1) @ L*(0,1) pero (0,x(0,1)) € M + N, porque no existe f ¢ L*(0,1) tal que
Tf = x(,1)- Luego, M + N no es cerrado.

Enseguida presentamos una condicion suficiente para que M + N sea cerrado,
dado que M y N son cerrados.

Definicion A.14. Sean M y N dos subespacios de un espacio de Hilbert H tal que
M NN = {0}, definimos la aplicacién Pyyn : M + N — M como

Pyn(z +y) =,
endondez € M yye N.

Teorema A.15. Sean M y N dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H
tal que M NN = {0}. Si Py n es continua entonces M + N es un espacio vectorial
cerrado.

Demostracion. Claramente M+ N es un espacio vectorial, asi que s6lo demostraremos
que M + N es cerrado.
Sea {x, + y,} una sucesiéon de M + N tal que

lim x, + y, = 2.

n—oo
Por la continuidad de Py |y se tiene
Pyn(2) = lim Pyyn(2n + yn) = lim x,,,
n—oo n—oo
como M es cerrado entonces Py n(2) € M. Luego,

lim y, = lim 2, + yp — 2, = 2 — Pan(2).

n—oo

Dado que y, € N y N es cerrado entonces y = z — Py n(2) estd en N. Asi que
2z = (Pun(2) +y) € M + N y por lo tanto, M + N es cerrado. m

Los siguientes, definiciéon y teorema, juegan un papel muy importante en esta
tesis.
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Definicion A.16. Sean M y N dos subespacios de un espacio de Hilbert H, definimos
el dngulo © € [0, %] entre M y N como

(/> 9)|

IR £ € a0}y g € M0} | (A.4)

cos© = sup {

Teorema A.17. Sean M y N dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert H
tal que M NN = {0}. Si el dngulo © entre M y N es positivo entonces Py es
continuo.

Demostracion. Para todo x € H, por el Teorema A.10, se tiene que © = Pyx+ Py.x.
Por lo tanto, para todo y € N tenemos

(x,y) = (Pyz + Pyra,y) = (Pyx,y).

De donde se sigue

- {“"”’y”}z sup {M}znmn.

yenvior L[yl yeN\{0} Y]l

Por otro lado, del Teorema de Pitagoras se tiene
[Preal® = ll]* — || Pya®.

Asi que,
inf {||lz + y[*} = | Py = [|=]* — || Py
yeN

Luego, observando

P2 = > \ ]|
| Pagiv || = sup T (= SUp  SUp 0
{aryem+noy} Ul + ver\{0} yen\ioy Ullz + vl

tenemos

1 1
HPMHNH2 = sup = sup _—
z€M\{0} inf e a0y {”“*"y”z} zeM\{o} | 1 — HIEZ‘TJP

[EIR
, Przll2 - Pnzl|?
B 1
~ 1—cos20’

Finalmente, como © es positivo entonces Py n es acotado y por lo tanto Py es
continuo. m
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Observemos que si M y N son como en el ejemplo en donde se muestra que M + N
no es cerrado entonces el angulo © entre M y N es cero. Para ver esto, consideremos
nuevamente la sucesion f,, como en el ejemplo, entonces

[{(fn, 0), (far TFu))| _ £l - <n2_n>1/2.

N n?—1

1o DI TEDN (Wl TSl

Por lo tanto,

o 1 0), s TH)

T O T

De donde se sigue que
cos©® = 1.

A continuacién enunciamos algunos resultados clasicos sobre espacios de Hilbert
cuyas demostraciones se pueden ver, por ejemplo, en el libro de Reed y Simon [1].
Antes de enunciarlos es conveniente presentar la siguiente definicion.

Definicién A.18. Una base ortonormal de un espacio de Hilbert es un conjunto
ortonormal maximal.

Teorema A.19. Todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

Teorema A.20. Si H es un espacio de Hilbert y S = {4 }aca €s una base ortonormal
de H, entonces para cada y € H,

Y= Z@’ To)Ta

acA

Iyll* = > 16y, za) .

acA

Definiciéon A.21. Sean H y S como en el Teorema A.20. Para toda y € H el coefi-
ciente (y, z,) se le llama coeficiente de Fourier de y.
A la expansion y = Y. ,(y, Ta)Zq se le llama serie de Fourier de y.

Teorema A.22. Si H es un espacio de Hilbert y S es un conjunto ortonormal. Los
siguientes son equivalentes:

1. S es base de H.

2. Si(h, f) =0 para todo f € S, entonces h = 0.
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3. El espacio vectorial cerrado mds pequenio que contiene a S es H.

Una consecuencia inmediata de estos resultados es el siguiente.

1
V2T

Teorema A.23. 571 S = {

eio‘x} entonces S es base de L*([—m,7]).
a€Z

Demostracion. Primero verifiquemos que S es un conjunto ortonormal.

1 . 1 . 1 T
ior B\ _ z(a—ﬁ)xd
e, e = e T.
<v§? Vo > QWU/W

Si o = 3, entonces

< 1 i 1 zﬁaz> 1 /ﬂ— d 1
e, e = — xr =1,
V2T V2T 2w ),

si no,

1. 1, 1 [eile=Pz7"
ezax, ezﬁx = — |- —0.
\/% \/ﬁ 27 ’l(Oé - 6) -7

Sabemos que el conjunto
m
{ Z c eiaw}
(o4 )
a=-—m

en donde ¢, € Cy m € N, es denso en el espacio de las funciones continuas en
[—m, 7] con f(m) = f(—n) [17] y el espacio de funciones continuas en [—m, 7] con
f(m) = f(—n) es denso en L*([—m,7]) [17]. Por lo tanto el espacio cerrado més
pequeno que contiene a S es L*([—7, 7). m

De esta manera si f € L?([—,7]), por el Teorema A.20, la serie de Fourier de f

es
fe) =3 flaye,
en donde _
flay =5 [ @
y

IF17= > If@) (A.5)

a=—00
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Generalmente, la serie de Fourier de f se escribe como

[e.9]

fz) = Z Ao COS T + i b, sen ax,

a=—00 a=—00

1 [7 1 [
en donde a, = gy / f(z)cosaxdry b, = gy / f(z)sen ax dx. Por lo tanto, si f
TJ T ) .

1 ™
es una funciéon impar, entonces a, = 0y b, = — f(x)sen ax dx, asi que su serie
T Jo

de Fourier es

De esta observacién se tiene el siguiente corolario.

Corolario A.24. Si f € L*(|0,7]) entonces la serie de Fourier de f en [0, 7] estd dada
por

f@) =3 flaysenax,

con

fla) = %/Oﬁ f(x)senax (A.6)

Definicién A.25. Sea f € L*([—m, ), la funcién F dada por

| flx), si0<az<m,
F(x) = { —f(—=x), si—71<x<0

se conoce como la extension impar de f.

Corolario A.26. Si I' es la extensidn impar de f € L*([—m, w|), entonces la serie de
Fourier de F' es

F(z) = if(a) sen azx,
a=1
con f(a) dada por (A.6).

Ejemplo, si F es la extension impar de f(x) =7 — x, x € [0, 7], es decir

F(x)—l T — 1, si0<ax <
T2 —(r+a), si—m1<x<0
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entonces, los coeficientes de Fourier de F' estan dados por

T

fla) = g/7r(7r—ac)serlowcdﬂc = l
0

Q

Por lo tanto, la serie de Fourier de F' es

a=1

La serie (A.7) se empleard, més adelante, en el Apéndice C.

A.2. La transformacion de Fourier

En esta seccién presentamos la teoria del andlisis de Fourier que empleamos en
esta tesis.

Primero, recordemos que el espacio de Schwartz S(IR™) es el conjunto de funciones
f € C(R") tales que

[ fllas = sup [a2DP f(z)] < oo,
zeR?

para todo «, # multi-indices.

Proposicién A.27. S(R") es un subespacio de L*(R™).

Demostracion.
Si f € S(R™) entonces existe M tal que |(1+ |z|?)"f(z)] < M. Luego

[ 0y,

(1 + [af)"

|/ ()|d
R

1
< M —dx < 0.
= /n<1+|x\2>” >

Por lo tanto, f € L'(R"™). De donde se sigue facilmente que S(R") es un subespacio
de L'(R"). m

Si f € S(R™), entonces la transformacién de Fourier § estd dada por

S = (271)3 - (z)e %" dx. (A.8)
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y la transformacién inversa de Fourier ! por

5@ = g [ fO e (A9)

También escribiremos § ="y § ' =".
En el siguiente teorema mostramos que la transformacién de Fourier § es una
transformacién continua.

Teorema A.28. Las funciones § y § ! son transformaciones lineales continuas de
S(R™) en S(R™). Ademds si o y 5 son multi-indices entonces

((i)“DP£)(&) = F{D*((—ix)" f(2)) }(£)- (A.10)

Demostracion. La linealidad de § se sigue de la linealidad de la integral. Para de-
mostrar la continuidad de §, primero demostraremos (A.10). De la definicién de
transformada de Fourier tenemos

&D%f) () = (2;)3 Rnga(_m)ﬁf(i)e_if'xdx
- (2;)’2‘ / " (—1z')a(Dge_iw)(_m)ﬁf@)da;
B % | Di((—iw) f(x))e " da.

La ultima igualdad se obtuvo al integrar iteradamente por partes, por lo tanto (A.10)
se satisface. Usando esta igualdad tenemos

1
(271_)% Rn
Dado que f € S(R"), de la Proposicién A.27, tenemos

D2 f()|da.

1 £llas = Sup € (D7) <

Hf”aﬂ < 0.
Por lo tanto § : S(R") — S(R"). Ademés

R T 2\n
Ils < oy [ g DS s

_1 —1 x| su o))" Dy (—iz)’ f(x
< o7 ([ o) st -+ lePriDe iy ol

luego, usando la regla de Leibniz podemos ver que existen «; y ; multi-indices y ¢;
constantes tales que

M
1 llas < D eill fllas ;-
j=1
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Por lo tanto, la transformacién de Fourier § es acotada y entonces es continua. La
prueba de la continuidad de §~! se hace de manera andloga. m

Teorema A.29. (Teorema de inversion de Fourier) La transformacion de Fourier es
una biyeccion lineal y continua de S(R™) en S(R™). Su inversa es la transformacion
inversa de Fourier, es decir,

SIS = =8

Demostracion. Como § es continua, entonces basta demostrar que §1(F(f)) = f
para f € C5°(R™) dado que este conjunto es denso en S(R™).

Sea C. el cubo de volumen (2/¢)™. Elijamos ¢ suficientemente pequefio tal que el
soporte de f esté contenido en C. y definamos el siguiente conjunto

k.
K. ={k € R": cada —~ es un entero}.
e

Note que el conjunto {(g/2)"2¢**},ck. es base de L?(C.), por lo tanto la serie de
Fourier de f es

flo) = S (fi (/)5 (e/2) 5

= @) ER() (k)R (ne) (A11)
keK.

Dado que R" es la unién disjunta de cubos de volumen (7e)"™ centrados en puntos
de K., entonces (A.11) es justamente una suma de Riemann para la integral de la
funcién (27)~% f(k)e’™ . Luego como F(f) € S(R™), entonces la suma converge a la
integral. Por lo tanto §~*(F(f)) = f. Similarmente se demuestra para (1 (f)) = f.

Para demostrar que § es una biyeccién, notemos que §(F*(f)) = f implica que
T es suprayectiva y de §H(F(f)) = f implica que § es inyectiva m

La siguiente identidad es un corolario del Teorema A.29.

Corolario A.30. (Identidad de Parseval) Si f € S(R™) entonces

f(x)Pde = | |f(&)*dE. (A.12)
Rn Rn

Demostracion.
Sea f de soporte compacto, entonces para ¢ suficientemente pequeno tenemos

f(z) = Z (f, (2e)ze* ™) (Ze)Eeihe

keK.
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entonces

|f(x)]Pde = |f(2)2dx

R n CE

Al hacer tender € a cero, tenemos
|f(2)Pde = [ | (k)P dk.
R” R
Por lo tanto, el corolario es valido para f € Cy>(R™). Como F y | - || son funciones

continuas en S(R™) y C§°(R") es denso en S(R™) el resultado se sigue para todo el
espacio de Schwartz. m



APENDICE B

Los Polinomios de Chebyshev de Segunda Clase

En este apéndice presentamos las propiedades de los polinomios de Chebyshev

de segunda clase que empleamos en esta tesis.

Recordemos que los polinomios de Chebyshev de segunda clase U, se definen

Ccomo

1 sen(a+1)7

Ua t)=— )
®) VT osent
Por ejemplo,

1 sent 1 2 sen?2t
t - — = — t = —
W= e~ m Y D0

De la identidad trigonométrica

sen(a + 1)7 + sen(a — 1)7 = 2sen ot cos T

vemos que
sen(a+1)7  2senarcost  sen(a —1)7

senT sen T senT

es decir,
Uat1(t) = 2tU4(t) — Uy—1(t).

t=cost, T€E€[0,7m] y a=0,

1,2,....  (B.1)

Por lo tanto, los polinomios de Chebyshev de segunda clase los podemos generar

mediante la relacion de recurrencia dada por

&
—~
~
SN—
|
<
—~
~
N—
|

N

UL = 2 U (1) — Ui a(t).



66

para todo a = 2,3,.... De esta manera, se verifican facilmente que

1, 1 1,

Note que cada polinomio U, es un polinomio de grado « en la variable ¢ y por lo
tanto, {Up(t),...,U,(t)} es una base para el conjunto de polinomios de grado menor
o igual que n en R.

La siguiente propiedad generalmente se le conoce como la propiedad de ortogo-
nalidad de los polinomios de Chebyshev de segunda clase.

Proposicion B.1. Sean 6;,0, € R y U, ;,Usx € L*(D), en donde
Ua,j(x,y) = Uy(rcos; +ysenb;) vy Usi(z,y) = Us(zcosby +ysenby),
para casi todo (z,y) € R?. Entonces
0, st # 3
<Ua7j,Ug,k> = 1, Si&:ﬁ yj:k (BQ)
sen(a+1)(0;—0x) $i o — ﬁ . 7& k
(a+1)sen(0;—0y)’ YyJ

para todo a, 3 =0,1,2,....

Demostracién. De la Proposicion 4.3, observando que U, ; es una funcién cresta en
la direccién 6;, obtenemos

1
(Ua ) Ups) = / U (t) Py, (1.6,) dt

1
1 V1-t2

_ / U (1) / Usa(tw; + s, ds dt,
-1 —V/1-t2

en donde w; = (cosfj,senb;) y w; = (—senb;,cosb;). Por otro lado, como Ugy, es
también una funcién cresta en la direccién 6, tenemos

U[;,k(twj + S@j) = Ug ((twj + Sd)j) : wk)
= Upg(tcos(0; — 0;) — ssen(d; — 6y)).
Asi,
(Ua,j,Us k) / / (t)Us(tcos(0; — 0y) — ssen(f; — 0;))dsdt.  (B.3)

Al hacer el cambio de variables (t,s) = (cos T, s) tenemos

sen T

(Ua,j:Up k) = / Ua(cosT) senT/ Us (cos T cos(8; — 0;) — ssen(8; — 0)) dsdr.
0

—senTt
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Por lo tanto, si 7 = k entonces

(Ua,j, Us,j) = 2/ Uq(cos 7)Ug(cos T) sen® 7 dr
0

2 s
= —/ sen(a+ 1)7sen(8 + 1)7dr
0

™

y para j # k, al reemplazar § = 6; — 0, en (4.15) y (4.16), obtenemos

( ) L M atcosrysens [ Ualeost)
Ua,j  Usg) = —/ Uy(cosT senT/ Us(cost)sentdtdr
e sen(0; — 6k) Jo T—(0,;—0%) ’

2 sen(B +1)(6; — 6x)
7 (6 +1)sen(6; — 6;)

/7T sen(a + 1)7sen(f + 1)1 dr.
0

Finalmente, como

/ sen(a + 1)7sen(f + 1)7dr = { (5)’
0 )
entonces (B.2) se satisface. m

La Proposicién B.1 serd de gran utilidad en la demostracion del siguiente teorema.

Teorema B.2. Seat € [—1,1] el conjunto

S = {Ua(t)}zozo
es base ortonormal de L* ([—1,1],2v/1 — 2).

Demostracion. De (B.3) y de (B.2) vemos que

! 1, sia=p;
/1 Ua(t)Uﬁ<t)\/ 1 —t2dt = <Ua7j, Ug’j> = { 0, sia 7& ﬂ (B4)

Por lo tanto, S es un conjunto ortonormal en L? ([—1, 1],2v/1 — 2 ) Luego, para
demostrar que S es base, del Teorema A.22, basta demostrar que el espacio vectorial
cerrado més pequeno que contiene a S es L? ([—1, 1],2v/1 — 2 )

Todo polinomio definido en el intervalo [—1, 1] es combinacién lineal de U,, luego
el conjunto de polinomios en [—1,1] es denso en el espacio de las funciones con-
tinuas en [—1,1] [18] y el espacio de las funciones continuas de [—1, 1] es denso en
L2 (1,1, V1 —¢).

Por lo tanto, el espacio vectorial cerrado m&as pequeno que contiene a S es

L([-1,1,vV1—¢). =



APENDICE C

Algunas Sumas Auxiliares

A continuacién presentamos algunas sumas trigonométricas, las cuales empleamos
en el Capitulo 4.

Proposicion C.1. Seanm,j=0,1,....n—1ya=1,2,3....
Definimos la suma S, j(«) como

—_

n—

sena(m — k)= sena(k —j)=

1
Sm,j(a) = n

Y

sen(m — k)T sen(k — j)=

B
Il

0

en donde sena(m — k)= /sen(m — k)= = « si m = k. Entonces para todo a se tiene

senalm _Qﬁ — npi(p + 1)6m;, (C.1)

sen(m — j)=

S, (@) = (2p+1)
en donde p es la parte entera de a/n y Oy =1 sim =73y 6,y; =0 si m # j.
Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre «. Para esto, primero

consideramos el caso cuando a < n — 1. Por demostrar que

Sum(@)=a v Sns(a) = oM )y (C.2)

sen(m — j)=

Para a = 1 tenemos
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Por lo tanto S, ,,(1) = 1. Supongamos que S, ,,(8) = [ para f < n — 1, de la
siguiente identidad trigonométrica

sen’(3 + 1)(m — k)% = 2sen’(m — k‘)% —sen?(3 —1)(m — k)%

+2sen? B(m — ]{;)E — 4sen?(m — k)z sen? B(m — k:)ﬁ
n

n n
y de la suma
n—1
ZCOSZﬁ(m - k:)z =0
k=0 n
tenemos
4 n—1 ) T
Sm,m(ﬁ + 1) = 2Sm,m(]-) - Sm,m(ﬁ - 1) + 2Sm,m(5) - ﬁ ZSGD ﬁ(m - k)ﬁ
k=0
= 21+B8)—-(B—-1) - 2 3 [1 — cos206(m — k:)z]
B n £ n
= [B+1.
Sim # j entonces
S (1) = 1 2 sen(m — k:)isen(k: — % .
n < sen(m — k)T sen(k — j)=

Por lo tanto S, ;(1) = 1. Supongamos que

sen 3(m — j) =
Sm.3(6) = sen(m — j)=

para 3 <n — 1, de la identidad trigonométrica

sen(f+ 1)asen(f +1)b = 2cos(a+ b)sen fasen fb — sen(F — 1)asen( — 1)b
+ 2cos 3(a — b)senasenb.

cona=(m—=k)r/nyb=(k—j)r/n tenemos

n—1
Sm,j(B+1) = 2cos(m — j)%sm,j(ﬁ) = Smi(B—1)+ % > cos B(m +j — 2’?)%
k=0
B 2cos(m — j)Zsen B(m — )T sen(f —1)(m —j)=
B sen(m — j)= ~ sen(m — JE

sen(B +1)(m —j)=
sen(m — j)T
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Por lo tanto
sen(B +1)(m —j)=
sen(m — j)=

S, i(B+1) =

Para el caso cuando v > n, observemos que o« = nu+v con v = 0,1, ...

De donde se sigue
7r T
sena(m — k)— = cos u(m — k)wsenv(m — k)—
n n

Por lo tanto

n—1 P

- 1 ()

=0

o2 1 & /sena(m—k)T\?
= — _|_ — n
n on - sen(m — k)=

k=0,k
SR = sen’v(m — k)T
T n n o n — sen?(m — k)=
o V2
= — — —+Sum(v).
noon
Luego, de (C.2) se tiene
a7
Smm(a) = ———+v
non

= 2u+Da—nu(p+1).

Sim # j entonces

™

2acsena(m —j)T 1 i sena(m — k)= sena(k —j)=

Smjle) = — T

n sen(m — j)X sen(m — k)= sen(k — j)

2avsen a(m — j)

313

n sen(m — JE

1 —  senv(m —k)Zsenv(k —j)T
+cosu(m—J)Wﬁ Z sen(m — k)T sen(k — j)=

2asena(m — j) =

2usenv(m — j)=o

n sen(m — j)=

n sen(m —

7



72

Por lo tanto, de (C.2) y (C.3) obtenemos

2asena(m — j)=  cos(m — j)wsenv(m — j)= v
Sm,j(@) = — = . o E
n sen(m — j)= sen(m — j)=
_ 2asen alm— )& sena(m — j)T ) v
n sen(m — j)= sen(m — j)= n

sena(m — j)=

= (2n+1)

sen(m — j)=

Con esto concluimos que

sena(m — j)=o
sen(m — j)=

Sm,j = 2p+1) — (g + 1)n0pm;

Proposicion C.2. Sea a =nu+v conv=0,1,....n—1yu=0,1,.... Si definimos

y 11 (1— ’O‘|> QZ%C%M

—(n

entonces
Ko(z) 1 /sen\? [2cos™ — |sen|T(%2)] [cos Zsen ™ — nsen £ cos %]
O =70 Usen g n?sen? § ’

en donde T'(z) = 7 — 2|, —r <z <.

Demostracion. Primero verifiquemos que

n—1 n—1
lal\ «
3 _ A giew 2}3(1—_) 1
( - e - cos ax

a=—(n—1) =

2 d n—1
= 2 cosax——— senaxr — 1

v=0
1 sem2 ne

n Sen2§ ’

Luego, dado que 1/p(p+1) =1/ —1/(p + 1) tenemos

o0

Mcosa:v = e B n —v)cos(nu + v)x
Zu(u+1) 2 0( u+1)( ) coslng + v)a-

a=n p=1 v=
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Al desarrollar la suma del coseno y al agrupar obtenemos

oo n—1 oo
;Z :((Z :_ Z; cosar = VZ% v(n — v)[cosvx — cos(n — v)x] ; 1 COS NUT
n—1 oo 1
- Z v(n —v)[senve + sen(n — v)z] Z — sen nux
v=0 p=1
n—1
+» v(n—v)cosvz.

Il
=)

v

Por otra parte, al calcular las siguientes sumas obtenemos

3
—_

v(n —v)[cosve — cos(n — v)zx] =0,

<
Il
o

i
L

nr T ne T nr
Sen 5 [COS 3 Sen o n sen 3 COS 7]

v(in —v)[senve —sen(n — v)zx] =

— sen? %F ’
n—1 nr T nr z nr
cos £ cos £ sen & — nsen £ cos 2
v(n —v)cosv = 2 [ 2 23m 2 2}
sen3 £
v=0 2
y de (A.7)
i 1 1|sen=F ( 2))
—sennur = = T —n|r
il 2 sen =
1 | sen o T(nx)
2 sen 27
Por lo tanto,
“v(n—v [2cos ™ — | sen ZE|T(%2)] [cos £ sen ™ — nsen £ cos %]
Z —1 COS T = 9 3 e .
= t1) sen? 4

Proposicion C.3. Sea a =nu+v conv=0,1,...,n—1ypu=0,1,.... Si definimos

o0

Z «
R = B —— .
(@) 2n2pu(p+ 1) senar

a=n
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entonces

2 2

| sen ZZ|T'(%) [nsenx cos % —sen %] senna
+
4n?sen? 3 2n

K1<l’> =

log(2sen %)

sennr —nsenx

8n? sen? 3

Demostracion. Observemos que

i%l)seno& - ini (% + (ZIT)) sen(np + v)x

a=n H(’u p=1 v=1

Al desarrollar la suma del seno, se tiene

oo n—1 o
v(in—v)
senar = [vcosva + (n—v)cos(n —v)z] Y —sennux
L) T & =

n—1 o)

+ Z [vsenva — (n —v)sen(n — v)z] Z — cos nux
v=0 M:l
n—1

—» (n—v)senvx.
v=0

Luego, dado que

—

— sen 2 [n sen x cos & — sen E
[vcosva +v(n —v)cos(n — v)z| = ol 2 ol ,

g sen? ¢
n—1
[vsenve — v(n —v)sen(n — v)z| = —nsennx,
v=0
n—1 00
nsenx — sennw 1 nw
(n—v)senve = ToonZz .y Z—cosn,ux: —log(QSenT).
— sen? ¢ o
Concluimos
| sen %Z|T'(%) [nsenx cos % — sen %] senna nw
K — 2 2 2 2 1 92 o
() 4nZsen? 2 + ™ og(2sen 5 )

sennr —nsenx

8n? sen? 5
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