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Resumen

El estudio de sistemas no lineales ha sido un tema recurrente por la dificultad
que se tiene. Para este estudio generalmente se desprecia algunas caracteristicas im-
portantes como los retardos, dado que aparecen en todos los sistemas mecanicos aun
cuando casi imperceptibles. Para este trabajo se analizard y disenara leyes de control
para sistemas no lineales en forma descriptor. Una manera de obtener la forma des-
criptor es directamente creando una representacion en espacio de estados a partir del
modelado por el método Euler-Lagrange.

El analisis y diseno de control se llevardn a cabo por el método directo de Lya-
punov, especificamente empleando funcionales de Lyapunov-Krasovskii. Ademéas se
emplearan la reecritura convexa del modelo no lineal, con el fin de obtener condicio-

nes en forma de desigualdades matriciales lineales.

Para corroborar los resultados tedricos obtenidos se emplean ejemplos académicos,
utilizando el software MatLab.



Abstract

The study of nonlinear systems has been a recurring theme because of the dif-
ficulty it has. For this study, some important features such as delays are generally
neglected, since they appear in all mechanical systems even if almost imperceptible.
For this work, control laws for nonlinear systems will be analyzed and designed in
descriptor form. One way to obtain the descriptor form is to directly create a repre-
sentation in state space from the modeling by the Euler-Lagrange method.

The analysis and control design will be carried out by the direct method of Lyapu-
nov, specifically using Lyapunov-Krasovskii functionalities. In addition, convex rew-
riting of the non-linear model will be used in order to obtain conditions in the form

of linear matrix inequalities.

To corroborate the proposed theoretical results, academic examples are used, using
MatLab software.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Los sistemas de tipo retardado también conocidos como sistemas hereditarios o sistemas
con retrasos de tiempo. Estos sistemas son descritos por ecuaciones diferenciales funcionales
retardadas (EDFR), este término fue acufiado por A.D.Myshkis en [1]. En el libro [2], se es-
tudia la estabilidad de los sistemas de tipo retardado (neutral y avanzado). La investigacion
de la estabilidad de estas ecuaciones estan estrechamente relacionadas con el estudio de fun-
ciones analiticas que se representan por medio de cuasi-polinomios en el enfoque frecuencial.
La distribucién de las raices de esos cuasi-polinomios han sido estudiados por Pontriagyn en
[3], Thowsen para la estabilidad por el método de Routh-Hurwitz en [4] y Neimark desarro-
llado en [5], por mencionar algunos.

FEl uso del método directo de Lyapunov para la investigacion de criterios de estabilidad de
sistemas de tipo retardado ha sido aplicado por Krasovskii donde sugiri6 el uso de funcio-
nales definidas sobre las trayectorias de las ecuaciones [6], el cual se usar& en esta tesis.
Razumikhin trabajé en otro enfoque para los problemas de estabilidad de las ecuaciones con
retraso basado en una modificacién del método directo de Lyapunov.

A los sistemas no lineales se les conoce como el conjunto de ecuaciones no lineales (alge-
braicas, diferenciales, integrales, funcionales, o alguna combinacion de ellos) que describen
un sistema fisico o un proceso que no puede ser definido claramente con un conjunto de
ecuaciones lineales |7].

La teorfa de estabilidad de estos sistemas juegan un rol principal en sistemas de ingenieria,
especialmente en el campo de la sistemas de control y automatizaciéon. La estabilidad de un

sistema no lineal, con o sin control, es un requerimiento fundamental para la practica. La
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estabilidad significa que tanto la salida del sistema como la senal interna estan dentro de
los rango permitidos por el (llamada estabilidad estrada acotada-salida acotada). Concep-
tualmente, existen diferentes tipos de estabilidad entre los cuales tres nociones bésicas son
las principales preocupaciones en dindmicas no lineales y sistemas de control: la estabilidad
del sistema con respecto al punto de equilibrio, la estabilidad de la salida del sistema y la
estabilidad estructural del sistema en si.

Entre las teorfas que permiten el andlisis de estabilidad, la teoria basada en Lyapunov es
destacada por los métodos que establecen condiciones suficientes. Lyapunov publico en [§],
definiciones y criterios de estabilidad. Los resultados no se han limitado al anéalisis de esta-
bilidad sino que también se ha desarrollado un campo de aplicacién de estas técnicas en el
diseno de sistemas de control no lineal mencionado en [9.

Convencionalmente, los sistemas lineales han dominado el campo de sistemas y control. Es-
tos sistemas son relativamente faciles de analizar, hoy en dia existen una gran variedad de
métodos para el diseno de control de dichos sistemas. Una aproximacién de un sistema no
lineal solo es posible dentro de un punto de equilibrio, para poder controlar los sistemas no
lineales es conveniente disenar controladores no lineales para poder manipular globalmente
este tipo de sistemas [10]. Sin embargo, el desarrollo de este tipo de controles es muy com-
plejo.

Una alternativa, es construir el sistema no lineal en un modelo convexo exacto mediante
la técnica del sector no lineal, propuesto en [11]. En este tipo de modelo, es capaz de re-
presentar con exactitud o con un alto grado de exactitud un sistema no lineal, la dindmica
local en diferentes regiones del espacio de estado esta representada por modelos lineales. El
modelo general del sistema se logra mediante la combinacién de funciones conocidas como
funciones de ponderacién en donde se agrupan los términos no lineales mediante una combi-
nacién binaria y se construyen matrices "vértice", dependiendo del ntmero de los términos
no constantes.

Muchos procesos se modelan usando sistemas de ecuaciones diferenciales y algebraicas no
lineales, mientras que las ecuaciones algebraicas consisten en correlaciones empiricas. Los
sistemas descriptores (en inglés: singular systems o descriptor systems) han sido estudiados y
aplicados a numerosos casos de estudio como: la forma general de las ecuaciones resultantes
del modelado de sistemas de larga escala [12]. Debido a que no se habia estudiado la esta-
bilidad de sistemas descriptores no lineales con retardo hasta [13] y [14] donde obtuvieron
condiciones para estabilidad y estabilizacién de dichos sistemas.

FEn el presente trabajo se propone condiciones de estabilidad y estabilizacién para la gene-
ralizan de sistemas no lineales ahora con multiples retardos para extender los resultados. La

corroboracion de las condiciones se haran en simulacion.
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1.2. Planteamiento del problema

Considere el siguiente modelo de un sistema descriptor no lineal con multiples retardos
de la forma:

d

E(x)i(t) = A(z)z(t) + Y Ag, (2)a(t — ) + B()u,
— (1.1)

z(0) = ¢(0), 0 € [-7,0],

donde = € R™ es el vector de estado, u € R™ es el vector de entrada, E(z), A(x), B(z),
y A, () se asumen que las funciones matriciales son suaves y acotadas; y 0 < 73 < 73 <
-+ < Ty = 7 son las retrasos en el tiempo, ¢ € C([—,0],R™) es la funcién inicial, donde
C([—7,0],R™) es el espacio de Banach de funciones continuas reales en los intervalos [—T, 0]

con la siguiente norma:
ol = max ||o(6)]],
i be[or,0] | (0)]]

donde || - || representa la noma Euclidiana en R™. Se asume que para cada condicién inicial
¢ € C([-7,0],R™), t > 0 existe una solucion unica x(t,¢) del sistema; mas aun, x;(¢) =
{z(t+0,¢) : 0 € [-7,0]}. Ademés, en este trabajo se considera que la inversa de F(z) existe

al menos en un compacto que incluye al origen [15].

Cabe mencionar que los resultados existentes para el andlisis y control de sistemas no
lineales con multiples retardos de la forma (1.1) son limitados, o solo aplicados a un solo

retardo. El andalisis anteriormente planteado, pretende resolver este tipo de inconvenientes.

1.3. Justificacion

La metodologia de sectores no lineales permite reescribir de forma exacta un sistema no
lineal, como lo es un sistema descriptor no lineal con retardos, como la suma convexa de
sistemas lineales con retardos. Asi, el analisis de estabilidad del sistema complejo se reduce
al andlisis de su representacién convexa con retardos exacta, que combinando con el método
directo de Lyapunov, podria arrojar condiciones de estabilidad y disefio en la forma de
desigualdades matriciales lineales (LMIs, por sus siglas en ingles). Las condiciones de LMIs
son importantes por que se pueden resolver en en tiempo polinomial mediante técnicas de

optimizacion convexa [16].
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1.4. Objetivos

1.4.1. General

Analizar una clase de sistema descriptor no lineal con multiples retardos para determinar
condiciones para el diseno y sintonizacién de leyes de control empleando sector no lineal y

funcionales de Lyapunov-Krasovskii.

1.4.2. Especificos

Para poder satisfacer el objetivo general, se deben cumplir los siguientes objetivos espe-

cificos:

» Estudiar los principios de los sistemas descriptores con retardo, asi como las bases de

la teoria de estabilidad de sistemas con retardo.

= Determinar representaciéon exacta de un sistema descriptores no lineal con retardos

utilizando la metodologia de sector no lineal.

= Determinar condiciones suficientes bajo las cuales representacién exacta a tratar de

un punto de equilibrio sea estable.

s Aplicar los resultados obtenidos via simulacién para corroborar la efectividad de los

resultados teéricos obtenidos.

1.5. Hipotesis

Se cree que es posible obtener condiciones de estabilidad de sistemas descriptores no

lineales con miltiples retardos, mediante la técnica de sector no lineal y disefio de LMIs.

1.6. Metodologia

La metodologia empleada en este trabajo de investigaciéon para la obtencién de con-
diciones de estabilidad y estabilizacién de los sistemas descriptores con miltiples retardos

son:

= Obtener una representacién convexa de una clase de sistema descriptor con retardos

mediante la metodologia del sector no lineal.

s Uso de funcionales de Lyapunov-Krasovskii para determinar condiciones estabilidad

y estabilizacién en forma de LMIs.



Capitulo 2
Resultados Preliminares

En este capitulo se presentara un resumen los los conceptos bésicos que resultan rele-
vantes para la presentacion de la tesis. Estos conceptos son fundamentales para comprender
la dificultad para garantizar la estabilidad de los sistemas no lineales, sistemas con retardos,
sistemas no lineales con retardo, asi como los modelos en forma descriptor y forma descriptor

con retardo.

2.1. Estabilidad de sistemas libres de retardos

Los sistemas que se desea controlar, tienen un retraso en el tiempo, sea muy pequeno,
pero existe. Para una mayor facilidad ese retraso puede ser despreciable. Simplificando el

sistema lo que ha su vez conlleva a un anélisis mas simple.

2.1.1. Analisis de estabilidad de sistemas lineales libres de re-

tardos

Los sistemas lineales libres de retardos son escritos como:
z(t) = Axz(t), xzo = z(0), (2.1)

donde x € R™ es el estado y A € R™ "™, con punto de equilibrio z = 0. La tarea es demostrar
que el sistema sea asintoticamente estable. Esto se puede verificar con dos técnicas mas
comunes: la localizacién de las raices del polinomio caracteristico y el método directo de

Lyapunov.

Teorema 2.1. [17]| El sistema (2.1) es asintdticamente estable si y solo si todos los valores

propios de A tiene parte real negativa.
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Teorema 2.2. [17]| Sea el sistema (2.1), el punto de equilibrio es asintdticamente estable si

y solo si dada una matriz P > 0, satisface la siguiente LMI
ATP+PA<O

Demostracién. Se da una funcion de Lyapunov V(x) = 7 Pz, por lo tanto, existe P > 0
para que sea candidata. Al derivar la funcion a lo largo de las trayectorias de (2.1) se tiene:
V<0
iT (t)Px(t) + 2T (t)Pi(t) < 0
(Az ()T Px(t) + 2 (t)P(Az(t)) < 0
2T (t)(ATP + PA)x(t) <0

por lo tanto, se garantiza que derivada de la funcidn candidata sea negativa si y solo si

ATP+ PA<O.

2.1.2. Analisis de estabilidad de sistemas no lineales libres de

retardos

La mayoria de los sistemas son de naturaleza no lineal. No obstante, es posible aproximar
estos sistemas para poder considerarlos como sistemas lineales. La aplicacién de técnicas no
lineales permiten mejores resultados en el control del mismo. Una dificultad de estos sistemas
es que existen mas de un punto de equilibrio y pueden ser inestables.

En general cuando se trabaja con sistemas dindmicos que son modelados mediante ecuaciones
diferenciales de primer orden acopladas y finitas. Habitualmente se utiliza notacién vectorial
para poder compactarz asi reescribir las ecuaciones en una sola ecuacién diferencial vectorial

de dimension correspondiente [7]:

&= f(x) + g(x)u, (2.2)

donde x € R"” representa los estados, u € R™ son las variables de entrada con respecto al
tiempo. Al hablar de estabilidad, nos referimos a que un punto de equilibrio del sistema
(2.2) es estable si todas las soluciones que inicien en las cercanias del punto de equilibrio
permanecen cerca del mismo, ademés se dice que es asintéticamente estable si todas las
soluciones que inicien cerca de un punto de equilibrio, tienden al punto de equilibrio a

medida que el tiempo se aproxima a infinito.

Teorema 2.3. |7| Sea el sistema (2.2) con u =0 y el origen x = 0 un punto de equilibrio,
donde f(-) : D C R™ es una funcion continuamente diferenciable. Sea:

of (z)
oz ’

=0

A:
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entonces, el origen es exponencialmente estable si todos los valores propios de A tienen parte

real negativa.

Teorema 2.4. [7] Sea el sistema (2.2) con u =0 y el origen x = 0 un punto de equilibrio y
sea D C R™ un dominio que contiene al origen. Sea V(-) = R una funcion continuamente

diferenciable tal que:
V(0)=0 y V(zr)>0 en D-—{0}

V(z) <0 en D.

Entonces, x = 0 es estable. Mds atin,

V(z) <0 en D — {0},
entonces x = 0 es asintdticamente estable.

La dificultad de analizar la estabilidad de los sistemas no lineales radica en extender esa

cercania de operacién de la respuesta del sistema y garantizar la estabilidad.

2.2. Estabilidad de sistemas con retardos

Asi como se mencion6 anteriormente, analizar los sistemas no despreciando el retraso en
el tiempo conlleva a un anélisis mas complejo, pero la mayoria de las veces el desempeno

que se obtiene es mejor, sabiendo que se trabaja con mas informacion del sistema.

2.2.1. Analisis de estabilidad de sistemas lineales con retardo

En general los sistemas la forma de las ecuaciones diferenciales funcional retardada

(EDFR)(o ecuacion diferencial funcional de tipo retardada) es:
&(t) = Ax(t) + A-(t — 7) + Bu(t), (2.3)
$(0) = z(0), 0 € [-7,0], '

donde z(t) € R", u(t) € R™ y A, A, € R™ ", Para una funciéon ¢ € C([—, 0], R™) define la

norma como

ol = max [l$(0)]lr,

oe[—,0]

donde || - || es la norma euclidiana en R™. Ademas se asume que para cada ¢ € C([—,0],R")
y 7 >0, (2.3). Entonces, z,(¢) :={z(t +6,¢) : § € [-7,0]} € R" denota un segmento de la

solucion z(t; ¢) y éste es el vector de estado perteneciente a un conjunto tal que 0 € C.
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Teorema 2.5 (Teorema de Razumikhin). [18] Suponga que R x C — R™ en (2.3) toma
valores de R x (conjunto acotado de C) dentro del conjunto acotado de R™ y u,v,w : Ry —
R son funciones continuas no decrecientes, u(s) y v(s) son positivas para s > 0 y u(0) =
v(0) = 0,v estrictamente creciente. Si existe una funcional continua V : R x R — R tal

que:
u(llzl)) <Vt 2) <o(lzl)), para teRyzeR"

y la derivada de V' s lo largo de la solucion de (2.3) satisface

Vit z(t) < —wllz@®)], V(E+0,2(t+0) < V(t () (2.4)

para 0 € [—1,0] entonces el sistema (2.3) es uniformemente estable.
Si, en adicion, w(s) > 0 para s > 0, y entonces existe una funcion continua no decreciente

p(s) > s para s > 0 tal que la condicion (2.4) se fortalece como:

V(t,x(t) < —w(llz(B)]]) st V(E+0,2(t+0)) < p(V (¢, z(t)))

para 0 € [—T,0], entonces el sistema (2.3) es asintdticamente uniformemente estable. Si en

adicion lim u(s) = oo, entonces el sistema (2.3) es globalmente estable.
S§—00
Teorema 2.6. [19] Sea un sistema con retardo en el tiempo de la forma (2.5).
(t) = Azx(t) + Arx(t — 1) (2.5)

es exponencialmente estable si existen matrices P > 0, Q > 0 y un escalar 8 > 0 tal que

PA+ ATP 26P  PA
* T+Q+ P age | <O (2.6)
AP —e207Q)
entonces la solucion esta acotada como
Qg _
lz(t, o) < /e ol
a1
donde las constantes positivas ay y as son definidas como:
a1 = Amin(P) (2.7)
Qg = /\méx(P) + T)\méx(Q) (2'8)

Demostracion. Se considera la siguiente funcional candidata de Lyapunov-Krasovskii

V(xs) = a7 (t)Pa(t) + /0 2T (t 4 0)e??Qu(t + 6)db (2.9)

—T
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donde P y ) son matrices definidas positivas.
De (2.9) de obtiene la desigualdad de la funcional

arllz(®)] < V(zr) < azlla-|? (2.10)

La derivada temporal de (2.9) a lo largo de las trayectorias de (2.5) es:

%V(xt) = 2T () P(Ax(t) + Arx(t — 7)) + 2T (£)Qu(t)
— 2Tt —7)e 2P Qu(t — 7)db
-2 " 2T (t + 0)e*° Qu(t + 0)do

—T
A lo que claramente se tiene

g PA+ATP+Q+23P  PA,

AZP —e_QBTQ

x(t)

xz(t —7)

iV(xt) + 20V (z4) = [ L(f(—t)ﬂ]

dt

La condicion (2.6) implica que
d

Al resolver esta desigualdad se obtiene
V(z) < e 2PV (9)
Combinando la desigualdad por la izquierda de (2.10) se puede obtener la estimacion

arllz(t, 9> < V(2:(9)) < e 2"V (9) < aze™ | ¢]|2

Jett. )] <[22 ol

Teorema 2.7 (Cocientes de Rayleigh-Ritz). [20] Sea A € M,, una matriz Hermintiana, los

A lo que se concluye que

eigenvalores de A ordenados como:
Amin = A1 < A2 < --- < Apm1 A = Amaxe (2.11)
Entonces
» Para todo x € C" se tiene que Apmm(A)||z|? << Az, 2 >< Mngx (A) || 2]

, < Ax,x > ,
u )‘méx = )‘n(A) =mix — "7 = mix < Aaz,az >
A0 < X, > lz||=1
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, < Ax,x > ,
Amin = M(A) =min ———— = min < Az, z >
A0 < T,r > a)=1

Demostracion. Sea B = {vi,...,v,} una base orto normal de C" adaptada a A\(A) osea

que Av; = \i(A)v; para todo i =1,,. Por lo tanto, dado x € C", se tiene que

n n n
xzz<x,vi > v, HxHQ:ZK z,v; >%, < Anx >:Z)\Z~(A)\< z,v; >2 (2.12)
i=1

i=1 i=1
Ademds sabemos que al ser orto normado entonces ||z|| = 1, tenemos que
n n
<A,z >=) M(A)|[< 2,0 > < M(A)) <m0 > = An(A) (2.13)
i=1 i=1

Andlogamente se puede saber que
< Az,z >=) N(A)|< z,v; > > M(4) (2.14)
i=1

Teorema 2.8. [21] SI H es una matriz hermitiana particionada como:

Hy H
H— 11 12 : (2_15)
Hiy Ha

en donde Hy1 es no singular y HYy es el conjugado transpuesto de Hio, entonces:

AH) = AN(Hi1) + M(Ka2), (2.16)
donde Koo es el complemento de Schur de Hyy dado por la formula (2.17):

Koy = Hoy — HijyHy ' Hys. (2.17)

Demostracion. Suponemos que la matriz H es hermintiana particionada como (2.15). Sea

Q una matriz partictonada de la forma:

I, —H'H
Q=" 1A (2.18)
0 Infk

donde el bloque de 0 representa una matriz de (n — k) X k. Entonces podemos verificar

inmediatamente que

(2.19)

H=QHQ= [H” ’ ]

0 Ko

es una matriz definida como (2.17),y las raices de H son las raices de Hy; y Koo y la 1gualdad

se establece.
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Corolario 2.1. Bajo las condiciones del teorema (2.8), H es positiva definida si y solo si
al menos la submatriz principal de H es positiva, simultineamente con el complemento de
Schur.

Demostracion. La prueba comienza directamente desde (2.16). Asi, mientras es suficiente
la positividad de H encontrar un par, Hi1 y Koo, que son ambos positivos definidos, es
una condicion necesaria que el complemento de Schur de cada submairiz principal de H sea
positivo definido si H es positivo definido.

Es decir para cada submatriz que se pueda poner, por una transformacion coherente, dentro

de la posicion de Hos, podemos escriber
Hys > HTQHl_llHl% (2.20)

en el que la relacion de H > K para matrices hermitianas del mismo orden significa que la

matriz H — K es definida positiva
Teorema 2.9 (Regla de derivacion de Leibnitz). Sean R :=[a x b] x [c x d] C R? y
» f: R — R una funcién continua tal que existe y es continua Dy f(x,y) en R.

» 0,1 [e,d] — [a,b] funciones tales que existen y son finitas las derivadas @' (y), V', Vy €
[c,d]

Definamos F(y) := fj((;)) f(z,y) - dx,Vy € [c,d](ver [22]). Entonces existe F'(y),Vy € [c,d]

y se verifica que
¥(y)
Fl(y) = /( ) Dy f(z,y)dz + f(¥(y), y) - ¥'(y) + f(e(y),y) - ' (). (2.21)

Demostracion. Consideremos G : [a,b]? x [¢,d] — R de modo que
to
G(t1>t23t3) = f(ﬁ,tg) ’ dm7Vt1>t2 € [CL, b]’VtS € [Ca d] (222)
t1

En tal caso

F(y) = G(o(y), ¥(v),y), Yy € [c,d]. (2.23)

Aplicando la regla de la cadena obtenemos que existe F'(y),Vy € [c,d], y ademds

F'(y) = D1G(e(y), ¥(y),y) - €' (y) + D2G(0(y), ¥ (y), y) - ¥'(y) + D3G(e(y), ¥ (), y)
(2.24)
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Podemos observa que

DiG(p(y), ¥ (), y) - €' () = fle(),y) - ¢'(y) (2.25)
DyG(e(y),v(y),y) - ¥ (y) = fF((y),y) - ¥ (y) (2.26)
Ademds se sabe que
P(y)
DiGlelu). ¥w)) = [ Dyfap)do (2.27)
w(y)

combinando los tres resultados anteriores se obtiene (2.21). Por lo que queda demostrado el

teorema.

Notacion: Un asterisco (*) se empleard para denotar términos simétricos en expresiones

matriciales, asf como en ecuaciones en linea:

A BT
B C

A (%)

, A+ AT+ B=A+(x)+B
B C (%)

Propiedad de congruencia: El "signo" de una expresién matricial se mantiene cuando se

multiplica y posmultiplica por una matriz de rango pleno y su transpuesta

Q<0

Q>0
P>0 P

= PQPT <0,
>0

}@PQPT>0

2.2.2. Analisis de estabilidad de sistemas no lineales con re-

tardos

En los sistemas reales siempre existiran los retrasos en el tiempo cuando la energia o
un material es transmitido a través de un determinada ruta. Por lo tanto, el anéalisis de
estabilidad y el disenio de control de los sistemas con retardo de tiempo es importante para
aplicaciones practicas de ingenieria.

Fs bien sabido que la mayorfa de los sistemas que se encuentran en los procesos de ingenieria
son no lineales en esencia. Por ejemplo, en un sistema mecatroénico, los actuadores no pueden
aumentar su potencia infinitamente y siempre existen no linealidades de saturacion.

Un sistema no lineal con retardo tiene la siguiente forma
= f(z(t),z(t —7),u), (2.28)
donde f(-) es una funcién no lineal. Ademas, la forma afin al control se representa como:

= f(z(t),z(t — 7))+ g(z(t), x(t — 7))u, (2.29)
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donde f(-) y g() son funciones no lineales, asi como 7 > 0 es el retraso del tiempo. Una

forma de verificar estabilidad es construyendo un sistema de la siguiente manera:
& = Ax(t) + Aqz(t — ) + Bu(t) + f(t,z(t — 7)), (2.30)

donde A, Ay y B son matrices conocidas, 7 es el retraso del tiempo y f(¢t,z(t — 7)) es el
termino no lineal retrasado, que satisface la condicién de Lipschitz o condiciéon acotada de

primer orden, por ejemplo

1f (2t =) < et = )l

donde a > 0 es una constante. El sistema modelado como (2.30) que satisface la condiciéon de
Lipschitz. Tales sistemas han sido estudiado en la literatura [23|. Para obtener condiciones de
estabilidad dependiente e independiente del retardo, podemos elegir una funcional candidata
de Lyapunov-Krasovskii (L-K) [24].

Lo primero que se hace es elegir la funcional candidata de L-K como:

t
V(x) = 2T (t)Px(t) + (e1 + 62)/ 27 (0)z()do. (2.31)
t—1
Considerando el caso u = 0, y derivando la funcional a lo largo de (2.30), podemos obtener
que si existe una matriz P > 0 y constantes €1, €2 > 0 que satisface la siguiente desigualdad
de Riccati

PA+ ATP 4 ¢'a?PP + (e1 + e2) + e, 'PAJAT P < 0, (2.32)

esto implicara que V < 0 (cuando z = 0, V= 0), y significara que el sistema es estable. De
forma similar, para el caso u(t) = Kz(t), se obtiene si existe una matriz P > 0 y constantes

€1, €2 > 0 que satisfagan
P(A+ BK) + (A+ BE)TP+ € 'a?PP + (e; + e2)I + ¢, ' PAZAT P < 0, (2.33)

entonces, el control u(t) = Kz(t) hace que en lazo cerrado el sistemas sea asintoticamente
estable.

La mayor parte de la literatura existente considera los sistemas no lineales con retardo con
ciertas estructuras y supuestos. Por ejemplo, |25] consider6 el problema de control de una
clase de sistema no lineal de primer orden con un retardo en el tiempo mediante el uso del
control PI y un compensador de retardo, [26] consideré una clase de sistemas de retardo de
tiempo no lineales afines mediante el uso de linealizacién exacta y el método del predictor
de Smith.
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2.3. Estabilidad de sistemas mediante representacio-

nes convexas

Los sistemas anteriores ya han sido estudiados con varias técnicas, pero estas son de gran
dificultad y en algunas metodologias no proporcionan un procedimiento para construirlos,
como son a través del método directo de Lyapunov [7], etc. Para obtener otro método es por
medio de modelos convexos lo cuales surgieron con los modelos Takagi-Sugeno (TS) [27]. En
la cual se construyen matrices vértices lineales asociadas el sistema, con lo que se pueden
analizar estabilidad de una manara mas simple pero a diferencia de solo tener un sistema

lineal es un conjunto de sistemas lineales, que es su representaciéon de un sistema no lineal.

2.3.1. Modelos convexos exactos

El modelado convexo exacto es una técnica capaz de representar un sistema no lineal en
una suma de 7 modelos lineales locales interpolado por una funcién de pertenencia w. Asi
el control no lineal que se construye, es una suma convexa de los ¢ controles lineales, lo que
nos permite extender el rango de operaciéon de un control lineal, lo que a su vez nos lleva a

controlar un sistema no lineal.

Para la construcciéon de un modelo convexo se obtendra a partir de la metodologia del
sector no lineal [11], que consiste en construir términos no constantes y acotados en sumas

convexas:

0 1
2(+) = wo(2)z” + wi(z)z,
donde z° y 2! son el minimo y méximo de la funcién z(-) dentro de un conjunto compacto
Q,, ademas las funciones de ponderacién se definen como:

2t —2(v)

21_207 ’ll}l:]_—IUQ,

wy =

lo que cumplen con la propiedad de suma convexa dentro de ), esto significa que wy(z) +

wi(z) =1y w, wr € [0,1].

Ejemplo 2.1. Para construir la funcion z = 2* dentro del compacto Q, = {x:0 < x < 2},
se define el minimo y el mdzimo de la funcion que son 20 = 0 y z' = 4, por lo tanto se

construye el modelo convero como:
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Se debe notar que este modelo solo es valido dentro del compacto 2, ya que si x = 3

nos da como resultado:

4— 32 5 32-0 5
won = = —_—— w = == —
0 1 4 43

lo que viola la propiedad de suma convexa.
Al utilizar la técnica de modelo convexo exacto, las funciones de ponderaciéon tienen algunas

propiedades importantes:

1
21() = wg (2)2 + wi(2)21 = ) wi (2)27, (2.34)
i1=0
1 .
22(r) = wi (2)23 + wi(2)zy = ) wiy ()27, (2.35)
i2=0

por lo tanto

1

1 1
21t 22 = 2 will(z)z? + Z wié(z)z? = Z wzll (2) z wiy (2)(2)" + 27)

11=0 i2=0 11=0 i2=0

1 1 1 1
B (z wgl(z)z;l) (z ul <z>z§2) Y W ()Y wl (),

11=0 i2=0 11=0 i2=0

(2.36)

en donde los términos z' y 22 son elementos constantes.
Esta metodologia se puede extender al caso matricial. Teniendo el sistema (2.2) y asumiendo

que se puede reescribir a la forma dentro de un compacto €2,:
& = A(z)x + B(x)u, (2.37)

se debe identificar los términos no lineales de las matrices A(x) y B(z) y agruparlos en un
vector z(z) € RP, donde estan acotada en . Para cada termino del vector z(z) se deben

construir un par de funciones como:

1 0
wp = +t=—-—=, wi(x)=1—wi(x) = ———-~. 2.38
0 le—Z? ) 1() 0() Zzl—Z? ( )
por lo tanto cada termino z; se expresa como:
1
zi(z) = Z w, %"
SZ‘ZO
Después se debe definir las funciones:
1 2
wi(z) = w;, (2w, (2) - wf (@), (2.39)
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conr =2P s; € {0,1},7 € {1,2,...,r}, lacombinacién de méximos y minimos que esta dado
por [i1ia - - -ip], esto es una representacion binaria de p -digitos de (i — 1). Estas funciones
también cumplen con la propiedad de suma convexa en el compacto 2.

Para cada termino de w;(x) se debe calcular la matriz vertice asociada A; = A(z)|w,=1,
B; = B(%)|w,;=1 con i € {1,2,...,r}. Finalmente se obtiene la representaciéon convexa de
(2.37) la cual es:

l’—ZWl (A;x + Bu), (2.40)

Se debe notar que el numero de las matrices vértices (A;, B;) siempre depende del namero de
términos no constantes que se encuentren en el sistema a modelar, esto es un inconveniente
puesto que si existen muchos términos no lineales, las matrices vértices a construir seran

muchas (depende por r = 2P).

2.3.2. Analisis de estabilidad a través de su representacion

convexa

Para poder analizar los sistemas mediante su representacién convexa se puede proponer

una funcién candidata de Lyapunov:
V(z) = 2T (t)Pz(t) (2.41)

Teorema 2.10. [28] El sistema (2.40) con uw = 0 es asintdticamente estable si existe una
matriz P = PT > 0 tal que la siguiente LMI sea factible:

ATP+ PA; <0, Yie{l,2,...,r}

Demostracién. Derivando la funcion candidata de Lyapunov (2.41) a lo largo de las tra-

yectorias de (2.40) se tiene:

V(z) = i (t)Px(t) + 27 (t) Pi(t) < 0

T

( wi(z )Aw()) Px(t) + zT (Zwl )A;z(t )
i=1

Z t) (ATP+ PA;) z(t) <0

debido al hecho que > ;| wi(z) =1 y que 0 < w;(z) < 1 entonces tenemos que las condi-

ciones LMI son

ATP + PA; <0,
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a lo que queda demostrado el teorema.

Notacion: Para las expresiones convexas se utilizara la siguiente notacién abreviada:

» Sumas convexas simples: Tvw, = > ., w;(2)T;.

= Inversa de sumas convexas: Tt = (37, wy(z) 1)L
» Sumas convexas dobles: Tww = > 21, > 7 Wi(z)w;(z)Li;.

Por lo tanto, el sistema (2.40) se puede escribir como:

& = Awz + Bywu. (2.42)

2.3.3. Diseno de controladores con LMIs

Para el diseno de control utilizaremos un control por realimentacion de estado u = k(x),
mediante la técnica utilizada en [29],[30], llamado control paralelo distribuido (PDC por sus
siglas en ingles). En este concepto, la ley de control esta compuesta por una combinacion
de realimentaciones de estados utilizando las funciones w;. Por lo tanto la ley de control

compartira las mismas funciones w;.

u= ij(x)Kjx = Kyz, (2.43)
j=1

Por lo tanto en lazo cerrado el sistema (2.40) bajo la ley de control (2.43) es:
i = (Aw + BuKy) 2 (2.44)

Esta condicion se da al analizar una doble suma 3 37_; 3%, w;(2)w;(2)Yi; <0, por lo que
directamente se puede comprobar T;; < 0. Estos resultados resultan conservativos, por lo
que existen algunos métodos para calcular estas LMIs,conocidas como relajacién de sumas

convexas. Algunas existentes como:

» Relajacion de Tanaka [28]:
Tij+ Y50 <0, V(i,5) €{1,2,...,7}> = Tyw <0. (2.45)
» Relajacion de Tuan [31]:

2
— i+ Tij + T3 <0, V(i,7) € {1,2,...,7}* = Tyw <O. (2.46)
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Teorema 2.11. [32] El sistema (2.40) con la ley de control tipo PDC (2.43), es asintdtica-
mente estable si existen matrices X >0y M;, j € {1,2,...,r} tales que

Yij = A X + XAl + BiM; + M B,

bajo las condiciones (2.46). Mds ain, las ganancias de control se calculan como K; =

M; X7t je{1,2,...,r}.

Demostracion. Derivando la funcion candidata de Lyapunov (2.41) a lo largo de las tra-

yectoras de (2.44) obtenemos:
V(z) =il Pz + 2T Pi <0
= (Awz + BWKWQL')T Pz +2TP (Awz + BwKwx) <0

T T
=> ) wi(z)w;(2)2" (AT P+ PA; + K] Bl P+ PB;K;) x < 0
i=1 j=1

debido a que 7y >y wi(2)wji(z) = 1, 0 < wi(2) <1y 0 < wj(2) < 1, tenemos las

condiciones LMIs que son:
AP+ PA;+ K] B P+ PBiK; <0

Esto no es una LMI. Para poderla expresar en condiciones LMIs, pre y pos multiplicamos
por una matriz X = P~1 y agrupando los términos M; =K;X, je{1,2,...,r} porlo que

da como resultado
XA + A X + M;B] + B;M; < 0,

con esto queda demostrado.

2.4. Estabilidad de sistemas descriptores

Los sistemas descriptores, denominados también sistemas singulares, sistemas de semi-
estado o sistemas diferencial-algebraicos; han sido uno de los campos principales de la in-

vestigacion de la teoria de control, desde su introduccion en [12], cuya forma es:
E(z)t = A(x)z + B(z)u, (2.47)

donde z € R™ es el vector de estado, u € R™ es el vector de entradas; A(x) € R™" y
B(xz) € R™ ™ son matrices acotadas y suaves en un compacto {1, que incluye el origen.

En esta investigacion se trabaja cuando la matriz E(x) es de rango completo dentro del
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compacto €2, por lo que, el sistema (2.47) puede ser descrito mediante su representacion en

espacio de estado estdndar:

i = FE Y (2)(A(z)z + B(z)u). (2.48)
Para analizar el sistema (2.47) bajo una representacién convexa, han existido algunos tra-
bajos como en [33], [34], donde se aplica la metodoldgica del sector no lineal. Teniendo el

sistema (2.47), se deben agrupar los términos no lineales de la matriz E(z) en un vector

¢ € RY, dentro del compacto €2, por lo que se debe calcular los pesos asociados, sabiendo

los méximos y minimos de las no linealidades (j, € [¢?,(}], k € {1,2,...,q} obteniendo:
Gp — Cr(x)
wi(z) = 252, wi(z) = 1—wj(a).
G —

Las funciones w(zx) cumplen con la propiedad de suma convexa en 2,; por lo tanto se puede

construir las funciones:

wi(¢) = wi, (2)wi, () - - Wy (2), (2.49)
con k € {1,2,...,p}, k; € {0,1}, p =29, la combinacion binaria de los maximos y minimos
de las no linealidades esta dad por [k1ks - - - kq] que es la representacion binaria de g—digitos
de (k — 1). Estas funciones (conocidas como funciones de membresia), también cumplen
la. propiedad de suma convexa en {),. Las matrices vértice en el lado derecho son Ej =

E(z)ly,(¢)=1- Finalmente una representacion exacta de (2.47) es

P T
> wr(Q B =Y wi(2)(Aiw + Biu). (2.50)
k=1 i=1
Por lo que bajo la notacién anterior se puede escribir el sistema como:
E,i = Agxz + Byu. (2.51)

Para el analisis de estabilidad del sistema descriptor (2.47) bajo la representacién convexa
(2.50), se propone la construccion de un sistema aumentado como en [33], en donde se

considera:

i=& 0x&=Aw+ Bwu— Eui,

T -T}

donde se define un vector aumentado z = [z* & T- por lo tanto se puede re-escribir el

sistema, como

I 0] |4 0 1 0
e v u. (2.52)
0 0| |z Aw —E,| |2 By,
—_— Y
E z Awe z Byw

Este nuevo sistema es conocido como descriptor redundancy [35], [34]. Note que el sistema

anterior es singular; sin embargo, es libre de impulsos puesto que E,, es invertible [36], [37].
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2.4.1. Analisis de estabilidad de sistemas descriptor

Para el analisis de estabilidad del sistema (2.47) con u = 0 se propone la siguiente funcion

candidata de Lyapunov:

V(z)=z'ETPz, ET'P=PTE>0, (2.53)

= ) Pl > 07
Py P
con esta estructura se obtiene que:
V(z) =2 Pz

lo cual es una funcién candidata para obtener condiciones de estabilidad.

Teorema 2.12. |38| El sistema (2.47) es cuadrdticamente estable si existe una matriz Py =
PlT > 0 tal que

Py A+ AT Py (*)

<0, Vie{l,2,....r}, ke{l,2,..., 2.54
PlAi—E[ P,+P1 —PiE,—E[ P, { ) { pr (254)

Demostracion. Se deriva la funcion candidata (2.53) a lo largo de las trayectorias de (2.52)

V(z) <0
T (AT P+ PTAT )i <0
rop
w;(z)wi(Q)z" (Af,P + PTAL) 2 <0
j=1k=1
por lo que V(:):) < 0 st y solo si A]Tkp + PTflek < 0, a lo que expandiendo esta ultima
desigualdad se tiene:

. | <o
PA; — Ek P+P —PE,— Ek P

2.4.2. Diseno de controlador para sistemas descriptor

De igual forma, se pretende disefiar un control tipo PDC, considerando la siguiente ley:

uw=Fk(z)=> Y wi(2)wr(O) Kz = Kwor, Ky € R™, (2.55)



2.4 FEstabilidad de sistemas descriptores 21

tal que el origen del sistema (2.47) en lazo cerrado bajo (2.55) sea asintoticamente estable;
pero como se trabajara con la forma aumentada, también se debe reescribir la ley de control

COomo:

w=k(z) = [wa o} H (2.56)
1

T
Ruww

Teorema 2.13. (33| El sistema (2.47) es asintdticamente estable con la ley de control tipo
PDC (2.55) si existen matrices X1 > 0 y Xo tales que

Xy + XT A; X1+ B;M i, — Ep Xo + X1)T
2+ A5 (Ai X1 + B My, kX2 + 1)]<0 (2.57)

Ai X1+ BiMj, — EpXo + X4 —E X1 — X4 Ef
donde Py = X; ' y My, = K. P1.

Demostracion. Derivando la funcion candidata (2.53) a lo largo de las trayectorias de
(2.53), se tiene:

V =1 (Aww + BwEww) P+ P (Awy + BwKwa)) 7 < 0,

esto se garantiza si y s0lo si (Awew + BwKww)! P+ PT(Aww + BwKwe) < 0, pero al existir
los términos R’g;sz;P + PT By Kwe, que implican el producto de variables de decision, se
aplica la propiedad de congruencia pre y pos-multiplicando la desigualdad anterior por la

matriz:

_[x
X[lo

= ., X1 =P ' Xy=—P PP}
X2 X1] 1 1 2 1 247

y se obtiene que

p
Z Z Zwi(z)Wj(Z)wk(C) (A X + BiMy, + X Afy + M B) <0
i=1 j=1 k=1

por lo que V(x) < 0 si y solo si flik)?—i—BiMjk—i—XTﬁﬁ —&—MﬁBiT < 0, a lo que expandiendo

esta ultima desigualdad se tiene:

Xo+ XTI (Ai X1+ B;Mj, — B, Xo + X1)T

< 0.
Ai X1+ BiMj — B Xo + Xy —EpX1 — X1 B}
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2.5. Estabilidad de sistemas descriptores no lineales

con retardo

Los sistemas descriptores no lineales con retardos que se trabajan son de la forma:

E(z)i(t) = A(z)z(t) + Ar(z)x(t — 1) + B(z)u(t)

(2.58)
¢(0) = z(0), 0¢€[-T,0],

donde z(t) € R" es el vector de estados, u(t) € R™ es la entrada de control, las matrices
E(x), A(z), A;(z) y B(z) son matrices de dimensiones adecuadas, asumimos que son suaves
y acotadas, estas podrian tener términos no constantes; 7 € RT es el retraso del tiempo,
¢ € C([-7,0],R™) es la funcién inicial, donde C([—7,0],R™) es el espacio de Banach de
funciones reales continuas en el intervalo [—7,0], con la siguiente norma

oll- = o X 16(0)]]--

—7,0]

donde [|-]| es la norma euclidiana en R™. Ademads se asume que para cada ¢ € C([—7,0],R") y
T > 0, existe una unica solucién del sistema x (¢, ¢), ademas x(¢) = {x(t+0, ¢) : 6 € [—-7,0]}.
Adicionalmente asumimos que la matriz F(x) es invertible en 2, asi es posible computar la

forma de espacio de estado estandar con las siguientes notaciones:

= A(x)z(t) + A (2)x(t — 7) + B(z)u(t), (2.59)

con

A(z) = E7Y(2)A(z), A, (z) = E Yx)A,(z), B(z)=E '(z)B(z). (2.60)

i = A (2)x(t) + Arw(x)z(t — 7) + By (x)u(t), (2.61)

con
Ay = Zwi(Z)Aia Ary = Zwi(z)zzlm By = sz(z)Bz (2.62)
=1 i=1 i=1

Se puede observar que los sistemas (2.59) y (2.58) son equivalentes y su representacion
convexa establece estabilidad, pero, en el contexto de lo modelos convexos, una cuestién
depende de la cantidad y las estructuras de las matrices de vértices resultantes: en la mayorfa
de los casos (2.59) puede tener mas términos no constantes y complejos que en (2.58).

La metodologia tradicional para sistemas descriptores no lineales con retardos de la forma

C)Eyi(t) Zw t) + Ariz(t — 7) + Byu) (2.63)

e
Il Sl
—
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son igualmente basados en descriptor redundancy [33|, que consisten en vectores aumentados
z(t)=[zT(@t) 2TW))" yz(t—71)=[2T({t—7) #T(t—7)]7, para reescribir (2.63) a la forma

Ei(t) = Aww(t) + Arw@(t — 7) + Bwu, (2.64)
con
_ I 0 - 0 I - 0 0 _ 0
= ’ Aww = y A’T‘W = s w —
0 0 Aw _Ew ATW 0 BW

2.5.1. Analisis de estabilidad

Para el analisis de estabilidad se obtendra una estimacién exponencial para modelos no
lineales de la forma (2.58) por medio de LMIs. Considerando la siguiente funcional candidata

de Lyapunov-Krasovskii

Viz) =Vi+ Vs, (2.65)
donde:
— — 0 — —
Vi =z (2)ET Pyz(t), Vo= / T (t + 0) ETQe*(t + 6)dd,

con ETPy = PLE >0y o > 0 con estructuras

_ P 0 ~ 0

PW: ! ) Q: Ql ) P1>O7 Q1>0

Py  Psw 0 0

Por la forma de las matrices E, Py v @ (2.65) la funcional candidata se puede escribir como:

V =2l (t)Pra(t) + /0 2T (t +0)Q1e**Px(t + 0)d6,

—T

2

asi, la funcional es definida positiva y acotada por c1]|z(¢)[|? < V(z;) < callz-||?,

Aml'n(Pl) y C2 = )\méx(Pl) + T)\méX(Ql)~

con ¢1 =

Teorema 2.14. [13| El origen del sistema (2.58), con u = 0 y una representacidn en su
forma conveza exacta (2.63) y una forma de redundancia como (2.64), es exponencialmente
estable si existen matrices Py > 0, Po;, P3;, Q1 >0, j€{1,2,...,r}, ke {1,2,...,p} yun

escalar a > 0 tal que (2.46) sostiene que

P%Ai + AT'Pyj + Q1 + 2aPy () (*)
k ._
T = PLA;+ P — E'Py —PLE, — EF Py (%) : (2.66)
AT Py AT Ps; —eT2TQy

(3
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Mds atn, la solucion satisface la siguiente estimacion exponencial:

Co _
lo(t, )l </ Ze~ |

con cp = )\min(Pl) Yy Cy = )\méX(Pl) + T)\méX(Ql)

Demostraciéon. La derivada temporal de (2.65) a lo largo de las trayectorias de (2.64) esta
dado por V(:ct) = Vi + Vy; donde

Vi = 2L (t)PLEZ(t) + 2(t)T ET Py z(t)
= 2" (t) Py (Awo (1) + ArwZ(t = 7)) + (AwwZ(t) + ArwZ(t — 7)) Pu(t).

Como se pude observar, V1 se puede reescribir en forma matricial

Tr—p — _ _ o -
i Z(t) Pl Ay, + AL Py, PIA., Z(t)
Y Ee - 1) AT P, 0 Zt—1)|
mientras
0
Vo= — 2T (t+ 0)Q1e*x(t + 0)d, (2.67)

se puede trabajar con un cambio de variable o =t + 0, df = d¢, tenemos

. 0
=g | @@ (o)

=27 ()Quz(t) — xT (t — 7)e 22T Quz(t — 7) — 21 /0 2T (t 4+ 0)Q1e*%x(t + 6)db

—T

Agrupando términos

T~
' Z(t) ETQ 0 Z(t) /0 T AT 5,200 -
Vo = o — 2« T (t+0)E Qe z(t + 0)do,
2 [:E(t —7) 0 —e27ETQ| |z(t—1) _r ( JETQ ( )
y tenemos
T e - L o
v z(t) PIAwo+()+ETQ  PLA, z(t)
Czt—7) AT P, —e 227ETQ| |z(t — 7)
0
9 / (¢ + 0)ET Qe3¢ + 0)do.
Ahora podemos resolverlo tomando
_ 2T r _ _ -~ _ -~ _
) j(ﬂ PV’I\;Aww + (*) + ETQ PV,I\;ATW 'i'(t)
V +2aV = e o
z(t—1) AT Py, —e2TETQ| |z2(t — 1)
+ 202" () ET PZ(t)
- 1T = - L o o
. z(t) PlAwo, + (*) + ETQ +2aETP,  PLA. z(t)
V+2aV=|_ - ||
o(t—7) Al Pw —e 207 ETQ| | 2(t —7)
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por ultimo se expande las matrices:

BT At AT Pt BT 042057 Py | | ow AW AW ot Quida Py Ay, Ponct DY —P3, B
Ww w -
v " | P AwtPI—El Py, —PL E,~El Py
PTA . — PQTWATW 0
WY P A O
L 3w ITW
AT p AZWPQW AZWP?)W
TW- W 0 0
_672047ETQ: 76_20‘7—6")1 0 7
0 0

se puede observar que una columna y una fila son ceros por lo que se puede reducir la matriz

Pl Ay + AL Pow + Q1 +2aP, AL Py, + Pl — PLE, PL A
T wwew = PL Ay + PL — EL Py, —PL E, — ElPsy PL A | <O.
AZWPQW AZWPZ‘}W _e_QaTQl

Empleando la relajacion (2.46) se tiene entonces que
PQY;AZ + AZTPQJ' + Ql + 2aP1 AZTP@ + PlT — P%Ek ng;Az
Y) = PLA;+ Py — EL Py —PJE, — B[ Py PEA; | <.
AZ-PQJ‘ Az_;-ng —672(17@1

)

2.5.2. Diseno del controlador

En esta seccion se establece condiciones LMI para la estabilizacion exponencial de (2.64)

con una ley de control de la forma:
u = Kwor(t) + Fywz(t — 7) (2.68)

definiendo Kwe = Y5 D p_y Wi(2(2)wr(C(2) Kk y Fww = 25—y 2 ey Wi(2(2))wi(C(2))
Note que (2.68) es una ley de control no lineal, desde que se incorpora las no linealidades
de ambos lados de (2.58) por las funciones de membresia w;(z(x)) y wi(¢(z)). Cuando se

cierra el lazo del sistema tenemos que

E(2)7 = (Aww + BwKww)Z(t) + (Arw + BwFuww)T(t — 1) (2.69)

con Kwey = [Kww 0] ¥ Fww = [Fwe 0] La funcional candidata de Lyapunov-Krasovskii

con la que se trabaja es:

V =z  (t)ET Py z(t) + /0 1 (t + 0)ETQe*z(t + 0)db, (2.70)
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P 0

con: ETP,L = (P,OYTE >0, Pt =

A 1
o2

0
0 ,PL>0,Q1 >0yun

escalar a > 0.

Teorema 2.15. [14]| El origen del sistema (2.58), con una representacion convera exacta
(2.63) y la forma (2.64), bajo la ley de control (2.68), es exponencialmente estable si existen
matrices Py > 0, Py, P3j, Mjk, Njg, R >0, (i,7) € {1,2...,r}%, k € {1,2,...,p} y un
escalar a > 0 tal que (2.46) sostiene que

Pyj + P +2aP + R (*) 0
Tijk == PgTj + AP+ BiMj;, — Ei.Py; —EpPsj — P;:EE;;F () <0.
0 NLBI + PAL R

El control se calcula como Kjj, = MjkPl_l y Fji, = NjkPl_l,j e{l,2...,r}, ke {l,2,...,p},

adicionalmente Q1 = P RP[. Entonces la solucion en lazo cerrado satisface la siguiente

C2 _
=t o)l < /e el

con cp = )\ml'n(Pl_l) Yy c2 = Améx(Pl_l> + T/\méx(Ql)

estimacton exponencial:

Demostracion. Tomando la derivada temporal de (2.70) a lo largo de las trayectorias de
(2.69), tenemos V = Vi + Vi con

Vi = 2L (PYTEx(t) + 2T ET Py z(t)

= 2T (Py")T ((Awew + BwKww)Z(t) + (Arw + By Fuw)E(t — 7))

esto se puede poner en forma matricial

z(t) (P (Ages + BuKwe) + (%) <*>” z(t) ]

Vi = g o ’
T E - ) (Awe + B Fuw) T P31 0

y Va se puede resolver de forma muy similar como en (2.67)

Z(t)

Z(t—1)

T r—m =
ETQ 0

Vo= 0 —e207ETQ)

[j(j(t) )] —2a /0 1 (t + 0)ETQe*z(t 4 0)db.

t—T1 —T
Ahora se suman Vi y Vs

(Pgl)T(A_ww + B_wf{ww ]
(Aww + Bwaw)T

0
— 2a/ L (t + 0)ETQe* % (t + 0)do.
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Se puede resolver, V 4+ 2aV a lo que resulta

Tr - _ _ o
i oar | 70 ] [P (e + BuRww) + () + 7@ (4 (1)
Bt —7) (Awe + Buy For) T Pl —e 20 5G| |5t — 1)
+ 20zt (1) ET P z(t).
Entonces se debe cumplir
r_ (PO (Aww + BwKwe) + (x) + ETQ + 2aET P! (%) —0
(Aww + Bwaw)Tpx;l _e72aTETQ’
y expandiendo la matriz se tiene
T (*) (*) (*)
r_ |Ten Tes () ()
Tay Tao Taz (%)
Tay Tz Tas Tay

con

Y1) = —(Paw Pow P )T (Aw + BwEKwo) + (+) + Q1 + 2aP
Y = (P = (= Pay PowPr ) B + (A + K BY) Py
Yo1) = (Pow)  (Aw + BwKwew) + Py ' + EL Py I Py Py

Y22 = —(Psu) Ew — (*)

Y3,1) = —(A7 + FuuBy) Poy Pow P!

Y2 = (Af + F,Bi)Piy

Ww w
Y33 = —e 27Qq
Tany = Ta2) = Tas) = T =0

Por lo que se reduce la matriz a la forma

T
z(t) Ty (%) (*) z(t)
o (t) Y1) Yoo (%) t) |,
x(t —7) Y1) Y2 YTaal [zt —1)

por le problema de agrupamiento de variables de decision se requiere la propiedad de con-

gruencia, por lo que se propone la matriz diagonal (PT, P)

PlPL, 0] [Tay (0 (%) P 0 0
0 P, 0| [Teony YTez Py P3w 0],
0 0 P [Ty Te2 Yezl L0 0 P



28 2.5 FEstabilidad de sistemas descriptores no lineales con retardo

por lo que da como resultado:

PiQ1P; +2aP; + Py, + PL, (%) (%)
AP + By Kwo P + P3Tw — EuPyw —FE,P3w — Pgsz; (*) < 0.
0 PAT + PFL BT —e27 Q1P

Aplicando unos cambios de variables My = KwoP1, Nww = FwwP1 y R = PIQ1 P se

tiene:

R+2aP; + Poy + P, (%) (%)
Awpl + Bwaw + PgTw - EwP2w _EwP3W - PJTWEZ; (*) < 07
0 P AT + NL BL  —e72°7R

empleando la relajacion de Tuan (2.46) se obtiene

R+ 2aPy + Py + Py (%) (%)
AiPy+ BiMjy, + Pj; — ExPyj —EpPsj — PGEL (x) | <0
0 P AL + N Bl —e TR

Con esto se concluye el estudié de herramientas que se utilizaran para el desarrollo del
tema principal de la tesis. Las ventajas de construir un sistemas no lineal con retardos a una

representacién convexa, asi como teoremas para garantizar la estabilidad y estabilizacion.



Capitulo 3

Resultados principales e

implementacion

Fn este capitulo se presentan los resultados principales del presente trabajo de investigacion,
en el cual se aborda el problema principal, analizando el sistema (1.1) mediante las técnicas
estudiadas y obteniendo condiciones de estabilidad y disefio de controladores. A partir de

los resultados obtenidos se corroboran con simulaciones.

3.1. Sistemas descriptor con miiltiples retardos

Teniendo el sistema (1.1), se trabaja con la metodologia del sector no lineal para poder

construir una representacion convexa exacta, de tal forma;:

P T d
Z wk(C)Ekx(t) = Z WZ(Z) (AZ.ZL'(t) + Z Arhi$(t - Th> + Bhu) . (3.1)
k=1 i=1 h=1
Se utiliza la siguiente notaciéon para reducir la escritura:
P T T
By =Y wi(QFEr Aw=Y wi(2)Ai Anw=> Wi(2)An:, Bw=)» wi(2)Bi
k=1 i=1 i=1 ‘

Al igual que los otros sistemas descriptores que se han visto, se puede aplicar descriptor

redundancy como en (2.52):

d
Bi(t) = AwoZ(t) + Y Arywi(t — 1) + Bw(2)u, (3.2)
h=1
definiendo las siguientes matrices:
_ I 0 - 0 1 - 0 0 _ 0
E - ) Aww = ) AT}LW = 9 BW = ’
0 0 Aw —FEu Arw 0 By,

29
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T T
ademaés de los vectores aumentados Z(t) = [xT(t) abT(t)} , T(t—T1p) = [xT(t —7) &t - Th)]
con h € {1,2,...,d}.

3.1.1. AnaAlisis de estabilidad de sistemas descriptores no li-

neales con miiltiples retardos

Para el andlisis de estabilidad del sistema (1.1), con u = 0 se propone la siguiente

funcional candidata de Lyapunov-Krasovskii

d
V(x) = 2 (t)ET Py Z(t) + Z / ’ 1 (t + 0)ETQpe®®z(t + 0)d, (3.3)
h=1""Th

con las siguientes estructuras:

= Py 0 = Qh 0 =T 15 5T
= ,Qn = , E*Py=P,FE>0, a>0, P>0, > 0.
“=lp P Qn [ 0 0 w =Py 1 Qn
Teorema 3.1. El origen del sistema (1.1) con u = 0 y una representacion conveza (3.1)
es exponencialmente estable si existen matrices Py > 0, P;, P3j, Qp > 0. j € {1,2,...,7},
he{l,2,...,d} y un escalar o > 0 tal que:
V) (%) (%) (%) (%)
Vo —E(Py—PgE, o (0 (%)
P A AT Ps; —emQp - (%) <0,
1 . RS
_PQTjATdi AZdzP?’] 0 oo —e_2°‘Tde_

con \1/(1) = PL+ (¥) + 2aP + Y01 Qn, V(o) = P1 — EI'Py; + PLA;, ademas (i,j) €

{1,2,...,r}? yke{1,2,...,p}.
Adzczonalmente la solucion x(t, @) de (1.1) satisface la siguiente estimacion exponencial:

ot o)1 < |/ 2ol
1

con €1 = Amin(P1) ¥ 2 = Amax (P1) + 30 | Th Amax(Qn).-
Demostracion. Se procede a derivar la funcional candidata
V(z,) = 2" () PTEz(t) + ()" ET Py +Z yr / Tt + 0)ETQpne®*?z(t + 0)do .

v~

i

Va
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Evaluando V (x4) a lo largo de las trayectorias

d d
Vi =z (t)PT (Awwj(t) + ) Agwi(t - m) + (Awwi(t) +) A wE(t -,

h=1

y resolviendo Vo por la regla de Leibniz

Vo= {aT(t)ETQua(t) — 2T (t — mh)e 2 ETQua(t — m) -+

0
- za/ T (t+ 0)ETQne®z(t + a)de} .

—Th

Por lo que V(x4) + 2aV (2) es

z(t) Eay (0 ()
. z(t — 1) E, =, ()
V(xt) + 2oV (x) = . (? ) 22 , (%)
‘ *

f(t — Td) E(d+1’1) 0 T E(d+l,d+1)

d
5(171) = ijs;/_lww + (*) + QOAETPW + Z ETQh

h=1
Eo1) = AL o Pw
Eo9) = —€ T EQ
Ea+1,1) = A7 wPw
E(d+17d+1) = —¢ 2aTdEQ
Sustituyendo las matrices de obtiene el siguiente resultado:
ECRRRZTES () ]
(t) Yo, U(2,2) (*)
z(t—m1) L2ERY W (30) V(3.3 (*)
@(t—71) Uig) (4,2 U(4,3) (*)
: : (*)
r(t=70) | |Yem-1,1) Yem-12) Yem-13) " Yem-12m-1) (¥
2(t—7a)| | Yemy) Pem2 Yems W (2m,2m) |

Z(t)

f(t - Tl)

jﬁ(t — Td)

<0,
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con los siguientes valores:

d
\I}(l,l) = PQTW -+ P2w + 2aP1 + ZQZ
i=1

\11(2’1) =P - EE;PQW + PgwAw
Vig2) = ~El Py — PLLE,

U31) = AL o Pow
U39 = AL Paw
W33 = —€ 2°7Qy
Vg =Yz =TYugz="=0

Voq-11) = AL o Pow

Viog-12) = AZ;isw

Uig4-1,3) =0

Uig-12d-1) = —€ >*Qq

Viog1) = Yi2q2) = Y243 = = ¥(2d,29) = 0

Con esto se puede observar que existen filas y columnas con solo elementos nulos, por lo que

se puede construir la matriz reducir a la forma:

Py + (%) +20P + 3L, Qi () 5  ®®
Py — ELPyy, + PL Ay —ELl Py — PL,Ey . (%) (%)
PQTWAle AZ—;WP?)W *6_20”—1@1 (*) < 0.
: . (%)
i PQTWAwa AZ;WP3W 0 —e 2074 Qd_
Ademds al aplicar el esquema de relajacion (2.46) se tiene:
Py + (%) + 2P+ 35 Qn (+) ORE ORI
Py — E[ Py + Pf A, —E[ P3j — P{Ey o (%) (%)
Pl A AT . Ps; —e 20Ty (*) <0.
i PyjArai A3 0 —e720TAQq|
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3.1.2. Diseno de controlador para sistemas descriptores no li-

neales con maultiples retardos

En esta seccion se estableceran condiciones para estabilizacion de (1.1), por lo tanto se

dard la tarea en diseniar una ley de control tipo PDC con miltiples retardos:

U= Kyox(t) + Z Frwewt(t — ), (3.4)
con estructuras
WW—ZZP:WJ (C(2)) K ji
=1 k=1
Fhwe = i;kZ:Wj(Z(x))wk(C(w))thk-
s

En lazo cerrado el sistema se construye como:

d
Ei = (Aww + BwKwo)T(t) + > (Ar,w + BwFrww)Z(t — ), (3.5)
h=1
con wa = [wa O] Yy Fhww = [Fhww 0]-

La funcional candidata de Lyapunov-Krasovskii que se trabajara es:
V(xy) = 21 (1) ET Ptz (t) + Z/ Tt +0)ETQpe*z(t + 0)db (3.6)

con la siguiente estructura:

Py 0

—1
th:
P2w P3w

0 ,Pr>0,Q, >0,a>0.

[Qh 0

Teorema 3.2. El origen del sistema (1.1) con una representacion convera exacta (3.1),
bajo la ley de control (3.4) es exponencialmente estable si existen matrices Py > 0, Py, Ps;,
Ry >0conhe{l,2,...,d}, je{1,2,...,r}, k€ {1,2,...,p} y un escalar a > 0, tal que:

A (%) () () £ ]
V() —Ef Py~ PjE o (%) (*)

0 PAL;+ N[ Bi —e TR - (%) <0,
i 0 PlAZ;z + Ng;kBl- 0 e _e—QOéTde_




34 3.1 Sistemas descriptor con miltiples retardos

con Wiy = PL + () + 2aPy + 0 _ Ry, (o) = APy + BiMjy — Ep Py + P3.
Por lo tanto, las ganancias de control se calcula como Kj = MjkPl_l y Fpjx = NhjkPl_l,
je{,2...,r}, ke{1,2,...,p}, he {1,2,....d} y Qn, = P 'Ry P ".

La solucion satisface la siguiente estimacion exponencial:

lott.0)l < |/ 2ol

con €1 = Amin(P7Y) 4 2 = Amax (PTY) + 30 Th dmax (Qn).-

Demostraciéon. Para la demsotracion se procede a derivar la funcional candidata

Viz,) =z  ()ETPz(t) + 27 (1) Py T Bi( +Zdt/ Tt +0)ETQne**?z(t + 0)db .
.
Vi

Vo

Evaluando Vi a lo largo de las trayectorias de (3.5) es:

d T
h:l

d
Y ((Aww + By Kwew)Z(t) + > (Awn, + B Frww)Z(t — rh)> :
h=1

Ademds de Vo se resuelve usando la regla de Leibniz, por lo que tenemos:

Vo = Z {jT(t)E‘Tth,(t) _ fT(t _ Th)€_2aThETQh,f(t — )

0
—2a / T (t + 0)ETQne®z(t + e)de}.

0 1 [ Bany () (%) #(t)
(t—m71) Ee1) 222 (%) z(t— 1)
| " ,

2(t—71a)] |E@sy 0 - Eggrarn] (2 —7a)
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con los siguientes valores:

d
E(1 1) — PW_T(Aww+Bwwa)+(*)+204ETPW_1+Z ETQh

h=1
E(2,1) = (Ale_'_BWFlW“’)TpV;l
E@2) = —e 2 ETQ,
E(d+1,1) = (Amw + BWFdww)TPv;1
Blat1,ar1) = —€ *TTETQq,

ahora sustituyendo los valores y ademas expandiendo los vectores Z(t) y los retardos T(t — ;)

I I B 7T R OO RSP O B )

i(t) Vo VY (*) (t)
z(t—71) Viany Ve Yas (*) z(t — 1)
E(t—m1) Uiy VYuz  Yug () [|z(t—71)| <0

. ) .
r(t—7a) | |Yedar,) Yea2) Yed1s) o Yeaie) (%) z(t — 7a)
2t—7a)| | Yeu Yoz Yeas) o Wggq | |20 — Ta) |

con los siguientes valores:

d
U(11) = — P "Pow Piyt (Aw+ Bw Kwe) + (%) +20P] '+~ Q,
h=1

Vio1) = Piy (Aw + BwKwew) + P+ EL Py Pow Py
V(2.9) = — B Poy— Piw B
V1) = (AL o + FlywBe) Py Pow Py

\Ij(3,2) = (A7T1W+F1TWL‘:B£)PJ;V\}
Ui =— Q)

\11(471) = \IJ(472) = \11(473) =...=0
Vid-1,1) = —(AZ;W + FiwwB) Pry Pow P!
Vigd-12) = (AZdW+Fgwazv)P3_v3
Vig-1,3) =0
Uog-124-1) = —€ >*TQq
Va1 = ¥Yead2) = Y43 = = Y42 =0

Sin embargo, no se puede obtener las condiciones LMI con la desigualdad obtenida. Por lo

que se utiliza la propiedad de congruencia, que pre y pos-multiplica por una matriz diagonal
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P 0

de la forma
P3w

2w

[ PQTW+P2w+2aP1+ZZ:1 Ry
Aw-Pl +Bwaw_EwP2w+Pgw
0

0

P, ..
N——

7P1

(*)
~Ey Py —PL, EL

por lo que se obtiene

P1A2w+wawB?V
PAL W+ N By 0

_e—20¢‘rd Rd

<0,

definiendo los siguientes términos: My = KwwPi ¥ Nhww = FrweP1, b € {1,2,...,d}.

Ahora de aplica el esquema de relajacion (2.46) y da como resultado:

-sz;- + Pyj + 20Py + Zzzl Ry,
APy + B;Mj;, — Ex Py + ng
0

0

(%)
—E.Pyj — P{E]
AL+ N BT

T1

P AL, + Ni B

Tdt

_6_

2am Rl

< 0.

Debido a que las ganancias que se obtienen por medio del Teorema (3.2) arrojan valore

que son de gran magnitud y que provocaria una saturacién en los actuadores, se han pre-

puesto condiciones para poder restringir la sefial de control que se pueden combinar con el

Teorema (3.2).

Teorema 3.3. Considere el control no lineal con maltiples retardos de la forma (3.4), por

lo tanto el control satisface ||u|| < w, para cualquier p > 0, si las siguientes desigualdades se

satisfagan:
Py M\?v—‘w
2 >0,
Mweo 51
72CMT}LR NT
© T Niwe| S pequ,
Nhwew 71
(= oT(0) #T(0) - $T ()]
o(0) P 0 0
»(0) 0 Ry 0 > 0,
: : : 0
_(;5(0) 0 0 Rq |

2,...,d},

Vo € [-7,0].

(3.9)
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T

Demostracion. Se puede trabajar con el hecho de que ||ul|?> = ulu con la ley de control

(3.4) por lo tanto se obtiene:

d T d
||“H2 = (wa$(t) + ZFhwwx(t - ’Th)) <wax(t) + ZFhwwﬂC(t _ Th))

h=1 h=1

d
2T (KL Kyon(t) + 2 Z x FoFhwwn(t =) + Y 2l (t — 1) Py Faww(t — )
h=1
d

S 2 <J}T(t)K£wwal' Z t — Th Fhwahwwa:(t — Th))

d 0

<2 <xT(t)KVTwwa B+ / Tt + 0)FL,  Frwwr(t + 9)d¢9> < p?,
h=1Y"Th

por lo tanto se puede arreglar la desigualdad

d /0
2T ()KL 20 Ko (t) + ) / Tt +0)FL 20 2 Fawoz(t +0)d0 < 1. (3.10)
h=1Y"Th

Ahora se considera la desigualdad en la funcional candidata (3.6)

d 10
Via) =2 ()P w(t) + 3 / 2T (t 4 0)e20Qpar(t + 0)do
h dl i
<¢'(0) )+ | T O Quol0)ds
h; 0
< ¢7(0) Z 0)e*Quo(0)do < 1, (3.11)
h=

Por lo que se combina las ecuaciones (3.10) y (3.11) de la siguiente forma

0 <2l ()KL 20 2 Kyeox(t) + Z / Tt +0)FL, 212 Fhwor(t + 0)df

—Th

d 0

e ()P () + Z/ 2T (t + 0)e*PQua(t + 0)do
h=1""Th
< 67 )+ Z 0)¢* Q16(6)df

_Th

< ¢"(0) ) + Z PrQuQn(Qy P e(0)do < 1
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que es semejante a trabajar con

d 0

zT(t) (Pfl—K£w2M_2wa) :r(t)—l—Z/

2T (t46) ( 2000, ~FT oy~ 2Fhww>m(t+9)d0>0,
h=17"Th

(3.12)

d
/0 ( () Z (0)X1Q;, " X16(0 )) g > 0. (3.13)

—T —1

Asi, (3.12) se satisface si

Pl KL 202Ky >0, and
e 29hQy, — Fil 20 2 Fhwe >0, he{l,....d}.

Para estas desigualdades se aplica el complemento de Schur y la propiedad de congruencia

al pre y pos multiplicar con la matriz [01 I]’ por lo que las condiciones (3.7) y (3.8)

igualmente se agrupan los términos My, = waPl_l, Npww = Fhwal_l, Ry = PiQyp Py,

h € {1,2,...,d}. Por ultimo se vuelve a aplicar el complemento de Schur en (3.13) da como
resultado

b 9T @) oT(0) - 67(0)

o) P 0 0

¢(0) 0 PQP - 0 >0, V0el[-1,0],

: : : , 0

o(6) 0 0 o PiQqPy |
ademas de agrupando los términos R, = PiQpP1, h € {1,2,...,d}, terminando asi la
demostracion.

Con esto se obtiene las herramientas necesarias para poder analizar estabilidad para
sistemas descriptores no lineales con multiples retardos, ademas de poder construir una ley

de control tipo PDC para estabilizar dichos sistemas.

3.2. Implementacion de resultados

Para corroborar los resultados obtenidos, se mostraran algunos ejemplos en esta seccién, los

cuales se realizaron en simulacién.



3.2 Implementacion de resultados 39

3.2.1. Comparacion entre sistema en forma descriptor y siste-

ma en forma estandar

Una de las ventajas de trabajar con los sistemas en forma descriptor, es tener unos
resultados mas relajados. Para ello se hace una comparacién para observar cual sistema

tiene un mayor rango para modificar sus matrices sin perder estabilidad.

Ejemplo 3.1. Se considera el siguiente modelo

E(z)i(t) = A(z)z(t) + Ar (2)x(t — 1) + Ay (2)x(t — 12) + B(z)u(t)

(3.14)
z(0) = ¢(0), 6 € [—7,0]

definiendo las matrices:

0.8 01— 35— —0.5 -75 -1 0

B(z) = S A = | B
0.08 0.97 0.38 — 058sma g 5.5 1
95+ 14 cosxo —4.2 —6.2

A (x) = . , and A, (z)= i
W= s 1006+ 06‘;1““] @) 3.6 5.1 ]

ademas de los retrasos de tiempo 11 = 0.1 y 2 =0.3 =7.
Forma descriptor: Por medio de la aprozimacion via sector no lineal, se obtiene los siguientes
términos no lineales: (1 = (23 +1)71 € [0,1], 21 = cosagy € [-1,1] y 20 = % € [-0.2,1],

las cuales se han calculado las cotas dentro de la region Q. = R2. A partir de esto se

encuentran las matrices vértices y son:

| 7 | 8 -
A= , Ao= , A=  Ay=
0.5+a 5.5 ~0.24a 5.5 0.5+a 5.5 0.24a 5.5
A _|04+b 142 _[oarb 1a2] o foatb 142 [9.4+b 142
Tl 66 10|07 | 66 04 | 66 -0 | 66 94
[Pz 62 _[m2 e2] o [82 62 32 62
86 51| |36 51" |36 51| 36 51

0.8 0.1] [o.g —0.5
, L2 —

By =By—=Bs =B, —
0.08 0.97] L

il

Forma estandar: El sistema (3.14) cominmente se puede construir como la forma (3.15)

i = A(x)z(t) + A(z)z(t — 1) + Alz)z(t — 72) + B(x)u. (3.15)
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definiendo las matrices:

2 i 3 1T
Alw)=E1(2) A(r)= x5+1 0.97 —0-1+5x§+5 —O.5cosx?—7.5 -1 ,
0.76823+0.816 |—0.08 0.8 0.38—08mo 14 55
i g w241 [097 —01+32] [9.5+b 14
n(@)=E" (2)An (2)=F —5 ? . 0.66sinzy |’
0.76823+0.816 |0.08 08 | |66 —10.06+ 265
- _ x3+1 1097 —0.1+:3-] [cosazp—42 —6.2
Ay (2)=E~ (1) Ay ()= o )
0.76823+0.816 |—0.08 0.8 3.6 5.1

Con esta forma se obtiene 4 términos no lineales: z; = cosxg € [—1,1], 290 = sinz;/x; €

[-0.2,1], 23 = (23 +1)"1 € [0,1], y 24 = (22 +1)/(0.7682z3 + 0.816) € [1.2255,1.3021]; sus
cotas se siguen calculando en Q) y se obtuvieron las siguientes matrices:

~ [-85 —o51] - [-90 —055] . [-75 —46] . [-80 —48
A1: 7A2: 7A3: 7A4: P
20 —53 21  —56 20 —53 21 —5.6
~ [-84 —o51] . [-89 —055] . [-80 —46] . [-85 —48
A5_ ,AGZ ,A7: 7A8 ’
13  —53 14 —56 13 —5.3 14 —5.6
= [—97 —os51] - 100 —0.55| - [-87 —46] . [-93 —48
Ag= ,Ajo= JA = , Al
21 —53 22 —56 21 —5.3 22 —56
_ —96 —051] - ~100 —055] - [-91 —46] . [-97 —48
Aps= A= A= A=
B4 3| 15 s |00 [ 14 —53|771° [ 1.5 —5.6]
~ _ _ _ 13.0 18.0 | - N _ N 13.0  19.0
AT:AT:AT:A T 7AT:A’T:AT:A T
b e e [—7.4 —11.0| T e T A [—7.9 —12.0]
~ _ _ " 77 110 - " _ _ 82  11.0
AT:AT:AT:AT: 7AT:AT:AT:AT:
A A n A [—7.4 —11.0] T e T [—7.9 —12.0]
_ _ —6.6 —8.0| - N 70 —85| - _ 40 —42
A’T:AT: 7AT:AT: 7AT:AT: )
REE [4.0 5.6] 272 T A0m [4.3 6.0] MERE [4.0 5.6]
_ _ _42 —45] - " 42 —80| - " 45 -85
A T :A Ty — 714 T :A o = 7A T :A To = s
TR T 43 6.0 ] R [ 38 5.6 ] 1072 = An [ 41 6.0 ]

~ ~ —-1.6
A, =A15r, = [ 13

—42] ~ 1.7
7A T =A T —
5.6] 12m T A6 [4.1

—4.5
6.0
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-~ o =012 5 ~ = ~ —0.13
1 5 9 13 0.98 2 6 10 14 1.0 ]
-~ = ~ 061 5 ~ = ~ 0.65

3 7 11 15 0.98 4 8 12 16 10]

Con estos resultados se puede observar que utilizando la forma descriptor (3.14) con

(B, Aiy Airy, Airy, Bi) con k = 1,2, i = 1,2,3,4 nos da un total de 8 matrices vértices,
mientra que en la forma estindar (3.15) (A, Ay, By) coni=1,...,16 nos da un total de
16 matrices vértices.

Variando los pardmetros a € [0,0.8] y b € [—0.2,0.5] se puede crear una cuadricula para

mostrar que tan factible son los sistema (3.14) y (3.15).

o Sistema descriptor

0.4 O x Sistema estandar
03r O O & & O ]
0.2+ O & & & & & .
©0.1r O & & & & %Y O ]
0r O & & & & & O ]
-0.1F O O & & & O ]
-0.2+ O O |

-01 0 01 02 03 04 05 06
a

Figura 3.1: Regiones estabilizables.

En la Figura 3.1 se puede observar la importancia de mantener la estructura en forma
descriptor en vez de computar el modelo en espacio de estado estdndar, ya que el enfoque
en forma descriptor proporciona resultados mas relajados que el modelo estandar.

Por otra parte, como se puede observar en la Figura 3.1, el sistema (3.14) con a = —2.5 y

b = 6.2 no converge al punto de equilibrio (z = 0), con u =0y ¢(¢) = [-5,5]:



42 3.2 Implementacion de resultados
51 —o
\ 2
n III,"\ ————— e
_8 O V¥ |
8
70]
/M
5t ]
0 10 15 20
Tiempo (s)

Figura 3.2: Respuesta del sistema cuando u =0, a = —2.5 y b = 6.2.

Por lo tanto, para poder estabilizar el sistema (3.14) con a = —2.5 y b = 6.2, se aplica

una ley de control no lineal de la forma (3.4), con la siguiente estructura:

2

u= Kwoz(t) + Z Frwewz(t — 13).

h=1

(3.16)

Bajo las condiciones del Teorema (3.2), con una tasa de decaimiento exponencial a = 0.5

resulta factible arrojando los siguientes resultados:

— 73722 —12.1755]

— 675290 —11.8054]

—[—9.0804 —12.9706]

~ [0.20603 0.19458]

0.19458 0.21717

_10.4266 —13.6762
67172 —11.7399)]

_0.8536 —13.3457]

—5.7661 —11.1366

i

[ A

)

=|—11.0453 —13.9169},

)

Fiyo=

—[-13.9524 —8.5677)

—[-13.2816 —8.7126|
—[-9.7933 —4.8426},
—[-13.8064 —8.4844]

—[—9.2846 —5.0947} :

3.5866 3.3247]

" |3.3247 3.1135

_11.7060 —6.5843]

-10.9789 —6.6378]

_—13.6875 —9.0667-

Y

Foy1 =

Foypo=

| 1215
— 25606

— [3.2804

— [3.0448

—[-0.2040 1.5048} :

)

[1.0972 1.215
1.4539

2.9870] ,
3.1315| ,
99735 1.9269] ,

2.8193 ,

0.6296 3.0749] ,

0.3599 1.2441} ,

05619 2.9637] .

Con estas ganancias obtenidas, el sistema (3.14) se estabiliza al punto de equilibrio como se

puede observar en la Figura 3.3.
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@
_5 I I I
0 5 10 15 20
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Figura 3.3: Respuesta del sistema con la ley de control (3.16).

3.2.2. Comparacién entre dos diferentes disenos de control

En esta seccion se diseno una simulaciéon de dos tipos de control, uno que no lleve retardo

y otro que trabaja con el. El objetivo es comparar los resultados mediante su respuesta.

Ejemplo 3.2. Se tiene el modelo de carro péndulo

(M +m) —mlcosO\ [Z(t) N ci: + ml6? sin 0 [ F (3.17)
—mlcosf (J+mi?) ) \6(t) 0 —mglsing )\ 0 '
con g =981, 1 = 0.304, m = 0.2, M = 1.3282, J = (mi%)/3, ¢ = 0.001 y v = 0.001. Al

re-escribir el sistema en forma descriptor con el siguiente espacio de estado: 1 = x, xo = T,
x3 =0 y x4 = 0 de la siguiente forma

E(x)i(t) = A(z)z(t) + Ar(x)z(t — 7) + Bu(t),

definiendo las maitrices:

1 0 0 0 0 0 0 0
1.5482 0. 1

Bla) = 0 548 0 —0.0669 cos z3 A= 01 0 0 0 |
0 0 1 0 0 0 0
0 —0.0669 coszs 0 0.0271 0 0 02 0
[0 1 0 0 0

Az) = 0 —0.001 0 —0.0669x4 sin x3 . B- 1 ‘
0 0 0 1 0
0 0  0.656lsinas/zs —0.001 0
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Considerando el compacto Qy = {|x1| < 2m, |x2| < 3m/s, |x3| < 7/3 rad, |z4| < 4 rad/s}.
Con esto se obtiene las no linealidades y sus cotas que son: (1 = cosxzs € [0.5,1], z1 =
xgsinzs € [—0.4238,0.4238] y 2o = sinxz/x3 € [0.827,1]. Obteniendo las siguientes matri-

ces vértice:

1 0 0 0 1.0 0 0 0
0 1.5282 0 —0.0304 0 15482 0 —0.0608
El— 7E2: )
0 0 1 0 0 0 1 0
0 —0.0304 0 0.0370 0 —0.0608 0 0.0370
[0 1.0 0 0 0o 1 0 0 |
0 —0.001 0 —0.0258 0 —0.001 0  —0.025
A1: 7A2: 5
0 0 0 1.0 0 0 0 1
0 0 04933 —0.001 0 0  —0.59 —0.001
0 1 0 0 0 1 0 0 |
0 —0.001 0 0.0258 0 —0.001 0 0.0258
Az = LAy = ,
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 04933 —0.001 0 0  —0.5964 —0.001]
0 0 0 0 0
01 0 0 0 1
A,’_ :AT :AT :AT = s B :B :B :B =
1 2 3 4 O 0 O 0 1 2 3 4 0
0 0 02 0 0

Con las matrices resultantes se hard la comparacion con dos tipos de ley de control. La

primera serd con un control no lineal de la forma:
u = Kwex(t) (3.18)
y la sequnda con un control no lineal con retardo de la forma:
u = Kwor(t) + Fywz(t — 7). (3.19)

Para el controlador (3.18) y un decaimiento exponencial de oo = 0.003 se encontrd factibilidad

y arrojaron los siguientes resultados

0.02024 0.0441 0.1428 —0.0059 0.0077 0.0225 0.1455 0.00005
P 0.0441 0.1874 0.6166 —0.0269 0= 0.02258 0.09603 0.4836 0.0042
e 0.1428  0.6166 6.036 0.1574 |’ e 0.1455 0.4836 7.879 0.0778

—0.0059 —0.0269 0.1574 0.2537 0.00005 0.0042 0.0778 0.1026
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K=
Ko =
K31 =

Ky =

03685 —1.71 —8.965 —3.468},

_0.3567 —1.626 —5.913 —3.452},

03619 —1.668 —8.823 —3.516],

_0.3483 —1.573 —5.728 —3.505},

[—0.4382 —-1.979 —8.867 —2.879},

0.4368 —1.95 —6.884 —2.852},

[—0.435 _1.955 —8.748 —2.915},

04333 —1.924 —6.765 —2.889}.

Por otra parte, utilizando la ley de control (3.19) con una tasa de decaimiento exponencial

de oo = 0.003 se encontro factibilidad y arrojo los siguientes resultados:

-1

0.0020  0.0062 0.02261 —0.0005
0.0062  0.0422 01531 —0.003
0.0226  0.1531  2.366  0.07454
—0.0005 —0.0030 0.0745 0.1213

— [-0.1380 —0.9876 —4.926 —2.323},
01457 —0.99 —4.341 72.052},
01368 —0.9425 —2.012 —2.263|,
01479 —0.9792 —2.502 —2.001],
01394 —0.9793 —4.867 —2.345
01459 —0.9801 —4.278 —2.078],
01373 —0.9317 —1.924 —2.284],
01485 —0.9693 —2.432 —2.025|,

0.0003 0.0016 0.0134 0.0002
o, _ 00016 00114 00789 0.002
Y7 100134 00789 2284 0031 |
0.0002 0.002 0.031 0.0418
Fii= |-0.092 —0.0006 —5.691 0.0014},
Fia = [—0.0867 —0.0001 —3.54 0.0004},
For = |—0.0932 —0.001 —5.956 0.0011},
Fas = [—0.0870 —0.0001 —3.634 0.0004],
Fy = |—0.0928 —0.0008 —5.829 0.0017],
Fyo = |—0.0870 —0.0001 —3.628 0.0004],
Fy = |—0.0944 —0.00135 —6.136 0.0019},
Fio = |—0.0873 —0.0002 —3.74 0.0005}.

Para la stmulacion presentes en los sensores, se aplica una senal aleatoria con una variacion

de 0.001 y un paso de 0.001. En la siguiente grdfica se puede mostrar los resultados de las
leyes de control (3.19) y (3.18).
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5 T — Kwox(t)
Kwox(t) + Fyox(t — 7)
ol A RPN RN STy AT (A
W i i e
=

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo (s)

Figura 3.4: Comparacién entre controles propuestos.

En las Figuras 3.5 y 3.6 se pueden observar la evolucion del estado del sistema (3.17),

con (/) =[0.5 0 w/3 01, 6 € [-0.05,0], bajos las leyes de control (3.18) y (3.19).

Figura 3.5: Evolucion del sistema en lazo cerrado con (3.18).
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—— x4

30

15
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Figura 3.6: Evolucion del sistema en lazo cerrado con (3.19).

Con esto se puede observar que una ley de control de tipo (3.18) puede estabilizar el
sistema (3.17), pero con la ley de control (3.19) se puede estabilizar el sistema y se puede
reducir el ruido existente en la ley de control. Aun asi, aumentan las oscilaciones en los

estados x2 y 4.



Capitulo 4
Conclusiones y trabajos futuros

En este capitulo se presentan las conclusiones obtenidas a partir de una generalizacién de
los sistemas (1.1) obtenido en el Capitulo 3, asi como la metodologia para la obtenciéon de

una ley de control.

4.1. Conclusiones

A continuacién se mencionan las conclusiones obtenidas.

= Se pudo extender el anélisis de los sistemas descriptores no lineas con retardo a uno

con multiples retardos.
s Se verificaron los resultados obtenidos mediante simulacién en MatLab 2019a.

= La ley de control con retardo tiene una respuesta mas aceptable que una que no lleve

retardo.

La ventaja mas importante que ofrece estos tipos de sistemas es poder trabajar con el mo-
delado casi directamente si lo obtenemos por medio de Euler-Lagrange, ya que se tiene mas
rango para garantizar estabilidad.

Por otra parte esta la desventaja es que utilizando el analisis por medio de LMIs y la he-
rramienta LMItoolboz, es que cuando no le ingresas una matriz asociada al retardo siempre
asumira que es cero y por lo tanto la ley de control, asociada a ese retardo siempre arrojara

valores de cero.

49
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4.2. Trabajos futuros

Los trabajos futuros que permitiran corroborar loa resultados obtenidos en las simula-

cién, asi como otros aspectos:

= Utilizar una metodologia para construir una ley de control con retardo, sin conocer

las matrices asociadas al retardo del sistema.

s Utilizar esta misma metodologia para otra plataforma experimental que cumpla con

la estructura propuesta.
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