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Resumen

Uno de los problemas de aprendizaje méas comunes, identificado por profesores de
matematicas de diversos niveles educativos, se refiere a la falta de comprension que
muestran los estudiantes respecto de los simbolos alfanuméricos, y a la escasa habilidad
para operar con tales simbolos en la asignatura de algebra. Al respecto, se ha reconocido
que lo anterior se debe a que las aproximaciones tradicionales de ensefianza no siguen la
ruta natural del aprendizaje, que va de lo concreto a lo abstracto. En México la introduccion
al pensamiento algebraico se realiza en el primer grado de Educacion Secundaria, con ideas
que son abstractas para los estudiantes, sin que estas tengan algin referente con un menor
nivel de abstraccion en el que se fundamenten significados asociados a los simbolos

alfanuméricos.

El uso de la simbologia alfanumérica para representar cantidades indeterminadas, al
pasar del lenguaje comun al lenguaje simbolico en problemas verbales, es uno de los
primeros temas que se revisan al iniciar la Educacion Secundaria. Sin embargo, el uso de
literales, que representan cantidades indeterminadas, se lleva a cabo como una imposicion,
ya que no se proporciona un ambiente en el que exista una necesidad genuina para que los

estudiantes representen nimeros o cantidades indeterminadas mediante literales.

En esta tesis se analiza el efecto de un escenario instruccional que promueve los
procesos de generalizacion y simbolizacion, a través de actividades de resolucion de
problemas con patrones y el uso de manipulables fisicos, los cuales son elementos
identificados en la literatura de investigacion como medios adecuados para favorecer el
desarrollo inicial de un pensamiento algebraico. Al tener que comunicar generalidades a
otras personas, durante el trabajo con patrones, los estudiantes veran la necesidad de utilizar
recursos simbolicos para expresar regularidades que aparecen al analizar casos particulares

de configuraciones construidas con materiales manipulativos.



Abstract

The most common difficulties related to algebraic thinking, identified by many
mathematics teachers in different levels, have to do with a lack of meaning for
alphanumeric symbols in the students' eyes and their poor ability to operate such symbols.
In this regard, it has been recognized that these problems are rooted on traditional didactical
approaches, which do not follow the natural path of learning from concrete ideas to abstract
thinking. The introduction to algebraic thought usually begins with ideas that are too

abstract for the students, without any concrete reference for algebraic symbols.

Using alphanumeric symbols to represent general quantities during word problems
is one of the first topics reviewed in secondary school (grade 7). But in such tasks algebraic
notation is identified by students as an external imposition, since instructional settings do
not provide an environment in which they have a genuine need to represent those

indeterminate numbers or quantities.

This research seeks to analyze the effects of a scenario in which activities involving
patterns are considered to be appropriate means to favor the development of both
generalization and abstraction processes. Additionally, by having to communicate these
aspects to other people, students will understand the need to use symbolic means that
express regularities and generalizations obtained by considering particular cases and
identifying common aspects that appear in configurations that are constructed from either

physical or virtual manipulative materials.



Capitulo 1. El problema de investigacion

1.1. Introduccion

El objetivo fundamental de la investigacion en educacion matematica es aportar principios
tedricos y practicos que apoyen el trabajo de los docentes. Particularmente, se busca
proponer elementos que apoyen el disefio de tareas y escenarios de instruccién para
fomentar un aprendizaje matematico con entendimiento (Hiebert et al, 1997). En esta tesis,
consideramos al entendimiento como una caracteristica deseable del conocimiento que los
estudiantes construyen, al interactuar con objetos matematicos; sin embargo, puede haber
otras caracteristicas del conocimiento igualmente deseables, tales como un aprendizaje
significativo (Ausubel, 1977, 2000), entendimiento relacional (Skemp, 1978),

razonamiento creativo (Jonsson, et al., 2014), un aprendizaje memoristico, entre otros.

Desde una perspectiva epistemoldgica constructivista, los estudiantes construyen
conocimiento al interactuar con los objetos matematicos, independientemente de la
presencia de un escenario instruccional formal y, por lo tanto, la construccidon de
conocimiento también es independiente de la presencia de un docente o algln otro agente
didactico. El aprendizaje es producto de los procesos de re-equilibracion de las estructuras
cognitivas, las cuales fueron desequilibradas por una situacion problematica, la cual no
pudo asimilarse a los esquemas mentales de una persona (Piaget, 1977). Por lo expresado
anteriormente, las acciones didacticas que los profesores llevan a cabo no pueden influir en
la construccion de conocimiento, mas bien, modifican las caracteristicas de dicho

conocimiento.

Desde una perspectiva de resolucion de problemas se busca que los estudiantes
desarrollen formas matematicas de pensar. Particularmente, el Plan y Programas de Estudio
de Secundaria (SEP, 2017) establece como objetivo desarrollar un pensamiento matematico

para resolver problemas. Pensar matematicamente involucra, entre otras cosas: (a)



seleccionar y representar informacion, (b) identificar relaciones entre datos e incognitas, (c)
considerar casos particulares; (d) reconocer y generalizar patrones, (¢) formular conjeturas,
(f) construir justificaciones, (g) comunicar resultados, (h) plantear nuevos problemas
(Barrera et al., 2021). Ademas, es importante que los estudiantes desarrollen una actitud
cientifica, lo cual implica capacidad para cuestionar, habilidad para buscar informacion y
formarse criterios propios, ser inquisitivo, asi como capacidad para construir argumentos y

fundamentarlos con evidencia empirica.

A pesar de que en los planes y programas de estudio de secundaria se especifica la
importancia de construir formas matemadticas de pensar desde una aproximacion de
resolucion de problemas (SEP, 2017), la experiencia profesional nos ha permitido notar que
los contenidos realmente se abordan desde aproximaciones didacticas tradicionalistas, las
cuales priorizan la memorizacién de contenidos; asi como el desarrollo de fluidez para
aplicar algoritmos y procedimientos rutinarios, sin importar si los estudiantes comprenden
las relaciones o conexiones involucradas (Larbi y Marvis, 2016; Morales, 2004). Estas
aproximaciones instruccionales estdn basadas en un aprendizaje por recepcion (Ausubel,
1977, 2000) y en la exposicidon magistral como metodologia de ensefianza, cuyos
fundamentos filosoficos son empiristas y conductistas. Desde una perspectiva tradicional de
ensefanza se considera que los errores cometidos por los estudiantes constituyen fallas del

proceso instruccional atribuibles solamente a ellos (Reyes et al., en prensa).

En contraste, destacados matematicos como Polya (1963), Halmos (1994),
Hadamard (1945), entre otros, consideran que la mejor forma de aprender algo es
descubriendolo por uno mismo. En este sentido, desde una aproximacion didactica de
resolucion de problemas se privilegia un aprendizaje por descubrimiento (Barrera, et al.,
2021). El error es parte natural del proceso de aprendizaje, y constituye una oportunidad
para aprender, la retroalimentacion que proporciona un docente tiene la finalidad de indicar
una ruta de mejora, no criticar ni calificar el conocimiento de un estudiante. Una

perspectiva instruccional basada en la resolucion de problemas, con material manipulable,



puede apoyar el desarrollo de niveles progresivos de abstraccion y generalizacion porque
permite a los estudiantes ver y tocar “el problema” mientras asocian a este con un “modelo”

concreto (Kelly, 2006).

Existen numerosas definiciones de manipulativos; Kennedy (1986), por ejemplo, los
concibe como “objetos que impactan a varios sentidos y que los nifios pueden tocar, mover,
reorganizar y manipular” (p. 6). Por otra parte, Smith (2005) considera que son objetos
fisicos que se usan como herramientas de ensefianza para involucrar a los estudiantes en el
aprendizaje experiencial. Asi, los manipulativos son materiales que los estudiantes pueden
usar para dar sentido a conceptos matematicos, apoyando la construccion de significado
mediante referentes “concretos” (Larbi y Mavis, 2016). En Educacion Matematica los
Manipulativos son conceptualizados por Bartolini y Martignone (2014) como “artefactos
utilizados en la educacion matematica: los estudiantes los manipulan para explorar, adquirir
0 investigar conceptos 0 procesos matematicos y para realizar actividades de resolucion de

problemas basdndose en elementos perceptibles visuales, tactiles o sensoriales” (p. 365).

Otros autores definen a los manipulativos como objetos que pueden ser manejados
por un individuo de una manera consciente, buscando fomentar el pensamiento matematico,
estos tienen el potencial de conducir a un desarrollo de ideas o conceptos matematicos, y
para cumplir con este fin deben estar pensados y disefiados para abordar contenidos
especificos de la materia (Swan y Marshall, 2010). Bouck y Flanagan (2010) indican que
los manipulativos matematicos son objetos fisicos que los estudiantes pueden manipular
para explorar e identificar relaciones, regularidades y patrones. Los manipulativos mas
comunes, en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas incluyen, sin que la lista sea
exhaustiva: regletas de Cuisenaire, geoplanos, tangrams, figuras geométricas bi y tri
dimensionales, dbacos, reglas, escuadras, compases, dados, perinolas, dbacos neperianos,
bloques logicos de Dienes, pantdgrafos, pattern block, unifix cubes, teselas algebraicas,

torres de Hanoi, entre otros, ver Tabla 1.
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Tabla 1. Algunos manipulativos fisicos y su utilidad en el aprendizaje de matematicas.

Manipulativo Utilidad Imagen
Conceptos geométricos, como .~
Geoplano area y perimetro, teorema de Pick
y SIS
8 T

Regletas de Cuisenaire

Suma, resta, multiplicacion y
division

Fracciones

Potencias

Algunos casos del teorema de
Pitagoras

Bloques de Dienes

Identificar figuras geométricas
por sus caracteristicas y
propiedades

Clasificar y comparar reconocer
variables en elementos de un
conjunto.

Tangram

Introducir conceptos de
geometria plana

Pantografo

Formulacion, construccion y
comprension de conceptos
geométricos, especificamente el
concepto de semejanza

Dados

Suma, resta, multiplicacion y
division

Calculo mental

Fracciones

Estadistica

Probabilidad
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Tabla 1. (continuacion).

Suma, resta, multiplicacion y
division

Calculo mental

Fracciones

Estadistica

Probabilidad

Perinolas

Dispositivo en el que los ]
productos se reducen a AV AR
operaciones de suma y los '
cocientes en restas

Abaco neperiano

Desarrollar habilidades de
razonamiento espacial
Componer y descomponer
Simetria

Patrones

Tres dimensiones

Pattern blocks

Conteo, cantidad

Suma, resta, multiplicacion y
division

Fracciones

Unifix/Snap Cubes

Visualizar de forma concreta, el
sistema de numeracion decimal

Bloques de base 10 Suma, resta, multiplicacion y

division
. ., qpraThes “"-‘

Factorizacion - ‘\\\\\\

Representaciones equivalentes -
Teselas algebraicas Areas —
[ ==sm|
[
2

——

Fuente. Elaboracion propia.



Los manipulativos virtuales son representaciones de objetos fisicos que se pueden
rotar, voltear, agrandar en la pantalla de una tableta, smartphone o la computadora. Su
finalidad es apoyar el aprendizaje de una amplia gama de conceptos matematicos. Los
manipulativos virtuales incluyen bloques de base 10 para aprender aritmética, conos,
cilindros, bloques y esferas tridimensionales para aprender propiedades geométricas y
graficos bidimensionales para aprender propiedades de ecuaciones o funciones (Satsangi et

al., 2018).

Una amplia variedad de manipulativos virtuales se pueden encontrar en la pagina

web de la National Library of Virtual Manipulatives (http:/nlvm.usu.edu/), desarrollados

por la Utah State University. También se destacan los manipulativos virtuales elaborados
por el National Council of Teachers of mathematics de los Estados Unidos
(https://illuminations.nctm.org/) 0 por la comunidad de GeoGebra

(https://www.geogebra.org), donde diversos usuarios contribuyen en la creacion de los

manipulativos  (e.g.  https://www.geogebra.org/m/NPDu3rCm). Otros sitios de

manipulativos virtuales son: The Math Learning Center

(https://www.mathlearningcenter.org/apps), Mathigon (https://es.mathigon.org/), entre

muchos otros. También hay cuentas de twitter (e.g. @ManipulayAprend) y sitios web en
los que es posible encontrar informacion respecto al uso de manipulativos fisicos en el

proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas (e.g. https:/bit.ly/3tqgtel).

En esta tesis se aborda el problema general de identificar como una aproximacion
didactica de resolucion de problemas, basada en actividades con patrones y manipulativos
fisicos, puede apoyar el desarrollo del pensamiento algebraico. Este problema es relevante
porque en el pensamiento algebraico existen fendmenos que no tienen paralelo en
aritmética; por ejemplo, en algebra, dada la indeterminacion de las literales es posible
sustituir una literal por otra, lo cual no es posible en aritmética, ya que en aritmética un
nimero no se puede reemplazar por otro diferente. Existen multiples problematicas

asociadas con el desarrollo del pensamiento algebraico, entre ellas: dar sentido a los
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simbolos, desarrollar fluidez para operar los simbolos; habilidad para resolver ecuaciones

lineales, cuadraticas, sistemas lineales, entre otros (Enfedaque, 1990).

Dado que no es posible abordar todas las problematicas asociadas con el aprendizaje
del pensamiento algebraico en un solo trabajo, esta tesis se centrard en cémo la resolucion
de problemas de patrones, con uso de manipulativos fisicos, puede ayudar a dar sentido a
los simbolos y, en general a desarrollar elementos basicos del pensamiento algebraico
(Radford, 2010) en estudiantes de secundaria. El uso de manipulativos permite seguir la
ruta natural de aprendizaje, que consiste en ir de lo concreto a abstracto (Piaget, 1977), a
diferencia de lo que ocurre en las aproximaciones didécticas tradicionales las cuales inician
con elementos que son abstractos para los estudiantes (Bruins, 2014; Witzel, 2005). En las
aproximaciones didacticas tradicionales se introduce el uso de literales para representar
cantidades indeterminadas, en las tareas que requieren pasar del lenguaje comun al lenguaje

simbodlico, como una imposicidon y no como una auténtica necesidad.

La problematica basica relativa al pensamiento algebraico consiste en dar sentido o
significado a las literales, y para lograr este objetivo, las actividades con patrones son
utiles, ya que permiten al estudiante identificar regularidades en lo concreto, que
posteriormente se generalizan y abstraen, de modo que los simbolos para representar
cantidades indeterminadas tienen un referente con un menor nivel de abstraccion. Ademas,
la necesidad de comunicar a otros esas regularidades constituye un escenario genuino para

usar literales como medio para representar cantidades o numeros indeterminados.

Argumentamos que el uso de materiales manipulables puede mejorar el aprendizaje
y la ensefianza de las matematicas; particularmente porque el uso de tales manipulativos es
util para fundamentar el entendimiento (Witzel y Allsopp, 2007). A pesar de lo anterior, se
reconoce que los manipulativos no representan una formula magica, ya que “la
comprension no viaja a través de la punta de los dedos subiendo por el brazo” y que “las

ideas matematicas no residen en materiales de plastico” (Ball, 1992, p. 47).
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En la literatura especializada se especifican ciertas condiciones para incrementar la
efectividad de los manipulativos, entre las cuales se destaca que: (a) los estudiantes
conecten adecuadamente el trabajo con manipulativos con las ideas matematicas que estos
materiales representan; (b) el tiempo de uso sea suficientemente amplio, pero no excesivo;
(c) los estudiantes desarrollen representaciones mas abstractas a partir del trabajo con
manipulativos. Otros autores consideran que un resultado positivo al usar material
manipulable requiere de: (a) ligar los conocimientos previos con los nuevos conceptos, (b)
enfatizar la comunicaciéon verbal de resultados, y (c) promover experiencias
multisensoriales (Witzel y Allsopp, 2007). Los estudiantes construirdn representaciones
mentales robustas para dar sentido a los conceptos en la medida que los manipulativos,
fisicos o virtuales, se conectan adecuadamente con el concepto matematico que representan

(Boulton-Lewis et al., 1997).
1.2. Revision de la literatura

En esta seccion se realizé una revision de articulos de investigacion que abordan cémo el
uso de manipulativos puede promover el desarrollo de un pensamiento algebraico. La
revision tiene la finalidad de reconocer algunos problemas de investigacion, asi como las
perspectivas tedricas y metodologicas utilizadas, ademas de los resultados obtenidos. A
partir de la revision, el problema de investigacion se enmarca en el cuerpo de
conocimientos existentes respecto del tema, y se determina cudl es su potencial

contribuciodn al saber cientifico actual.

Boulton-Lewis et al. (1997) analizaron la contribucion de manipulativos fisicos en
el aprendizaje de ecuaciones de primer grado. El analisis de los datos se bas6 en Teorias de
Carga Cognitiva (Cognitive Load Theories), las cuales analizan la carga de procesamiento
impuesta por las representaciones utilizadas. Seglin la teoria, el material manipulable
reduce el esfuerzo de aprendizaje y facilita el logro de niveles superiores de abstraccion. Si

los estudiantes no conocen bien las representaciones, simbolos y procedimientos asociados,
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estos impondran una mayor carga cognitiva. Por otra parte, si los profesores no son
conscientes de la carga de procesamiento, mediante sus acciones pueden disminuir la
demanda cognitiva de una tarea. En la investigacion participaron 21 estudiantes de octavo
grado, de una escuela estatal suburbana de clase media, con altos estdndares académicos. Se
realizaron entrevistas individuales grabadas en video (30 minutos), antes y después de
utilizar el material manipulable, ademas de grabaciones en el aula. Los objetivos de la
investigacion fueron: (a) analizar el entendimiento de los conceptos de variable y ecuacion,
(b) documentar las estrategias utilizadas, y (c) discutir los resultados con base en la carga
cognitiva. Se obtuvo evidencia de que es importante aclarar a los estudiantes la funcion de
los manipulativos para lograr el desarrollo de nuevos conceptos y procedimientos. Ademas,
es importante que las tareas sean problemas, en caso contrario, el estudiante realiza

operaciones aritméticas mentalmente, en vez de usar los manipulativos.

Burns y Hamm (2011) se interesaron en comparar el efecto de manipulativos fisicos
y virtuales en la comprension matematica de estudiantes de primaria. Los participantes en
su investigacion, quienes contaron con la autorizacion expresa de sus padres o tutores,
estaban inscritos en una escuela grande de una comunidad suburbana. El marco conceptual
se baso en constructos de Piaget, Brunner y Skemp, quienes consideran que el desarrollo
conceptual sigue una ruta que parte de experiencias concretas (sensoriales) que contintia
con formas representacionales cada vez mas abstractas. Se utilizd un quasi-experimento
basado en un disefo pretest-postest. Los estudiantes se organizaron aleatoriamente de la
siguiente forma: 42 estudiantes (23 hombres y 19 mujeres) usaron manipulativos virtuales,
mientras que 49 estudiantes (28 hombres y 21 mujeres) usaron manipulativos fisicos para
abordar el tema de fracciones. Por otra parte, 18 estudiantes (10 hombres y 8 mujeres)
usaron manipulativos virtuales y 20 estudiantes (10 hombres y 10 mujeres) utilizaron
manipulativos fisicos para estudiar el concepto de simetria. Los datos se analizaron
estadisticamente, obteniéndose que el tipo de manipulativo no aportd diferencias

significativas en el aprendizaje de los estudiantes.
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Garcia et al. (2016) elaboraron una propuesta de ensefianza de ecuaciones lineales
con balanzas de acrilico. El disefio de la investigacion se basé en un estudio de casos,
donde participaron cinco parejas de estudiantes de una secundaria publica de Sonora,
Meéxico. Las tareas se implementaron durante cinco sesiones de trabajo, de tres horas cada
una. Estas sesiones se grabaron en video y se recopilaron producciones escritas elaboradas
por los estudiantes. Los datos se analizaron con base en los registros de representacion
semiotica de Duval, considerando la articulacion de los registros: (a) verbal, (b) tabular, (c)
grafico y (d) algebraico. Los resultados aportan evidencia de que la balanza fue un recurso

que incidi6 positivamente en el aprendizaje de las ecuaciones lineales con una incognita.

Larbi y Mavis (2016) buscaron determinar la eficacia del material manipulable en el
entendimiento de la propiedad distributiva de la suma sobre el producto (factorizacion).
Participaron 56 estudiantes de dos escuelas secundarias en Ghana. Se implementd un
quasi-experimento basado en un disefio pretest-postest con un grupo experimental y uno de
control. Se ensefiaron las mismas unidades de algebra a cada grupo durante cuatro semanas.
Un grupo utilizdé unas teselas algebraicas y con el otro se empled el método expositivo
convencional. El marco conceptual se integré con los métodos de ensefianza denominados
enfoque de transmision e interactivo (Fletcher, 2009). Los datos se analizaron mediante
estadisticas descriptivas y la prueba ¢ de independencia. Los resultados aportan evidencia
de que los estudiantes que utilizaron manipulativos se desempefiaron mejor respecto de los
estudiantes del grupo de control. Asi, los datos indican que las teselas algebraicas
contribuyen al desarrollo del pensamiento algebraico, particularmente, apoyan el

entendimiento de la factorizacion de expresiones algebraicas.

Recientes investigaciones han explorado el efecto de utilizar manipulativos fisicos
representados y ligados digitalmente, sobre el pensamiento algebraico. En uno de tales
trabajos (Reinschlussel et al., 2018) los estudiantes manipularon bloques fisicos que
representan numeros o variables, los cuales al colocarse en una pantalla sirven como

entrada para un sistema digital. Los participantes fueron 12 estudiantes de secundaria
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(14-16 anos), con desempefio bajo en algebra, quienes trabajaron en parejas. Todas las
sesiones se grabaron en video (una camara por pareja). El marco de investigacion se
construy6 a partir de ideas de Bruner y Montessori, quienes argumentan que el uso de
objetos fisicos permite a los estudiantes abstraer e interiorizar las ideas que se representan
con estos. Se concluye que desarrollar un sistema de instruccion que combina materiales
fisicos y un ambiente digital plantea desafios tales como la disponibilidad de espacio de
pantalla o que los tangibles oculten el contenido de la pantalla. Hay diferencias en términos
de interaccion fisica y un sistema combinado, lo que implica un reto al disenar materiales

fisicos y virtuales que se vinculen correctamente y no creen confusiones en el usuario.

Satsangi et al. (2018) llevaron a cabo una investigacion para determinar el efecto de
manipulativos virtuales sobre el entendimiento de estudiantes, con dificultades de
aprendizaje, respecto del tema de ecuaciones lineales. En la investigacion participaron tres
estudiantes hispanos de noveno grado de una institucion publica en un area suburbana en
los Estados Unidos, con una matricula de aproximadamente 1900 estudiantes, con
predominio de estudiantes hispanos (44%). Todas las sesiones de trabajo se llevaron a cabo
durante en sesiones de entre 20 y 30 minutos. El estudio (11 semanas) se estructur6 en tres
fases: referencia, intervencion y mantenimiento. Después de una evaluacion diagnostica los
estudiantes ingresaron a la fase de referencia donde resolvieron 10 ecuaciones lineales sin
ayuda. Después los investigadores ensefiaron a cada estudiante cémo resolver ecuaciones
lineales usando una balanza virtual. Todos los estudiantes tuvieron un mejor desempefio al
resolver ecuaciones lineales mediante los manipulativos virtuales, en comparacion con su

desempefio en la fase de referencia.

Otras investigaciones han buscado comprender como es que los manipulativos
influyen en las estrategias para resolver problemas. Por ejemplo, Pires et al. (2019)
propusieron una actividad enfocada en componer y descomponer conjuntos, con la idea de
fomentar la comprension de la numerosidad. Este estudio cuantitativo se baso en un disefio

cuasi-experimental. Participaron 64 nifios de una escuela publica urbana en Uruguay, de
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nivel sociocultural medio-alto. Los estudiantes se dividieron en tres grupos: control (CO),
interaccion virtual (VI) e interaccion tangible (TI). El estudio se desarrolld en tres fases: (1)
pre-test, (2) intervencion didactica con una duracion de 13 dias y (3) post-test. Se registro la
cantidad y el tipo de bloques que los alumnos utilizaron al resolver los problemas. El marco
de investigacion se integrod con ideas de Montessori y Cuisenaire quienes argumentan que
los manipulativos fisicos ayudan a comprender los conceptos abstractos mediante
operaciones perceptivas no verbales que posteriormente se convierten en simbolos y
asociaciones abstractas. Se destaca que los grupos TI y VI difirieron significativamente en
el numero de bloques utilizados. El grupo VI empled significativamente menos bloques.
Los nifios del grupo TI optaron por componer nimeros usando combinaciones variadas,
usando mas estrategias de composicion, lo cual sugiere que los objetos fisicos
desencadenan el uso de soluciones diversas, generan mejores experiencias de aprendizaje

de la numerosidad y fomentan el sentido numérico.

En la linea de investigacion orientada al aprendizaje de ecuaciones de primer grado
Quispe (2019) buscd determinar si el manipulativo “Bloques Matematicos” apoya la
comprension de ecuaciones lineales de primer grado en estudiantes de secundaria. Se
empled un quasi-experimento con un disefio pretest-postest. Los participantes fueron dos
grupos de estudiantes de tercero de secundaria (12 y 14 alumnos), inscritos en una escuela
urbana de nivel socioecondmico medio en Bolivia. El marco de investigacion se integrd por
el concepto de aprendizaje significativo de Ausubel (1977, 2000); ademas de ideas de
Piaget y Vygotsky. Se concluye que el uso de los manipulativos mejor6 el aprendizaje de

las ecuaciones de primer grado.

Otten et al. (2019) llevaron a cabo una revision de la literatura referente al uso de
balanzas como modelo para ensefar ecuaciones lineales. La revision tuvo la finalidad de
identificar por qué se usa el modelo, gué modelos se usan, cudndo se usan y qué resultados
de aprendizaje estan asociados con su uso. Se revisaron 34 articulos de 22 revistas,

obtenidos de una seleccion inicial de 93 revistas cientificas en inglés, evaluadas por pares.
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La revisiéon mostré que el modelo de balanzas, aparentemente simple, es en realidad una
herramienta didactica compleja sobre la que se desconocen muchas cosas; por lo que se
necesita investigacion adicional para tomar decisiones instruccionales informadas, que
permitan determinar en qué contextos y bajo qué condiciones es apropiado usar estos

manipulativos en la ensefianza de las ecuaciones lineales.

Algunas investigaciones se han enfocado en los Manipulativos Tangibles (MT), los
cuales constituyen una combinaciéon de manipulativos fisicos y virtuales (Lehtonen et al.,
2020). Se disend, implementd y evalud un prototipo de MT denominado X-is (bloques de
base 10), como medio para apoyar a estudiantes de primaria en la solucién de ecuaciones
lineales. El marco se estructurd a partir de los siguientes constructos: (a) multimodalidad
(tres modos de representacion de Bruner); (b) embodied cognition, (c) aprendizaje
fisicamente  distribuido  (physically distributed learning); (d) aprendizaje por
descubrimiento (discovery learning) de Bruner; y (e) la perspectiva sociocultural de
Vygotsky. Los participantes fueron 12 estudiantes de cuarto grado, 12 de quinto, 35 de
séptimo y 30 de octavo y noveno grado de una escuela en Finlandia. Ademas, se incluy¢ a:
(a) un maestro de primaria con experiencia docente entre 10-11 afios que habia usado
moderadamente manipulativos, (b) tres maestros de matemadticas de secundaria con
experiencia entre 10 y 27 afios; y (¢) un maestro de educacion especial. Se formaron dos
grupos (papel y lapiz vs. manipulativos tangibles). Se utiliz6 una metodologia mixta que
incluy6 intervenciones de clase, pruebas en papel y lapiz, sesiones de pensar en voz alta
(thinking aloud), cuestionarios y entrevistas. Los resultados indican que X-is apoyo6 el

aprendizaje de los estudiantes en varios niveles y tuvo un impacto positivo.

El andlisis de la literatura permitio identificar la existencia de maultiples
investigaciones que apoyan el uso del material manipulable en el proceso de aprendizaje
sobre pensamiento algebraico. Se observa que las propuestas donde se usan estos materiales
no siempre son exitosas. La mayoria de las investigaciones relacionadas con el uso de

manipulables se enfocan en la educacion primaria; aunque hay algunas investigaciones que
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exploran el uso de manipulativos en secundaria, principalmente el uso de balanzas

algebraicas para la solucion de ecuaciones lineales (Witzel y Allsopp, 2007).

Esta tesis busca vincular el enfoque de resolucion de problemas con el uso de
manipulativos fisicos, con el objetivo de identificar su efecto sobre el desarrollo de un
pensamiento algebraico. En la Tabla 2 se resumen elementos relevantes de la revision de la
literatura con la finalidad de obtener una panoramica general del tipo de problemas de
investigacion abordados, asi como los enfoques tedricos y metodologicos empleados para
abordar tales problematicas. En estas investigaciones predomina el uso de actividades con
materiales manipulables y patrones, pero casi ninguna se enfoca en proporcionar referentes
con un menor nivel de abstraccion para la simbologia alfanumérica. En todas las
investigaciones revisadas, la simbologia alfanumérica para representar relaciones entre

cantidades indeterminadas se sigue presentando como una imposicion para los estudiantes.

Tabla 2. Literatura referente al uso de manipulativos en la ensefianza y aprendizaje de matematicas.

Marco
Autores Objetivo Tema Grado , . Metodologia
tedrico/conceptual
Promover la o .
. ién d Grado 8. Cualitativa. Entrevistas
n ion de s .
c.o émcc © Secundaria estatal individuales, videos de
Boulton-Lew  significado para los . . .,
. Ecuaciones suburbana de clase i . interaccion en clase. Se
is et al. conceptos de . . Teorias de carga cognitiva L. . ,
. . lineales media, con altos busco identificar categorias
(1997) variable y solucion )
d ; estandares en los datos usando el
e ecuaciones
. U académicos software NUD.IST
lineales
Burns y Comparar efecto de . Piaget, Brunner y Skemp. Quasi-experimento.
. . Fracciones y
Hamm manipulativos simetria Grados 3y 4 Desarrollo conceptual de Pretest-postest.
(2011) fisicos y virtuales lo concreto a lo abstracto Cuantitativa
Larbi y Determinar la Propiedad Enfoque de transmision e Quasi-experimento.
Mavis eficacia del material  distributiva Secundaria interactivo propuestos por Pretest-postest
(2016) manipulable (factorizacion) Fletcher Cuantitativa
Promover la
Garcia, Diaz comprension . Secundaria publica .
. Ecuaciones Representaciones .
y Vargas mediante el uso de . del estado de . Estudio de casos
. lineales semioticas de Duval
(2016) Balanzas fisicas y Sonora

virtuales
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Tabla 2. (continuacion).

Marco
Autores Objetivo Tema Grado L. Metodologia
teorico/conceptual
Vincular . Cuantitativa.
. . Secundaria, Ideas de Bruner y .
. manipulativos , . Estudio de campo con
Reinschlussel . Algebra alumnos con Montessori sobre la . .
digitales y concretos . . ., . videograbaciones de cada
et al. (2018) . elemental dificultades para interaccion con objetos .
para potenciar el ) . una de las parejas de
. abordar algebra fisicos .
aprendizaje estudiantes
Determinar el efecto
de manipulativos Noveno grado de , . . .
. L, Estrategia de “ensefianza Estudio estructurado en tres
. virtuales sobre el . una institucion . .
Satsangi et . Ecuaciones o graduada” para alumnos tres fases: referencia,
entendimiento de . publica, de una . .,
al. (2018) . lineales . con problemas de intervencion y
estudiantes con ciudad en Estados L. L
L. . aprendizaje mantenimiento
deficiencias de Unidos
aprendizaje
Determinar si el
manipulativo
“Bloques Tercer grado de Concepto de Aprendizaje . .
. - . . .. . Quasi-experimento.
Quispe Matematicos Ecuaciones secundaria en una Significativo de Ausubel. Pretest-postest
. . . retest-postes
(2019) apoya la lineales escuela de La Paz, Constructivismo, Piaget y P
comprension en Bolivia Vygotsky
estudiantes de
secundaria
Comprender la
. P . Numerosidad .
influencia de los . . Ideas de Montessori y . .
. . . composicion Secundaria publica . . Quasi-experimento.
Pires et al. manipulativos al . . Cuisenaire sobre el uso de
aditiva, en Montevideo, . Pretest-postest.
(2019) desarrollar . objetos para comprender L
. conmutatividad ~ Uruguay Cuantitativa
estrategias para . conceptos abstractos
y asociatividad
resolver problemas.
Identificar por qué, . .
» P ) dq Seleccion y revision de 34
cuales 'y cuando se . , .
. Y . . Conceptos de igualdad articulos de literatura donde
Otten et al. utilizan los modelos  Ecuaciones Educacion basica y . ., . i
. . asociados con la resolucion  se involucro el uso de
(2019) de balanzas para la lineales media . . .
N de ecuaciones lineales balanzas como ensefianza
ensefianza de . .
. . de ecuaciones lineales
ecuaciones lineales
Observar el Si d
funcionamiento del . 2) 1stemas~ ¢
o Xei Cuarto, quinto, representacion de Bruner
rototipo X-1s; una s . L R .
p P ’ . séptimo, octavo y b) Embodied Cognition Analisis de datos mediante
Lehtonen et combinacién de Ecuaciones L. , L.
) ) . noveno grado de ¢) Aprendizaje por métodos cuantitativos y
al. (2020) manlpulatlv()s lineales

fisicos y digitales
usados en ensefianza
matematica

una escuela de
Finlandia

descubrimiento de Bruner
d) Perspectiva
sociocultural de Vygotsky

cualitativos

Fuente: Elaboracion propia.
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1.3. Planteamiento del problema

Mediante la revision de la literatura se identificod que pocas investigaciones se enfocan en
construir referentes para los simbolos alfanuméricos que posean un menor nivel de
abstraccion. Asi, consideramos fundamental el disefio de tareas que vinculen el enfoque de
resolucion de problemas con el uso de materiales fisicos manipulables, de forma que se siga

la ruta natural de aprendizaje que va de lo concreto a lo abstracto en algebra.

1.3.1. Pregunta de investigacion y objetivos

Dado las diversas dificultades que se encuentran en el aprendizaje del pensamiento
algebraico, es importante abordar el problema basico de dar sentido a los simbolos a partir
de actividades con material fisico manipulable, con la finalidad de lograr que los simbolos
alfanuméricos tengan un referente con un menor nivel de abstraccion. Posteriormente, se
pueden abordar otras dificultades relacionadas. Asi, la pregunta de investigacion que
orientd esta tesis es: (Como puede apoyar la resolucion de problemas con el uso de
manipulativos fisicos el desarrollo de elementos bésicos del pensamiento algebraico en

estudiantes de secundaria cuando abordan ecuaciones lineales de la forma ax + b = ¢ ?
Objetivo General

Determinar como una aproximacion didactica de resolucion de problemas con el uso de
manipulativos fisicos permite que estudiantes de secundaria desarrollen elementos del

pensamiento matematico.
Objetivos Especificos

e Implementar actividades de patrones en los que subyace ecuaciones de la forma
ax + b = c para identificar los aportes que el material manipulable utilizado

para abordarlas otorga al pensamiento matematico de estudiantes de secundaria.
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e Implementar actividades de patrones en los que subyace ecuaciones de la forma
ax + b = c¢ para identificar las construcciones mentales y operatividad
procedimental que desarrollan estudiantes de secundaria al abordar las tareas con

material manipulable.
1.4. Justificacion de la investigacion

La realizacion de esta tesis resulta relevante porque el entendimiento de los simbolos y las
representaciones abstractas es la base para la comprension de diversos fendémenos naturales
o sociales (Larbi y Mavis, 2016). Ademas, en secundaria es importante que los estudiantes
sean capaces de resolver problemas que involucran el uso de simbolos algebraicos lo cual, a
su vez, incluye: (a) identificar y discriminar entre cantidades concretas e indeterminadas,
(b) representar simbolicamente relaciones entre dichas cantidades, (c) interpretar la
igualdad como una equivalencia entre expresiones simbdlicas, y (d) operar expresiones

simbolicas para resolver problemas (SEP, 2017).

Vincular el enfoque de resolucion de problemas y la implementacion de material
fisico manipulable, puede brindar una oportunidad a la ensefianza para lograr que los
estudiantes aprendan matematicas con entendimiento y desarrollen formas matematicas de
pensar. Finalmente, la posibilidad de potenciar el desarrollo del pensamiento algebraico en
estudiantes que inician la educacion secundaria (grado 7) es un aspecto que continua
generando interés en el campo de la educacidon matematica. En particular, las actividades
que hacen uso de manipulativos fisicos, asi como la identificacion y generalizacion de

patrones son clave para promover el desarrollo de pensamiento algebraico en su fase inicial.
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Capitulo 2. Marco de investigacion

2.1. Introduccion

En el capitulo se explica en qué consiste un marco de investigacion, se exponen los
diferentes tipos de marco y sus caracteristicas. Ademads, se describe y justifica el marco
conceptual de este trabajo, el cual estd integrado por dos componentes, la primera de ellas
enfocada en el disefio e implementaciéon de tareas, y la segunda en constructos que
permitieron analizar e interpretar la informacion empirica. Un constructo es una abstraccion
que no puede observarse directamente, pero que es util para interpretar datos empiricos y

para la construccion de teoria (Ary et al., 2009).

Una investigacion cientifica debe estar sustentada en una estructura de ideas que
oriente todas las fases del proceso de investigacion, denominada marco de investigacion.
Un marco estd formado por constructos (conceptos tedricos) que permiten fundamentar y
justificar las acciones que se desarrollan durante la investigacion. La rigurosidad de una
investigacion cualitativa generalmente se determina mediante la congruencia entre el marco

de investigacion, las preguntas, la metodologia y los resultados (Bhattacharya, 2017).

Eisenhart (1991) ha identificado tres diferentes marcos de investigacion: tedricos,
practicos y conceptuales. Un marco practico es aquel que guia la investigacion mediante lo
que funciona. En este caso, el fundamento de la investigacion es la experiencia practica del
investigador. Un marco préctico tiene la desventaja de ofrecer resultados sesgados, ya que
no toma en cuenta otras perspectivas, y se restringe al conocimiento generado con base en
la practica profesional y en ocasiones con los puntos de vista ofrecidos por la opinion
publica. Los marcos practicos casi no se utilizan, porque sus resultados son muy limitados,
ya que son aplicables solamente a situaciones locales en cuanto a circunstancias,

condiciones y contexto, no son susceptibles de generalizacion (Einsehart, 1991).
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Un marco teodrico sigue los principios y procedimientos de una teoria formal de
manera estricta. Si se utiliza este tipo de marco, el investigador debe seguir las formas de
argumentacion y experimentacion aceptadas o prescritas por la teoria seleccionada. Una de
las problematicas mas relevantes asociadas con un marco teorico es que los resultados son,

generalmente, acomodados por el investigador al contexto de la teoria (Einsehart, 1991).

El tercer tipo de marco es el conceptual, que se caracteriza por integrarse mediante
ideas o constructos de diferentes modelos o perspectivas tedricas, las cuales deben ser
compatibles para permitir su integracion en un todo estructurado. Un marco conceptual es
flexible, porque puede adaptarse a las necesidades particulares de cada problema de
investigacion. Los marcos conceptuales integran constructos provenientes de distintas
fuentes, asi como resultados practicos derivados de la experiencia personal del investigador
o de investigaciones previas. Eisenhart (1991) argumenta que un marco conceptual es “una
estructura esquelética de justificaciones, en lugar de una estructura esquelética de
explicaciones” (p. 210). Un marco conceptual estd integrado por argumentos que justifican
por qué el investigador hace lo que hace. Algunos educadores matematicos sugieren que
estructurar el marco de una investigacion en torno a mas de una perspectiva tedrica puede
orientar y justificar, de mejor manera, las acciones ejecutadas en cada una de las diferentes

fases del proceso investigativo (Barrera y Reyes, 2018).

2.2. Elementos del marco conceptual

El marco que sustenta esta tesis esta integrado por dos componentes, una de ellas referida al
disefio de tareas, adoptando a la resolucion de problemas como aproximacion didactica; y la
segunda esta integrada por constructos relacionados con el pensamiento algebraico (Filloy
y Rojano, 1989; Kieran, 1992; Radford, 2010). Esta segunda parte del marco tiene el
objetivo de orientar el procesamiento e interpretacion de la informacién empirica que

permita responder a la pregunta de investigacion.
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El marco de esta investigacion tiene dos

Marco Conceptual componentes, uno orientado al disefio de tareas y

uno orientado al analisis de la informacion empirica

Dimension
ontolégica
Marco para el analisis
de la informacion
empirica

Dimension
Epistemoldgica

Resolucion de problemas

Aprendizaje con
entendimiento

Figura 1. Representacion grafica del marco conceptual (elaboracion propia).
2.3. Componentes para el disefio e implementacion de tareas

Esta parte del marco se basa en la perspectiva de resolucion de problemas como
aproximacion didactica, y tiene la finalidad de orientar el proceso de disefio e
implementacion de las tareas. La dimension didéctica permite establecer cudles son las
caracteristicas del conocimiento o aprendizaje, que construyen los estudiantes, que
consideramos adecuadas o deseables, asi como los mecanismos y las estrategias didacticas
que permiten lograr tales caracteristicas. Esta dimension se fundamenta y complementa, a
su vez, en otras dos dimensiones, una dimension ontoldgica y otra dimension
epistemologica. La dimension ontoldgica incluye adoptar una posicion respecto de lo que
son las matemadticas, mientras que la dimension epistemologica explica cudl es la postura

que se adopta respecto de lo qué es el conocimiento y como se aprende matematicas.
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2.3.1. Dimension ontologica

La ontologia es una rama de la filosofia que estudia cuestiones relativas al “ser”. La
ontologia impacta en la educacion matematica ya que el trabajo docente requiere de adoptar
e idealmente, explicitar una postura respecto a qué consideramos como matemadticas y lo
que significa aprender la disciplina. La pregunta ;qué son las matematicas?, es de caracter
filosofico y por ello tiene una amplia gama de posibles respuestas. En un extremo de la
gama, las matematicas se conciben como una ciencia acabada, en la que no hay mas por
descubrir y donde predomina el método deductivo. En el otro extremo, las matematicas son
la ciencia de los patrones; una ciencia cuyo objetivo es identificar regularidades en los
numeros, en el espacio, en las formas, en el azar. Las teorias matematicas explican las
relaciones entre patrones produciendo estructuras duraderas, las aplicaciones matematicas
utilizan estos patrones para explicar y predecir fendémenos naturales, asi como la creacion y

desarrollo de las herramientas que el ser humano construye dia a dia (Steen, 1988).

Considerar a las matematicas como la ciencia de los patrones implica una posicion
didactica en la que la ensefianza de las matematicas debe ir mas alld de aplicar reglas,
formulas y procedimientos rutinarios. Se pretende que el estudiante desarrolle una forma de
pensar que relaciones los objetos matematicos con aspectos de la vida cotidiana,
comprender y proponer diferentes representaciones, entender el porqué del funcionamiento
y validez de los algoritmos y procedimientos rutinarios, ademds de comunicar ideas,

establecer conexiones y formular nuevos problemas (Barrera y Reyes, 2018).
2.3.2. Dimension epistemologica

La epistemologia es la rama de la filosofia interesada en cuestiones sobre el conocimiento,
sobre la generacion y validacion de éste. Para esta investigacion los aspectos
epistemologicos se articulan desde el socioconstructivismo y la epistemologia genética de
Piaget. La epistemologia genética explica como se transita de un estado de menor

conocimiento a un estado de mayor conocimiento. El ser humano posee dos funciones
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mentales primordiales: la organizacion y la adaptacion. La organizacion esta encargada de
combinar, ordenar, recombinar y reordenar las conductas, sucesos y pensamientos en
sistemas logicos coherentes. La adaptacion es el proceso mediante el cual se realizan

ajustes o adaptaciones debidas al entorno (Woolfolk, 2010).

El pensamiento humano se organiza mediante estructuras mentales denominadas
esquemas, las cuales son bloques de informacion respecto de ciertos objetos y acciones que
se pueden ejecutar sobre estos objetos. Los esquemas nos permiten resolver problemas.
Uno de los descubrimientos de mayor relevancia de Piaget es que la génesis de todo el
conocimiento humano son los esquemas sensoriomotores; por ejemplo, las acciones de
presionar y asir. Cuando un bebé percibe algo en la palma de su mano la cierra. A partir de
este esquema sensoriomotor el bebé ira desarrollando nuevos esquemas, como el de tomar
una sonaja para agitarla. Desde una perspectiva piagetiana, las experiencias concretas,

permiten sentar las bases para desarrollar conceptos matematicos abstractos.

La adaptacion o ajuste se estructura a partir de cuatro procesos cognitivos donde el
ser humano utiliza sus esquemas mentales para dar sentido a los fendmenos de su entorno
(asimilacion, acomodacion, equilibrio o desequilibrio y reequilibracion). La asimilacion
ocurre cuando una situacién del entorno es perfectamente explicable o comprensible
mediante alguno de los esquemas que el individuo posee, o haciendo pequeios cambios o
variaciones a ese esquema, si el esquema, en su forma actual, permite afrontar la situacioén
problemadtica se da un correcto sentido de equilibrio, ya que los procesos de organizacion y
ordenamiento han sido efectivos. En caso que una situacion problematica no pueda
asimilarse a los esquemas, se genera un desequilibrio al no disponer de herramientas
adecuadas para enfrentarla. El desequilibrio requiere crear nuevas estructuras mentales
mediante un proceso de acomodacion. La acomodacion involucra crear, a partir de los
esquemas existentes, un nuevo esquema que sea capaz de asimilar la informacion del

problema que se presenta, si el nuevo esquema logra dar un sentido y resolver el problema,
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se habra logrado un reequilibrio y, en consecuencia, la ampliacién y mejoramiento de las

estructuras mentales de la persona.

Asi, Piaget sugiere que una oportunidad para el crecimiento cognitivo se presenta
cuando nuevas experiencias o situaciones problematicas no pueden enfrentarse usando los
esquemas existentes. El impulso por recuperar el equilibrio da como resultado un mayor
esfuerzo por encontrar una solucion, lo que lleva a la acomodacion de los esquemas
existentes y la construccion de otros nuevos. Una de las principales implicaciones
didacticas de la epistemologia genética es que para favorecer y sustentar el proceso de
desarrollo cognitivo resulta relevante crear deliberadamente oportunidades de conflicto

cognitivo como una estrategia instruccional (Peled y Suzan, 2011).

El socioconstructivismo expresa que el conocimiento se construye mediante un
proceso de interaccion social entre las estructuras mentales de diversos individuos, de
forma que el entorno aporta las herramientas culturales que moldean las caracteristicas de
dicho conocimiento (Woolfolk, 2010). Estas herramientas culturales, que pueden ser fisicas
o psicoldgicas (signos, simbolos, lenguaje), funcionan como mediadores entre el sujeto y el
objeto del conocimiento. Lo anterior implica que la manera en que una persona construye
conocimiento depende de las herramientas y las estructuras cognitivas que el individuo
posee. Una de las premisas de una aproximacion sociocultural es que “el pensamiento
depende del habla, de los significados del pensamiento y de la experiencia sociocultural del
estudiante” (Vygotsky, 1987, p. 120). Los estudiantes utilizan el lenguaje como herramienta
mediadora en la resolucidon de problemas, permitiéndoles construir su propia comprension
del mundo fisico y social. Se pretende dar cuenta de como los estudiantes utilizan las
herramientas culturales; el lenguaje y el material manipulable (como producciones
culturales) para moldear las caracteristicas del conocimiento que se construye al abordar las

tareas de instruccion.
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La aproximacion sociocultural de Vygotsky es relevante para este trabajo,
particularmente el principio de mediacion instrumental, el cual establece que todo acto
cognitivo estd mediado por el uso de herramientas e instrumentos, materiales o simbolicos,
lo que trae como consecuencia, que el tipo de herramientas utilizadas durante el proceso de
aprendizaje determinan las caracteristicas del conocimiento construido (Moreno y Waldegg,
2002). El principio de mediacion instrumental implica que no hay actividad cognitiva al
margen de la generacion y uso de representaciones. Asi, las caracteristicas de un nuevo
conocimiento dependen de las representaciones que se utilizan durante el proceso de

construccion.
2.3.3. Dimension didactica

La didéctica es una rama de la pedagogia que se interesa en las practicas de ensefianza. A
su vez, la ensefianza se refiere al conjunto de acciones encaminadas para apoyar el
aprendizaje de los estudiantes (Ball, 2008). La dimension didactica se refiere a crear
condiciones para que los estudiantes aprendan matematicas con entendimiento (Hiebert et
al., 1997). Algunos autores como Uljens (1997) consideran que la didéctica es la ciencia de

la ensefianza y el aprendizaje.

La etimologia de la palabra alemana y sueca Didaktik muestra que esta proviene del griego 61ddckev
(didaskein). En su forma activa se refiere a la enseflanza, presentacion, clarificacion, e instruccion.
En su forma pasiva significa aprender, ser enseflando. Ademas, hay un significado intermedio del
término; aprender por uno mismo, adoptar; es decir, aus sich selbst lernen, sich aneignen.
Posteriormente, el sustantivo derivado del verbo 160éng (didaxis), el cual significa ensefianza,
instruccion. (Uljens, 1997, p. 31)

En el enfoque de resolucion de problemas, como perspectiva didactica, los
contenidos matematicos son un medio para generar situaciones problematicas (y
promueven un desequilibrio cognitivo) las cuales favorecen el desarrollo de aspectos
esenciales del pensamiento matematico. Los elementos del pensamiento matematico

incluyen explorar relaciones, modelar, buscar distintos procesos de solucién, comprender y
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utilizar diferentes representaciones, formular conjeturas, comunicar resultados, plantear
preguntas o interrogantes (Barrera y Reyes, 2018; Cai y Nie, 2007). Por otra parte, la
funcion principal de un docente es guiar y apoyar la actividad de los estudiantes,
particularmente al promover los procesos de reflexion y comunicacién de ideas
(Santos-Trigo, 2011); asi como proporcionar sugerencias, en la forma de heuristicas, para
ayudar a los estudiantes a superar posibles dificultades al enfrentar las situaciones

problematicas propuestas.

Uno de los objetivos de este trabajo es identificar elementos que ayuden a explorar
y fomentar el entendimiento matematico de los estudiantes. Entender significa construir
conexiones robustas entre un conocimiento nuevo y los esquemas mentales que se poseen,
y que tienen lugar a partir de los procesos de reflexion y comunicacion de ideas llevados a
cabo durante la resolucion de problemas (Hiebert et al. 1997). La construccion del
entendimiento requiere que los estudiantes transiten reiteradamente por ciclos de cuatro
etapas (accion, observacion, formulacion de conjeturas y justificacion de resultados) no
necesariamente secuenciales (Figura 2). En la fase de accion se identifican los datos
relevantes y se representa fisica o0 mentalmente esta informacion, se comprenden simbolos
y conceptos abstractos s6lo después de experimentar las ideas en un nivel concreto
(Woolfolk, 2010). En la fase de observacion se reconocen las relaciones existentes entre los
datos e incognitas, creando un proceso de reflexion acerca de lo observado. En la fase de
formulacion de conjeturas, mediante la observacion de regularidades, se pretenden
generalizar los resultados. En la fase de justificacion de resultados se deben comunicar, al

contexto de aprendizaje, las conjeturas y los argumentos que las sustentan.
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Figura 2. Ciclo para observar el desarrollo del entendimiento
matematico (Té¢llez, 2020).

2.4. Marco para la construccion y analisis de los datos
En esta seccion se describen los constructos que orientaron el proceso de transformar la

informacion en datos y que permitiran el analisis de los mismos. Los constructos tedricos

para lograr este fin se refieren a elementos centrales del pensamiento algebraico.
2.4.1. Pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico es una forma particular de pensar matematicamente, Radford
(2010) identificé tres elementos interrelacionados que distinguen al pensamiento
algebraico. El primero se refiere a un sentido de indeterminacion propio de objetos

algebraicos (incognitas, variables, parametros, indeterminadas). En segundo lugar, se
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encuentra el manejo analitico de los objetos indeterminados, el cual se refiere a que se
opera a los simbolos considerando que son conocidos tales valores con la finalidad de
obtener condiciones necesarias y suficientes para su existencia, para posteriormente trabajar
hacia atras y encontrar los valores especificos. La tercera caracteristica se refiere al modo

simbolico para designar a tales objetos (verbal, alfanumérico, etcétera).

Dos constructos basicos para esta investigacion son sentido numérico (number
sense) y pensamiento algebraico (algebraic thinking), ya que la comprensiéon que un
estudiante tiene sobre los nimeros y las operaciones, asi como la fluidez y flexibilidad para
utilizarlos en la solucion de problemas, es un antecedente indispensable para desarrollar los
elementos basicos del pensamiento algebraico, que consisten en la capacidad para pensar
acerca de cantidades indeterminadas, y sus diversas formas de representarlas (Radford,

2010).

Uno de los componentes fundamentales del pensamiento algebraico es la habilidad
para generalizar resultados a partir de la observacion de regularidades presentes en casos
particulares. Los casos particulares suponen una primera instancia para comprender el
comportamiento de los numeros y sus relaciones lo cual permitird a partir de casos

concretos, abstraer regularidades y generalizarlas (Butto y Rojano, 2010).

Es comtn que en la educacion escolarizada el aprendizaje del 4lgebra inicie a partir
de actividades de naturaleza algoritmica, donde se introduce simbologia y reglas operativas
de las representaciones alfanuméricas, las cuales parecen distintas de aquellas que se
aplican a los numeros reales, a través de una imposicion. Es decir, se hace una distincioén
entre la aritmética y algebra lo cual provoca una separacion artificial entre estas disciplinas,
omitiendo el hecho de que en ambos casos, la operacion de niimeros tanto determinados
como indeterminados, representados por literales, se lleva a cabo a partir de los axiomas de

campo de los nimeros reales (Barrera y Reyes, 2016; Molina et al., 2004).
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En este sentido, el pensamiento algebraico constituye una forma particular de
entender las matematicas y de extender su conocimiento hacia la generalidad de fendmenos
tal como lo hacen los matematicos (Schoenfeld, 1994; Windsor, 2010). La poblacién en
general sostiene una concepcidn restringida en la que entender algebra consiste en operar
expresiones simbolicas. Un docente que sostiene esta concepcion desconoce que este tipo
de instruccion fomentard un entendimiento superficial del pensamiento algebraico. El
entendimiento del dlgebra requiere tiempo para desarrollarse y sobre todo que se propongan
tareas que fomenten la observacion de las relaciones numéricas, justificar procedimientos,
modelar problemas, describir patrones y representar simbdlicamente la generalidad (Kaput

y Blanton, 2000).
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Capitulo 3. Metodologia

3.1. Introduccion

Este trabajo se abordd desde un enfoque cualitativo, el cual se caracteriza porque la
informacion recolectada consiste principalmente en palabras que expresan ideas o
significados, aunque la informacion puede presentarse en forma de imagenes, dibujos,
formulas, gestos, etcétera. La investigacion cualitativa estudia los fendémenos en sus
contextos o ambientes naturales; ademas es interpretativa, pues intenta encontrar sentido o
significado a la informaciéon que proviene de un fenomeno (Herndndez Sampieri, R.,

Fernandez Collado, C. y Baptista Lucio, P., 2014).

La investigacion cualitativa tiene diversas funciones, entre ellas apoyar la
identificacion de patrones de significado mediante los cuales se pueda entender un
fenémeno y formular teorias iniciales, hipdtesis o conjeturas sobre su funcionamiento. La
investigacion cualitativa desempefia un papel importante en el desarrollo cientifico,
particularmente en la génesis de teorias porque emplea un enfoque inductivo (Trochim et
al., 2016). En resumen, la investigacion cualitativa permite capturar la riqueza de la
complejidad de los fenomenos y profundizar en por qué las cosas funcionan como lo hacen,

mediante la realizacion de indagaciones a profundidad a partir de unos pocos casos.

De acuerdo con Kazdin (2016), la investigacion cualitativa es una aproximacion a la
experiencia humana centrada en: (a) narrativas, (b) descripciones, (c¢) interpretaciones, (d)
contextos y significados. El objetivo general de la investigacion cualitativa es describir,
interpretar y comprender los fendmenos de interés. El proceso para lograr este objetivo
consiste en estudiar y analizar con profundidad la experiencia contextualizada de los
participantes, y transmitir como esa experiencia se siente, se percibe, y el significado que

tiene para aquellos cuya experiencia se esta describiendo.
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3.2. Diseiio de la investigacion: no experimental (estudio de caso)

Un estudio de caso involucra un examen profundo de una sola o algunas pocas personas. El
objetivo de un estudio de caso es proporcionar una descripcion completa y precisa del caso.
El beneficio principal de un estudio de caso es que describe detalladamente un fenomeno en
forma contextual. Los estudios de caso requieren de un volumen considerable de
informacion, de modo que las conclusiones estdn basadas en un conjunto amplio y
detallado de informacion, en relacion con los estudios de tipo experimental o

quasi-experimental (Marczyk, 2005).

Para Kazdin (1982) las principales caracteristicas de un disefio basado en estudios
de caso son: (a) se estudia intensivamente un individuo, familia, grupo, o institucién que
pueda concebirse como una unidad; (b) la informacién se aporta en forma narrativa muy
detallada; (c) se busca transmitir los matices del caso, incluidos contextos, influencias

externas y detalles idiosincrasicos.

El disefio basado en estudios de caso no es nuevo, Wilhelm Wund consideraba que
la investigacion a profundidad de uno o unos pocos sujetos es adecuada para entender las
sensaciones y percepciones; de forma que sus investigaciones se basaron en reportes
introspectivos de procesos psicoldgicos. Otro ejemplo es el de Ebbinghaus, quien investigo
sobre la memoria humana, con él mismo como sujeto de estudio. Particularmente, se
interesd en el aprendizaje y la recuperacion de silabas sin sentido mientras alteraba las

condiciones de entrenamiento (Kazdin, 1982, 2016).

De acuerdo con Stake (2005), cuando se decide estructurar una investigacion como
estudio de caso se estd tomando una decisiéon con respecto a qué estudiar. Un médico
estudia a un nifio porque el nifio estd enfermo. Los sintomas del nifio tienen un caracter

tanto cuantitativo (temperatura, presion arterial) como cualitativo (coloracion de la lengua,
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tipo de malestares). Los registros del médico respecto del estado de salud del nifio son mas
cuantitativos que cualitativos. El trabajador social estudia al nifio porque padece
negligencia parental. Los “sintomas™ de la negligencia parental tienen un cardcter tanto
cuantitativo (grado de desnutriciéon) como cualitativo (signos o sefales de maltrato). Los
registros que mantiene el trabajador social son mas cualitativos que cuantitativos, asi que la

eleccion de un estudio de caso no determina si la investigacion es cuantitativa o cualitativa.

Para Bassey (1999) hay al menos tres categorias de estudio de caso en la
investigacion educativa: (a) estudio de caso orientado a la busqueda y validacion de teoria
(theory-seeking and theory-testing case study), (b) estudio de caso narrativo y panoramico
(storytelling and picture-drawing case study) y (c) estudio de caso evaluativo (evaluative
case study). Para este autor, el resultado de un estudio de caso orientado a la busqueda y
validacion de teoria debe ser un argumento valioso y convincente que respalde una
generalizacion difusa. Estas generalizaciones difusas aparecen a partir del estudio de las
singularidades y tipicamente argumentan que lo que se encontré en una singularidad es

posible, probable, o improbable se encuentre en otras situaciones similares.

De acuerdo con Eisenhardt (1991), los casos multiples son ttiles para crear teoria
porque permiten la replicacion y extension entre casos individuales, entendiendo el término
replicacion en el sentido de que los casos individuales pueden usarse para la corroboracion
independiente de proposiciones. Esta corroboracion ayuda a los investigadores a percibir
patrones mas facilmente y a eliminar asociaciones casuales, ya que al considerar diferentes
casos es posible detectar aspectos complementarios de un fenémeno. Al integrar patrones
individuales, el investigador puede dibujar una imagen tedrica mas completa de un

fendmeno.
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3.3. Diseno de las tareas

En esta seccion se describen con detalle los procesos de disefio e implementacion de cada
una de las tareas que abordaron los participantes. También se explica como ambos procesos
estdin basados en el marco conceptual correspondiente, justificando de la forma mas

detallada posible el por qué las cosas se hicieron como se hicieron.

Retomamos los lineamientos para el disefio de tareas propuestos por Castafieda
(2021), los cuales estan basados en tres dimensiones (ontologica, epistemoldgica y
didactica) consideradas en el marco conceptual. Para esta autora, cada tarea estd integrada
por cuatro elementos, (i) un objetivo instruccional; (ii) un problema base para orientar la
actividad de los estudiantes; (iii) hip6tesis sobre las rutas o caminos que podrian tomar los
estudiantes al abordar las tareas y, finalmente, (iv) un conjunto de preguntas, mediante las
cuales se estructur6 la actividad que el instructor o docente llevaria a cabo para apoyar al
estudiante en la resolucion de problemas. A continuacion, se describen las caracteristicas

consideradas para el disefio de las tareas (Castaneda, 2021):

1. Los problemas base de cada tarea representan un reto intelectual y no unicamente
dificultades procedimentales o de célculo. Los problemas base estan orientados a que los
estudiantes lleven a cabo, preponderantemente la identificacion de patrones y de relaciones

entre objetos matematicos.

2. Tanto los problemas base como las preguntas utilizadas para apoyar la actividad del
estudiante son utiles para promover los elementos del pensamiento matematico, asi como el
desarrollo de una actitud inquisitiva y favorecer el establecimiento de conexiones entre
ideas y conceptos matematicos. Al respecto, como los elementos del pensamiento
matematico incluyen realizar observaciones, formular conjeturas y justificar resultados, en

la mayoria de las tareas se estd promoviendo el descubrimiento de relaciones nuevas para
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los estudiantes, lo cual es congruente con el hecho de que la resolucion de problemas es una

aproximacion didéactica basada en el descubrimiento.

4. Dado que consideramos que el aprendizaje es un proceso social, cuyas caracteristicas
estan determinadas por las producciones culturales que se utilizan en una comunidad de
practica, y dentro de la cual se desarrollan significados o entendimientos
considerados-como-compartidos. Ademads, se promovid el uso sistematico de
manipulativos, como producciones culturales que permiten moldear las caracteristicas del

conocimiento que los estudiantes construyen.

5. Para organizar el proceso de instruccion se tomd como base el ciclo basico para observar
el desarrollo de entendimiento matematico (Figura 2), el cual tiene una estrecha relacion
con el proceso de resolucion de problemas (cuatro fases de Polya) y tiene como
fundamentos, algunos elementos relacionados con la estructura y el funcionamiento del

cerebro (Zull, 2002).

6. Se tom6 en consideracion el hecho basico de que el conocimiento se genera de lo
concreto hacia lo abstracto, asi que el ciclo basico para el desarrollo de entendimiento
matematico inicial a partir de acciones que se desarrollan sobre los objetos matematicos,
considerando que lo concreto y lo abstracto son conceptos relativos que dependen de los

conocimientos previos de las personas.

7. Se busco que fuera posible resolver las tareas por diferentes rutas o caminos, ya que se
ha reconocido que el identificar multiples soluciones es fundamental para el desarrollo de

conexiones matematicas.
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3.4. Descripcion del material manipulativo

El material se disefio pensando en fichas que pudiesen representar cantidades determinadas
e indeterminadas, el material del cual estan hechas es MDF (tablero de fibra de densidad
media), de seis milimetros de grosor, cortadas con laser. Las usadas en este estudio son:
representacion de un valor indeterminado, una X color rosa por un lado y color azul por el
otro; representacion de unidades, circulos de un centimetro y medio de didmetro de colores
rosa y azul; representacion de signo de igual, de suma y resta, las formas convencionales de

cada signo, de colores rosa y azul.

Imagen 1. Fotografia del material concreto manipulable disenado y utilizado para la

investigacion.
3.5. Descripcion de las tareas

Tal como se explica en el marco conceptual, el aprendizaje con entendimiento no se
desarrolla de manera repentina, sino mediante el transito de ciclos sucesivos de accion,
observacion, formulacion de conjeturas y justificacion de resultados (Barrera y Reyes,
2016). Se disefiaron dos tareas, las cuales se implementaron con un equipo de tres alumnos
de primer grado (11 afios) de una escuela secundaria del municipio de Mineral de la
Reforma, Hidalgo. Cada tarea se aplicé en una sesion de hora y media. Se proporcioné a los

estudiantes una hoja de trabajo (donde se explican las acciones que los estudiantes deben
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llevar a cabo, y las preguntas que deben responder), y una ficha técnica al instructor (donde
se proporcionan indicaciones y sugerencias para apoyar al docente quien implementa la
tarea). Las hojas de trabajo de ambas tareas, asi como la ficha técnica se encuentran en los

apéndices B, C y D.

Imagen 2. Presentacion del enunciado que expone el problema base de las tareas disefiadas.

El enunciado del problema base de ambas tareas es el siguiente: Tu mejor amiga
dejo su mochila olvidada en tu casa, en la mochila vienen sus libretas y su celular. Tt sabes
que ella tiene una conversacion en WhatsApp donde jtu crush le confiesa cosas super
importantes sobre ti!, pero ella no quiere decirte lo que tu crush le ha contado. El teléfono
tiene contrasefia PIN, que es de cuatro digitos, y para poder conocer este PIN existen
instrucciones que tu amiga escribid en una libreta en caso de qué se le olvidara la

contrasefia, y, casualmente, jla libreta también esta en su mochila!
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3.6. Participantes en la investigacion

Los tres participantes estan inscritos en el primer grado (grupos diferentes a, b y ¢) de una
misma secundaria general en el municipio de Mineral de la Reforma, en el estado de
Hidalgo, México. El equipo conformado por los tres estudiantes fue el caso que se estudid
en esta tesis. Cada estudiante tiene un profesor distinto en la asignatura de matematicas. Por
ser menores de edad, se solicitd por escrito la autorizacion a sus padres o tutores (el oficio
de autorizacion se encuentra en el apéndice E) para que participaran en una actividad
disefiada para el desarrollo del pensamiento algebraico. En el oficio de autorizacién que
firmaron los responsables de los menores se comunicé que durante las filmaciones de audio
o video, asi como al recolectar las producciones escritas de los estudiantes, los nombres y
rostros de los estudiantes quedarian omitidos para evitar el reconocimiento de los
participantes o escuela de procedencia. También se informd que al ser una actividad
extraescolar, esta no afectaria de forma negativa la evaluacion o calificacion de los
estudiantes en alguna de sus materias. Las solicitudes de autorizacion firmadas se

encuentran resguardadas por el instructor que implemento las actividades.
3.7. Proceso de implementacion

Antes de la implementacion final y con la finalidad de identificar las ventajas y desventajas
de la tarea, se implementd con una estudiante de quinto grado de primaria, quien no habia
revisado de forma previa ideas relacionadas con el pensamiento algebraico (se describe la
actividad en el apéndice F). Después de la aplicacion preliminar de la tarea, el disefiador
contd con observaciones de un educador matematico, con 13 afios de experiencia, sobre la
pertinencia de algunos enunciados en las hojas de trabajo y actitudes del instructor quien

implemento la actividad (se presenta la primera version de la tarea en el apéndice A).

La implementacion final se llevo a cabo en dos sesiones de una hora y media cada
una, de manera presencial en un aula de matematicas. El propdsito de la actividad fue

observar y analizar la pertinencia de la actividad al buscar que los estudiantes desarrollaran
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algunos elementos del pensamiento algebraico y, mas generalmente, que aprendieran
matematicas con entendimiento. El trabajo tanto de los alumnos como del instructor se
orientd a partir de las hojas de trabajo. El docente escuch6 con atencion los comentarios e

ideas que los estudiantes expresaron.

La primera fase de la tarea tuvo el objetivo de explorar y lograr que los estudiantes
construyan significados pertinentes asociados con el signo igual, representar un valor
indeterminado, el concepto de nimeros consecutivos y su posible generalizacion, asi como
el uso de la simbologia algebraica para expresar una ecuacion de la foormaax + b = c.
La segunda fase de la tarea esta disenada con el objetivo de que los alumnos identifiquen
qué indicaciones pueden realizar al trabajar con nimeros indeterminados ademas den razén
y sentido a las indicaciones que ellos mismos han identificado como coherentes y validas al

hallar el valor de una incognita en una ecuacion de la forma ax + b = c.
3.8. Instrumentos de recoleccion, procesamiento y analisis de la informacion

La informacién empirica de esta investigacion se recolecté mediante grabaciones en video
del proceso de resolucion de problemas llevado a cabo por estudiantes de secundaria. Se
contd ademas con las producciones escritas de los estudiantes. Posteriormente, los videos se
transcribieron y a partir de dichas transcripciones es que se llevo a cabo el andlisis de la
informacion. El primer paso para la reduccion de la informacion, consistido en subrayar en
las transcripciones aquellos parrafos que proporcionan informacidon respecto de la
influencia de la aproximacion de resolucion de problemas y de los manipulativos fisicos en
los procesos cognitivos asociados con el pensamiento algebraico. La unidad de analisis
fueron las lineas de texto de cada una de las transcripciones de los videos (estas se
encuentran de forma digital en el apéndice G). Por otra parte, las categorias de anélisis se
determinaron a partir de los tres elementos basicos que constituyen el pensamiento
algebraico: (1) sentido de indeterminacion, (2) manejo analitico de los objetos

indeterminados, y (3) modo simbdlico de designar a los objetos indeterminados.
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Capitulo 4. Resultados

En este capitulo se exponen los resultados derivados del analisis de la informacion
empirica. Se describe como los estudiantes abordaron la tarea “El mensaje de tu crush” y se
identifican los elementos del pensamiento algebraico que promovié el uso del material

manipulable.
4.1. Primera sesion de la tarea “El mensaje de tu crush”

En esta seccion se analiza con detalle como se llevo a cabo la primera etapa de la tarea, con
el objetivo de observar las aportaciones de la resolucion de problemas y el uso del material
manipulable en el desarrollo de los elementos del pensamiento algebraico en alumnos de
secundaria. Con este fin se identificaron categorias que permiten observar individualmente
acciones o enunciados que pueden dar cuenta de la contribucion que la tarea tuvo en el
desarrollo de elementos del pensamiento algebraico en los estudiantes. Se hace una
presentacion de estas categorias y la evidencia empirica que sustenta las afirmaciones. Los
tres estudiantes abordaron la tarea usando una hoja de trabajo y el acompafiamiento del

instructor. La primera sesion tuvo una duracion de una hora y diecisiete minutos.

La tarea se disefé con el objetivo de explorar las nociones que los estudiantes tienen
sobre el signo igual, la idea de representar una valor indeterminado, el concepto de nimeros
consecutivos y su posible generalizacion, y al uso de la simbologia algebraica para expresar
una ecuacion de la forma ax + b = c. Es importante mencionar que los nimeros que se
encuentran al final de los extractos de las transcripciones, indican el nimero de linea de la

transcripcion en la que inicia el extracto correspondiente.
4.1.1. Sentido de indeterminacion

En esta subcategoria se busco identificar ideas de los estudiantes respecto a como

representar un valor desconocido. Es importante mencionar que, si bien los estudiantes al
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momento en que se realizo la tarea asistian al primer grado de educacion secundaria, ya

habian tenido acercamientos breves abordando el tema de ecuaciones lineales.

Instructor: ;Como puedes representar un numero desconocido?.

Alumno 3: Con una x.

Instructor: ;Por qué una x?.

Alumno 3: Para marcar la incognita.

Instructor: ;Por qué una x?, ;por qué no la representas con un caballo o con un sacapuntas o con un
plumén? [mientras coloca un caballo de madera de ajedrez, un sacapuntas y un plumoén en la mesa de
trabajo].

Alumno 3: Porque la x es mas facil para representarla.

Instructor: ;Por qué es mas facil para representarla?.

Alumno 1: Se puede utilizar cualquier cosa o representacion de esa cosa.

Instructor: Muy bien alumno 1 ;jcuando haces operaciones con nimeros conocidos o desconocidos,
en que las haces?, ;en donde las realizas esas operaciones?.

Alumno 1: En la libreta.

Instructor: Entonces, tu haces operaciones en tu libreta, ;cuando haces operaciones en tu libreta, si
nosotros vamos a hablar de incognitas, cial de estas te va a ser mas fécil de escribir? [Mientras
apunta a un plumoén, una x de madera, un sacapuntas y un caballo de ajedrez que ha colocado en la
mesa|]

Alumno 1: La x.

Instructor: Alumno dos, /crees que tenga algo que ver eso entonces con que las incognitas las
representemos con una letra?.

Alumno 2: Si.

Alumno 3: Si, porque la x es...

Instructor: Es rapida de escribir (33).

En el parrafo previo se identifican dos ideas importantes, el alumno 3 observa que
se utilizan letras para representar valores desconocidos por la facilidad de su escritura y el
alumno uno identifica que se puede usar cualquier objeto o su representacion para designar
valores desconocidos, siempre y cuando exista la intencion y sea del conocimiento de los
individuos. Los alumnos observan que la literal x representa un valor no conocido.
Posteriormente, se puede observar como el alumno 3 identifica que el signo de igual

permite determinar el valor de la literal; es decir, identificaron la idea de equivalencia.
4.1.2. Manejo analitico de los objetos indeterminados

Damos cuenta de como los alumnos operan las representaciones simbolicas, observando
que asumen se trata de una cantidad y al cumplir ciertas condiciones se encontraran valores

especificos para esta, el alumno observa que el valor estd determinado por el signo de igual,
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asi que asigna un valor especifico y realiza la operacion necesaria para hallar el resultado
de cada una de las expresiones sefialadas. Posteriormente, el alumno 3 concibe que en este
caso cada una de las equis de madera representa el valor de cinco unidades, asi que cada
equis que se agregue se habrd de sumar a la cantidad anterior sefialada, de esta forma se da
un acercamiento a comprender que las literales se operan de la misma forma que los

nameros determinados.

Instructor: [Sefiala x = 3, que esta al centro de la mesa].

Alumno 1: [Sefala las expresiones x + 1, x + 2, x + 3], tres, tres mas uno, tres mas dos y tres
mas tres.

Instructor: Di el nimero completo.

Alumno 3: Tres, cuatro, cinco, seis (260).

Instructor: Vamos a representar la primera columna que nos dice que equis igual a cinco [mientras
coloca la expresion x = 5 en el centro de la mesa con el material manipulable].

Alumnos 1, 2 y 3: [Los tres alumnos comienzan a hacer sus representaciones con el material
manipulable en la mesa de trabajo y los tres dejan la expresion x + x + 1 = 11].

Instructor: ;En esa expresion es correcto lo que dice en la primera que equis vale cinco?.

Alumno 2: Si, Si cada equis vale cinco pues equis mas equis es cinco mas cinco, mas uno es once
(331).

Imagen 3. Representacion de tres nimeros consecutivos realizada por los alumnos

utilizando material concreto manipulable.
4.1.3. Modo simbolico de designar objetos indeterminados

Los alumnos en sus clases de matematicas habian revisado el tema de ecuaciones lineales y
por ello, cuando se pregunt6 la forma en que se puede representar un nimero desconocido,
ellos mencionaron que con una equis al mismo tiempo que tomaban una x del material

manipulativo. Los alumnos 1, 2 y 3 presentan simultineamente dos formas de expresar
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numeros indeterminados, en este caso utilizan equis fisicas y reafirman la indeterminacioén
de esos numeros verbalizando las construcciones realizadas. Posteriormente, introducen el
signo de igual y utilizan el material manipulable para representar ambos miembros de una

ecuacionde la formaax + b = c.

Alumno 2: [Forma las expresiones x, x + 1, x + 2, x + 3y las nombra mientras va colocando el
material manipulable], un numero desconocido, un numero desconocido mas uno, un numero
desconocido mas dos, un numero desconocido mas tres (251).

Alumnos 1, 2 y 3: [Colocan el signo de igual y juntan veintisiete fichas, colocandolas después del
signo de igual, dejando la construccion x + x + 1 + x + 2 = 27].

Instructor: Muy bien alumno 3 1éeme esa expresion que acabas de realizar.

Alumno 3: Equis, mas equis mas uno, mas equis mas dos igual a veintisiete [mientras va sefialando
cada una de las expresiones que verbaliza] (440).

Pantalla completa (f)

— ——

NN

o

Imagen 4. Material concreto utilizado por los alumnos para representar una ecuacion lineal

delaformaax + b = c.
4.1.4. Generalizar resultados a partir de casos particulares

Una de las caracteristicas principales que permiten observar el desarrollo del pensamiento
algebraico es la habilidad de reconocer en los casos particulares el comportamiento de los

numeros y sus relaciones, permitiendo abstraer regularidades y generalizarlas, el alumno 3
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no habla de un numero consecutivo en particular, mas bien, logra observar una condicién

presente en los nimeros consecutivos y hace referencia de esta caracteristica.

El instructor asigna distintos valores a equis y pregunta el valor de las expresiones
formadas por los alumnos en cada uno de los casos, la razén es que busca los alumnos
observen diferentes numeros consecutivos y puedan reconocer las caracteristicas de estos y
de la representacion que se estd utilizando para abordar cada uno de los casos en
especificos, los alumnos 1, 2 y 3 observan que la construccidon algebraica de numeros
consecutivos x, x + 1, x + 2 sirve para representar cualquier grupo de nimeros enteros
consecutivos que cumplan cierta condicion, en este caso es asignar previamente un valor a

equis. Cabe observar que esta generalizacion partié de observar diversos casos particulares.

Instructor: ;Qué cambia de este numero a este numero? [Mientras sefiala 1, 2 y 3 circulo de
material manipulable que los alumnos han colocado].

Alumno 3: Cambia una unidad [sefiala el uno y el dos]. El nimero consecutivo es el que va detras o
delante de otro (138).

Instructor: [presenta diversos casos donde x = 5, x =1, x = 70, x = 71, x = 60, x = 1000
etc. y sefiala las construcciones x, x + 1, x + 2, x + 3].

Alumnos 1, 2, y 3: [Mencionan en voz alta una vez que el instructor sefiala las construcciones]
cinco, seis, siete, ocho; uno, dos, tres, cuatro; setenta, setenta y uno, setenta y dos, setenta y tres;
setenta y uno, setenta y dos, setenta y tres, setenta y cuatro; sesenta, sesenta y uno, sesenta y dos,
sesenta y tres; mil, mil uno, mil dos, mil tres, etc. ;Qué podemos hacer con estas equis chicos?
Alumno 3: Hablar de cualquier nimero consecutivo.

Instructor: ;Cual es la funcion de las equis?

Alumno 3: La funcién de las equis es representar cualquier valor (281).

4.1.5. Aportes de la resolucion de problemas con material manipulable

En esta categoria se han buscado elementos que permitan dar cuenta que tipo de
aportaciones hace el material manipulable a la tarea y al entendimiento de los alumnos, el
alumno 3 puede observar la proporcion que cada valor de equis representa de la cantidad
total, observando a la literal como un conjunto de nimeros, por lo tanto, cada que se
agregue una equis se debera agregar el mismo conjunto de numeros que ya ha sido

designado con anterioridad.
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Los manipulativos facilitaron el proceso de “aislar” el valor de cada una de las
equis, es como observar individualmente cada una de las incognitas, se observa
individualmente el valor de cada una, esto gracias a que cada una de las “equis”
manipulables se considera como un ente individual, independiente una de otra y no como el
simbolo ax el cual no tiene esa misma interpretacion para los estudiantes que inician en el

estudio del pensamiento algebraico.

Instructor: Representen la expresion que aparece en la primera columna.

Alumno 1: Equis igual a cinco [mientras los tres alumnos colocan x = 5].

Instructor: ;Como sera el valor de dos equis? [mientras coloca otra equis, x x =].

Alumno 2: Diez [mientras los tres alumnos colocan cinco circulos mas, x x = 10].

Instructor: ;Tres equis? [mientras coloca otra equis, x X x =].

Alumno 3: Quince [mientras los tres alumnos colocan cinco circulos mas x x x = 15] (103).
Instructor: A ver si sabemos que equis vale cinco entonces es [seflala una x].

Alumno 3: “Cinco”, [el instructor coloca otra equis sobre la primera sefialada] “diez”, [coloca otra
equis sobre las otras dos sefialadas],“quince”; [coloca tres fichas] “dieciocho” (344).

Imagen 5. Material concreto utilizado por los alumnos

para determinar el valor de “cada x”.
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Tabla 3. Resultados de la primera sesion de la actividad “El mensaje de mi crush”

El mensaje de mi crush.
Primera sesion

Categoria

Resultados

Sentido de indeterminacion
propio de objetos algebraicos

(incognitas, variables)

El alumno 3 expresa que las letras se utilizan para representar valores
desconocidos por la facilidad en la escritura. También comenta que el
signo igual permite determinar las operaciones necesarias para
determinar el valor de la incognita. Reconocié que el signo igual indica

la idea de equivalencia.

El alumno 1 identifica que se puede usar cualquier objeto o su
representacion para designar valores desconocidos, siempre y cuando

exista esa intencion y sea del entendimiento comtin de los usuarios.

Manejo analitico de los
objetos indeterminados,
operar literales considerando
que representan valores
determinados con la finalidad
de obtener condiciones
necesarias y suficientes para
su existencia, y lograr asfi los

valores especificos

El signo igual permite identificar las operaciones necesarias para
determinar el valor de la incognita. Posteriormente, el alumno 1 al hacer

la operacion indicada determina los valores especificos de x.

El alumno 3 observa que sustituyendo el valor cinco en cada equis la
ecuacion tiene correcto sentido, es decir, representa un enunciado
verdadero. Realizando las sumas correspondientes en el primer miembro

de la ecuacion.

Modo simbolico de designar
a tales objetos (verbal,

alfanumérico, tangibles)

Ante la necesidad de designar un valor desconocido los alumnos toman

una equis del material manipulativo.

Los alumnos 1, 2 y 3 presentan simultdneamente dos formas de expresar
numeros indeterminados, en este caso utilizan material tangible y
reafirma la indeterminacion de esos numeros verbalizando las
construcciones realizadas. Posteriormente introducen el signo de igual y
utilizan el material manipulable para representar ambos miembros de

una ecuacion de la formaax + b = c.
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El mensaje de mi crush.
Primera sesion

Categoria Resultados

El alumno 3 observa una condicion de los nimeros consecutivos y hace

referencia a esta caracteristica, sin mencionar explicitamente el término
. ‘. 4 : 29
Generalizar resultados a NUMEro consecutivo™.

partir de la observacion de

g Los alumnos 1, 2 y 3 observan que las expresiones x, x + 1, x + 2
regularidades presentes en

. sirven para representar cualquier grupo de tres nimeros consecutivos.
casos particulares

Para determinar este conjunto de ntimeros basta con asignar un valor

determinado para equis.

El alumno 2 observa la condicion necesaria para el uso del signo igual

cuando se trabaja con nimeros conocidos.
Concepcion del signo de

igual El alumno 3 propone que en este caso el signo de igual es lo que

determina el valor de la incognita.

El alumno 3 al observar la proporcion que corresponde a cada equis

respecto de la cantidad total c.

Aportes del material

. El material permite “aislar” el valor de cada una de las equis, observar
manipulable

individualmente cada una de las incognitas permite determinar el valor

de cada una de ellas, en lugar de observar el total del valor unicamente.

Fuente. Elaboracion propia.

4.2. Segunda sesion de la tarea “El mensaje de tu crush”

En esta seccion se analiza con detalle como se llevo a cabo la segunda etapa de la tarea, con
el objetivo de observar las aportaciones de la resolucion de problemas y el uso de material
manipulativo fisico en el desarrollo de elementos del pensamiento algebraico en alumnos
de secundaria. De la misma manera que en la primera sesion de la tarea se identificaron

categorias que permiten observar individualmente acciones o enunciados que pueden dar
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cuenta de la contribucion que tuvo en el desarrollo de elementos del pensamiento
algebraico en los alumnos. Se hace una presentacion de estas categorias y los resultados
observados en cada una de ellas. Los tres estudiantes abordaron la tarea guiados con sus
hojas de trabajo y el acompafiamiento del instructor, esta primera sesion tuvo una duracion

de una hora y cinco minutos.

La tarea estd disefiada con el objetivo de encontrar la manera de operar
adecuadamente ademas que los alumnos den razén y sentido a las indicaciones que ellos
mismos han identificado como coherentes y validas al hallar el valor de una incognita en

una ecuacion de la formaac + b = c.
4.2.1. Sentido de indeterminacion

El alumno 1 entendid que la literal representa un valor, que deben existir ciertas
condiciones para que ese valor pueda ser determinado, que en esta situacion todas las
condiciones para conocer el valor especifico estan dadas y que el simbolo igual estd

designando el valor de la incognita.

Alumno 1: [Representa con el material x = 8] ;Cual es el valor de la x? El valor de la equis seria
ocho porque ya no hay mas signos que resolver entonces por lo tanto el valor de la derecha es igual
al valor de la izquierda [refiriéndose y seflalando ambos miembros de la ecuacion] por lo tanto el
valor de la equis equivaldria a ocho, equis es ocho (196).

Imagen 6. Representando el valor de una incdgnita con fichas que representan unidades.
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4.2.2. Manejo analitico de los objetos indeterminados

El alumno 3 reconoce una operacion de resta al operar las cantidades y de este modo pudo
encontrar el valor especifico de la incdgnita en esta ecuacion. El alumno 1 identifico la
diferencia entre dos cantidades y menciona que restando b de c¢ se encuentra el valor de
equis. El estudiante reconocid que partiendo de un “valor desconocido” y sumando cuatro
unidades obtenemos ocho unidades, por lo que el valor desconocido es igual a la diferencia
de las cantidades conocidas. Los alumnos observaron que, en este caso especifico, la
division es la operacion requerida para determinar el valor de la incdgnita. Los alumnos
observan al coeficiente a como la cantidad de equis o la cantidad de “incégnitas”.
Reconocen que deben “repartir” en partes iguales la cantidad ¢ entre el nimero de x. Los
alumnos comprenden qué repartir ¢ requiere una division, por lo que expresan que la regla

para resolver ax = c consiste en realizar la division c/a.

Alumno 3: Por qué si a ocho [sefialando las ocho fichas de c] le resto uno [sefialando la ficha de b]
entonces da el valor de siete que debe valer [sefialando la equis de madera] mas uno y me da el
resultado de ocho (24).

Alumno 1: Necesitabamos conocer el valor de equis, entonces tenia qué pensar a qué niimero si se le
agrega cuatro es igual a ocho, entonces eso me llevo a hacer una resta de ocho menos cuatro es igual
a cuatro. Y cuatro mas cuatro es igual a ocho, entonces la equis por lo tanto equivale a un cuatro
(51).

Instructor: ;Qué operacion utilizaron, aqui para resolver esta? [sefialando 2x = 8].

Alumnos 1, 2 y 3: Una division.

Instructor: Crea una regla para conocer el valor de la incognita [en el caso ax = c].

Alumno 1: Repartir el total entre la cantidad de equis [sefialando a “c” en la ecuaciéon 3x = 18,y
repartiendo 6 fichas a cada “x”].

Alumno 2: Dividir el nimero conocido entre la incégnita [mientras sefiala c y a] (251).

4.2.3. Modo simbdlico de designar objetos indeterminados

El alumno 1 utiliza dos representaciones para confirmar el resultado de su razonamiento,
mientras verbaliza las operaciones que efectia mentalmente va sefialando y operando el

material manipulable. De este modo puede comprobar si las ideas que expresa son correctas
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o el enunciado representado por la ecuacion cumple las condiciones para ser una

proposicion verdadera.

Instructor: [Los alumnos representan con el material manipulable las ecuaciones. x + 1 = 10 y
x + 4 = 6]. Listo, ;cuanto vale equis en la primera?

Alumno 1: Nueve. Utilizando el mismo procedimiento, equis mas uno igual a diez [mientras sefiala
la representacion hecha con el material manipulable]. Entonces, qué numero mas uno [sefiala la x] es
igual a diez. Nueve [mientras sefiala la x] mas [mientras sefala el signo de =] uno [sefiala la unidad]
es igual [mientras sefiala el signo de =] a diez [sefiala las diez fichas del material que corresponden a
c] (94).

Imagen 7. Diferentes representaciones que determinan el valor de una incédgnita.
4.2.4. Generalizar resultados a partir de casos particulares

Una de las caracteristicas principales que permiten observar el desarrollo del pensamiento
algebraico es la habilidad para identificar comportamientos generales de los nimeros y sus
relaciones a partir de casos particulares, permitiendo llevar a cabo procesos de abstraccion,
generalizacion y simbolizacion. El alumno 3 no habla de un niimero consecutivo en
particular, mas bien, logra observar una condicion presente en los nimeros consecutivos y
hace referencia a esta caracteristica. Este mismo alumno percibe que las operaciones
realizadas; en particular una resta y el reparto de c entre la cantidad de equis para obtener el

valor de la incdgnita, son los procedimientos requeridos para resolver una ecuacion de la
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forma ax + b = c. Los estudiantes han identificado ciertas reglas que no pueden

expresar de forma general, sin embargo, estan en la ruta del proceso de generalizacion.

Alumno 3: ;Crees que las reglas que acabas de descubrir te permitan encontrar el valor de la
incognita? Inténtalo. Si creo que se puede. Hay que ver la regla y con eso se debe de poder.

Alumno 1: Pues si es una ecuacion parecida si se debe poder (283).

Alumno 3: A veintisiete le restamos el nimero conocido del lado izquierdo, o sea veintisiete menos
tres porque estaba sumando entonces debemos restar veintisiete menos el tres y eso es lo que va a
quedar [deja la ecuacion x x x = 24].

Alumno 2: Pues entonces ya solo le damos a cada equis el valor que le corresponde [separa las equis
y las alinea en forma vertical del lado izquierdo del signo igual, después cuenta y coloca ocho fichas
frente a cada una de las equis] (309).

Alumno 1: Ocho, porque a cada equis le tocan ocho fichas [mientras sefiala los montones frente a
cada equis] (313).

4.2.5. Aportes del material manipulable

La representacion permite al alumno tomar y manipular la cantidad c, representada por las
fichas del material manipulable. Toma una parte de ¢ y la asigna a b, para igualar la
cantidad de b (y asi eliminar esta cantidad de ambos lados de la igualdad). Por lo tanto, la
cantidad restante corresponde a x. La operatividad de las cantidades que se puede obtener
con el material manipulable proporciona una vision de correspondencia entre los elementos
que integran la ecuacion. El alumno 3 buscaba las palabras para expresarse y el instructor
interpretd que se referia a las facilidades que otorga el material manipulable, en este caso el

apoyo que brinda para observar las proporciones del total ¢ que corresponden a x y a b.

El alumno 2 visualizé una forma de representar la ecuacion de un modo distinto,
buscando dar el valor correspondiente a la incognita, asi que utilizo el material para mover
los signos y cantidades y representar la ecuacion de un modo distinto, de la ecuacion
x + 4 = 6 movio el simbolo de igual y de suma transformandola en x = 4 — 6 parece
que el valor de la incégnita no es el mismo pero cuando escuchamos el razonamiento del
alumno que lee la construccion de derecha a izquierda; seis menos cuatro es igual a dos,

equis es igual a dos, . la ecuacion adquiere sentido y validez.
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Imagen 8. Esta representacion hecha por uno de los alumnos permite observar la forma en
que un alumno visualizo el valor de la incognita, asignando una “parte de c a x .

El material manipulable permite que el estudiante observe una correspondencia
entre ¢ y el namero total de x, ya que al colocar fisicamente cada una de las equis se puede
apreciar que a cada x le corresponde una proporcion del total c. También permitié observar
al coeficiente a como la cantidad de x o la cantidad de incognitas del material manipulable,

reconocen que deben “repartir” en partes iguales la cantidad c entre el numero de x.

Alumno 2: Aqui, estos cuatro son los mismos que estos, y aqui esto que sobra, que es el resultado de
esto [Toma cuatro de las ocho fichas que estan a la derecha del signo igual y las coloca debajo de las
cuatro fichas que estdn a la derecha del signo igual, y posteriormente coloca las cuatro fichas
restantes abajo de la equis, expresando que esas cuatro fichas representan el valor de la equis]. (75).
Alumno 3: Mmmm es sencillo de hacer [refiriéndose al parrafo anterior] aunque, si es igualmente
sencillo, es rapido también, aunque para cualquier persona, pues es...

Instructor: Es sencillo porque tenemos ahorita el manipulable, quién sabe si no teniéndolo sea
sencillo (84).

Alumno 2: Yo [Mientras mueve el material]:

x + 4 = 6 Quita los signos de mas y de igual

x = 4 — 6 Coloca en su lugar los signos de igual y de resta.

Mas o menos asi [y sefala la ecuacion que ha realizado, x = 4 — 6] seis menos cuatro es igual a
dos [sefialando de derecha a izquierda el material manipulable, 6 — 4 = x] (108).

Alumno 2: Yo dividi este monton [refiriéndose a las ocho fichas que forman c] y cada montdn vale
lo de una x [colocando las equis de madera debajo de cada montdn de cuatro fichas] (205).

Alumno 1: Repartir el total entre la cantidad de x [sefialando a “c” en la ecuacién 3x = 18, y
repartiendo 6 fichas a cada “x™].

Alumno 2: Dividir el nimero conocido entre la incognita [mientras sefiala ¢ y a] (262).
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Tabla 3. Resultados de la segunda sesion de la actividad “El mensaje de mi crush”

El mensaje de mi crush.
Segunda sesion.

Categoria

Resultados

Sentido de
indeterminacion
propio de objetos

algebraicos

(incognitas,

variables)

El alumno 1 comprende que la literal representa un valor determinado, aunque
desconocido. También reconoce que existen ciertas condiciones para que ese valor
pueda determinarse. Ademas, identificd que todas las condiciones para conocer el
valor de la incognita se encuentran especificadas en la ecuacion y que el simbolo
de igual especifica las operaciones necesarias para encontrar el valor de la

incognita.

Manejo analitico
de los objetos
indeterminados,
operar
considerando que
representan
valores con la
finalidad de
obtener
condiciones
necesarias y
suficientes para
su existencia, y
lograr asi
determinar el
valor de la

incognita

El alumno 3 reconoce que es necesario efectuar una resta para encontrar el valor
especifico de equis en esta ecuacion. El alumno 1 calcula la diferencia entre dos
cantidades y menciona que restando b de c, se encuentra el valor de la incognita.
Partiendo de un “valor desconocido” y sumando cuatro unidades obtenemos ocho
unidades, el valor desconocido es igual a la diferencia de las cantidades
conocidas.

Los alumnos interpretan al coeficiente a como la cantidad de equis o la cantidad
de “incognitas” (en asociacion con el material manipulable), reconocen que deben
“repartir” en partes iguales la cantidad ¢ entre el numero de x. Los alumnos
comprenden qué repartir ¢ requiere una division. Asi, para resolver la ecuacion

ax = c es necesario dividir c/a.

Modo simbolico
de designar a
tales objetos

(verbal,
alfanumérico,

tangibles)

El alumno 1 utiliza dos representaciones para verificar sus ideas, mientras
verbaliza las cantidades y operaciones que efectia mentalmente, va sefialando el
material manipulable en el mismo orden, de este modo puede comprobar si sus
ideas son correctas o el enunciado, expresado mediante la ecuacion, cumple las

condiciones necesarias para ser verdadero.
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Generalizar
resultados a partir
de la observacion

de regularidades
presentes en casos
particulares

El alumno 3 percibe que los procedimientos que se han realizado de restar para
obtener el valor de x y repartir en partes iguales c entre las equis para obtener el
valor de la incognita seran procedimientos requeridos siempre que la ecuacion a
resolver sea de la forma ax + b = c. Han creado ciertas reglas que no pueden en
este momento definir en términos generales; sin embargo, se encuentran en la ruta

para generalizar estos procedimientos.

Aportes del
material

manipulable

La representacion permite al alumno tomar y manipular ¢, toma una parte de c e
iguala la cantidad de b y la asigna a b, por lo tanto la cantidad restante
corresponde a x. La facilidad para operar los simbolos con el material
manipulable proporciona una vision de correspondencia entre los elementos que

integran la ecuacion.

El alumno 3 buscaba las palabras para expresarse y el instructor interpretd que el
alumno se referia a las facilidades que otorga el material manipulable, en este
caso la facilidad de observar la proporcion de ¢ que corresponden a la cantidad de
xyab.

El alumno 2 visualiza una forma de representar la ecuacion de un modo distinto,
buscando encontrar el valor de la incognita, asi que utiliza el material para mover
los signos y cantidades y representar la ecuacion de un modo distinto. Su ecuacion
a pesar de no ser correcta, si es leida considerando la forma en que el estudiante la
menciona, entonces adquiere sentido. Menciona los nimeros y signos de derecha
a izquierda mientras los va sefialando, seis menos cuatro es igual a dos, equis es

igual a dos.

El material manipulable permite que en un caso como este el usuario observe una
relacion de correspondencia entre ¢ y el numero total de x, ya que al colocar
fisicamente cada una de las x se puede apreciar que a cada x le corresponde una
cantidad igual del total de c.

El material permite a los alumnos observar al coeficiente a como la cantidad de x
o la cantidad de una misma incdégnita, reconocen que deben “repartir” en partes

iguales la cantidad c entre el nimero de x.

Fuente. Elaboracion propia.
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Capitulo 5. Discusion y conclusiones

5.1. Introduccion

En esta seccidon se sintetizan los resultados de la investigacion. Se lleva a cabo una
discusion de los resultados, comparando lo que se obtuvo con lo obtenido por otras
investigaciones semejantes. Se identifican fortalezas y debilidades del estudio. Finalmente

se bosqueja algunas lineas futuras de investigacion.
5.2. Respuesta a las preguntas de investigacion

La pregunta de investigaciéon de esta tesis es: ;Como puede apoyar la resolucion de
problemas con el uso de manipulativos fisicos el desarrollo de elementos bésicos del
pensamiento algebraico en estudiantes de secundaria cuando abordan ecuaciones lineales de

laformaax + b = ¢?

Con base en los resultados, la respuesta a la pregunta es la siguiente: Se identifico
que al abordar tareas disefiadas desde una aproximacioén didéactica de resolucion de
problemas los estudiantes son capaces de contemplar regularidades en el comportamiento
de valores concretos e indeterminados, esto les brinda la oportunidad de observar, analizar
y proponer formas de operar las cantidades presentadas de una forma pertinente
obteniendo condiciones necesarias y suficientes para su existencia y validez, esto mediante
un ciclo en el cual los propios estudiantes pueden verificar, analizar y evaluar las
metodologias que ellos construyeron. Lo anterior implica una ruta de aprendizaje distinta a
la exposicion magistral, los estudiantes trabajaron y operaron las cantidades mientras
verificaron la pertinencia de los procedimientos y lograron comprender el significado de las

representaciones que utilizaron. Por ejemplo, fueron capaces de asociar significado a los
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componentes (parametros, incognita, signos de relacion y de operacion) en una ecuacion

lineal de la formaax + b = c.

Con el andlisis de la informacién se logré dar cuenta que el material manipulable
permite al estudiante percatarse de una relacion entre las cantidades determinadas e
indeterminadas, mientras manipularon las fichas hicieron diferentes construcciones que
permitieron observar de un modo distinto las representaciones hechas con papel y lapiz, los
resultados presentados aportan evidencia que el material manipulable permitio a los
estudiantes asignar a los simbolos un referente con menor nivel de abstraccion. En las
siguientes conclusiones se observa que el uso de las fichas caso permitié que los estudiantes

asignaran significado a los componentes de una ecuacion lineal de la forma ax + b = c.

Se abordaron ecuaciones de la forma ax + b = ¢ en dos momentos, el primero
cuandoa = 1 asignando a los parametros b y c distintos valores, la posibilidad de operar
manualmente el material permiti6 a los estudiantes dar sentido operativo a expresiones del
tipo “tomar una parte de ¢ igual al valor de b”. Al igualar una parte de ¢ con b se pudo
observar que la cantidad restante o que no se usa de ¢ equivale al valor de la incognita x,
comprendiendo la relacion entre las cantidades determinadas e indeterminadas. Manipular
las representaciones numéricas determinadas e indeterminadas mediante las fichas permitio
que los estudiantes visualizaran la igualdad entre el primer y segundo término de la
ecuacion; “fragmentaron” ¢ en dos partes, una de esas partes para equilibrar con el valor de
b, la otra parte debia ser igual a la incognita, siendo este valor igual a x encontrando su
valor numérico mediante una forma de visualizaciéon distinta a la otorgada

convencionalmente dondec — b = x.

Al mover las representaciones de signos y cantidades el estudiante 2 construy6 una
ecuacion errénea desde una perspectiva general; al escuchar su explicacion la ecuacion
adquiere sentido y validez, de la ecuacion x + 4 = 6 movi6 el simbolo de igual y de suma

transformandola en x = 4 — 6 parece que el valor de la incognita no es el mismo pero
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cuando escuchamos el razonamiento del alumno que lee la construccion de derecha a
izquierda; seis menos cuatro es igual a dos, equis es igual a dos, esto revela que el alumno
esta construyendo significado para los simbolos algebraicos y el material manipulable es
una herramienta que le permite observar y construir diferentes representaciones de una

forma casi instantanea.

En el segundo momento se abordaron ecuaciones de la forma ax + b = c, cuando
b = 0 y asignando al coeficiente a distintos valores, los estudiantes fueron capaces de
identificar una relacion de correspondencia entre ax y ¢ observando que “el resultado”
(como ellos llamaban a c) se debe repartir equitativamente entre el nimero de “equis”
(coeficiente a). El hecho de manipular el material fisico otorgd a los estudiantes la
oportunidad de observar al coeficiente de la variable como un conjunto de equis entre las
cuales debia repartirse proporcionalmente la cantidad conocida que representa el “total” de
incognitas. Es importante reconocer que la dinamicidad que permite el material

manipulable otorga una vision de correspondencia entre los valores que forman la ecuacion.

Como se explicd en la seccion de revision de la literatura, pocos trabajos se enfocan
en el problema bésico de dar sentido a los simbolos algebraicos, lo cual significa lograr que
tales simbolos tengan un referente con menor nivel de abstraccion. Por otra parte, los
estudios revisados utilizan material manipulativo y tareas diferentes a las utilizadas en este
trabajo de tesis, por lo que hay pocos elementos de comparacion. En los trabajos revisados
los resultados se exponen de una forma bastante general, y expresan que el material
manipulativo o virtual fue de utilidad para que los estudiantes comprendieran la solucion de
ecuaciones lineales, sin especificar qué elementos especificos del pensamiento algebraico
se promovieron y por qué. Por el contrario, en este trabajo se identifican algunos de estos
aspectos que permitieron que los estudiantes; por ejemplo, asignar significado al coeficiente
de la incognita, o determinar por qué debian realizar ciertas operaciones para determinar el

valor de x.
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5.3. Alcances y limitaciones del trabajo

Siendo una investigacion de cardcter cualitativo realizada con un pequefio grupo de
estudiantes de secundaria no es posible generalizar los resultados, no obstante es un aporte
significativo para personas interesadas en la didactica de las matematicas ya que se muestra
un camino en el cual los estudiantes pueden descubrir, comprender y construir conexiones
robustas y con entendendimiento sobre las relaciones existentes entre los valores
determinados e indeterminados presentes en una ecuacion de tipo ax + b = c¢. Con el
objetivo de trazar un posible camino para futuras investigaciones que aporten mas datos
relevantes en esta linea se realiza un listado de algunos aspectos que constituyeron algunas

limitaciones y no fueron abordados en este trabajo:

1. Abordar més casos de ecuaciones de la forma ax + b = ¢, ya que en esta tesis
unicamente se abordaron situaciones donde los parametros a, b y ¢ fueron positivos.
Es importante analizar las diferencias de comprension o dificultades que los

alumnos puedan presentar cuando a, b y ¢ representan cantidades negativas.

2. Los profesores de la escuela donde se implementaron las tareas no tienen un
acercamiento continuo al trabajo con material manipulable ni utilizan un enfoque de
enseflanza constructivista, lo que implico cierta dificultad para el instructor que
implementd la tarea, ya que intervino en momentos donde debia permitir que los
alumnos analizardn con mayor detenimiento las problematicas a las que se

enfrentaban.

3. Seria relevante implementar la misma tarea con estudiantes en diferentes contextos,
rural-urbano, o que asistan a diferentes subsistemas de secundaria (secundaria

general, secundaria técnica, telesecundaria, secundaria abierta).
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4. Como lo indica la perspectiva sociocultural, se obtuvo evidencia de que el tipo de
material manipulable determina los significados que el estudiante construye para los
simbolos algebraicos. En este caso, el material utilizado permitié construir un
significado particular para el coeficiente de la incognita. En este contexto, seria
deseable implementar actividades donde se utilicen diferentes tipos de manipulables
con la finalidad de determinar si los significados que los estudiantes construyen,
asociados a cada tipo de material se complementan. En este mismo sentido, se
pueden llevar a cabo investigaciones longitudinales, y no solo transversales, con la
finalidad de observar la evolucion de los entendimientos que los estudiantes generan

a través del tiempo.

5. Crear un grupo de control donde se pueda comparar el beneficio del uso de material

manipulable con el ambiente de papel y lapiz.
5.5. Reflexiones finales

El presente trabajo aporta herramientas que me permiten observar con mas detalle los
elementos necesarios para otorgar las caracteristicas que considero, con bases soélidas,
importantes al conocimiento que mis estudiantes construyen. Los resultados obtenidos me
permiten identificar el enfoque de resolucion de problemas y el uso de material fisico
manipulable como instrumentos que promueven el desarrollo de elementos basicos del
pensamiento algebraico en estudiantes de secundaria. El aporte de este trabajo implica un
hallazgo mas para robustecer el conocimiento que existe sobre la implementacion de tareas
bajo los preceptos mencionados, y es una ruta a seguir para pensar en un proyecto que me
permita estudiar e investigar en el siguiente nivel de posgrado, ya que he observado una
mejora significativa en mi desempefio como profesor de matemadticas a partir de que
comencé a estudiar esta maestria, con esto pretendo tener mayores herramientas que me

permitan tener un mejor desempeinio docente.
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Se observa una brecha existente entre la investigacion en educacion matemadtica y la
préctica diaria en el salon de clases. Existen ideas fundamentales como el entendimiento o
la construccion del conocimiento que no se comprenden adecuadamente por la mayoria de
los profesores de matematicas, y lo mismo ocurre con el papel de la investigacion y las
teorias epistemologicas o didacticas en la practica docente. Para mi todo lo anterior era
desconocido, pero considero importante pensar en una forma de transmitir este
conocimiento a profesores que se encuentran frente a grupo; se acerquen, visualicen,
analicen y utilicen estas herramientas, que los nuevos hallazgos en la didactica de la

matematica lleguen a los maestros que estan en las aulas con los alumnos directamente.
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APENDICES

APENDICE A. Primera version de la tarea “El mensaje de mi crush”

Hoja de trabajo

Nombre del estudiante:

Actividad: Encontrando valores desconocidos.

Introduccion: Se les proporcionara a los estudiantes el material manipulable, mientras se
explica que las “x” pueden representar un nimero desconocido. Los circulos pueden
representar unidades y los signos de operaciones les permitira hacer las operaciones que
ellos consideren pertinentes.

Enunciado del problema: Imagina que tu amigo (a) dejo su teléfono olvidado en tu casa y
tu sabes que tiene una conversacion con tu crush donde hablan sobre ti, y no te ha querido
decir que comentan en esa conversacion. Obviamente tiene contrasena PIN que es de cuatro
digitos, y para poder conocer este PIN existen instrucciones que escribid en su libreta, en
caso de qué se le olvidara, y t0 tienes esa libreta. Las instrucciones dicen lo siguiente:

“Para recordar mi contrasefia debo encontrar tres nimeros consecutivos (que en este
momento desconozco) cuya suma es 27, y al colocar estos nimeros consecutivos uno junto

al otro, ordenandolos del menor al mayor podras volver a entrar a tu teléfono.”

(Crees qué exista una forma de poder encontrar el PIN de cuatro digitos para poder acceder
al teléfono?

Contesta las siguientes preguntas y realiza las actividades:

1.- {Qué representa un signo de igual?
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2.- (Coémo puedes representar un numero que no conoces?

3.- (Por qué se te ocurre representarlo asi?

4.- Representa con el material manipulable cada una de las columnas, posteriormente
completa las columnas.

Xx=35 X = X =
2x=10 2x =20 2x =12
3x=15 3x = 3x=3
4x = 4x =40 4x =
5x = Sx = 5x=35
6x =30 6x =60 6x =

5.- ¢Por qué consideras que cambian los valores en cada columna?

6.- {Qué es lo que significa “tres nimeros consecutivos"?

7.- Representa con el material manipulable cada una de las columnas, posteriormente
completa las columnas.



X =5 x =10 x =1

xt+tx+1=11 x+tx+1=21 Xxt+tx+1=3
xtx+1l+x+2= x+tx+1l+x+2= x+tx+1l+x+2=
X+x+1+x+2+x+3= X+x+1+x+2+x+3= x+x+1+x+2+x+3=

8.- Realiza un esquema donde puedas observar graficamente (en una tabla o dibujos) la
informacioén que conoces del problema.

9.- (Existe alguna forma de representar con el material manipulable las instrucciones para
encontrar el PIN del teléfono?

10.- En caso de ser asi, presenta el material y menciona que podrias hacer para encontrar el

namero del PIN

11.- ;{Qué percibes al mover y tocar el material manipulable mientras trabajas?
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APENDICE B. Segunda versién de la tarea El mensaje de mi Crush

Nombre del o la estudiante:

Fecha:

Tu mejor amiga dejé su mochila olvidada en tu casa, en la mochila vienen sus libretas y su
celular. Tu sabes que ella tiene una conversacion en WhatsApp donde jtu crush le confiesa
cosas super importantes sobre ti!, pero ella no quiere decirte lo que tu crush le ha contado.
El teléfono tiene contrasefia PIN, que es de cuatro digitos, y para poder conocer este PIN
existen instrucciones que tu amiga escribid en una libreta en caso de qué se le olvidara la
contrasefia, y, casualmente, jla libreta también est4 en su mochila!

Intenta encontrar el PIN de cuatro digitos para poder leer el mensaje de tu Crush.
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Contesta las siguientes preguntas y realiza las actividades que se proponen:

1.- ;El nimero 4 puede representar otro nimero o puede valer otra cantidad distinta de 4?

2.- (Cuadl de las siguientes expresiones es correcta?
4=4
(Por qué?

3.- {Como puedes representar un nimero desconocido?

4=10 4=2

4.- {Qué representa un signo de igual?

5.- Utiliza el material manipulable para representar las siguientes expresiones por

columnas, posteriormente completa las columnas.

Xx=35
2x =
3x=15
4x =
5x =
6x =30

X =
2x =20
3x =
4x =40
5x =
6x =60

6.- (Por qué consideras que cambian los valores en cada columna?

7.- {Qué es un niumero consecutivo?

8.- (Qué es lo que significa “tres nimeros consecutivos"?

9.- Representa tres nimeros consecutivos con las fichas circulares.
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10.- ;Cémo se representa el consecutivo de cualquier niumero, es decir el nimero siguiente

de un numero desconocido?

11.- Representa con el material manipulable cada una de las columnas, posteriormente

completa las columnas.

Xx=5 x=10 x=1

x+x+1=11 x+x+1=21 x+x+1=3
x+x+1+x+2= x+x+1l+x+2= x+x+1+x+2=
X+x+1+x+2+x+3= X+x+1+x+2+x+3= X+x+1+x+2+x+3=

12.- Realiza un esquema donde puedas observar graficamente (en una tabla o dibujos) la
informacion que conoces del problema.

13.- {Por qué se te ocurrid representarlas asi?

14.- (Existe alguna forma de representar o modelar con el material manipulable las
instrucciones para encontrar el PIN del teléfono?

15.- ;Con esta informacion que tenemos hasta ahora es posible resolver el problema?

16.- En caso que tu respuesta haya sido que aiin no es posible resolver, ;qué crees que haga

falta?

17.- ;Qué percibes al mover y tocar el material manipulable mientras trabajas?

77



APENDICE C. Segunda parte de la tarea “El mensaje de mi crush”

Nombre del o la estudiante:
Fecha:

iRecuerda que estds a punto de leer todo lo que tu crush piensa sobre ti!, ya tienes una
expresion o una forma de acomodar los numeros conocidos y desconocidos que te puede

ayudar a encontrar ese PIN que necesitas.

Vas a encontrar la forma de manipular o mover los nimeros para solucionar la
expresion que ordenaste X + X+1 + X+2 = 27, asi lograras conocer el PIN y ver la
conversacion.

Nota interesante:

La forma en que ordenaste los numeros conocidos y desconocidos la sesiéon pasada son
expresiones matematicas llamadas ecuaciones y contienen dos cantidades equivalentes o
que valen lo mismo, la cantidad que esta a la izquierda del signo de igual y la cantidad que
estd a la derecha del signo de igual, poseen al menos un nimero desconocido que se
representa con una letra llamada incognita, variable o literal.
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Contesta las siguientes preguntas y realiza las actividades que se proponen:

1.- Representa con el material manipulable la ecuacion X + 1 = 8. ;Cual es el valor de la X?

2.- Representa con el material manipulable la ecuacion X + 4 = 8. ;Cual es el valor de la X

en esta otra ecuacion?

3.- {Como lograste conocer el valor de la incognita en la ecuacion de la pregunta anterior

(2)? ; Utilizaste alguna operacién matematica? ;Cual?

4.- Cuando consideres que te convenga utiliza el material manipulable para representar las

siguientes expresiones y encontrar el valor de la incdgnita en cada una de las ecuaciones.

x+1=10 X= x+1=2
Xxt+4=6 X= x+4=8
x+1=9 X= x+1=11
x+3=12 X= x+3=8
x+2=10 X= x+2=4
X+2=6 X= x+2=8

5.- ¢Qué operacion matematica se realiza entre el nimero conocido y el desconocido que

estan a la izquierda del signo de igual?

X=
X=
X=

X=

X=

x+10=50
X+ 15=45
x+15=30
x +60=120
x + 100 =200
x+25=50

-
-
e
=
-

X=

6.- (Qué operacion debes realizar entonces quieres conocer el valor de la incognita?

7.- En esa operacion ;qué numeros intervienen y por qué es asi?

8.- Con las respuestas de las preguntas anteriores crea una regla para conocer el valor de la

incognita cuando hay un nimero conocido que se le esta sumando.
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9.- Representa con el material manipulable la ecuacion X = 8. ;Cuadl es el valor de la X?

10.- Representa con el material manipulable la ecuacion 2X = 8. ;Cuadl es el valor de la X

en esta otra ecuacion?

11.- ;Como supiste el valor de la incdgnita en la ecuacion de la pregunta anterior (10)?
¢ Utilizaste alguna operacion matematica? ;Cual?

12.- Cuando consideres que te convenga utiliza el material manipulable para representar las

siguientes expresiones y encontrar el valor de la incognita en cada una de las ecuaciones.

2x=10 X=
2x=6 X=
3x=9 X=
4x =12 X=
5x=10 X=
6x =6 X=

2x =80
10x = 60
100x = 100
4x =16
50x =100
x =60

-
e
e
-

X=

2x =30
2x=4

3x =150
4x =120
5x =100
6x =60

13.- ;Qué es lo que implica que haya un numero conocido junto a un numero desconocido?,

(Qué operacién matematica se realiza entre un nimero conocido y un nimero desconocido

que estan juntos?

14.- {Qué operacion debes realizar entonces si del lado izquierdo del signo de igual hay un

nimero desconocido junto a un numero conocido y del lado derecho del signo de igual hay

un nimero conocido para conocer el valor de la incognita?

15.- En esa operacion ;qué nlimeros intervienen y por qué es asi?
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16.- Con las respuestas de las preguntas anteriores crea una regla para conocer el valor de la
incognita cuando del lado izquierdo del signo de igual hay un nimero desconocido junto a
un nimero conocido y del lado derecho del signo de igual hay un nimero conocido.

17.- Escribe la ecuacion que representa la forma en que podemos encontrar los cuatro
digitos del PIN que te permitiran desbloquear el celular de tu amiga y revisar la

conversacion.

18.- ;Crees que las reglas que acabas de descubrir te permitan encontrar el valor de la

incognita? Inténtalo!!!

19.- ;Crees que el material manipulable te ayudo6 de alguna manera?, ;Cémo?
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APENDICE D. Ficha técnica

Actividad: Encontrando valores desconocidos.

Introduccion: Se les proporcionara a los estudiantes el material manipulable, mientras se
explica que las “x” pueden representar un nimero desconocido. Los circulos pueden
representar unidades y los signos de operaciones les permitira hacer las operaciones que
ellos consideren pertinentes.

Enunciado del problema: Imagina que tu amigo (a) dejo su teléfono olvidado en tu casa y
tu sabes que tiene una conversacion con tu crush donde hablan sobre ti, y no te ha querido
decir que comentan en esa conversacion. Obviamente tiene contrasena PIN que es de cuatro
digitos, y para poder conocer este PIN existen instrucciones que escribid en su libreta, en
caso de qué se le olvidara, y t0 tienes esa libreta. Las instrucciones dicen lo siguiente:

“Para recordar mi contrasefia debo encontrar tres nimeros consecutivos (que en este
momento desconozco) cuya suma es 27, y al colocar estos nimeros consecutivos uno junto
al otro, ordenandolos del menor al mayor podras volver a entrar a tu teléfono.”
(Crees que exista una forma de poder encontrar el PIN de cuatro digitos para poder acceder

al teléfono?

Poblacion objetivo: Estudiantes de primer grado de secundaria.

Elementos del pensamiento matematico que se busca desarrollar: Identificacion de
patrones, generalizacion de resultados, uso de diferentes representaciones.

Conexiones: Ecuaciones lineales.
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Indicaciones o sugerencias durante el proceso de implementacion (se llevaran a cabo
dependiendo del momento en cuanto el instructor considere pertinente expresarlas):

Una vez que el estudiante leyo el enunciado del problema, con la finalidad de verificar si
entendid el enunciado se le puede preguntar ;Cuales son los datos? ;Qué es una incognita?
(Cual es la incognita en este caso? ;Qué se le pide obtener?

Exponer alglin caso donde se indique lo que un signo de igualdad representa, por ejemplo si
un kilo de azicar vale 10 pesos entonces podemos expresar que:

Kilo de azacar= $ 10

Al organizar los datos de la tabla preguntar a los estudiantes qué operaciones hicieron para
encontrar la solucion.

Indicar que las literales pueden obtener distintos valores, dependiendo de la ecuacion o
situacion en que se esté trabajando.

Presentar un problema parecido con una dificultad menos, buscando que el alumno lo
adecue al problema inicial:

(Como puedes representar dos nimeros consecutivos cuya suma es 3? ;Coémo puedes
representar dos nimeros consecutivos cuya suma es 13?

Heuristicas ttiles durante el proceso de implementacion (incluyendo sugerencias
especificas):

Organizar la informacion. Proporcionar la tabla necesaria y pedir que posteriormente
ellos realicen las operaciones adecuadas.

Otorgar el material manipulable necesario. Asi como sugerencias para su uso, al intentar
representar la informacion.

Elaborar una figura. Otorgar a los alumnos las figuras o esquemas necesarios y pedir que
establezcan relaciones.

Observar un problema con menor dificultad. Que permita al estudiante visualizar una
posible via de solucion y adecuarla posteriormente al problema inicial.
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APENDICE E. Oficio de autorizacion para la participacion de los estudiantes

Mineral de la Reforma, Hidalgo a los  dias del mes de de

Oficio dirigido a padres o tutores de estudiantes para solicitar permiso de que sus
hijos o tutorados participen en el proyecto de investigacion.

Estimado C. , tutor del estudiante
El que suscribe, profr. Oscar Iram Aguirre Alvarez,

docente de Matematicas de la Escuela Secundaria , solicito

autorizacion para que su hijo participe en la realizacion de una actividad disenada para el
aprendizaje del algebra.

Los datos derivados de dicha actividad (una grabacion en video y hojas de trabajo), se
utilizaran en la realizacién de una tesis, a través de la cual pretendo obtener el grado de
Maestro en Ciencias en Matematicas y su Didactica, por la Universidad Auténoma del
Estado de Hidalgo. Dicha tesis se enmarca dentro del proyecto de investigacion “Disefio de
tareas de aprendizaje enfocadas al desarrollo del pensamiento algebraico”, el cual esta
coordinado por los Doctores y ,

profesores investigadores del Area Académica de Matematicas y Fisica de la UAEH, uno
de quienes funge como director de tesis.

Es importante mencionar que durante, y después del proceso de recoleccion de la
informacion nos cefliremos a las normas éticas y de confidencialidad establecidas en la
séptima edicion del Manual de Estilo de la American Psychological Association. Lo
anterior significa que en durante la grabacion de video nunca se hardn tomas del rostro de
sus menores hijos y que, en la redaccion de la tesis o posibles articulos de investigacion
derivados, se asignarda un seudonimo a los participantes, con el fin de que no se pueda
identificar de qué escuela o persona se trata. También nos comprometemos a que los videos
unicamente seran revisados por el Prof. Aguirre y por el director y el codirector de tesis,
quien en este caso es el Dr , también

profesor-investigador de la UAEH, que no se haran publicos por ningin medio y que
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permaneceran bajo el resguardo de los coordinadores del proyecto en las instalaciones de la
UAEH.

Con la finalidad de que puedan ustedes verificar el cumplimiento de los compromisos
anteriores, les haremos llegar por escrito, las ligas electronicas o copias de los documentos
que se publiquen ya sea formato digital o en papel, respectivamente.

El que usted proporcione el permiso o no, para que su hijo participe en la actividad referida
no afectard negativamente su evaluacion en el curso, ya que la participacion es
completamente libre y voluntaria, y usted tiene derecho a suspender el permiso en el
momento que lo desee, sin tener que dar explicacion alguna. La profra.
, docente de matematicas del grupo donde estad su hijo

inscrito, proporcionara cierto valor positivo, por la disponibilidad a realizar la actividad, en
el momento en que evalie y asigne una calificacion a . Es importante

mencionar que la realizacién de la actividad no implica ningin riesgo de dafio fisico o
psicoldgico para el participante.

Agradecemos sinceramente la atencion prestada al presente comunicado. Saludos cordiales.

Una vez leida la comunicacion, proporciond autorizacion para que mi hijo participe
en la realizacion de la actividad para el aprendizaje del algebra
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APENDICE F. Implementacion previa a sujeto X

Transcripcion de la sesion de trabajo (estudiante x)

Se le proporcioné al sujeto la hoja de trabajo junto con el manipulativo y se le pidio leer las
instrucciones.

Respuestas del nimero de pregunta:
1.- El sujeto respondid sin ningun tipo de pregunta o duda.

2 y 3.- El sujeto preguntd por qué se utilizan letras cuando no se sabe el valor de un
numero, el instructor le pregunt6d que cuantos nimeros se podian representar con el nimero
4 a lo que ella respondi6 qué tnicamente el nimero 4. El instructor preguntd cuédntos
nimeros se pueden representar con una letra a lo que el sujeto respondié que cualquier
numero. El mismo sujeto comentd que se utilizan letras ya que permiten representar
cualquier namero.

4.- El sujeto lleno el cuadro haciendo el comentario que en la primera columna la x iba de 5
en 5, en la segunda columna iba de 10 en 10 y en la tercera columna iba de 1 en 1, diciendo
que probablemente era la tabla del 5, la tabla del 10 y la tabla del 1 ( es una forma distinta
de representar dichas tablas, nunca lo habia visto asf).

5.- El sujeto respondi6 sin ningun tipo de pregunta o duda.

6.- El sujeto pregunt6 al instructor que queria decir la pregunta, a lo que respondié que es
un nimero consecutivo y el sujeto contestd “un niumero que va siguiente al otro” (creo que
deberia preguntar primero qué es un nimero consecutivo).

El sujeto representd tres numeros consecutivos con los manipulativos como se presenta en
la imagen.
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El instructor pregunté qué ntimeros eran, a lo que el sujeto contestd que el 1, 2 y 3;
preguntando el instructor ;y si quisiera representar cualesquiera nimeros consecutivos, el
8, 9, 10 utilizando una x?,

Respondi6 que deberian ser tres x ya que estas pueden tener el valor que se necesite.

El instructor le pregunto si la x puede valer 8, 9 y 10 al mismo tiempo y el sujeto coloco de
la siguiente manera los manipulables.

El instructor preguntd qué entonces qué otros niimeros podrian representar esta forma en
que habia colocado el material, a lo que el sujeto respondié después de pensarlo unos 5
minutos que podrian ser cualquier nimero y los dos siguientes de ese numero.

Pregunt¢ el instructor si podrian ser el 1000,1001 y 1002 o el 50, 51 y 52. A lo que el sujeto
contestd que podrian ser cualquier nimero y sus dos siguientes.

8.- El sujeto respondid que no sabia qué dibujo o esquema realizar. El instructor le
menciond que podrian ser nimeros, que primero los representara con el material, que debia
estar en una sola fila todos los nimeros y el signo de igual, que no olvidara que cada
circulo de madera representa la unidad. El sujeto preguntd como debia quedar a lo que el
instructor le menciond que es lo que representaban las del lado izquierdo las tres X y los
tres circulos y que es lo que representaban los 27 circulos. El sujeto contestd que la suma de
las x y los tres puntos debian ser igual a los 27 circulos. Y después coloco el material de la
siguiente manera.
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9.- El sujeto respondi6 sin ningun tipo de pregunta o duda.
10.- El sujeto respondio sin ningun tipo de pregunta o duda.

11.- El sujeto respondié sin ningun tipo de pregunta o duda.

(Usted qué opina de la actividad y de lo que sucedi6?

Creo que hasta aqui la actividad es correcta, con quiza algunos pequefios cambios. Pero no
logro ver un camino de como lograr que el alumno construya por si mismo la forma de
resolver una ecuacion. Comenzaré a buscar la forma de resolver una mas sencilla y si lo

logro le aviso doc.
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APENDICE G. Transcripcién de las grabaciones en video

Con la finalidad de ahorrar papel durante el proceso de impresion de la tesis, las
transcripciones de las videograbaciones se pueden consultar, en formato electronico, en:

https://drive.google.com/drive/folders/IncLEqv3t GoPeM8mGhOiUKK0Sc3OUvYIG?
usp=sharing
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