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RESUMEN

El presente trabajo tiene el propodsito de documentar y analizar las formas de
razonamiento empleadas por estudiantes de licenciatura, al abordar actividades que
implican demostrar resultados basicos de geometria. El marco conceptual de este
trabajo estd basado en la perspectiva de resolucion de problemas, asi como en la
caracterizacion de los tipos de razonamiento y argumentacion que desarrollan los
estudiantes al enfrentar situaciones problematicas. La metodologia empleada en este
trabajo es cualitativa. Se recopild informacion sobre la forma en que estudiantes de
licenciatura demuestran resultados geométricos basicos, mediante pruebas escritas y
entrevistas grabadas en video. Los resultados de este trabajo muestran que durante la
elaboracion de demostraciones los estudiantes tienen oportunidades para disefiar sus
propias estrategias y rutas de solucion, asi como desarrollar diferentes formas de

razonamiento.

Abstract

The aim of this research is to document and analyze cognitive process developed by
undergraduate students when developing proofs of basic geometry results. The
conceptual framework that guided data interpretation was constructed around the
problem solving model as well as the characterization of ways of reasoning and
arguments that students can offer to convince themselves and convince others about
the validity of a mathematical result. The methodology employed was qualitative.
The sources of data were written records and semi-structured interviews, which were
video recorded. The principal results are that proof tasks offered students
opportunities to design their own strategies and solutions routes, and to develop

different ways of creative reasoning.
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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene el objetivo de documentar y analizar las formas de
razonamiento que emplean estudiantes de una licenciatura en matematicas
durante la demostracion de resultados geométricos basicos. Este tema fue
elegido dada la importancia que tiene para los profesores conocer como
piensan los estudiantes, ya que esta informacion constituye la base para
determinar las caracteristicas de las tareas y estrategias de instruccion que
pueden favorecer el desarrollo del pensamiento matematico y la construccion
de un aprendizaje con entendimiento. Asimismo, el conocer diferentes rutas
para resolver un problema robustece las aproximaciones didacticas que el

profesor puede emplear para disefiar tareas y escenarios de instruccion.

En el primer capitulo describimos, desde un contexto histérico, la importancia
del estudio de la Geometria Euclidiana, asi como también algunos referentes
normativos tanto nacionales como internacionales (SEP' y NCTM?
respectivamente) y que orientan la ensefianza de la geometria en Educacién
Béasica y Educacién Media Superior. De la misma manera, en este capitulo

planteamos el objetivo general y las preguntas que orientan la investigacion.

En el segundo capitulo, exponemos los elementos que integran el marco
conceptual y se explican las razones que permitieron su eleccion y
articulacion. EI marco de esta investigacion se construyé a partir de
considerar algunos conceptos basicos del marco de resolucion de problemas
(Polya, 1981; Schoenfeld, 1985; Santos Trigo, 2010; Barrera y Reyes, 2013),
asi como la clasificacion de los tipos de razonamiento que emplean los
estudiantes durante la resolucion de problemas (Lithner, 2007; Lithner y
Bergqvist, 2011) y las formas de justificacion utilizadas para convencerse a si
mMismos y convencer a otros acerca de la validez de un resultado matematico
(Harel y Sowder, 1997).

" Secretaria de Educacion Publica
* Por sus siglas en inglés National Council of Teachers of Mathematics
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En el capitulo 3, detallamos la metodologia empleada durante la
investigacion. Explicamos el proposito, caracteristicas de las tareas vy
realizamos un analisis previo de las mismas. Describimos algunas
caracteristicas de los participantes de la investigacion, asi como los
instrumentos mediante los cuales se llevdo a cabo la recoleccion de
informacion. Ademas, llevamos a cabo el procesamiento y el andlisis de la
informacion recabada, el cual incluye resumir la informacion, describir las
rutas de solucion seguidas por cada estudiante para resolver las tareas y
construir algunos diagramas que permitan visualizar las diferencias y
semejanzas de las diferentes aproximaciones, asi como los elementos
cognitivos puestos en juego en cada una de las rutas de solucion,
enfatizando el tipo de razonamiento, los esquema de prueba y las heuristicas

empleadas.

En el capitulo 4, analizamos las formas de argumentacion que los
participantes emplearon para asegurarse y convencerse de sus respuestas
(Hersh, 1993; Moore, 1994; Weber, 2001 Villiers; Raman, 2003; Recio y
Godino, 2001; Segal, 2000; Selden y Selden, 2003), y el papel de las
heuristicas empleadas en la construccién de las rutas de soluciéon (Polya,
1981; Schoenfeld, 1985). Cabe mencionar que la forma en que los
estudiantes se convencen a si mismos o convencen a otros de un resultado
no se restringe al uso de argumentos deductivos, sino que incluyen la
utilizacion de elementos visuales o empiricos (Harel y Sowder, 1998), los

cuales son aspectos que apoyan la construccion de argumentos formales.

En el capitulo 5, realizamos una reflexion sobre los resultados y elaboramos
algunas de las conclusiones que consideramos relevantes. Es importante
sefalar que dada la naturaleza del trabajo, estos resultados no pretenden
establecer generalizaciones respecto al tipo de razonamiento o
argumentaciones que podrian llevar a cabo los estudiantes al abordar tareas
en las que demuestren resultados geométricos, sino resaltar aquellos

aspectos que resultaron relevantes en el contexto especifico en el que se



implemento el trabajo de investigacion. Ademas de aportar informacion util
respecto a las diferentes rutas o aproximaciones que los estudiantes
siguieron y ejemplificar una posible forma para analizar las caracteristicas de
pensamiento desarrollado por los estudiantes. Finalmente, formulamos
algunas observaciones y sugerencias que podrian servir como referente para

futuras investigaciones.



CAPITULOI



I. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

I.1. Antecedentes

La palabra geometria proviene de la union de dos palabras griegas geo, tierra y
metria, medida, que juntas significan mediciéon de la tierra. Los conocimientos
geométricos fueron empleados por los egipcios con la finalidad de resolver problemas
relacionados con la pérdida de tierras durante las crecidas del rio Nilo y con la
orientaciéon de sus construcciones, sin embargo, €stos consistian esencialmente en
reglas que tenian una finalidad practica. Una evidencia del tipo de conocimientos
matematicos que poseian los antiguos egipcios se encuentra en diferentes papiros que

se conservan en la actualidad (figura 1.1).

(a)’ (b)°*

Figura 1.1. Problemas matematicos en el papiro de Rhind (a) y el papiro de Moscu (b).

* Imagen recuperada de http://www.um.es/docencia/pherrero/mathis/egipto/papiros.htm
* Imagen recuperada de http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/HistTopics/Egyptian_papyri.html
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El saber matematico de los egipcios fue trasladado a Grecia a través de Tales de
Mileto (640-546 a. C.); ya que de acuerdo con Proclo (siglo V d. C.), Tales visitd
Egipto y ahi aprendi6 geometria (Anglin, 1994). Proclo comenta en el Sumario de
Edemo’, que Tales estableci6 cuatro teoremas: (i) el circulo se biseca por su diametro,
(i1) los angulos de la base de un triangulo con dos lados iguales son iguales, (iii) los
angulos opuestos de lineas rectas que se intersecan, son iguales y (iv) si dos
tridngulos son tales que dos dngulos y un lado de uno son iguales a dos dngulos y un
lado del otro, entonces los tridngulos son congruentes. Se cree que Tales empleaba
razonamientos logicos para justificar las proposiciones matematicas y no confiaba
solo en la intuicién, como lo hacian los egipcios. Es decir, Tales fue uno de los
primeros matematicos en demostrar una afirmacion matematica mediante un
procedimiento deductivo. Incluso algunos autores mencionan que la primera
demostracion de la que se tiene registro es la prueba elaborada por Tales de que el

diametro del circulo divide a éste en dos partes iguales (Bramlett y Drake, 2013).

La simplicidad y obviedad de los teoremas enunciados y demostrados por Tales son
un indicador de que este matematico conocia la importancia de la prueba. Tales
demostrd estos resultados no porque tuviera dudas acerca de su veracidad, sino
porque trataba de desarrollar una técnica sistematica para justificar resultados
(Turchin, 1977; Davis y Hersh, 1982). Un aspecto que caracteriza a las
demostraciones de esta época es que se expresaban de forma retorica, ya que el
simbolismo algebraico como lo conocemos actualmente fue desarrollado hasta el

siglo XVI por Vieta y perfeccionado en el siglo XVII por Descartes.

Euclides (330 - 275 a. C.), fue un matematico griego reconocido como el autor de los
Elementos (figura 1.2), una coleccion de libros que constituyen un tratado de
geometria y de teoria de nimeros. La caracteristica central del trabajo de Euclides es
que cada resultado era demostrado mediante argumentos deductivos partiendo de un
pequeiio conjunto de axiomas, definiciones, postulados, nociones comunes y otras
proposiciones demostradas previamente; lo cual constituye lo que se conoce

actualmente como método axiomatico.

5 Edemo de Rodas fue estudiante de Aristoteles 320 a. C.
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. iy 6
Figura 1.2. Teorema de Pitagoras como aparece en “Los Elementos”.

En México, también se tienen vestigios del empleo de la geometria que utilizaron
varias de las culturas mesoamericanas, entre ellas podemos mencionar a la cultura
Olmeca. Para Ysunza y Ogazon (1974), esta civilizacion tuvo su origen entre 1800 a.
C. a 100 a. C. mientras que otros autores la sefialan como la primer civilizacion
politica mesoamericana (Flores, 2007). Esta cultura empleo sus conocimientos de
geometria para esculpir gigantescas cabezas de piedra, figurillas y estelas, ademas de
establecer un calendario, el juego de pelota y algunas obras arquitectonicas como las
piramides, que fueron edificaciones usadas para llevar a cabo cultos religiosos. Su
conocimiento sobre el uso de la Geometria se fue trasmitiendo a otras culturas como
la Teotihuacana y la Maya, por mencionar algunas. Las culturas mesoamericanas
realizaron construcciones de gran esplendor arquitectonico como las pirdmides de la
Luna, Pirdmide del Sol, el templo de Quetzalcoatl, Templo de las Inscripciones o el
Tajin. Existen otras construcciones arquitectonicas mesoamericanas que muestran la
grandeza y el conocimiento de la geometria que se tenia entre esas culturas pero seria

necesario hacer un estudio mas amplio de este tema.

% Imagen recuperada de http://platea.pntic.mec.es/~aperez4/html/grecia/grecia.html
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El conocimiento de estas civilizaciones sobre el empleo de la geometria fue con fines
meramente practicos, no se conoce documento a la fecha que date de esa época y que
nos permita saber si ese conocimiento fue utilizado para realizar demostraciones mas
profundas como en el caso de los griegos. Sin embargo y a pesar de no tener
evidencias de esto ultimo, en la revista México desconocido niimero 219 del ano de
1995, se public6 un articulo que describe el analisis geométrico realizado por el
matematico Oliverio Sanchez en 1992, quién basandose en investigaciones y
descubrimientos de Antonio Leén y Gama’, Alfonso Caso® y de Raul Noriega °; éste
asegura que tres monolitos prehispanicos (la Piedra del Sol, la Piedra de Tizoc y la
Piedra de Moctezuma) muestran informacion relevante sobre el conocimiento y
empleo de la geometria por los mexicas. En dicho documento se asegura que para
Oliverio, la Piedra del Sol contiene informacion sobre la construccion de poligonos
regulares complejos como: el pentagono, el heptagono, el heptacontakaidecagono, asi
como también el cuadrado, hexdgono, nonagono y sus multiplos; asi mismo afirma
que se describe el procedimiento para trisecar un angulo de 120°. Lo anterior a base

de emplear solo regla y compas.

Oliverio menciona que la Piedra de Tizoc y la de Moctezuma contienen el
procedimiento para construir poligonos regulares de lados 40, 48, 64, 128, 192 y 240
hasta 480. La primera piedra, muestra también la construccion de poligonos de 15
lados; mientras que la segunda contiene el procedimiento para trazar poligonos de 11
y 13 lados y la construccion de este ultimo poligono permite resolver un problema
geométrico como lo es la cuadratura del circulo con una aproximacion de 35

diezmilésimas.

7 Antonio Leén y Gama (1735-1802), fue en su tiempo un jurista, cientifico e historiador. Sin embargo
fue también un apasionado de la astronomia, lo cual le permitio escribir la obra Descripcion historica y
cronologica de las dos Piedras que con ocasion del nuevo empedrado que se estd formando en la
Plaza principal de México, el afio de 1790. De hecho fue el primero en estudiar la Piedra del Sol y la
estatua de la Coatlicue, desde un punto de vista cultural mas que de relaciones geométricas.

¥ Alfonso Caso (1896-1970), fue quizd el mayor representante de la arqueologia mexicana
mesoamericana. Fue el primero en estudiar y difundir la arquitectura de templos, piedras, esculturas,
escritura, ceramica, libros, mapas y muchas otras obras relacionadas a las culturas precolombinas. su
estudio sobre la Piedra del Sol fue muy limitada pero origind que arquedlogos, matematicos e
historiadores, profundizaran en su estudio.

’ Raul Noriega (1907-1975), fue un investigador muy dedicado. En 1953 realiza un analisis
matematico sobre la Piedra del Sol y establece la relacion del calendario con los movimientos del Sol,
Venus, la Luna y la Tierra, mientras que relaciona la Piedra de Tizoc con los movimientos de Venus.
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Figura 1.3. La Piedra del Sol, mostrando los mdodulos
relacionados con la composicion circular
Fuente: México desconocido, 1995, p.63.

Una investigacion reciente sobre el empleo de la geometria en la cultura
mesoamericana es el estudio llamado Geometria Mesoamericana (Martinez, 2000), el
cual lleva a cabo un andlisis detallado sobre las relaciones geométricas que se
encuentran en varias obras mesoamericanas como: estucos, codices, esculturas,
centros ceremoniales, puntas de lanza o cuchillos de sacrificio, instrumentos

musicales e incluso el asentamiento de sus ciudades.

Los gedmetras mesoamericanos idearon la division del circulo en 360 grados -
un grado por cada dia del afio-, dejando fuera los cinco nemontemi o dias
nefastos que no tenian cabida en dicha divisién; conocian, por lo tanto, la
biparticion de un angulo. Es probable que el problema de obtener el angulo de
un grado haya sido resuelto no a través de rectangulos. Desarrollaron las
progresiones tanto aritméticas como geométricas y conocieron la “Divina
Proporcion” o proporcion aurea; el Numero de Oro o ¢; el nimero =, que
expresa la relacion del diametro de un circulo con su circunferencia; los
rectangulos estaticos y dindmicos; el rectdngulo perfecto, llamado también

rectangulo dureo o0 RECTANGULO ¢, y su armonico, el RECTANGULO K o \/6;

12



el RECTANGULO X, caracteristico del arte mesoamericano; los RECTANGULOS
V2 .\/5,\/1}1\/5 ; los RECTANGULOS ¢1,¢2,¢3 y sus reciprocos, ademas de
los entrelazados y combinaciones de los anteriores. (Martinez, 2000, p. 248)

Omeyocan

Figura 1.4. Frente de la Coatlicue, mostrando la espiral ¢.
Fuente: Martinez, 2000, p. 156.

Para Martinez (2000), las obras mesoamericanas estan disefiadas por RECTANGULOS
BAsIcos"™ los cuales dependen de las relaciones establecidas segun el material de

analisis, es decir, cada pieza contiene una unidad especifica de medida que genera su

RECTANGULO BASICO.

Cabe senalar que para estas culturas, esas relaciones geométricas no solo fueron

realizadas con fines estéticos mas bien tenian un profundo significado mistico y a la

' La autora se refiere a rectangulos que se generan del cuadrado y su diagonal; define como médulo
(M) a la razon entre la altura y la base del rectangulo. Define varios RECTANGULOS generados a partir
del RECTANGULO GENERADOR 0 CUADRADO UNIDAD.
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vez el propdsito de relacionar el todo con cada una de sus partes y cada una de sus

partes con el todo, principalmente con el Universo.

Con base en lo expresado en parrafos anteriores, podriamos asegurar que para las
culturas mesoamericanas fue importante establecer relaciones geométricas en la
mayoria de sus artes plasticas y por lo tanto aplicaron un pensamiento deductivo para
realizar registros astronémicos y arquitectonicos, ademas, de auxiliarse de la
geometria para lograr la perfeccion en sus calculos y construcciones. Es aqui donde
nos damos cuenta de que fue parte fundamental el desarrollar habilidades que les

permitieran aplicar su conocimiento geométrico en sus diversas obras.

En cuanto a la ensefianza de la geometria entre estas culturas, el conocimiento era
trasmitido de generacion a generacion y de acuerdo al estatus social de cada grupo, no
se podia aprender un nuevo conocimiento si la persona no pertenecia a un grupo
social conformado de antemano; es decir, los oficios como arquitectos, alfareros,

guerreros o sacerdotes era un cargo que se transmitia de generacion en generacion.

A partir de la conquista de México el 12 de octubre de 1942, la educacion de los
grupos mesoamericanos da un giro de 180° y con este suceso se pierden vestigios
importantes sobre las costumbres de las culturas prehispanicas como documentos,
incluso se destruyen construcciones que nos permitirian actualmente entender mas

sobre estas culturas.

Durante el dominio espanol se establece la necesidad de educar al pueblo
conquistado, en principio, con el fin de establecer la lengua castellana como un medio
de comunicacion, luego se pretende educar al pueblo en oficios; en este ultimo, se
puede decir que se comienza a observar un intento de educar al pueblo en algunos
temas de geometria, por ejemplo, en oficios como la carpinteria o la escultura con el
propdsito de prolongar la servidumbre a la elite espafiola. En esta etapa no se tenia el
proposito de desarrollar las capacidades de los individuos, sin embargo, a partir de
1822 la educacion en México comienza a tomar importancia para la creacion de las
primeras Escuelas Primarias Publicas con las escuelas Lancasterianas. Posteriormente

en 1833 Valentin Gémez Farias establece las Escuelas Primarias del Distrito Federal
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y con ello el que uno de los puntos fuera ensefiar a los nifios a leer, escribir y contar
(Villalpando, 2014). Hasta este punto se observa que ain en sus inicios la ensefianza
de la geometria no es relevante. Para 1889 se discute en el Congreso de Instruccion,
entre varios temas, la ensefianza de nociones practicas de geometria entre los diversos
contenidos propuestos para Primaria Elemental''y Primaria Superior'?, mismas que
como lo menciona José M. Villalpando, el fin primordial de la educacion era la
adquisicion sistematica de conocimientos (Villalpando, 2014). En el mismo Congreso
se establecid que la Educacion Preparatoria debia durar 6 afios y comenzar por

ensefar Matematica y Logica.

Para el afio de 1977, el Programa de Estudio de Primaria de Sexto, propone que la
ensefianza de la Geometria debia “lograr una comprensiéon mas amplia del mundo que
nos rodea, a través del estudio de sus relaciones con algunos elementos geométricos”
(p.- 71), ademas, éste recomienda desglosar y dosificar de manera programatica los
contenidos matematicos durante el transcurso de la Educacion Primaria y revisarlos
en ocho unidades de aprendizaje con el fin de evitar el desinterés de los estudiantes.
Considerando la curricula sefialada por el Programa de Estudio- Sexto Grado de
Educacién Primaria, en cada uno de los grados de Primero a Sexto se proponia revisar
un tema de Matematicas especificamente y en cuanto a la ensefianza de la geometria
se buscaba revisarla en el Quinto grado y cuyos temas a tratar fueran: la simetria
bilateral, la rotacion o simetria de rotacion, el area y volumen, el dibujo a escala y la

geometria cartesiana.

De acuerdo al Archivo Historico de la SEP (1928), el Plan de Estudios de Secundaria
de 1926, contemplaba en Primer afio la ensefianza del dibujo constructivo, en el
Segundo afio el dibujo de imitacion mientras que en el Tercer afio no se contemplaba
materia relacionada con la ensefanza de la Geometria (pp. 394 - 395); para 1932 se
cambiaba a la ensefianza del dibujo de imitacion en Primer afio y el dibujo
constructivo en el Segundo ciclo (Irigoyen, 2003). En cuanto a los Planes de Estudio

de Bachillerato entre los afios 1996 y 2006, se propone que en los dos primeros

" Ensefianza para nifios de entre 6 a 12 afios.
"2 El estudio equivalente a lo que hoy se conoce como Educacién Secundaria Bésica, ésta se cursaria
después de terminar la primaria elemental y duraria en un inicio 2 afios.
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semestres se revisen temas de Geometria y en el tercer y cuarto semestre temas de

Geometria Analitica (UNAM, 1996).

En 1996, los Libros para el Maestro de Matematicas de los grados de Primero a Sexto
de Educacion Primaria, recomendaba que los estudiantes en el primer afo,
reconocieran y diferenciaran las caracteristicas de las figuras y ademas identificaran
cuadrados, rectangulos, tridngulos y circulos en su entorno (SEP, 1996a); en el
segundo grado, se proponia que identificaran por su forma y nombre a figuras como:
cuadrados, rectangulos, triangulos, circulos, trapecios, rombos, romboides,
pentagonos y hexagonos (SEP, 1996b); en el tercer grado, se esperaba que se
desarrollara la intuicion geométrica y la imaginacion espacial a través del analisis del
espacio fisico, de los objetos y figuras del entorno, y de su ubicacién y representacion
en el plano, asi como el desarrollar la habilidad para realizar trazos y mediciones,
utilizando instrumentos como la regla y la escuadra (SEP, 1996c¢); en el cuarto grado,
se buscaba desarrollar la habilidad en el manejo de diferentes instrumentos de
geometria, para el trazo de lineas paralelas y perpendiculares, figuras, ejes de simetria
y cuerpos geométricos (SEP, 1996d); en el quinto afio, se esperaba desarrollar
habilidades para clasificar, comparar y relacionar figuras geométricas, de acuerdo con
la simetria, paralelismo, perpendicularidad y angulos, asi como las destrezas para la
construccion de algunos cuerpos geométricos, utilizando instrumentos como la
escuadra, la regla, el transportador y el compas (SEP, 1996¢); finalmente, en el sexto
grado se proponia desarrollar habilidades para clasificar, comparar y relacionar
figuras geométricas, de acuerdo con la simetria, el paralelismo, la perpendicularidad y
angulos, asi como destrezas para la construccion de algunos cuerpos geométricos,
utilizando instrumentos como la escuadra, la regla, el transportador y el compas (SEP,

1996f).

En cuanto a la ensefanza de la Geometria en la Educacion Secundaria, los Planes y
Programas de Estudio 1993 y en los Planes y Programas de Estudio de 1997,
establecian que en Primer afio los temas de geometria a abordarse debian ser: el
dibujo y los trazos geométricos, la simetria axial, la medicion y el célculo de areas y

perimetros; en el Segundo afio, se pretendia que los estudiantes conocieran las figuras
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basicas y los trazos geométricos, la simetria axial y la central, los dngulos entre
paralelas y una secante, la equivalencia de figuras, el calculo de areas y los sélidos, y
en el Tercer afio el estudio de los triangulos y cuadriléteros, el circulo, la semejanza,

el teorema de Pitdgoras, los solidos y los elementos de trigonometria.

En la Reforma Integral de Primaria 2009'°, se cambia la forma de organizar los
contenidos y se dividen los contenidos matematicos por ejes. Uno de estos es llamado
Forma, espacio y medida y en el cudl se incluyen los temas de Geometria. En este eje
se establecio que el estudio de la geometria y la medicion en la Educacion Bésica
permitiera que el alumno: explorara las caracteristicas y propiedades de las figuras
geométricas, se generasen condiciones para que los alumnos ingresaran en un trabajo
con caracteristicas deductivas y debian conocer los principios basicos de la ubicacion
espacial y el calculo geométricos. De la misma manera, se pretende que los
estudiantes pudieran resolver problemas de manera auténoma, comunicaran
informacion matematica, validaran sus procedimientos y resultados, y manejaran
técnicas eficientemente. En cuanto a los temas de geometria, se pretendia que estos
permitieran que los estudiantes: conocieran las propiedades basicas de triangulos,
cuadrilateros, poligonos regulares, prismas y piramides; pudieran calcular perimetros,
areas o volumenes y expresar medidas en distintos tipos de unidad. En la Reforma
Integral de Educacion Basica 2011, se busca que los estudiantes de Educacion
Primaria, de Primero a Sexto afio, conozcan y usen las propiedades basicas de
angulos y diferentes tipos de rectas, asi como del circulo, tridngulos, cuadrilateros,
poligonos regulares e irregulares, prismas, piramides, cono, cilindro y esfera al
realizar algunas construcciones y calcular medidas, expresar e interpretar medidas
con distintos tipos de unidad, para calcular perimetros y éareas de triangulos,

cuadrilateros y poligonos regulares e irregulares.

En cuanto a los Programas de Estudio 2006 de Educacion Basica Secundaria, en la
asignatura de Matematicas; se propone organizar los contenidos matematicos en tres

ejes: Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico, Forma, Espacio y Medida vy,

" Se conoce como Reforma Integral de Primaria a la modificacion curricular que se efectu6 en los

Planes y Programas de Estudio de Primero a Sexto de Primaria en el afio 2009, con la finalidad de
articular el proceso de ensefianza-aprendizaje basado en el enfoque de competencias.
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Manejo de la Informacion, en donde los temas de geometria se revisan en el segundo
eje. En el mismo documento se recomendaba que en Primer grado, se revisaran temas
como las transformaciones (movimientos en el plano), las formas geométricas (rectas
y angulos, figuras planas), la medida (justificacion de formulas, estimar medir y
calcular); en Segundo grado, la medida (justificacion de férmulas), las formas
geométricas (figuras planas, rectas y angulos, cuerpos geométricos) y las
transformaciones (movimientos en el plano); en Tercer grado, las formas geométricas
(figuras planas, rectas y angulos, semejanza), la medida (justificar formulas, estimar,

medir y calcular) y las trasformaciones (movimientos en el plano).

En los Programas de Estudio 2011. Guia para el Maestro. Educacion Basica
Secundaria. Matematicas. se continua la misma organizacion de contenidos en los tres
ejes del 2006, pero a diferencia de éste, se pretende revisar los temas de los tres
grados de la siguiente manera: en Primer grado, el estudio de figuras y cuerpos (trazo
de triangulos con juego de geometria, analisis de altura, medianas, mediatrices y
bisectrices, construccion de poligonos regulares, angulo interno y externo,
construccion de circulos) y la medida (justificacion de férmulas, drea de poligonos
regulares y transformacion de figuras, perimetro y area de poligonos, longitud de una
circunferencia su area y perimetro). En el Segundo grado, el estudio de las figuras y
cuerpos (angulos entre paralelas, justificacion de angulos interiores de triangulos y
paralelogramos, construccion de tridngulos, suma de angulos interiores de poligonos,
cubrimiento del plano, construccion de figuras simétricas) y la medida ( calculo de
areas de figuras compuestas, areas laterales de prismas y piramides, justificacion de
formulas de volumen de cubos y piramides rectas, relacion entre medidas de volumen
y capacidad, sistema internacional de medidas, 4ngulos inscritos y centrales en un
circulo, medida de angulos inscritos y centrales, arcos, sectores y corona). En Tercer
grado, las figuras y cuerpos (congruencia y semejanza, rotacion y traslacion, simetria
axial y central, rotacion y traslacion, teorema de Tales, homotecia, cilindros y conos)
y la medida (teorema de Pitagoras, razones trigonométricas seno, coseno y tangente,

secciones del cono y cilindro, célculo del volumen de cilindros y conos).
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En general se puede observar que en los Planes y Programas de Estudio del Sistema
Educativo Mexicano, el estudio de la Geometria se considera importante; sin
embargo, era frecuente ubicar su tratamiento en los ultimos bloques de ensefianza
puesto que gran parte de los profesores de Educacion Bésica seguia la secuencia
marcada en los Planes y Programas sin salirse de ella; esto pudo ocasionar el no poder

cubrir en su totalidad los contenidos propuestos para el estudio de la Geometria.

Actualmente, los Programas de Estudios de Educaciéon Secundaria recomiendan
abordar las ideas geométricas paralelamente con ideas de Sentido Numérico,
Pensamiento Algebraico y el Manejo de la informacion, e incluso vincular al estudio
de la Geometria con el de otros temas y asignaturas como la Geografia y la Fisica,
entre otras. Por ejemplo, en los Programas de Estudio de Secundaria (SEP, 2011) se
intenta revisar en cada bloque algunos temas de geometria y relacionar su ensefianza

con otros ejes tematicos dentro del mismo bloque como el dlgebra (figura 1.3).

Figura 1.3. Organizacion de los aprendizajes de Matematicas del Bloque 11, de Segundo
Afo de Secundaria.
Fuente: Programa de Estudios 2011. Guia para el maestro.
Educacion Basica Secundaria. Matematicas, p. 40.
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En cuanto a la importancia del estudio de la Geometria, en Educacién Basica,
encontramos que en el libro del maestro de Educacion Secundaria de Matematicas
(SEP, 1997a: pp. 223-224) se sefiala que el estudio de la geometria es importante
porque promueve que los estudiantes desarrollen la imaginacion, la capacidad de
explorar, representar y describir su entorno fisico, para comprender ideas
relacionadas con la medicidn, el nimero y otras partes de la matematica. Se considera
que mediante el estudio de la Geometria el estudiante adquiere las bases para estudiar
otras ramas de las matematicas y otras disciplinas cientificas. En el Programa de
Estudios 2006. Educacion Basica Secundaria de Matematicas (SEP, 2006), en el eje
de Forma, Espacio y Medida; se propone implementar actividades de instruccidon que
despierten el interés de los estudiantes, que promuevan la reflexion, que los inviten a
encontrar formas de resolver problemas, formular argumentos y validar resultados y

en donde se privilegie el razonamiento mas que la memorizacion.

En el caso del Bachillerato —de caracter obligatorio a partir de la Reforma Integral
de la Educacion Media Superior 2009 (RIEMS, 2009)— se sefialan como
competencias disciplinares basicas'® el construir e interpretar modelos matematicos
para comprender y analizar situaciones reales, hipotéticas o formales; formular y
resolver problemas matematicos; explicar e interpretar los resultados, argumentar las
soluciones obtenidas mediante un lenguaje verbal, matematico y el empleo de las
tecnologias de la informacion y comunicacion, entre otros. En este nivel educativo los
contenidos geométricos que se recomiendan revisar en los dos primeros semestres se
incluye al teorema de Pitagoras, congruencia y semejanza de tridngulos, el teorema de
Tales, angulos entre paralelas, propiedades de poligonos y la circunferencia, razones
trigonométricas, leyes de senos y cosenos. En los siguientes dos semestres, se
abordan temas como: lugar geométrico, ecuacion de la recta, elipse, pardbola y

circunferencia.

'* Se define como competencia disciplinar basica al conjunto de “conocimientos, habilidades y
actitudes asociados con las disciplinas en las que tradicionalmente se ha organizado el saber y que todo
bachiller debe adquirir. Se desarrollan en el contexto de un campo disciplinar especifico y permiten un
dominio mas profundo de éste.” (SEP/Acuerdo 442, 2008: pp. 2-3)
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Es importante sefalar que no solamente se ha dado importancia al estudio de la
Geometria en Educacion Basica o Educacion Media ya que actualmente gran parte de
las Universidades Publicas de nuestro Pais, y en las cuales se imparte alguna
Licenciatura en Matematicas (solo los Estados de Baja California Sur, Campeche,
Tamaulipas y Quintana Roo no tienen carreras de Licenciatura en Matematicas y por
lo tanto no fueron consideradas para este analisis), incluyen en su Plan de Estudios la
revision de alguna asignatura de Geometria. Solo el 62% de las Universidades
Publicas que consideramos en este estudio, incluyen la revision especifica del tema
de Geometria Euclidiana y en algunos casos incluyen la revision de geometrias mas
complejas como la Geometria Diferencial o la Geometria Riemanniana entre otras

(Véase Apéndice Q).

Con respecto a recomendaciones internacionales sobre la ensefianza de la Geometria,
algunas propuestas curriculares de cardcter internacional como los Principios y
Estandares para la Educacion Matematica (NCTM, 2000), describen caracteristicas
particulares para una educacion de alta calidad asi como los contenidos y
procedimientos matematicos que los estudiantes deben aprender desde el Nivel
Preescolar hasta el Bachillerato. Esta propone que a través del estudio de la
Geometria los estudiantes pueden aprender acerca de las formas y las figuras, el
analisis de estructuras asi como de las caracteristicas de las mismas y sus relaciones.
La Geometria permite desarrollar el razonamiento de los estudiantes y su habilidad de
justificacion. El razonamiento y la prueba deben ser elementos indispensables en la
formacion de todos los estudiantes para fomentar un aprendizaje con entendimiento

(Hiebert, et al., 1997).

El razonamiento matemdtico y la prueba ofrecen formas poderosas de
desarrollar y expresar la comprension de un amplio rango de fenémenos. Las
personas que razonan y piensan analiticamente tienden a notar patrones,
estructuras, o regularidades en situaciones del mundo real y en el mundo de
los objetos simbdlicos; estas personas se cuestionan si €sos patrones son
accidentales o si ocurren por alguna razén; ademds formulan y justifican
conjeturas. En ultima instancia una prueba matematica es un medio formal de
expresar tipos particulares de razonamiento y justificacion.

Ser capaz de razonar es esencial para el entendimiento de las matematicas. Por
medio del desarrollo de ideas, la exploracion de fendémenos, la justificacion de
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resultados y el uso de conjeturas en todas las areas y—con diferentes
expectativas de sofisticacion— a todos los niveles escolares, los estudiantes
deben ver y esperar que las matematicas tengan sentido. (NCTM, 2000, p. 56)

El razonamiento es un habito de la mente y como tal debe desarrollarse a través de su
uso consistente en diversos contextos. Sin embargo y a pesar de la importancia que se
le da al disefio de actividades que permiten desarrollar el razonamiento y la
justificacion, la investigacion en educacion matematica ha obtenido evidencia de que
los estudiantes presentan diversas dificultades para elaborar demostraciones
geométricas y para razonar creativamente. Lithner (2007) propone algunas
caracteristicas para diferenciar el razonamiento imitativo del razonamiento creativo
mostrado por los estudiantes durante la solucidon de problemas. Los estudiantes
aprenden a razonar observando como otras personas razonan, por lo que toman como
modelo el razonamiento mostrado y/o reforzado por el profesor (Lithner y Bergqvist,
2012). En esta misma linea de ideas, Hiebert (1997) hace énfasis en la importancia
del disefio de tareas que permitan a los estudiantes mostrar y compartir sus estrategias
de solucion ya que esto les permitird ir desarrollando un razonamiento creativo. Otras
investigaciones han documentado que los estudiantes muestran diversas dificultades
al momento de realizar tareas que requieren justificar sus afirmaciones. Por ejemplo,
los estudiantes frecuentemente fracasan al construir pruebas y al explicar por qué las
cosas funcionan de cierta manera. Por esta razon es necesario estudiar los procesos
mentales que muestran los estudiantes cuando construyen dichas pruebas (Weber,
2012), y explicar el estado de habilidad intelectual desarrollado por los estudiantes al

momento de probar conjeturas (Harel y Sowder, 1998).

1.2. Revision de la literatura

En Geometria es muy comun emplear pruebas o demostraciones para justificar
resultados, pero, ;qué significa demostrar un resultado o conjetura?, ;en qué consiste
una demostracion?, ;cudl es la finalidad de una demostracién?, no hay una idea o

definiciéon tnica de lo que es una demostracion, la historia de las matematicas
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muestra que es un concepto que ha cambiado y evolucionado a lo largo del tiempo.
En diversas culturas de la antigliedad, como Egipto o Babilonia, no existia la idea de
demostracién. En las matematicas babilonicas no existen afirmaciones generales,
tampoco hay indicios de métodos deductivos o incluso de explicaciones razonables de
la validez de un resultado (Kleiner, 1991). Fue hasta la época de la Grecia clésica en
que la demostracion fue vista como un elemento importante de la actividad
matematica. Incluso muchos matematicos de épocas posteriores no realizaban de
forma consistente demostraciones de sus resultados o descubrimientos que
satisficieran los estdndares actuales. Newton, por ejemplo, no dio una demostracion
del teorema del binomio, sino que bas6 su comprension y certeza sobre este resultado

en ejemplos y analogias (Polya, 1981, p. 91).

En el dmbito de la educacion matemadtica algunos investigadores han tratado de
establecer qué es una demostracion y cudl es su funcion en el proceso de aprendizaje
de las matematicas, sin embargo no se ha llegado a una definicion o
conceptualizacion unanime. Por ejemplo, algunos autores consideran que una
demostraciéon “es un razonamiento para dar validez a una afirmacién, una
argumentacion que puede asumir formas diferentes, mientras sea convincente”
(Hanna, 1989; citado en De Villiers, 1993, p. 17); mientras que para otros la prueba
“es una explicacion aceptada por una comunidad en un momento dado” (Balacheff;

citado en Lupiafiez, 1999, p. 2).

En lo que respecta a la funcion de la demostracion en el aprendizaje de la disciplina,
las opiniones también son diversas. Hersh (1993), por ejemplo, considera que la
funcion de la demostracion, en el ambito de las matemadticas profesionales, es
convencer a un conjunto de jueces calificados, es decir, al grupo de revisores quienes
evallian un articulo de investigacion; mientras que la funcion de la demostracion en el
salon de clase es explicar por qué las cosas funcionan como lo hacen. De Villiers
(1993) propone cinco funciones de las demostraciones: medio de verificacion,
autoridad absoluta para establecer la validez de una conjetura; medio de explicacion,
proporcionar las razones de por qué son ciertas dichas proposiciones; medio de

sistematizacion, organizacion logica de axiomas, definiciones y teoremas; medio de
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descubrimiento, la exploracion, analisis, descubrimiento e inventiva; y como medio

de comunicacion, interaccion social y de negociacion de significados.

La creencia general de los profesores es que la funcién de una demostracion es
establecer la validez de una conjetura, es decir, obtener certeza de que las relaciones
establecidas en una conjetura son ciertas, sin embargo la conviccion acerca de la
validez de un resultado es un prerrequisito para la busqueda de una demostracion.
Cuando una persona se convence de que un teorema es verdadero, entonces tiene el
aliciente para buscar una demostracion. “Las demostraciones son el sello distintivo de
las matematicas, son una parte esencial de la contribucion de las matematicas a la
cultura general. El estudiante que no ha quedado impresionado por una demostracion

matematica carece de una experiencia mental basica” (Polya, 1945, p. 126).

La investigacion relacionada con la prueba en matematicas ha seguido diversas rutas,
por un lado existen investigaciones que han documentado las dificultades que
muestran los estudiantes al realizar demostraciones (Harel y Sowder, 1998; Moore,
1994; Weber, 2001) o que han analizado como los estudiantes validan o evalian si
los argumentos en una demostracion son aceptables (Raman, 2003; Recio y Godino,

2001; Segal, 2000; Selden y Selden, 2003).

Otros investigadores han enfocado su punto de vista en la naturaleza social de la
prueba y en la construccion de ambientes de instruccion en los cuales los estudiantes
llevan a cabo un proceso de negociacién para determinar lo que constituye una
justificacion matematica aceptable (Selden y Selden, 1995). También se han realizado
trabajos en los que se analiza el papel y funcion de la demostracion en matematicas
(De Villiers, 1993, Hersh, 1993), asi como estudios cuyo interés ha sido clasificar el
tipo de justificaciones y argumentos elaborados por los estudiantes (Edwards, 1999;

Harel y Sowder, 1998).
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1.3. Planteamiento del problema

A pesar de que en la escuela se debe preparar a los estudiantes en el desarrollo del
pensamiento geométrico, es dificil comprender las deficiencias que estos presentan
durante la justificacion de relaciones matematicas; razéon por la cual resulta
interesante conocer el tipo de procesos cognitivos o formas de razonamiento que
emplean los estudiantes al elaborar demostraciones, considerando a esta como una

tarea de resolucion de problemas (Weber, 2005).

El presente trabajo tiene la finalidad de identificar las formas de razonamiento que
desarrollan estudiantes de licenciatura, durante la demostracion de resultados
geométricos basicos que puedan abordar con base en sus conocimientos previos. Es
decir, problemas que no son demasiado faciles, pero tampoco demasiado dificiles
para los estudiantes. Como parte de la investigacion se propone analizar también el
tipo de heuristicas utilizadas por los participantes durante el proceso de construccion

de las demostraciones. Los objetivos especificos del trabajo son:

(1) Identificar y documentar algunas caracteristicas del tipo de razonamiento que

emplean estudiantes de licenciatura en la resolucioén de problemas de geometria.

(2) Analizar el tipo de argumentos y las heuristicas que emplean los estudiantes

durante el proceso de justificacion.

A partir de estas consideraciones serd necesario definir las preguntas que han de

servir de guia para la realizacion de este trabajo, entre las que podemos senalar:

(1) (Qué tipo de razonamiento emplean estudiantes de licenciatura para resolver

problemas geométricos y justificar el proceso de solucion?

(2) (Cuadles argumentos y heuristicas emplean estudiantes de licenciatura durante la

justificacion de resultados geométricos basicos?

25



CAPITULO II



Il. MARCO CONCEPTUAL

11.1. Introduccion

Un marco de investigacion estd formado por una estructura de ideas y conceptos que
orientan la observacion y analisis de un fendémeno desde una perspectiva u Optica
particular. De lo anterior se desprende que un problema de investigacion puede
abordarse utilizando diferentes marcos. Asi, resulta importante explicitar aquellas
ideas con base en las cuales se realizara la recoleccion de la informacion y el andlisis
de la misma; ya que esto permitira al lector comprender las acciones llevadas a cabo
por el investigador, asi como dar sentido a la interpretacion de los datos. En los
trabajos en educacién matematica, el marco de investigacion generalmente incluye
una concepcidn sobre la naturaleza de las matematicas y, en consecuencia, una vision

de lo que significa ensefiar y aprender la disciplina.

De acuerdo con Eisenhart (1991), un marco conceptual es una estructura de
explicaciones y argumentos de por qué eligen determinados conceptos, relaciones,
ideas o puntos de vista y no otros, para sustentar una investigacion. En el marco
conceptual se argumenta por qué los conceptos elegidos, asi como las relaciones entre
ellos son apropiados y utiles dado el problema de investigacion. Una ventaja de un
marco conceptual, respecto de otros marcos de investigacion (tedricos o practicos) es
que puede estructurarse a partir de diferentes posiciones tedricas compatibles, asi
como de conocimiento practico del investigador, en la medida en que este pueda

ofrecer argumentos sobre la relevancia de los mismos para la investigacion.

El marco conceptual de este trabajo estd estructurado a partir de considerar tres
elementos importantes: (1) la resoluciéon de problemas, (2) el tipo de razonamiento
empleado por los estudiantes al resolver problemas y (3) las formas de justificacion

que utilizan los estudiantes para convencerse a si mismos y convencer a otros
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respecto de la validez de un resultado. La relacién que consideramos existente entre

estos referentes teoricos se explica al finalizar el apartado 11.4 mediante la figura 2.1.

11.2. La resolucion de problemas

La resolucion de problemas es un marco que considera que las matematicas es la
ciencia de los patrones, es decir, una disciplina que estudia las regularidades que
aparecen en los nimeros, las formas, el movimiento, el azar, entre otras. También es
un marco que considera que el aprendizaje de las matemadticas va mas alla de la
memorizacién de férmulas y la aplicacion de procedimientos rutinarios, mas bien
para aprender matematicas los estudiantes deben llevar a cabo actividades analogas a
las desarrolladas por los matematicos al crear nuevo conocimiento disciplinar (Simon
y Blume, 1996). Es decir, el aprendizaje de las matemadticas requiere que los
estudiantes exploren relaciones, que experimenten y analicen casos particulares,
formulen conjeturas y las justifiquen, comuniquen resultados, que propongan sus
propios problemas y disefien los métodos o estrategias para resolverlos. Los
estudiantes aprenden matematicas y construyen significado de las ideas centrales de
la disciplina cuando son capaces de inventar y analizar métodos para resolver

problemas (Hiebert et al., 1997).

Otro aspecto importante del marco de resolucion de problemas es que el estudiante
debe ser capaz de problematizar las tareas, es decir, considerar las situaciones
problemaéticas en términos de dilemas que necesitan resolverse. Por otra parte, deben
desarrollar una actitud inquisitiva, la cual consiste en preguntarse o cuestionarse
constantemente sobre la validez de los resultados, la forma de encontrar mas de un

camino o ruta de solucion o de cuestionarse si la solucion es Ginica.
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Los antecedentes del marco de resolucion de problemas se remontan al trabajo de
Polya (1981), quien identificé y caracterizo cuatros fases por las que un resolutor'’
transita al resolver un problema: (i) comprender el problema, (ii) concebir un plan,
(ii1) ejecutar ese plan y (iv) examinar o verificar la solucion. Otro aporte importante
de Polya fue la identificacion de diversas heuristicas, las cuales son sugerencias de
caracter general que pueden ayudar en el proceso de solucion de un problema, pero
que no garantizan el éxito. En este trabajo, un aspecto de interés radica en la
identificacion de las diferentes heuristicas utilizadas por los estudiantes durante el
proceso de justificacion de resultados geométricos. Algunas de las heuristicas que

consideramos importantes para el desarrollo de este trabajo son:

Trazo de figuras. Este consiste en auxiliarse de una figura para representar el
problema a resolver; considerando que en la figura se representan los datos, asi como
algunas relaciones relevantes entre estos y la incognita del problema. Por ejemplo, en
el problema de hallar la longitud de la diagonal de un cubo, sera de utilidad hacer una

representacion que incluya los datos del problema (véase Fig. A).

Empleo de analogias consiste en buscar similitudes entre problemas u objetos
matematicos, se considera también el buscar un ejemplo mas sencillo de resolver. Por
ejemplo, en el problema de hallar el volumen de un cilindro; un problema analogo
podria ser el obtener en primera instancia el area de un circulo que tenga las mismas
dimensiones de la base de dicho cilindro para posteriormente considerar el apilar
varios de ellos hasta formar una torre de circulos que se volveran en conjunto el

volumen del cilindro.

Descomponer y recomponer el problema. Descomponer el problema implica
examinar detalladamente cada una de las condiciones o datos del problema y
comprenderlos en su totalidad antes de intentar disefiar una ruta de solucion. El
recomponer el problema requiere de combinar elementos para convertirlo en un
problema mas sencillo y que pueda servir para resolver el problema inicial

conservando los elementos, datos e incognitas relevantes, a esto le denominaremos

' Con la palabra resolutor se hace referencia a la persona que resuelve un problema.
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“problema auxiliar”. Por ejemplo, en el problema de encontrar la longitud de la
diagonal de un cubo es importante pensar primero cémo obtener la longitud de la

diagonal en un rectangulo (véase Fig. A).

Introduccion de elementos auxiliares. Este consiste en agregar elementos en una
figura geométrica en la que estan representados los datos del problema, con la
finalidad de que estos elementos adicionales apoyen la identificacion de nuevas
relaciones entre los objetos que componen una configuracion geométrica. En el
problema de encontrar la longitud de la diagonal de un cubo (véase Fig. A), ademas
de emplear el dibujo, establecer las relaciones entre los datos y buscar analogias, seria
necesario introducir un elemento auxiliar que nos permita aplicar algunos
conocimientos previos; en este caso, se puede observar que para trazar una diagonal
del cubo, puede utilizarse una de las caras y una arista perpendicular a ésta (ver la
figura A). Ahora el problema de calcular la longitud de la diagonal del cubo se ha
reducido a la aplicacion del Teorema de Pitagoras al tridngulo obtenido de la forma

descrita (obsérvese el tridangulo rectangulo sombreado en color azul de la figura A).

Figura A

Un siguiente avance en la construccion del marco de resolucion de problemas lo llevo
a cabo Schoenfeld (1985) quien propuso que las heuristicas mencionadas por Polya
son de caracter muy general, por lo que se deben ejemplificar formas particulares de
aplicacion. Por otra parte, Schoenfeld caracterizd6 un conjunto de variables que
influyen sobre la actividad de resolucion de problemas: (i) los recursos o
conocimientos previos, (ii) las heuristicas; (ii1) el control, que son los procesos de
monitoreo que lleva a cabo un estudiante para analizar su propio proceso de
pensamiento y (iv) el sistema de creencias. Para los fines de este trabajo, ademas de
las heuristicas, resulta de interés la consideracion de los conocimientos previos, los
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cuales son la base con la que cuenta un resolutor para abordar un problema o una

situacion problematica.

Los problemas constituyen la base para que los estudiantes desarrollen formas
matematicas de pensar y un aprendizaje con entendimiento, pero ;qué es un
problema? Para Schoenfeld un problema es una tarea que es intelectualmente dificil
para un individuo, sin embargo es posible que encuentre una solucion a partir de sus
recursos. En esta misma linea de ideas, Santos-Trigo (2007) sefiala que un problema
es una tarea o situacion en la que aparecen componentes como la existencia de un
interés, la no existencia de una solucion inmediata, la presencia de diversos caminos o
métodos de solucion y la atencion por parte de una persona o grupo de personas para

resolver la tarea.

Por lo tanto, consideraremos como un problema a una tarea'® o situacion que
requiere del resolutor un esfuerzo intelectual para abordarla; y la cual implicard que
éste busque los caminos necesarios (no precisamente correctos) para intentar
solucionar la tarea o situacion planteada. Cuando un resolutor se enfrenta a un
problema no son obvias las acciones que tiene que llevar a cabo para plantear una ruta

o rutas de solucion.

(Por qué utilizar el marco de resolucion de problemas para analizar el proceso de
razonamiento llevado a cabo por un estudiante al elaborar una demostracion? De
acuerdo con Weber (2005), el proceso de construccion de una demostracion puede
considerarse como una tarea de resolucion de problemas, en donde al estudiante se le
pide elaborar una justificacion de por qué una determinada afirmacion es cierta. La
elaboracion de una demostracion se basa primeramente en informacion inicial, a
partir de la cual el resolutor tiene que deducir informacion adicional, la cual debe

organizarse y estructurarse hasta obtener la conclusion deseada. Es decir, al realizar

' De acuerdo a la Real Academia Espafiola, se define como el trabajo a realizarse en un tiempo
limitado o como un ejercicio que se encarga al estudiante, sin embargo, en esta investigacion
optaremos por definirlo como el conjunto de actividades o problemas que requeriran del estudiante un
esfuerzo intelectual mayor al requerido para resolver de forma mecéanica una serie de ejercicios
matematicos.
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una demostracion el resolutor tiene que construir el método de solucién por si mismo,

en este sentido las demostraciones son verdaderos problemas (Lithner, 2012).

11.3. Tipos de razonamiento

Un aspecto fundamental en la tarea de resolver problemas es precisamente el
identificar el tipo de razonamiento que los estudiantes emplean al momento de
resolverlos. Sin embargo, dado que cada persona posee diferentes referentes
cognitivos (conocimientos previos, incluyendo estrategias y formas de trabajo), estos
propiciaran diferencias en las rutas empleadas al resolver un mismo problema. Por lo
tanto, conocer el tipo de razonamiento que emplean estudiantes al momento de

resolver problemas de geometria basica sera relevante en esta investigacion.

(Qué entendemos por razonamiento?, de acuerdo con Lithner (2007), el
razonamiento es la linea del pensamiento mediante la cual se formula y estructura un
conjunto de afirmaciones para alcanzar conclusiones en la resolucion de tareas. No
estd basada necesariamente en la logica formal, por lo tanto no se limita a la
demostracion y puede aln ser incorrecta en tanto existan razones que la respalden. El
razonamiento es producto del pensamiento que comienza con una pregunta o una
situacion problematica y finaliza con una respuesta. El analisis de las formas de
razonamiento de los estudiantes provee informacién de fondo acerca del proceso
mental que los estudiantes desarrollan a través de la actividad de resolver problemas
(Lithner, 2007; Lithner y Bergqvist, 2011; Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez, 2013).
En este trabajo, el andlisis de las formas de razonamiento que llevan a cabo los
estudiantes al realizar demostraciones de resultados geométricos basicos se basa en la
siguiente clasificacion de tipos de razonamiento propuesta por Lithner y Bergqvist

(2005):

Razonamiento imitativo. En este identificamos dos tipos de razonamiento:

memoristico y algoritmico.
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El razonamiento memoristico cumple las siguientes condiciones: 1) la seleccion de la
estrategia estd fundada en recordar y completar la respuesta; 2) la implementacion de

la estrategia consiste solo en anotar la respuesta.

El razonamiento algoritmico (AR) tiene las siguientes caracteristicas: 1) la estrategia
seleccionada implica recordar la solucion algoritmica. La argumentacion puede ser de
diferentes tipos pero no es necesario crear una solucion; 2) las partes del
razonamiento de la estrategia implementada es trivial para razonar. Solo un error por

descuido puede evitar la respuesta deseada.

Razonamiento creativo (razonar matematicamente de manera creativa —CMR—),

cumple los siguientes criterios:

Novedad. Se crea una nueva secuencia de razonamiento o se recrea una secuencia que
ya se ha olvidado. Aqui el estudiante inventa sus propias formulas o rutas de solucion
o es capaz de reconstruir las relaciones inmersas en una solucion revisada

previamente.

Flexibilidad. El estudiante emplea diferentes aproximaciones y adaptaciones para
resolver la tarea o situacion. Es decir, el estudiante es capaz de elegir distintos

caminos para resolver el mismo problema.

Plausibilidad. Existen argumentos que soportan la estrategia seleccionada y/o la
implementacion de la estrategia. No son consideradas conjeturas o intuiciones vagas.
El estudiante puede convencerse de que el resultado es valido empleando

procedimientos que son viables aunque no necesariamente correctos.

Fundamentacion matematica. Los argumentos estan basados en propiedades
matematicas intrinsecas de los componentes implicados en el razonamiento. El
estudiante utiliza una serie de recursos como teoremas, definiciones y/o notacion

matematica para justificar sus argumentaciones.

Durante el registro y analisis de las respuestas dadas por los estudiantes que

participan en esta investigacion haremos referencia a estos tipos de razonamiento:
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razonamiento imitativo cuando los estudiantes no muestren ninguna dificultad para
recordar y aplicar un conocimiento previo en la resolucion de los problemas, es decir,
que implique solo la aplicacion directa de una formula, un teorema o procedimiento
ya conocido; de la misma manera haremos referencia a un razonamiento creativo
cuando los estudiantes disefien su propia ruta de solucion o que durante el proceso de
resolucion empleen sus conocimientos previos de manera no convencional y a su vez

que les permitan dar una respuesta convincente al problema.

Durante el proceso de justificar resultados también es importante observar el tipo de
argumentaciones que emplean los estudiantes para dar respuesta al problema, por lo
que es necesario referirnos a la argumentacion y entender esta definicion.
Krummheuer (1995. p. 260), plantea una clasificacion sobre la argumentacion la cual
contiene cuatro componentes: conclusion, informacion, justificacion y el
acompafiamiento. La informacion es el punto inicial que constituye la tarea y la

justificacion da soporte a la conclusion para registrar la validez de los pasos.

11.4. Los esquemas de prueba

Los argumentos que los estudiantes emplean para justificar sus conjeturas y
comunicarlas a los demas constituyen un elemento importante en el analisis de sus
formas de razonamiento. De acuerdo con Harel y Sowder (1998), una persona puede
convencerse o tratar de convencer a otro de la verdad de una conjetura mediante
argumentos deductivos, evidencia empirica, evidencia visual, creencias personales o
la opinion de una autoridad. Estos autores crearon un conjunto de categorias que dan
cuenta de estas diferentes formas que utilizan los estudiantes para justificar una
observacion o conjetura. “Cada categoria de los esquemas de prueba representa un
estado cognitivo, una habilidad intelectual en el desarrollo matematico de los

estudiantes” (Harel y Sowder, 1998, p. 244). Esta clasificacion estéd integrada por tres
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categorias principales, esquemas de conviccidon externa, esquemas empiricos y

esquemas analiticos. Estos se explican a continuacion:

Esquemas de prueba de conviccion externa. Son formas de justificacion que
centran la atencion en la forma mas que en el contenido del argumento, en la opinion

de una autoridad y el uso de simbolos sin hacer referencia al significado de éstos.

Esquema de prueba ritual. La fuente de la validez reside en la apariencia del
argumento. Este esquema lo podemos identificar cuando un estudiante no rechaza una
prueba mal elaborada; ya que centra la atencion en la apariencia del argumento mas
que la correccion del mismo. También lo identificamos cuando los estudiantes
muestran dudas acerca de la validez de una demostracion que no incluye notacion

matematica, expresiones simbolicas o calculos expresados solo de forma retdrica.

Esquema de prueba autoritario. La conviccion de los argumentos se basa en la
afirmacion de alguna autoridad, ya sea porque un hecho se observo en alglin texto o
fue explicado por el profesor. Algunas caracteristicas de los estudiantes que utilizan
este esquema son que esperan que el profesor les dé la respuesta y no se involucran
en su construccion, solicitan ayuda sin hacer un esfuerzo previo para resolver la tarea,
o bien, esperan la confirmacion de una autoridad para validar sus resultados,
justifican sus conjeturas Unicamente expresandolas de forma diferente y son
renuentes a preguntar sobre la validez de alguna afirmacion aun cuando tienen

elementos para sospechar que €sta es incorrecta.

Esquema de prueba simbolico. Los estudiantes piensan en los simbolos sin hacer
referencia a sus posibles referentes funcionales o cuantitativos. Para quienes utilizan
este esquema, la verdad o correccion de una afirmacion es basado en el uso de
simbolos; su principal caracteristica es que tratan de elaborar una demostracion o
solucionar un problema sin primero comprender su significado, esto es, sin construir

una imagen mental coherente de la situacion problematica.

Esquemas de prueba empiricos. Las conjeturas son validadas, puestas en duda o

rechazadas por referencia a hechos fisicos, experiencias sensoriales o ejemplos. Hay
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dos tipos de pruebas de esquema empirico: El esquema de prueba inductivo y el

esquema de prueba perceptual.

Esquema de prueba inductivo. Las conjeturas son demostradas al evaluar
cuantitativamente uno o varios casos especificos, que les permite convencerse que la
conjetura es correcta. La conviccion acerca de la veracidad de una conjetura es
particularmente fuerte cuando observan un patrén que sugiere que uno puede generar

ejemplos suficientes para sustentar la conjetura.

Esquema de prueba perceptual. Las observaciones perceptuales son hechas por
medios visuales, pero sin que se ponga en juego la transformacion de los objetos o la
anticipacion de los resultados de una transformacion. Por ejemplo, cuando justifican
una afirmacidon en geometria a partir de un dibujo particular, sin considerar qué

podria ocurrir si ese dibujo sufriera una modificacion.

Esquemas de prueba analiticos. En este tipo de esquemas las conjeturas son
validadas por medio de deducciones logicas, es mas cercano al método de

demostracién matematica. Esta caracterizacion tiene dos subcategorias las cuales son:

Esquema de prueba transformacional. El proceso de justificacion implica la
realizacion de operaciones sobre los objetos matematicos y una anticipacion de
resultados derivados de esas operaciones, la cual se basa en procedimientos

deductivos.

Esquema de prueba axiomatico. Es un esquema que presenta todas las caracteristicas

de una demostracion en matematicas.

En la figura 2.1, presentamos algunas relaciones entre los tres referentes tedricos que

son de utilidad para sustentar esta investigacion.
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Figura 2.1. Elementos y relaciones que integran el marco conceptual.

En la figura 2.1, consideramos a los conocimientos previos como la base principal de
la resolucion de problemas, estos recursos se enriquecerdn y su aplicacion se vera
potenciada por las heuristicas que empleen los resolutores. Al mismo tiempo, los
conocimientos y heuristicas determinan las rutas de solucion y el tipo de

razonamiento.

La construccion de una ruta de solucion involucra el desarrollo de justificaciones que
permitirdn a un resolutor convencerse o convencer a otros de su procedimiento de
solucion, es decir, si un resolutor muestra un razonamiento de tipo imitativo éste
razonamiento posiblemente estara relacionado con esquemas de conviccion externa
ya que la ruta de solucién no implicé una actitud inquisitiva. Los esquemas de prueba
empiricos (esquemas de prueba perceptuales) son una de las primeras aproximaciones
utilizadas durante el proceso de convencimiento, y es el paso previo para la
construccion de argumentos deductivos. Es posible que el uso de esquemas de prueba
empiricos se convierta en la base para la construccién de un pensamiento creativo,

principalmente cuando el resolutor sea capaz de descomponer el problema en casos
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especiales para intentar observar un patron que le permita hacer alguna generalizacion
(esquemas de prueba inductivo), otra evidencia de un razonamiento creativo aparece
al hacer empleo de diversos caminos de solucion, o al identificar o descomponer el
problema en casos especiales, emplear adecuadamente el uso de las propiedades de
las figuras, teoremas, notacion matematica y procedimientos validos (esquemas de
prueba axiomadticos) o anticipar el resultado de una operacidon, procedimiento o
trasformacion de una figura (esquemas de prueba transformacionales). Es importante
reconocer que durante el proceso de justificacion se pueden utilizar diversos
esquemas de prueba. El proceso de instruccion busca promover que los estudiantes

transiten de los esquemas de conviccion externa a los empiricos y los deductivos.
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CAPITULO III



I1l. METODOLOGIA

111.1. Introduccién

El tipo de metodologia empleada en el presente trabajo es cualitativa, ya que interesa
documentar las cualidades del proceso que siguen los estudiantes al resolver
problemas de demostracion, particularmente se busca identificar la estructura
profunda de un problema, lo cual se refiere a la percepcion lograda por los
estudiantes, de los elementos 0 componentes clave como los recursos cognitivos con
los que cuentan y que intervienen en el proceso de solucion. El atender a la estructura
profunda de los problemas implica reflexionar sobre la informacion proporcionada, el
tipo de preguntas planteadas y las rutas potenciales de solucion (Santos-Trigo, 1997).
Es importante destacar que no interesa cuantificar el numero de estudiantes que
resolvid correctamente cada problema sino categorizar en forma cualitativa las
caracteristicas importantes de los procesos de solucion, centrando la atencion en la
forma en que los participantes en el estudio dan sentido a los problemas, la forma en

que elaboran justificaciones, asi como el tipo de heuristicas que utilizan.

La investigacion cualitativa implica la utilizacion y recopilacion de una gran
variedad de materiales —entrevista, experiencia personal, historias de vida,
observaciones, textos historicos, imagenes, sonidos— que describen la rutina
y las situaciones problematicas y los significados en la vida de las personas
(Rodriguez, Gil & Garcia, 1999, p. 32).

En este trabajo analizaremos el tipo de heuristicas utilizadas, asi como los procesos
de razonamiento llevadas a cabo por los estudiantes durante la resolucion de
problemas de demostracion; manteniendo una postura exploratoria, al interpretar lo
que ocurre durante el proceso de solucion de problemas geométricos, posteriormente
haremos un registro de las observaciones-mediante pruebas escritas, entrevistas,
video entrevistas, etc.-; se contemplara la dindmica que surge al momento de resolver
las tareas y entablaremos un dialogo libre con los participantes en la investigacion —al
indagar el tipo de procedimiento que emplearon o las herramientas que les auxiliaron

en la construccion o justificacion de resultados, etcétera (Rodriguez, Gil y Garcia).
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Como se sefialdo con anterioridad, la recoleccion de datos fue realizada por medio de
pruebas escritas y entrevistas informales que fueron video-grabadas. Las pruebas
escritas estuvieron integradas por diez problemas de geometria que fueron resueltos
de manera individual por estudiantes de una licenciatura en matematicas con

conocimientos previos sobre algunos resultados basicos de geometria euclidiana.

Se les notificé a los participantes que sus datos personales son confidenciales, es
decir que no apareceran en el reporte de investigacion, esto con el fin de propiciar una
participacion mas libre durante la resolucion de problemas geométricos. El
procesamiento de la informacion incluyo la transcripcion de los videos, el resumen de
la informacion, el registro de las observaciones relevantes y el analisis de las formas
de razonamiento, el tipo de argumentos, asi como las heuristicas que emplearon los

estudiantes para resolver los problemas planteados.

I11.2. Las tareas

Se seleccionaron problemas que no tuvieran una solucion inmediata o que la solucion
no fuera tan evidente y que los estudiantes pudieran abordar a partir del conjunto de
conocimientos previos basicos con los que contaban en ese momento; estos
conocimientos debian considerar el empleo del teorema de Pitagoras, d&ngulos entre
paralelas cortadas por una secante, angulos opuestos por el vértice, angulos inscritos
en una circunferencia, criterios de semejanza y congruencia de tridngulos,
definiciones y propiedades de figuras geométricas como triangulos, cuadrilateros y
poligonos regulares, asi como también el empleo de formulas para el calculo del area

y perimetro.

La tabla 1, muestra las tareas propuestas asi como también algunos conocimientos
previos con los cuales los estudiantes podrian abordarlas y los cuales se determinaron
a partir del andlisis preliminar de cada tarea. Es importante sefalar que los

conocimientos previos que aqui se indican son unicamente una referencia para el
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investigador, ya que los estudiantes podrian seguir rutas alternativas de solucidén o
utilizar recursos y estrategias diferentes de las consideradas en este andlisis

preliminar.

CONOCIMIENTOS

TAREAS PROPUESTAS PREVIOS (sugeridos)

1. El cuadrilatero ABCD es un trapecio, con AB paralela | ¢  Congruencia de triangulos
a DC y ZADC=/BCD= 45°. E y F son puntos sobre | ® Angulos entre paralelas
el lado DC tales que DE = EF = FC = 1. Ademas, el | ® Propiedades de los cuadrilateros
trapecio tiene la propiedad de que AF es paralelaa BC | ®  Suma de angulos internos en el
y BE es paralela a AD. ;Cual es el perimetro del triangulo _
trapecio? e Teorema de Pitagoras
e Razones trigonométricas
e  Definicion de perimetro
e  Definicion de perpendicular

Fuente: Problema y figura tomada de SMM '7 (2006; p. 10)

2. En el triangulo ABC, ZA+/B=110° y D es un punto | ® Suma de dngulos internos en el

sobre el segmento AB tal que CD=CB y Z/DCA=10°. triangulo
(Cuanto mide ZA? e Propiedades de los triangulos
(equilateros)

e Angulos suplementarios

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2006; p. 1)

3. ABCD es un cuadrado y BFDE un paralelogramo. Si AF | ¢  Propiedades de los
=7y AD=5. ;Cual es el valor de la suma de las areas del paralelogramos
cuadrado y el paralelogramo? Teorema de Pitagoras

Semejanza de triangulos

Proporcionalidad

Despeje de variables

Aditividad de areas

Fuente: Figura tomada de Rubinstein (1963; p. 374)

' Por sus siglas, Sociedad Matematica Mexicana
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4. En el AABC, las bisectrices de los angulos en A
y en C se cortan en el punto O. Por O se traza una
recta paralela al lado AC, la cual corta a los lados
AB y BC en los puntos D y E respectivamente.
Demuestre que DE = AD + EC.

Fuente: Problema y figura tomada de Rubinstein (1963; p. 377)

Angulos entre paralelas
Propiedades de los tridngulos
(equilateros)

Equivalencia entre segmentos

5. Enla figura DC=BC y DK = BK. Demostrar que
AD=AB

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 147)

Congruencia de triangulos
Angulos suplementarios

6. En la figura, si AB=AC, AD=AE y Zx=/y,
entonces AG=AH.

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 147)

Congruencia de triangulos
Suma de angulos interiores de
un triangulo

Angulos opuestos por el vértice
Propiedades de los triangulos
(equilateros)

7. En la figura, si LA=/B, AD=BE y ZADG=
Z/BEF. Demostrar que ZCFE=ZCGD.

Congruencia de triangulos
Angulos suplementarios
Equivalencia entre segmentos
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Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 142)

8. En la figura se muestra un cuadrado de lado 12,
donde la longitud de AP es 4, la de DQ es 3 y el
ZRQC es recto. ;Cuanto mide RB?

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2012; p. 12)

Semejanza de tridngulos
Proporcionalidad
Teorema de Pitagoras
Aditividad de areas

9. En la siguiente figura, los dngulos ZD y ZC son
angulos rectos y AAPR =ABQT. Demostrar que
el AADF = ABCE.

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 194)

e Congruencia de triangulos
e Equivalencia entre segmentos
e Angulos opuestos por el vértice

10. En la figura ABCD es un cuadrado, M es el punto
medio de AD y MN es perpendicular a AC. Si el
area del cuadrado es 120 cm?. ;Cual es el area del
tridngulo sombreado?

Definicion de perpendicularidad
Teorema de Pitagoras
Semejanza de triangulos
Empleo de formulas para
obtener areas de triangulos
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Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2013; p. 3)

Tabla 1. Tareas propuestas y conocimientos previos sugeridos

111.3. Anédlisis previo de las tareas

En este apartado mostramos algunas rutas para resolver cada tarea, cabe sefialar que
en la mayoria de los casos se muestra mas de una ruta de solucion, con la finalidad de
determinar los recursos, estrategias, formas de razonamiento y justificacion
utilizados, asi como la potencialidad de cada ruta para estructurar y organizar el

conocimiento.

Tarea 1. Una primera ruta de solucidon consiste en trazar perpendiculares al segmento
DC por los puntos D y C, prolongar el segmento AB hasta que interseque a las
perpendiculares para formar wun rectdngulo. Posteriormente se trazaran
perpendiculares al segmento AB que pasan por los puntos A y B, formando un
cuadrado de lado 1 por 1, considerando que a los lados opuestos iguales se oponen
angulos iguales y se sabe que tanto DA como BC son sus diagonales y forman

angulos de 45°. Después, en los tridngulos AADE y ABFC con el teorema de

Pitagoras obtenemos que DA = BC = +/2. Finalmente obtenemos que el perimetro es:

PABCD:4+2\/§'

Otra solucion consiste en observar que dentro de la figura y con las condiciones de
paralelismo entre segmentos se forman dos paralelogramos ADEB y AFCB. Por

definicion de trapecio, también sabemos que AB es paralelo a DC; con esto podemos
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afirmar que AB mide lo mismo que DE y por propiedad de los angulos opuestos de
los cuadrilateros, el angulo ZBAC y ZABE miden 45°. Con este dato y considerando
que ZAFD y ZBCE también miden 45° podemos afirmar que el ZDAF y ZEBC
miden 90°, por la suma de angulos internos en los tridangulos ADAF y AEBC
respectivamente. Con estos datos podemos afirmar que el ADAF=AEBC por criterio
de congruencia ALA (45°, 2, 45°) y con ello podemos establecer que DA= BC por ser
lados correspondientes de tridngulos congruentes. Posteriormente, podemos
identificar que estos dos triangulos al ser tridngulos rectdngulos podemos emplear
identidades trigonométricas para obtener el valor de un cateto (lados DA y BC
respectivamente), se puede establecer que en el tridngulo AEBC, los catetos son EB
y BC, asi como EC es la hipotenusa con valor de 2; en este caso nos interesa
establecer una razon trigonométrica para encontrar el valor del segmento BC, por lo
tanto escribimos:
BC

45° = —
sen >

NS

2 sen45° = B ; pero, sen 45° =
V2
2 |—= )= BC
()
BC =2.
Pero, sabemos que DA=BC, por lo tanto:

DA = BC =+/2.

Lo Unico que nos resta seria sumar los valores para obtener el perimetro del trapecio,
el cual es:

PABCD=4+2\/§'

Tarea 2. En este problema se puede emplear un procedimiento algebraico para
encontrar los valores de los angulos. Lo primero que se hizo, fue considerar que el
ACBD es un triangulo isésceles y por criterio de los angulos opuestos a lados

congruentes también son congruentes, es decir, ZCBD = ZCDB, los nombramos «

46



y, al angulo ZBCD como %, con esto y la suma de angulos internos en el ABCD

podemos establecer la ecuacion:

Y +2a = 180° (1)
En el ABCA, también nombramos ZA como [y establecemos la ecuacion:
a+ f+ y+ 10° = 180° (2)

También al ZCDA como 6, al mismo tiempo sabemos que por suma de angulos
suplementarios que:

a+ 0 =180° 3)
Con los datos iniciales sabemos que:
a+ B =110° 4)
Al sustituir (4) en (2) y despejar a ¥, tenemos que:
y =60°.

Al sustituir este valor en (1), tenemos que:

a = 60°.
Con este valor y (4), se tiene que:

p =50°.
Y finalmente, tenemos que:

0 =120°.

Tarea 3. Después de analizar el problema, decidimos primero encontrar el area del
cuadrado ABCD haciendo empleo de la férmula de area, es decir:
A=Ixl
Acuadrado = Gw)(5u) = 25u?.

Posteriormente obtenemos el area del paralelogramo FBED, empleando la formula de
area que indica multiplicar la base por la altura, consideramos BF=2 como base y

AD=5 como altura y obtenemos:
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Aparalelogramo = (Zu)(Su) = 10u”.

Finalmente, sumamos tanto el area del cuadrado ABCD vy el paralelogramo FBDE,

quedando que la respuesta al problema es:

Arotar = 25u? + 10u? = 35u? .

Otra forma de solucionar la tarea consiste en nombrar como Q al punto de
interseccion de BC con FD y P la interseccion de AD con BE, luego identificamos la
semejanza entre los tridngulos FAD y BAP y establecemos las siguientes relaciones

de proporcionalidad entre lados semejantes:

FA _ AD
BA AP °

Sustituimos valores y asignamos x a la distancia de A a P y despejamos x:

7 5
5 x°

Obtenemos que:

Con ese valor y nombrando como y la distancia de P a D, obtenemos que:
25
=5-2; =2,
y 7’ y=5

Obtenemos el area de la figura formada por las areas de los tridngulos FBQ y DEP y

llamemos a esa area M:
10
M=2 (—); M=2
7 7

Nombramos con N a la figura formada por BPDQ y obtenemos su area; consideramos
el area del cuadrado ABCD vy le restamos el area de los tridngulos BAP y DCQ, es

decir:
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N=25—2(5)<§); N=—.

7
Obtenemos que el area del paralelogramo FBED es:
20 50 70
Paralelogramopggp = M + N = - + - === 10.

Finalmente, sumamos el area del cuadrado ABCD (etiquetada Q) y el area del

paralelogramo FBED (etiquetada P):
P+ Q = 10u? + 25u? = 35u2.

Tarea 4. Para resolver dicha tarea, lo que optamos por emplear fueron trazos
auxiliares, por lo que al prolongamos CO y AO a manera de intersecar con lo lados
AB y BC; y nombramos M y N a los puntos de interseccién respectivamente.
Observamos y establecimos las siguientes relaciones que enumeramos para referirnos

a estas:

1. Igualdad de angulos ZMOD=ZOCA y ZNOE=ZOAC por ser
correspondientes entre paralelas.

2. Igualdad de 4angulos ZMOD=/EOC y ZDOA=2/NOE por ser opuestos por el
vértice.

3. Igualdad de angulos ZEOC=ZECO por definicion de bisectriz y relaciones 1
y 2.

4. Identificamos al AEOC como triangulo isosceles.

5. Igualdad de segmentos EO=EC por relacion 4 y propiedades de los tridngulos
isosceles.

6. Igualdad de dngulos ZDOA=/DAO por definicion de bisectriz y relaciones 1
y 2.

7. Identificamos al ADAO como triangulo isésceles.

8. Igualdad de segmentos DO = AD por razon 7 y propiedades de los triangulos

1sosceles.
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9. Pero, por hipbtesis sabemos que la suma de segmentos DO + OE = DE, de ahi

concluimos que AD + EC = DE.

Tarea 5. Para resolver la tarea y después de considerar los datos, identificamos que
ADKC=ACKB por criterio de congruencia LLL, los datos dados por hipotesis y el
hecho de que comparten KC.

Consideramos la igualdad de dangulos ZDKC =ZCKB por ser dangulos

correspondientes entre paralelas.

Por adicion de angulos ZDKC + ZDKA = 180° y ZCKB + ZBKA =180° por ser

angulos suplementarios.
Igualamos estas ecuaciones y eliminamos los angulos equivalentes, de ahi que:
/DKA=/BKA,
Z/DKA =/BKA por criterio LAL.

Por lo tanto concluimos que AD = AB por ser lados correspondientes de triangulos

congruentes.
Tarea 6. Por hipotesis establecimos las siguientes relaciones:
AD + DB = AE + EC.
Eliminando segmentos equivalentes:
DB =EC.
El AADE es triangulo isosceles, de ahi tenemos que:

Los angulos ZADE =ZAED por ser angulos correspondientes de triangulos

congruentes.

Los angulos ZGDB =ZHEC son opuestos por el vértice y propiedad de los triangulos

1sosceles.
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Los angulos ZDGB =ZEHC por suma de angulos internos de un triangulo.
Identificamos que AGDB =AHEC por criterios ALA.

Los segmentos GB = CH por ser lados correspondientes de triangulos congruentes.
Identificamos que AAGB=AACH por criterio LAL.

Finalmente, concluimos que AG = AH por ser lados correspondientes de tridngulos

congruentes.
Tarea 7. En la figura que se nos muestra en esta tarea, logramos identificar que:

Por adicion de angulos ZFEA + ZFEB = 180° y ZGDA + ZGDB = 180° por ser

angulos suplementarios.

Que ZFEA = ZGDB pero también que ZGDA = ZFEB.

Ambos, los igualamos y redujimos términos equivalentes, con lo que obtuvimos que:
/FEA = ZGDB.

Luego, por adicién de segmentos obtuvimos que AD + DE = DE + EB por AD = BE
y DE es compartido.

Identificamos que el AFAE = AGDB por criterio de congruencia de triangulos LAL.
Los angulos ZEFA = ZDGB por ser dngulos correspondientes entre paralelas.

Por adicion de angulos ZCFE + ZEFA = 180° y ZCGD + ZDGB = 180° por ser

angulos suplementarios.
Igualamos y redujimos términos equivalentes, con lo que obtuvimos que:

ZCFE =£CGD.
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Tarea 8. En esta tarea, decidimos emplear trazos auxiliares; prolongamos el
segmento QR hasta intersectar a AB en el punto M, luego identificamos dos

tridngulos rectangulos semejantes:

Identificamos que APAD~APMR por criterio de semejanza AAA, de ahi

establecimos la siguiente relacion de proporcionalidad:

despejamos a MR, obteniendo que MR =3.

El AMRB es un triangulo rectangulo en donde MB=9. Aplicando el teorema de

Pitagoras tenemos que:
RB? = 9% + 37,
resolvimos la operacion y simplificamos resultados, tenemos que:

RB = 3v10.

Tarea 9. Un procedimiento que consideramos para resolver la tarea, fue emplear

algunas relaciones de la siguiente forma:

1. Los segmentos AR=TB; AP=0QB por ser lados correspondientes de tridngulos
congruentes.

2. Los éangulos ZRAP=/TBQ por ser angulos correspondientes de triangulos
congruentes.

3. Laigualdad del segmento RT = RT por identidad.

4. Identificamos que el AAHB es triangulo isosceles y por relacion 2, de ahi que
AP+PH=BQ-+QH.

5. De las relaciones 1 y 4, obtuvimos que PH=QH.

6. Los angulos ZTQB=/FQH y ZRPA=ZEPH por ser angulos opuestos por el

veértice.
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7. Pero también, L TQB=ZRPA por ser dngulos correspondientes de tridngulos
congruentes.

8. De ahi que: ZFQB =ZEPH.

9. Los angulos ZQHF =/PHE por ser angulos opuestos por el vértice.

10. Identificamos que AHPE = AFQH por criterio de congruencia ALA.

11. De ahi que: Z/DFA =ZCEB; HF=EH por ser angulos y lados correspondientes
de triangulos congruentes.

12. Observamos que también: EB=EH+HQ+QB y AF=AP+PH+HF, pero por
relaciones 1, 5y 11 concluimos que: EB=AF.

13. Al mismo tiempo en el AADF y ABCE, la suma de angulos interiores suma
180°, pero como LC =/D y £F =ZE, entonces que LA =/B.

14. De ahi que: ADAF= ACBE por criterio de congruencia ALA.

Tarea 10. Luego de considerar todos los datos, observamos que la figura se podia
descomponer en tridngulos rectdngulos mas pequefios, por lo cual decidimos
comenzar a calcular el area del AABC = 60 cm?, por ser la mitad del cuadrado
ABCD y del mismo modo el area del ADMC= 30 cm” por ser la mitad del AABC.
Al mismo tiempo tomamos en cuenta que los lados del cuadrado ABCD miden 2v30

y el DM =+/30 , por lo tanto, en el ADMC y el AABC, por teorema de Pitagoras
obtuvimos que MC = 5v6 y AC = 4V15 respectivamente. Consideramos que el
area del AMAC es de 30 cm” y que ademas el MN es la altura de dicho triangulo,
pero con la base AC = 4415, con estos datos procedimos a realizar los despejes

correspondientes para hallar el MN, de ahi que:

: 30 cm?
MN (4‘/§C’"):306m2 MN=—"—"—""_— V15 cm.

2 ’ 215 cm

Conociendo el valor de MN y considerando el AMNC, aplicamos nuevamente el

teorema de Pitdgoras para obtener el segmento NC, de ahi que NC = 3v15.

Finalmente, encontramos que el area del AMNC es de 22.5 cm®,
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I11.4. Participantes

Los participantes en esta investigacion fueron 15 estudiantes de primer semestre de
una Licenciatura en Matematicas Aplicadas, turno matutino; cuyas edades oscilaban
entre 17 y 19 afios. La realizacion de los problemas se dio en el marco del curso
denominado ‘“Razonamiento Matematico”, cuyo objetivo es el que los estudiantes
comprendan los principios basicos de la formulacion de conjeturas y la demostracion
de resultados en matematicas. Los conocimientos previos relacionados con la
Geometria Euclidiana fueron revisados durante un periodo de dos semanas. Los
temas abordados incluyeron la identificacion de angulos que son iguales cuando un
par de paralelas son cortadas por una secante, el teorema de Pitdgoras, el teorema de
Tales, el teorema del angulo inscrito, asi como los criterios de congruencia y

semejanza de triangulos.

El conocer el tipo de estrategias que emplean los estudiantes al momento de resolver
problemas geométricos, nos dard un referente sobre las distintas maneras o caminos
que estos emplean al abordar y resolver un problema de geometria el cual puede estar
influido por las experiencias previas de cada participante. El conocer la forma de
razonamiento de los estudiantes, permitira evidenciar la capacidad que muestran al
momento de resolver problemas basicos de geometria, asi como su habilidad para
aplicar sus conocimientos previos al momento de establecer relaciones que les

permitan justificar sus resultados.

Las dificultades o errores que los estudiantes externen al momento de resolver las
tareas de geometria, pueden servir de referentes para futuras intervenciones didacticas
o investigaciones, ademas de que constituyen informacion relevante para los
profesores de matematicas, ya que permite comprender la forma en como piensan los
estudiantes, ya que éste diagnostico puede ser el primer paso en el disefio de tareas y

escenarios de instrucciéon que permitan favorecer un aprendizaje con entendimiento'®.

' De acuerdo con Hiebert y otros autores, se refiere a aquel aprendizaje que promueve en el alumno un
entendimiento basado en la reflexion y en la comunicacion; donde “entender” significa que es capaz de
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I11.5. Instrumentos de recoleccion de la informacion

Se realizaron entrevistas informales, las cuales fueron registradas mediante video
grabaciones y se tomaron notas de campo. Las entrevistas y notas tuvieron la
finalidad de conocer las formas de razonamiento utilizadas y las rutas de solucion
seguidas por los estudiantes para resolver los problemas de geometria propuestos.
Dichos recursos se recabaron después de haber cubierto el periodo aproximado de
una semana y luego de asignar a los estudiantes una serie de 15 tareas a resolver de
manera individual y sin ayuda de otros fuentes; esto con la intension de poder obtener
informacion que nos permitiera reflexionar sobre el procedimiento que emplearon

para resolver cada una de las tareas.

La informacion acerca del trabajo desarrollado por los estudiantes, para resolver los
problemas de forma individual, se obtendra a través de un reporte escrito que los

estudiantes entregaran de forma previa a la realizacion de las entrevistas.

Las entrevistas se hicieron de manera individual, ya que la intencion era recoger
informacion personalizada de las rutas de solucion y los argumentos dados por cada
estudiante al momento de resolver dos de las diez tareas propuestas, ademas,
pretendemos que las respuestas dadas por cada uno de los estudiantes no influyan en
las estrategias o rutas de solucidén elegidas por otros. Para ello emplearemos el
cubiculo del catedratico responsable del grupo observado asi como su apoyo para

guiar la entrevista.

Pretendemos que tanto los reportes escritos como las observaciones, sean datos que
se recojan de manera individual, esto con el fin de identificar y registrar el tipo de
razonamiento mostrado por cada estudiante al momento de resolver los problemas
geométricos. No interesa conocer si llegaron al resultado correcto ya que nos
enfocaremos en la manera en la cual fueron desarrollando su estrategia de solucion y

las argumentaciones ofrecidas para justificar las soluciones.

establecer varias relaciones de lo aprendido y es capaz de aplicar ese conocimiento en distintas
situaciones.
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I11.6. Procesamiento y analisis de la informacion

Una vez realizadas las videograbaciones, éstas se transcribieron y se identificaron
aquellos procedimientos e ideas considerados como evidencia relevante del tipo de
razonamiento y argumentos que emplearon los estudiantes para responder a cada
tarea; entre éstas podemos senalar el empleo de conocimientos previos, el uso de
simbologia matematica, empleo de argumentaciones y heuristicas. Después,
realizamos el andlisis de los procedimientos mostrados en los trabajos escritos; con la
informacion obtenida se resumio en una tabla en la cual se compar6 la ruta de
solucion seguida de manera individual para cada uno de ellos en cada una de las
tareas, tomando como referente las rutas argumentadas por los estudiantes y que al

mismo tiempo mostraban un procedimiento distinto a los demas.

Posteriormente, realizamos la comparacion de las rutas de solucion argumentadas y
escritas; con ello se realizd un esquema que representara la ruta de solucion seguida
por el estudiante, tanto de manera individual como en cada una de las tareas. También
incluimos las rutas de solucioén que fueron cambiadas por algunos estudiantes durante
la entrevista, en relacion con la ruta planteada en el trabajo escrito. Finalmente se
elaboraron tablas; una en la que se resume el tipo de procedimiento empleado por
cada uno de los estudiantes y la similitud entre estos procedimientos o rutas de
solucion y una tabla general donde se muestra el tipo de razonamiento, clasificacion
de argumentacion, heuristicas y conocimientos previos que cada estudiante empleo en

cada una de las tareas propuestas.
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CAPITULO IV



IV. PRESENTACION DE RESULTADOS

1V.1. Introduccién

En este capitulo mostramos las rutas de solucion, asi como las heuristicas y
conocimientos previos de geometria que los estudiantes emplearon al momento de
resolver las tareas que se les propusieron. Es importante indicar que las tareas que los
estudiantes abordaron durante las entrevistas fueron seleccionadas al azar (véase
apéndice D) y tienen el proposito de evidenciar el tipo de razonamiento empleado por

los estudiante al momento de resolver dichas tareas.

Este andlisis se bas6 principalmente en la recoleccion de argumentos orales
(videograbados), los cuales fueron expresados por los estudiantes en el momento de
justificar la ruta de solucion que siguieron en cada tarea. Del mismo modo, fue
necesario analizar las producciones escritas y realizar la triangulacion de la
informacion proporcionada por cada una de las fuentes (tanto de manera escrita como
de manera verbal y el analisis de las rutas de solucién) para encontrar si emplearon la

misma ruta, cambiaron de ruta o reafirmaban su ruta de solucion.

Después de analizar cada ruta de solucion elaboramos un diagrama cuya finalidad es
contrastar con facilidad las diferentes aproximaciones empleadas por los estudiantes
para abordar un mismo problema e incluso se logr6 identificar las distintas rutas
seguidas por un mismo estudiante en la misma tarea (apéndices B y C). Dichos
diagramas se complementaron con informacion de los trabajos escritos entregados
por los estudiantes (apéndice E y apéndices del G al P). También hicimos un analisis
general del tipo de razonamiento asi como las heuristicas, conocimientos previos y
argumentaciones empleadas por los estudiantes al momento de resolver las tareas

asignadas a partir de la informacion proporcionada por las entrevistas (apéndice F).
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1V.2. Analisis de la informacién

Andlisis de la tarea 1

El cuadrilatero ABCD es un trapecio, con AB paralela a DC y ZADC=/BCD = 45°.
E y F son puntos sobre el lado DC tales que DE = EF = FC = 1. Ademas, el trapecio
tiene la propiedad de que AF es paralelo a BC y BE es paralelo a AD. ;Cual es el

perimetro del trapecio?

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2006; p. 10)
Estudiante 1

Identificoé los angulos correspondientes entre las paralelas ZBCD=ZAFD vy
ZADC=/BEC y con ello concluye que en el AEPF es isosceles (el punto P se
agregd para indicar la interseccion de los segmentos AF y BE, puesto que el
estudiante solo indicaba esa interseccion pero no le asigné una etiqueta), el ZEPF es
de 90° y justifica su argumentacion empleando la propiedad de que “la suma de los
angulos internos de un triangulo es igual a 180°”, y afirma que al trazar los segmentos
FB y a EA éstos son perpendiculares a AB y DC, con lo cual se forma un cuadrado
ABFE, pero al ser cuestionado por el profesor sobre la razon de que estos segmentos
sean perpendiculares, el estudiante no logro relacionar todos los datos en el problema
para justificar esa afirmacion, es decir, no observa otras relaciones como el empleo de
angulos alternos internos entre paralelas, por lo tanto no termina de justificar su

solucion.




Estudiante 4

Logra identificar los angulos correspondientes entre las paralelas AD y BE, asi como
AF y BC, por lo cual afirma que ZBCD=ZAFD y ZADC=/BEC y empleando el
hecho de que “la suma de los angulos internos de cualquier triangulo es 180°”, logra
establecer que el ZEHF = 90°, del mismo modo que ZBHA= 90° por ser “angulos
opuestos por el vértice”, donde H es la interseccion de los segmentos AF y BE.
Posteriormente, al observar que AB||DC y AD||BE, afirma que AB =1 y ademas
determina que ZFAB=ZAFD y ZABE=/BEC y que estos valen 45° por la relacion
de los “angulos alternos internos entre paralelas” y por hipdtesis. Luego asegura que
el AEHF=AAHB por el criterio de congruencia de triangulos ALA y porque traza
una perpendicular a DC que pasa por E y A, pero al ser cuestionado por el profesor de
la certeza de que dicha perpendicular también pasa por A, el estudiante busca las
relaciones que le permiten hacer esta afirmacion; comenta que al ser perpendicular a
DC y pasar por E, el ZHEA = 45° porque es complementario al ZFEH y que por lo
tanto el ZEAH=45° por la “suma de angulos internos de un triangulo” (intuimos que
observa el tridngulo DEA), de esta manera también establece que los triangulos
formados en el centro de la figura son congruentes (AEAH, ABHA, ABHF y
AFHE) y que EF=1 y BF=1. Con estos datos, aplica el teorema de Pitagoras “El
cuadrado de la hipotenusa es la suma de los cuadrados de sus catetos” y obtiene que

AD=y AE=1. Finalmente suma las longitudes de la figura y obtiene que el perimetro

de la figura es: P=4+2v/2.
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Estudiante 8

El estudiante etiqueta a O como la interseccion de los segmentos AF y BE, después
traza por E una perpendicular a DC y asegura que dicha perpendicular pasa por A; el
estudiante al ser cuestionado por el profesor sobre la veracidad de esta afirmacion,
este justifica su respuesta que AB | DC, AD | BE y BC | AF y DC al ser secante el
/BCE = ZAFE =45° por ser correspondientes y que ZDAF=90° porque emplea “la
suma de angulos interiores de un triangulo suman 180°”, lo anterior le permite
afirmar que el ADAF es un tridangulo rectangulo y de la misma manera con el AEBC
y concluye que AF y EB forman angulos de 90°. Establece por el criterio de
congruencia de triangulos ALA que el AEOA~AFOE vy por lo tanto EO=OF (aqui el
estudiante emplea una simbologia de semejanza ~ para referirse a la congruencia), al
ser nuevamente cuestionado sobre esta ultima igualdad de segmentos; el estudiante,
después observar varias relaciones establece que por angulos alternos internos entre
paralelas y angulo suplementario que el ZDAF=90°, pero al mismo tiempo
/DAB=135° por lo que ZFAB=45° y hace el mismo procedimiento con el valor de
ZEBC para asegurar el valor de ZABE y afirma nuevamente la relacion de
semejanza (nuevamente hace empleo indiscriminado de los conceptos de semejanza y
congruencia)de los AEOA y AFOE esta dada por el criterio ALA ya que comparten
el lado EO y ZAEB = ZBEF y EF =AB y que AO=OE vy al ser un tridngulo isosceles
el ZEAF=45°. Aplica el mismo procedimiento para establecer la semejanza de los
ABOF y AEOF vy afirma que los AAOE, AEOF, AFOB y ABOA también son
semejantes, de lo anterior afirma que BF=1. Aplica el teorema de Pitagoras al ABFC
y en donde los catetos son BF=FC=1 y obtiene que BC=, realiza el mismo
procedimiento, con DA y al sumar los segmentos del trapecio ABCD, obtiene que el

perimetro es: P=4+2+/2.
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Estudiante 9

El estudiante afirma que al trazar perpendiculares a DC, por E y F, éstas pasan por A
y B respectivamente, pero al ser cuestionado por el profesor sobre la seguridad de que
dichas perpendiculares pasen por A y B el estudiante no puede explicarlo y cambia su
argumento manejando a AE como bisectriz (refiriéndose al ZDAF), por lo que opta
por incluir un punto sobre DF el cual etiqueta como O, tal que se cumple que DO=OF
y con esta afirmacion asegura que AADE=AAFE y que la base de éste es 2 (toma

ese dato de la hipodtesis) y establece el sistema de ecuaciones (1) con el cual obtiene

que DO=1 y OF =1

DO - OF=0

DO + OF=2

2D0 =2 (1)
DO=1

De esta manera demuestra que la bisectriz de ZDAF pasa por E, sin embargo, ya no

prosigue la demostracion.
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Estudiante 10

Coloca a G como la interseccion de los segmentos AE y BE e identifica a DC como
secante de las paralelas formadas por AB y DC y afirma con ello que ZBCD=/AFD
y ZBEC=zZADC , ademas asegura que AGEF es un triangulo isdsceles porque
observa que tiene dos angulos de 45° y concluye que ZEGF = 90° porque “la suma

de angulos internos de cualquier triangulo suman 180°”, pero ya tiene 90° y le hacen
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falta otros 90° para cumplir esta propiedad. Posteriormente hace la deduccion de que
ZAGE=/BGF=90° por ser “opuestos por el vértice”. Luego afirma que ZBEC es
“alterno interno” con ZABE y deduce que EG=GF y con ZEGF=90°, a EF lo
identifica como la hipotenusa y EG con GF como los catetos y considera EG=GF y
que EF*=1 y resuelve: 1=2EG* => EG’=1/2; EG=1/ y GB=AG=1/ . Posteriormente
asegura que AAGB=AEGF y AD=BE por ser AD||BE y AB||DC por lo que AF=BC.

Posteriormente establece las siguientes relaciones:
BC/EB=1, y como EF=FC=1 concluye que BC: GF=EF:FC .

Otras relaciones que establece son ZABE=45°, /ZBCM =135° (se coloc6 M como un
punto a la derecha del punto C para indicar el angulo sefialado por el estudiante) y
ZABG=45° por ser alterno interno, afirma que Z/GBC=2a y que BF es bisectriz,
ademas de ZBGF=90° y ZGBF=45° por lo que ZAFB=/EBF=45°, emplea el
mismo procedimiento para ZEGF (90°). FB la considera hipotenusa (considera el

ABGF) ya que ZBGF=90° y ZAFB=/EBF=45° por lo que deduce que GF=BG y

FB = z(%)2=\/1=1.

Ademas, asegura que como el ZBFC=90° y Z/GFB=45° eso le permite deducir que

BF=FC=1 y aplica el teorema de Pitagoras, con ello realiza la operacion:
BC? = 2BF% y BC =+2.

Emplea la misma idea para hallar AD y finalmente con estos datos resuelve y
sustituye los valores para encontrar el

perimetro, es decir, suma los lados y obtiene

que el perimetro de la figura es: P=4+2+/2 .
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La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice G.

Andlisis de la tarea 2

En el tridangulo ABC, ZA+/B=110°, y D es un punto sobre el segmento AB tal que
CD=CB y ZDCA=10°. ;Cuanto mide ZA?

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2006; p. 1)

Estudiante 1

El estudiante parte del hecho que ZA + ZB=110° y sabe que en el AABC los
angulos interiores suman 180° y concluye que el ZC=70° pero se da cuenta de que
una parte del ZC vale 10° (£DCA) por lo que deduce que £ZBCD=60° y que por
condicion “dos lados de un triangulo isosceles son iguales y por lo tanto sus dngulos
son iguales” el ACBD es isosceles y por lo tanto ZCBD=/CDB= Za. Yy al tener en
cuenta que “la suma de los dngulos internos de cualquier triangulo suman 180°”

realiza la operacion:
180 — 60 = 2 «; x= 60.

Identifica al ZD como angulo llano (dngulo cuya medida vale 180°) y teniendo en
cuenta que el ZCDA=120° y al considerar tanto la suma de angulos internos del

AACD igual a 180°, como el valor de los ZCDA yZACD, concluye que el£ A=50°.
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Estudiante 5

El estudiante emplea en el AABC “la suma de los angulos interiores de un triangulo
suman 180°” y considera datos de inicio como LA +Z B =110° y resta 180° - 110°
para encontrar el valor de£ C =70°, pero al mismo tiempo observa que ese angulo
esta dividido en dos partes y que una de ellas mide 10°, de ahi concluye que en el
ABCD el ZBCD=60° y con esto afirma que ZCBD, ZBDC y ZBCD miden 60°. El
profesor le cuestiona esta ultima afirmacion y el estudiante responde que - la suma de
los angulos internos da 180° y al medir ZBCD=60°, los dos angulos también miden
lo mismo-, al ser cuestionado nuevamente por el profesor sobre la posibilidad de que
uno de ellos mida 70° y otro 50°; el estudiante argumenta que como CD es igual a CB
y considerando que es “un tridngulo isdsceles, los angulos de la base son iguales”;
esto le permite sustentar su conclusion, posteriormente encuentra que B = 60° y lo

resta a 110° para encontrar el valor del 4ngulo. Finalmente concluye que £A=50°.

A igo-tx* +%
Ba- 110"~
x pch=10
‘L___A"Ap +BCA—§.0CA=5C°
A*‘_D-lld _IO “_LO"'QO :6(.0
CD‘C'.Q. 1" ce=Ch
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Estudiante 7

Inicia identificando que el ABCD es isosceles y que BC=CD, considera también
ZA+2/B=110° y que “la suma de angulos interiores del AABC es 180°”, con ello
concluye que ZDCA=10° y por lo tanto afirma que ZBCD=60°. Al saber que el
ABCD es isosceles, que el ZBCD =60°, resta a 180° los 60° del angulo ZBCD y
considera que 120° deben ser igual a la suma de ZCBD +ZCDB =120° pero al tener
en cuenta que son “angulos opuestos a lados iguales” del ABCD, divide entre dos y
afirma que cada angulo mide 60° (LCBD=ZCDB=60°). Posteriormente afirma que
ZBDC y ZCDA son “suplementarios” y al tener que ZBDC=60°, encuentra que
ZCDA =120°.

Al tener, dos angulos del AADC vy tomar en cuenta que “la suma de los angulos
internos da 180°”. Suma ZACD + ZCDA= 130° y resuelve 180° — 130°= 50°, por lo
tanto, concluye que ZA=50°.

Estudiante 8

Identifica al ABCD como triangulo isésceles porque CB=CD y afirma que con ello
dos de sus angulos deben ser iguales y los etiqueta como « (£ZCBD y ZBDC) y el

restante lo etiqueta como 6 (£BCD), posteriormente establece que:
0+ 2a = 180°.

En esta ultima afirmacion el estudiante da por hecho el empleo de “la suma de
angulos internos de un tridngulo”. Posteriormente, al darse cuenta de que para

encontrar los valores de a 'y 6 procede a establecer otra relacion (aqui se observa
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que el estudiante a pesar de no mencionar este teorema emplea el del angulo externo a
un tridngulo y el cudl menciona que “el dngulo externo de un triangulo es igual a la
suma de los dngulos internos no adyacentes”) etiqueta al Z/CDA=7y vy establece la

ecuacion:
y=0+a.

Luego argumenta que como la suma de angulos del ADCA es 180° realiza las

anotaciones siguientes, considerando que el estudiante etiqueta al angulo ZA como f8

180° =10°+ B +7 .

Sustituye 7, despeja f y realiza las siguientes operaciones:
p=110°—-a«
180° = 110°+110°—e¢+ 60 + &«
180° = 120°+ 6
180° — 120° =6
6 =60°.
Luego considera que:
180° =0 + 2«
180° = 60° + 2a
120° = 2«

60°=a.

Con lo anterior, encuentra el valor de », y suma o + = 120° y resta 180°-130° y
concluye que B =50°. Argumenta que como la suma de los angulos interiores de un
triangulo suman 180° y como la suma de y+ ZBCA= 120° +10° =130° + £. Despeja
y obtiene que #=50°.
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La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice H.

Andlisis de la tarea 3

ABCD es un cuadrado y BFDE un paralelogramo. Si AF = 7 y AD=5. ;Cual es el

valor de la suma de las areas del cuadrado y el paralelogramo?

Fuente: Figura tomada de Rubinstein (1963; p. 374)

Estudiante 3

Lo primero que hace es prolongar las lineas BA y DC, lo mismo hace con HP y GE
(H es punto de interseccion de prolongar CD y la 1| a F y paralela a BC y, G la
interseccion de BA con L E y paralela a AD) para formar un rectangulo FHEG y
obtiene el 4rea de este multiplicando 5 x 9 =45 u”. Luego identifica dos triangulos que
asegura son congruentes por tener igual la medida de sus lados: 7 y 5, estos son
AFDH yAEBG. Obtiene que como su base es 5 y su altura 7, aplica la formula para
obtener su 4rea y argumenta que mide 17.5 u’
posteriormente al area del rectangulo FHGE le resta el
area de los dos triangulos AFDH y ACBG, es decir: 45

w35 u’=10 v’

Para obtener el area del cuadrado y el trapecio, suma el
area del cuadrado y el trapecio: ABCD + BFDE = 25

w10 u=35 v’
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La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice L.

Anadlisis de la tarea 4

En el AABC, las bisectrices de los angulos en A y en C se cortan en el punto O. Por
O se traza una recta paralela al lado AC, la cual corta a los lados AB y BC en los

puntos D y E respectivamente. Demuestre que DE = AD + EC.

Fuente: Problema y figura tomada de Rubinstein (1963; p. 377)

Estudiante 5

El estudiante identifica que al ser DE||AC y, CO y AO bisectrices argumenta que el
ZECO y ZOCA son iguales, al igual que ZDAO y ZOAC. Posteriormente afirma
que el ZEOC=ZECA, esto ultimo al ser cuestionado por el profesor, el estudiante
solo argumenta —porque estamos trabajando con paralelas-, sin embargo, este no
logra identificar el teorema que le permite asegurar su afirmacion, por lo que el
profesor le solicita que trace en un dibujo a parte, dos rectas paralelas y una secante
que las corte, de esta manera el estudiante logra identificar y aplicar el teorema de los
angulos alternos internos entre paralelas para sostener sus afirmaciones.
Posteriormente, el estudiante al identificar la igualdad de los angulos afirma que los
triangulos ADAO y AOEC son triangulos isosceles por tener dos angulos iguales,

de ahi argumenta también que al tener dos dngulos iguales, los lados opuestos a estos
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también son iguales por lo que afirma que DO =AD y OE=EC. Con esto asegura que
DE=DA+EC, nuevamente es cuestionado por el profesor en esta ultima afirmacion y
el estudiante expresa que al ser DO=DA y OE=EC, se cumple la igualdad expresada
ademas de que DE= DO + OE.

Estudiante 12

El estudiante emplea las condiciones iniciales del problema, como la del paralelismo
entre DE y BC e identifica a BO y CO como secantes que cortan a las rectas
paralelas, con ello y el teorema de los “4ngulos alternos internos entre paralelas”,
establece que ZDBO=Z0BC y los etiqueta como angulo « , del mismo modo lo hace

con ZECO=Z0CB vy los identifica como angulo £. Lo anterior le permite afirmar que
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AODB y AOEC son triangulos isosceles por lo que asegura que BD=DO y BD +
EC=DO +OE y que DO + OE = DE.

Estudiante 15

El estudiante prolonga las bisectrices AO y CO (llamaremos a N y M
respectivamente, a las intersecciones de estas prolongaciones con los lados AB y BC)
y afirma que los angulos ZOAC=£MOE y ZOCA=2NOD por ser “correspondientes
entre paralelas”. Posteriormente asegura que ZNOD=2 EOC y ZMOE=/DOA por
ser “angulos opuestos por el vértice”, de ahi establece que el AADO es isésceles ya
que los lados de la base son iguales y que de la misma manera el ACEO también es
isosceles. Con ello argumenta que AD=DO y CE =OE y que DE = AO + OE y de ahi
concluye que DE = AD + CE.

La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice J.
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Analisis de la tarea 5

En la figura se tiene que DC=BC y DK=BK. Demostrar que AD=AB

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 147)

Estudiante 12

El estudiante establece que por criterio LLL de congruencia de tridngulos el
ADCK=ABCK, de ahi asegura que <£DKC=/ZCKB por ser angulos
correspondientes de tridangulos congruentes. Posteriormente, nombra al Z/DKC como
a 'y asegura que ZAKD=180 —« ; del mismo modo establece que ZAKB=180 —a'y
argumenta que “por criterio LAL” de congruencia de triangulos AADK=AABK ya
que AK es lado que comparten, ZAKD=Z/AKB y por hipotesis DK=BK, esto le
permite concluir que AD=AB (el estudiante da por hecho que “lados y angulos

correspondientes de tridngulos congruentes, son iguales™).

La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice K.
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Analisis de la tarea 6

En la figura, st AB=AC, AD=AE y £x=/y, entonces demostrar que AG=AH.

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 147)

Estudiante 4

Considerando los datos iniciales del problema, el estudiante afirma que DB=EC e
identifica al ABAC como triangulo iso6sceles, por lo que ZABC=ZACB por ser
angulos de la base de un tridngulo isosceles. Considera que al GH||BC el ZABC es
“angulo alterno interno” con ZGDB y al mismo tiempo ZGDB=ZADE por ser
“opuestos por el vértice”, con GH||BC y AC como secante, afirma que el ZACB=£
HEC y asegura que AGDB = AHEC por el criterio ALA de congruencia de
triangulos (el estudiante da por hecho que “lados y angulos correspondientes de
tridngulos congruentes, son iguales”). Con ello puede afirmar que /DGB=ZEHC y
que al DB=EC; GD=EH y GB=HC los AAGB=AAHC por criterio LAL y esto le
permite concluir que AG=AH.
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Cabe sefialar que el estudiante cambia su argumentacion cuando se le pide exponer su
ruta de solucion, considerando que su prueba escrita muestra una ruta distinta a la

aqui mostrada (véase apéndice B).

La comparacion de los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden

observarse en el apéndice L.
Analisis de la tarea 7

En la figura, si ZA =4B, AD=BE y ZADG =ZBEF. Demostrar que ZCFE=ZCGD.

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 142)

Estudiante 11

El estudiante identifica el cuadrilatero CGDA y emplea la propiedad de los

cuadrilateros de que “la suma de los dngulos internos da 360°” y escribe:

0+ 26+ 2D + £A = 360°.

Con los datos de la hipotesis sustituye ZD por ZE y LA por /B, establece la

siguiente relacion:

L+ 26+ ZE+ 2B = 360°.

Hace lo mismo en el cuadriladtero CFEB y escribe:

C+ F+ <E + 2B = 360°.

Luego, procede a igualar estas dos ecuaciones y elimina ZC, ZE y ZB, con ello

concluye que LF =£G
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Es importante sefialar que el estudiante cambia su argumentacion cuando se le pide
exponer su ruta de solucion, considerando que su prueba escrita muestra una ruta

distinta a la aqui mostrada (véase apéndice C).
Estudiante 13

El estudiante toma en cuenta los datos y etiqueta a LA y ZB como «a y al
ZADG=/BEF como p, posteriormente indica una linea paralela a AB por FG
(emplea un trazo auxiliar); sin embargo, el profesor le cuestiona si verdaderamente la
paralela a AB pasa exactamente por ambos puntos E y G. El estudiante hace una
breve reflexion y argumenta nuevamente que ZA'y ZB son oo y ZADG y ZDEF son
B e indica que son “angulos paralelos”; nuevamente es cuestionado por el profesor
sobre esta afirmacion, el estudiante corrige pero con inseguridad - jcomo se dice?...,
son dangulos... /jexternos internos?- el profesor intenta auxiliar al estudiante
cuestionandole cuando dos lineas son paralelas pero el estudiante no puede avanzar y

no concluye la tarea.

Los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden observarse en el

apéndice M.
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Anadlisis de la tarea 8

En la figura se muestra un cuadrado de lado 12, donde la longitud de AP es 4, la de
DQ es 3 y el ZRQC es recto. ;Cuanto mide RB?

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2012; p. 12)

Estudiante 6

El estudiante comienza trazando la recta QR hasta cortar con la recta AB y llama ese
punto O, posteriormente argumenta que ese punto cumple con AO= 3 y OP =1, de ahi
afirma que el AADP es semejante al AORP por el “criterio de semejanza de

triangulos AAA”; comparten el ZAPD, el ZOAD=/POR=90° y por lo tanto el

ZACD = ZORP, de lo anterior establece la siguiente relacion:
AD AP
OR OP’
Considera los valores dados en el problema, sustituye en la relacion anterior y

concluye que OR=3, es decir, escribe:

12 4 12 =

S OR = -2 OR=3.

OR 1 4
Luego, identifica al AORB como tridngulo rectangulo y aplica el “teorema de
Pitdgoras” para obtener la hipotenusa; con OB=12-3=9 y OR=3, establece que como

92+3%=90 y (se intuye que el alumno asigna a=RB) realizando operaciones aritméticas

concluye que:

a=+v90
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a=3v10 .

Estudiante 15

El estudiante comienza por trazar una paralela a DC que pasa por R y prolonga el
segmento QR hasta tocar el segmento AB y lo llama S. Luego afirma que DQ=3 y
SB=9 y observa que AADP es semejante al ASRP y las razones que da para
asegurarlo es que tienen un angulo recto, comparten el ZSPD y que por lo tanto
ZSRP=/ADP; aqui se observa que el estudiante emplea el “criterio de semejanza

AAA”. Después, afirma que se cumple la siguiente relacion por “teorema de Tales™:

AP AD
SP SR~
Sin embargo, el profesor le cuestiona la aplicacion de este teorema y el estudiante
argumenta que es una relacion de semejanza. El estudiante continta su explicacion y
detalla su procedimiento; primero despeja a SR de la expresion y luego sustituye los
valores de manera que escribe lo siguiente:
p =AD" SP 12-1 SR=3.

AP SR=—3

Al tener las longitudes de SB y SR e identificar el ASRB como “tridngulo
rectangulo”, decide aplicar el “teorema de Pitagoras™ para encontrar a RB y lo escribe

de la siguiente manera:

RB =v9 +81
RB =+v100 .
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El estudiante, comete un error aritmético y el profesor nuevamente le cuestiona; el

estudiante corrige, prosigue su procedimiento y encuentra al valor de RB.

RB =90
RB = 3V10.

Los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden observarse en el

apéndice N.

Andlisis de la tarea 9

En la siguiente figura, los angulos /D y ZC son angulos rectos y AAPR=ABQT.
Demostrar que el AADF =ABCE.

Fuente: Problema y figura tomada de Moise (1970; p. 194)

Estudiante 2

Comienza considerando los datos iniciales y toma en cuenta que APAR = AQTB y
afirma que por esa condicion sus angulos miden lo mismo (refiriéndose a los angulos
correspondientes), etiqueta a ZARP y ZBTQ como £y emplea el teorema de los

angulos opuestos por el vértice para establecer que también L DTA=ZCRB=f y que
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tanto Z/BTD como ZARC miden 180°—f. Lo anterior le permite afirmar que el
ACBR tiene los mismos angulos que ADAT (aqui el estudiante emplea el “criterio
de congruencia de elementos iguales de tridngulos congruentes”) y que al tener
AR=TB y compartir RT ambos triangulos son congruentes por el criterio ALA y por
lo tanto CB=AD por ser “correspondientes de tridngulos congruentes” (en esta parte
el estudiante no da mas informacidén que sustente su afirmacion y se le permite
proseguir), finalmente concluye que el AFAD=AECB por el criterio ALA

(suponemos que da por hecho que LA=/B para realizar tal aseveracion).

Estudiante 7

Comienza considerando la congruencia entre los tridngulos AAPR y ABQT y afirma
que en ambos triangulos todos los lados y angulos correspondientes son iguales,
continua etiquetando a los angulos ZARP y ZBTQ como S, LRAP=/TBO=«a y
ZRPA=/TQB (estos ultimos solo son indicados en la figura pero no los etiqueta) ;
posteriormente, emplea el teorema de los angulos opuestos por el vértice para
etiquetar también a ZGTR y ZGRT como £ e indica la igualdad entre ellos. Luego,
prosigue a emplear la condicion de que ZD=/C, ZGRT = ZGTR=4 y asegura que
/DAT=ZCBR (se intuye que el estudiante emplea la suma de 4ngulos internos de un
tridngulos para realizar dicha afirmacion) y al saber que AR=TB y RT es un
segmento compartido concluye que el AADT = ABCR por el criterio ALA. Con esta
afirmacion establece que DA=CB y considera que ZCBE=/DAF (ambos angulos los
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etiqueta como € + « ; siendo € los /ZDAB y ZABCy, a los £ BAF y ZABE).
Finalmente concluye que AADF=ACBE.

Estudiante 14

Toma en cuenta los datos iniciales para argumentar que al ser AAPR y ABQT
congruentes, sus “angulos correspondientes son iguales” y los etiqueta como ', Sy ¥
(£LARP=/BTQ, LZAPR=/BQT y LTBQ=ZRAP respectivamente). Luego, establece
queZGTR=ZGRT= «a , por ser opuestos por el vértice y afirma que AGRT es
isosceles, etiqueta al ZRGT como @ y considera que al ser AF una linea recta el

ZRPH =180°- £ y emplea el mismo argumento para establecer que ZGQH=180°- .

De lo anterior asegura queZGPH =ZGQH y por el “criterio ALA” el AGQE
=~/AGPF. Para sostener su afirmacion el estudiante argumenta que comparte el 6 (
ZEGF), la igualdad de ZGPF y ZGQE y GP=GQ , en esta ultima afirmacion el
estudiante se apoya de que GR=GT y que AGRT es isosceles; luego senala que
AGEQ=AGFP por lo que también AADF =ABCE, esta tltima afirmacion le es
cuestionada al estudiante y éste argumenta que AF=BE porque PF=QE ya que
AGQE=AGPF y el AAPR=ABQT por lo que QB=AP y ZE=/F. Posteriormente
etiqueta al ZDAR como 90°- ( ¥+ ZQFH) y al ZCBT como 90°— ( y+ ZPEH) y los
iguala, lo anterior le permite afirmar que ZQFH= ZPEH. Finalmente concluye que

por el “criterio ALA” el AADF=ABCE.
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Los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden observarse en el

apéndice O.

Anadlisis de la tarea 10

En la figura ABCD es un cuadrado, M es el punto medio de AD y MN es
perpendicular a AC. Si el 4rea del cuadrado es 120 cm?. ;Cual es el area del triangulo

sombreado?

Fuente: Problema y figura tomada de SMM (2013; p. 3)

Estudiante 2

El estudiante comienza empleando la raiz cuadrada de 120 para encontrar la medida
de cada lado del cuadrado; prosigue obteniendo que el area del AABC es 60,

considerando el procedimiento siguiente:

V120 X v120
> .
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V120

Luego considera que M al ser punto medio del DA, el DM = —— y toma ese valor

como la base del A DMC y con el valor de la altura DC = v/120 encuentra que el
area del ADMC es igual a 120/4= 30. Posteriormente, prolonga la linea MN hasta
intersecar a AB (llamaremos P al punto de interseccion y el cual posteriormente el
estudiante nombra como F) y afirma que MN mide lo mismo que AN asegurando que
los angulos de la base son iguales y miden 45° (/NMA y ZMAN); esta afirmacion le
es cuestionada por el profesor y el estudiante argumenta que al alargar MN el angulo
ZANP mide 90° y que al valer también el ZDAB=90°, el &ngulo Z/MPA midiera 45°
al igual que el ZNAP y que AN=NP. Luego, afirma que ZAMN=/MAN = 45° y por
lo tanto AMAN es un triangulo isosceles y que AANP y AMAN valen lo mismo.

Posteriormente, el estudiante hace referencia a la prolongaciéon de MN hacia AB y
etiqueta F a ese punto de interseccion (punto que anteriormente llamamos P) y afirma
que F es punto medio de AB; aqui el profesor le cuestiona sobre la seguridad de tal
aseveracion y el estudiante afirma que como M es punto medio y es perpendicular a
AC el punto F es punto medio y que vale 120/2 (refiriéndose al segmento AF).

Luego, anota las siguientes operaciones para encontrar el valor de MF:

120 + 120
F= =

MF =+v60 .

Con este valor argumenta que el valor de MN es:

V60
MN:T

Y considera que MN=MA y empleando el “teorema de Pitdgoras” encuentra el valor
del lado AN y con ello ya podria obtener el area del AAMN..., aqui el estudiante

anota varias operaciones como la siguiente:

V60 V60 60

2 2 _ & _

2 2 8

A=
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Posteriormente, revisa sus procedimientos pero no concluye la tarea (al parecer aplica
la féormula para calcular el area del MAN considerando MA como base y MN como

su altura).

Estudiante 6

El estudiante comienza calculando un lado de cuadrado e indica que este tiene el
valor de V120 que es equivalente a 2v30 , de la misma manera establece que
AM=V30 y MD=v30 por ser M el punto medio de DA. Después, obtiene que el
area de ADMC:

V120 - V30

ADMC=T=30.

Del mismo modo obtiene el area del AACB:

V120 - V120

AACB =
2

60

Luego, traza una perpendicular sobre AB con medida V30 (considerando segmento
de A hacia B), hace lo mismo en el punto M para y forma un cuadrado (considerando
v/30 por lado), a continuacion obtiene el area de dicho cuadrado y el resultado lo
divide entre cuatro para obtener el area del AANM y la cudl mide 7.5.
Posteriormente, al area del AMAC le resta el area AANM y obtiene que es 22.5
cm’. Esto ultimo le es cuestionado por el profesor y el estudiante argumenta que
obtiene esa area restando al area del cuadrado ABCD el area del AACB, ADMC y

AANM, concluyendo de esa manera la tarea.
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Estudiante 14

Comienza obteniendo la medida de los lados e indica que miden V120 , luego calcula

el area del AABC y toma como base AB y la altura CB y escribe lo siguiente:

v120-v120 120

— 2
> > =60 cm* .

(ABC) =

Realiza el mismo procedimiento para encontrar el area del ADCM con DC de base y

DM como altura, para encontrar el valor de DM el estudiante argumenta que como M

es punto medio de DA y como DA=v120, entonces, DMZ%. Con esto escribe lo

siguiente:

N

B 2
(DCM) = 5 === 30cm?.

Luego, calcula el area del AACM considerando el area total (del cuadrado ABCD) y
suma las areas de ADCM y AABC y escribe:

(AMC) = 120cm? — (30cm? + 60cm?)
(AMC) = 120cm? — 90cm?
(AMC) = 30cm?.

84



Posteriormente, se fija en el AABC y lo identifica como triangulo rectangulo y
calcula el lado AC empleando el teorema de Pitagoras y realiza sus anotaciones de la

siguiente manera:

Ac? = (V120)" + (vV120)° AC* = 240
AC? = 120 + 120 AC =740 .

Prosigue con la obtencion del area del AAMC, considera AC como base y MN como
su altura, al mismo tiempo, es consciente de que desconoce la altura y realiza

operaciones que le permiten encontrar ese valor, escribe lo siguiente:

2
V240 - MN 60 _ 60 _ 60 — MN
30=—"7 V60-2 60 V& 240

Luego, simplifica ese valor y lo escribe del siguiente modo:

YN = 30
V60

Continua con el calculo del area del AAMN vy realiza el siguiente procedimiento:

@ ()

2
V230 V2 30
2 2 2

(AMN) = g 15

(AMN) =

(AMN) =

Finalmente, para encontrar el area del AMNC, el estudiante resta al area del AMAC

el area del AAMN, realiza el siguiente procedimiento y concluye la tarea:

2
(MNC) = 30—%- 15
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Los distintos procedimientos realizados por los estudiantes pueden observarse en el

apéndice P.

IVV.3. Algunos ejemplos de anlisis de las rutas de solucién

Las rutas de solucion nos ofrecen informacion relevante sobre la manera en la cual
los estudiantes son capaces de movilizar sus recursos cognitivos para construir
respuestas plausibles a los problemas planteados. Cabe sefialar que todas las tareas
propuestas evidenciaron el empleo de distintas estrategias de solucion, como lo
muestran los esquemas de las rutas de solucion (véanse apéndices GalPy, By C)y
las rutas descritas en el apartado I'V.2. Sin embargo, consideramos necesario explicar

detalladamente el como los estudiantes fueron construyendo estas rutas de solucion.

A continuacion mostramos los pasos que siguieron algunos de ellos para resolver las
tareas 1, 9 y 10 (tabla 2, 3 y 4 respectivamente); estas tareas se seleccionaron porque
consideramos que representan en gran medida algunas de las estrategias,
conocimientos previos, heuristicas y argumentaciones que los estudiantes emplean

frecuentemente para dar respuesta a las tareas.
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Tareal

El cuadrilatero ABCD es un trapecio, con AB paralelaa DCy ZADC=/BCD =45°.EyF
son puntos sobre el lado DC tales que DE=EF=FC= 1. Ademas, el trapecio tiene la
propiedad de que AF es paralela a BC y BE es paralela a AD. ;Cual es el perimetro del

trapecio?

Estudiante 4

Estudiante 8

Estudiante 10

PASO 2.
Establece el paralelismo de AD y BE;
AF y BC; AB y DC; y DC secante

D

E F
PASO 4.
Identifica como triangulos rectangulos
FAD y EBC

(o]

87




F
PASO 5.
Establece la congruencia de los
triangulos BGA y EGF,y EB=BC
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Estudiante 1

Estudiante 9

Estudiante 14 *

PASO 4.

Establece las ecuaciones
DO - BF = 0
DO + DF= 2
2p0 =2
Do =1

concluye que DO= DE
y AE es bisectriz de <DAF

— No concluye la tarea —

74

N

D E F c
PASO 4.

Establece que DAF y CBE son triangulos
rectangulos y aplica teorema de Pitagoras

para: AD*+AF?=2?
AD=AF=B(=v2
Finalmente concluye: P=4+2y2

* Este procedimiento fue
tomado del trabajo escrito,
no se tiene el argumento del
estudiante de esta ruta de
solucion

Tabla 2. Rutas de solucion de la Tarea 1
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Tarea 9
En la siguiente figura, los angulos /D y ZC son angulos rectos y AAPR=ABQT.
Demostrar que el AADF ~ABCE.

Estudiante 2 Estudiante 7 Estudiante 14
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Tabla 3. Rutas de solucion de la Tarea 9

Tarea 10
En la figura ABCD es un cuadrado, M es el punto medio de AD y MN es perpendicular a
AC. Si el area del cuadrado es 120 cm®. ;Cual es el area del triangulo sombreado?

Estudiante 2 Estudiante 6 Estudiante 14
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Tabla 4. Rutas de solucion de la Tarea 10
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En estas tres tareas se puede observar que los estudiantes, al contar con cierto
conjunto de conocimientos previos, se auxilian de algunas heuristicas que aplican de
manera distinta y aunque algunos no logran finalizarla si fueron capaces de crear una

ruta de solucion que les permite ir construyendo una posible respuesta a la tarea.

IV.4. Andlisis general de las caracteristicas de razonamiento, argumentaciones y

heuristicas empleadas por los estudiantes

De acuerdo a los procedimientos y argumentos que los estudiantes emplearon durante
la fase de observacion, caracterizamos el tipo de razonamiento mostrado, asi como
también, el tipo de esquemas de prueba empleados para sustentar sus argumentos.
Identificamos también algunas de las heuristicas de las cuales se apoyaron durante el
desarrollo de las tareas. El analisis detallado para cada estudiante en cada una de las

tareas se puede observar en el apéndice G.

Las siguientes tablas muestran un analisis general de la actividad desarrollada por
cada estudiante (inicamente de aquellos estudiantes que participaron en la entrevista),
asi como una clasificacion del tipo de razonamiento, argumentos y heuristicas

empleadas por cada uno de ellos en el desarrollo de cada tarea que les fue asignada.

Estudiante 1

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y Creativo

El  estudiante emplea un

razonamiento memoristico
cuando  hace empleo de
conocimientos aprendidos
previamente, ademas emplea
simbologia  matematica  para
asegurar la medida de ciertos
angulos sin tener bien
comprendidos los  conceptos
como “perpendicular”

(algoritmico), sin embargo, se
observa que el estudiante puede
identificar algunas sub-figuras
como tridngulos y cuadrados

Esquema de prueba empirico
(prueba perceptual)

El estudiante da por hecho que el
empleo de algunos trazos cumple con
ciertas caracteristicas; en la tarea 1 da
por hecho que el trazado de
perpendiculares en el trapecio cumplen
con formar un cuadrado a simple vista,
sin embargo, no puede asegurar esta
afirmacion.

(prueba inductivo)

En la tarea 2, el estudiante hace empleo
de triangulos isOsceles asi como la

En la tarea 1; traza
perpendiculares (trazos
auxiliares) en la figura para
intentar armar un cuadrado y
triangulos rectangulos
(descomponer y recomponer el
problema).

En la tarea 2; se apoya de un
problema analogo como el uso
de triangulos isoésceles para
posteriormente dar respuesta al
problema general.
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dentro del problema 1 e intenta
apoyarse de estos para justificar
sus resultados (creativo-
novedoso, plausible y flexible).

En el problema 2. El estudiante
muestra un tipo de razonamiento
creativo ya que identifica
argumentos que le permiten dar
respuesta al problema (plausible
y flexible), ademas, emplea la
simbologia  matematica  para
asegurar dichas afirmaciones
(fundamentacion matematica).

constante de sumar los angulos
interiores de un tridngulo para luego
asegurar la validez de un problema mas
general.

Esquema de prueba analitico
(prueba axiomatico)

En la tarea 2, el estudiante emplea tanto
la simbologia matematica como
propiedades, conceptos y teoremas para
justificar de manera convincente su
resultado.

Estudiante 2

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

Es imitativo cuando hace empleo
correcto de teoremas aunque no
se observa una comprension
completa de estos ya que da por
hecho que se cumplen ciertas
condiciones (Tarea 9).

Es creativo (plausible) ya que
intenta buscar elementos como
triangulos dentro de la figura —
tarea 9 y tarea 10-que le permitan
resolver el problema empleando
diversos argumentos (flexible),
como la  congruencia de
triangulos o la reconstruccion de
formulas (novedoso) para
obtener suma de areas —tarea 10-.

Esquemas de prueba de conviccion
externa

(prueba simbdlico)

El estudiante, en la tarea 9, da por
hecho que se cumplen ciertas
condiciones de  congruencia de
tridngulos sin percatarse de que su
argumento no es convincente en su
totalidad, da por hecho que el anotar el
criterio justifica su afirmacion.

Esquemas de prueba empiricos

(prueba
inductivo)

perceptual 'y  prueba

El estudiante, en la tarea 9 y 10, basa
sus argumentos en la identificacion de
triangulos 'y la construccion de
triangulos congruentes. El estudiante,
en la tarea 9 busca emplear criterios de
congruencia en los distintos triangulos
percibidos; en la tarea 10, intenta
aplicar formulas para obtener areas de
triangulos.

Esquema de prueba analitico

(prueba axiomatico)

En ambas tareas, el estudiante emplea
tanto la simbologia matematica como la

argumentacion para justificar de manera
convincente su resultado.

En la tarea 9; intenta hacer uso
de problemas analogos como el
uso de tridngulos dentro de la
figura dada o el empleo de

ciertos teoremas de
congruencia, sin embargo, no
son comprendidos

correctamente o en su totalidad
por el estudiante.

En la tarea 10; prolonga una
recta (MN) para intentar formar
varios triangulos (descomponer
y recomponer el problema) con
los que intenta apoyar sus
argumentos (trazos auxiliares),
sin embargo, no concluye el
problema.
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Estudiante 3

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

En imitativo (memoristico) no
muestra dificultades para aplicar
algunos conocimientos
aprendidos previamente (tarea 3)
aplica sin dificultad la formula
para obtener el area de tridngulos
y cuadrados, sin embargo
también  se  observa  un
razonamiento flexible ya que en
la misma tarea intenta reconstruir
una féormula que le permite dar
respuesta al problema (novedoso
y flexible), lo descompone en
varias sub-figuras como
triangulos. Ademas, hace empleo
de la sustraccion de areas.

Esquema de prueba empirico.
(prueba perceptual)

En la tarea 3, el estudiante, justifica sus
resultados basandose en la obtencion de
areas de varias sub-figuras.

Esquema de prueba analitico

(prueba transformacional y prueba
axiomatico)

En la tarea 3, el estudiante emplea
trazos auxiliares de manera intencional
para obtener figuras mas sencillas.
Emplea tanto la simbologia matematica
como la argumentacion para justificar
de manera convincente su resultado.

En la tarea 3; prolonga las
rectas AB y CD y traza
perpendiculares (trazos
auxiliares) para formar dos
triangulos rectangulos y
cuadrados  (descomponer 'y
recomponer el problema).

Estudiante 4

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El estudiante emplea, en ambos
problemas un razonamiento
memoristico ya que hace empleo
de conocimientos aprendidos
previamente y al mismo tiempo
se observa un razonamiento
creativo ya que en las tareas 1 y
6; hace la descomposicion de la
figuras en otras sub-figuras como
triangulos y cuadrilateros para

justificar sus argumentos
(novedoso), ademdas, emplea
adecuadamente diversos
teoremas como Pitagoras,

angulos opuestos por el vértice,
etc. (flexible y plausible).

Esquema de prueba empirico.

(prueba  perceptual 'y prueba

inductivo)

En las tareas 1 y 6, el estudiante,
justifica sus resultados basandose
primeramente en la identificacion de
sub-figuras de las cuales se apoya para
emplear argumentos mas elaborados.
Generaliza los criterios de congruencia
de triangulos.

Esquemas de prueba analitico
(prueba axiomatico)

El estudiante, solamente en la tarea 1,
hace empleo de la descomposicion de
los problemas en problemas mas
sencillos como el empleo de tridngulos
y emplea la notaciéon matematica para
justificar sus argumentos.

En la tarea 1; el estudiante traza
perpendiculares (trazos
auxiliares).para formar
triangulos y emplearlos para
resolver el problema
(descomponer y recomponer el
problema).

En la tarea 6; el estudiante
emplea problemas analogos
como triangulos isdsceles para
resolver la tarea (descomponer
y recomponer el problema).

Estudiante 5

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante muestra un
razonamiento memoristico ya
que aplica conocimientos
previamente aprendidos, también
muestra un razonamiento

Esquemas de prueba de conviccion
externa.

(prueba ritual)

El estudiante, en la tarea 4, es apoyado
por el docente para convencerse de su

En la tarea 2; el estudiante hace
empleo de analogias como el
uso de triangulos isdsceles para
resolver un problema mas
general (descomponer y
recomponer el problema).
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algoritmico cuando da por hecho
que el uso de ciertos conceptos se
cumplen sin percatarse de las

condiciones  del  problema;
también se observa un
razonamiento creativo cuando

emplea la descomposicion en
sub-figuras (tarea 2 y 5) y uso
adecuado de propiedades de
triangulos  isosceles, angulos
entre paralelas y la suma de
angulos internos en un triangulo
para encontrar la solucion de las
dos tareas (novedoso y flexible).

afirmacion (identificacion de angulos
alternos internos entre paralelas).

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante basa sus argumentaciones
en la observacion de sub-figuras dentro
del problema como  tridangulos
equilateros e isosceles (tarea 2 y 5), se
observé que en algin momento el
profesor tuvo que apoyarlo para que
pudiera recordar alguno de ellos (tarea
5). En la tarea 2, el estudiante
generaliza la suma de angulos internos
en varios tridangulos.

Esquemas de prueba analiticos
(prueba axiomatico)

El estudiante hace empleo de la
notacion matematica y teoremas que le

permiten justificar sus resultados en
ambas tareas.

En la tarea 5; el estudiante
prolonga rectas CO y AO
(trazos auxiliares) para luego
apoyar sus conjeturas, también
emplea la descomposicion y
composicion del problema en
triangulos isosceles.

Estudiante 6

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante muestra un

razonamiento memoristico ya
que aplica conocimientos
aprendidos  previamente, sin

embargo también se observa un
razonamiento creativo ya que
identifica  sub-figuras  como
triangulos rectangulos dentro de
cada problema (novedoso) y hace
un empleo adecuado de férmulas
para el célculo de areas de
triangulos, el teorema de
Pitdgoras o proporcionalidad
entre triangulos (flexible y
plausible) y notacion matematica
para resolver los problemas 8 y
10 (plausible y fundamentacion
matematica).

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante tanto en la tarea 8 como
en la tarea 10, identifica sub-figuras
como tridngulos o cuadrados para
comenzar a resolver dichas tareas. En la
tarea 8, aplica los criterios de
semejanza de tridangulos. En la tarea 10,
identifica tridngulos y cuadrados y
aplica formulas para encontrar sus
areas.

Esquemas de prueba analitico

(prueba transformacional y prueba
axiomatico)

En la tarea 10, el estudiante se apoya de
trazos para transformar la figura en
triangulos y cuadrados para aplicar
formulas para areas. Basa sus
argumentaciones en la identificacion de
sub-figuras como triangulos rectangulos
en las tareas 8 y 10 y hace empleo de la
simbologia matematica para apoyar sus
conjeturas.

En la tarea 8; el estudiante traza
perpendiculares 'y  prolonga
varios trazos como RO y PC
(trazos auxiliares) y emplea
analogias como el wuso de
triangulos  rectangulos  para
apoyar sus conjeturas.

En la tarea 10; el estudiante
prolonga trazos y hace uso de
perpendiculares (trazos
auxiliares) para formar
cuadrados y tridngulos; la suma
de 4areas de triangulos
(analogias) que le permiten
resolver el tarea.

96




Estudiante 7

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante muestra un

razonamiento memoristico
cuando emplea sin dificultad
algunos conocimientos

aprendidos previamente, también
se observa un razonamiento
creativo cuando identifica sub-
figuras como triangulos
congruentes (tarea 2) o triangulos
isosceles (tarea 9), ademas hace
empleo de teoremas como
congruencia de triangulos o bien
propiedades de la figuras como la
suma de angulos internos de un
triangulo o propiedades de los
triangulos isdsceles parta apoyar
sus conjeturas  (flexible y
plausible), y hace empleo de la
notacion matematica para
justificar sus resultados
(fundamentacion matematica).

Esquemas de prueba empirico

(prueba prueba

inductivo)

perceptual vy

El estudiante, en la tarea 2 y 9, basa sus
argumentaciones en la identificacion y
empleo de sub-figuras como triangulos
dentro de cada tarea. En ambas tareas,
generaliza la suma de angulos internos
de un triangulo y en la tarea 9
generaliza ademas los criterios de
congruencia de triangulos.

Esquemas de prueba analiticos
(prueba axiomético)

El estudiante hace empleo de la
notacién matematica y teoremas que le

permiten justificar sus resultados en
ambas tareas.

En la tarea 2; el estudiante

emplea analogias como
triangulos isosceles para
resolver un problema mas
general (descomponer y

recomponer el problema).

En la tarea 9; el estudiante
emplea analogias como uso de
triangulos y angulos opuestos
por el vértice dentro de la
figura, para resolver un
problema mas general
(descomponer y recomponer el
problema).

Estudiante 8

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El estudiante muestra un
razonamiento memoristico
cuando emplea sin dificultad
algunos conocimientos
aprendidos  previamente;  se
observa también un
razonamiento creativo cuando
hace empleo de la
descomposicion de los problemas
en problemas mas sencillos
(novedoso) como el uso de
triangulos isosceles o triangulos
rectangulos (tarea 1 y 2,
respectivamente) para resolver
un problema mas general. Se
observa también el empleo
adecuado de propiedades de los
triangulos isésceles, suma de
angulos internos en un triangulo,
angulos entre paralelas, teorema
de Pitagoras, congruencia de
triangulo y definiciones de
bisectriz 'y perpendicularidad
(flexible y plausible), ademas se
observa el empleo de Ia
simbologia matematicas para
apoyar sus resultados
(fundamentacion matematica).

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante en las tareas 1 y 2
comienza con identificar sub-figuras
como los tridngulos para posteriormente
resolverlas. En las tarea 1 el estudiante
generaliza los criterios de congruencia
de tridngulos, mientras que en la tarea
2, generaliza la suma de éangulos
internos de un tridangulo.

Esquemas de prueba analitico
(prueba axiomatico)

El estudiante en ambos problemas
(tarea 1 y 2) hace uso de teoremas,
propiedades de las figuras y simbologia
matematica para apoyar sus
argumentos.

En la tarea 1; el estudiante hace
empleo de trazos auxiliares
como perpendiculares y
prolongacién de rectas, ademas,
emplea analogias como uso de
triangulos isosceles dentro de la
figura dada (descomponer y
recomponer el problema).

En la tarea 2; el estudiante hace
uso de tridngulos isdsceles para
resolver un problema mas
general (descomponer y
recomponer el problema) y para
establecer relaciones
algebraicas que le permiten
justificar sus argumentos.
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Estudiante 9

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante  emplea el

razonamiento memoristico
cuando hace uso de
conocimientos aprendidos
previamente , principalmente

cuando da por hecho que se
cumplen ciertas condiciones, por
ejemplo, al momento de emplear
trazos auxiliares o definiciones
como perpendicularidad (tarea
1). Emplea el razonamiento
creativo y flexible cuando
identifica o descompone sub-
figuras dentro del problema para
intentar resolverlo (tarea 1).

Esquemas de prueba de conviccion
externa

(prueba ritual)

El estudiante hace un empleo deficiente
de teoremas y definiciones al momento
de justificar sus resultados (tarea 1).
Esquemas de prueba empirico
(prueba perceptual)

En la tarea el estudiante basa sus

argumentaciones en la identificacion de
sub-figuras, como triangulos.

En la tarea 1; el estudiante traza

perpendiculares (trazos
auxiliares) para formar
triangulos rectangulos

(analogias) para resolver un
problema mas general, aunque
no finaliza el tarea.

Estudiante 10

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El estudiante muestra una
razonamiento memoristico
cuando hace uso de
conocimientos aprendidos

previamente y un razonamiento
creativo cuando hace empleo de
la  descomposicion de los
problemas en sub-figuras como
triangulos (tarea 1), emplea
adecuadamente conceptos como
angulos suplementarios, angulos
entre paralelas, angulo recto,
teorema de  Pitdgoras y
congruencia de tridangulos para
justificar sus argumentos
(plausible) y emplea la notacion
matematica para justificar sus
resultados (fundamentacion
matematica).

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante, en la tarea 1, se basa
inicialmente en la identificacion de sub-
figuras, principalmente triangulos, que
posteriormente le sirven para dar
argumentos mas  elaborados. El
estudiante generaliza los criterios de
congruencia de triangulos.

Esquemas de prueba analitico
(prueba axiomatico)

El estudiante hace uso adecuado de
conceptos y teoremas, ademas de la

simbologia matematica para apoyar sus
argumentos y justificar sus resultados.

En la tarea 1; el estudiante hace
empleo de problemas analogos
como angulos entre paralelas,
angulos suplementarios y la
identificacion de  triangulos
dentro de la figura dada
(descomponer y recomponer el
problema).

Estudiante 11

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y Creativo

El  estudiante  emplea el
razonamiento creativo cuando
identifica o descompone el
problema en sub-figuras
(novedoso) como cuadrilateros

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante, en la tarea 7 se basa
inicialmente en la identificacion de sub-

En la tarea 7; el estudiante hace
empleo de analogias como la
identificaciéon de cuadrilateros
en el interior de la figura dada
(descomponer y recomponer el
problema).
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(tarea 7) o la suma de angulos
internos de un cuadrilatero,
angulos suplementarios, angulos
opuestos por el vértice, ademas,
emplea la simbologia
matematicas para justificar sus
resultados (fundamentacion
matematica).

figuras como triangulos y cuadrilateros
que posteriormente le sirven para dar
argumentos mdas elaborados. El
estudiante generaliza la suma de
angulos internos de un cuadrilatero.

Esquemas de prueba analitico
(prueba axiomatico)

El estudiante hace un empleo adecuado
de conceptos, teorema, propiedades de
las figuras y wuso de simbologia
matematica para apoyar sus argumentos
y justificar sus resultados.

Estudiante 12

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El estudiante muestra una
razonamiento memoristico
cuando aplica sin  mayor
dificultad conocimientos
aprendidos  previamente, sin
embargo, también muestra un
razonamiento creativo cuando
identifica o descompone el
problema en sub-figuras
(novedoso) como el identificar
triangulos isdsceles (tarea 4) o
triangulos congruentes (tarea 5).
Hace empleo de teoremas y
propiedades de las figuras como
angulos entre paralelas, angulos
suplementarios, triangulos
isosceles y  criterios  de

congruencia de triangulos
(flexible y plausible), emplea
ademas, la simbologia
matematica para justificar sus
resultados (fundamentacion
matematica).

Esquemas de prueba empirico
(prueba perceptual)

El estudiante, en ambas tareas (4 y 5),
se basa inicialmente en la identificacion
de sub-figuras como triangulos los
cuales le sirven para dar argumentos
mas elaborados.

Esquemas de prueba analiticos
(prueba axiomético)

El estudiante hace un empleo adecuado
de teoremas, definiciones, propiedades
de las figuras y la simbologia
matematica  para  sustentar  sus
argumentos y justificar resultados (tarea
4).

En la tarea 4; el estudiante hace
uso de analogias como el uso de
angulos entre paralelas,
triangulos isdsceles y suma de
segmentos  (descomponer y
recomponer el problema).

En la tarea 5; el estudiante
identifica triangulos
congruentes dentro de la figura
(descomponer y recomponer el
problema).

Estudiante 13

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El estudiante muestra un
razonamiento memoristico
cuando emplea conocimientos
aprendidos  previamente y
muestra  una  razonamiento
algoritmico  cuando  realiza
trazos auxiliares que asegura
cumplen ciertas condiciones, por
ejemplo, el trazo de paralelas que
pasan por ciertos puntos (tarea

Esquemas de prueba de conviccion
externa

(prueba ritual)

El estudiante hace un empleo deficiente
de teoremas y conceptos para justificar
sus resultados (tarea 7).

Esquemas de prueba empirico

(prueba perceptual)

En la tarea 7; el estudiante
prolonga varias rectas (trazos
auxiliares) para  identificar
triangulos  (descomponer y
recomponer el problema), sin
embargo, no logra concluir la
tarea.
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7). Hace empleo del
razonamiento creativo cuando al
realizar trazos auxiliares pretende
descomponer el problema en sub-
figuras como triangulos isosceles
(novedoso y flexible).

El estudiante se basa inicialmente en la
identificacion de sub-figuras como los
triangulos que posiblemente le permitan
resolver la tarea.

Estudiante 14

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante muestra un

razonamiento memoristico
cuando  hace empleo de
conocimientos aprendidos
previamente, sin  embargo,
también muestra un
razonamiento creativo cuando
identifica o descompone el
problema en sub-figuras

(novedoso) como el identificar
triangulos rectangulos (tarea 9),
triangulos isésceles o suma de
areas (tarea 10). Hace empleo de
teoremas y propiedades de las
figuras como los criterios de
congruencia  de  triangulos,
angulos opuestos por el vértice,

angulos suplementarios,
descomposicion de areas,
teorema de Pitagoras,

definiciones como punto medio y
cuadrado (flexible y plausible),
emplea ademds, la simbologia
matematica para justificar sus
resultados (fundamentacion
matematica).

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante, en ambas tareas (9 y 10),
se basa inicialmente en la identificacion
de sub-figuras como el identificar
triangulos y angulos que posteriormente
le sirven para dar argumentos mas
elaborados. En la tarea 9 generaliza la
aplicacion de los criterios de
congruencia de tridangulos, la suma de
angulos suplementarios y los angulos
opuestos por el vértice. Mientras que en
la tarea 10 generaliza la identificacion
de triangulos para obtener areas.

Esquemas de prueba analitico
(prueba axiomético)

El estudiante, hace empleo adecuado de
definiciones, teoremas, propiedades de
las figuras y uso de simbologia
matematica para apoyar sus argumentos
y justificar sus resultados (tarea 9 y 10).

En la tarea 9; el estudiante hace
empleo nuevamente de
analogias como identificar
triangulos rectangulos, ademas
de sumar areas para encontrar la
respuesta al problema
(componer y recomponer el
problema).

En la tarea 10; el estudiante
hace empleo de problemas
anadlogos como uso de diversos
triangulos  (descomponer y
recomponer el problema) dentro
de la figura dada.

Estudiante 15

Tipo de razonamiento

Esquemas de prueba empleados

Heuristicas empleadas

Imitativo y creativo

El  estudiante muestra  un

razonamiento memoristico
cuando aplica sin dificultad
conocimientos aprendidos

previamente, también se observa
un razonamiento creativo cuando
hace empleo de la
descomposicion del problema
(novedoso) en sub-figuras como
triangulos rectangulos (tarea 8) y
trazos auxiliares para identificar
triangulos isdsceles (tarea 4).
Emplea teoremas, propiedades o

Esquemas de prueba empirico

(prueba
inductivo)

perceptual 'y prueba

El estudiante, en las tareas 4 y 8, se
basa inicialmente en la identificacion de
sub-figuras como tridangulos rectangulos
y que posteriormente le sirven para dar
argumentos mas elaborados. En la tarea
8 generaliza los criterios de semejanza
de triangulos.

Esquemas de prueba analitico

En la tarea 4; el estudiante

prolonga rectas (trazos
auxiliares) para luego emplear
analogias como el uso de

angulos opuestos por el vértice,
angulos entre paralelas y suma
de segmentos (descomponer y
recomponer el problema).

En la tarea 8; el estudiante hace
empleo de rectas paralelas y
prolonga otras rectas (trazos
auxiliares), luego  emplea
analogias como  triangulos
rectangulos semejantes dentro
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conceptos como la definicion de
bisectriz y paralelismo, angulos
entre paralelas, propiedades de
los triangulos isOsceles y
rectangulos, criterios de
congruencia  de  triangulos,
triangulos semejantes, teorema
de Tales y teorema de Pitagoras
(flexible y plausible), ademas,
emplea la simbologia matematica
para justificar sus resultados
(fundamentacion matematica).

(axiomatico)

El estudiante en las tareas 4 y 8 hace
empleo adecuado de definiciones,
propiedades de las figuras, teoremas y
simbologia matematica para apoyar sus
argumentos y justificar sus resultados.

de la figura dada (descomponer
y recomponer el problema).

Las caracteristicas especificas del razonamiento y del tipo de argumentaciones dadas

por los estudiantes, asi como los conocimientos de geometria y las heuristicas

empleadas por éstos en cada una de las tareas, se pueden observar en el apéndice F.
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V. DISCUSION Y CONCLUSIONES

V.1. Introduccién

Es interesante sefialar que después de realizar una observacion meticulosa de las rutas
de solucidon que los estudiantes emplearon en cada una de las tareas, tanto en las
entrevistas como en sus pruebas escritas, pudimos identificar que éstos no siempre
eligen un mismo camino para llegar a la solucion, incluso se puede decir que los
estudiantes fueron capaces de conectar sus recursos de forma efectiva y no acudieron
solo a la memoria para explicar sus rutas de solucion. También podemos decir que
estos procedimientos o rutas pueden parecerse o no a los empleados por otros
compaifieros. Sin embargo, es importante sefialar que aunque no todos ellos llegan al
resultado correcto, si mostraron que cuentan con una variedad de estrategias y
conocimientos previos que les permitieron avanzar en el disefio de una estrategia de

solucion.

Durante la investigacion se pudo observar que el uso de razonamiento memoristico es
importante, ya que un elemento central al resolver varias de las tareas incluye aplicar
los conocimientos aprendidos en cursos previos con fluidez. Los estudiantes muestran
también un razonamiento creativo ya que su conjunto de estrategias y conocimientos
les permitieron construir alguna ruta de solucidon, por ejemplo, constatamos que
muchos de ellos fueron capaces de identificar o descomponer el problema en sub-
figuras, de las cuales se apoyaron para intentar responder a problemas parciales. De la
misma manera pudimos constatar que muestran un pensamiento flexible, ya que no se
limitan a emplear un inico camino o ruta de solucion, principalmente cuando se dan
cuenta que éste no les lleva a la respuesta correcta y buscan otras alternativas que les
permiten avanzar para resolver la tarea (estudiantes 4 y llen las tareas 6 y 7
respectivamente — véanse apéndices B y C—). Otra caracteristica es que los
estudiantes emplean un razonamiento creativo, principalmente un pensamiento

plausible, cuando la mayoria de ellos soporta sus conjeturas en argumentos
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convincentes y en algunos casos hacen empleo de la fundamentacion matematica
como: el uso correcto de algiin teorema, propiedades de las figuras, empleo de
ecuaciones o establecimiento de relaciones para apoyar sus conjeturas (estudiante 4, 8
y 10-Tarea 1; Estudiante 1, 5, 7 y 8-Tarea 2; Estudiante 5, 12 y 15-Tarea 4;
Estudiante 11-Tarea 7; Estudiante 6 y 15-Tarea 8; Estudiante 2, 7 y 14-Tarea 9;
Estudiante 2, 6 y 14-Tarea 10).

Otra situacion que observamos, fue el manejo de ciertos contenidos geométricos que
los estudiantes emplearon para apoyar sus argumentos al momento de resolver
problemas de geometria, entre estos se pudo verificar que emplean constantemente:
los criterios de congruencia de triangulos, el teorema de Pitdgoras, angulos entre
paralelas, angulos complementarios, angulos inscritos en una circunferencia y
propiedades de los tridngulos (suma de angulos interiores). Fue muy raro observar
otros contenidos empleados, por ejemplo, el identificar cuadrilateros dentro del
problema (estudiante 6-tarea 10, estudiante 11—tarea 7 y estudiante 14—Tarea 1), o

bien, el teorema del angulo externo (estudiante 8-tarea 2; estudiante 10—Tarea 1).

Otro aspecto importante, fue el evidenciar el tipo de heuristicas que los estudiantes
emplearon durante la resolucion de problemas. Entre estas podemos mencionar que
los estudiantes cominmente emplean: la descomposicion y composicion del
problema, es decir, intentan encontrar figuras mas sencillas de resolver; el realizar
trazos auxiliares, como el prolongar trazos dentro de las figuras para armar otras
nuevas (tarea 1, estudiantes: 1, 4, 8, 9 y 10; tarea 3, estudiante 3; tarea 4, estudiante
15; tarea 7, estudiante 13; tarea 8, estudiantes: 6 y 15; tarea 10: estudiantes 2 y 6).
También la identificacion de casos andlogos, como el identificar tridngulos o figuras
mas sencillas o aplicar un teorema de un caso similar (tarea 1, estudiantes 1,4,8,9 y
10; tarea 2, estudiantes: 1,5,7 y 8; tarea 3, estudiante 3; tarea 4, estudiantes: 5, 12,15;
tarea 5, estudiante 12; tarea 6, estudiante 4; tarea 7, estudiante 11 y 13; tarea 8§,
estudiantes: 6 y 15; tarea 9, estudiantes 2, 7 y 14; tarea 10: estudiantes 2 , 6 y 14). Un
aspecto muy interesante observado entre las estrategias empleadas por los estudiantes,
y que no es muy comun observar, fue el empleo del principio de aditividad de éreas,

el cual consiste en sumar o restar areas de sub-figuras para obtener un area especifica
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(estudiante 3-tarea 3 y estudiantes 2, 6 y 14 en la tarea 8). Esto nos indica que es
probable que los estudiantes han tenido la oportunidad de realizar actividades que les
permiten poner en juego sus conocimientos previos sobre temas de geometria, asi
como también, la manera en la cual emplean dichos conocimientos para intentar
convencerse y/o convencer al docente sobre la veracidad de sus procedimientos y
resultados, esto Gltimo también es indicativo del tipo de creencia que tiene cada uno

de los estudiantes sobre sus conocimientos de geometria.

También, fue necesario identificar el tipo de esquemas de prueba que emplearon los
estudiantes durante la solucion de problemas ya que estos nos permitieron analizar y
comprender la manera en la cual los estudiantes hacen empleo de distintos tipos de
argumento para justificar sus resultados, entre ellos observamos que son pocos los
estudiantes que hacen uso de los esquemas de conviccidn externa, principalmente se
puede asegurar que emplean este tipo de esquemas cuando no tienen bien
comprendido un teorema, un concepto o solo emplean los algoritmos o propiedades
de las figuras de manera mecanica sin hacer un analisis previo de la tarea ( estudiante
1,4 y 9-tarea 1, estudiante 2- tarea 9 y 10, estudiante 4-tarea 1, estudiante 5-tarea 4 y
estudiante 13- tarea 7). También podemos observar que gran parte de ellos emplea
los esquemas de prueba empirico, principalmente el esquema de prueba
perceptual, es decir, justifican ciertas afirmaciones basandose en las figuras que
perciben de manera inmediata como lo pueden ser el identificar figuras como
triangulos, cuadrados, etc., y a partir de estas sub-figuras los estudiantes pretenden
resolver el problema (todos los estudiantes fueron capaces de identificar sub-figuras,
véase apéndice F), también se observd el empleo de los esquemas de prueba
inductivos cuando los estudiantes se enfocaron en observar casos especificos como:
la identificacion de tridngulos para la generalizacion de los criterios de congruencia,
propiedades de la suma de angulos internos, obtencion de areas; o bien, angulos

opuestos por el vértice y angulos suplementarios (estudiantes 1, 2, 4, 5,6, 7, 8, 10, 11

y 14).

Otro esquema de prueba empleado por los estudiantes, fue el uso de los esquemas de

prueba analiticos, principalmente los esquemas de prueba axiomatico; en estos
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esquemas de prueba los estudiantes emplearon adecuadamente tanto teoremas,
conceptos, propiedades de las figuras asi como la simbologia matematica para
argumentar y justificar procedimientos y resultados obtenidos en los problemas
planteados (estudiantes 4, 8 y 10 en la tarea 1; estudiantes 1,5,7 y 8 en la tarea 2;
estudiantes 5, 12 y 15 en la tarea 4; estudiante 11 en la tarea7; estudiantes 6 y 15 en

la tarea 8; estudiantes 2, 7y 14 en la tarea 9 y estudiantes 2, 6 y 10 en la tarea 10).

En general, podemos asegurar que los estudiantes emplean diversos esquemas de
prueba durante la justificacion de resultados, ya que dependiendo del conjunto de
conocimientos previos con los que cuenten y del tipo de problema que se les plantee,
pueden transitar entre diferentes formas argumentativas. Sabemos que si la tarea
representa hasta cierto punto un problema sencillo e incluso conocido previamente
por el estudiante, éste mostrara un esquema de prueba de conviccion externa si la
tarea se vuelve un poco mas compleja pero, si el estudiante logra identificar patrones

o percibe nuevas sub-figuras éste hara uso de los esquemas de prueba empiricos.

Sin embargo, si la tarea le exige al estudiante elaborar deducciones mas complejas y
hace uso de demostraciones matematicas mas elaboradas se dira que el estudiante
hace uso de los esquemas de prueba analiticos. Durante esta investigacion fue comin
observar que los estudiantes transitan por estas clasificaciones de argumentacion ya
que pueden estar empleando en un inicio esquemas de prueba empirico y luego
convencerse de sus conjeturas haciendo uso de los esquemas de prueba analiticos
(tarea 1, estudiantes 4, 8 y 10; tarea 2, estudiantes 1, 5, 7 y 8§; tarea 3, estudiante 3;
tarea 4, estudiantes 5, 12 y 15; tarea 7, estudiante 11; tarea 8, estudiantes 6 y 15; tarea
9, estudiantes 2, 7 y 14 y tarea 10, estudiantes 2, 6 y 14), o bien, hacer uso de los
esquemas de prueba perceptuales (empiricos) y posteriormente hacer uso de los
esquemas de conviccion externa o viceversa y convencerse dando por hecho que se
cumplen ciertas propiedades (estudiante 1, 4 y 9 en la tarea 1, estudiante 2 en las

tareas 9 y 10, , estudiante 5-tarea 4, y estudiante 11-tarea 7).

Lo anterior nos permite intentar comprender la manera en la cual los estudiantes
resuelven problemas basicos de geometria y emplear este estudio en investigaciones
posteriores.
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V.2. Respuesta a las preguntas de investigacion

Para contestar a la pregunta, jqué tipo de razonamiento emplean estudiantes de
licenciatura para resolver problemas geométricos y justificar el proceso de
solucion?, basandonos en las observaciones realizadas, podemos afirmar que la gran
mayoria de los estudiantes que participaron en esta investigacion desarrollan un
razonamiento creativo ya que usan la descomposicion del problema en sub-figuras e
intentan crear distintos caminos para contestar al problema planteado. Sin embargo,
cabe la posibilidad de que algunos estudiantes recurran al razonamiento imitativo,

principalmente cuando las tareas no representan un reto o un problema para ellos.

Con respecto a la pregunta ;cudles argumentos y heuristicas emplean estudiantes de
licenciatura durante la justificacion de resultados geométricos basicos?, podemos
asegurar que los estudiantes hacen uso de diversas heuristicas como: la identificacion
de sub-figuras dentro de la figura inicial del problema y de las cuales se apoyan para
responder a una figura mas elaborada; hacen trazos auxiliares que en ocasiones les
son de utilidad; generalmente se observa que los estudiantes intentan aplicar teoremas
y propiedades que les son factibles de aplicacion o que la solucion de la tarea a

resolver es similar a casos conocidos previamente por el estudiante.

V.3. Alcances y limitaciones del estudio

Esta investigacion tiene la limitacion de que el grupo de estudiantes que participaron
no es representativo de los estudiantes universitarios. Durante la asignacion de las 10
tareas escritas, los estudiantes contaron con tiempo suficiente y abierto para su
resolverlas, ademas, al no existir una supervision constante y llevar un registro sobre
el tiempo real que emplearon los estudiantes para resolver dichas tareas, y sobre todo
del registro de los procedimientos que éstos pudieron emplear durante la construccion
de las rutas de solucion, no pudimos determinar el tipo de estrategias y las razones
por las cuales algunas de estas pudieron ser descartadas durante el proceso de

solucion. Por otra parte, la sugerencia de que resolvieran los problemas de manera
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individual no descarta la posibilidad de que algunas rutas de solucion estuvieran
influenciadas por sugerencias de fuentes externas (ayuda de terceras personas como
compaifieros de clase, profesores, libros o uso de fuentes electronicas de informacion).
Sin embargo, esto lo intentamos controlar mediante la realizacion de las entrevistas
informales (argumentaciones dadas por los estudiantes al momento de justificar sus

resultados).

Algunos estudiantes no lograron contestar a todas las tareas que les fueron planteadas
y otros no pudieron construir un argumento convincente para justificar sus resultados,
ademas, al no contar con el tiempo suficiente para recabar informacion sobre las
argumentaciones dadas por cada uno de los estudiantes en cada una de las tareas, no
se pudo determinar el tipo de razonamiento, asi como tampoco el tipo de

argumentacion empleados por estos.

Otro aspecto que pudo ser omitido fue, la posibilidad de que algunos de los
estudiantes que participaron en esta investigacion tuviesen mayor habilidad en la
resolucion de problemas de geometria basica, al haber pertenecido a algun grupo de
Olimpiadas Matematicas Mexicanas; lo cual podria modificar significativamente el

desempefio aqui analizado.

Fue dificil realizar un andlisis completo y detallado de la historia de la ensefianza de
la geometria en México ya que son pocos los estudios que se tienen al respecto,
aunado a la pérdida de documentos de las culturas mesoamericanas y a la poca
informacion que es facilitada por las instituciones educativas. Este punto puede abrir
un campo de investigacion, por un lado en el area educativa y por el otro del

matematico, principalmente el de la geometria.

V.4. Reflexiones finales

Se pudo constatar que los estudiantes que participaron en esta investigacion
evidenciaron el empleo algunos elementos del pensamiento matematico como: la

descomposicidon y composicion de figuras, la generalizacion de casos, el empleo de

108



casos particulares, el uso de definiciones, propiedades de las figuras, teoremas,
notaciéon y procedimientos algebraicos durante la construccion de una ruta de
solucion en cada tarea. Ademads, se pudo verificar que dichos estudiantes hacen
empleo de diversas argumentaciones, principalmente cuando son motivados a
justificar y convencer a otros o a si mismos de sus resultados, segin lo propuesto por
Harel y Sowder (1998) pero con la caracteristica de que los estudiantes no se
encuentran estaticos en una clasificacion, mas bien, transitan de una a otra segun el
tipo de tarea o bien del conjunto de estrategias con las que cuenten. Seria ideal que
los docentes promuevan el empleo de problemas que permita a los estudiantes el
desarrollar un razonamiento creativo y el manejo de argumentaciones cercanas a los

esquemas de prueba analiticos.

Seria interesante complementar esta investigacion con el empleo de herramientas
como el uso de un software dindmico de geometria. Asi como evidenciar algunas
ventajas del uso de un software en relacion con el pensamiento matematico. Podria
resultar enriquecedor, ademas, si se recopilaran los argumentos de la mayor parte de
los estudiantes que participen en tareas donde deban argumentar sus procesos de
solucion. También seria interesante analizar hasta qué punto puede influir el trabajo
en equipo en la elaboracion de rutas de solucion. Otro aspecto importante seria
conocer la metodologia empleada por los docentes durante el disefio de tareas,

principalmente de temas de geometria euclidiana en educacion basica.

Puede resultar de ayuda el hacer un estudio previo, y mucho mas profundo, que
implique considerar los conocimientos previos de cada estudiante, es decir, si
existiese la posibilidad de que los estudiantes cuenten con recursos cognitivos mas
profundos de geometria basica con respecto a sus iguales (compafieros) y si esta

situacion pudiese suponer una ventaja significativa en su desempeiio académico.
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APENDICES



e

10.

11.
12.

13.
14.

15.
16.
17.

APENDICE A. Transcripcion de las entrevistas

Tareal

Estudiante 1. S¢ que este angulo mide 45° (£/BCD), y este sé¢ que mide 90°
(£BPD).

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 1. Porque es el cruce de 2 rectas (BE y AF) y como son cuatro angulos,
estos dos (£/BPA y ZFPE) deben medir lo mismo, y estos dos (£/BPF y ZAPE)
deben medir lo mismo.

Profesor. ;Coémo sabe que miden 90°?

Estudiante 1. Porque son opuestos por el vértice

Profesor. Si, pero no necesariamente miden 90°

Estudiante 1. Porque este (£/BCD) es correspondiente con este (£AFD), entonces,
este (LAFD) mide 45° y este (£ZBED) es correspondiente con este (LADF),
entonces, miden 45°, entonces, a este (LEPF) no le queda mas que ser de 90°, lo
mismo con este. Este como es un trapecio lo que forma en el centro (ABFE) es un
cuadrado.

Profesor. ;Pero, por qué?

Estudiante 1. Como aqui es de 45° (LAFE) para que sea recto (£DFB), este
(£BFA), debe medir 45°

Profesor. ;Pero por qué mide 45°?

Estudiante 1. Porque tengo dos paralelas (AB y DC) y una secante (EB), este es de
45° (/BAF y ZEBF)

Profesor. Estos dos si, pero ese de 45° que puso no le creo (£/BFD)

Estudiante 1. Como mi recta la trace por aqui (BF) y..., podria decir que es
perpendicular

Profesor. No, ;como sabe que es perpendicular?

Estudiante 1. Porque este es de 90° (£BFC)

Profesor. Si, si demuestra que el otro es de 45° (£FBC), el otro tiene que ser de

90°.
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18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

26.

27.

28.

Estudiante 1. Estas son mis paralelas (AB y DC), y este (AF) es mi secante y este
es mi correspondiente que mide 45° (LCFA y ZBAF), son correspondientes.
Profesor. No...

Estudiante 1. Como este es un trapecio, forma en el centro un rectangulo

Profesor. No, no sabe

Estudiante 1. No, un cuadrado

Profesor. Tiene que demostrarmelo, no lo sabe.

Estudiante 1. Mmmm....(marca oo - ZCBE-y B -ZEB y recta FB- pero ya no

prosigue con la demostracion)

Estudiante 4. Tenemos que DE=1, EF=1 y FC=1 y el ZADC mide 45° y ZBCD
mide 45° y DA es paralela a EB y por otra parte BC es paralela a AF. Lo primero
que hice fue encontrar las medidas de estos dos angulos (LAFD y ZBEC).
Tomando estas dos lineas paralelas (BC y AF) y esta secante (DC), este angulo es
igual a este angulo (£/BCE y ZAFD) porque son correspondientes.

Estudiante 4. Teniendo estas dos paralelas (AD y BE) y esta misma secante (DC),
este angulo es igual a este angulo (ZADE y ZBEC), por lo mismo que son
correspondientes, esta angulo no le queda mas que ser de 90° (LEHF), porque la
medida de los angulos interiores de un tridngulo tiene que dar 180°

Estudiante 4. Después de aqui este con este angulo (ZEHF y ZBHA) miden lo
mismo porque son opuestos por el vértice, después de ahi, calcule la medida del AB.
Como esas lineas (AB y DC) son paralelas y aqui (DE) mide 1, pues nunca se van a
juntar; por lo tanto, esta misma medida es la misma (AB).

Estudiante 4. Después de ahi, el AEHF es isosceles y..., igual para calcular la
medida de estos dos angulos (£ZFAB y ZABE), tomé que estas dos son paralelas
(AB y DC), y esta es una secante AF. Este angulo con este angulo (£/BAF y ZAFE)
son alternos internos y son de 45°. Lo mismo, tomo esas lineas paralelas AB y DC y

la secante EB.
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29.

30.
31.

32.
33.

34.
35.

36.
37.

38.

Estudiante 4. Por lo tanto, este mide 45° y este mide 45° (ZABE y ZBAF); es un
triangulo isosceles y entonces el AEHF es congruente al AAHB por el criterio
ALA. Después de ahi, trace una perpendicular al segmento DC que pase por E
Profesor. ;Como sabe que esa perpendicular pasa por A?

Estudiante 4. Mmmm.. ., porque como estos dos triangulos (AAHB y AEHF) son
congruentes porque el lado EH es igual a la medida de HA y como tienen una
abertura de 90° (£LAHE) por eso pasa por A

Profesor. ;Pero si es por eso?

Estudiante 4. Y después como tengo trabajo con el AEHF y tienen un lado en
comin y como este es una perpendicular (EA), aqui mide 90° (£DEA) y este
angulo mide 45° (LHEF), a este no le queda mas que ser de 45° (£LAEH), para que
esto me dé 180° (£DEF) y este mide 45° (LEAH) y los tridngulos que se forman
aqui (ZAHE, ZEHF,ZFHB y ZBHA) son iguales, son congruentes.

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 4. Porque tienen la misma medida de sus lados y, entonces, como estos
son iguales (AAHB y AEHF) no le queda mas que medir 1 (EF) y después con el
ADEA aplicando el teorema de Pitagoras y me da que AD es igual a la raiz
cuadrada de 2

Profesor. ;Como sabe que AD es igual a la raiz cuadrada de 2?, ;AE, cuanto vale?
Estudiante 4. Mide 1, entonces, este lado mide raiz de dos (DA) y este lado AD es
igual a BC porque si trazo esta perpendicular (EA), este también mide 1 (BF),
aplico el teorema de Pitdgoras, por lo que BC mide raiz cuadrada de dos y, como
AB=1, AE=1, DE=1, EF=1, AD es igual a la raiz cuadrada de 2 y BC es la raiz

cuadrada de 2; entonces, el perimetro es igual a cuatro mas dos veces la raiz

1.1 1.9
Cldauldala Uuc Z.

Estudiante 8. Nos da un trapecio ABCD y ya con las condiciones lo que hice fue
que estos dos angulos son iguales  y son de 45° (£BCF, ZAFE, ZBEF y ZADE).
Lo que hice fue trazar una perpendicular que pase por el punto E para asi trazar un

triangulo.
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39.

40.

41.

42.

43.
44.

45.
46.
47.

48.
49.

50.

51.

52.

53.

Profesor. ;Pero como sabe que la perpendicular que va a pasar por ¢l punto E
también pasa por A?

Estudiante 8. Porque AB es paralela a DC y AD es paralela a BE y BC también es
paralela a AF.

Profesor. ;Es por eso?... Si trazo la perpendicular por E, nada me asegura que pase
por A.

Estudiante 8. Lo que hice fue que como AE es paralela a BC, DC es una secante,
entonces, los angulos /BCE y ZAFE son iguales por ser correspondientes que
miden 45°, y este es un angulo recto (£DAF) y es un tridngulo rectangulo (ADAF).
Profesor. ;Como sabe que ese es rectangulo?

Estudiante 8. Porque p=45° y 45+45..., bueno, este angulo no le queda mas que ser
de 90° (£DAF). Lo mismo hice con el otro rectdngulo, entonces, este angulo
también es de 90° (ZEBC) y con las rectas AF y EB se forma un triangulo aqui
(£ZEOF=90°), porque B y B son de 45° y estos dos angulos son iguales (ZEOF y
ZAOB) vy, estos dos (LAOE y ZBOF), lo que hice de ahi... como esos angulos son
iguales (ZOEF y ZOFE), es un triangulo isosceles (AEOF) y estos dos lados son
iguales (EO y OF); y estableci la relacion que por ALA el AEOA=AFOE.
Profesor. ;Pero, como sabe que BO=AO?

Estudiante 8. No, esa relacion la estableci mal, mmmm. ..,

Estudiante 8. Porque como trace los angulos aqui (f del AEOF), los trace aqui (el
45° en AAOB)

Profesor. ;Pero, como sabe que ese es de 45°?

Estudiante 8. Porque este angulo es recto (Z/EBC) y trace la bisectriz que lo divide
en 45°

Profesor. ;No era perpendicular?

Estudiante 8. Porque si es perpendicular, no es seguro que pase por F

Profesor. Pero aunque trace la bisectriz, no es seguro que pase por F. si traza la
bisectriz del ZBEC nada le asegura que pase por F.

Estudiante 8. Pero ya puedo establecer la relacion de que estos lados midan lo

mismo (FO y OB)
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54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.

62.
63.

64.
65.

66.
67.

68.
69.

70.

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 8. Porque este angulo mide 45° (ZEBF)

Profesor. Pero ;por qué mide 45°°

Estudiante 8. Porque es la bisectriz del angulo recto (£ZEBC)

Profesor. ;Pero, como sabe que esa bisectriz pasa por F?. Su resultado es correcto
pero la explicacion no.

Estudiante 8. Porque este angulo suplementario mide 135° ( suplemento del
Z/DAB) y este angulo mide 135° (suplemento del ZADF)

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 8. Porque son alternos interno y como ya habiamos dicho que este
angulo mide 90° (£DAF), le reste a 135° los 90° y me queda que ZFAB mide 45°.
Lo mismo hice con este lado (ZEBC) y se entiende que estos triangulos son
semejantes (AAOB y AAEF).

Profesor. ;Por qué semejantes?

Estudiante 8. Se puede establecer esta semejanza que el ABEA es semejante con el
ABEF por ALA

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 8. Comparten ese lado (EB), este angulo son iguales (/AEB y Z/BEF) y
este lado (EF) mide igual (AB). Lo que hice de ahi fue..., mmm..., que este mide
45° (LEAF) y este lado es igual a este lado (AO y OE) por ser un tridngulo
isosceles y porque este mide 45° (ZEAF). Lo mismo pasa de este lado (lado
izquierdo), y también es un triangulo rectangulo y, por el teorema de Pitdgoras
obtuve que cz,. .., bueno ¢

Profesor. ;De cual triangulo me esta hablando?

Estudiante 8. Del, mmm..., se puede decir que todos estos triangulos son
semejantes (AAOE,AEOF,AFOB y ABOA) y como son semejantes eso quiere
decir que son iguales.

Profesor. ;Como que son iguales?

Estudiante 8. Por criterio LAL estos dos triangulos son semejantes (ABOF y
AEOF) y como comparten este lado (OF), este lado es igual a este lado (EO=0OB)

Profesor. Pero eso no es un criterio de semejanza, es de...
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71.
72.
73.

74.

75.

76.

77.
78.

79.

80.

81.

Estudiante 8. Congruencia. De ahi obtuve que BF=1.

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 8. Porque como los tridngulos son congruentes (AEOF y AFOB), este
lado es igual a este (EF=BF). De ahi obtuve con el teorema de Pitagoras en este
triangulo rectangulo ABFC que ¢*=a’+b* (BF y FC catetos), y de ahi obtuve que es
la raiz de 2 y como los dos tridangulos son congruentes (ADAF y AEBC), solo

sume las 4 unidades y las dos raices.

Estudiante 9. Nos dan un dato, que el ZADC =BZCD y esos son de 45°, trace dos
perpendiculares de BF y AE tal que el 90°

Profesor. ;Como sabe que es perpendicular?. Si traza una perpendicular por F, nada
le asegura que pase por B y si trazar la recta BF, nada le asegura que sea
perpendicular.

Estudiante 9. E1 AADE y AAFE son congruentes, entonces, estableci que AD=AF
porque son congruentes y sus lados son iguales y el lado que comparten (AE)
Profesor. ;Por qué AADE y AAFE son congruentes?

Estudiante 9. Porque es un triangulo isésceles (ADAF), DO y OF son iguales (O
es un punto sobre DC), y el ADAF tiene de base 2. La suma de esas bases tiene que
ser 2 (DO y OF) y al mismo tiempo tienen que ser iguales, entonces, resolvi este
sistema de ecuaciones y me queda que DO=1, y al sustituir DE también me queda
que OF=1, entonces, concluyo que el punto O que yo tenia y que era la bisectriz,
bueno, donde se intersecta con la bisectriz es el punto E, ya demostré que es
perpendicular.

Profesor. No, ha demostrado eso. Solo demostrd que la bisectriz pasa por E, tiene la
bisectriz y esa bisectriz pasa por el punto E.

Estudiante 9. (Solo se queda observando el problema pero ya no concluye)

Estudiante 10. Empezamos porque por hipdtesis el ZADC vale 45° y Z/BCD vale
45° ya que AD es paralela a BE. Se puede tomar a DC como una secante, de esta

manera , por lo tanto, este es congruente con este (AADF=ABEC). De la misma
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83.
84.

85.

86.

87.

88.
89.

manera del otro lado, BC es paralela a AF y DC la secante, por lo tanto,
Z/BCD=ZAFD. Entonces le ponemos G a la interseccion de AF con BE.

Estudiante 10. El AGEF es un triangulo isosceles porque estos dos angulos son
iguales (£LGFE =£ZGEF=a) , pero también la suma de los angulos internos es 180°,
entonces, es 180° menos 90° ya que a=45° y 45° son 90°. Eso significa que este
angulo vale 90° (ZEGF) y entonces, el angulo suplementario de aqui (sobre EB),
sera de 90° (LFGB), y también por ser opuestos por el vértice (LAGB y ZAGE) o
también se pueden sacar por estos dos (ZAGB y ZBGA)

Profesor. ;Por qué esos son a?

Estudiante 10. Porque DC es paralela a AB, entonces, el Z/BEF va a ser alterno
interno con ZABE. Entonces, EG y GF son iguales y como este es un angulo recto
(£ZEGF), tenemos que.... EF va a ser la hipotenusa y, EG y GF van a ser los
catetos, pero ya que EG y GF son iguales, llegamos a la conclusion de que EF por
hipotesis vale 1 y va a ser doce veces el cuadrado de cualquiera de estos dos (EG y

GF) porque son iguales, entonces:

1=2GE%2 =2EG*= L= gEp2= L
2 V2

1

. 1
EF” es 1 y va a ser la hipotenusa al cuadrado > GE?*=GE = > €se es nuestro valor

de EG y GF, y por el mismo proceso AG y GB van a valer \/%

Estudiante 10. Estos dos van a ser congruentes AAGB y AEGF vy, luego trazamos
BF y podemos demostrar que es una bisectriz del ZABC porque BC a AD, por la
definicion de trapecio, pero ademas AD=BE porque DC y AB son paralelas
Profesor. No le entendi eso ultimo

Estudiante 10. BC y AD por definicion tienen que ser iguales. pero al mismo
tiempo la magnitud de AD =BC porque son paralelas y al mismo tiempo son
cortadas por AB y DC que son paralelas, por lo tanto, deben ser iguales, por lo que
AF=BC y que BC/EB vale 1 y, si conocemos que EF y FC valen 1, significa que
BC/GF es igual a EF/FC, entonces, también tenemos que este vale o (ZABE) y este
angulo vale 135° (suplemento de /BCF), entonces, todo este (ZCBA) como va a

ser alterno interno ( a 135°), este vale 45° (LABGQG) y este por lo tanto, vale 2 .
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Estudiante 10. Y como esta es bisectriz (BF del ZCBE) y como ya tenemos 90°
(£BGF) y estos 45° (£GBF) no queda mas que LAFB también tenga 45°, entonces,
es andlogo al ZEGF pero de la siguiente manera: FB va a ser la hipotenusa porque
Z/BGF es el angulo recto y ademas como el ZAFB es igual al ZEBF, los dos valen
45°, entonces, también GF y BG son iguales.

Estudiante 10. Entonces, para sacer la magnitud de BF, tenemos esta FB =

2
2 (%) = /1 = 1. Eso significa que FB vale 1, es analogo con el tridngulo que

se forma. Aqui tenemos que el angulo que se forma es de 90° (£BFC) y aqui
tenemos otro o (£GFB).

Estudiante 10. Entonces, ahi tenemos otro de Pitagoras BF=FC, porque los dos
valen 1, entonces, BC? = 2BF? = 2(1) = 2 =BC = /2. Entonces, el perimetro
va a estar dado por AB + BC + DA + CD = 4 + 2v2

Tarea 2

Estudiante 1. Tenemos este triangulo y por hipdtesis sabemos que el
ZA+2/B=110°, también, sabemos que el AABC sus angulos van a medir 180°,
pero, como sabemos que el LA+/B=110°; sustituyo y entonces, me da que el ZC
mide 170°

Profesor. ;170°?

Estudiante 1. 70°, pero, como esta..., como aqui lo corta una recta (CD) y dice que
este (£ZCDA) mide 10°, entonces, para que todo mida 70°, este (£BCD) debe medir
60°

Estudiante 1. También por hipotesis sabemos que este lado (BC) es igual a este
lado (DC); por lo tanto, es un triangulo isésceles (ACBD) y sus dos angulos de aca
(£CBD y ZCDB) son iguales y, como el ABCD debe medir 180°, le restamos 60°
y nos da que 2a nos da 120°, es decir, cada uno vale 60°

Estudiante 1. o mas este angulo ZD, es un angulo llano y debe medir 180°, por lo
tanto, este (£LCDA) mide 120° y el AACD igual, debe medir 180°, y, conocemos
estos dos angulos (£ZCDA y ZACD), por eso, el ZA mide 50°.

124



99.

100.

101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.

111.

112.

113.

Estudiante 5. Nuestro problema dice que el AABC, el ZA y /B, la suma de esos
angulos mide 110° y D es un punto sobre el segmento BA, tal que CB=CD y el
angulo Z/DCA mide 10° y nos pide calcular cuanto mide el ZA.

Estudiante 5. Entonces, como en todo triangulo, la suma de los angulos interiores
de un tridangulo nos da 180°, entonces, restamos 180° menos la medida de estos
angulos ZA y ZB que serian 70 y, esto es igual al ZC, pero, como en el ZC esta
dividido en dos partes, hay una parte donde mide 10°, entonces, a 70° le restamos
10 para poder encontrar exactamente lo que mide aqui ZBCD y nos da 60, y, por lo
tanto, los tres d&ngulos ZCBD,Z BCD y ZBDC miden 60

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 5. Porque la suma de los angulos internos nos da 180°

Profesor. ;Pero por qué?

Estudiante 5. Si porque ZCBD y ZBCD mide 60°

Profesor. ;Y los otros?, ;pero, no puede uno de ellos medir 70 y el otro 50?
Estudiante 5. No, porque nos esta diciendo CD=CB

Profesor. ;Y eso qué?

Estudiante 5. Eso quiere decir que los angulos de su base también son iguales
Profesor. Aja

Estudiantes 5. Entonces, como ya encontramos cuanto mide el B=60, se lo

restamos a 110° para encontrar el ZA y eso nos da que el ZA mide 50.

Estudiante 7. Lo tnico que conozco es que mi ABCD es isosceles porque tienen
igual estos dos lados (BC y CD), y tengo que saber cuanto mide el ZA.

Estudiante 7. Primero, tenemos el triangulo AABC, la suma de dos de sus angulos
es 110°, que es lo que dice el problema /B + ZA =110°. Como un triangulo tiene
180°, es decir, la suma de sus angulos interiores, entonces, como ZA mas /B es
igual a 110°, y ademés, Z/DCA es igual a 10°, entonces yo puedo conocer la
longitud de este angulo (£BCD), lo calcule y es 60°

Estudiante 7. Entonces, como me dice mi problema que mi triangulo ABCD es

isosceles, tiene dos lados iguales, por lo tanto, dos de sus angulos también son
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iguales. Entonces, como este vale 60° (£/BCD). Es 180° menos 60° es igual a 120°,
y como 120 es igual a estos dos, 120° es igual a la suma de ZCBD y ZCDB, entre
dos, me da 60°. Cada uno vale 60°

Estudiante 7. Ahora, el angulo suplementario del ZABD es de 180°, entonces,
como yo tengo este angulo (£BCD), pues, puedo calcular este (ZCDA) y es 120°.
Estudiante 7. Ahora, solo me concentro en este triangulo que es el AADC. Como
mi triangulo debe tener 180°, y yo conozco el de dos que es de 130°, pues a 180°

resto 130° y, entonces, el ZA es 50°

Estudiante 8. Nos da que la suma del ZA + ZB nos da 110°. Nos dice que CD=CD
y nos dice que el ZDCA=10°. Encontrar el valor de A.

Estudiante 8. Lo que hice primero fue que los dos lados del AABC son iguales
(CB y CD), eso quiere decir que es un triangulo isdsceles, por lo que dos de sus
angulos son iguales (ZCDB y ZCBD) y esos los nombre como AF y el angulo
restante lo llame como 6 (£ZBCD)

118. Estudiante 8. Después 6+ 2a=180°, para encontrar esos valores de a y 6 tuve que
encontrar otra relacion que y =a+f (al parecer aqui emplea el teorema del angulo
externo). La suma de los angulos de este triangulo (£/DCA) es 180°, por lo que:
180° = 10°+ f +y y sustituique y =0 + a y despeje p de f + a = 110° y me
quedo que 180°=110°+110°—a + 6 + a (elimina o) y 180°=120°+0,
180° — 120° = @, por lo que 6 = 60°

119. Estudiante 8. Y, 180°= 60+ 2a, queda 180° = 60°+ 2a, y 120° = 2a,
entonces, @ = 60°

120. Estudiante 8. De ahi, lo que hice, fue encontrar un y que sume a + 8 = 120°, y de
ahi reste 180° menos 130° a B, y B me quedo que es 50°, y como la suma de los
triangulos es 180° y la suma de y + «BCA = 120° + 10° = 130° + . De ahi
despeje y obtuve que f=50°.

121. Tarea 3
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Estudiante 3. BFDE es un paralelogramo y tengo que AF=7 y AD=5. Lo que tengo
que hacer es saber cual es la suma del area del cuadrado mas la suma del area del
trapecio (FBED)

Estudiante 3. Lo que hice primero, prolongue las lincas BA y DC, lo mismo con
HP y GE para formar un rectdngulo FHGE y saque su area que es 5 por 9 es igual a
450’

Estudiante 3. De ahi forme dos triangulos que fue AFDH y AEBG y saque su area
de..., bueno, puse que son congruentes porque tienen igual sus lados, el de y el de 5.
Lo que hice después, fue sacar el area de los dos triangulos que es la base por la
altura entre 2; su base es de 5 y su altura es 7 entre 2 es igual a 17.5 y son iguales.
Estudiante 3. Para sacar el area del trapecio fue, al area del rectangulo que se formé
(FHGE), le reste las areas de los triangulos (AFDH y ACBG) . 45u” menos 35u” es
igual a 10 u’.

Estudiante 3. Como me pide sacar el area del cuadrado y el trapecio, las sume. El

area del cuadrado ABCD mas BFDE es igual a 25u” mas 10u” igual a 35u”,

Tarea 4

Estudiante 5. Las bisectrices de los angulos ZA y ZC, se cortan en el punto O. Por
O se traza una paralela a AC la cual corta a los lados AB y BC en los puntos Dy E
respectivamente. Demuestre que DE=AD+EC

Estudiante 5. Lo que hice..., como estas son paralelas (DE y AC) y trazo las
bisectrices (CO y AO), este angulo y este miden lo mismo (LECO y ZOCA), por lo
tanto, estos también miden lo mismo (£/DAO y ZOAC), y como estas pueden ser
también perpendiculares (CO y AO).

Profesor. ;Cémo?

Estudiante 5. Son bisectrices pero si las prolongamos podriamos encontrar que este
angulo es igual a este (ZECO y ZEOC)

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 5. Porque estamos manejando paralelas
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Profesor. ;Qué tipo de angulos son esos?

Estudiante 5. Son is6sceles

Profesor. ;Cuales angulos son iguales?

Estudiante 5. E1 ZEOC y ZECO

Profesor. ;Pero por qué?

Estudiante 5. Porque estamos trabajando con paralelas

Profesor. A ver, dibuja dos paralelas y una secante que las corte.

Estudiante 5. (El estudiante traza las lineas paralelas y la secante e identifica
algunos angulos) Como nuestro angulo, se podré decir que..., este d&ngulo y este
miden lo mismo (dngulos correspondientes)

Profesor. Ese si, pero no es el caso que le estan preguntando ahi (problema inicial)
Estudiante 5. Los angulos alternos internos

Estudiante 5. El ZEOC y ZOCA son alternos internos, y como este ZOAC pasa el
mismo caso que acd y entonces, este mide lo mismo (£LDOA) y como este (LOAC)
es igual a este (£DAOQO), este mide lo mismo (£LAOD) y como nos dice que un
triangulo es is6sceles cundo tiene los angulos de su base iguales, entonces, este y
este miden lo mismo (DO y AD) y este miden lo mismo (DE y EC) por eso
DE=DA+EC

Profesor. Bueno, expliqueme eso

Estudiante 5. Como este lado mide lo mismo que este (DO=DA), AD=CO vy
OE=EC. Se cumple esto: DE=AD+EC

Profesor. ;Quién es ED?, ;como puede escribir DE?

Estudiante 5. La recta paralela con respecto a AC

Profesor. Si es recta paralela pero DE como esta conformado

Estudiante 5. DE=DO+OE, y por eso comprobamos.

Estudiante 12. Este es igual a este, por lo tanto son a (£DBO y ZABC). Aqui el
estudiante re etiqueta a B por A y a A por B.

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 12. Porque esta es la bisectriz (BO). Luego, por la misma razén ambos

son 3 (ZECO y ZOCB).
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Estudiante 12. Como esta es una paralela (DE | BC), por alternos internos este
angulo es oo (£DOB) y, por la misma razon, este angulo es  (LEOC).

Estudiante 12. Como este es un angulo isésceles (AOEC), entonces, EC=OE, y
como este es un tridngulo isosceles (AODB), BD=DO y si los sumo

BD+EC=DO+OE y DO+OE=DE

Estudiante 15. La bisectriz de este y este angulo se intersectan en el punto O (AO y
CO). Entonces, este angulo y este angulo son iguales por ser correspondientes
(£LOAC y ZMOE). Igual que estos dos (ZOCA y ZNOD)

Profesor. ;Pero por qué son correspondientes?

Estudiante 15. Porque esta linea y esta linea (DE y AC) son paralelas; y esta linea,
corta a ambas (AQO) y de este lado igual (OC).

Estudiante 15. Estos angulos son iguales porque son opuestos por el vértice
(£NOD y ZEOC), y este con este (LMOE y ZDOA).

Profesor. Ok

Estudiante 15. Entonces, tenemos que el AADO es isosceles porque sus dos
angulos de la base son iguales. Igual que en este caso, el ACEO es isdsceles porque
sus lados de la base son iguales.

Estudiante 15. Entonces, esto quiere decir que AD = DO y CE=OE, y dice que
tengo que demostrar que el segmento DE, es la suma de esta més este (DA +EC).
Pero, DE= DO+OE

Estudiante 15. En este caso, como son iguales DE=AD+CE

Tarea 5

Estudiante 12. Por LLL el ADCK es igual con ABCK
Profesor. ;Pero porque son iguales?
Estudiante 12. No, son congruentes

Profesor. Escriba la relacion de congruencia.
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178.

Estudiante 12. (Corrige y escribe la relacion y prosigue) Entonces, este angulo es
igual a este angulo (£/DKC y ZCKB)

Profesor. ;Por qué sabe que esos son congruentes?

Estudiante 12. Por la congruencia, son congruentes esos dos triangulos y ese
angulo es correspondiente. Si a ese angulo le llamamos o (£DKC), este angulo es
180° menos o (£LAKB), y este vale 180° menos a (LAKD), y ahora, por LAL (AK,
ZAKB y KB)

Profesor. ;Pero porque?

Estudiante 12. Por hipétesis y porque AK es compartido. Este angulo es igual
(180° menos ALF), y por hipotesis DK=BK, entonces, por LAL el
ANAADK=AABK, por lo tanto, AD=AB.

Tarea 6

Estudiante 4. Lo que tengo que demostrar es de AG=AH y lo unico que sé es que
AB=AC y AD=AE y que x=y. Lo primero es..., como AB=AC no le queda mas que
DB=EC y después de ahi el ABAC es isosceles, por lo tanto, el angulo ZABC no le
queda que ser igual que el angulo ZACB porque los dngulos de la base de un
triangulo isosceles tienen que ser igual, después de ahi el triangulo...

Estudiante 4. Nos dice que también en la hipotesis que el lado GH es paralelo al
lado BC y aqui aplico de que el angulo ZABC es alterno interno con ZGDB, por lo
tanto, mide igual este angulo (ZADE y ZGDB) y lo mismo de este lado; estas
lineas son paralelas, esta es una secante (AC).

Estudiante 4. El angulo ZACB es igual a ZHEC, de ahi los triangulos AGDB es
congruente con AHEC por criterio ALA y como este tridngulo, estos dos triangulos
tienen estos angulos con la misma medida (ALA igual o), el ZDGB es igual a
ZEHC, después, de ahi como tienen este lado que mide lo mismo DB=EC, GD=EH
y GB=HC.

Estudiante 4. Después de ahi, tomo los tridngulos AAGB y AAHC y son

congruentes por el criterio LAL y, por lo tanto, AG tiene que ser igual a AH.
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179. Tarea 7

180.

181.

183.

184.

185.

186.
187.

188.
189.

Estudiante 11. Lo que me dice es que, teniendo estas hipotesis, demuestre que
(£CFE=ZCGD), este angulo es igual a este.

Estudiante 11. Lo que yo me fije, es que, si tomamos el cuadrilatero CGDA
sabemos que la suma de sus angulos ZC+£G+ZA+£D da 360°, y si sustituimos

que £D por LE y ZA por £B, por las hipotesis, entonces nos queda:

CGOA B —

\ L"M ,
a de 4C0 3Gy O+ 38 =3¢

_ = $CH S or Lo riBa et
\ CFEG
\ 1 LETEEAIB = a0’
182, oz

Estudiante 11. Tomando el otro cuadrilatero CFEB y hacemos lo mismo, la suma
de sus angulos da 360°. Entonces si igualamos estas dos, se irian ZC, ZEy /B,y

nos quedaria que ZF = ZG.

Estudiante 13. A estos yo los llame o (ZA y ZB), también, sabemos que la
distancia de AD=EB y el angulo AADG=ABEF, a este angulo yo lo llame f.
Ahora, lo que hice fue trazar una linea paralela a AB por EG

Profesor. ;Pero como sabe que esa es paralela pasa por esos puntos?. Si trazo una
paralela a AB por E, puede que no pase por G..., ;Como sabe que pasa por G?
Profesor. Ahora, si traza de EG no sabe que sea paralela

Estudiante 13. ( Observa su figura y borra la paralela y prolonga FE y DG). El
angulo ZDEF “a”, yo lo llame al ZA y ZB como o. El ZADG y ZBEF como f3,
entonces, al momento de sumar a..., luego, sabemos que este y este son iguales
porque son angulos paralelos (ZEAD y ZGDE), este CA y GD

Profesor. ;Como angulos paralelos?

Estudiante 13. Son... ;como se dice?..., son angulos... ;externos internos?
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Profesor. ;Como sabe que CA y DG son paralelas?, eso seria cierto si fueran
paralelas, ;se lo dice el problema?
Estudiante 13. (El estudiante se queda observando el problema y la figura que

trazo, pero no concluye )

Tarea 8

Estudiante 6. Prolongamos la recta QR hasta tocar a la recta AB, le puse O al
punto, y eso nos va a dividir que AO=3 y OP=1, entonces, me di cuenta de que el
AADP es semejante a este pequeiio AORP porque comparten este mismo angulo
(£ZAPD) y este angulo recto (LZOAD y ZPOR), entonces, este no le queda mas que
ser igual (AACD y AORP), entonces, de ahi saque proporciones.

Estudiante 6. Entonces, vi que AD entre OR, es igual que AP entre AO

Profesor. ;Entre AO?

Estudiante 6. No, entre OP, entonces, como conozco el valor de AD que es 12,
desconozco la longitud de OR y conozco la longitud de AP y de OP, entonces,
despejo a OR y me queda que es 3

Estudiante 6. Con el teorema de Pitagoras para sacar la hipotenusa, es este lado que
mide 9 (OB), mide 12 menos 3 igual a 9, entonces, es nueve al cuadrado mas, tres al
cuadrado es 90, entonces a es igual a la raiz cuadrada de 90, que puede verse como a

igual a tres por la raiz de 10.

Estudiante 15. El segmento QR, lo prolongue hasta que tocara a AB y trace una
paralela que pasara por R

Profesor. ;Paralela a quién?

Estudiante 15. Paralela a AB, y trace una recta que fuera de R a B que es lo que
quiero encontrar. Entonces, me doy cuenta que es un tridngulo rectangulo (ASRB),
entonces, necesitaria yo, saber cudl es la distancia de acéd a aca ( S a B) porque tengo
el ladoquees 12 ysé quedé a A aSesde 3.

Profesor. ;Pero como que de A a S es 3?

Estudiante 15. Porque de D a Q es tres, entonces de S a B es 9.
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Estudiante 15. Pero necesitaria esta distancia (A a R), entonces, también, encuentro
que el AADP es semejante al ASRP porque tienen un angulo recto, comparten este
angulo (£SPD) y, en todo caso, este es igual (£SRP), y en todo caso este es igual
(£SRP). Entonces, utilice el teorema de Tales

Profesor. ;Pero como lo uso?

Estudiante 15. Puse que AP es sobre SP, es igual a AD sobre SR.

Profesor. Pero ese no es ¢l teorema de Tales , nada mas es semejanza

Estudiante 15. Bueno, con semejanza, entonces, ya que tuve esta igualdad despeje

SR

AD -SP
AP

SR =

Estudiante 15. Como esos valores yo los conozco SR = % y SR=3
Estudiante 15. Ya teniendo este lado y este (SB y SR), aplico teorema de Pitagoras
RB =+/9 + 81 = V100

Profesor. ;De 100?

Estudiante 15. De 90, RB = /90 = 3V10

Tarea 9

Estudiante 2. Por hipotesis, sabemos que el ZD es de 90° y el ZC también, y
también, tenemos que el APAR es congruente con el AQTB. De ahi, entonces,
sabemos que sus angulos van a medir lo mismo, entonces, el dngulo ZBRC...
mmm, este va a valer lo de 180°

Estudiante 2. Este por supuesto, va a valer B (ZCRB) y este de aqui, también
(£DTA). Entonces, tenemos que el ACBR tiene los mismos angulos que el
AATD, pero como también sabemos que estos son congruentes; podemos saber que
sus..., este lado que comparten..., que esto es lo mismo porque son congruentes
(AR=TB), més este tridngulo pequefio, este pequeno segmento (lado RT del
AMRT)..., vamos a saber que este lado lo tienen iguales, entonces, por el criterio

ALA, sabemos que el AADT y ABCR son congruentes y entonces de ahi podemos
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saber que estos angulos ( Z/DAT y ZCBR) de estos dos triangulos (ADAT y
ACBR ) van a ser iguales porque ya tenian igual el angulo de 90° y este que es B3, y
de ahi también sabemos que... son congruentes..., entonces, el lado CB=AD,

entonces, ya podemos aplicar por el criterio ALA que el AFAD = ACBE.

Estudiante 7. Los datos que me dan es que estos dos triangulitos son congruentes
(AAPR y ABQT), y ademas que estos dos angulos ( £D y ZC) son iguales y
ademads son rectos, entonces, si son congruentes todo lo tienen igual; sus lados y sus
angulos.

Estudiante 7. Por ejemplo = B(£LQTB y LARP), este a = oo (LZRAP y ZTBQ), y
este con este (ZRPA y ZTQB)

Profesor. ;Ese dato como lo supo?

Estudiante 7. Porque son congruentes esos triangulos, entonces, yo le puse nombre,
entonces, este (o del AQBT) es opuesto por el vértice con este (LGTR), por lo que
=B (ATBQ y AGTR), y aqui pasa lo mismo (ZARP y ZGRT), pues, entonces
estos dos son iguales (ZGRT y ZGTR)

Estudiante 7. En estos dos triangulos AADT y ABCR, tienen un angulo comun
que es este (LD y ZC) y también tienen B y B (£LGRT y ZGTR), entonces, este y
este angulo no les resta mas que ser iguales (£ZDAT y ZCBR y a ambos los etiqueta
como 0).

Estudiante 7. Entonces, como yo sé que esto es los mismo que esto (AR y TB),
pues estos triangulos ya son congruentes (ADT y CBR) por el criterio ALA, por lo
tanto, estos lados son iguales (DA y CB).

Estudiante 7. Ahora, tengo £ZD y ZC, ahora, como ya tengo que mmmmm...,
entonces, lo que yo hice aqui fue que lo tnico que me restaba era ubicarme en un
angulo o en un lado y yo me ubique en este angulo (£ZCBE). El ZCBE=/DAF y el
igual a 0+a y como los dos son iguales ya tengo el criterio LAL y por ese criterio

esos dos triangulos AADF es congruentes con el ACBE
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224.

225.
226.

227.

228.

229.
230.

231.
232.

233.
234.
235.
236.
237.
238.

Estudiante 14. Primero, nos dice que el AAPR es congruente con el ABQT. Si
son congruentes, sus angulos son iguales o, B, y. Tengo que el ZGTR es igual a a.
Profesor. ;Por qué?

Estudiante 14. Porque son opuestos por el vértice, asi mismo ¢l Z/GRT también es
o ya que son opuestos por el vértice. Lo que nos deja que este triangulo de aqui
(AGRT) es un isosceles y el angulo de aqui es ZRGT, lo tome comoB, luego tome
el ZRPH y ZGPH y digo que es igual a 180° menosf}, porque también es una linea
recta (AF).

Estudiante 14. Este angulo de aqui mide B (£ZRPH), y este angulo mide 180°
menos B (ZRPH). Asi mismo, este de aca, el angulo ZGQH, este angulo de aqui es
B.

Estudiante 14. El angulo de aqui es igual a 180° menos B (ZGQH), lo que nos deja
que el ZGPH es igual a ZGQH, dado esto, tenemos que el ZGQE es congruente
con ZGPF por el axioma de ALA

Profesor. ;Cual axioma?

Estudiante 14. Por el criterio; comparten el 0 (LEGF), son iguales estos angulos
(£GPF y ZGQE) y GP=GQ, ya que estos lados son iguales (GR=GT) por ser del
triangulo isosceles (AGRT). De ahi que son tridngulos congruentes (AGEQ y
AGEP), dado eso, entonces, tengo que el AADF=ABCE

Profesor. ;Por qué?

Estudiante 14. Son congruentes porque comparten este mismo lado AF, bueno, no.
Son iguales el lado AF con BE.

Profesor. ;Eso como lo sabe?

Estudiante 14. Tengo que PF= BE

Profesor. ; Y eso como lo sabe?

Estudiante 14. Porque son congruentes estos triangulos de aqui (AGQE y AGPF)
Profesor. Aja

Estudiante 14. Y como el triangulo AAPR=ABQT, entonces este lado de aqui es

igual con este (QB y AP). Comparten este &ngulo porque sus raices son las mismas

(EyF).
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240.

241.
242.

243.

244.

245.

246.
247.

248.
249.

250.

251.

Profesor. ; Y eso por qué sabe que son iguales?

Estudiante 14. Por lo mismo, porque los triangulos son congruentes (AGEQ y
AGPF) y, porque el angulo de aqui (£DAR) es, seria la diferencia de la suma 90°-
(v + £QFH). Del mismo modo, este angulo de aqui (£CBT) es igual a 90°- (' y +
/PEH), y, entonces, si igualamos, llegamos a que el , este angulo de aqui (£ZQFH)
es igual a ZPEH

Profesor. ;Cuales angulos?

Estudiante 14. El angulo ZPEH y ZQFH.

Tarea 10

Estudiante 2. Bueno, el problema nos dice que el area del cuadrado (ABCD) es

120, entonces, un lado del cuadrado es la raiz de 120

V120 X V120

Estudiante 2. Aqui saque el area del AABC que es A = >

y eso es igual a

60, que es el area de este triangulo ABC

Profesor. ;Por qué eso da 60?

Estudiante 2. Porque la raiz cuadrada de 120 por la raiz cuadrada de 120 es 120 y
sobre dos

Profesor. ;Qué mas...?

Estudiante 2. Y, después del area de este triangulo que es el ADMC y este como

dice que M es el punto medio del lado AD, este (MD) es igual a raiz de 120 sobre 2,
. V120
y, entonces, saque el area de este (AMDC); que la base que es — (DM), por la

altura que es V120 (DC), y esto es igual a 120 entre 4, que es igual a 30, que es el
area del triangulo de arriba (ADMC)

Estudiante 2. Y el area del triangulo ANM es igual a su..., bueno, si aqui lo
completaramos (prolonga MN, hasta intersectar a AB), este lado (MN) va a medir lo
mismo que este (AN) porque los angulos de su base son iguales (/NMA y ZMAN
=45°)

Profesor. ;Por qué mide 45°?
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252.

253.

254.
255.

256.
257.

258.

259.

Estudiante 2. Porque si este lo alarga (MN), este (LZANP) va a medir 90° vy,
entonces, este que es un angulo de 90° (£DAB), haria que este también midiera 45°
(£MPA) y, entonces, este angulo (£/NAP) también mediria 45°, y estos lados (AN
y NP) serian iguales, y como...para sacar el... este va a valer lo mismo, 45° y 45°
(ZAMN y ZMAN), igual por lo mismo, entonces, es un tridngulo isdsceles
(AMAN), y estos dos van a valer lo mismo (LZANP y Z/MAN), tengo que vale lo
mismo..., todo MF, es....

Estudiante 2. Esta linea MN hasta que crucen el punto que igual seria el punto
medio de AD

Profesor. ;Por qué seria el punto medio de AD?

Estudiante 2. Porque M es punto medio y es perpendicular a AC, entonces, esta
(MN) iria al punto medio de AB y, entonces, del AF seria, bueno, valdria 120 entre

120+120

2, y para saber cuanto mide MF, seria el cuadrado de ... seria / Y entonces,

el lado MF es igual a la raiz cuadrada de 60 y MN , entonces, seria igual a @ y,

como tengo que estos lados son iguales (MN y MA), ya por el teorema de Pitagoras
sabria..., mas bien, ya tengo cuanto vale este lado AN ya podria sacar el area de ese
triangulo

Profesor. ;Cual es...?

Estudiante 2. El triangulo AMN ... (anota varias operaciones pero ya no continua)

Estudiante 6. Lo que hice...., como el punto M parte en medio a un lado, entonces,
un lado mide la raiz de 120, o lo podemos ver como 2+v/ 30, entonces, como parten el
punto medio AM =+/30 y MD = +/30.

Estudiante 6. Lo que hice fue sacar el area de este triangulo ADMC que es

V120 X V30

> y me da que el 4rea de ese tridngulo es 30. Entonces, saque el 4rea de todo

este AACB y es @

y eso de da 60, entonces, lo que hice para calcular este
chiquito (AANM), trace un cuadrado que diera también el punto medio de aca (AB)
y fuera la misma longitud (v/30 ).
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261.

262.
263.

264.

265.

266.

267.

268.

269.

270.
271.

272.

Estudiante 6. Trace las diagonales y sé que eso me va a dar 4 triangulos iguales,
entonces, saque el area de mi cuadrado y lo divido entre 4, eso me da 7.5, entonces
el valor de este chiquito (AANM) es 7.5.

Estudiante 6. Al area total de mi triangulo (AAMC), le reste 7.5 y me quede con
22.5 cm’

Profesor. ;Como saco el area del cuadrado?

Estudiante 6. Saque el area del cuadrado y después lo dividi entre 4. Entonces, al
area del cuadrado le reste el area del triangulo AACB, ADMC y AANM

Estudiante 14. Tengo que el area del cuadrado ABCD es igual a 120 cm?, entonces,
cada uno de sus lados mide la raiz cuadrada de 120.

Estudiante 14. Lo primero que hice, fue calcular el area del AABC, que seria base
por altura, como AB por CB, entre dos. Y tengo que el area de esto es 60cm’.

Estudiante 14. Luego, calcule el area del ADCM, aqui conozco la base que es

V120 y la altura la tome como DM.
Estudiante 14. Dice que el punto M, es el punto medio entre D y A, entonces, DM

mide %. Para calcular el area, multiplico la V120 por %, y todo eso entre dos.

Luego, tengo que el area de este triangulo es 30 cm” (ADCM).

Estudiante 14. Luego, calculo el area del AACM, con base a que el area total es de
120 cm® y sumo las dos areas que ya conozco (ADCM y AABC), y llego al area
del AACM igual a 30 cm®.

Estudiante 14. Luego, calcule el lado AC para tomarlo como la base y tengo que...,

usando el teorema de Pitdgoras tengo que AC? = (\/m )2 + (\/m )2

Profesor. A ver, ;como dice que lo hizo?

Estudiante 14. Calcule el lado AC, usando el teorema de Pitagoras, el cuadrado de
AB mis el cuadrado de BC, y llego a que AC = +/240. Tengo el area del AAMC es
igual a AC, que es la base, por la altura que es MN, todo eso sobre dos.

Estudiante 14. Conozco la base, conozco el area y, lo que desconozco es la altura.

V240 MN | . : - 80 .
> ; despejo MN vy llego a que: MN = WorTh Aqui,

Entonces, sustituyo: 30 =

lo que he tratado de hacer es simplificar y no sé€..., creo que V120, la puedo escribir
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. 60 30 .
como 60 por 4, entonces, eso esiguala —— ; MN = — ..., y la verdad no sé si se
p b b gu 2\/% 9 \/ﬁ b y

pueda simplificar mas pero..., yo ya lo deje ahi.
273. Estudiante 14. Ahora, calculo el area de AAMN para después, teniendo esta area
(AAMN), le resto a AACM para encontrar el area de AMNC.
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APENDICE B. Ruta de solucion del estudiante 4

Tarea 6
&
o !IT. '."71, AN
% g
I
Estudiante 4 * Estudiante 4
| [
Identifica a AADE como
Afrma DBESEC triangulo isdsceles y
T establece que
ZADE=/AED
Identifica ABAC como I
triangulo isésceles
T Identifica angulos opuestos
por el vertice
o ZADE=2GDB y
Asegura ZABC=/ACB AED=/HEC
] I
Establece Asegura que
ZABC=2ZGDB=q, por ser ZADE=/AED=.GDB=-HEC
altemos intemos
T
1
Asegura que Establece que i
~ZACB=-HEC 2GDB =AHEC por criterio
yZADE=~/GDB=a ALA y asegura que
T ZDGB=ZEHC
1
por criterio ALA AABG=AACH por criterio
T LAL
Establece DB=EC, =
GD=EH, GB=HC y A°c'_‘_fx'{l°
ZDGB=/EHC=[} =

|

Asegura AAGB=AAHC
por criterio ALA

Concluye AG=AH

* Indica qgue la ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita del estudiante
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APENDICE C. Ruta de solucion del estudiante 11

Tarea T
T

r, =

B ®

Estudiant= 11

Identifica el cuadrildtero
CGhA

Establaca relacicnes
algebraicas como:
L0+ G+ A AD=3607

Sustituye ~D por£E v £A
por 2B

Idantifica el cuadrildtaero
CFEB

Establece relacicnes
algabraleas camuo:
Ao P+ B+ /B=3607

lguala ecuaciones vy
concluye
LF=20

141

* Estudiante 11

Llama K al punto de
interseccion de los
segmentos FE v GD

1

Identifica a ~ADKE como
mangulo isosceles

Establece ecuaciones:;

1) ZADK+-KDE =180"
2) AE=0DB8

Con 1 v 2 asegura
SAFE=ADHGE

Establece

SOFE=180"- <AFE
= 180°=+DE8

Concluye
LCFE=£CGE0

* Indica que la ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita del estudiante
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APENDICE E. Rutas de solucién
TABLA GENERAL DE RUTAS DE SOLUCION

Tarea 1l Tarea 2 Tarea 3 Tarea 4 Tarea 5 Tarea 6 Tarea 7 Tarea 8 Tarea 9 Tarea 10

Estudiante 1 Propio Propio 3 5 12 Propio Propio 15 IN NR
Estudiante 2 4 1 Propio 12 14 Propio Propio 6 Propio Propio
Estudiante 3 4 Propio Propio 5 Propio Propio 6 6 IN Propio
Estudiante 4 Propio 3 3 5 3 Propio ** 6 6 7 3
Estudiante 5 12 Propio 3 Propio 6 NR NR 6 14 3
Estudiante 6 1 3 3 12 Propio Propio Propio Propio 3 Propio
Estudiante 7 4 Propio 3 12 6 Propio 6 15 Propio 6
Estudiante 8 Propio Propio 3 IN 6 6 6 15 14 Propio
Estudiante 9 Propio Propio IN IN 12 4 IN 15 IN Propio
Estudiante 10 Propio 9 Propio 12 12 Propio Propio 6 Propio 6
Estudiante 11 Propio Propio IN 12 6 9 Propio ** 6 NR Propio
Estudiante 12 Propio 9 NR Propio Propio 9 Propio 15 3 9
Estudiante 13 11 5 IN NR 12 9 NR 6 NR 14
Estudiante 14 Propio 5 15 5 Propio Propio 1 15 Propio Propio
Estudiante 15 4 Propio Propio Propio IN Propio 6 Propio 7 14

Propio Representa que el procedimiento empleado por el estudiante fue distinto a otros. No indica necesariamente que el estudiante no
pudo basarse en ideas de otros comparfieros o en fuentes externas como libros, ayuda de terceros,etc.
El niumero Indica que el procedimiento empleado por el estudiante es similar al empleado por el estudiante nimero "n"
NR Indica que el estudiante no resolviod la tarea
IN Indica que el procedimiento escrito empleado por el estudiante estd incompleto y/o es confuso para analizarlo
** Indica que el estudiante cambio su procedimiento al momento de argumentar la solucién de la tarea

Ejemplos para entender la tabla

El estudiante 4 en la Tarea 6; la notacién dice "Propio" indica que el estudiante empleo un procedimiento distinto a los otros estudiantes pero,
los asteriscos (**) indicaran que cambio su procedimiento cuando tuvo que argumentar su solucién.

El estudiante 3 en la Tarea 4, indica que el procedimiento empleado en la tarea es similar al empleado por el estudiante 5 en esa tarea.
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APENDICE F. Analisis de desempefio Estudiante-Tarea

e . TIPO DE RAZONAMIENTO
2 IMITATIVO CREATIVO
(memoristico) Crea su propia ruta | (prueba ritual) (prueba Angulos Trazos auxiliares
de solucion, perceptual) correspondientes (perpendiculares)
Aplica una serie Emplea propiedades | Da por hecho que entre paralelas Descomposicion en
de conocimientos | de las figuras y el trazo de Observa Definicion de sub-figuras
1 1 | aprendidos conceptos factibles | perpendiculares triangulos dentro perpendicularidad | (triangulos)
previamente de aplicacion cumple ciertas de la figura Suma de angulos Empleo de analogias
No puede explicar condiciones internos de un
algunos de sus triangulo
procedimientos
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba ritual) (prueba (prueba Angulos Trazos auxiliares
de solucion, perceptual) axiomatico) correspondientes (perpendiculares)
Aplica una serie Emplea una Da por hecho de entre paralelas Descomposicion en
de conocimientos | estrategia distinta que el trazo de Observa Emplea Angulos opuestos | sub-figuras
aprendidos de solucion al ser perpendiculares triangulos dentro adecuadamente por el vértice (triangulos)
previamente cuestionado por el cumple ciertas de la figura las propiedades Criterios de Empleo de analogias
docente condiciones de las figuras, congruencia de
Emplea propiedades (prueba inductivo) | conceptos y triangulos
4 1 de las figuras, notacion Definicion de
conceptos y Observa un patron | matematica para angulos
simbologia que le permite justificar sus complementarios
matematica generalizar una procedimientos Definicion de
convincente para propiedad a otras perpendicularidad
justificar sus figuras (triangulos Suma de angulos
procedimientos. congruentes) internos de un
triangulo
Teorema de
Pitagoras
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Angulos Trazos auxiliares
8 1 de solucién, perceptual) axiomatico) correspondientes (perpendiculares)
Aplica una serie Emplea una entre paralelas Descomposicién en
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de conocimientos | estrategia distinta Observa Emplea Criterios de sub-figuras
aprendidos de solucién al ser triangulos dentro adecuadamente congruencia de (triangulos)
previamente cuestionado por el de la figura las propiedades triangulos Empleo de analogias
docente de las figuras, Definicion de
Emplea propiedades conceptos y angulos
de las figuras, (prueba inductivo) | notacién suplementarios
conceptos y matematica para Definicion de
simbologia Observa un patron | justificar sus perpendicularidad
matematica que le permite procedimientos Propiedades de
convincente para generalizar una los triangulos
justificar sus propiedad a otras isosceles y
procedimientos. figuras (triangulos rectangulos
congruentes) Suma de &ngulos
internos de un
triangulo
Teorema de
Pitagoras
(memoristico) Intenta crear su (prueba ritual) (prueba Empleo de Trazos auxiliares
propia ruta de perceptual) conceptos como (perpendiculares)
Aplica una serie solucién Da por hecho de bisectriz, Descomposicion en
de propiedades y Intenta emplear una | que el trazo de Observa perpendicular y sub-figuras
conocimientos estrategia distinta perpendiculares triangulos dentro base de un (triangulos)
aprendidos de solucién al ser cumple ciertas de la figura triangulo Empleo de analogias
previamente cuestionado por el condiciones Uso de sistemas
9 Confunde docente Confunde de ecuaciones
conceptos Emplea algunas conceptos como
propiedades viables | perpendicular y
de aplicacion bisectriz
Usa notacién
matematica y
procedimientos
convincentes
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Angulos alternos Trazos auxiliares para
10 de solucion, perceptual) axiomatico) internos formar triangulos

Aplica una serie

Emplea propiedades

Angulos

Descomposicién en
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de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea correspondientes sub-figuras
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente entre paralelas (triangulos)
previamente simbologia de la figura las propiedades Angulos opuestos | Empleo de analogias
matematica de las figuras, por el vértice
convincente para (prueba inductivo) | conceptos y Criterios de
justificar sus notacion congruencia de
procedimientos. Observa un patrén | matematica para triangulos
que le permite justificar sus Definicion de
generalizar una procedimientos bisectriz
propiedad a otras Propiedades de
figuras (triangulos los triangulos
congruentes) rectangulos e
isésceles
Suma de angulos
internos de un
triangulo
Teorema de
Pitagoras
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Definicion de Descomposicién en
de solucion, perceptual) axiomatico) angulo llano sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades Propiedades de (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea los triangulos Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente isdsceles
previamente simbologia de la figura las propiedades Suma de angulos
matematica de las figuras, interiores de un

convincente para
justificar sus
procedimientos.

(prueba inductivo)

Observa un patron
que le permite
generalizar una
propiedad a otras
figuras (suma
angulos internos
de un triangulo)

conceptos y
notacion
matematica para
justificar sus
procedimientos

triangulo
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(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Descomposicién en
de solucion, perceptual) axiomatico) Propiedades del sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades triangulo isésceles | (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Suma de angulos Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente internos de un
previamente simbologia de la figura las propiedades triangulo
matematica de las figuras,
convincente para (prueba inductivo) | conceptos y
justificar sus notacion
procedimientos. Observa un patrén | matematica para
que le permite justificar sus
generalizar una procedimientos
propiedad a otras
figuras (suma
angulos internos
de un triangulo)
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Definicion de Descomposicion en
de solucion, perceptual) axiomatico) angulos sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades suplementarios (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Propiedades del Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente triangulo is6sceles
previamente simbologia de la figura las propiedades Suma de angulos
matematica de las figuras, internos de un

convincente para
justificar sus
procedimientos.

(prueba inductivo)

Observa un patrén
que le permite
generalizar una
propiedad a otras
figuras (suma
angulos internos
de un triangulo)

conceptos y
notacion
matematica para
justificar sus
procedimientos

triangulo

(memoristico)

Aplica una serie

Crea su propia ruta
de solucion,
Emplea propiedades

(prueba
perceptual)

(prueba
axiomatico)

Propiedades de
triangulos
isosceles

Descomposicion en
sub-figuras
(triangulos)
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de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Suma de angulos Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente internos de un
previamente simbologia de la figura las propiedades triangulo
matematica de las figuras, Teorema del
convincente para (prueba inductivo) | conceptos y angulo externo de
justificar sus notacion un triangulo
procedimientos. Observa un patrén | matematica para
que le permite justificar sus
generalizar una procedimientos
propiedad a otras
figuras (suma
angulos internos
de un triangulo)
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Férmulas para la Trazos auxiliares para
de solucién, perceptual) transformacional) | obtencién de formar triangulos
Aplica una serie Emplea propiedades areas (triangulos y | Descomposicion en
de conocimientos | de las figuras, Observa El empleo de cuadrados) sub-figuras
aprendidos conceptos y triangulos dentro trazos auxiliares le (triangulos)
previamente simbologia de la figura permite Empleo de analogias
matematica transformar el
(algoritmico) convincente para problema en
justificar sus figuras mas
El estudiante procedimientos sencillas

emplea algoritmos
para encontrar
area de triangulos
y cuadrados

(triangulos)

(prueba
axiomatico)

Emplea
adecuadamente
las propiedades
de las figuras,
conceptos y
notacion
matematica para
justificar sus
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procedimientos

(memoristico) Crea su propia ruta | (prueba ritual) (prueba (prueba Definicion de Trazos auxiliares
de solucion, perceptual) axiomatico) bisectriz (ajenos a la figura
Aplica una serie Emplea propiedades | Da por hecho que Definicion de inicial) para
de conocimientos | de las figuras, los angulos Observa Emplea paralelas identificar angulos
aprendidos conceptos y alternos son triangulos dentro adecuadamente Angulos alternos entre paralelas
previamente simbologia iguales vy el de la figura las propiedades internos entre Descomposicion en
matematica profesor le auxilia de las figuras, paralelas sub-figuras
(algoritmico) convincente para para convencerse conceptos y Propiedades de (triangulos)
5 justificar sus de su afirmacién notacion los tridngulos Empleo de analogias
El estudiante da procedimientos matematica para isésceles
por hecho que se justificar sus Suma de
cumplen ciertas procedimientos segmentos
propiedades por el
hecho de indicar
algunas relaciones
viables
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Definicion de Descomposicion en
de solucién, perceptual) axiomatico) paralelas sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades Angulos alternos (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea internos entre Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente paralelas
previamente simbologia de la figura las propiedades Propiedades de
12 matematica de las figuras, los triangulos
convincente para conceptos y isosceles
justificar sus notacion Suma de
procedimientos matematica para segmentos
justificar sus
procedimientos
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Angulos Trazos auxiliares
de solucion, perceptual) axiomatico) correspondientes (prolongacion de
15 Aplica una serie Emplea propiedades entre paralelas rectas)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Angulos opuestos | Descomposicion en
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente por el vértice sub-figuras
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previamente simbologia de la figura las propiedades Propiedades de (triangulos)
matematica de las figuras, los tridngulos Empleo de analogias
convincente para conceptos y isosceles
justificar sus notacion
procedimientos matematica para
justificar sus
procedimientos
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba Criterios de Descomposicion en
de solucion, perceptual) congruencia de sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades triangulos (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Propiedades de Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro los triangulos
12 previamente simbologia de la figura congruentes
matematica
convincente para
justificar sus
procedimientos
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba Propiedades de Descomposicion en
de solucién, perceptual) los triangulos sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades isdsceles (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Angulos alternos Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro internos entre
previamente simbologia de la figura paralelas
matematica Angulos opuestos
4 convincente para (prueba inductivo) por el vértice
justificar sus Criterios de
procedimientos Observa un patron congruencia de
que le permite triangulos
generalizar una Propiedades de
propiedad a otras los triangulos
figuras (triangulos congruentes
congruentes)
11 (memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Suma de angulos Descomposicién en
de solucién, perceptual) axiomatico) internos en un sub-figuras
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Aplica una serie

Emplea propiedades

cuadrilatero

(triangulos)

de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Igualdad de Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente angulos
previamente simbologia de la figura las propiedades Sistemas de
matematica de las figuras, ecuaciones
convincente para (prueba inductivo) | conceptos y
justificar sus notacion
procedimientos Observa un patron | matematica para
que le permite justificar sus
generalizar una procedimientos
propiedad a otras
figuras (suma de
angulos internos
de un
cuadrilatero)
(memoristico) Intenta crear su (prueba ritual) (prueba Empleo incorrecto | Trazos auxiliares
propia ruta de perceptual) de propiedades y (prolongacion de
Aplica una serie solucién Da por hecho que conceptos. trazos y uso de otros)
de conocimientos Intenta emplear una | el trazo de Observa (&ngulos entre
aprendidos estrategia distinta elementos cumple | triangulos dentro paralelas como
previamente de solucién al ser ciertas de la figura angulos externos
cuestionado por el condiciones, el internos)
(algoritmico) docente profesor le auxilia
Intenta emplear sin embargo el
13 El estudiante da algunas estudiante no es
por hecho que se propiedades capaz de formular
cumplen ciertas factibles de nuevos
propiedades por el | aplicacion argumentos
hecho de indicar ademas de
algunos trazos confundir
visualmente conceptos
viables aungque no
finaliza la tarea
6 (memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Criterios de Trazos auxiliares
de solucién, perceptual) axiomatico) semejanza de (prolonga trazos para
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Aplica una serie

Emplea propiedades

triangulos

formar nuevas

de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea Propiedades de figuras)
aprendidos conceptos y triangulos dentro adecuadamente los triangulos Descomposicion en
previamente simbologia de la figura las propiedades rectangulos sub-figuras
matematica de las figuras, Teorema de (triangulos)
convincente para (prueba inductivo) | conceptos y Pitagoras Empleo de analogias
justificar sus notacion Proporcionalidad
procedimientos Observa un patron | matematica para
que le permite justificar sus
generalizar una procedimientos
propiedad a otras
figuras
(semejanza entre
triangulos
rectangulos)
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Criterios de Trazos auxiliares
de solucion, perceptual) axiomatico) semejanza de (prolonga trazos para
Aplica una serie Emplea distintos triangulos formar nuevas
de conocimientos referentes de Observa Emplea Propiedades de figuras)
aprendidos solucién al ser triangulos dentro adecuadamente los triangulos Descomposicion en
previamente cuestionado por el de la figura las propiedades rectangulos sub-figuras
docente de las figuras, Teorema de (triangulos)
(proporcionalidad y (prueba inductivo) | conceptos y Pitagoras Empleo de analogias
teorema de Tales) notacion Proporcionalidad
15 . a "
Emplea propiedades Observa un patron | matemaética para Teorema de Tales
de las figuras, que le permite justificar sus
conceptos y generalizar una procedimientos
simbologia propiedad a otras
matematica figuras
convincente para (semejanza entre
justificar sus triangulos
procedimientos. rectangulos)
(memoristico) Crea su propia ruta | (prueba simbdlico) | (prueba (prueba Angulos opuestos | Descomposicién en
2 de solucion, perceptual) axiomatico) por el vértice sub-figuras

Aplica una serie

Emplea propiedades

El estudiante da

Angulos

(triangulos)
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de conocimientos | de las figuras, por hecho que el Observa Emplea suplementarios Empleo de analogias
aprendidos conceptos y empleo de los triangulos y adecuadamente Criterios de
previamente simbologia criterios de angulos las propiedades congruencia de
matematica congruencia se especificos dentro | de las figuras, triangulos
convincente para cumplen por el de la figura conceptos y Propiedades de
justificar sus hecho de notacion triangulos
procedimientos anotarlos, pero no | (prueba inductivo) | matematica para congruentes
hace una justificar sus
justificacion de las | Observa un patrén | procedimientos
condiciones que que le permite
los cumplen. generalizar una
propiedad a otras
figuras (criterios
de congruencia de
triangulos)
(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Angulos opuestos | Descomposicion en
de solucion, perceptual) axiomatico) por el vértice sub-figuras
Aplica una serie Emplea propiedades Angulos (triangulos)
de conocimientos | de las figuras, Observa Emplea suplementarios Empleo de analogias
aprendidos conceptos y triangulos y adecuadamente Criterios de
previamente simbologia angulos las propiedades congruencia de
matematica especificos dentro | de las figuras, triangulos
convincente para de la figura conceptos y Propiedades de

justificar sus
procedimientos

(prueba inductivo)

Observa un patrén
gue le permite
generalizar una
propiedad a otras
figuras (criterios
de congruencia de
triangulos y suma
de angulos
internos en un
triangulo)

notacion
matematica para
justificar sus
procedimientos

los triangulos
congruentes
Suma de angulos
internos en un
triangulo
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(memoristico) Crea su propia ruta (prueba (prueba Angulos opuestos | Descomposicién en
de solucion, perceptual) axiomatico) por el vértice sub-figuras
Aplica una serie Emplea diversos Angulos (triangulos)
de conocimientos | referentes y Observa Emplea suplementarios Empleo de analogias
aprendidos estrategias de triangulos y adecuadamente Criterios de
previamente solucién al ser angulos dentro de | las propiedades congruencia de
cuestionado por el la figura de las figuras, tridngulos
docente conceptos y Ecuaciones
(congruencia de (prueba inductivo) | notacién lineales
triangulos) matematica para Propiedades de
14 | 9 Emplea propiedades Observa un patrén | justificar sus los tridngulos
de las figuras, que le permite procedimientos isosceles
conceptos y generalizar una Propiedades de
simbologia propiedad a otras triangulos
matematica figuras (criterios congruentes
convincente para de congruencia de
justificar sus triangulos ,
procedimientos. angulos
suplementarios y
opuestos por el
vértice)
(memoristico) Crea su propia ruta | (prueba (prueba (prueba Calculo de areas Trazos auxiliares
de solucién, autoritario) perceptual) transformacional) | de tridngulos (prolongacién de
Aplica una serie Emplea diversos mediante formula | trazos para formar
de conocimientos referentes y Justifica sus Observa El empleo de Concepto de triangulos)
aprendidos estrategias de procedimientos triangulos dentro trazos auxiliares le | altura de un Descomposicion en
previamente solucién al ser comentando la de la figura permite triangulo sub-figuras
2 | 10 cuestionado por el aplicacion de transformar el Congruencia de (triangulos)
(algoritmico) docente propiedades (prueba inductivo) | problema en triangulos Empleo de analogias
(congruencia de memorizadas figuras mas Criterios de
El estudiante segmentos y (definicion de Observa un patron | sencillas congruencia de
aplica angulos) punto medio como | que le permite (triangulos triangulos
constantemente Emplea propiedades | la mitad de un generalizar una isosceles) Definicion de
las formulas para de las figuras, segmento) propiedad a otras punto medio
encontrar areas conceptos y figuras (identifica | (prueba Definicion y
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de triangulos

simbologia
matematica
convincente para
justificar sus
procedimientos.

triangulos para
obtener areas)

axiomatico)

Emplea
adecuadamente
las propiedades
de las figuras,
conceptos y
notacion
matematica para
justificar sus
procedimientos

propiedad de
perpendicularidad
Propiedad del
cuadrado
Propiedades de
los triangulos
isosceles y
rectangulos
Propiedades del
triangulo
rectangulo

Raiz cuadrada
Suma de angulos
internos de un
triangulo
Teorema de
Pitagoras

10

(memoristico)

Aplica una serie
de conocimientos
aprendidos
previamente

(algoritmico)

El estudiante
aplica
constantemente
las férmulas para
encontrar areas
de triangulos y
cuadrados

Crea su propia ruta
de solucién,
Emplea diversos
referentes y
estrategias de
solucién al ser
cuestionado por el
docente (obtencion
del area de un
triangulo)

Emplea propiedades
de las figuras,
conceptos y
simbologia
matematica
convincente para
justificar sus
procedimientos.

(prueba
perceptual)

Observa
triangulos y
cuadrados dentro
de la figura

(prueba inductivo)

Observa un patron
que le permite
generalizar una
propiedad a otras
figuras (identifica
triangulos y
cuadrados para
obtener areas)

(prueba
transformacional)

El empleo de
trazos auxiliares le
permite
transformar el
problema en
figuras mas
sencillas
(triangulos y
cuadrados)

(prueba
axiomatico)

Emplea
adecuadamente
las propiedades

Calculo de areas
de triangulos y
cuadrados
mediante férmulas
Definicion de
punto medio
Definicion y
propiedad de
perpendicularidad
Propiedad del
cuadrado

Raiz cuadrada
Suma, resta y
reparto de areas

Trazos auxiliares
(prolongacién de
trazos para formar
triangulos y
cuadrados)
Descomposicién en
sub-figuras
(triangulos y
cuadrados)

Empleo de analogias
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APENDICE G. Rutas de solucién de la tarea 1

Tarea 1

Tarea 1- Parte 1 — »

¥ &
Sea P, nteseccidn de EB y AF

Estudiante 1

|

Estudiante 4

Identifica angulos
comrespondientes
( ZAFP y /BCD;

ZADCy - BEC)
1

Afirma que ABEF es
un cuadrado

Identifica el A PEF

Identifica angulos
correspondientes
( ZAFP y ~ BCD;
ZADCy £ BEC)

|

I

I

Identifica el AEPF y
ZEPF=90°, por suma
de angulos intemos

Estudiante 8 Estudiante 9
I i
afirma que
ZBCE=AFE=45" por A‘Zﬁc','gf S ATE
ser correspondientes Bo
1 T
Identifica a ADAF y
ABEC como triangulos Afirma que AD=AF

rectagulos

Concluye ~ FPE=20"

Afirma FB L DC

No concluye la tarea

ZEPF=4BPA por
opuestos por el vértice

Afirma que: ZDAF=90%y,
ZEPF=2ZAPB=ZAPE
=~/BPF. por ser
opuestos por el vértice

Afirma ADAF es
tnangulo isésceles

AB=1 por
ABIDEyADIBE

Identifica a £AEPF
como triangulo
isGsceles
1

|
Asegura AEPASAFPE
y BP=AP (recibe ayuda
del profesor)

Coloca un punto O
sobre DF, tal que:
DO=0OF

ZABE=~/AFE=45" por
altermos intemos
ZABE=/BAF=45°

Con ZDAF=90° y
ZFAB=45°, obtiene el
angulo suplementario de
ZFAD, asi £DAB=135"

1
Establece varias
relaciones
algebraicas para
afirmar que DO=1
1

i

HEPF=ABPA por
criterio ALA

AAPB=AEPF, por
criterio ALA

No concluye |a tarea

Afirma trazar la 1a DC
pasa por A,
ZPEF=45°, ZAEP=45%
y <DEA=90°

Aﬁ:ma
SAPE=AEPF=AFPB=
HBPA

Con ABPF=AEPF
establece EP=PB

I

Identifica el AEPAY
por suma de angulos
intemos el ZDEF=45"

Con AEPF=AFPB,
establece EF=BF y
BF=1

ZAPE=</EPF=2FFPB
=/BPAY;
AP=EP=BP=FP

AAPB =AEPF y,
EF=1y BF=1

Identifica a ABFC como
triangulo rectangulo, y
aplica Teorema de
Pitadgoras para

BC= 2

1
Identifica el ADEA
como tridngulo
rectangulo y aplica
Teorema de Pitagoras
para
AD= V2

Como ADAF=ADEC,
concluye que:

P=2\2+4

Concluye
P=2\2+4

* Indica que la ruta de sclucién fue tomada de la prueba escrita de ese esiudiante
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Tarea 1- Parte 2

©

Sra P, interseocidn de EB y AF

Tarea 1

¥ c

Estudiante 10

* Estudiante 11

L
ldentifica “ADF=<BEC y

BED= Traza rectas AE v BF
m‘f\eﬁpa;ﬁ:n':tssg:r:tre B3SO REL
Saralalas perpendiculares a DG

I
Identifica el APEF v
afirma £EPF=90" por
suma de dngulos

Establece gue
AB=EF=AE=BF=1y
asequra que

Internas AEFB es un cuadrado
I I
Identitica a:
~APB=/APE por i
opuesios AD=BC= \5
ZBEC=2ABE alternos
internos I
I
Afirma EP=FF y Concluye que:
ZEPF=90*

: P=2+Z+4
Establece varias

relaciones arntmeticas

para encontrar valores de
segmentos
I

Identifica & AEPF coma
triangula rectangulo y,
por Teorema de
Pitégoras que EF=1
I

Afirma que:
PE=AP=PB= L .
A

I

Asegura gue SAPB

= EPF y BF es bisectniz

de SJEBC
1

Identifica el angulo
suplementario
ZBCF=135"
L
Afirma

ZABP=~PBF=45"
~<BPF=90" y BF bisectriz,

por ko gue ZAFB=457

Identifica el ABPF ya
FB como hipotenusa

L
ZAFB=+EBF y PF=BP y
por Teorema de

Pitdgoras FB=1
I
Identifica a ABFC como
tridngulo rectangulo y,
afirma BF=FC=1y

BC=42Z

Concluye P= 24244

* Estudiante 12

* Estudiante 14

I

Traza rectas AE v BF
asegurando ser
parpendiculares a DC

Identifica ADAF como
triangulo rectangulo

Estableca que AD=AF vy
emplea Tecrama de
Pitégoras para
asegurar

DA=

Wz

Afirma gue
SAEQF~ABOF v
AFOB~AA0B
For criterio AdA

Asegura
AEQF=ABOA y BA=1

Concluye que:
P=2:24+4

Identifica ABDE coma
paralelograma

I

Asegura AB=BE; AB=1
y BG=AD

I
Establece gue:
LAFE=<BCF=-ADE

|

Identifica el AADF v
afirma que £DAF=90"

Asegura AF=AD y
DF=2

Identifica el ADAF
como rangula
rectangulo v aplica
teorema de Pitagoras

2i=AD +AFE
Obtiena que:

DA= 2

I

Afirma que:
AD=AF=BC=+Z

Concluye que:
P=AB+BC+CD+DA
P=1+2D4+3

P=2:2+4

* Irdica gue la ruta de solucion fue tomada de |a prueba escrita de ese estudiants
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APENDICE H. Rutas de solucion de la tarea 2

Tarea 2- Parte 1

Tarea 2
[
B i A
Estudianta 1 Estudianta 5 Estudianta 7 Estudiante 8
I [ | .
Asegura que C=70" Afirma que C=70° por Identificaa ABCD como | | |4entifica a ACBD como
| suma de angulos ridngula isdscelas rignguln istsceles
inte
Con /DOCA y ZC concluye al ;”“5 | .
que ~BCD=60° Asegura #BCD=60" por
[ Con ZACD=10°, suma de dngulos DE;EH“EE
Establece que BG=0C, el Siiabiece the DI hECI s
£F£= yeroa #DCB=80° ZDCA=10° :
| ! | Establece relaciones
- ASEELIaqUe algebraicas para
'de?t,","cﬂ TL%‘?E':"W’HU £CBD=/BCD= Identifica a ABCD como uhienEr DCE 260"y
LI AN AR ~BDC=60 triangulo isosceles v a=B0"
| I SCBD=/CDB=60"
I
ura £ CBO=CDBE=60" Identifica a ABDC como :
7 — | Establece relaciones
por suma angulos intermos triangulo isdsceles . algebraicas para
| | Identifica el é_nguln asequrar que SCDA=
Afirma ZGDA=120" por ser =il il =120°
i — o I Lo
con <BDA &ngulo llano Obtiene que 5"!":5'3 : I
restandoa 110" el T
l Zeo Identifica el A0CA Concl p=50°
. entifica & y ncluye que fi=
|dentifica a AACD ahtlane que Sh=807

Establece que ~A=50" por
zuma de angulos internos
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Tarea 2- Parte 2

Tarea 2

* Estudiante 9

* Estudiante 10

1

Eliqueta los angulos
ZB=/CDB =
ZBCD=y
ZA=q

Identifica ABCD
triangulo isGsceles

* Estudiante 15
|

1

Identifica ABCD
triangulo isosceles

|

Establece
180°=(}++a+ 107
fi=a+ 10°

Traza una recla
paralela a BA que pasa
por C

|

Establece
ZBCD=180°-2./B
ZA=180° - /B - ZBCA

Nombra e identifica
angulos alternos
internos sobre la recta
paralela a BA de los

ZBCA=/BCD+10°
ZBCA=190° - 2./B

I

LA=2ZB - 10°
ZB=60°
(Na hay argumentos para
identificar este procadmiano)

Considera que /CDB=/CBD= o
B+ a=110°
Y |
2 o= 100° Establece que
T ZA=a-10°
Concluye que !
A Considera
a=50° ZA+ ZB=110° y
establece
o~ 10°+ a=110°
u=60"
|
Concluye que
ZA= 507

* Indica que |a ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE I. Rutas de solucion de la tarea 3

A=45u"— 350’=10u"

[

Concluye que el area pedida

es
25u°+(5"2)=350"

Suma el area del
trapecio FBED y del

Tarea 3
o N
N\
\ N\
\\\\\\\
A= "\3 o
\'\t
1
* Estudiante 2 Estudiante 3 * Estudiante 10 * Estudiante 15
| [ [ [
Identifica BFDE como Establece AF=2 - Establece que:
Traza FN IBC Y MEI AD ralelogramo = L AD=AB‘-‘5.
Forma un rectangulo FMEN e AESABHBEYBER2 AF=7 y BF=2
Tal que ME=5 y NE=9 I T I
Prolonga rectas BA y
] CDy traza una paralela Traza el;segmento BD 'denu“:l?agigg como
Obtiene el area del a BC que pasa por F y - ]
rectangulo FNEM 45 otraa AD duz Base por Identifica AFBD y ADEB
1 H intersaceitn I
{ cg;"g':fms&n wfm‘ 3 Aplica formula pi:ra obtener
q su drea A=LxL
Obtiene el area ADFN= T Identifica BC como altura del y obtiene:
AFME=35/2=5.7 AFBD y establece =251%
: Ac=5ux5u=25u
| Identifica FGEH como ZFBC= 180"- ZABC=80"
rectangulo y obtiene su T
Identifica y obtiene el area drea T
del trapecio FBED A=9x5=451" - ; |dentifica a BEDF como
Identifica BC perpendicular
A=AFND - AEMB T aFA paralelcgramo
A=45-35= 10 .
: Identifica AFDH=AEBG '
Suma el 4rea del cuadrado y obtiene su drea Obtiene érezas : Aplica férmula para obtener
y el trapecio b 5x7 =17 6ut AFBD:25‘_5“ Z=5“ su area; base BF=2 y altura
A=25+10=35 by R ABED=5u BC=5, obtiene:
Ap=bh=2ux5u=10u"
| T
; |
Identifical a FBED como Identifica
trapecio y obtiene su ABED= AFBD por criterios Suma las dreas: cuadrado
area restando al area LLL, ALA, LAL ABCD y paralelogramo
del rectangulo FHGE, BEDF
las dreas de AFDH y T Ap+Ac=10u"+250"=351"
ACBG

cuadrado BFDE
A=250%+10u*=35u°

* Indica que la ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE J. Rutas de solucion de la tarea 4

Estudiante 5

Tarea 4
2
(+] o E
“C
Estudiante 12 Estudiante 15

| ! Praol |

e | TRV
£ £ S con Al y B respectivamente))

Establece ~ECO=-0CA y
ZDAC=20AC por ser
amgulos alternos intermos

LECD=-008=) por
definicldn de bisectriz

1

I
Prolonga CC y AD v, afirma
que son perpendiculares

[
Asagura FECO=sEQC

Reclbe ayuda del docentes
para corregir la
perpendicularidad por
paralelismo

Idenfifica que #DO0B=x
yoECQC=[ porser
alternos internos

Establace
Z£OAC=-MOE y
ZOCA=NOD por ser

angulcs
comespondientas

Identifica a AEQC y
SO0B como riangulos
isbsceles

Asegura que
SZNOD=2EOQC y
ZMOE=DOA por ser

opuestos por el vértice

Establece EC=0E y
BD=D0C

|dentifica AADO v
ACED como triangulos
is0sceles v tener
angulos igugles

Identifica #EQC=-0CA vy
ZSD0A=A0AC como
alterncs internos

Establece
BOH+EC=DO+0E

[

Establece ~ADC=-DA0 y
ZDAC= 20D

|

Concluye DO+OE=DE

Identifica a ADAD cama
ridngulo ksdsceles y
establace AD=00

Emplea el mismo
razonamiento para
establecer que OE=EC

Concluye que DE=DO+0E
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Asegura que AD=DO y
CE=0E

I

Afirma DE=DA4EC

Concluye DE=DO+0OE




APENDICE K. Rutas de solucion de la tarea 5

4

Tarea 5

* Estudiante 3 * Estudiante & Estudiante 12 * Estudiante 14
| | | I
Identifica Identifica Afirma ADKC= ABKC
ADKG ABKE por crilerio ADKC=ABKC por criterio Afirma ADCK=ABCK por criterio LLL
LLL LEL
| T [ [

Estableca Identifica Asegura #DKC=+CKB Establace que:
ZCDK=-CBK AADC=AABC por criterio por ser angulos ZDCK=sBCK
SDKC=BKC LAL comespondientes de

| ; triangulos congruentes |
] Afirma AABC=AADC
Traza la perpendicular a AC C,a?&f;;e por eriterio LAL v lo
sobra DB y a |a interseccion Llama ~DKC=a vy reafirma asegurando:
la nombre F astablaca: BC=DC; #DCK=-BCK y
| AKB= 180°- u ol paen AC
jdmuﬁm ﬁKD‘= 'TE»UD— L1 L]
DF = FB coma alturas de
ADKC y ABKC ' Concluys AD=AB
respectivamente
Afirma S ADK=AABK
| por criterio LAL
Afirma
SDAF=ABAF por compartir T
AF, DF=FB y tenes un
dngulo de 907 Concluya AD=AR
[
Concluye
AD=AB

* Indica gue & ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE L. Rutas de solucion de la tarea 6

Tarea 6- Parte 1

Tarea &

3 B
* Estudiante 1 * Esfudiante 3 ** Estudiante 4 * Estudiante B
[ | | |
Nombra a Identifica a AABC como Afir = Nombra a
ma DB=EC
ZABC=/ACB=y ; trignguln sdsceles y ZADE=/AED=6,
ZADE=AEAD=y ; establace I ZABC=/ACE=] y
SBAC=R = ZBAC=n y AD=AC
; AR.S0k \dentifica ABAC como 2
' I trisngulo isosceles I
Establece

En AABC, 180°=2y4})
En AADE, 180°=2a+}

Las iguala y obtlens
=g

[dentifica pares de angulos

ZBDG=AADE v,
LCEH=/AED por
opuestos par el vertice

Estableca las relaciones

I

Asequra
HB0G =4 GEH

|dentifica
AAGH como ridngula
lsosealas

Establece
GO=EH | AD=AE
AG=AH

*

catrespondientes o+ 2H=180°,
SADE W SACD F'l.EE.'gura SABC=ACE ot 2”:1 ag°
SAED Y SABRC o H20=0 + 2[3
|
! Establace T
[dentifica angulos opuestos #ABC=-G0B=q, par ser
por &l vértice altemeos intemos Resuelve y asegura
#AED=/HEC k=0
Asagura que Identi
1 entifica que
Establce <l HEC /HEC=/AED=Te
EC=DB Yyl Chce Por ser opuestos por el
- | vértice
Establaca gue Afirma AGDBzAHEC I
MECH=ADGE y por criterio ALA Establace que
= AOGsEE I AHEC=AGDB por criterio
1
Conel Establece DE=EC. A
°”AG”_3":H"”E GD=EH, GB=HC y !
= ZDGE=2EHC=p Anota
LADG=180° -6
I ZAEH=180° -8
Asegura AAGB=AAHC [
por criterio ALA Asegura gue
SADG=AAEH v concluye
| que
AG= AH
Concluye AG=AH

Indica que la ruta de soluzion fue tomada de la prueba escrita de ese estidiante

Tk " " ra ‘v 5
Indica que el estudiante cambid la ruta de solucion al compararla con su prueba escrita
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Tarea 6- Parte 2 ==
E
o« x rf " y ~H
B
* Estudiante 10 * Estudiante 14 * Estudiante 15
| | [
Identifica Identifica A ADB como Identifica a AADE como
AADE y AABC como triangulo isdsceles tnanguk: ltsj'osceles y
0 Ao establece
triangulos isosceles T ADECIRED
I Asegura T
£2GDB=ZADE
iR e ZHEC=ZAED por ser Establece que
Ny y ) : opuestos por el vértice AADE_ZAHAEB@C:AGDB
ZCEH=2ADH=qu 1 AB=AC -AD:AEubB =EC
ZGEC=/GDA=3 Estfbleoe 3 . \
Por ser opuestos por el £6DB=ZHEC=a |
vertice ANEDUNIE Establece que
T 1 AECH=ADGB por criterio
Afirma que Asegura que ALA,
S = BD=AB-ADy y GD = HE
200 ng%EB‘AEH CE = AC - AE AADG = AAEH por criterio
o : Y por datos iniciales LLL
LOCRADHEEG afima  BD = CE ,
T | Concluye que
Establece Aflrma AGDB=AHEC AG=AH
AB=AD+BD por criterio ALA
AC=AE+CE -
AD + BD=AE + CE
- Establece
AD=AE ; BD=CE ZADG=180"— o = y
1 ZAEH=180"— =y
Afirma que ZADG=/AEH
AGDB=AECH por |
criterio ALA, vy que
AAGD= AXE?—I Asegura AADG=AAEH
. por criterio LAL
|
Concluye AG=AH
Concluye AG=AH

* Indica que la ruta de solucion fue tomada de |a prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE M. Rutas de solucion de la tarea 7

Tarea 7- Parte 1

Tarea T

* Estudiante 1 * Estudiante 2 * Estudiante & * Estudiante 10
1 | I I
Etahiin Traza una racta qua Esiablece Idetifica a AABC como
: pasaporFy G = tridangulo isdscalas y
£CAB es comespondiente a estahloos £ODE=OED Ah= B
£GDB ZCFG=-CGF=u I I
y£FEA es correspondiente /GFE=-FGD=p
8 LGEBA Asegura Establece
! AMFEZABGD por AE=AD +DE
[ Faegur que criteria ALA BD=BE+DEy,
SEDB=2CAB | =
ABC=FEA RESSE
ldentifica a AFAE y AGDB S AR L | :
como tidngulos lsdscales 3“9”';5 Afirma
OGI'I‘E'EPDP antes AF=BG y Afirma
= LADG=BEF=
| e ZAFE=2BGD #
Asegura que AMFE=ADGB por !
ZAFE = 4DGE criterio ALA Asegura que Establece
I HAARC s ridangulo 180°=/GDE+R
[ istsceles =
Establece Lt
Estableca £CFE= o= i : :
ZAFE= My ZCFE=p | ZCGD=u+ |} Establecs Concluye
ZCGD=v. /DEB=M Lamaal Z0GC =180 -8 #GDE=/FED
ZAFE y2BGD "m ZOFC=180"—8
I | {considera AFE y BGD L
= como H) Asegura que
, ima que SAFE=ABGD por
Establ =
5 Mﬁ zciug[c]:Lunes ZCFA=-CGRY I criterio ALA v &firma
M+ = 180° mrat = mias p Concluye ZAFE=/DGB
T 1
I Concluye EOELE Rk Establecs
180°=<EFC+3a
Iguala anltés:‘sdin;aclnnas #CFE=/CGD 180%= 000+
¥ |'1=~.-}I jnambes AFE v BED coma i |

* Indica gue la ruta de solucian fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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Concluye
SCFE=20GD




Tarea 7- Parte 2

** Estudiante 11
I

* Estudiante 12
[

Estudiante 13
|

Identifica el cuadrildtero
CGEDhA

Traza los segmentos
CDhy CE

Establece relaciones
algebraicas como:
LSO+ G+ A+ D=360"

Sustituye <D porsEy £A
por <8

Establece
SAFE=180"— -0
SBGD=180"—u -8

(LA v B son apresantadas pora
#GDE v #FED como i )

Establace <A=-B=q ,
SADG=sBEF=[} v,
AD=EB

Identifica el cuadrildtero
CFEB

Establece relaciones
algebraicas como:
20+ AR+ 2B+ 2B=3607

Establece

SOFE=180"-{ — o — 8)
=n+4
SCGO=180°—{ - — &)
=g+

As@gura trazar una recta
paralela a AB que pasa
porEG ylees
clestionada su
afirmacian por el
docente

Borra la limea EG y
prolonga trazos DG y EF

lguala ecuaciones y
concluye
ZF=2G

Concluye

LSCFE=-CG0

Llama
SDEFE£A=sB=u ¥
£ADG=sBEF= i

Adirma que
£EAD=sGOE v
CAIGP
|

Esto ditimo |e es
cuestionado por el
docante

Confunde el tipo de
angulos como
“paralelos” e intenta
argumentar con duda
*iangulos exiarnos
intemos?"

Mo concluye la tarea

Indica gue la ruta de solucidn fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante

** Indica que &l estudiante cambid la ruta de solucidn &l comparara con su prueba escrita
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APENDICE N. Rutas de solucion de la tarea 8

Tarea 8

Estudiante 6

Estudiante 15

Prolonga QR hasta AB
{lama O al punto de nteseccian)

Prolonga QR hasta AB
(fama S 3l punic de nterseccking

Afirna AO=3 y OP=1

Identifica AADP~AORP

Establece las razones:
AD - AP
OR oOP

Sustituye valores y obtiene
OR=3

Identifica AORB como
tiangulo rectangulo

Utiliza Teorema de
Pitagoras para obtener
RB=a

Conduye a = 3V10
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Traza una recta paralela a
DC que pasa por R

|

Identifica a ASRB como
triangulo rectangulo

Afirna SB=12 y AS=3

Identifica AADP~ASRP

1

Esto dltimo le es
cuestionado por el
docente

Asegura emplear el
Teorema de Tales para
establecer la relacién:
SR AD - SP

AP

El profesor cuestiona su
afirmacion y reafirma
como “proporcionalidad”

Sustituye valores y SR=3

Identifica ASRB como
triangulo rectangulo

Utiliza Teorema de
PFitdgoras para obtener
RB

Concluye RB = 3V10




APENDICE O. Rutas de solucion de la tarea 9

Tarea 9

Estudiante 2

|

Nombra /TBQ=/RAP=a ;
ZARP=/BTQ=fi y
ZBQT=/ARP=y

Estudiante 7
|

Afima ZQTB=2ARP=},
ZRAP=/TBQ=a y,
ZRPA=/TQB por ser
comrespondientes de
triangulos congruentes

* Estudiante 10

|

Estudiante 14

Afirma ZDTA=ZCRB=p

I

Asegura que APR BQT Nombra
por hipétesis y establece /BTQ=/ARP=q,
GeAls ZTBQ=/RAP=R y
ZRPA=/BQT=y
ZAPR=2TBQ
ZARG=/BTG 1

Identifica AGRT

1

Identifica el ACBR =ADAT

I

Asequra AR=TB y RT=RT

Asegura ZGTR=f por
ser opuestos por el
vértice

Establece ZARE=/CRB
y ZBTF=2DTA por ser
opesto por el vértice

Establece Z/GTR=u por
ser opesto por el vértice

I

Identifica que
AADT=ABCR por criterio
ALA

Identifica el AGRT

Identifica el AGRT
como triangulo isésceles

|

Establece que:
ZDAT=2ZCBR y CB=AD

Concluye AFAD=AECB

como tridngulo isdsceles y nombra /TGR=9
Realiza el mismo T T
razonamiento para Establece Establece
afirmar ZARP=ZGRT=p /CRB=/DTA ZGPH=180"-
T GR=GT ZGQH=180°-
Identifica ADAT=A En el AADT !
CBR, asegurando que 180°=00°+~DTA+~/DAB =
/DAT=/CBR, DA=CB, En el ACRB Alna ﬁfe?s ﬁpr
ZD=2Cy = 180°=90°+ Z/CBA+/CRB i
T 1
T
Iguala ambas Establece
Establece ecuaciones y considera <GPF=/GQE, GP=GQ
ZCBE=/DAF=a+8 igualdades de dngulos y GR=GT
T para aegurar 1
ZDAB=/CBA
Conchiye e I AG!;S;Q.:EFP
H y
HDAFACBE =
Asegura AADF=ABCE
AARP=ATBQ Y :
AT=BR Establece
| ZCBT= 90°~ ( r+ZPEH)
. £DAB=80°~ (y+£QFH)
ADTA=ACBR por -
criterio ALA y

AD=CB, ~DAF=~CBE,
#D=/C y AD=BC

Concluye que
AADF=ABCE

Asegura Z/PEH=/QFH

|

Concluye que
AADF=ABCE

* Indica que la ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE P. Rutas de solucion de la tarea 10
Tarea 10 — Parte 1

Tarea 10

LIS

Estudiante 2 Estudiante 6 Estudiante 14
1 _ I _ I
Obtiene la medida de los Ottiene ques .
lados del cuadrade ABCD

de los lados del

Calcula que los lados del
cuadrado ABCD miden cuadrado ABCD miden
como
vizo 2v30 V120
| T I
Identifica A ABC y obtiene Identifica a ADMC y Identifica AABC y obtiene
el area obtiene su area su area
_—_ﬂ:ﬂ_—_ﬁo A=_M= A:M:fman’
> 2
| | ~ 1
Identifica ACAB y Identifica ADCM y obtiene
Identifica ACDM y toma obtiene su area su area, con base DC y
como base DM y como altura DM
altura DC V120 -v120 Jizo
A= S A= (v’:zo)(T) = 30cm?®
¥I20 126 120 N
o 2 o hikee I T
T Traza segmentos de

Suma las areas del AABC y
longitud 30 paralelo a ADCM y Ias resta del area
AB que pasa por M y del cuadrado ABCD para
Prolonga MN hasta AB (sea <
P el punto de interseccion) otro paralelo a AM sobre e e M
AB AACM=UABCD-{ AABC y ADCM)
| 1 A=120- (60+30)
Identifica AMNA y afirma Asegura da;\ar us A=30cm?
ZNMA=/MNA=45" e y
I
| z Z Identifica AACM. y por
Obtiene al area del =
El docente cuestiona la cuadrado formado Teorema de Pitagoras
afirmacion y e estudiante realizando obtiene que
argumenta ZDAB=90" y AC = V240
ZANP=90" y AMAN es A =+30-430 = 30
triangulo isosceles T I
T |dentifica AAMC, con AC
Identifica 4 tridngulos como base y MN como
Establece MN=MA y: iguales en el cuadrado Siwa S Tastablaca st droa
formado
ME = V60 yb’h':@ | 30.—__"2“)2'“”
Divide el area del
cuadrado formado para I
I establecer el drea del Despeja a MN y obtiene
Identifica AAMN y realiza AANM 30
varios procedimientos 30 MU=
aritméticos para encontrar A= e 7.5
su area T
T I Obtiene el area del AMN
Veo-vi- (X)) 5
No concluye la tarea 5 - 71(\-0'0) =328
Concluye obteniendo el 2 2
area del T
OAMNC=AMAC — AANM Obtiene el drea AMNC,
restando al drea del AACM,
A=30-75=225

el drea del AANM
AMNC=AACM — AANM

A=3v::——2—-15=1:‘>¢-mz
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Tarea 10 — Parte 2

Tarea 10

>
L)

* Estudiante 3

|

Obtiene la medida de los
lados del cuadrado ABCD
como

V120

* Estudiante 8

|

Prolonga segmento MN
hasta intersectar con AB y
asegura ZNMA, ZMAN y

ZNAB miden 45°

Obtiene la medida de
los lados del cuadrado
ABCD empleando
férmula L?

2V30

~ Estudiante 9
|

Calcula gue los lados del
cuadrado ABCD miden

2V30

Considera M al ser punto

T
Identifica el AABC y

obtiene su area
¥ (2v30)(2+30) %
N

ABC 60 cm®

I

Identifica AAMN y emplea

Teorema de Pitagoras para
establecer

V15=MN

En el AABC emplea el

Identifica AABC y emplea el
Teorema de Pitagoras para
encontrar

AC=2V60

medio Teorema de Pitdgoras
ara establecer
MA= v30 P
. AC=415
Emplea Teorema de |
Pitégoras para establecer Identifica

(MAY*=(MNY*+AN)*

I

Identifica AMAN como
triangulo isésceles y afirma
MN=NA

AANM~AABC y
establece relaciones de
proporcionalidad

Realiza operaciones para
encontrar el segmento NC

NC=2V60—-V15=3V15

Establece
(MA)=2(MN)*
y obtiene
30 2(MN)?

=

V15=MN

Encuentra los valores
VI5=MN

Vi5=4N

Concluye que
(WIS)(3V15) 42
Areca= —— = =

Identifica A CBA como
triangulo isosceles

Concluye que

Area

LB,

Emplea Teorema de
Pitdgoras y encuentra

AC=3V15

Encuentra el area del
ASMNC
NC-MN  3V1I5-V15

2

(MNC) =

Condluye que el drea es
22.5 cm?

Indica que la ruta de solucion fue tomada de la prueba escrita de ese estudiante
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APENDICE Q. Asignaturas por Carreras Universitarias en Matematicas

Direccion
electrénica

Entidad Nombre de la
Federativa Universidad

Las letras indican la (s) asignatura (s) de geometria
relacionada(s) con la geometria euclidiana en el Plan de

Estudios de esa carrera. (Diciembre 2014)

Universidad Auténoma

Aguascalientes de Aguascalientes

http://www.uaa.mx/

Universidad Autonoma

de Baja California ‘ http://www.uabc.mx/

Baja California

. Universidad Autonoma .
Chiapas de Chiapas http://mww.unach.mx/
. Universidad Autonoma . ;
Chihuahua de Ciudad Judrez http://www.uacj.mx/
. Universidad Autonoma .
Coahuila de Coahuila ‘- http://www.uadec.mx/
Colima Universidad de Colima http://www.ucol.mx/
Universidad Nacional

- http://www.unam.mx/

Autonoma de México

Instituto Politécnico

Nacional ‘ http://www.ipn.mx/

Distrito Federal - - -
Unlvers1daq Autonoma http://imww.uam.mx/
de México

‘ http://www.uacm.edu.
‘ mx/uacm/

Universidad de la
Ciudad de México

Universidad Juarez del . .
Durango Estado de Durango http://iwww.ujed.mx/
s Universidad Auténoma http://www.uaemex.mx
Estado de México del Estado de México /
. Universidad de .
Guanajuato Guanajuato http://www.ugto.mx/
Guerrero Universidad Autonoma http://www.uagro.mx/
de Guerrero
Hidaleo Universidad Auténoma http://www.uaeh.edu.
g de Hidalgo mx/
. Universidad de .
Jalisco Guadalajara http://www.udg.mx/
Universidad Michoacana ‘
Michoacéan de San Nicolas de http://www.umich.mx/
Hidalgo ‘
Universidad Auténoma .
Morelos del Estado de Morelos ‘ http://www.uaem.mx/
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Universidad Autonoma

http://www.uan.edu.m
x/

http://iwww.uanl.mx/

http://www.uabjo.mx/

http://www.buap.mx/

Nayarit de Nayarit
, Universidad Autonoma
Nuevo Ledn .
de Nuevo Ledn
Universidad Autonoma
Oaxaca “Benito Juarez” de
QOaxaca
Pucbla Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla
i Universidad Autonoma
Querétaro

de Querétaro

San Luis Potosi

Universidad Autonoma
de San Luis Potosi

Universidad Autonoma

http://www.uag.mx/

http://www.uaslp.mx/

http://www.uas.edu.mx
Iweb/

http://www.uson.mx/

http://www.ujat.mx/

http://www.uatx.mx/

Sinaloa .
de Sinaloa
Sonora Universidad de Sonora
Tabasco Universidad Juarez
Autéonoma de Tabasco
Universidad Autonoma
Tlaxcala
de Tlaxcala
Universidad
Veracruz
Veracruzana
. Universidad Autonoma
Yucatan .
de Yucatan
Universidad Autonoma
Zacatecas

de Zacatecas

http://imww.uv.mx/

http://www.uady.mx/

http://www2.uaz.edu.
mx/

CFAC"IOMMOUO®>

Geometria (Euclidiana)
Geometria Algebraica
Geometria Aritmética
Geometria Analitica
Geometria Analitica del Espacio
Geometria Computacional
Geometria Convexa
Geometria de Grupos
Geometria Descriptiva
Geometria Diferencial
Geometria Eliptica
Geometria Hiperbdlica

Geometria Moderna

Geometria Proyectiva
Geometria Riemanniana
Geometria Sintética (o Pura)
Geometria Simpléctica
Geometria Sumatoria
Geometria Vectorial _
Geometrias No Euclidianas '
Didactica de la Geometria
Seminario de Geometria

. Temas Selectos de Geometria
Fundamentos de Geometria

Xe<cAnmWBOTVOZL

* Materia sefialada como OPTATIVA.
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El Plan de Estudios no especifica el tipo de geometrias a estudiar; se consideran: la geometria euclidiana, la
hiperbdlica y la eliptica como geometrias no euclidianas segin wikipedia (http://es.wikipedia.org/wiki/)






