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Resumen

En este trabajo se determinan condiciones que garantizan la estabilidad robusta (ba-
sada en la definiciéon introducida por Duboshin y Malkin) para sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de orden n con una perturbacién adicional y cuyas soluciones son
oscilantes.

Lo anterior se determina resolviendo el problema de desviaciones maximas de las coor-
denadas fase del sistema (utilizando el principio del méximo de Pontryagin), dichas des-
viaciones permiten construir un paralelepipedo n-dimensional que aproxima la frontera
del conjunto de accesibilidad del sistema de ecuaciones y dentro del cual se encuentran
contenidas las soluciones del sistema.

Abstract

In this work we determined conditions that guarantee the robust stability (based on the
definition introduced by Duboshin and Malkin) for systems of linear differential equations
of order n, with an additional disturbance and whose solutions are oscillating.

This is determined by solving the problem of maximum deviations of phase coordinates
of the system (using the Pontryagin maximum principle), these deviations allow building a
n-dimensional parallelepiped which approximates the boundary of the set of accessibility
of the system of equations and within which are contained system solutions.



Introduccion

Uno de los principales problemas que se plantean en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias ha sido, desde sus origenes, el estudio de la estabilidad. Para sistemas
lineales de orden n es posible dar condiciones para determinar su estabilidad; sin embar-
go, los sistemas no lineales, como el siguiente

x = Ax +g(z,t), x(0)=x9, x(t)e€R", (0.1

donde A es una matriz con valores propios con parte real negativa, presentan una varie-
dad de comportamientos mucho mas amplios debido a la presencia del termino no lineal
g(z,t). Determinar soluciones y criterios de estabilidad para el sistema (0.1) no es fécil,
estudiar su estabilidad es el mejor acercamiento a conocer el comportamiento de su so-
lucién, lo cual siempre es importante. D. M. Grobman y P. Hartman probaron en 1859
de manera independiente que en la vecindad de un punto de equilibrio hiperbdlico, un
sistema como (0.1) presenta un comportamiento equivalente al del sistema lineal corres-
pondiente. Por lo tanto el teorema de Hartman y Grobman garantiza la estabilidad del
sistema no lineal en una vecindad de un punto de equilibrio hiperbédlico. Tipicamente se
desconoce la funcion g(z, t) pero se tiene alguna informacion sobre esta, por ejemplo, su
cota ||g(z,t)||; ahora bien conociendo esta cota uno se puede preguntar: ése pueden dar
condiciones para garantizar la estabilidad del sistema, mas alld de una vecindad?

Una manera de encontrar dichas condiciones es suponiendo que la dindmica del siste-
ma (0.1) se puede conocer al determinar la dindmica del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales con lado derecho discontinuo

X =Ax+bu, x(0)=x9, x(t)e€R", (0.2)

donde wu(-) es una perturbacién que pertenece a un conjunto de funciones acotadas y
continuas a trozos.

El desarrollo de la teoria que permite estudiar la estabilidad para ecuaciones diferen-
ciales con lado derecho discontinuo, ha sido en gran medida estimulado por sus multiples
aplicaciones. Una aplicacién que permite ilustrar el criterio de estabilidad robusta en este
trabajo surgié en 1939 cuando B. V. Bulgakov planted y resolvio el problema de la influen-
cia de la componente boreal de la velocidad de un barco en la inclinaciéon de una brijula
[2]. Respecto a la velocidad se supuso que era continua a trozos y de valor absoluto aco-
tado. Se demostrd que la peor situacion se presenta cuando el barco lleva la velocidad
maxima hacia adelante o hacia atras a lo largo de un meridiano, invirtiendo el curso en
cada semiperiodo de las oscilaciones propias de la brijula con respecto a la direccién nor-
te. Estos son los origenes del problema de desviacion maxima que se discutira mas a fondo
en el Capitulo 2.

IX



Para poder analizar la estabilidad del sistema (0.2) es natural primero preguntarse c6-
mo es el comportamiento y cdmo obtener las soluciones para este tipo de sistemas ya que
presentan un comportamiento completamente diferente al que se presenta en sistemas
de ecuaciones diferenciales con lado derecho continuo. Por lo tanto, la teoria utilizada
para garantizar la existencia de soluciones en sistemas con lado derecho discontinuo di-
fiere de la utilizada para garantizar soluciones en sistemas con lado derecho continuo, en
este tipo de sistemas el concepto de solucidén que se tiene para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias deja de ser valido, ya que en los puntos donde el lado derecho
del sistema es discontinuo no es posible construir una solucién, pero se puede prolongar
la solucién siguiendo la idea de construir una solucién “saltando” dicha discontinuidad
o definiendo de una manera apropiada el lado derecho en los puntos de discontinuidad
[9, 18], obteniendo asi una solucién que es continua pero no diferenciable en dichos pun-
tos. Cabe mencionar que para muchos sistemas con lado derecho discontinuo no existe
unicidad para las soluciones. El método utilizado para construir dichas soluciones consiste
en aproximar el lado derecho discontinuo del sistema por medio de una familia de fun-
ciones que son continuas, y tal que las soluciones de esta familia aproximan la soluciéon
del sistema con lado derecho discontinuo. En el limite se obtiene la solucién deseada. El
procedimiento descrito es conocido como método de Filippov, el cual se desglosa en el
Capitulo 1.

En este trabajo se consideran sistemas que son completamente controlables con solu-
ciones oscilantes y con una perturbacion adicional u(-) € %, donde % es el conjunto de
funciones acotadas y discontinuas en un conjunto D numerable tal que para todo x; € D
se tiene d (x;,x;4+1) > ¢ > 0, para algun ¢ fijo.

El problema que se desea resolver consiste en determinar condiciones que
permitan garantizar la estabilidad robusta del sistema (0.2) , es decir, se desea
encontrar un conjunto cerrado y acotado P C R" tal que para cualquier per-
turbacién adicional u(-) € %, las soluciones del sistema se encuentren dentro
de dicho conjunto.

Para ello se plantea el problema de determinar desviaciones méaximas de las coorde-
nadas fase del sistema, el cual es equivalente a encontrar una perturbacién v°(¢t) € % (a
esta perturbacion se le conoce como la peor perturbacidon), que permita que la solucion
del sistema se aleje lo mas que se pueda del origen y se encuentre dentro del conjunto
P. En el trabajo se muestra que la determinacion de las desviaciones méaximas para las
coordenadas fase del sistema permite construir un ciclo limite méximo, el cual intersecta
algunos ejes coordenados del sistema en las desviaciones maximas de su correspondien-
te coordenada, las desviaciones maximas permiten construir un paralelepipedo P € R",
tal que las soluciones del sistema se encuentran dentro de la regién limitada por dicho
paralelepipedo, para cada una de las perturbaciones u(-) € % .

El tipo de estabilidad robusta para el sistema (0.2) que se emplea en este trabajo
se basa en una modificacién a la definicion introducida por Duboshin y Malkin [8]. La
manera de establecer el criterio de estabilidad robusta se basa en el siguiente método: el
sistema (0.2) se transforma en otro sistema equivalente el cual es desacoplado, por medio
de una transformacién lineal y no degenerada. Se estudia la estabilidad robusta en este
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sistema desacoplado, haciendo uso de las desviaciones maximas para las coordenadas fase
del sistema y la cota de la peor perturbacién §; > 0, se establece un criterio de estabilidad
robusta para el sistema desacoplado. Ahora bien, con los resultados obtenidos para el
sistema desacoplado y aplicando la transformacion inversa, se obtienen condiciones para
la estabilidad robusta del sistema original (0.2).

En el Capitulo 1, se discuten algunas propiedades de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias con lado derecho continuo y ecuaciones diferenciales ordinarias con lado derecho
discontinuo. Esto a fin de mostrar las diferencias que existen entre unas y otras, asi mis-
mo se presenta la forma de construir soluciones para sistemas de ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo. Por otra parte se introducen algunos conceptos de contro-
labilidad y accesibilidad que permitirdn obtener las desviaciones maximas para el sistema
(0.2).

En el Capitulo 2, se plantea el problema de determinar las desviaciones mdximas del
sistema (0.2) a fin de obtener un criterio de estabilidad robusta para dicho sistema, para
facilitar la comprension del comportamiento de los sistemas de orden n se muestra pri-
mero el caso particular de orden 4, posteriormente se muestra que para dar un criterio de
estabilidad robusta en sistemas de orden n, basta con analizar subsistemas de orden 2 y 1.

Por tltimo se presentan dos ejemplos donde se muestran los resultados obtenidos en
este trabajo.



@ Capitulo @

Preliminares

En este capitulo se muestran algunos conceptos, ideas, propiedades y teoremas que
seran utiles en el desarrollo de este trabajo.

. 1.1. Teorema de existencia y unicidad en ecuaciones diferenciales ordinarias

Consideremos un sistemas de ecuaciones diferenciales

y =f(y), y(to)=yo, y() eR" (1.1)

donde f € C'(E) y F un subconjunto abierto de R".
Un resultado importante para la demostracion del teorema de existencia y unicidad de
soluciones para el sistema (1.1) es el siguiente.

— Lema 1.1. N

¢(t) es una solucién de (1.1) siy solo si ¢(t) es una funcién continua que satisface
la ecuacién integral

6(t) = yo+ | £((r))dr.

to

\ J

Demostracién. Supongamos primero que ¢(t) es una solucién de (1.1) entonces ¢’ (t) =
f(o(t)) y ¢(to) = yo- Integrando los dos miembros de esta ecuacion desde ¢, a t se obtiene:

6(0) — blto) = [ ¢/(ryir = [ F(p(r)ar

to

1
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como ¢(tp) = yo se obtiene la expresién deseada.

Por otra parte supongamos ahora que ¢(t) satisface la ecuacién integral dada, cla-
ramente se cumple ¢(ty) = yo. Por el Teorema fundamental del calculo se tiene que

@' (t) = f((t)). Por lo tanto ¢(t) es solucién de (1.1).

Para poder mostrar la existencia de una solucién al problema (1.1) es necesario definir
cuando una funcién satisface la condicién de Lipschitz y mostrar que las funciones de clase

C' son localmente Lipschitz.

— Definicion 1.1 (Condicion de Lipschitz).

Sea F un subconjunto abierto de R". Se dice que la funcién f : £ — R" satisface
una condicidn de Lipschitz en F si existe una constante A > 0, tal que para toda
y,z€ E

I£(y) —£(2)[| < Aly — =]

La funcidn f es localmente Lipschitz en un conjunto F si para todo xg € F existe una bola
abierta de radio € > 0 centrada en x, contenida en F; B.(xq) C E, y una constante Ay > 0

tal que para todo y,z € Be(xg)
[£(y) = £(2)] < Aolly —=]-

Lema 1.2.

Sea E un subconjunto abierto de R" y f : E — R"™. Si f € C!(E) entonces f es
localmente Lipschitz en £

La demostracion se puede consultar en [15, p. 71]. Antes de enunciar el teorema de exis-
tencia y unicidad es necesario revisar algunos resultados sobre la completez del espacio
de funciones continuas en un intervalo; C(I), I = [—a, a]. Se trabaja con funciones C'(I) y

la norma del supremo.

[uf| = sup [[u(?)]-
tel
La convergencia en esta norma es equivalente a la convergencia uniforme.

— Definicion 1.2.

Sea V' un espacio lineal normado. Una sucesién {u,,} C V es llamada sucesién
de Cauchy si para todo € > 0 existe un N tal que para todo k,m > N se tiene

lup — w,|| < e
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Se dice que el espacio V' es completo si toda sucesién de Cauchy converge a un elemento
enV.

El siguiente Teorema, mostrado en [10], establece la completez del espacio lineal nor-
mado C(I) con I = [—a,a].

Teorema 1.1.

Sea I = [—a,al], C(I) es un espacio lineal normado completo.

Otro resultado conocido [6, pp. 30-32] y que serd utilizado para demostrar unicidad de
la solucién para el problema de valores iniciales (1.1) es el siguiente

— Lema 1.3 (Desigualdad de Gronwall). N

Sean f,g : R — R funciones reales continuamente diferenciables no negativas
definidas en o < ¢t < f3 tales que:

t

£ <k+ [ f@g@ar, k20

(e
Entonces

£(t) < kelJusmrar).

\. J

Demostracién. Sea U(t) = k + [ f(r)g(r)dr Entonces f(t) < U(t) y U(a) = k. Por el
teorema fundamental del cdlculo se tiene que

ft) <U't) = ft)g(t)
o bien

f1t) = ft)g(t) <0

t
multiplicando por el factor integrante e Jo 904" 3 ambos lado de la desigualdad anterior
e integrando se obtiene

F(t) < kelat,

siendo k la constante de integracién. |

— Teorema 1.2 (Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales). —

Sea E subconjunto abierto de R®, y f € C!(FE), entonces existe a > 0 tal que el
problema de valores iniciales:

x = f(x), x(0) = xo, (1.2)

tiene una unica solucién ¢(t) en el intervalo [—a, a.
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Demostracién. Dado que f € C'(E) entonces por el Lema 1.2 se tiene que existen
N.(x¢) C F'y una constante A > 0 tal que para toda y,z € N (x¢)

[£(y) = £(z)| < Ally — =]
Para b = §, la funcién continua f(x) es acotada en el conjunto compacto
No = {x€R": x —xo]| < b}.
Sea M = méxxen, ||f(x)]|. Se define la sucesion {¢;(t)};>0 de la siguiente manera:
®o(t) = x0
Bra®)=x0 + [ 15,07
Para a > 0 se tiene que ¢;(t) es definida y continua en el intervalo [—a, a] y satisface

&, (t) = xo|| <, (1.4)

(1.3)

max
te[—a,a]

se muestra que {(bj(t)} es de Cauchy, con la norma del supremo. Notemos que se

Jj=0
cumple lo siguiente para j € IN

MM [t
#5020 0] < 5y
Para mostrar lo anterior se procede por induccién. Si j = 1 se tiene
t t t
1) = do(t)] = | | solrar| < [ gtao(r)lar <M [ ar <21 < Ma,

supongamos valida para j =k — 1
Ak Htw
(k)!

Por mostrar para j = k. De la condicién de Lipschtz en f(¢;(7)) se obtiene la primera
desigualdad y haciendo uso de la hipétesis de induccion resulta que

t
| @r11(t) — & (1) </ |£(eby (1)) — £ebp_1 ( ||dT</0 M@p(T) = g1 (7)| AT

|r(t) — 1 (1)]| <

/t MNE|7|F MNE|T|F+L M AFRgR+T

< dr < < .

~—Jo k! - (k+1D)! — (E+1)!

De lo anterior se observa que ((’\k“ﬂ;l es el k-ésimo termino de la expansion en series de
Taylor de la funcién exponencial. Se observa que param > n > N y t € [—a,a] se tiene

|1 (t) = Bt H<ZH¢M — ;)|

< :zN |6541 1) — 8,(1)]

A )k+1

<25 (5m)
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Lo anterior se aproxima a 0 cuando N — cc. Por lo tanto, para todo ¢ > 0 existe un N tal
que, para m,n > N se tiene

[ — nll = [Ijlgif] [ (t) — &, (1) <e,

es decir, {(bj} es una sucesién de Cauchy en C([—a, a]). Esto muestra que ¢; converge de
manera uniforme a una funcién continua ¢(¢) para todo t € [—a, a| cuando j — oo

o(t) = lim ¢, (t). (1.5)

Jj—00

La funcion ¢(t) satisface la ecuacién integral

o) =0+ [ Ko 1.6)

para todo ¢ € [—a,al, el limite puede entrar a la integral puesto que la convergencia en
(1.5) es uniforme en [—a,a|. Dado que ¢(t) es continua entonces f (¢(t)) es continua y
por el Teorema fundamental del cdlculo se tiene que el lado derecho de la ecuacién (1.6)
es diferenciable y

o(t) =f(o(t)), t€[-a,d,
mas aun, ¢(0) = x¢ por la desigualdad (1.4) se cumple que ¢(t) € B.(xg) C E para todo
t € [—a,a]. Por tanto, ¢(t) es solucién del problema inicial (1.2) en [—a, a].
Ahora para mostrar la unicidad, se procede por contradiccion, es decir, se supone que
existen dos soluciones ¢, (t) y ¢5(t) de (1.1). Entonces

n@@—¢wm=”[&wmw—ﬂ%wmm

t
< [ I61(7) — £((r) dr
0
t
<K [ lé(r) = dulr)ldr.
0
De la desigualdad de Gronwall

I61(8) — da(t)]] < Ce Jo ™ = cet = g,

donde C = 0 de acuerdo a la desigualad de Gronwall, de donde ||¢,(t) — ¢5(t)|| = 0, por
lo tanto ¢, (t) = ¢,(t). Esto muestra que la solucién es tnica. [

. 1.2. Elementos basicos de inclusiones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo tienen aplicacién en la mo-
delacion de diversos problemas en diferentes dreas como: electronica (para la modelacion
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de convertidores de potencia), biologia (genes regulatorios), fenémenos fisicos tales como
friccién seca e impacto, etc. A diferencia de las ecuaciones diferenciales con lado derecho
continuo, el problema de determinar soluciones tinicas a ecuaciones diferenciales con lado
derecho discontinuo se puede resolver solo en algunos casos particulares, ver por ejem-
plo [7, 12], lo anterior porque las herramientas desarrolladas para dicha teoria poseen
limitaciones.

En este apartado se discute como hallar una solucion para el problema de valor inicial

x=f(x), x(0)=x9 teR", 1.7)

donde f es una funcion acotada y discontinua en un conjunto D C R"™ numerable tal que
para todo x; € D se tiene d (x;,x;4+1) > ¢ > 0, para algun ¢ fijo. En los siguientes ejem-
plos se ilustra que la definicidn usual de solucién y los teoremas de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales con lado derecho continuo no son aplicables cuando existe
discontinuidad en el lado derecho de una ecuacion diferencial.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

-1 <0
& =2 —sign(z), x(0)=uzp, donde sign(z)= { ) v =0 (1.8)
x

Notemos que sign(z) no esta definida en el punto # = 0. Si consideramos los valores
cuando z < 0, la ecuacién diferencial tomara la forma: # = 3, cuya solucién esta dada
por x(t) = 3t 4 ¢;. Ahora si consideramos los valores cuando z > 0, la ecuacién tomara la
forma: & = 1, cuya solucién esta dada por x(t) = t + co. Se pueden discutir los siguientes
casos:

1. Sizy > 0, entonces la solucidén del sistema (1.8) es z(t) = t+ ¢ la cual estd definida
para todo ¢ > 0. Es decir el sistema (1.8) admite una solucién tinica para todo ¢ > 0.

2. Sizy < 0, se debe considerar inicialmente x(¢) = 3t + x¢ como parte de la solucién
del sistema (1.8) paratodo 0 <t < t, = —%xo, mientras que si ¢t > t, consideramos
como parte de la solucién a z(t) =t + %mo ; es decir, la solucién se puede considerar
en la forma

3t+xp, t<ty,

t+ Lzg, t>t..

Claramente se observa que

lim z(t) = lim z(t) = 0;

tsts t—t

en consecuencia podriamos definir z(¢,) = 0, sin embargo la funcién asi definida no
es diferenciable y por lo tanto no es solucion de (1.8).

3. Si zp = 0 no podemos definir una solucién pues la funcién sign(x) no esta definida
en ese punto.

La representacion de los primeros dos casos se muestra en la figura 1.1.
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;/;;///////////
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AAIEAA A A AA AP A
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Figura 1.1: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.8).

Ejemplo 1.2.2. Ahora se considera el problema de valores iniciales con lado derecho
discontinuo
& = —sign(x), x(0) = xo, (1.9

si consideramos los valores cuando = < 0, la ecuacion diferencial tomara la forma: z = 1,
cuya solucién esta dada por z(t) = t+ ¢;. Ahora si consideramos los valores cuando = > 0,
la ecuacién tomard la forma: & = —1, cuya solucién esta dada por z(t) = —t + ca. Se
tienen los siguientes casos

1. Sizy > 0 se puede considerar como una parte de la solucién a z(t) = —t + x¢, para
todo t < t, = xg.

2. Siz < 0 la parte que corresponde a la solucién es z(t) =t + xp, paratodo ¢t < t, =
—XZ0Q.

3. Sizg = 0 no podemos definir una solucién, ya que la funcién sign(z) no esta definida
en ese punto.

Notemos que para los dos primeros casos la solucion tiende a cero cuando ¢ — t,, por lo
tanto seria natural definir z(¢) = 0 para todo ¢ > ¢,, sin embargo esta funcién no satisface
la ecuacién diferencial (1.9), en consecuencia, en estos casos la solucién no puede ser
extendida. En la Figura 1.2 se muestra el comportamiento de las soluciones.

x(t)

NN NN
NN OO NN
NN

VLV SN A
VAV AV Vv
VA I L i A

Figura 1.2: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.9).
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Ejemplo 1.2.3. Por ultimo se considera el problema de valor inicial

& =sign(z), z(0)= xo, (1.10)
para valores de = < 0 la ecuacion diferencial toma la forma: # = —1 y su solucién esta
dada por z(t) = —t + ¢1, y para valores de = > 0 la ecuacién diferencial toma la forma:

& = 1 cuya solucion esta dada por z(t) = t + co. Ahora podemos discutir los siguientes
casos:

1. Sizg > 0 entonces la solucidn al sistema (1.10) esta dada por z(t) = t + x, la cual
es Unica, para todo ¢ > 0.

2. Si zy < 0 la solucién esta dada por x(t) = —t + zo, la cual al igual que en el caso
anterior es Unica para todo ¢ > 0.

3. Si zp = 0 no podemos definir una solucién, pues la funcién sign(x) no esta defi-
nida en ese punto. Mas aun, de acuerdo al campo vectorial asociado a la ecuacion
diferencial (ver Figura 1.3), no es claro como definir una solucién para la ecuacién.

VIS
VAl VA A VA A
VA A A B

NN NN Y t
ANCORNONONONONONONNNNNN N Y
NN NN NN NN

Figura 1.3: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.10).

Se puede concluir de los ejemplos anteriores que para ecuaciones de la forma (1.7)
donde f(x) es discontinua en un conjunto D, el concepto usual de solucién deja de ser
valido en los puntos de D. Un método que extiende el concepto de soluciéon y que nos
permitird encontrar una solucién a ecuaciones diferenciales del tipo (1.7) es el que se dis-
cute en [9]. Dicho método consiste en considerar alguna de las soluciones de la inclusiéon
diferencial,

x € F(x), x(0)=xo, (1.1D)
donde F se define como
F(x) = ﬂ conv (f(B.(x) \ D)), (1.12)
e>0

donde conv(A) denota la envolvente convexa del conjunto A, B.(x) es la bola abierta
de radio ¢, centrada en x y A denota la cerradura del conjunto A. Notemos que F es una
funcién cuyo dominio es el mismo que el dominio de f y la imagen de un punto x en su do-
minio es un conjunto, es decir; F : R” — 2R". A este tipo de funciones se les conoce como
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funciones multivaluadas. Para distinguir a este tipo especial de funciones de las funciones
usuales, a estas ultimas les denominaremos funciones univaluadas 6 monovaluadas.

Al operador (1.12) se le conoce como operador de Filippov, y dicho operador transfor-
ma la funcién univaluada f en una funcién multivaluada F. Observemos que, si x es un
punto en el cual f es continua, entonces F(x) = {f(x)}, un conjunto unipuntual.

Demostremos este hecho. Sea ¢ > 0 y supongamos que f es continua en A C R". Sea
x € A. Por la propiedad Arquimediana, existe N € IN tal que Ne > 1. Para cadan > N
elegimos x, € AN (B1 /n(%)\ D). Notemos que por la construccién x,, — x, entonces
f (x,,) — f (x), pues f es continua. Luego

f(x) € f(Be(x)\ D) C conv (f(Bc(x) \ D)).

Ya que esto se cumple para todo € > 0, entonces

ﬂ conv ( x)\ D)),

e>0

es decir, f (x) € F (x).

Falta verificar que F (x) C {f (x)} para todo x € A. Supongamos que no es asi, es
decir, para algiin x € A, existe y € F (x) tal que y # f (x). Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que |ly|| > ||f (X)||, sea Dy = R™ \ A. Por tanto, para cada ¢ > 0 se
tiene que y € conv (f(Be(X) \ DO)) Ahora bien, para todo € > 0 existen u. y 1 tales que

el < llyll < Jluell ¥ L, ue € £(Bc(X) \ Do), pues y pertenece a la cerradura del conjunto
conv (f(Be(x) \ Dy)), existe w. € B¢(x) \ Dy = B.(x) [ A que satisface f (w.) = u.. Hasta
ahora se tiene que ||f(w)| —|If(X)| = HUEH—Hf )| > llyll—If(x)]| > 0, lo cual contradice

a la continuidad de la funcidn f en el punto X. Analogamente si ||y|| < ||f (X)||-
Por lo tanto para los puntos donde f (x) es continua se tiene

Antes de discutir el método que nos permitird encontrar una solucién para ecuaciones
diferenciales con lado derecho discontinuo, veamos el efecto de aplicar el operador de
Filippov a las funciones discontinuas de los Ejemplos 1.2.1-1.2.3. Consideremos inicial-
mente la funcién f(x) = 2 — sign(z) dada en el Ejemplo 1.2.1. Por lo anterior, tenemos
que F(z) = {f(z)} si  es un punto en el cual f es continua, por tanto F(z) = {3} si
x <0y F(x) ={1} siz > 0. Veamos ahora como es F'(z) para z = 0 que es el inico punto
donde f es discontinua. Observemos que para todo ¢ > 0, se cumple

f(Be(0)\{0}) = {13},

y por tanto

conv (f (Be(0) \ {0})) = conv (f (B(0) \ {0})) = [1,3].
Resumiendo
{3}, x<0,
F(x)=<¢[1,3], =0,
{1}, =z>0.
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La gréfica se muestra en la Figura 1.4 (A).

Para la funcién g(x) = — sign(z) dada en el Ejemplo 1.2.2, el conjunto de discontinui-
dad es dado por D = {0}. Para todos los puntos = # 0 se tiene que G(z) = {g(x)}, es
decir G(z) = {1} siz < 0y G(z) = {—1} si x > 0. Por otra parte G(0) = [—1, 1]. De esta
manera

{1}, x <0,
G(x)=<¢[-1,1], z=0,
{-1}, =x>0.

La gréfica de G(z) se muestra en la Figura 1.4 (B).
De forma andloga si H(x) es la funciéon multivaluada obtenida al aplicar el operador
de Filippov a la funcidén h(x) = sign(z) del Ejemplo 1.2.3, se tiene

{-1}, =<0,
H(z)=1<[-1,1], z=0,
{1}, x> 0.
La gréfica de H(x) se muestra en la Figura 1.4 (C).
4 4 4
| 3+ 3+
2 4 2+ 2 1+
1 - 1§ 1 -
— — — — — —
2 -1 1 2 2 -1y 1 2 2 1.1 1 2
—2 1L —2 1L —2 1
A) (B) ©

Figura 1.4: (A) grafica de F'(x) para el Ejemplo 1.2.1, (B) gréfica de G(x) para el Ejem-
plo 1.2.2, (C) grafica de H(z) para el Ejemplo 1.2.3.

Nota 1.1. La funcién multivaluada que resulta de aplicar el operador de Filippov a la
funcién sign (x) es dada por

{-1}, z<0,
Sign (z) =< [-1,1], x =0,
{1}, x> 0.

Es importante observar que la imagen de cada punto de D bajo F es un conjunto
cerrado, acotado y convexo. Por esta razon la inclusién diferencial (1.11) tiene infinitas
soluciones, donde una solucién de la inclusién diferencial (1.11) es una funcién x ()
absolutamente continua (Ver Definicién A.4 del Apéndice A) que satisface a (1.11) casi
en todas partes. Haciendo uso de esta nocién de solucion, se define una solucion para el
problema de valor inicial con lado derecho discontinuo (1.7) de la siguiente forma:
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— Definicion 1.3.

Una solucién en el sentido de Filippov del problema de valor inicial (1.11) es una
funcién absolutamente continua x : R* — R™ que satisface (1.11) para casi todo
teR*.

11

Se observa que en los puntos de continuidad de la funcién f (x) las soluciones de (1.7)
y (1.11) son la misma ya que en tales puntos F (x) es el conjunto unipuntual {f (x)}. Por
tanto para poder definir una solucién en el sentido de Filippov al problema de valor inicial
(1.7) en los puntos de discontinuidad de la funcién f (x), se debe re-definir tal solucién
haciendo uso de alguna solucién de la inclusiéon diferencial (1.11). Esto es analogo a
reemplazar el problema de valores iniciales (1.7) por algtin otro problema de valor inicial
cuya solucién coincida con la solucidn construida. Este nuevo problema de valor inicial

debe cumplir:

1. Ellado derecho de este problema de valores iniciales debe ser una funcién univalua-

da y debe estar definido para toda x en el dominio de f.

2. La solucién de este nuevo problema debe ser también solucién de la inclusion dife-

rencial, es decir debe ser solucién en el sentido de Filippov.

Esta nueva funcion es llamada seleccion. El concepto se define a continuacion:

— Definicion 1.4.

Una funcién g : 2R" — R™ univaluada, es una seleccién de la funcién multivalua-
daF:R" — 2R" si
vx e R", g(x) e F(x).

Generalmente F admite muchas selecciones, cada una da origen a una ecuacién diferen-
cial distinta. Existen diferentes formas de elegir una seleccion. Para dar una solucion en el

sentido de Filippov la seleccion se define de la siguiente manera:

— Definicion 1.5.

Para F : R” — 2R" la funcién univaluada definida por

(B (x)) = {u €F(x): [u] = min uyu}

yeF(x)

es llamada la seleccion de norma minima.
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Para el Ejemplo 1.8 se tiene que la seleccién de la norma minima es:

3, =<0,
1, =>0.

(Notemos que emplear la seleccién de norma minima es equivalente a definir el valor
sign(0) = 1; tal valor se considera tinicamente para este ejemplo.)
Calculando la seleccion de la norma minima al Ejemplo (1.9) se obtiene:

1, z <0,
m(G(x) =40, =0,
-1, z>0.

(Al emplear la seleccién de norma minima en este ejemplo se define sign(0) = 0.)
La gréafica para la seleccion de norma minima de los Ejemplos 1.2.1-1.2.3 se observa
en la Figura 1.5.

Figura 1.5: (A) grafica de m(F(z)) para el Ejemplo 1.2.1, (B) grafica de m(G(x)) para el
Ejemplo 1.2.2, (C) grafica de m(H (x)) para el Ejemplo 1.2.3.

Notemos que en los Ejemplos 1.2.1-1.2.2 sign(0) es definido de diferentes maneras em-
pleando la selecciéon de norma minima con el fin de obtener una solucién absolutamente
continua (lo cual se muestra mas adelante) a la ecuacion diferencial, donde en cada uno
de estos ejemplos las soluciones no son diferenciables en puntos que pertenecen al con-
junto D pero son continuas en los puntos contenidos en D. El campo de direcciones que
resulta al aplicar la seleccion de norma minima a cada uno de los ejemplos anteriores se
muestra en la Figura 1.6.

Aun queda pendiente el problema de cdmo construir una solucién para una ecuacién
diferencial cuyo lado derecho es la funcidon que resulta de aplicar la seleccion de norma
minima a una funcién multivaluada. Un método que permite dar solucién a este proble-
ma, consiste en aproximar el lado derecho de dicha ecuacién por medio de una familia
de ecuaciones diferenciales cuyo lado derecho son funciones continuas. Particularmen-
te, cuando la funcién multivaluada es semicontinua superiormente, en el sentido de la
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x(t) x(t) x(t)

G AAGAAAAAAAAA R O e e VAAJAAAAAAAAAAS
G AARAAAAAAAAAA N R Y ANAYAAAAAAAAAAA
AARAAAAAAAAAAN OO N NN N Y Y AAVIAAAAAAAAAAA
IV ANAAAYAAAAAAAAA # SOV g
fPryfrrrrrrrrrry AAVAYAIAAAAAAAAS NN\ RN R R R A

I VA A7

AAAAAAAA AT IR NN N NN Y

e Condiciones iniciales.

(A) (B) ©

Figura 1.6: (A) Campo de direcciones para el Ejemplo 1.2.1, (B) Campo de direcciones de
el Ejemplo 1.2.2, (C) gréfica de el campo de direcciones Ejemplo 1.2.3.

Definicion 1.6, se puede obtener dicha familia de ecuaciones diferenciales cuyo lado de-
recho converge puntualmente a la correspondiente funcién multivaluada y las soluciones
de dicha familia convergen uniformemente a la solucién de la ecuaciéon diferencial cuyo
lado derecho es la seleccion de norma minima (lo cual se muestra mas adelante en el
Teorema 1.4 de la pagina 15).

— Definicion 1.6. \

Sea una funcién multivaluada F : R® — 2R". Decimos que F es semicontinua
superiormente en un punto p € R", si para cada conjunto abierto U de 2R" tal
que F (p) C U, existe un conjunto abierto V" de R*" talquep € VyF(z) C U
para cada x € V. Decimos que F es semicontinua superiormente si lo es para
cada punto del dominio (ver Figura 1.7).

Rn

Figura 1.7: Interpretacion geométrica de la semicontinuidad superior de una funcién mul-
tivaluada.
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En el siguiente ejemplo se muestra que la funcién multivaluada F (z) = Sign (z) es
semicontinua superiormente.

Ejemplo 1.2.4. La funcién F (x) = Sign (z) definida en la Nota 1.1 es semicontinua supe-
riormente. Sea p € R. Sip < 0 entonces F(p) = {—1}, luego si U es un conjunto abierto
en R tal que {—1} C U existe, por ejemplo, el conjunto abierto V' = (2p,0) en R tal que
F(z) Cc U para cada x € V. Sip > 0 entonces F(p) = {1}. Asi, si U es un conjunto
abierto en R tal que {1} C U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto abierto
V = (0,2p). Note que F(x) C U paracadaz € V. Sip = 0, entonces F(p) = [—1,1] y si
U es un conjunto abierto en R tal que F'(0) C U entonces podemos tomar, por ejemplo, el
conjunto abierto V' = (—¢, €) para cada ¢ > 0. Para puntos = € (—e¢,0) C V, se tiene que
F(z) C [-1,1] C U, andlogamente si z € (0,¢) C V. Esto muestra que F' es semicontinua
superiormente.

El siguiente lema ayudard a mostrar que el operador de Filippov es una funcién multi-
valuada semicontinua superiormente, la demostraciéon puede consultarse en [4, 11].

— Lema 1.4. \

Sean (V,d) y (U,d’) espacios métricos y F : V — 2U una funcién de muiltiples
valores tal que F(x) es un conjunto compacto para cada x € E. Las siguientes
proposiciones son equivalente

(a) F essemicontinua superiormenteen p € V.

(b) Si{xy,}y{yn} son sucesiones tales que

lim x,=p, y lim y,=q

n—-+o00 n—-+o0o

cony, € F(x,), entonces q € F(p).

— Proposicion 1.1. \

Sea f : R — R"™ una funcién acotada casi en todas partes. Entonces la funcién
multivaluada obtenida de aplicar el operador de Filippov a la funcién f, es una
multifuncidon semicontinua superiormente.

Demostracién. Vamos a mostrar que si {x, } y {v,,} son sucesiones tal que lim,,_, - X, =
pylim, 1wy, = q, cony, € F(x,), entonces q € F(p), de acuerdo al lema anterior.
Sea € > 0. Como lim,,_, 1 X, = p, existe m € IN tal que para n > m, x,, € B.(p). Sea
€n = ||xn — p||, entonces

Yn € conv(f(B(e_,)/2(xn) \ D)) C conv(f(Be(p) \ D)),
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yya que lim,_, .~ yn = q, entonces q € conv|f(B.(p) \ D)]. Esto muestra que el operador
de Filippov es semicontinuo superiormente. |

Para funciones multivaluadas semicontinuas superiormente, el siguiente resultado;
mostrado en [3, p. 84], da condiciones para obtener una familia de funciones continuas
que aproximan a la correspondiente funcién multivaluada.

— Teorema 1.3 (Teorema de la seleccién aproximada). N

Sea F : R® — 2R" una funcién multivaluada semicontinua superiormente, tal
que para todo x € R", F (x) es un subconjunto convexo. Entonces para cada
e > 0 existe un mapeo localmente Lipschitz f. : R” — R" tal que su imagen esta
contenida en la envolvente convexa de la imagen de F y

graf (f.) C B, (graf (F)).

Si la seleccién de norma minima m (F') es localmente compacta (respectivamente
localmente acotada), la familia {f.} es localmente equicompacta (respectivamen-
te localmente equiacotada).®

“Ver las Definiciones A.5 y A.6 del Apéndice A, en la pagina 62.

]
[ i graf (/)
¥ E — Be (graf (F))
_____ I i ; graf (F)
|

Figura 1.8: Seleccién aproximada para una funcién multivaluda.

Combinando lo anterior y el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones dife-
renciales con lado derecho continuo, se tiene el siguiente resultado:



16 Preliminares

— Teorema 1.4 (Existencia de soluciones para inclusiones diferenciales). ———

Sea F : Q ¢ R® — 2R" una funcién multivaluada semicontinua superiormente
en (), donde 2 es un subconjunto abierto que contiene a xq, y tales que, para
cada x € Q, F (x) es un conjunto cerrado y convexo en R". Si la funcién m (F)
es localmente compacta, entonces existe 77 > 0 y una funcién absolutamente
continua x () definida en [0, 77, la cual es una solucién a la inclusién diferencial
(1.11D).

\ J

Como m (F) es localmente compacta existe un subconjunto compacto y convexo K, y
escalares a,b > 0 tales que

D={(t,x) e RxQ:|t|<a,|xo—x]| <b} CRxQ (1.13)
ym (F (x)) € K para todo (¢,x) € D. Definimos 7' = min (a, b/ || K||), donde

1K = sup [|x].
xeK

Demostracion. Por el Teorema de seleccién aproximada, para cada ¢, = %, conn € NN,
existe una familia de funciones f,, : R — R™ localmente Lipschitz, que aproximan a
F. A partir de cada elemento de la sucesién {f,,} consideremos la familia de ecuaciones
diferenciales ordinarias

X, =, (xn), %, (0) =x, 1.14)

cuyas soluciones existen y son unicas de acuerdo al teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias. Sean x,, : [0,7] — € las soluciones para las
ecuaciones (1.14). En particular cada ||x, (¢)|| es acotada por || K||, ya que, debido al
Teorema de la seleccién aproximada, se tiene que la sucesién {f, (x,,)} es equicompacta,
es decir, para (¢,x,) € D existe una vecindad N (x,,) de x,, tal que {t} x N (x,) C D
y £, (N (x,)) C K, de donde f, (x,) € K, lo cual equivale a ||f, (x,)| < ||K]|. Mas aun,
cada x,, (t) toma valores en el conjunto compacto xy + 7K. Mostremos este hecho por
contradiccidn, es decir, supongamos que x,, (t) € xo + T K, o de manera equivalente

T
xo+ [ (e (1) dt € x0 + TK,
0

es decir,
T T
/ £, (x, () dt # Ty = / ydt, paratoday € K.
0 0

Esto implica que f, (x,, (t)) ¢ K para casi todo ¢. Lo cual es una contradiccién.

Por el Teorema de Arzela-Ascoli (ver Teorema A.2 en el Apéndice A, pagina 63) existe
una subsucesién {x,, (t)} de {x, (¢)} tal que x,, (t) converge uniformemente a x (t) y
Xy, (t) converge puntualmente a x (¢) en [0,7"]. Ademas, por el Teorema de convergencia
[3, Teorema 1.4.1 p. 60], lo anterior implica

d((Xny, (8) ,%n, (1)) ; graf F) = d ((xn, (8), 0y, (xn,, (1)), graf F) — 0
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es decir
t(t) e F.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial con lado derecho discon-
tinuo
& =sign(zr), z(0)=-1. (1.15)

La inclusién diferencial correspondiente es
& € Sign(z), =z(0)=-1,

donde Sign (z) se define de forma anédloga a como se define en la Nota 1.1 de la pagina 10.
La seleccién de norma minima es dada por

1, x>0,
m (Sign (z)) =¢0, x=0,
-1, z<0,

la cual es localmente compacta, pues, si N (z) es una vecindad cualquiera, entonces
m (Sign (N (x))) € {{—1},{1},{—-1,0,1}}, es decir, m (Sign (/N (z))) es compacta.
Sea la sucesion {g, (z)}
gn () = tanh nz,

esta sucesion es equicompacta, pues para cada n y cualquier vecindad N (z) se tiene
gn (N (z)) C [-1,1]. Consecuentemente, la sucesién {g, ()} converge puntualmente a
m (Sign (x)), debido al Teorema de existencia de soluciones para inclusiones diferenciales,

1, x> 0,

) ) T _ p—nw
nh—>nolo tanh (nz) = nh_)ngo prramperr i 0, x=0,
-1, = <0.

La solucidén del sistema
& =tanh (nz), z(0)=-1, n=12,3,...,
es dada por
Ty (t) = —L arcsenh (senh (n) e"t> .

Una vez mas, por el Teorema de existencia de soluciones de inclusiones diferenciales, se
tiene que la sucesién x,, (t) converge uniformemente a la solucién x (¢) del problema de
valores iniciales

& =m(Signz), z(0)=—1, (1.16)

cuyo limite se obtiene de

xz(t)=— Jim Larcsenh (e”t senh (n))

= — lim =

1+t+(17t)6_2" _ 07 t < _17
n—oo \/46—2n(t+1)+(1_672n)2
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la segunda igualdad se obtiene al aplicar la regla de L "hépital. En la Figura 1.9 se observa
la convergencia de las sucesiones {g, ()} y {z, (¢)} a las funciones m (Sign (z)) y = (¢),
respectivamente.

X1 X1
1. ﬁﬁ 5 2 t
0.
-2
2 4 t -3

Figura 1.9: Aproximacion de la funcién m (Sign ) por la sucesién {g, (z)} y convergencia
de la sucesién {z,, (¢)} a la solucién del problema de valores iniciales 1.15, = (0) = —1.

De manera andloga para x (0) = 1, se observa la convergencia de las sucesiones
{gn ()} vy {z,, (t)} a las funciones m (Sign (z)) y « (t), respectivamente, como se mues-
tra en la Figura 1.10

X: X1

1
1 6
5
0 4
¢ 3

2 4
2
‘%’ t

Figura 1.10: Aproximacién de la funcién m (Sign z) por la sucesién {g, (z)} y convergencia
de la sucesién {z,, (¢)} a la solucién del problema de valores iniciales 1.15, = (0) = 1.

En el Ejemplo 1.2.5 se muestra la forma de obtener una solucién para la ecuacion
diferencial con lado derecho discontinuo (1.15) dadas dos condiciones iniciales diferentes
no nulas. Si estas soluciones se observan en tiempos negativos, entonces las soluciones
necesariamente deben ser cero hasta algtin instante 7' (en este caso 7' < 0 puesto que la
condicién inicial se ha definido en el instante ¢y = 0, en otro caso puede ser positivo), y
para instantes ¢ > 7T la solucién deja de ser cero. Si la condicion inicial es cero entonces la
solucidén del sistema es siempre cero.

En este trabajo nos interesa estudiar las soluciones del sistema

X:f(X), X(to) = X, 752750, (117)



Elementos basicos de inclusiones diferenciales 19

donde f es una funcién discontinua en un conjunto D de medida 0 y numerable; las cuales
se obtienen de resolver el sistema

x=m(F(x)), x(tg) =x0, t=>to. (1.18)

El ejemplo que sigue ilustra el procedimiento para obtener una solucién a una inclusiéon
diferencial.

Ejemplo 1.2.6. Se presenta el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con lado de-
recho discontinuo

i =+ y, 0)=1
o ¢ (0) (1.19)
y=sign(y), y(0)=-1,
cuya inclusion diferencial es
r = , 0)=1
S z(0) (1.20)

y€Sign(y), y(0)=-1

En el ejemplo anterior se tiene la solucién a la inclusién diferencial & € Sign (x), por
tanto, la soluciéon del sistema anterior se aproxima por medio de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales

T =x+y, z(0) =1,
y =tanh (ny),  y(0)=—1,

cuya solucién se puede representar de la siguiente manera

t ,(t—s) . . ns
o (1) = ¢t _/ e arcsenh(senh(n)e )ds
0

n
Yn (t) = — 1 arcsenh (senh (n) e”t> .

El Teorema 1.4 garantiza que =, (t) — = (t) y yn (t) — y (¢), z (t) y y (t) son las soluciones
del sistema (1.20), donde

s() = ¢ — lm tel=s arcsenh(senh(n)e”s)ds
n—oo J n
y(t) =— nangO % arcsenh (senh (n) e”t) ,
para la coordenada y se tiene
y(t)=— Jim 1 arcsenh (senh (n) e"t>
y e (1 —t)+ (1+1) 0, t<—1,
= — lim =

n—00 \/46_2"(t+1) +(1— e—2n)2 —-1—-t, t>-1.

Para la coordenada z se requiere calcular

() = lim {et B /t el=s arcsenh(senh(n)e”s)ds}
o m tel—s arcsenh(senh(n)e”s)ds C 4ot
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dado que la sucesion que se encuentra dentro de la integral es una sucesion no decrecien-
te de funciones no negativas y convergen puntualmente a y (¢), entonces el Teorema de
la Convergencia Monétona [14] permite obtener una expresién para z (¢). Por tanto, la
solucion al sistema (1.20) es

{x(t):—et+2+t,

y(t)=-1-t, -
La solucion general del sistema es dada por
0, t< —1,
x(t)=e" +
2(1—¢')+t, t>-1.

) () = {0, t<—1,

—1—t, t>-—1.

1 2 3 4 5 6

Figura 1.11: convergencia de la sucesién {x, (7)} a la solucién del problema de valores
iniciales 1.19, = (0) = 1.

Debido a que en los puntos donde f (x) es discontinua, la seleccién de norma mini-
ma m (F (x)) redefine el campo vectorial descrito por la funcién f (x), de tal manera que
se pueda extender la solucion del sistema (1.17) mas alla de los puntos de discontinui-
dad, basta con hallar los segmentos de solucién donde la funcién f (x) es continua de
la siguiente manera. Supongamos que la funcién es discontinua en los puntos aislados
X1, X2,...,Xy, ..., entonces la solucién x (¢) del sistema (1.18) se puede determinar de
la siguiente manera. A partir de la condicidn inicial xy se determina la solucién x (¢) del
sistema (1.18) en un intervalo de tiempo ¢y < t < t1, donde ¢; es algun instante en el
que se cumple x (¢;) = x;. En el intervalo tp < ¢ < t¢; la solucién x (t) es continua y
diferenciable. Ahora bien, ya que m (F (x)) es definida en el punto x;, este valor se puede
considerar como condicién inicial para el sistema (1.18), de manera que se puede deter-
minar la solucién x (¢) en algun intervalo ¢; < ¢ < t9, donde ¢9 es algun instante en el que
se cumple x (¢2) = x5. Esta solucidén es continua y diferenciable en el intervalo ¢; < t < 5.
Esto permite extender la solucién definida en el intervalo ¢y < t < i la cual es continua
y diferenciable a trozos. Este procedimiento se puede repetir en todos los puntos de dis-
continuidad a fin de obtener una solucién continua en todos los puntos y diferenciable a
trozos.
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. 1.3. Controlabilidad y accesibilidad

Consideremos el problema de valor inicial

X =Ax+bu, x(0)=x9, x(t)€R",

u(") € % = {ult) € KC: [u(t)] < 01}, (1.21)

donde A es una matriz constante, b es un vector constante, y % es el conjunto de fun-
ciones reales, acotadas por la constante §; y continuas a trozos (KC). La dindmica del
sistema se puede pensar de la siguiente manera. Supongamos que X = Ax modela algun
fendémeno fisico, quimico, bioldgico, etc., cuyo comportamiento no es de la forma deseada.
Si se desea que la dinamica del sistema tenga un comportamiento deseado, es decir, si se
requiere que la solucién x (¢) de dicho sistema tome algun valor dado x; en un tiempo ¢,
el cual puede ser fijo o no, o bien; que la solucién x (¢) se comporte de manera analoga
a cierta trayectoria ~y (¢) dada, entonces se puede considerar perturbar el sistema con la
ayuda de alguna funcién u(-), la cual, en principio es desconocida. Surge el problema
de saber si existe dicha funcién. El concepto de controlabilidad permite determinar si un
sistema tiene la propiedad de poder ser llevado desde algtin estado inicial xo dado a otro
estado final x; también dado, en un tiempo finito y con ayuda de alguna perturbacién
u € %, como se muestra en la Figura 1.12 (A). Note que para cada u € % distinta el
estado final al que se llega es también distinto como se muestra en Figura 1.12 (B).

Figura 1.12: Idealizacién del concepto de accesibilidad.

Para sistemas de la forma (1.21) la matriz de controlabilidad, desempefia un papel
importante en la teoria de controlabilidad, la cual se define de la siguiente manera:
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Definicion 1.7.

La matriz U = [b, Ab,..., A" 'b] es llamada matriz de controlabilidad para el
sistema (1.21).

Una pregunta natural sobre el concepto de controlabilidad es la siguiente: si x( es
fijo, cudles son los puntos x ¢ a los que se puede llegar utilizando todas las perturbaciones
u € % y que propiedades tiene el conjunto resultante. A dicho conjunto se le conoce como
conjunto de accesibilidad y se define como:

D ={y € R" : existe u € % tal que x(¢;) =y para algin ¢; € (0,00)} .

Este conjunto se puede ver como la uniéon de conjuntos disjuntos a pares. En efecto, si
para cada t > 0 fijo se define el conjunto

Dy ={x, (t) eR":uec U},

como se muestra en la Figura 1.13. Se tiene que

t>0

Figura 1.13: Conjuntos D, .

En lo que sigue supondremos que xy, = 0, ya que si la condicién inicial no es cero, se
puede hacer una traslacion para obtener dicha condicion inicial.

El conjunto de accesibilidad para el sistema (1.21) es simétrico respecto al origen, pues
si x,, (t1) pertenece al conjunto de accesibilidad D, entonces existen u; € % y t; < oo
tales que

t1
Xy, (t1) = /0 AU buy (1)dr.

Es claro que —x,,, (t1) estd en D bajo la perturbacién —u; € % .

El siguiente lema nos muestra bajo qué condiciones el conjunto de accesibilidad tiene
dimensién n, es decir, tal que el menor subespacio que contiene al conjunto de accesibili-
dad es de dimension n.
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Lema 1.5.

Sirang U = n, el conjunto de accesibilidad D es convexo en R”, y dim D = n.

Demostraciéon. Para mostrar que D es convexo, primero se mostrard que cada D; es
convexo para todo ¢ € (0,00). Sean x,, (t) ¥ X4, (t) elementos de D,. Haciendo uso de la
linealidad de la integral se tiene que

Ay, (8) 4+ (1= N) Xy, () = /0 I Ay (1) + (1 = X ug (7))dr € Dy,

yaque Auj (7)+(1 — \) ug (7) pertenece % . Sean x,,, (t1) ¥ Xy, (t2) elementos en D donde,
sin pérdida de generalidad, consideramos ¢; < to. Entonces

tg
Xy, (tk) = /0 eAUbyy (1)dr, k=1,2.

Para obtener la convexidad de D basta con notar que x,, (1) estd en D,,. Sea wu, (t)
definido como
t), telo,t],
e (t) = uy (t) [0, 1]
0, tc (tl, tz],

es claro que u, (t) € . Como x,, (t1) se puede reescribir de la siguiente manera

t
Xy, (t1) = / ’ eAlt2=Thy, (r)dr
0

entonces X, (t1) € Dy,. Se sigue que D es convexo.

Para mostrar que dim D = n, se procede por contradiccion supongamos que dim D =
m < n. Como D es convexo y 0 € D, existe un plano tangente que forma un subespacio
propio de R™. Se mostrara que 0 esta en el interior de D, lo cual implica que m = n. Como
dim D = m < n, entonces 0 esta en la frontera de D. El plano tangente divide a R" en dos
semiespacios tal que D esta completamente contenido en uno de ellos, como se ilustra en
la Figura 1.3. Denotamos por 1 # 0 el vector normal del plano tangente que se halla en el
otro semiespacio. Se cumple que

x' <0, paratodo x€D
mas aun "
0= I;leé%( x'n = Zneéq)/(/o n"eA by (t)dt. (1.22)
La igualdad (1.22) es posible si y solo si
nTeA(tl’t)b =0, paratodo t€0,t4]. (1.23)

Parat = ¢, se tiene ' b = 0. La funcién del lado izquierdo de la igualdad (1.23) se puede
diferenciar n — 1 veces con respecto a ¢, obteniendo las siguientes n — 1 igualdades

n'Ab=0, i=1,...,n—1.
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de donde se tiene
n' (b,Ab,...., A" 'b) =n"U =0,

se sigue que las n columnas de la matriz de controlabilidad son linealmente dependientes,
es decir su rango es menor que n, lo cual contradice la hipdtesis del lema, y prueba que
0 € D, por lo tanto dimD = n

Z2

n

z1
\Z/

Figura 1.14: Representacién de el plano tangente en R2.

— Definiciéon 1.8. \

Se dice que el sistema (1.21) es completamente controlable si dado un estado
inicial x¢, la solucién x (¢) del sistema puede ser transferida a cualquier estado
final x; € R" en algtn tiempo finito ¢ ;.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para decidir cuando
el sistema (1.21) es completamente controlable.

— Teorema 1.5. N
El sistema (1.21) es completamente controlable si y solo si

rang [b,Ab, e 7A"_lb] = e

Demostracién. Supongamos primero que el sistema (1.21) es completamente contro-
lable. Por mostrar que rang [b, Ab, ..., A""'b] = n. Procediendo por contradiccién se
supone que

rang [b,Ab, e ,A"_lb] =m < n.

Entonces las n filas de la matriz de controlabilidad son linealmente dependientes. Por
tanto existen numeros reales «;, . .., ay,, no todos cero, tal que

a' (b,Ab,... A" 'b) = (0,0,...,0)
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donde o' = (ay,...,a,) y ||| # 0.
a'b=0, a'4b=0,..., a'A" 'b=0.
Del Teorema de Cayley-Hamilton se tiene
A"+ AV a1 A+ and =0,
donde ay,...,a, son los coeficiente del polinomio caracteristico de la matriz A. De las
relaciones anteriores se tiene a'A"b = —a' (A" '+ +a,_1A+a, )b = 0,y
a' A™b = 0 para cualquier entero positivo m. Puesto que

aT A" b = —aT (A" + - + 4y 1 A% + 0, A) b = 0.

Ahora bien, la solucion del sistema (1.21) con condicién inicial xo = O es
t
x(t) = / Aoy (7)dr
0

de lo cual se obtiene
t
a'x(t) = / aeA by (7)dr = 0,
0
pues la matriz exponencial exp (A (¢t — 7)) es definida como la serie

i

Al

QA7) _ i (t—1)

1l
=0 2.

de lo anterior se deduce que x (t) es ortogonal al vector o' para todo ¢t > 0, es decir x ()
es constante para todo ¢ > 0, esto implica que x (¢t) = 0 para todo ¢t > 0 ya que x (0) = 0,
lo cual contradice la controlabilidad del sistema.

Figura 1.15: Conjunto de accesibilidad.
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Ahora se supone que rang [b, Ab, . .. ,A"‘lb] = n, por mostrar que el sistema 1.21 es
completamente controlable. Procediendo por contradiccién, supongamos que la regién de
accesibilidad es acotada, es decir

u() GDlz{lui(t)] Sl,i:1,...,s},

por el Lema 1.5 se tiene que para un tiempo ¢; = 1 el conjunto de accesibilidad D; es una
regién convexa que contiene al origen. Ahora haciendo [ — oo se afirma que D; = R".

Para probar lo anterior, tomemos un punto aleatorio x € R" y el segmento (0, x). Como
0 € Dy, entonces existe un punto Xx; = px € D; en dicho segmento tal que 0 < p < 1,
ahora bien como %, € D;, entonces existe un control ! tal que

1
x| = / AT hyl (T)dr.
0
Se tiene que el punto x se puede reescribir en términos de x; como sigue
1
%= lg — A(l=T)p (1,1
X=X —/0 e b (pu (T))dT,

. _ . o
es decir, el punto x se alcanza en el tiempo ¢; = 1 con el control & = %, con lo cual queda
demostrada la suficiencia. [

La controlabilidad completa de un sistema permite expresarlo en una forma especial
llamada forma candnica del sistema. El siguiente teorema da condiciones necesarias y
suficientes para poder transformar el sistema (1.21).

— Teorema 1.6. \
Fl sistema de ecuaciones diferenciales
x=Ax+bu, u(-)e, (1.24)

se puede expresar en forma del sistema completamente controlable de ecuaciones
diferenciales candnico

y = Ay +e,u, u () e, (1.25)
los escalares aq, .. ., a, son los coeficientes del polinomio caracteristico,
0 1 0 ‘e 0 0
{ 0 0 1 e 0 —| {0—|
A= : : : IO I en = [:>
0 0 0 ‘e 1 0
—Qn —0p—-1 —0ap-2 - —a1 1

si y solo si,
rang U = rang [b,Ab, . ,A”_lb] =n.
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Demostracion. Supongamos que el sistema (1.24) se puede escribir en la forma (1.25),
es decir, existe una matriz C invertible, tal que la transformacion x = C'y permite obtener
A=C71ACye, = C~'b. Como el sistema (1.25) es completamente controlable, se tiene

det[ey, Ae,, ... ,flnflen] # 0. En si, al desarrollar el determinante por cofactores se tiene
0 0 0 ‘e 1 7
0 0 0 e —m
~ - Do . : n(n+3)
det [en,Aen,...,A”_len] = |- : : : : =(-1) n

0 1 o Lo
0 1 —ar - Enfl,n
1 —ax gn,?) T gn,n i

donde los términos ¢; ; son distintos de cero. Se sigue entonces

detU = det [b, Ab,..., A" 'b| = det [Ce,, Cde,,...,CA" 'e,]

= det [C [en,fien, .. ,[l"ilenﬂ = det C' det [en,fien, .. 7A"*len} .

Esto muestra que rang U = n.

Ahora supongamos que rang U = n. Esto implica que el sistema (1.24) es completa-
mente controlable y que las columnas de U son linealmente independientes, por tanto,
forman una base {uy,...,u,}, donde u; = b,us = Auy,...,u, = Au,_;. Por lo que la
representacion siguiente es Unica:

Upy1 = apUuy + -+ ajuy
donde los escalares aq, . .., a, son los coeficientes del polinomio caracteristico
det [A =M= X"+ A" - 4 ap A+ ap.

Se quiere encontrar una base {ci,...,c,} tal que el cambio de variable x = C'y permite
transformar el sistema (1.24) en el sistema (1.25), donde C debe ser invertible. Esto
equivale a expresar x como

X=19yiC1 + -+ Yn—1Cn—1 + YnCnp-

Al substituir esta expresién en el sistema (1.24) se obtiene x = AC'y + bu esto se puede
expresar de la siguiente manera

x =y1Acy + -+ yn_1Acy_1 + ync + bu.

Por otra parte, de la relacion x = C'y se obtiene x = Cy, lo cual, en virtud del sistema
(1.25), es equivalente a

X = ylcl + -+ y.nflcnfl + yncn
=y2€1 + -+ YnCno1 + (—Apy1 — Gn_1y2 — - — a1Yn +u) Cy

= —Y1anCpy — Y2 (Ap—1Cp, — C1) — -+ — Yn (a1Cy — Cp—1) + CpuU.
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Igualando las dos expresiones que se tienen para x se tiene el sistema

Aci = —ay,cp,
Acy = — (anflcn - Cl)
(1.26)
Ac, = — (alcn - Cnfl)
b=c,
cuya solucién es
ci=ap_1b+a,_94Ab+ -+ alAn_Qb + A" 1p
Cy = apob+---+ alAn73b + A" ?p
Ch—1 = a1b+ Ab
c, =b.
De las relaciones anteriores se tiene que la matriz C' = [c, ca, . . . , ¢,,] resulta de multiplicar
dos matrices
p—1 Gp—2 -+ ap 1
ap—-2 Ap-3 - 10
C =[c1,¢,...,¢p) = [b,Ab,... A" 'b] | : 1 | =UP. (1.27)
ay 1 -+ 0 0
1 0 0 0
n(n—3)
Notemos que det P, = (—1) n  ydetU # 0, por lo tanto det C' # 0. Esto muestra que
los sistemas (1.24) y (1.25) son equivalentes bajo la transformacion x = Cly. [ |
. 1.4. Principio del maximo de Pontryagin
Considere el sistema
x = Ax+bu, x(0)=xg. (1.28)

En el apartado anterior se discute el problema sobre la existencia de una trayectoria x (),
solucién del sistema (1.28), con la propiedad de alcanzar un estado x¢ dado en un tiempo
finito ¢ ¢ (el cual no necesariamente es fijo), con ayuda de alguna funcién u € % . En el caso
particular en el que el sistema es completamente controlable, se puede llegar a cualquier
punto x, partiendo del punto x. Si fijamos estos dos valores, surge la siguiente pregunta;
de cuantas formas se puede alcanzar x; partiendo del estado x,. Si existe mas de una tra-
yectoria, es claro que lo que las hace diferentes es la perturbacién u € % . Seria deseable
poder seleccionar alguna de estas trayectorias utilizando algtn criterio de optimalidad;
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por ejemplo, menor (mayor) distancia, menor (mayor) tiempo de recorrido, etc. Es natu-
ral cuestionarse si existe una perturbaciéon que optimice dicha trayectoria de acuerdo al
criterio de optimalidad elegido; para ello se plantea un problema de optimizacion:

ml(g J(x(t)) (sup 3(X(1€))> , (1.29)
ue uEU

observemos que los valores del funcional J(x(¢)) (es decir, una funcién cuyo argumento
es una funcién) J(x(t)) dependen de la solucién del sistema (1.28), es decir se tiene un
problema de optimizacion restringido. Una herramienta que utilizaremos es el principio
del méximo de Pontryagin.

Asociado al sistema (1.28) se define el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
conjugado

P =—ATy, (1.30)

El siguiente ejemplo da una idea grafica de la relacidn que guardan los sistemas (1.28)
y (1.30);

Ejemplo 1.4.1. Consideremos el problema de valores iniciales

.i'l 0 10 I 0
ol = |—u 0 O] |x2| + |0] (u—1), (1.31)
i 0 0 0| zs] |1

con condicién inicial xg = [1,1,0]" y u (¢) = 1. Cuya solucién es

x1 (t) =sen(t), =xo(t)cos(t), x3(t)=0.

Su correspondiente sistema conjugado

o] o w0} fuu]
Po| = |=1 0 Of |¥2]. (1.32)
o) Lo o of [
La importancia del sistema conjugado es que se cumple la siguiente igualdad para todo
t >t

((t),x(1)) = c,

donde (a, b) representa el producto usual en R". Dicha relacién que guardan los sistemas
(1.28) y (1.30) se muestra en la Figura 1.16.
Se define la funcién de Pontryagin como

H (¢, x,u) = " (Ax + bu), (1.33)

y la funcién Hamiltoniana
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definida en un proceso dptimo {u”(t),x”(t), [0, t?]}, es decir, un conjunto constituido por
una perturbacién optima u°(t¢), una trayectoria optima x°(t) y el intervalo de tiempo [0, ¢

Preliminares

T3

X0

P (to)

1 Y (1)

Figura 1.16: Representacion del sistema conjugado.

en el que se define dicha trayectoria optima; el cual da solucién al funcional (1.29).

Supongamos que el estado final x; pertenece a una variedad M. Una condicién ne-
cesaria para hallar una solucién al problema de optimizacién (1.29) es el principio de

maximo de Pontryagin, cuya demostracion se puede consultar en [16]:

— Teorema 1.7 (Principio del maximo de Pontryagin).

Para cualquier proceso localmente éptimo {xo (t),u’(t), [O,tﬂ} existe un par
(Mo > 0, (-)) de tal manera que si Ao = 0 entonces v (t) # 0, que satisfacen las
siguientes tres condiciones

Condiciéon de maximo. La perturbacién éptima u° (¢) satisface

mix H ( (), x () ,u) = H (% (1), x" (t) ,u° (), paratodo ¢ € [0,t5].

Condicién de transversalidad. En el tiempo ¢ se da la siguiente condicién de

ortogonalidad:
8 o o
<¢ (t9) + 2 2X) ();X(tf >)> 1M,

Condicion de estacionaridad. La funciéon Hamiltoniana cumple

H(t) =0, paratodo te€ [O,tf] .
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Estabilidad robusta.

. 2.1. Introduccion

Consideremos el problema de valor inicial

X =Ax+bu, x(0)=x9, x(t)€R", @.1)
u() € % =A{u(t) e KC : |u(t)] < 4}, ’
donde A es una matriz constante con entradas reales, que posee valores propios reales
negativos y al menos dos valores propios complejos con parte real negativa, b es un vector
constante. Se supone que el par { 4, b} es completamente controlable y v una funcién real,
acotada y continua a trozos. El conjunto D de discontinuidades de u es numerable tal que
para todo x; € D se tiene d (x;,x;+1) > 0 > 0, para algun ¢ fijo.

Se sabe que si b = 0, entonces la solucién trivial x (¢) = 0 del sistema (2.1) es asin-
téticamente estable [15]. No obstante si b # 0, la estabilidad del sistema (2.1) depende
de la funcion u. El trabajo de esta tesis consiste en estudiar la dinamica del sistema (2.1),
cuando u es una funcién arbitraria que pertenece a % . El concepto de estabilidad de la
solucién trivial bajo perturbaciones permanentes, cuya primera definicién fue introduci-
da por Duboshin y Malkin [8], permite obtener informacién sobre el comportamiento de
la solucién. Empleando este concepto se define la estabilidad robusta para el problema
de valor inicial (2.1) cuando la solucién trivial x (¢) = 0 es estable bajo perturbaciones
permanentes para cada u que esta en % .

Para realizar el estudio de la estabilidad robusta del sistema (2.1), es necesario escribir
el sistema en su forma candnica, lo cual permite simplificar algunos célculos.

31
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. 2.2. Estabilidad robusta y desviaciones maximas en sistemas de orden 4

A fin de comprender el comportamiento del sistema (2.1), en este apartado se analiza
el proceso para determinar la estabilidad robusta en el caso particular de orden 4:

X =Ax+bu, x(0)=x9, x(t)e€R",

(2.2)
u(:) € % ={u(t) € KC : |u(t)] <1},

donde A posee 2 valores propios reales negativos y dos valores propios complejos con
parte real negativa. Dado que el sistema (2.2) es completamente controlable entonces
de acuerdo al Teorema 1.6, existe una matriz C invertible, descrita en (1.27), tal que el
sistema (2.2) es equivalente a la ecuacién diferencial de orden cuatro:

T4 a1 + ask + aszx + ayT = bu,

la cual se puede expresar como el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias mediante el
cambio de variables: 7| = 7, Ty = 7, T3 = ¥, T4 = 2, y toma la forma

x = A% + eyu, (2.3)
0 1 0 0 0
~ 0 0 1 0 0
A=l 0o o 1|0 ==l
—a4 —az —a —ai 1

donde, a1, a9, a3, as son los coeficientes del polinomio caracteristico. Por los supuestos
respecto a la matriz A, si los valores propios son de la forma \; 3 = —¢; £ iwy, A3 = —e2 y
A4 = —e3, entonces el polinomio caracteristico asociado se representa por:

Pa(\) = X 4+ a1\ + a9)? + az) + ay,

con
a1 = 2€1 + €2 + €3,
az = €z€3 + 21 (€2 + €3) + €] + w7,
a3 = 2e1ege3 + (2 + €3) (€3 + w?),
ay = exez(€2 + wi).

Los correspondiente vectores propios asociados a los valores propios de la matriz A son
u; + iVl, ug, us

-1 0 -1 -1

€1 w1 €9 €3

= —e2+w? | VI 2w | "= —e2|” Us = —e3
€ — 3ejw? 33w — wi € €3

El siguiente teorema que resulta de unir dos resultados [15, 1], cuya demostracion
se puede consultar en [15], permite separar al sistema (2.3) en tres subsistemas no aco-
plados mediante una trasformacién lineal no degenerada, lo cual nos ayudara a estudiar
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la estabilidad robusta del sistema (2.3) analizando la estabilidad en cada uno de dichos
subsistemas. De las condiciones obtenidas para estos tres subsistemas, se determinaran
condiciones necesarias para la estabilidad robusta del sistema original.

— Teorema 2.1.

Sila matriz A tiene distintos valores propios complejos \; = a;+ib; y \; = a;—ib;

es invertible y

P7'AP = diag [Bys1, ..., Bn, M, - ..
donde los B; son bloques de la forma
aj _bj .
BJ_L)], aj:|7 .7_17 7k

s Ak)

y correspondientes vectores propios w; = u; +iv;, W; = u; —ivj, j = 1,...,ky
n—k distintos valores propios reales \; con sus correspondientes vectores propios
v;, j =k+1,...,n. entonces la matriz

P=[viy1 Ugpqr Vp Up Vi Vi

Aplicando la transformacién x = Py, al sistema (2.3) donde la matriz P se construye

de acuerdo al teorema anterior, la cual resulta ser

{ 0 -1 -1
w1 €1 €2

P =
—2e1w1 -2+ w? &

3

2 3 3 2
3efw1 —wi €] — 3wy €

se obtiene el siguiente sistema equivalente al sistema (2.3).

y=DBy+cu, uc,
€1 —Ww1 0 0
5 17 o w1 €1 0 0 _ 1
B=pap= "t 0 | e=PTb=
0 0 0 —es

donde €;; denota la resta (¢; — ;).

—1
€3
€3
3
€12€13*w%
w1(5%2+w%)(5%3+w%)
—2¢e1+€ea+te3
(€%2+W%)(€%3+W%)
1
€13(efpFwi)
1
523(5%34-0.1%)

2.4)

Notemos que el sistema (2.4) es desacoplado, es decir, en el sistema de ecuaciones
diferenciales, las coordenadas y3 y y4 no dependen de las coordenadas y; y y2, pero estas
ultimas se relacionan mutuamente. Esta transformacion nos permite analizar la estabili-
dad robusta de tres subsistemas de menor dimensién; las condiciones que garantizan la
estabilidad robusta de cada uno de estos tres subsistemas, nos permitira dar condiciones
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para la estabilidad robusta del sistema (2.3). Es importante observar que la perturbacion
u(-) aparece en los tres subsistemas. Ademads, dichos subsistemas son completamente con-
trolables, pues sus respectivas matrices de controlabilidad satisfacen:

(e1—€2)(e1—€3)—w? —e1(e1—€2)(e1—€e3)+(—e1teatez)w?
det Uy = det w1 ((e1—€2)?+w?)((e1—€3)24w?) wi((er—e2)?+wi)((e1~es)+e))
—2€1+ea+tes €] —€2€3+w7
((e1—e2)?+wi)((e1—€s)*+w?) ((e1—e2)?+wi)((e1—€s)?+wi)’

_ 1
T wi((er—e2)?+w?)((e1—€3)2+w?) 70,

1 1
det Uz = det [(52—53)((51—52)2+w$ } )?+wi) 70,

~ (@)@

- — 1 _ 1
det Us = det | (erw)((ercs)?w%)} = a7 O

No obstante, el primer subsistema no esta expresado en la forma canénica, las expre-
siones que resultan de hacer los calculos para determinar la estabilidad robusta pueden
ser muy grandes, para evitar esta situacion podemos expresar el primer subsistema en for-
ma canoénica; esto es, aplicamos el Teorema 1.6 al sistema (2.4) existe una transformacion
C definida por:

ci1 c2 0 0
-1 _ |ca1 2 0 0
¢ = 0 0O 1 0|’
0 0 0 1
donde
c11 = (—2e1 + e2 + €3)w
C12 = —(61 — 62)(61 — 63) —l—w%

co1 = (362 + eae3 — 2¢1 (€0 + €3) — whwy
22 = €e1(e1 — €2)(e1 — €3) + (—3€1 + €2 + €3)w7,

esta transformacion permite expresar al primer subsistema de (2.4) en su forma canénica.
De las dos transformaciones anteriores se tiene el siguiente cambio de variable y = Sx,
donde S esta dada como sigue

r 35%-‘1—5263—251(624—63)—&}% _ —2e14€ate3 ] ] 7
¢
(2e1—ea—e3)(eF+w?) 2—eregfw?
- R — €2 €3
¢ ¢
S = (E%-ﬁ-u%)(&%—&gee,—i—w%) 726162634’6%(62+63)+(62+63)UJ% 2 2
3 3 €3 €3
T
(e%—i—w%)(—2515263—}—6%(62+53)+(52+e3)w%) 1 (61762)24&;% (61752)27&% 3 3
a ¢ + €9—€3 €2 €3

¢ =((e1 — €2)? +wi)((e1 — €3)” + w?)

permite expresar el sistema (2.3) en su forma equivalente

Xx=Bx+cu, u()e ={ueKC:|u(t) <}, (2.5)
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donde x (¢) = [z1 (t), 22 (t), x5 (t), x4 (t)]" representa las coordenadas fase del sistema, y

0 1 0 0 0
B (.2 2y 1
B:SilBS: (€1+w1) 261 0 0 7 C:S,1(_:: 1
0 0 —€9 0 g23(g%f+w%)
0 0 0 —€3 W
2.2.1 Planteamiento del problema
El sistema (2.5) es equivalente a los tres subsistemas siguientes
fCl = I, T (0) = Oé(l),
. 2 2 2
To = — (€] +wi)x1 — 261220 +u, x9(0) = qp,
' (€ + i) (©) Y ou()ew, (2.6)
T3 = —€sx3 + bsu, T3 (O) = oy,
T4 = —€3x4 + byu, Ty (O) = Ozg,
donde
_ 1 _ 1
b= gEsn Mm@

Notemos que si tomamos u (¢) = 0, entonces la solucién del sistema (2.6) es asintdtica-
mente estable, debido a que los valores propios asociados a la matriz B del sistema (2.5)
tienen parte real negativa, lo cual implica que x(¢) — 0 cuando ¢ — oco. En el primer
subsistema de (2.6) la solucion

ry (t) = e~ [a cos wit + O‘if sen wlt} ,

zo (t) = e~ {ﬁ coswit — (awl + q(a;ifﬁ)) sen wlt} ,
tiende al punto (0,0) en el plano {x1, x5} en forma de espiral; mientras que en el segundo
y tercer subsistema de (2.6) la solucién

{ x3 (t) = ye~ €2t

x4 (1) = de

tiende al punto (0,0) del plano xz3x4. En la Figura 2.1 se muestra el campo de trayectorias
para cada subsistema.

Por otro lado, si u (t) # 0, el comportamiento de las trayectorias puede cambiar. Tal
comportamiento puede ser no deseable para sistemas que sean modelados por una ecua-
cién como (2.5), donde u (t) representa una perturbacién que no se ha considerado en el
modelo, o bien una perturbacién cuya existencia es conocida, pero cuya representacion es
desconocida. En esta circunstancia, el comportamiento de las trayectorias es desconocido,
aunque en algunos casos el comportamiento puede ser similar al que se muestra en la Fi-
gura 2.1. Por otra parte como el sistema (2.5) es completamente controlable, entonces se
puede buscar un comportamiento de las trayectorias distinto al que se tiene, por ejemplo,
en el que se pierde la estabilidad asintética del origen de coordenadas. Dicho comporta-
miento en las aplicaciones practicas no es deseado, no obstante puede ayudar a propor-
cionar informacion sobre otros tipos de comportamiento. Este tipo de comportamiento es



36 Estabilidad robusta.

3 Qgr

10+

@

Figura 2.1: Campo de trayectorias para el sistema (2.6).

el que se desea analizar, esto es, se requiere encontrar una perturbacién u () € % que
permita desestabilizar el sistema (2.5) en el sentido de que la trayectoria solucion se aleje
del origen lo mé&ximo posible. Si tal perturbacidn existe le llamaremos la peor perturbacion.
Esto equivale a encontrar soluciones a los problemas de optimizacion:

sup |dk(x(t))|, k=1,2,3,4,
uewU

para los funcionales definidos de la forma g (x(t)) := |zx(t)|. A la solucién de cada uno de
los problemas le llamaremos desviacion maxima de la coordenada xj. La determinacion
de la desviacién maxima de cada coordenada se discutira en la siguiente seccion.

2.2.2 Determinacion de las desviaciones maximas

Dividiremos esta seccion en dos partes, en la primera calcularemos las desviaciones
maximas para las coordenadas x; y z2 y en la segunda, se determinan las desviaciones
maximas para las coordenadas z3 y x4. La razdn de esto es que las primeras dos coorde-
nadas son acopladas mientras que las otras dos no lo son.

Desviaciones maximas para las coordenadas =1 y x5

Debido a que las coordenadas z; y x2 son acopladas, el problema de optimizacion
respecto a una coordenada, depende de la otra. Para simplificar esta dependencia dicho
problema de optimizacién se formula de la siguiente forma particular: Podemos suponer
que la trayectoria del sistema inicia en el punto («f,0), y dado que las trayectorias son
oscilantes, la desviacion méxima que buscamos se obtiene cuando dicha trayectoria vuelve
a intersectar al eje x1, como se muestra el la Figura 2.2.

Por tanto el problema de optimizacién que resolveremos para el primer funcional
J1(x(t)) := x1(t) es el siguiente:

ulélg/ d1(x(1))
21 (0) =af, x2(0)=0, x9(t) =0, 2.7)
x9 (t) 20 paratodo te (0,t9),
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x2

Figura 2.2: Interpretacion geométrica del problema de optimizacién para la coordenada
ZI1.

donde x (t) = (z1 (t) , 2 (t)) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales

{ T = x9, x1 (0)

Tog = — (6% + w%) T1 — 2610 + U, X9 (0)

1
0

a
0 u(-) e %. (2.8)

Las condiciones de frontera a las cuales se encuentra sujeto el funcional J; (x(¢)) del pro-
blema de optimizacién (2.7) son necesarias para garantizar la existencia de un minimo.

Se aplica el principio del méximo de Pontryagin (ver Teorema 1.7 en la pagina 31) para
resolver el problema de optimizacion y se verificard que se cumplen las tres condiciones
dadas. La correspondiente funcién de Pontryagin es la siguiente

H(,x,u) = Pra2 — 2[(e + wi)z1 + 2e12] + o,
donde v (t) = (¢ (t) , 42 (t)) es solucion del sistema conjugado asociado al sistema (2.8),
es decir '
= (& + i) i
oy = =11 + 2€1s.

Si {v(t),x°(t),u’(t),[0,t]]} es un proceso 6ptimo que da solucién al problema de
optimizacién, entonces existe una constante )y > 0 y una funcién 4 (¢), de manera que si
Ao = 0, entonces ¥ (t) # 0, tal que la funcién de Pontryagin satisface las siguientes tres
condiciones:

(2.9)

Condiciéon de méaximo. La perturbacién 6ptima (peor perturbacién) que da solucién al
problema de optimizaciéon maximiza la funcién de Pontryagin,

 H — ok _ 2 2 9
méx H (v, x, u) gleaﬂf(%m bal(e] + wi)ar + 2e1m0] + hou)

de donde la perturbacién éptima es u® (t) = d; sign ¢, (¢) para todo ¢ € (0, t9).

Condicion de transversalidad. FEl significado geométrico de esta condicién es que la tra-
yectoria optima intersecta ortogonalmente a la variedad M definida por la recta

xo = 0; esto es
0g (x° (t9
<l/‘ (tcl)) >‘0 8(9 ( 1))) J—lu’
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lo cual equivale a la ecuacion

(Wﬂ o H) + m . paratodoy € R,

de donde se obtiene que v (t7) = —Ao < 0.

Condicion de estacionaridad. Esta condiciéon muestra que la funcion Hamiltoniana defi-
nida por H(t) := H (¢ (t),x(t),u’(t)) cumple

H(t) =0, paratodo te€[0,t{],
en particular para ¢t = t se tiene
F(t) = ¢ (1) [~ (e + wh)a (1) — 2e122 (1) +u® (19)] = 0.

Si suponemos que — (€2 + w?)zy (1) — 2e122 (9) + u® (t9) = 0, entonces el sistema
(2.8) tiene como punto de equilibrio a

W
*© (t): er+w? ’
0

pero eso contradice la condicién de que z (t) # 0 para todo ¢ € (0,t). Por tanto,
necesariamente

o (t7) = 0.

Notemos que si \y = 0, entonces la solucién v (¢) del sistema conjugado (2.9) alcanza
al origen de coordenadas en el instante ¢{, lo cual se sigue de las condiciones de esta-
cionaridad y transversalidad, esto implica que la solucién del sistema (2.9) es ¢ (t) = 0
lo cual contradice la existencia de un proceso éptimo, por tanto Ay > 0. Sin pérdida de
generalidad podemos tomar \g = 1 después de normalizar las coordenadas del sistema
(2.9) de ser necesario. De esto se obtienen las condiciones en el tiempo terminal:

Y1 (t9) = =1, 2 (t]) =0.

Como conclusién del principio del méximo de Pontryagin, si suponemos que el fun-

cional J; (x (t)) toma el valor o} al resolver el problema de optimizacién planteado, la

trayectoria 6ptima satisface el siguiente problema de valores en la frontera

1 = (€] +wi) 1o, Y1 (87) = -1,

Wy = —tp1 + 2e11)s, Yo (1) =0,

& = @, r1(0) =ap, 1 (t9) = af, (2.10)
g = — (6% + w%) xr1 — 26129 +u, x2(0)=0, x9(t]) =0,

u’® = 07 sign .

Hasta el momento desconocemos el valor de los pardmetros t§ y a1, asi como la funcién
19 (t) en el intervalo [0, t7), por lo cual no podemos resolver el problema de contorno en
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forma directa. Sin embargo, se deduce que v (t9) = —1b1 (t9) + 2e195 (t9) = 1, lo cual
implica que existe una vecindad V' de ¢{ tal que v, (¢) < 0 para todo t € V N (0,t9). Por
tanto u° () = —0; para todo t € V N (0,¢7). Se requiere conocer la vecindad V' ya que
ella determina la perturbacion 6ptima. Para ello usaremos el tiempo inverso 7 = t{ — ¢, el
sistema (2.10) se pueden escribir como el siguiente problema de contorno, donde

) de(t) dvdr

. dr _dtdat "
¢/1 = - (E% +w%) 1,[)2, ¢1 (0) = _1,
¥y = b — €119, s (0) =0, @.11)
T = —x9, x1(0) = oz%,
Th = (e% + w%) x1 +2€1x9 — 61, x2(0) =0,
cuya solucién es

1 (1) = —e ! (cos wi T+ L senwn) ,

P (1) = ——%iw% e “TsenwiT,

x1 (1) = (—%ilw% — o&) el (COS wiT — ;—11 senwlT) — —E%ﬁw%,

2, 2\ 1_
xo (1) = _7(51%);2041 %6617 sen W1T.
De lo anterior se deduce que
2, 2 2, 2\ .1
xo (1) = (61+w1)((egwl)a1 51)625”1[)2 (), paratodo 7€ (0,t9),

lo cual implica
signxg (1) = signvy (1), 7€ (0,t9),

ya que (e% +w%) al —d; > 0, lo cual se sigue de la solucién del sistema (2.11). Para
verificar esta desigualdad, primero observemos que x; (7) es una funcién creciente tal que

71 (0) = —al. Se desea encontrar 7, € (0,t9) tal que z1 (11) = —egiﬁ, y por lo anterior se
1 1
deduce
_ & P
1 (Tl) = E%er? > -0 =7 (0),

lo cual establece la desigualdad deseada. El valor 7 es la raiz de la ecuacion
0 =coswyim — ;—11 Sen wiT] = COoS <w17'1 + arctan 5;_11) ,

de donde

n=->L (E — arctan €—1> .
w1 \ 2 w1

Se tiene 71 € (0,t9) ya que
0<m < ﬁ < t?,

la ultima desigualdad es consecuencia del hecho z; (71) < 0.
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fa%

Figura 2.3: Comportamiento de la funcién z; (7) en el intervalo (0, ¢{) con las condiciones
iniciales 1 (0) = —af y 71 (t9) = .

El valor de ¢9 es el menor valor distinto de cero que cumple x5 (1Y) = 0, es decir, es
una raiz de la ecuacion:

2 2 1
_(dHed)ai=0 et o _
o1 e senwit] = 0,

de donde

Ahora ya se puede usar el valor de t¢ para encontrar la relacién que existe entre o y
al, pues 71 (t9) = o, sustituyendo se tiene

o\ __ 1 1 €1t? o €1 ) 1 _ 1
x1 (t9) = (—€%+w% - al) et (coswit] — Ssenwit]) — g =0

realizando las operaciones correspondientes y despejando se obtiene

e _Te1
ol =e @ a(1]+ il {1—1—6 wl}. (2.12)

21,2
€] twy

Este es el valor que alcanza el funcional, y por tanto la desviacién maxima para la coorde-
nada z; (¢) en el intervalo (0,¢{). La peor perturbacién estd dada por

u’ (t) = signxo (t), paratodo t e (0,t9). (2.13)

Ahora se formula un nuevo problema de optimizacién en el intervalo (¢7,¢$) con el fin
de determinar una nueva desviaciéon mdxima para la coordenada z; (¢), como se sigue

sup J1(x(t))
ueU

21 (1) = —ai, x2(89) =0, z2(3) =0,
x9 (t) #0 paratodo t € (t9,t9).

Este problema se puede resolver con los resultados ya obtenidos en el problema de opti-
mizacién anterior. Utilizando el siguiente cambio de variable,
al

Fi(t—19) = %2, (t), >4, i=1,2

1
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el sistema 2.8 se transforma en

.%;'1 = I, i‘l (0) = Oé(l],
0 (2.14)

B 2 2 a(l) L
Tog = — (61 +w1) 1 — €129 — Al @ (0)

Si se define el funcional J (X) := &, () asociado al sistema de ecuaciones (2.14) y utili-
zando dicho funcional se plante el siguiente problema de optimizacion:

7z f a ~

20
1 (O) = 04(1)7 ) (0) =0, o (t{f) =0,
Z9(t) #0 paratodo te (0,t9),

S

se obtiene la desviaciéon maxima para la coordenada z; ()

1 SIS _mey
aj;=e w1a0+a_?'e§4:w§ {14—6 wl}, (2.15)
donde se cumplen las condiciones 77 (0) = af, 1 (t) = —ai, #2(0) = 0, T2 (t9) = 0, y
T (t) # 0 para todo t € (0,t7). Se deduce de lo anterior que x5 (t9) = 0, 22 (2t9) = 0,y
x2 (t) # 0 para todo ¢ € (t7,2t). Ademas se tiene
inf J, (%) = —a—(ll’ sup J1 (x) .
uew N wew
De las relaciones anteriores se obtiene
t9 = 2t9.
1
Por tanto —&} = —%a%. Substituyendo esta expresion en la ecuacién (2.15) y simplifi-
1
cando la expresion se concluye
al :e_%al%——él (1+€_7;_611)- (2.16)
2 LT ed+w?
La correspondiente peor perturbacion estd dada por
u® (t) = signxs (t), paratodo te (t9,t9). (2.17)

Repitiendo este procedimiento consecutivamente, dada una condicién inicial of las
desviaciones maximas se obtienen de manera recurrente bajo la siguiente formula:

TEL

xS
oz}@:e_w_lla,l%l—i—egiﬁ(l%—e_wl), n=0,1,2,.... (2.18)
1 1
El comportamiento de la solucidon 6ptima del sistema (2.6) que se obtiene al sustituir
la peor perturbacién queda determinado a partir de la sucesién {a.} definida por 2.18.
Si tal sucesidn es divergente, entonces la correspondiente solucién del sistema es inesta-
ble, mientras que si la sucesiéon converge a cero, la solucién es asintéticamente estable,
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Figura 2.4: (A) Solucién inestable. (B) Solucién asintéticamente estable. (C) Solucion
estable

y si la sucesion converge a un punto distinto de cero, la soluciéon correspondiente es es-
table, como se muestra en la Figura 2.2.2, lo cual define un mapeo de Poincaré (ver el
Apéndice A.4).

A continuacion se muestra que para el problema (2.6) la solucién solo cumple el tercer
caso, es decir que existe un ciclo limite al cual convergen las trayectorias, para ello se
requiere encontrar una trayectoria cerrada, lo cual es equivalente a encontrar un valor
invariante o* para la sucesion definida por (2.18). Esto significa que si se toma of = o*
como condicién inicial, entonces ol = o* para todo n > 0. La determinacién para o* es
como sigue.

Los dos primeros términos de la sucesién {a)} son

1 _Tme 1 5 _Tea
— 1
ap =e wlao—i—e%er%(l—i—e Wl),

1 _me 5 _me _gTeL 5 _mer 2
of = wal+ gl (14e 8 ) =il 4 i (140w )

dado que o} = a} = o*, lo cual se expresa en la forma

9 TEL 5 me N\ 2
*—=e ‘w1 o 1 T wr
« e «a —|—€%+w%(1+6 ,

de donde se obtiene .
1
. _mer
TR (1 e )

_Tmer
l—e w1

La trayectoria cerrada obtenida es un ciclo limite estable, esto quiere decir que para
cualquier condicién inicial o distinta del valor o* la correspondiente trayectoria tiende
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al ciclo limite, lo cual es equivalente a que la sucesién generada por (2.18) a partir de o
converge a o*. La demostracién de este hecho es como sigue.

Sea ¢ > 0y a} = o* & ¢ una condicién inicial. De la férmula de recurrencia (2.18) se
obtienen los primeros n términos de la sucesion {a}}

1 _me 5 _mey
af = u (@t gty (148 ),
1 1

TEL TEL TEL

Q%ZG_Q‘”_l(Oé*if)—FE%i—lw%(l-i-e_wl)(1—1—6_“’_1),

i3t _me _mer i3t (1) T€L
oz,ll:efnwl (" +&)+ St (1—|—e wl)(1+e W +e 2w 4. te (n 1)w1)

2 2
€1 twi

_p T
_,meL _maN 1 —¢ "wr
n
=e Wi (a*i§)+62ilw2 (1+e Wl)im.
17wy 1— ¢ @

Tomando limite cuando n — oo se tiene

5 _mey

_901 1 e w1

f o e%+w%( + )

A, G = _me o
1—e w1

Por tanto la desviacién maxima es

_ meg
1 51 1 + e w1

_Tel

= 1.
ETWi {1 _¢ @™

cuya expresion se puede representar en la forma
1
a, = 01 - 5 coth (—) (2.19)
€ w

Ahora se busca la desviacion médxima para la coordenada 5. Se supone que la trayec-

toria inicia en el punto (a3, 0), ya que las trayectorias son oscilantes, se busca la desviacién
maxima como se muestra en la Figura 2.5.

Sea el funcional Js (x (t)) = 2 (t) y se define el siguiente problema de optimizacién
inf t
JInf 32(x(t))
r2(0)=0ad, x1(0)=0, 2, =c¢,
Z1(t) #0 paratodo t e (0,t9),
donde x (t) = (x1 (t),x2 (t)) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales con condicio-

nes iniciales

Po= 0)=20
{961 T2, z1(0) =0, w() e, (2.20)

fo = — (e% + w%) Ty — 2€120 +u, x2(0) = af,
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Z2

T

(z1(m1), —af)

Figura 2.5: Interpretacion geométrica del problema de optimizacién para la coordenada
Z9.

y la funcién de Pontryagin es
H(3p,x,u) = P1xg — o[(€3 + wf )1 + 2e129] + au,

donde ) (t) = (11 (t),12(t)) es solucién del mismo sistema conjugado dado en 2.9, el
cual también es asociado al sistema (2.20).

Si{vy(t),x°(t),u’(t),[0,t{]} es un proceso éptimo que da solucién al nuevo problema
de optimizacidén, entonces se puede encontrar una constante Ao > 0 y una funcién ¥ (¢),
tal que si A\g = 0, entonces v (t) # 0. La funcién de Pontryagin satisface las siguientes tres
condiciones:

Condicion de maximo.

< H — ok _ 2 2 9
méx H (v, x, u) gg}g(%m pal(€3 + wi)mr + 2e122] + o) ,

de donde resulta que la perturbacién 6ptima es u°(t) = 01 signis (¢) para todo
t e (0,9).

Condicidén de transversalidad. La variedad M esta dada por el eje 21 = ¢ = x; (¢9). Esta
condicién implica que

(w4220 L

lo cual equivale a la ecuacién

b)) . [o]) | [o
(Lﬂz(t‘{) tAo )L 4| para todo v € R.
de donde se obtiene que 5 (1) = —Xo < 0y 91 (£9) = 0.

Condicion de estacionaridad. Esta condiciéon muestra que la funcion Hamiltoniana defi-
nida por H(t) := H (¢ (t),x(t),u’(t)) cumple

H(t) =0, paratodo te€[0,t{],
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lo cual se puede reescribir en la forma
Y1 (t) &1 (£) + 2 (t) 22 () =0 paratodo ¢ e [0,t9]. (2.21)

Notemos que si Ao = 0, entonces de la ecuacién (2.21) se tiene que ¥ (t7) = 0, de
donde v (t) = 0 es solucién del sistema conjugado (2.9) lo cual contradice la existencia de
un proceso 6ptimo, por tanto A\g < 0. Sin pérdida de generalidad podemos tomar Ay = 1
después de normalizar el sistema (2.9) de ser necesario. De esto se obtiene las siguientes
condiciones en el tiempo terminal:

Y1 (1) =0, o (t]) = -1

Ya que (17 (t) , 12 (1)) son las coordenadas duales de (z; (t) , z2 (t)) existe una constan-
te C tal que (41 (), (t))" (z1(t),x2 (t)) = C para todo t € [0,t9]. En particular para
t = t{ se halla C' = —z9 (t7) > 0. Considerando esta ecuacién junto con (2.21) se tiene el

sistema

Y1 (t) &1 () + b2 (t) 22 (1) = 0,

Y1 (t) 21 () + 2 (8) 22 (1) = —22 (19) -
Resolviendo este sistema respecto a 1) (¢) se obtiene

g (t) zo (£9)
t) = —- - , paratodo te€[0,t7].
YO AT RO PO o
Como 1 (t) za (t) — @2 (t) 21 (t) = 23 (t) — @2 (t) 21 (t) > 0 para todo t € [0,%$], ya que
x1 (t) es positiva y céncava hacia abajo, lo cual equivale a #; (t) = @2 (t) < 0, entonces

sign xo (t) = signs (t), paratodo ¢t € [0,t7].
Por tanto la peor perturbacién es
u® (t) =signxe (t), paratodo ¢t € [0,t9]. (2.22)

Dado que las peores perturbaciones que se obtienen al determinar las desviaciones
maximas para las coordenadas z; (t) y 2 (¢) son iguales, se tiene que la desviacién méaxima
para la coordenada x5 se puede determinar utilizando la trayectoria éptima que permite
encontrar la desviacién maxima para la coordenada x;.

En lo que sigue se determina tal desviacion méaxima. Se considera que la trayectoria
éptima pasa por los punto (al,0) y (—al,0). Se supone que la trayectoria ptima se puede
extender en un tiempo inverso hasta el punto (0, a3), el cual se considera como condicién
inicial de la trayectoria 6ptima. La desviacion mdxima para la coordenada - resulta ser el
valor minimo z (77) respecto a la coordenada z, para algtin tiempo 71, como se muestra
en la Figura 2.6. Por lo anterior, encontrar la desviacion mdxima para la coordenada z; se
reduce a encontrar el valor de 7, el cual satisface la ecuacién 9 (71) = 0; se sabe que el
punto critico resultante es un minimo puesto que la trayectoria dptima es concava hacia
arriba. Por tanto, basta tomar en cuenta el segmento de trayectoria éptima comprendi-
do entre los puntos (ai,0) y (—al,0), el cual es la solucién al siguiente problema con
condiciones iniciales
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Z2

(—05,1(,0) (CM}(,O)

0 1

(21 (1), 03)

Figura 2.6: Interpretacién geométrica en el plano fase del problema de optimizacién para
la coordenada zs.

.i'l = I, il (0) = O‘}u

Ty = — (e% +w%) x1 — 2102 — 61, 22(0) =0

de donde se tiene

_ 6 1 *6115( . €l o )_ 01
x1 () = (e%_W% oz*) e coswit + S senwit i
e4+w?)al _
x9 (t) = (% — 61 ) et sen wt.
La ecuacién 2 (71) = 0 toma la forma
. 2 4w? ozi _
Zo (1) =— (% — 01 ) e (wy coswyT — €1 8enwiTy) = 0,
cuya solucién satisface
w1T] -+ arctan 5—11 =3,
de donde
— 1 (= _ €@
L= (2 arctan wl) . (2.23)

Por tanto la desviacion mdaxima buscada es

1 f

2 2 s €1
eTtwT o — (——arctan —)
xo (T1) = (fred)ol _ 01 )e wi\2 wi/sen (X — arctan &) .
w1 2 w1

lo cual se reduce

20,.,2)\41 _a (T £1
Oéz _ (elerl )204* 2w151 w1 (2 arctan W ) ‘
€] twy
1 —e—l(z—arctan 6—1)
ozz =41 - (1 + coth %) e wi\2 w1/, (2.29)

\/e%—kw%

El procedimiento descrito permite construir soluciones oscilatorias cuyas interseccio-
nes con el eje z; y con las rectas x1 = z1 (¢9), x1 = —x1 (t9) convergen a las desviaciones
maximas en las coordenadas 1 y x5 respectivaente, como se muestra en la Figura 2.7.
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x2

Cq

I1

Figura 2.7: Representacién grafica de las desviaciones mdximas de las coordenadas x; y
z9 del sistema (2.6).

Desviaciones maximas para las coordenadas x3 y x4

Para el funcional

sup Js(x(t))
ueEU

el problema de optimizacion se pueden resolver de forma directa, lo cual se sigue de la
ecuacion diferencial asociada a la coordenada x3:

T3 = —€sx3 + bgu, 3 (0) = Oég, U () €U, (2.25)
cuya solucién se puede expresar de la siguiente manera
t
x3(t) = agefqt + / bsu (s) e2(5= g
0
de donde

t
sup ‘x?, (t)’ = sup Oz%e*ezt +/ b3u (S) eez(sft) ds
0

ueEY uel

t
< ’ag’ e el 4 ]bg]sup/ lu(s)] €271 ds
ueU Y0

t
< ‘ag) e 2t 4§ \bg\/ e g
0

< ()ag) . 51\b3|) o2t + 51\1?3\.

€2 €2

El lado derecho de esta expresion tiende a 615“2’3‘

$3(0) < 01]bs3|

€2

cuando ¢t — oo. Por tanto, siempre que

b
sup |z3 (t)| = o1 - M (2.26)

ueY €2
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En este caso, la peor perturbacion resulta ser constante, cuya expresion esta dada por
uo(t) = 51 Sign b3.
De manera andloga para el problema de optimizacion respecto a la coordenada x4:

sup J4(x(t))
ueEU

se obtiene que la desviacion maxima es:

by
sup | (1)) = 6 - 124
wEU €3

(2.27)

donde, nuevamente la peor perturbacion resulta ser constante y esta dada por

u®(t) = 01 sign by.

€3

Co

Zq

Figura 2.8: Representacién grafica de las desviaciones mdximas de las coordenadas x3 y
x4 del sistema (2.6).

. 2.3. Estabilidad robusta y desviaciones maximas en sistemas de orden n

Se analiza el problema de determinar las desviaciones mdximas para el problema de
valor inicial completamente controlable de orden n > 3 descrito en (2.1) de la pagina 33.
La matriz A es una matriz real de n x n con entradas constantes, la cual posee al menos un
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par de valores propios complejos conjugados, y se supone también que el vector b posee
entradas constantes, y ambos se pueden escribir de la forma

0 1 0 0 0
A—lo o 0 b |’
0 0 0 1|
—a, —Gp_1 - —ay 1

Para obtener las desviaciones maximas del sistema (2.1) se aplica el mismo método
que se siguid para el sistema de orden 4: el sistema original (2.1) se trasforma, por medio
de una transformacién x = Sy, la cual es lineal y no degenerada, en otro sistema equi-
valente el cual es desacoplado. Posteriormente se obtiene las desviaciones maximas en el
sistema desacoplado, y con los resultados obtenidos y aplicando la transformacién inversa
se hallan las desviaciones maximas del sistema (2.1). En la Figura 2.9 se muestra dicho
método.

x =Sy
X = Ax + bu, y = By + cu,
u(-) € %. u() € %.
y=5"1x
Sistema acoplado Sistema desacoplado

Figura 2.9: Método de desacoplamiento en el estudio de las desviaciones maximas de el
sistema (2.1).

El siguiente lema muestra condiciones bajo las cuales el sistema (2.1) puede desaco-
plarse en subsistemas completamente controlables de orden uno y dos.

— Lema 2.1. N
Si A posee 2m valores propios complejos conjugados distintos con parte real ne-
gativa —ey +iwq, . .., —€ntiwn,, Yy n—2m valores propios reales negativos distintos
—€2m41,- - -, —€n, donde 2m < n, entonces el sistema (2.1) es equivalente a

y=By+cu, u()e, (2.28)
donde B = dlag {Bl, 500 ,Bm, —€2mt1y .-y —€n},
0 1
BJ = |: 2 2 :| )
—€; —w;  —2€;
C = (0717---70717b2m+17 7bn)T’ con b2m+17 7bn 7&0
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Demostracion. Sean u; +ivy,...,u,, = iv,, los vectores propios asociados a los valores
) )

propios complejos conjugados, y ug;,+1, - - - , U, los vectores propios asociados a los valores

propios reales. Como la multiplicidad de cada valor propio es uno,

Q= [vi,u1,..., Vi, W, Udmids - - -, Uy

es invertible, en [15] se muestra que

Q_lAQ = diag {Al, e ,Am, —€2mt1s- - - s —En} y

con
—€;  wj .
Aj:{ J J}, j=1,...,m.

—wj €

Siq=Q 'e, = (q1,...,qn)", el sistema (2.1), bajo la transformacién x = Qx, es
equivalente al sistema

Xx=Q 'AQx +qu, u() e,

el cual es completamente controlable con matriz de controlabilidad Q~'U. Como este
sistema es desacoplado, lo cual se sigue de la estructura de la matriz Q' AQ, cada uno de
sus subsistemas es completamente controlable, y por tanto, cada uno puede transformarse
en su forma candnica siguiendo el desarrollo de [1] mediante la transformacién y = U Px,
donde

U =diag {Uh,...,Up,1,...,1},
P =diag{P,...,Py,1,...,1},
con
0; = q2j-1 —€jq25—1 +ijQ]} j. {263‘ 1} ‘
q2j  —Wjg2—1 — €4G2; 10

Se sigue que b = (QUP) 'e,. La controlabilidad completa de cada subsistema implica

quemeJrla"',bn#O' _
Por tanto, la transformacion y = Sx, donde S = QU P, es no degenerada. Esto muestra
que (2.1) y (2.28) son equivalentes. |

El Lema 2.1 implica que el sistema (2.1) es equivalente al siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales desacoplado

U1 = Y2, Y1 (O) = 04(1),
Yo = — (6% + W%) Y1 — 2ay2 +u, y2 (0) = o,
Yom—1 = Y2m Yom—1(0) = g™ (2.29)
Yom = — (67271 + W?n) Yom—1 = 2€m¥Y2m + U, yam (0) = o™
Yom+1 = —€mt1Y2m+1 + bamy1u Yam+1 (0) = ag™ ",
yn = —€pYn + bnu7 Yn (O) = Oég.
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Se observa que el sistema (2.29) consiste de m subsistemas de ecuaciones diferenciales
de orden dos y n — 2m ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Cada uno de los
m subsistemas de orden dos y las n — 2m ecuaciones diferenciales de orden uno tienen
la misma forma de los sistemas estudiados en la seccién anterior, por tanto, las desviacio-
nes maximas de cada una de estas coordenadas se pueden obtener realizando los pasos
de los resultados obtenidos anteriormente. Es decir, las desviaciones de las 2m primeras
coordenadas estan dadas por

) 1 ,
27—1 __ TE
Oé*'] = 61 . m coth Wjj,
J J
; ; i=1,...,m (2.30)
; 1 . .- A (E—arctan E—J) J ’ T
2 — 5, . 1 TEj w; \2 w;
o 1 +coths2L)e % i/,
,@+@( )
y
b
afzél-M, E=2m+1,...,n. (2.31)
€k

Es importante observar de las relaciones (2.30) y (2.31) que todas las desviaciones maxi-
mas se expresan en la forma of = §; - ay,.

Las desviaciones maximas (2.30) y (2.31) acotan cada una de las coordenadas del
sistema (2.29) si la condicidn inicial de tal coordenada es menor en valor absoluto que
la correspondiente desviacién méxima, es decir, si |y, (0)| < aj para toda ¢t > 0, donde
k=1,...,n, entonces |y;(t)| < o, en las Figura 2.7 y 2.8 se muestra esta situacioén. Esto
se interpreta de forma geométrica al decir que todas las coordenadas del sistema (2.1) se
hallan dentro de un paralelepipedo P C R™ que se obtiene como el producto cartesiano
de m rectangulos de la forma C1,Cs, ..., Cs,_1, donde

2k—1 2k71] % [_a2k 2k] k=1...

CQk*l - [—(X* y Oy x 9 Gy -, m,

y n — 2m intervalos Iy, 11, ..., I,, donde
I =[-ad,ad], j=2m+1,...,n

Esto es
PZCl><03><---><CQm_1X[Qm_HX---XIn.

La solucion y(t) del sistema (2.28) es acotada para todo tiempo ¢ > 0 y toda pertur-
bacién u € % . Esto se verifica de las desigualdades |z;(t)| < o) para k = 1,...,ny todo
t > 0, de donde

ly(®)] = méx {y1(t),....yn()} < méx {ad,...,al} =[],

1<i<n ~ 1<i<n
dond _ 1 n\T
onde o, = (oy,...,0}) .

La descripcion anterior permite obtener condiciones de estabilidad robusta en el siste-
ma (2.1). La siguiente definicién es empleada para obtener las condiciones de estabilidad
robusta.
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— Definicion 2.1.

La solucidn trivial x () = 0 del sistema (2.1) es robustamente estable, si dado
e > 0 existen §; = 01 (€) y 92 = 02 (¢) tales que si ||x(0)|| < 61 y |u ()| < d2 para
todo ¢ > 0, entonces ||x (t)|| < e paratodo ¢ > 0y toda u € % .

Empleando la definicién anterior se muestra que las soluciones del sistema (2.1) pue-
den acotarse como se desee. El siguiente teorema resume los resultados de este trabajo.

— Teorema 2.2. \

Si en el sistema

x=Ax+bu, x(0)=x0, x(t)e€R",

u(-) € % = {u(t) € KC: |u(t)| < 61}, (2.32)

la matriz A satisface las condiciones del Lema 2.1, entonces dicho sistema es
robustamente estable si dado cualquier € > 0 existen §; > 0y dy > 0 tales que

€

< — 2.33
N EIET )

y 02 < 61 ||S|| |||

Demostracion. Sila matriz A del sistema (2.32) satisface las condiciones del Lema 2.1,
entonces el sistema (2.32) es equivalente al sistema (2.28), el cual a su vez, se expresa
en la forma (2.29). Las soluciones de este sistema son acotadas y cumplen la relacién
lly(t)]| < |la*|| para todo t > 0. Por otra parte, como x(¢{) = Sy(t) y S es una matriz
invertible se sigue que

Ix@IF = 1Sy @O < ISy @I < 1S e[| = 61 1S]| [lex]] -

Aqui se ha usado el hecho de que a* = §; . Por tanto, dado ¢ > 0, si la condicién (2.33)
se satisface, entonces ||x(t)|| < e se cumple también. La desigualdad anterior muestra
también que ||x(0)|| < d2 es satisfecha.

. 2.4. Ejemplos

En lo siguiente se ilustran los resultados obtenidos para la estabilidad robusta con
algunos ejemplos particulares del sistema

x = Ax + buy (2.39)
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Ejemplo 2.4.1. Se considera un caso particular del sistema (2.34) de orden 3 con

0 1 0 0
A= 0 0 1{, b=]0
229 _ 249 _ 9 1
200 100 10
La matrix A tiene valores propios: \; = —e; = —% Y Ao3 = —€3 £iwy = —% + z%
Empleando la transformacién x = Sy, donde
229 20 50
. 234 17 17
S_ = 2 1 0 5
0 3 1
se transforma el sistema , en su forma equivalente
y=By+biu, u()e% ={ueKC:|u(t) <d}, (2.35)

donde y (¢) = [y1 (), y2 (t) ,y3 (t)]" representa las coordenadas fase del sistema, y

_1 0 0 50
2 117
B=S145=0 0 1{, bi=S"'b=|0],
0o -2 _2 1
100 5

el cual es desacoplado. Fijando §; = 0.3137
Las desviaciones maximas para este sistema son

o 37, [0 37 CO

~1 32 ~9 16 ( ) 3 46*%+arctan(é) (1 + coth (%))
) = .
V37
De esta manera se tiene que las soluciones x(t) para cada u € % satisfacen ||x(¢)|| < 1
para todo t > 0.

Ejemplo 2.4.2. Ahora supongamos un sistema de orden 4, donde

0 1 0 0 0
[ 1 0]
q_|0 0 1 0 {0
) 0 0 1 ’ ol
3 23 17 _ 13 1
2 16 32 128
Donde los valores propios de la matriz A son
+ i = L :I:'1 +iwy = L :I:'3
€1 w1 = 4 Z4 €9 1wy = 9 ’L4.
El cambio de coordenadas x = Sy, donde
[% 11 0]
0 B 1 1
S_l _ 16
Ll1o
11
0 5 3 L,
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Figura 2.10: Diagrama fase del sistema de orden 3 con condicién inicial xg =y yo = Sxo,
respectivamente

expresa el sistema (2.34) en el sistema equivalente
X=Bx+biu, u()eZ ={ueKC:|u(t) <},

donde

B=S"148 =

-
G
|
“
o
[l
= o = O

el cual es desacoplado. Para §; = 0.058243 se tiene que los valores de las desviaciones
maximas son

al =18.4219, &% =11.8734, &% =8.3063, a&* =3.5502.

De lo anterior se tiene que las soluciones del sistema (2.34) satisfacen ||x(t)|| < 1 para
todo ¢ > 0.
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Figura 2.11: Diagrama fase de las trayectorias para el sistema (2.4.2).



Conclusiones

A continuacién se resumen los resultados obtenidos en este trabajo de tesis que se
consideran mas relevantes.

1. En el primer Capitulo se desarrollaron con mayor detalle algunos temas de la teoria
de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo, ya que dicha teoria no es
cubierta a un nivel basico, generalmente es presentada de forma abstracta y por ello
se han extendido algunas demostraciones y ejemplos para una mejor comprension.
Ademas se ilustra por qué la teoria para ecuaciones diferenciales ordinarias no se
puede aplicar directamente a ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo.

2. Se concluye que para sistemas de ecuaciones diferenciales presentados en el Capi-
tulo dos los cuales se pueden descomponer mediante una transformacion lineal no
degenerada en subsistemas desacoplados de orden dos y uno se encuentran expre-
siones algebraicas para calcular las desviaciones mdximas de dichos subsistemas.

3. Se muestra que el criterio de estabilidad robusta para un sistema lineal de orden
n con una perturbacién adicional (discontinua en un conjunto numerable de medi-
da cero y acotada), cuya matriz posee valores propios con parte real negativa y al
menos un par de valores propios complejos conjugados, queda determinado por las
desviaciones maximas para las coordenadas fase del sistema y la cota de la peor per-
turbacion. Estas permiten dar aproximacion al conjunto de accesibilidad del sistema.
Los resultados obtenidos se ilustran en dos ejemplos particulares.

Alguna de las lineas de investigacion futura pueden ser las siguientes.

1. Queda abierto el problema de obtener una mejor aproximacion para el conjunto de
accesibilidad para los sistemas de ecuaciones diferenciales estudiados.

2. Otro problema por el que uno se podria preguntar es si se puede determinar un
criterio de estabilidad robusta cuando en la matriz A del sistema de ecuaciones
diferenciales existe alguna perturbacién.
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. A.1. Conjuntos

Algunas propiedades importantes de los conjuntos convexos que se utilizan en el texto
son las siguientes.

Definicion A.1.

Sea X un espacio vectorial real. Un subconjunto K de X es llamado convexo si
paracadax,y € K ycada \ € [0, 1], se cumple que Az + (1 — \)y € K.

Otro concepto interesante es el de la envolvente convexa de un conjunto K, que se define
de la siguiente manera.

— Definicion A.2.

Llamaremos envolvente convexa, conv(K), del conjunto K a la interseccién de
todos los conjuntos que contienen a K y envolvente convexa cerrada del conjunto
K alainterseccidn de todos los conjuntos cerrados y convexos que contiene a K.
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. A.2. Convergencia

— Definiciéon A.3. )

Una sucesion de funciones {f,,} converge uniformemente a f sobre un conjunto
A si para cada e > 0 existe un numero N tal que paran > N yparatodax € A

() — £0)]| < e.

\ J

Lo que es importante observar respecto a la convergencia uniforme es que el numero N
depende solamente de ¢, es independiente del punto x € A.

. A.3. Funciones absolutamente continuas

En este apartado se presentan algunas propiedades de funciones vectoriales, las cua-
les se requieren a lo largo del trabajo. Algunas de ellas se presentan sin demostracion y
pueden ser consultadas en la literatura citada.

— Definicion A.4. \

Una funcién y : [a,b] — R" se llama absolutamente continua si para todo ¢ > 0
existe un 6 > 0 tal que para toda familia finita {(a;, b;)} de intervalos disjuntos
en [a, b] tales que Y7, (b; — a;) < d se cumple la desigualdad

D ly®) —y(a)ll < e (A1)
i=1

\. J

— Teorema A.1. N

Si f es continua en un intervalo [a, b] y ' existe y es acotada en (a, b), entonces f
es absolutamente continua en [a, b].

\. J

— Definiciéon A.5. \

Una funcién ¢ : R — R™ es llamada localmente compacta (respectivamente
localmente acotada) si para cada punto x € R" existe una vecindad N (x) de x,
tales que ¢ (N (x)) es compacta (respectivamente acotado).
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— Definicion A.6. |

Una familia de funciones {f,} , donde f,, : R™ — R™, es llamada equicompacta
(respectivamente equiacotada) si para todo x € R", existe un subconjunto com-
pacto (respectivamente acotado) K C R™, una vecindad N (x) de x, yun ¢y > 0
tales que

para todo € < €, f. (N (x)) C K.

\. J

~— Teorema A.2 (Ascoli-Arzela). |

Sea {xj (t)} una sucesién de funciones absolutamente continuas x; : [0,7] C
R — R que satisfacen:

= Paratodo t € [0,7], {xx (t)} es un subconjunto relativamente compacto (es
decir, su clausura es un conjunto compacto) en R.

= Existe una funcién positiva c (-) tal que, para casi todo ¢ € [0, T, ||xx (¢)|| <

c(t).

Entonces existe una subsucesién {xy, } que converge a una funcién x (¢) : [0,7] C
R — R absolutamente continua en el sentido de que

= {xy, (t)} converge uniformemente a x (¢) en todo subconjunto compacto
de [0,T7].

= {%;, (t)} converge puntualmente a x ().

\. J

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado importante en la teoria cualitativa
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este teorema muestra que cerca de un punto de
equilibrio hiperbdlico x(, el sistema no lineal

x =f (x) (A.2)
tiene la misma estructura que el sistema lineal
X = Ax (A.3)

donde A = Dxq. En adelante supondremos que el punto de equilibrio x¢ ha sido trasla-
dado al origen.

Dos sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales, como (A.2) y (A.3) se dice que
son topolégicamente equivalentes en una vecindad del origen, es decir que tienen la mis-
ma estructura cualitativa cerca del origen si existe un homeomorfismo H que mapea un
conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V' que contiene el origen
y que mapea las trayectorias de (A.2) en U sobre las trayectorias de (A.3) en V y conserva
su orientacion por el tiempo, es decir, si una trayectoria esta dirigida de z; hacia x5 en U,
entonces su imagen dirigida desde H (x;) de H (z2) en V.
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— Teorema A.3. \

Sea E un subconjunto abierto de R™ que contiene al origen, f : £ — R con
derivadas parciales continuas en F, y x (¢;X¢) la solucién del sistema no lineal
que inicia en el punto xo. Suponga que f(0) = 0 y que la matriz jacobiana
A= (ngi (0)) no tiene valores propios con parte real igual a cero (es decirx = 0
es un punto de equilibrio hiperbdlico). Entonces existe un homeomorfismo H de
un conjunto U que contiene al origen x = 0 sobre otro conjunto V' que también
contiene al origen, tal que para cada xy € U, existe un intervalo abierto Iy C R

que contiene al cero de manera que para todo xg € U y t € Iy se cumple
H (x (t;%0)) = e H () ,

es decir, H transforma trayectorias del sistema lineal alrededor del origen, sobre
trayectorias del sistema no lineal alrededor del origen, y preserva la parametri-
zacion por el tiempo.

U V

Figura A.1: Representacién del Homeomorfismo H.

. A.4. Mapeo de Poincaré

Consideramos el problema de determinar cuando una solucién oscilante converge a
una trayectoria cerrada, para ello consideremos el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales, con condicion inicial

x=f(x), x(0)=x0, t>0, (A.4)

el cual tiene soluciones oscilantes. Sea S C R”™ un plano. En adelante denotaremos por
x (t;x (o)) la solucién al sistema (A.4) en el instante ¢ y condicidn inicial x(¢p) = xp.
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El mapeo de Poincaré resulta de la transformacién siguiente: se parte de una condiciéon
inicial x(0) = x¢, dado que las soluciones del sistema (A.4) son oscilantes para algin
instante ¢; la trayectoria dada por la solucién x (¢;x() intersecta el plano S, como se
muestra en la Figura A.2, ahora tomando como condicién inicial al punto x; = x (¢1;Xo),
se tiene que para algtn instante ¢, la trayectoria dada por la solucién x (¢; x;) intersecta
al plano S en el punto x3 = x (¢2;x1), haciendo lo anterior consecutivamente se obtiene
el conjunto K = {t1,t9,... ,tn,tpt1,...: X; € S}

El conjunto 3 C S se define como sigue

¥ = {X (ti§Xi—1) 1t € K}, (A.5)
el cual es llamado seccion de Poincaré.

— Definicion A.7.

El mapeo P : ¥ — S es llamado mapeo de Poincaré, donde

P (X(tk;xk,l) =X (thrl;Xk) o

Notemos que una condicidn para garantizar la existencia de un ciclo limite es que el mapeo
de Poincaré P tenga un punto fijo.

Figura A.2: Tlustracion del mapeo de Poincaré
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