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Resumen

En este trabajo se determinan condiciones que garantizan la estabilidad robusta (ba-
sada en la definición introducida por Duboshin y Malkin) para sistemas de ecuaciones 
diferenciales lineales de orden n con una perturbación adicional y cuyas soluciones son 
oscilantes.

Lo anterior se determina resolviendo el problema de desviaciones máximas de las coor-
denadas fase del sistema (utilizando el principio del máximo de Pontryagin), dichas des-
viaciones permiten construir un paralelepípedo n-dimensional que aproxima la frontera 
del conjunto de accesibilidad del sistema de ecuaciones y dentro del cual se encuentran 
contenidas las soluciones del sistema.

Abstract

In this work we determined conditions that guarantee the robust stability (based on the 
definition introduced by Duboshin and Malkin) for systems of linear differential equations 
of order n, with an additional disturbance and whose solutions are oscillating.

This is determined by solving the problem of maximum deviations of phase coordinates 
of the system (using the Pontryagin maximum principle), these deviations allow building a 
n-dimensional parallelepiped which approximates the boundary of the set of accessibility
of the system of equations and within which are contained system solutions.



Introducción

Uno de los principales problemas que se plantean en sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias ha sido, desde sus orígenes, el estudio de la estabilidad. Para sistemas
lineales de orden n es posible dar condiciones para determinar su estabilidad; sin embar-
go, los sistemas no lineales, como el siguiente

ẋ = Ax+ g(x, t), x (0) = x0, x (t) ∈ R
n, (0.1)

donde A es una matriz con valores propios con parte real negativa, presentan una varie-
dad de comportamientos mucho más amplios debido a la presencia del termino no lineal
g(x, t). Determinar soluciones y criterios de estabilidad para el sistema (0.1) no es fácil,
estudiar su estabilidad es el mejor acercamiento a conocer el comportamiento de su so-
lución, lo cual siempre es importante. D. M. Grobman y P. Hartman probaron en 1859
de manera independiente que en la vecindad de un punto de equilibrio hiperbólico, un
sistema como (0.1) presenta un comportamiento equivalente al del sistema lineal corres-
pondiente. Por lo tanto el teorema de Hartman y Grobman garantiza la estabilidad del
sistema no lineal en una vecindad de un punto de equilibrio hiperbólico. Típicamente se
desconoce la función g(x, t) pero se tiene alguna información sobre esta, por ejemplo, su
cota ‖g(x, t)‖; ahora bien conociendo esta cota uno se puede preguntar: ¿se pueden dar
condiciones para garantizar la estabilidad del sistema, mas allá de una vecindad?

Una manera de encontrar dichas condiciones es suponiendo que la dinámica del siste-
ma (0.1) se puede conocer al determinar la dinámica del siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales con lado derecho discontinuo

ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0, x (t) ∈ R
n, (0.2)

donde u(·) es una perturbación que pertenece a un conjunto de funciones acotadas y
continuas a trozos.

El desarrollo de la teoría que permite estudiar la estabilidad para ecuaciones diferen-
ciales con lado derecho discontinuo, ha sido en gran medida estimulado por sus múltiples
aplicaciones. Una aplicación que permite ilustrar el criterio de estabilidad robusta en este
trabajo surgió en 1939 cuando B. V. Bulgakov planteó y resolvió el problema de la influen-
cia de la componente boreal de la velocidad de un barco en la inclinación de una brújula
[2]. Respecto a la velocidad se supuso que era continua a trozos y de valor absoluto aco-
tado. Se demostró que la peor situación se presenta cuando el barco lleva la velocidad
máxima hacia adelante o hacia atrás a lo largo de un meridiano, invirtiendo el curso en
cada semiperiodo de las oscilaciones propias de la brújula con respecto a la dirección nor-
te. Estos son los orígenes del problema de desviación máxima que se discutirá mas a fondo
en el Capítulo 2.
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Para poder analizar la estabilidad del sistema (0.2) es natural primero preguntarse có-
mo es el comportamiento y cómo obtener las soluciones para este tipo de sistemas ya que
presentan un comportamiento completamente diferente al que se presenta en sistemas
de ecuaciones diferenciales con lado derecho continuo. Por lo tanto, la teoría utilizada
para garantizar la existencia de soluciones en sistemas con lado derecho discontinuo di-
fiere de la utilizada para garantizar soluciones en sistemas con lado derecho continuo, en
este tipo de sistemas el concepto de solución que se tiene para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias deja de ser válido, ya que en los puntos donde el lado derecho
del sistema es discontinuo no es posible construir una solución, pero se puede prolongar
la solución siguiendo la idea de construir una solución “saltando” dicha discontinuidad
o definiendo de una manera apropiada el lado derecho en los puntos de discontinuidad
[9, 18], obteniendo así una solución que es continua pero no diferenciable en dichos pun-
tos. Cabe mencionar que para muchos sistemas con lado derecho discontinuo no existe
unicidad para las soluciones. El método utilizado para construir dichas soluciones consiste
en aproximar el lado derecho discontinuo del sistema por medio de una familia de fun-
ciones que son continuas, y tal que las soluciones de esta familia aproximan la solución
del sistema con lado derecho discontinuo. En el límite se obtiene la solución deseada. El
procedimiento descrito es conocido como método de Filippov, el cual se desglosa en el
Capítulo 1.

En este trabajo se consideran sistemas que son completamente controlables con solu-
ciones oscilantes y con una perturbación adicional u(·) ∈ U , donde U es el conjunto de
funciones acotadas y discontinuas en un conjunto D numerable tal que para todo xi ∈ D
se tiene d (xi,xi+1) > δ > 0, para algún δ fijo.

El problema que se desea resolver consiste en determinar condiciones que
permitan garantizar la estabilidad robusta del sistema (0.2) , es decir, se desea
encontrar un conjunto cerrado y acotado P ⊂ R

n tal que para cualquier per-
turbación adicional u(·) ∈ U , las soluciones del sistema se encuentren dentro
de dicho conjunto.

Para ello se plantea el problema de determinar desviaciones máximas de las coorde-
nadas fase del sistema, el cual es equivalente a encontrar una perturbación uo(t) ∈ U (a
esta perturbación se le conoce como la peor perturbación), que permita que la solución
del sistema se aleje lo mas que se pueda del origen y se encuentre dentro del conjunto
P . En el trabajo se muestra que la determinación de las desviaciones máximas para las
coordenadas fase del sistema permite construir un ciclo límite máximo, el cual intersecta
algunos ejes coordenados del sistema en las desviaciones máximas de su correspondien-
te coordenada, las desviaciones máximas permiten construir un paralelepípedo P ∈ R

n,
tal que las soluciones del sistema se encuentran dentro de la región limitada por dicho
paralelepípedo, para cada una de las perturbaciones u(·) ∈ U .

El tipo de estabilidad robusta para el sistema (0.2) que se emplea en este trabajo
se basa en una modificación a la definición introducida por Duboshin y Malkin [8]. La
manera de establecer el criterio de estabilidad robusta se basa en el siguiente método: el
sistema (0.2) se transforma en otro sistema equivalente el cual es desacoplado, por medio
de una transformación lineal y no degenerada. Se estudia la estabilidad robusta en este
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sistema desacoplado, haciendo uso de las desviaciones máximas para las coordenadas fase
del sistema y la cota de la peor perturbación δ1 > 0, se establece un criterio de estabilidad
robusta para el sistema desacoplado. Ahora bien, con los resultados obtenidos para el
sistema desacoplado y aplicando la transformación inversa, se obtienen condiciones para
la estabilidad robusta del sistema original (0.2).

En el Capítulo 1, se discuten algunas propiedades de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias con lado derecho continuo y ecuaciones diferenciales ordinarias con lado derecho
discontinuo. Esto a fin de mostrar las diferencias que existen entre unas y otras, así mis-
mo se presenta la forma de construir soluciones para sistemas de ecuaciones diferenciales
con lado derecho discontinuo. Por otra parte se introducen algunos conceptos de contro-
labilidad y accesibilidad que permitirán obtener las desviaciones máximas para el sistema
(0.2).

En el Capítulo 2, se plantea el problema de determinar las desviaciones máximas del
sistema (0.2) a fin de obtener un criterio de estabilidad robusta para dicho sistema, para
facilitar la comprensión del comportamiento de los sistemas de orden n se muestra pri-
mero el caso particular de orden 4, posteriormente se muestra que para dar un criterio de
estabilidad robusta en sistemas de orden n, basta con analizar subsistemas de orden 2 y 1.

Por último se presentan dos ejemplos donde se muestran los resultados obtenidos en
este trabajo.



Capítulo

Preliminares

En este capítulo se muestran algunos conceptos, ideas, propiedades y teoremas que
serán útiles en el desarrollo de este trabajo.

1.1. Teorema de existencia y unicidad en ecuaciones diferenciales ordinarias

Consideremos un sistemas de ecuaciones diferenciales

y′ = f (y) , y (t0) = y0, y (t) ∈ R
n, (1.1)

donde f ∈ C1(E) y E un subconjunto abierto de R
n.

Un resultado importante para la demostración del teorema de existencia y unicidad de
soluciones para el sistema (1.1) es el siguiente.

φ(t) es una solución de (1.1) si y solo si φ(t) es una función continua que satisface
la ecuación integral

φ(t) = y0 +

∫ t

t0

f(φ(τ))dτ.

Lema 1.1.

Demostración. Supongamos primero que φ(t) es una solución de (1.1) entonces φ′(t) =
f(φ(t)) y φ(t0) = y0. Integrando los dos miembros de esta ecuación desde t0 a t se obtiene:

φ(t)−φ(t0) =
∫ t

t0

φ′(τ)dτ =

∫ t

t0

f(φ(τ))dτ,

1
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como φ(t0) = y0 se obtiene la expresión deseada.
Por otra parte supongamos ahora que φ(t) satisface la ecuación integral dada, cla-

ramente se cumple φ(t0) = y0. Por el Teorema fundamental del calculo se tiene que
φ′(t) = f(φ(t)). Por lo tanto φ(t) es solución de (1.1).

Para poder mostrar la existencia de una solución al problema (1.1) es necesario definir
cuando una función satisface la condición de Lipschitz y mostrar que las funciones de clase
C1 son localmente Lipschitz.

Sea E un subconjunto abierto de R
n. Se dice que la función f : E → R

n satisface
una condición de Lipschitz en E si existe una constante λ ≥ 0, tal que para toda
y, z ∈ E

‖f(y)− f(z)‖ ≤ λ ‖y − z‖ .

Definición 1.1 (Condición de Lipschitz).

La función f es localmente Lipschitz en un conjunto E si para todo x0 ∈ E existe una bola
abierta de radio ǫ > 0 centrada en x0 contenida en E; Bǫ(x0) ⊂ E, y una constante λ0 > 0
tal que para todo y, z ∈ Bǫ(x0)

‖f(y) − f(z)‖ ≤ λ0 ‖y − z‖ .

Sea E un subconjunto abierto de R
n y f : E → R

n. Si f ∈ C1(E) entonces f es
localmente Lipschitz en E

Lema 1.2.

La demostración se puede consultar en [15, p. 71]. Antes de enunciar el teorema de exis-
tencia y unicidad es necesario revisar algunos resultados sobre la completez del espacio
de funciones continuas en un intervalo; C(I), I = [−a, a]. Se trabaja con funciones C(I) y
la norma del supremo.

‖u‖ = sup
t∈I

‖u(t)‖ .

La convergencia en esta norma es equivalente a la convergencia uniforme.

Sea V un espacio lineal normado. Una sucesión {un} ⊂ V es llamada sucesión
de Cauchy si para todo ǫ > 0 existe un N tal que para todo k,m > N se tiene

‖uk − um‖ < ǫ.

Definición 1.2.
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Se dice que el espacio V es completo si toda sucesión de Cauchy converge a un elemento
en V .

El siguiente Teorema, mostrado en [10], establece la completez del espacio lineal nor-
mado C(I) con I = [−a, a].

Sea I = [−a, a], C(I) es un espacio lineal normado completo.

Teorema 1.1.

Otro resultado conocido [6, pp. 30-32] y que será utilizado para demostrar unicidad de
la solución para el problema de valores iniciales (1.1) es el siguiente

Sean f, g : R → R funciones reales continuamente diferenciables no negativas
definidas en α ≤ t ≤ β tales que:

f(t) ≤ k +

∫ t

α
f(τ)g(τ)dτ, k ≥ 0

Entonces

f(t) ≤ ke

Ä∫ t

α
g(τ)dτ

ä

.

Lema 1.3 (Desigualdad de Gronwall).

Demostración. Sea U(t) = k +
∫ t
α f(τ)g(τ)dτ Entonces f(t) ≤ U(t) y U(α) = k. Por el

teorema fundamental del cálculo se tiene que

f ′(t) ≤ U ′(t) = f(t)g(t)

o bien
f ′(t)− f(t)g(t) ≤ 0

multiplicando por el factor integrante e−
∫ t

α
g(τ)dτ a ambos lado de la desigualdad anterior

e integrando se obtiene

f(t) ≤ ke
∫ t

α
g(τ)dτ ,

siendo k la constante de integración.

Sea E subconjunto abierto de R
n, y f ∈ C1(E), entonces existe a > 0 tal que el

problema de valores iniciales:

ẋ = f(x), x(0) = x0, (1.2)

tiene una única solución φ(t) en el intervalo [−a, a].

Teorema 1.2 (Existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales).
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Demostración. Dado que f ∈ C1(E) entonces por el Lema 1.2 se tiene que existen
Nǫ(x0) ⊂ E y una constante λ > 0 tal que para toda y, z ∈ Nǫ(x0)

‖f(y)− f(z)‖ ≤ λ ‖y − z‖ .
Para b = ǫ

2 , la función continua f(x) es acotada en el conjunto compacto

N0 = {x ∈ R
n : ‖x− x0‖ ≤ b} .

Sea M = máxx∈N0 ‖f(x)‖. Se define la sucesión {φj(t)}j≥0 de la siguiente manera:




φ0(t) = x0

φj+1(t) = x0 +

∫ t

0
f(τ,φj(τ))dτ.

(1.3)

Para a > 0 se tiene que φj(t) es definida y continua en el intervalo [−a, a] y satisface

máx
t∈[−a,a]

∥∥∥φj(t)− x0

∥∥∥ ≤ b, (1.4)

se muestra que
¶

φj(t)
©

j≥0
es de Cauchy, con la norma del supremo. Notemos que se

cumple lo siguiente para j ∈ N

∥∥∥φj+1(t)− φj(t)
∥∥∥ ≤ Mλj |t|j+1

(j + 1)!
.

Para mostrar lo anterior se procede por inducción. Si j = 1 se tiene

‖φ1(t)− φ0(t)‖ =

∥∥∥∥∥

∫ t

0
f(φ0(τ))dτ

∥∥∥∥∥ ≤
∫ t

0
‖f(φ0(τ))‖ dτ ≤M

∫ t

0
dτ ≤M |t| ≤Ma,

supongamos valida para j = k − 1

∥∥φk(t)−φk−1(t)
∥∥ ≤ Mλk−1|t|k

(k)!
.

Por mostrar para j = k. De la condición de Lipschtz en f(φj(τ)) se obtiene la primera
desigualdad y haciendo uso de la hipótesis de inducción resulta que

∥∥φk+1(t)− φk(t)
∥∥ ≤

∫ t

0

∥∥f(φk(τ)) − f(φk−1(τ))
∥∥dτ ≤

∫ t

0
λ
∥∥φk(τ)− φk−1(τ)

∥∥dτ

≤
∫ t

0

Mλk|τ |k
k!

dτ ≤ Mλk|τ |k+1

(k + 1)!
≤ Mλkak+1

(k + 1)!
.

De lo anterior se observa que (λa)k+1

(k+1)! es el k-ésimo termino de la expansión en series de
Taylor de la función exponencial. Se observa que para m > n ≥ N y t ∈ [−a, a] se tiene

‖φm(t)− φn(t)‖ ≤
m−1∑

j=n

∥∥∥φj+1(t)− φj(t)
∥∥∥

≤
∞∑

j=N

∥∥∥φj+1(t)− φj(t)
∥∥∥

≤
∞∑

j=N

M

λ

Ç

(λα)k+1

(k + 1)!

å

.
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Lo anterior se aproxima a 0 cuando N → ∞. Por lo tanto, para todo ǫ > 0 existe un N tal
que, para m,n ≥ N se tiene

‖φm − φn‖ = máx
[−a,a]

‖φm(t)− φn(t)‖ < ǫ,

es decir,
¶

φj

©

es una sucesión de Cauchy en C([−a, a]). Esto muestra que φj converge de
manera uniforme a una función continua φ(t) para todo t ∈ [−a, a] cuando j → ∞

φ(t) = ĺım
j→∞

φj(t). (1.5)

La función φ(t) satisface la ecuación integral

φ(t) = x0 +

∫ t

0
f(φ(τ))dτ, (1.6)

para todo t ∈ [−a, a], el límite puede entrar a la integral puesto que la convergencia en
(1.5) es uniforme en [−a, a]. Dado que φ(t) es continua entonces f (φ(t)) es continua y
por el Teorema fundamental del cálculo se tiene que el lado derecho de la ecuación (1.6)
es diferenciable y

φ̇(t) = f (φ(t)) , t ∈ [−a, a] ,
mas aún, φ(0) = x0 por la desigualdad (1.4) se cumple que φ(t) ∈ Bǫ(x0) ⊂ E para todo
t ∈ [−a, a]. Por tanto, φ(t) es solución del problema inicial (1.2) en [−a, a].

Ahora para mostrar la unicidad, se procede por contradicción, es decir, se supone que
existen dos soluciones φ1(t) y φ2(t) de (1.1). Entonces

‖φ1(t)− φ2(t)‖ =

∥∥∥∥∥

∫ t

0
[f(φ1(τ))− f(φ2(τ))]dτ

∥∥∥∥∥

≤
∫ t

0
‖f(φ1(τ))− f(φ2(τ))‖dτ

≤ K

∫ t

0
‖φ1(τ)− φ2(τ)‖dτ.

De la desigualdad de Gronwall

‖φ1(t)− φ2(t)‖ ≤ CeK
∫ t

0
dτ = CeKt = 0,

donde C = 0 de acuerdo a la desigualad de Gronwall, de donde ‖φ1(t)− φ2(t)‖ = 0, por
lo tanto φ1(t) = φ2(t). Esto muestra que la solución es única.

1.2. Elementos básicos de inclusiones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo tienen aplicación en la mo-
delación de diversos problemas en diferentes áreas como: electrónica (para la modelación
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de convertidores de potencia), biología (genes regulatorios), fenómenos físicos tales como
fricción seca e impacto, etc. A diferencia de las ecuaciones diferenciales con lado derecho
continuo, el problema de determinar soluciones únicas a ecuaciones diferenciales con lado
derecho discontinuo se puede resolver solo en algunos casos particulares, ver por ejem-
plo [7, 12], lo anterior porque las herramientas desarrolladas para dicha teoría poseen
limitaciones.

En este apartado se discute como hallar una solución para el problema de valor inicial

ẋ = f (x) , x (0) = x0 t ∈ R
+, (1.7)

donde f es una función acotada y discontinua en un conjunto D ⊂ R
n numerable tal que

para todo xi ∈ D se tiene d (xi,xi+1) > δ > 0, para algún δ fijo. En los siguientes ejem-
plos se ilustra que la definición usual de solución y los teoremas de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales con lado derecho continuo no son aplicables cuando existe
discontinuidad en el lado derecho de una ecuación diferencial.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el siguiente problema de valores iniciales

ẋ = 2− sign(x), x(0) = x0, donde sign(x) =

{
−1 x < 0

1 x > 0
(1.8)

Notemos que sign(x) no esta definida en el punto x = 0. Si consideramos los valores
cuando x < 0, la ecuación diferencial tomará la forma: ẋ = 3, cuya solución esta dada
por x(t) = 3t+ c1. Ahora si consideramos los valores cuando x > 0, la ecuación tomará la
forma: ẋ = 1, cuya solución esta dada por x(t) = t+ c2. Se pueden discutir los siguientes
casos:

1. Si x0 > 0, entonces la solución del sistema (1.8) es x(t) = t+x0 la cual está definida
para todo t > 0. Es decir el sistema (1.8) admite una solución única para todo t > 0.

2. Si x0 < 0, se debe considerar inicialmente x(t) = 3t+ x0 como parte de la solución
del sistema (1.8) para todo 0 ≤ t < t∗ = −1

3x0, mientras que si t > t∗ consideramos
como parte de la solución a x(t) = t+ 1

3x0; es decir, la solución se puede considerar
en la forma

x(t) =

{
3t+ x0, t < t∗,

t+ 1
3x0, t > t∗.

Claramente se observa que

ĺım
t→t−

∗

x(t) = ĺım
t→t+

∗

x(t) = 0;

en consecuencia podríamos definir x(t∗) = 0, sin embargo la función así definida no
es diferenciable y por lo tanto no es solución de (1.8).

3. Si x0 = 0 no podemos definir una solución pues la función sign(x) no esta definida
en ese punto.

La representación de los primeros dos casos se muestra en la figura 1.1.
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t

x(t)

Figura 1.1: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.8).

Ejemplo 1.2.2. Ahora se considera el problema de valores iniciales con lado derecho
discontinuo

ẋ = − sign(x), x(0) = x0, (1.9)

si consideramos los valores cuando x < 0, la ecuación diferencial tomará la forma: ẋ = 1,
cuya solución esta dada por x(t) = t+c1. Ahora si consideramos los valores cuando x > 0,
la ecuación tomará la forma: ẋ = −1, cuya solución esta dada por x(t) = −t + c2. Se
tienen los siguientes casos

1. Si x0 > 0 se puede considerar como una parte de la solución a x(t) = −t+ x0, para
todo t < t∗ = x0.

2. Si x0 < 0 la parte que corresponde a la solución es x(t) = t+ x0, para todo t < t∗ =
−x0.

3. Si x0 = 0 no podemos definir una solución, ya que la función sign(x) no esta definida
en ese punto.

Notemos que para los dos primeros casos la solución tiende a cero cuando t → t∗, por lo
tanto sería natural definir x(t) = 0 para todo t > t∗, sin embargo esta función no satisface
la ecuación diferencial (1.9), en consecuencia, en estos casos la solución no puede ser
extendida. En la Figura 1.2 se muestra el comportamiento de las soluciones.

t

x(t)

Figura 1.2: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.9).
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Ejemplo 1.2.3. Por ultimo se considera el problema de valor inicial

ẋ = sign(x), x(0) = x0, (1.10)

para valores de x < 0 la ecuación diferencial toma la forma: ẋ = −1 y su solución esta
dada por x(t) = −t + c1, y para valores de x > 0 la ecuación diferencial toma la forma:
ẋ = 1 cuya solución esta dada por x(t) = t + c2. Ahora podemos discutir los siguientes
casos:

1. Si x0 > 0 entonces la solución al sistema (1.10) esta dada por x(t) = t+ x0, la cual
es única, para todo t > 0.

2. Si x0 < 0 la solución esta dada por x(t) = −t + x0, la cual al igual que en el caso
anterior es única para todo t > 0.

3. Si x0 = 0 no podemos definir una solución, pues la función sign(x) no esta defi-
nida en ese punto. Mas aún, de acuerdo al campo vectorial asociado a la ecuación
diferencial (ver Figura 1.3), no es claro como definir una solución para la ecuación.

t

x(t)

Figura 1.3: Campo de direcciones del problema de valor inicial (1.10).

Se puede concluir de los ejemplos anteriores que para ecuaciones de la forma (1.7)
donde f(x) es discontinua en un conjunto D, el concepto usual de solución deja de ser
valido en los puntos de D. Un método que extiende el concepto de solución y que nos
permitirá encontrar una solución a ecuaciones diferenciales del tipo (1.7) es el que se dis-
cute en [9]. Dicho método consiste en considerar alguna de las soluciones de la inclusión
diferencial,

ẋ ∈ F(x), x(0) = x0, (1.11)

donde F se define como
F(x) =

⋂

ǫ>0

conv (f(Bǫ(x) \D)), (1.12)

donde conv(A) denota la envolvente convexa del conjunto A, Bǫ(x) es la bola abierta
de radio ǫ, centrada en x y Ā denota la cerradura del conjunto A. Notemos que F es una
función cuyo dominio es el mismo que el dominio de f y la imagen de un punto x en su do-
minio es un conjunto, es decir; F : Rn → 2R

n

. A este tipo de funciones se les conoce como
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funciones multivaluadas. Para distinguir a este tipo especial de funciones de las funciones
usuales, a estas últimas les denominaremos funciones univaluadas ó monovaluadas.

Al operador (1.12) se le conoce como operador de Filippov, y dicho operador transfor-
ma la función univaluada f en una función multivaluada F. Observemos que, si x es un
punto en el cual f es continua, entonces F(x) = {f(x)}, un conjunto unipuntual.

Demostremos este hecho. Sea ǫ > 0 y supongamos que f es continua en A ⊂ R
n. Sea

x ∈ A. Por la propiedad Arquimediana, existe N ∈ N tal que Nǫ > 1. Para cada n ≥ N
elegimos xn ∈ A ∩

Ä

B1/n(x) \D
ä

. Notemos que por la construcción xn → x, entonces
f (xn) → f (x), pues f es continua. Luego

f (x) ∈ f (Bǫ (x) \D) ⊂ conv (f(Bǫ(x) \D)).

Ya que esto se cumple para todo ǫ > 0, entonces

f (x) ∈
⋂

ǫ>0

conv (f(Bǫ(x) \D)),

es decir, f (x) ∈ F (x).
Falta verificar que F (x) ⊂ {f (x)} para todo x ∈ A. Supongamos que no es así, es

decir, para algún x̃ ∈ A, existe y ∈ F (x̃) tal que y 6= f (x̃). Sin pérdida de generalidad
podemos asumir que ‖y‖ > ‖f (x̃)‖, sea D0 = R

n \ A. Por tanto, para cada ǫ > 0 se
tiene que y ∈ conv (f(Bǫ(x̃) \D0)). Ahora bien, para todo ǫ > 0 existen uǫ y lǫ tales que
‖lǫ‖ ≤ ‖y‖ ≤ ‖uǫ‖ y lǫ, uǫ ∈ f(Bǫ(x̃) \D0), pues y pertenece a la cerradura del conjunto
conv (f(Bǫ(x̃) \D0)), existe wǫ ∈ Bǫ(x̃) \D0 = Bǫ(x̃)

⋂
A que satisface f (wǫ) = uǫ. Hasta

ahora se tiene que ‖f(wǫ)‖−‖f(x̃)‖ = ‖uǫ‖−‖f(x̃)‖ ≥ ‖y‖−‖f(x̃)‖ > 0, lo cual contradice
a la continuidad de la función f en el punto x̃. Análogamente si ‖y‖ < ‖f (x̃)‖.

Por lo tanto para los puntos donde f (x) es continua se tiene

F (x) = {f (x)} .

Antes de discutir el método que nos permitirá encontrar una solución para ecuaciones
diferenciales con lado derecho discontinuo, veamos el efecto de aplicar el operador de
Filippov a las funciones discontinuas de los Ejemplos 1.2.1-1.2.3. Consideremos inicial-
mente la función f(x) = 2 − sign(x) dada en el Ejemplo 1.2.1. Por lo anterior, tenemos
que F (x) = {f(x)} si x es un punto en el cual f es continua, por tanto F (x) = {3} si
x < 0 y F (x) = {1} si x > 0. Veamos ahora como es F (x) para x = 0 que es el único punto
donde f es discontinua. Observemos que para todo ǫ > 0, se cumple

f (Bǫ(0) \ {0}) = {1, 3} ,

y por tanto
conv (f (Bǫ(0) \ {0})) = conv (f (Bǫ(0) \ {0})) = [1, 3].

Resumiendo

F (x) =





{3} , x < 0,

[1, 3], x = 0,

{1} , x > 0.
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La gráfica se muestra en la Figura 1.4 (A).
Para la función g(x) = − sign(x) dada en el Ejemplo 1.2.2, el conjunto de discontinui-

dad es dado por D = {0}. Para todos los puntos x 6= 0 se tiene que G(x) = {g(x)}, es
decir G(x) = {1} si x < 0 y G(x) = {−1} si x > 0. Por otra parte G(0) = [−1, 1]. De esta
manera

G(x) =





{1} , x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{−1} , x > 0.

La gráfica de G(x) se muestra en la Figura 1.4 (B).
De forma análoga si H(x) es la función multivaluada obtenida al aplicar el operador

de Filippov a la función h(x) = sign(x) del Ejemplo 1.2.3, se tiene

H(x) =





{−1} , x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{1} , x > 0.

La gráfica de H(x) se muestra en la Figura 1.4 (C).

1

2

3

4

−1

−2

1 2−1−2

(A)

1

2

3

4

−1

−2

1 2−1−2

(B)

1

2

3

4

−1

−2

1 2−1−2

(C)

Figura 1.4: (A) gráfica de F (x) para el Ejemplo 1.2.1, (B) gráfica de G(x) para el Ejem-
plo 1.2.2, (C) gráfica de H(x) para el Ejemplo 1.2.3.

Nota 1.1. La función multivaluada que resulta de aplicar el operador de Filippov a la
función sign (x) es dada por

Sign (x) =





{−1} , x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{1} , x > 0.

Es importante observar que la imagen de cada punto de D bajo F es un conjunto
cerrado, acotado y convexo. Por esta razón la inclusión diferencial (1.11) tiene infinitas
soluciones, donde una solución de la inclusión diferencial (1.11) es una función x (t)
absolutamente continua (Ver Definición A.4 del Apéndice A) que satisface a (1.11) casi
en todas partes. Haciendo uso de esta noción de solución, se define una solución para el
problema de valor inicial con lado derecho discontinuo (1.7) de la siguiente forma:
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Una solución en el sentido de Filippov del problema de valor inicial (1.11) es una
función absolutamente continua x : R+ → R

n que satisface (1.11) para casi todo
t ∈ R

+.

Definición 1.3.

Se observa que en los puntos de continuidad de la función f (x) las soluciones de (1.7)
y (1.11) son la misma ya que en tales puntos F (x) es el conjunto unipuntual {f (x)}. Por
tanto para poder definir una solución en el sentido de Filippov al problema de valor inicial
(1.7) en los puntos de discontinuidad de la función f (x), se debe re-definir tal solución
haciendo uso de alguna solución de la inclusión diferencial (1.11). Esto es análogo a
reemplazar el problema de valores iniciales (1.7) por algún otro problema de valor inicial
cuya solución coincida con la solución construida. Este nuevo problema de valor inicial
debe cumplir:

1. El lado derecho de este problema de valores iniciales debe ser una función univalua-
da y debe estar definido para toda x en el dominio de f .

2. La solución de este nuevo problema debe ser también solución de la inclusión dife-
rencial, es decir debe ser solución en el sentido de Filippov.

Esta nueva función es llamada selección. El concepto se define a continuación:

Una función g : 2R
n → R

n univaluada, es una selección de la función multivalua-
da F : Rn → 2R

n

, si
∀x ∈ R

n, g (x) ∈ F (x) .

Definición 1.4.

Generalmente F admite muchas selecciones, cada una da origen a una ecuación diferen-
cial distinta. Existen diferentes formas de elegir una selección. Para dar una solución en el
sentido de Filippov la selección se define de la siguiente manera:

Para F : Rn → 2R
n

, la función univaluada definida por

m (F (x)) :=

®

u ∈ F (x) : ‖u‖ = mı́n
y∈F(x)

‖y‖
´

es llamada la selección de norma mínima.

Definición 1.5.
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Para el Ejemplo 1.8 se tiene que la selección de la norma mínima es:

m (F (x)) =

{
3, x < 0,

1, x ≥ 0.

(Notemos que emplear la selección de norma mínima es equivalente a definir el valor
sign(0) = 1; tal valor se considera únicamente para este ejemplo.)

Calculando la selección de la norma mínima al Ejemplo (1.9) se obtiene:

m (G(x)) =





1, x < 0,

0, x = 0,

−1, x > 0.

(Al emplear la selección de norma mínima en este ejemplo se define sign(0) = 0.)
La gráfica para la selección de norma mínima de los Ejemplos 1.2.1-1.2.3 se observa

en la Figura 1.5.

1

2

3

−1

−2

1 2−1−2

(A)

1

2

3

−1

−2

1 2−1−2

(B)

1

2

3

−1

−2

1 2−1−2

(C)

Figura 1.5: (A) gráfica de m(F (x)) para el Ejemplo 1.2.1, (B) gráfica de m(G(x)) para el
Ejemplo 1.2.2, (C) gráfica de m(H(x)) para el Ejemplo 1.2.3.

Notemos que en los Ejemplos 1.2.1-1.2.2 sign(0) es definido de diferentes maneras em-
pleando la selección de norma mínima con el fin de obtener una solución absolutamente
continua (lo cual se muestra mas adelante) a la ecuación diferencial, donde en cada uno
de estos ejemplos las soluciones no son diferenciables en puntos que pertenecen al con-
junto D pero son continuas en los puntos contenidos en D. El campo de direcciones que
resulta al aplicar la selección de norma mínima a cada uno de los ejemplos anteriores se
muestra en la Figura 1.6.

Aún queda pendiente el problema de cómo construir una solución para una ecuación
diferencial cuyo lado derecho es la función que resulta de aplicar la selección de norma
mínima a una función multivaluada. Un método que permite dar solución a este proble-
ma, consiste en aproximar el lado derecho de dicha ecuación por medio de una familia
de ecuaciones diferenciales cuyo lado derecho son funciones continuas. Particularmen-
te, cuando la función multivaluada es semicontinua superiormente, en el sentido de la
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t

x(t)

(A)
Condiciones iniciales.

t

x(t)

(B)

t

x(t)

(C)

Figura 1.6: (A) Campo de direcciones para el Ejemplo 1.2.1, (B) Campo de direcciones de
el Ejemplo 1.2.2, (C) gráfica de el campo de direcciones Ejemplo 1.2.3.

Definición 1.6, se puede obtener dicha familia de ecuaciones diferenciales cuyo lado de-
recho converge puntualmente a la correspondiente función multivaluada y las soluciones
de dicha familia convergen uniformemente a la solución de la ecuación diferencial cuyo
lado derecho es la selección de norma mínima (lo cual se muestra mas adelante en el
Teorema 1.4 de la página 15).

Sea una función multivaluada F : Rn → 2R
n

. Decimos que F es semicontinua
superiormente en un punto p ∈ R

n, si para cada conjunto abierto U de 2R
n

tal
que F (p) ⊂ U , existe un conjunto abierto V de R

n tal que p ∈ V y F (x) ⊂ U
para cada x ∈ V . Decimos que F es semicontinua superiormente si lo es para
cada punto del dominio (ver Figura 1.7).

Definición 1.6.

R
n 2R

n

p
x

V

F

F(x)
F(p)

U

Figura 1.7: Interpretación geométrica de la semicontinuidad superior de una función mul-
tivaluada.
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En el siguiente ejemplo se muestra que la función multivaluada F (x) = Sign (x) es
semicontinua superiormente.

Ejemplo 1.2.4. La función F (x) = Sign (x) definida en la Nota 1.1 es semicontinua supe-
riormente. Sea p ∈ R. Si p < 0 entonces F (p) = {−1}, luego si U es un conjunto abierto
en R tal que {−1} ⊂ U existe, por ejemplo, el conjunto abierto V = (2p, 0) en R tal que
F (x) ⊂ U para cada x ∈ V . Si p > 0 entonces F (p) = {1}. Así, si U es un conjunto
abierto en R tal que {1} ⊂ U entonces podemos tomar, por ejemplo, el conjunto abierto
V = (0, 2p). Note que F (x) ⊂ U para cada x ∈ V . Si p = 0, entonces F (p) = [−1, 1] y si
U es un conjunto abierto en R tal que F (0) ⊂ U entonces podemos tomar, por ejemplo, el
conjunto abierto V = (−ǫ, ǫ) para cada ǫ > 0. Para puntos x ∈ (−ǫ, 0) ⊂ V , se tiene que
F (x) ⊂ [−1, 1] ⊂ U , análogamente si x ∈ (0, ǫ) ⊂ V . Esto muestra que F es semicontinua
superiormente.

El siguiente lema ayudará a mostrar que el operador de Filippov es una función multi-
valuada semicontinua superiormente, la demostración puede consultarse en [4, 11].

Sean (V, d) y (U, d′) espacios métricos y F : V → 2U una función de múltiples
valores tal que F(x) es un conjunto compacto para cada x ∈ E. Las siguientes
proposiciones son equivalente

(a) F es semicontinua superiormente en p ∈ V .

(b) Si {xn} y {yn} son sucesiones tales que

ĺım
n→+∞

xn = p, y ĺım
n→+∞

yn = q

con yn ∈ F(xn), entonces q ∈ F(p).

Lema 1.4.

Sea f : Rn → R
n una función acotada casi en todas partes. Entonces la función

multivaluada obtenida de aplicar el operador de Filippov a la función f , es una
multifunción semicontinua superiormente.

Proposición 1.1.

Demostración. Vamos a mostrar que si {xn} y {vn} son sucesiones tal que ĺımn→+∞ xn =
p y ĺımn→+∞ yn = q, con yn ∈ F(xn), entonces q ∈ F(p), de acuerdo al lema anterior.
Sea ǫ > 0. Como ĺımn→+∞ xn = p, existe m ∈ N tal que para n ≥ m, xn ∈ Bǫ(p). Sea
ǫn = ‖xn − p‖, entonces

yn ∈ conv(f(B(ǫ−ǫn)/2(xn) \D)) ⊂ conv(f(Bǫ(p) \D)),
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y ya que ĺımn→+∞ yn = q, entonces q ∈ conv[f(Bǫ(p) \D)]. Esto muestra que el operador
de Filippov es semicontinuo superiormente.

Para funciones multivaluadas semicontinuas superiormente, el siguiente resultado;
mostrado en [3, p. 84], da condiciones para obtener una familia de funciones continuas
que aproximan a la correspondiente función multivaluada.

Sea F : Rn → 2R
n

una función multivaluada semicontinua superiormente, tal
que para todo x ∈ R

n, F (x) es un subconjunto convexo. Entonces para cada
ǫ > 0 existe un mapeo localmente Lipschitz fǫ : R

n → R
n tal que su imagen esta

contenida en la envolvente convexa de la imagen de F y

graf (fǫ) ⊂ Bǫ (graf (F)) .

Si la selección de norma mínima m (F) es localmente compacta (respectivamente
localmente acotada), la familia {fǫ} es localmente equicompacta (respectivamen-
te localmente equiacotada).a

aVer las Definiciones A.5 y A.6 del Apéndice A, en la página 62.

Teorema 1.3 (Teorema de la selección aproximada).

graf (F)

Bǫ (graf (F))

graf (fǫ)

Figura 1.8: Selección aproximada para una función multivaluda.

Combinando lo anterior y el Teorema de existencia y unicidad para ecuaciones dife-
renciales con lado derecho continuo, se tiene el siguiente resultado:
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Sea F : Ω ⊂ R
n → 2R

n

una función multivaluada semicontinua superiormente
en Ω, donde Ω es un subconjunto abierto que contiene a x0, y tales que, para
cada x ∈ Ω, F (x) es un conjunto cerrado y convexo en R

n. Si la función m (F)
es localmente compacta, entonces existe T > 0 y una función absolutamente
continua x (·) definida en [0, T ], la cual es una solución a la inclusión diferencial
(1.11).

Teorema 1.4 (Existencia de soluciones para inclusiones diferenciales).

Como m (F) es localmente compacta existe un subconjunto compacto y convexo K, y
escalares a, b > 0 tales que

D = {(t,x) ∈ R× Ω : |t| < a, ‖x0 − x‖ < b} ⊂ R× Ω (1.13)

y m (F (x)) ∈ K para todo (t,x) ∈ D. Definimos T = mı́n (a, b/ ‖K‖), donde

‖K‖ = sup
x∈K

‖x‖.

Demostración. Por el Teorema de selección aproximada, para cada ǫn = 1
n , con n ∈ N,

existe una familia de funciones fn : R
n → R

n localmente Lipschitz, que aproximan a
F. A partir de cada elemento de la sucesión {fn} consideremos la familia de ecuaciones
diferenciales ordinarias

ẋn = fn (xn) , xn (0) = x0, (1.14)

cuyas soluciones existen y son únicas de acuerdo al teorema de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias. Sean xn : [0, T ] → Ω las soluciones para las
ecuaciones (1.14). En particular cada ‖ẋn (t)‖ es acotada por ‖K‖, ya que, debido al
Teorema de la selección aproximada, se tiene que la sucesión {fn (xn)} es equicompacta,
es decir, para (t,xn) ∈ D existe una vecindad N (xn) de xn, tal que {t} × N (xn) ⊂ D

y fn (N (xn)) ⊂ K, de donde fn (xn) ∈ K, lo cual equivale a ‖fn (xn)‖ ≤ ‖K‖. Mas aún,
cada xn (t) toma valores en el conjunto compacto x0 + TK. Mostremos este hecho por
contradicción, es decir, supongamos que xn (t) 6∈ x0 + TK, o de manera equivalente

x0 +

∫ T

0
fn (xn (t)) dt 6∈ x0 + TK,

es decir, ∫ T

0
fn (xn (t)) dt 6= Ty =

∫ T

0
ydt, para toda y ∈ K.

Esto implica que fn (xn (t)) 6∈ K para casi todo t. Lo cual es una contradicción.
Por el Teorema de Arzelà-Ascoli (ver Teorema A.2 en el Apéndice A, página 63) existe

una subsucesión {xnk
(t)} de {xn (t)} tal que xnk

(t) converge uniformemente a x (t) y
ẋnk

(t) converge puntualmente a ẋ (t) en [0, T ]. Además, por el Teorema de convergencia
[3, Teorema 1.4.1 p. 60], lo anterior implica

d ((xnk
(t) , ẋnk

(t)) , graf F) = d ((xnk
(t) , fnk

(xnk
(t))) , graf F) → 0
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es decir
ẋ (t) ∈ F.

Ejemplo 1.2.5. Consideremos la siguiente ecuación diferencial con lado derecho discon-
tinuo

ẋ = sign (x) , x (0) = −1. (1.15)

La inclusión diferencial correspondiente es

ẋ ∈ Sign (x) , x (0) = −1,

donde Sign (x) se define de forma análoga a como se define en la Nota 1.1 de la página 10.
La selección de norma mínima es dada por

m (Sign (x)) =





1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0,

la cual es localmente compacta, pues, si N (x) es una vecindad cualquiera, entonces
m (Sign (N (x))) ∈ {{−1} , {1} , {−1, 0, 1}}, es decir, m (Sign (N (x))) es compacta.

Sea la sucesión {gn (x)}
gn (x) = tanhnx,

esta sucesión es equicompacta, pues para cada n y cualquier vecindad N (x) se tiene
gn (N (x)) ⊂ [−1, 1]. Consecuentemente, la sucesión {gn (x)} converge puntualmente a
m (Sign (x)), debido al Teorema de existencia de soluciones para inclusiones diferenciales,

ĺım
n→∞

tanh (nx) = ĺım
n→∞

enx − e−nx

enx + e−nx
=





1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

La solución del sistema

ẋ = tanh (nx) , x (0) = −1, n = 1, 2, 3, . . . ,

es dada por
xn (t) = − 1

n arcsenh
Ä

senh (n) ent
ä

.

Una vez mas, por el Teorema de existencia de soluciones de inclusiones diferenciales, se
tiene que la sucesión xn (t) converge uniformemente a la solución x (t) del problema de
valores iniciales

ẋ = m (Signx) , x (0) = −1, (1.16)

cuyo límite se obtiene de

x (t) = − ĺım
n→∞

1
narcsenh

Ä

ent senh (n)
ä

= − ĺım
n→∞

1+t+(1−t)e−2n√
4e−2n(t+1)+(1−e−2n)2

=

{
0, t < −1,

−1− t, t ≥ −1,
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la segunda igualdad se obtiene al aplicar la regla de L´hôpital. En la Figura 1.9 se observa
la convergencia de las sucesiones {gn (x)} y {xn (t)} a las funciones m (Sign (x)) y x (t),
respectivamente.

-4 -2 2 4
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0
x1

-4 -2 2 4
t

-6

-5

-4

-3

-2

-1

x1

Figura 1.9: Aproximación de la función m (Signx) por la sucesión {gn (x)} y convergencia
de la sucesión {xn (t)} a la solución del problema de valores iniciales 1.15, x (0) = −1.

De manera análoga para x (0) = 1, se observa la convergencia de las sucesiones
{gn (x)} y {xn (t)} a las funciones m (Sign (x)) y x (t), respectivamente, como se mues-
tra en la Figura 1.10
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Figura 1.10: Aproximación de la funciónm (Signx) por la sucesión {gn (x)} y convergencia
de la sucesión {xn (t)} a la solución del problema de valores iniciales 1.15, x (0) = 1.

En el Ejemplo 1.2.5 se muestra la forma de obtener una solución para la ecuación
diferencial con lado derecho discontinuo (1.15) dadas dos condiciones iniciales diferentes
no nulas. Si estas soluciones se observan en tiempos negativos, entonces las soluciones
necesariamente deben ser cero hasta algún instante T (en este caso T < 0 puesto que la
condición inicial se ha definido en el instante t0 = 0, en otro caso puede ser positivo), y
para instantes t > T la solución deja de ser cero. Si la condición inicial es cero entonces la
solución del sistema es siempre cero.

En este trabajo nos interesa estudiar las soluciones del sistema

ẋ = f (x) , x (t0) = x0, t ≥ t0, (1.17)
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donde f es una función discontinua en un conjuntoD de medida 0 y numerable; las cuales
se obtienen de resolver el sistema

ẋ = m (F (x)) , x (t0) = x0, t ≥ t0. (1.18)

El ejemplo que sigue ilustra el procedimiento para obtener una solución a una inclusión
diferencial.

Ejemplo 1.2.6. Se presenta el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con lado de-
recho discontinuo

ẋ = x+ y, x (0) = 1

ẏ = sign (y) , y (0) = −1,
(1.19)

cuya inclusión diferencial es

ẋ = x+ y, x (0) = 1

ẏ ∈ Sign (y) , y (0) = −1.
(1.20)

En el ejemplo anterior se tiene la solución a la inclusión diferencial ẋ ∈ Sign (x), por
tanto, la solución del sistema anterior se aproxima por medio de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales

ẋ = x+ y, x (0) = 1,

ẏ = tanh (ny) , y (0) = −1,

cuya solución se puede representar de la siguiente manera

xn (t) = et −
∫ t

0

e(t−s) arcsenh(senh(n)ens)

n
ds

yn (t) = − 1
n arcsenh

Ä

senh (n) ent
ä

.

El Teorema 1.4 garantiza que xn (t) → x (t) y yn (t) → y (t), x (t) y y (t) son las soluciones
del sistema (1.20), donde

x (t) = et − ĺım
n→∞

∫ t

0

et−s arcsenh(senh(n)ens)

n
ds

y (t) = − ĺım
n→∞

1
n arcsenh

Ä

senh (n) ent
ä

,

para la coordenada y se tiene

y (t) = − ĺım
n→∞

1
n arcsenh

Ä

senh (n) ent
ä

= − ĺım
n→∞

e−2n(1− t) + (1 + t)
»

4e−2n(t+1) + (1− e−2n)2
=

{
0, t < −1,

−1− t, t ≥ −1.

Para la coordenada x se requiere calcular

x (t) = ĺım
n→∞

ñ

et −
∫ t

0

et−s arcsenh(senh(n)ens)

n
ds

ô

= et − ĺım
n→∞

∫ t

0

et−s arcsenh(senh(n)ens)

n
ds = −et + 2 + t
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dado que la sucesión que se encuentra dentro de la integral es una sucesión no decrecien-
te de funciones no negativas y convergen puntualmente a y (t), entonces el Teorema de
la Convergencia Monótona [14] permite obtener una expresión para x (t). Por tanto, la
solución al sistema (1.20) es

{
x (t) = −et + 2 + t,

y (t) = −1− t,
t ≥ 0.

La solución general del sistema es dada por

x (t) = et +

{
0, t < −1,

2
(
1− et

)
+ t, t ≥ −1.

y (t) =

{
0, t < −1,

−1− t, t ≥ −1.

-1 1 2 3 4 5 6
x

1

2

3

4
y

Figura 1.11: convergencia de la sucesión {xn (τ)} a la solución del problema de valores
iniciales 1.19, x (0) = 1.

Debido a que en los puntos donde f (x) es discontinua, la selección de norma míni-
ma m (F (x)) redefine el campo vectorial descrito por la función f (x), de tal manera que
se pueda extender la solución del sistema (1.17) mas allá de los puntos de discontinui-
dad, basta con hallar los segmentos de solución donde la función f (x) es continua de
la siguiente manera. Supongamos que la función es discontinua en los puntos aislados
x1,x2, . . . ,xℓ, . . ., entonces la solución x (t) del sistema (1.18) se puede determinar de
la siguiente manera. A partir de la condición inicial x0 se determina la solución x (t) del
sistema (1.18) en un intervalo de tiempo t0 < t < t1, donde t1 es algún instante en el
que se cumple x (t1) = x1. En el intervalo t0 < t < t1 la solución x (t) es continua y
diferenciable. Ahora bien, ya que m (F (x)) es definida en el punto x1, este valor se puede
considerar como condición inicial para el sistema (1.18), de manera que se puede deter-
minar la solución x (t) en algún intervalo t1 < t < t2, donde t2 es algún instante en el que
se cumple x (t2) = x2. Esta solución es continua y diferenciable en el intervalo t1 < t < t2.
Esto permite extender la solución definida en el intervalo t0 < t < t2 la cual es continua
y diferenciable a trozos. Este procedimiento se puede repetir en todos los puntos de dis-
continuidad a fin de obtener una solución continua en todos los puntos y diferenciable a
trozos.
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1.3. Controlabilidad y accesibilidad

Consideremos el problema de valor inicial

ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0, x (t) ∈ R
n,

u(·) ∈ U = {u(t) ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} ,
(1.21)

donde A es una matriz constante, b es un vector constante, y U es el conjunto de fun-
ciones reales, acotadas por la constante δ1 y continuas a trozos (KC). La dinámica del
sistema se puede pensar de la siguiente manera. Supongamos que ẋ = Ax modela algún
fenómeno físico, químico, biológico, etc., cuyo comportamiento no es de la forma deseada.
Si se desea que la dinámica del sistema tenga un comportamiento deseado, es decir, si se
requiere que la solución x (t) de dicho sistema tome algún valor dado xf en un tiempo tf ,
el cual puede ser fijo o no, o bien; que la solución x (t) se comporte de manera análoga
a cierta trayectoria γ (t) dada, entonces se puede considerar perturbar el sistema con la
ayuda de alguna función u (·), la cual, en principio es desconocida. Surge el problema
de saber si existe dicha función. El concepto de controlabilidad permite determinar si un
sistema tiene la propiedad de poder ser llevado desde algún estado inicial x0 dado a otro
estado final xf también dado, en un tiempo finito y con ayuda de alguna perturbación
u ∈ U , como se muestra en la Figura 1.12 (A). Note que para cada u ∈ U distinta el
estado final al que se llega es también distinto como se muestra en Figura 1.12 (B).

(A)

x0
xf x0

xf

D

(B)

Figura 1.12: Idealización del concepto de accesibilidad.

Para sistemas de la forma (1.21) la matriz de controlabilidad, desempeña un papel
importante en la teoría de controlabilidad, la cual se define de la siguiente manera:
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La matriz U =
[
b, Ab, . . . , An−1b

]
es llamada matriz de controlabilidad para el

sistema (1.21).

Definición 1.7.

Una pregunta natural sobre el concepto de controlabilidad es la siguiente: si x0 es
fijo, cuáles son los puntos xf a los que se puede llegar utilizando todas las perturbaciones
u ∈ U y que propiedades tiene el conjunto resultante. A dicho conjunto se le conoce como
conjunto de accesibilidad y se define como:

D = {y ∈ R
n : existe u ∈ U tal que x (t1) = y para algún t1 ∈ (0,∞)} .

Este conjunto se puede ver como la unión de conjuntos disjuntos a pares. En efecto, si
para cada t ≥ 0 fijo se define el conjunto

Dt = {xu (t) ∈ R
n : u ∈ U } ,

como se muestra en la Figura 1.13. Se tiene que

D =
⋃

t>0

Dt.

Dτ1

Dτ2

x0

D

Figura 1.13: Conjuntos Dτn .

En lo que sigue supondremos que x0 = 0, ya que si la condición inicial no es cero, se
puede hacer una traslación para obtener dicha condición inicial.

El conjunto de accesibilidad para el sistema (1.21) es simétrico respecto al origen, pues
si xu1 (t1) pertenece al conjunto de accesibilidad D, entonces existen u1 ∈ U y t1 < ∞
tales que

xu1 (t1) =

∫ t1

0
eA(t1−τ)bu1 (τ)dτ.

Es claro que −xu1 (t1) está en D bajo la perturbación −u1 ∈ U .
El siguiente lema nos muestra bajo qué condiciones el conjunto de accesibilidad tiene

dimensión n, es decir, tal que el menor subespacio que contiene al conjunto de accesibili-
dad es de dimension n.
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Si rangU = n, el conjunto de accesibilidad D es convexo en R
n, y dimD = n.

Lema 1.5.

Demostración. Para mostrar que D es convexo, primero se mostrará que cada Dt es
convexo para todo t ∈ (0,∞). Sean xu1 (t) y xu2 (t) elementos de Dt. Haciendo uso de la
linealidad de la integral se tiene que

λxu1 (t) + (1− λ)xu2 (t) =

∫ t

0
eA(t−τ)b (λu1 (τ) + (1− λ)u2 (τ))dτ ∈ Dt,

ya que λu1 (τ)+(1− λ) u2 (τ) pertenece U . Sean xu1 (t1) y xu2 (t2) elementos en D donde,
sin pérdida de generalidad, consideramos t1 < t2. Entonces

xuk
(tk) =

∫ tk

0
eA(tk−τ)buk (τ)dτ, k = 1, 2.

Para obtener la convexidad de D basta con notar que xu1 (t1) está en Dt2 . Sea u∗ (t)
definido como

u∗ (t) =

{
u1 (t) , t ∈ [0, t1] ,

0, t ∈ (t1, t2],

es claro que u∗ (t) ∈ U . Como xu1 (t1) se puede reescribir de la siguiente manera

xu1 (t1) =

∫ t2

0
eA(t2−τ)bu∗ (τ)dτ

entonces xu1 (t1) ∈ Dt2 . Se sigue que D es convexo.
Para mostrar que dimD = n, se procede por contradicción supongamos que dimD =

m < n. Como D es convexo y 0 ∈ D, existe un plano tangente que forma un subespacio
propio de R

n. Se mostrará que 0 esta en el interior de D, lo cual implica que m = n. Como
dimD = m < n, entonces 0 esta en la frontera de D. El plano tangente divide a R

n en dos
semiespacios tal que D esta completamente contenido en uno de ellos, como se ilustra en
la Figura 1.3. Denotamos por η 6= 0 el vector normal del plano tangente que se halla en el
otro semiespacio. Se cumple que

xTη ≤ 0, para todo x ∈ D

más aún

0 = máx
x∈D

xTη = máx
u∈U

∫ t1

0
ηTeA(t1−t)bu (t)dt. (1.22)

La igualdad (1.22) es posible si y solo si

ηTeA(t1−t)b = 0, para todo t ∈ [0, t1] . (1.23)

Para t = t1 se tiene ηTb = 0. La función del lado izquierdo de la igualdad (1.23) se puede
diferenciar n− 1 veces con respecto a t, obteniendo las siguientes n− 1 igualdades

ηTAib = 0, i = 1, . . . , n− 1.
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de donde se tiene
ηT
Ä

b, Ab, . . . , An−1b
ä

= ηTU = 0,

se sigue que las n columnas de la matriz de controlabilidad son linealmente dependientes,
es decir su rango es menor que n, lo cual contradice la hipótesis del lema, y prueba que
0 ∈ D, por lo tanto dimD = n

x1

x2

D

η

Figura 1.14: Representación de el plano tangente en R
2.

Se dice que el sistema (1.21) es completamente controlable si dado un estado
inicial x0, la solución x (t) del sistema puede ser transferida a cualquier estado
final xf ∈ R

n en algún tiempo finito tf .

Definición 1.8.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para decidir cuando
el sistema (1.21) es completamente controlable.

El sistema (1.21) es completamente controlable si y solo si

rang
î

b, Ab, . . . , An−1b
ó

= n.

Teorema 1.5.

Demostración. Supongamos primero que el sistema (1.21) es completamente contro-
lable. Por mostrar que rang

[
b, Ab, . . . , An−1b

]
= n. Procediendo por contradicción se

supone que
rang

î

b, Ab, . . . , An−1b
ó

= m < n.

Entonces las n filas de la matriz de controlabilidad son linealmente dependientes. Por
tanto existen números reales α1, . . . , αn, no todos cero, tal que

αT
Ä

b, Ab, . . . , An−1b
ä

= (0, 0, . . . , 0)
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donde αT = (α1, . . . , αn) y ‖α‖ 6= 0.

αTb = 0, αTAb = 0, . . . , αTAn−1b = 0.

Del Teorema de Cayley-Hamilton se tiene

An + a1A
n−1 + · · ·+ an−1A+ anI = 0,

donde a1, . . . , an son los coeficiente del polinomio característico de la matriz A. De las
relaciones anteriores se tiene αTAnb = −αT

(
a1A

n−1 + · · ·+ an−1A+ anI
)
b = 0, y

αTAmb = 0 para cualquier entero positivo m. Puesto que

αTAn+1b = −αT
Ä

a1A
n + · · · + an−1A

2 + anA
ä

b = 0.

Ahora bien, la solución del sistema (1.21) con condición inicial x0 = 0 es

x (t) =

∫ t

0
eA(t−τ)bu (τ)dτ

de lo cual se obtiene

αTx (t) =

∫ t

0
αTeA(t−τ)bu (τ)dτ = 0,

pues la matriz exponencial exp (A (t− τ)) es definida como la serie

eA(t−τ) =
∞∑

i=0

(t− τ)i

i!
Ai,

de lo anterior se deduce que x (t) es ortogonal al vector αT para todo t ≥ 0, es decir x (t)
es constante para todo t ≥ 0, esto implica que x (t) = 0 para todo t ≥ 0 ya que x (0) = 0,
lo cual contradice la controlabilidad del sistema.

0

Dl
l

x̄1

x̄

η

Figura 1.15: Conjunto de accesibilidad.
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Ahora se supone que rang
[
b, Ab, . . . , An−1b

]
= n, por mostrar que el sistema 1.21 es

completamente controlable. Procediendo por contradicción, supongamos que la región de
accesibilidad es acotada, es decir

u (·) ∈ Dl = {|ui (t)| ≤ l, i = 1, . . . , s} ,

por el Lema 1.5 se tiene que para un tiempo t1 = 1 el conjunto de accesibilidad Dl es una
región convexa que contiene al origen. Ahora haciendo l → ∞ se afirma que Dl = R

n.
Para probar lo anterior, tomemos un punto aleatorio x̄ ∈ R

n y el segmento (0, x̄). Como
0 ∈ Dl, entonces existe un punto x̄1 = ρx̄ ∈ Dl en dicho segmento tal que 0 < ρ < 1,
ahora bien como x̄1 ∈ Dl, entonces existe un control ul tal que

x̄1 =

∫ 1

0
eA(1−τ)bul (τ)dτ.

Se tiene que el punto x̄ se puede reescribir en términos de x̄1 como sigue

x̄ = 1
ρ x̄1 =

∫ 1

0
eA(1−τ)b

Ä

1
ρu

l (τ)
ä

dτ,

es decir, el punto x̄ se alcanza en el tiempo t1 = 1 con el control ū = ul

ρ , con lo cual queda
demostrada la suficiencia.

La controlabilidad completa de un sistema permite expresarlo en una forma especial
llamada forma canónica del sistema. El siguiente teorema da condiciones necesarias y
suficientes para poder transformar el sistema (1.21).

El sistema de ecuaciones diferenciales

ẋ = Ax+ bu, u (·) ∈ U , (1.24)

se puede expresar en forma del sistema completamente controlable de ecuaciones
diferenciales canónico

ẏ = Ãy + enu, u (·) ∈ U , (1.25)

los escalares a1, . . . , an son los coeficientes del polinomio característico,

Ã =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 · · · −a1



, en =




0
0
...
0
1



,

si y solo si,
rangU = rang

î

b, Ab, . . . , An−1b
ó

= n.

Teorema 1.6.
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Demostración. Supongamos que el sistema (1.24) se puede escribir en la forma (1.25),
es decir, existe una matriz C invertible, tal que la transformación x = Cy permite obtener
Ã = C−1AC y en = C−1b. Como el sistema (1.25) es completamente controlable, se tiene
det[en, Ãen, . . . , Ã

n−1en] 6= 0. En sí, al desarrollar el determinante por cofactores se tiene

det
î

en, Ãen, . . . , Ã
n−1en

ó

=




0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · −a1
...

...
...

. . .
...

0 0 1 · · · ℓn−2,n

0 1 −a1 · · · ℓn−1,n

1 −a1 ℓn,3 · · · ℓn,n




= (−1)
n(n+3)

n ,

donde los términos ℓi,j son distintos de cero. Se sigue entonces

detU = det
î

b, Ab, . . . , An−1b
ó

= det
î

Cen, CÃen, . . . , CÃ
n−1en

ó

= det
î

C
î

en, Ãen, . . . , Ã
n−1en

óó

= detC det
î

en, Ãen, . . . , Ã
n−1en

ó

.

Esto muestra que rangU = n.
Ahora supongamos que rangU = n. Esto implica que el sistema (1.24) es completa-

mente controlable y que las columnas de U son linealmente independientes, por tanto,
forman una base {u1, . . . ,un}, donde u1 = b,u2 = Au1, . . . ,un = Aun−1. Por lo que la
representación siguiente es única:

un+1 = anu1 + · · ·+ a1un

donde los escalares a1, . . . , an son los coeficientes del polinomio característico

det [A− λI] = λn + a1λ
n−1 + · · · + an−1λ+ an.

Se quiere encontrar una base {c1, . . . , cn} tal que el cambio de variable x = Cy permite
transformar el sistema (1.24) en el sistema (1.25), donde C debe ser invertible. Esto
equivale a expresar x como

x = y1c1 + · · · + yn−1cn−1 + yncn.

Al substituir esta expresión en el sistema (1.24) se obtiene ẋ = ACy + bu esto se puede
expresar de la siguiente manera

ẋ = y1Ac1 + · · ·+ yn−1Acn−1 + ync+ bu.

Por otra parte, de la relación x = Cy se obtiene ẋ = Cẏ, lo cual, en virtud del sistema
(1.25), es equivalente a

ẋ = ẏ1c1 + · · ·+ ẏn−1cn−1 + ẏncn

= y2c1 + · · ·+ yncn−1 + (−any1 − an−1y2 − · · · − a1yn + u) cn

= −y1ancn − y2 (an−1cn − c1)− · · · − yn (a1cn − cn−1) + cnu.
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Igualando las dos expresiones que se tienen para ẋ se tiene el sistema

Ac1 = −ancn
Ac2 = − (an−1cn − c1)

...

Acn = − (a1cn − cn−1)

b = cn

(1.26)

cuya solución es

c1 = an−1b+ an−2Ab+ · · · + a1A
n−2b+An−1b

c2 = an−2b+ · · ·+ a1A
n−3b+An−2b

...

cn−1 = a1b+Ab

cn = b.

De las relaciones anteriores se tiene que la matriz C = [c1, c2, . . . , cn] resulta de multiplicar
dos matrices

C = [c1, c2, . . . , cn] =
î

b, Ab, . . . , An−1b
ó




an−1 an−2 · · · a1 1
an−2 an−3 · · · 1 0

...
...

...
...

...
a1 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0



= UP1. (1.27)

Notemos que detP1 = (−1)
n(n−3)

n y detU 6= 0, por lo tanto detC 6= 0. Esto muestra que
los sistemas (1.24) y (1.25) son equivalentes bajo la transformación x = Cy.

1.4. Principio del máximo de Pontryagin

Considere el sistema
ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0. (1.28)

En el apartado anterior se discute el problema sobre la existencia de una trayectoria x (t),
solución del sistema (1.28), con la propiedad de alcanzar un estado xf dado en un tiempo
finito tf (el cual no necesariamente es fijo), con ayuda de alguna función u ∈ U . En el caso
particular en el que el sistema es completamente controlable, se puede llegar a cualquier
punto xf , partiendo del punto x0. Si fijamos estos dos valores, surge la siguiente pregunta;
de cuantas formas se puede alcanzar xf partiendo del estado x0. Si existe mas de una tra-
yectoria, es claro que lo que las hace diferentes es la perturbación u ∈ U . Seria deseable
poder seleccionar alguna de estas trayectorias utilizando algún criterio de optimalidad;
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por ejemplo, menor (mayor) distancia, menor (mayor) tiempo de recorrido, etc. Es natu-
ral cuestionarse si existe una perturbación que optimice dicha trayectoria de acuerdo al
criterio de optimalidad elegido; para ello se plantea un problema de optimización:

mı́n
u∈U

J(x(t))

Ç

sup
u∈U

J(x(t))

å

, (1.29)

observemos que los valores del funcional J(x(t)) (es decir, una función cuyo argumento
es una función) J(x(t)) dependen de la solución del sistema (1.28), es decir se tiene un
problema de optimización restringido. Una herramienta que utilizaremos es el principio
del máximo de Pontryagin.

Asociado al sistema (1.28) se define el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
conjugado

ψ̇ = −ATψ, (1.30)

El siguiente ejemplo da una idea gráfica de la relación que guardan los sistemas (1.28)
y (1.30);

Ejemplo 1.4.1. Consideremos el problema de valores iniciales



ẋ1
ẋ2
ẋ3


 =




0 1 0
−u 0 0
0 0 0






x1
x2
x3


+



0
0
1


 (u− 1), (1.31)

con condición inicial x0 = [1, 1, 0]T y u (t) = 1. Cuya solución es

x1 (t) = sen (t) , x2 (t) cos (t) , x3 (t) ≡ 0.

Su correspondiente sistema conjugado



ψ̇1

ψ̇2

ψ̇3


 =




0 u 0
−1 0 0
0 0 0






ψ1

ψ2

ψ3


 . (1.32)

La importancia del sistema conjugado es que se cumple la siguiente igualdad para todo
t > t0

〈ψ(t),x(t)〉 = c,

donde 〈a,b〉 representa el producto usual en R
n. Dicha relación que guardan los sistemas

(1.28) y (1.30) se muestra en la Figura 1.16.
Se define la función de Pontryagin como

H (ψ,x, u) = ψT(Ax+ bu), (1.33)

y la función Hamiltoniana

H (t) = H (ψ (t) ,xo (t) , uo (t))
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x3

x1

x2

ψ (t0)

x0

ψ (t)

x (t)

Figura 1.16: Representación del sistema conjugado.

definida en un proceso óptimo
¶

uo(t),xo(t), [0, tof ]
©

, es decir, un conjunto constituido por
una perturbación optima uo(t), una trayectoria optima xo(t) y el intervalo de tiempo [0, tof ]
en el que se define dicha trayectoria optima; el cual da solución al funcional (1.29).

Supongamos que el estado final xf pertenece a una variedad M . Una condición ne-
cesaria para hallar una solución al problema de optimización (1.29) es el principio de
máximo de Pontryagin, cuya demostración se puede consultar en [16]:

Para cualquier proceso localmente óptimo
¶

xo (t) , uo (t) ,
î

0, tof
ó©

existe un par
(λ0 ≥ 0,ψ (·)) de tal manera que si λ0 = 0 entonces ψ (t) 6= 0, que satisfacen las
siguientes tres condiciones

Condición de máximo. La perturbación óptima uo (t) satisface

máx
u∈U

H (ψ (t) ,x (t) , u) = H (ψ (t) ,xo (t) , uo (t)) , para todo t ∈
î

0, tof
ó

.

Condición de transversalidad. En el tiempo tof se da la siguiente condición de
ortogonalidad:

Ñ

ψ
Ä

tof
ä

+ λ0
∂J
Ä

xo
Ä

tof
ää

∂x

é

⊥M.

Condición de estacionaridad. La función Hamiltoniana cumple

H(t) ≡ 0, para todo t ∈
î

0, tof
ó

.

Teorema 1.7 (Principio del máximo de Pontryagin).
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Estabilidad robusta.

2.1. Introducción

Consideremos el problema de valor inicial

ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0, x (t) ∈ R
n,

u(·) ∈ U = {u(t) ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} ,
(2.1)

donde A es una matriz constante con entradas reales, que posee valores propios reales
negativos y al menos dos valores propios complejos con parte real negativa, b es un vector
constante. Se supone que el par {A,b} es completamente controlable y u una función real,
acotada y continua a trozos. El conjunto D de discontinuidades de u es numerable tal que
para todo xi ∈ D se tiene d (xi,xi+1) > δ > 0, para algún δ fijo.

Se sabe que si b = 0, entonces la solución trivial x (t) = 0 del sistema (2.1) es asin-
tóticamente estable [15]. No obstante si b 6= 0, la estabilidad del sistema (2.1) depende
de la función u. El trabajo de esta tesis consiste en estudiar la dinámica del sistema (2.1),
cuando u es una función arbitraria que pertenece a U . El concepto de estabilidad de la
solución trivial bajo perturbaciones permanentes, cuya primera definición fue introduci-
da por Duboshin y Malkin [8], permite obtener información sobre el comportamiento de
la solución. Empleando este concepto se define la estabilidad robusta para el problema
de valor inicial (2.1) cuando la solución trivial x (t) = 0 es estable bajo perturbaciones
permanentes para cada u que esta en U .

Para realizar el estudio de la estabilidad robusta del sistema (2.1), es necesario escribir
el sistema en su forma canónica, lo cual permite simplificar algunos cálculos.

31
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2.2. Estabilidad robusta y desviaciones máximas en sistemas de orden 4

A fin de comprender el comportamiento del sistema (2.1), en este apartado se analiza
el proceso para determinar la estabilidad robusta en el caso particular de orden 4:

ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0, x (t) ∈ R
n,

u(·) ∈ U = {u(t) ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} ,
(2.2)

donde A posee 2 valores propios reales negativos y dos valores propios complejos con
parte real negativa. Dado que el sistema (2.2) es completamente controlable entonces
de acuerdo al Teorema 1.6, existe una matriz C invertible, descrita en (1.27), tal que el
sistema (2.2) es equivalente a la ecuación diferencial de orden cuatro:

....
x̄ + a1

...
x̄ + a2 ¨̄x+ a3 ˙̄x+ a4x̄ = bu,

la cual se puede expresar como el siguiente sistema de ecuaciones ordinarias mediante el
cambio de variables: x̄1 = x̄, x̄2 = ˙̄x, x̄3 = ¨̄x, x̄4 =

...
x̄ , y toma la forma

˙̄x = Ãx̄+ e4u, (2.3)

Ã =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−a4 −a3 −a2 −a1


 , e4 =




0
0
0
1


 ,

donde, a1, a2, a3, a4 son los coeficientes del polinomio característico. Por los supuestos
respecto a la matriz A, si los valores propios son de la forma λ1,2 = −ǫ1 ± iω1, λ3 = −ǫ2 y
λ4 = −ǫ3, entonces el polinomio característico asociado se representa por:

PA(λ) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4,

con
a1 = 2ǫ1 + ǫ2 + ǫ3,

a2 = ǫ2ǫ3 + 2ǫ1(ǫ2 + ǫ3) + ǫ21 + ω2
1,

a3 = 2ǫ1ǫ2ǫ3 + (ǫ2 + ǫ3)(ǫ
2
1 + ω2

1),

a4 = ǫ2ǫ3(ǫ
2
1 + ω2

1).

Los correspondiente vectores propios asociados a los valores propios de la matriz A son
u1 ± iv1, u2, u3

u1 =




−1
ǫ1

−ǫ21 + ω2
1

ǫ31 − 3ǫ1ω
2
1


 , v1 =




0
ω1

−2ǫ1ω1

3ǫ21ω1 − ω3
1


 , u2 =




−1
ǫ2
−ǫ22
ǫ32


 , u3 =




−1
ǫ3
−ǫ23
ǫ33


 .

El siguiente teorema que resulta de unir dos resultados [15, 1], cuya demostración
se puede consultar en [15], permite separar al sistema (2.3) en tres subsistemas no aco-
plados mediante una trasformación lineal no degenerada, lo cual nos ayudará a estudiar
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la estabilidad robusta del sistema (2.3) analizando la estabilidad en cada uno de dichos
subsistemas. De las condiciones obtenidas para estos tres subsistemas, se determinarán
condiciones necesarias para la estabilidad robusta del sistema original.

Si la matriz A tiene distintos valores propios complejos λj = aj+ibj y λ̄j = aj−ibj
y correspondientes vectores propios wj = uj + ivj , w̄j = uj − ivj , j = 1, . . . , k y
n−k distintos valores propios reales λj con sus correspondientes vectores propios
vj, j = k + 1, . . . , n. entonces la matriz

P = [vk+1 uk+1 · · · vn un v1 · · · vk]

es invertible y
P−1AP = diag [Bk+1, . . . , Bn, λ1, . . . , λk]

donde los Bj son bloques de la forma

Bj =

ñ

aj −bj
bj aj

ô

, j = 1, . . . , k.

Teorema 2.1.

Aplicando la transformación x̄ = Py, al sistema (2.3) donde la matriz P se construye
de acuerdo al teorema anterior, la cual resulta ser

P =




0 −1 −1 −1
ω1 ǫ1 ǫ2 ǫ3

−2ǫ1ω1 −ǫ21 + ω2
1 ǫ22 ǫ23

3ǫ21ω1 − ω3
1 ǫ31 − 3ǫ1ω

2
1 ǫ32 ǫ33




se obtiene el siguiente sistema equivalente al sistema (2.3).

ẏ = B̄y + c̄u, u ∈ U , (2.4)

B̄ = P−1ÃP =




ǫ1 −ω1 0 0
ω1 ǫ1 0 0
0 0 −ǫ2 0
0 0 0 −ǫ3


 , c̄ = P−1b =




ǭ12ǭ13−ω2
1

ω1(ǭ212+ω2
1)(ǭ

2
13+ω2

1)

−2ǫ1+ǫ2+ǫ3
(ǭ212+ω2

1)(ǭ
2
13+ω2

1)

1
ǭ13(ǭ212+ω2

1)

− 1
ǭ23(ǭ213+ω2

1)




,

donde ǭij denota la resta (ǫi − ǫj).
Notemos que el sistema (2.4) es desacoplado, es decir, en el sistema de ecuaciones

diferenciales, las coordenadas y3 y y4 no dependen de las coordenadas y1 y y2, pero estas
ultimas se relacionan mutuamente. Esta transformación nos permite analizar la estabili-
dad robusta de tres subsistemas de menor dimensión; las condiciones que garantizan la
estabilidad robusta de cada uno de estos tres subsistemas, nos permitirá dar condiciones
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para la estabilidad robusta del sistema (2.3). Es importante observar que la perturbación
u(·) aparece en los tres subsistemas. Además, dichos subsistemas son completamente con-
trolables, pues sus respectivas matrices de controlabilidad satisfacen:

detU1 = det




(ǫ1−ǫ2)(ǫ1−ǫ3)−ω2

1

ω1((ǫ1−ǫ2)2+ω2
1)((ǫ1−ǫ3)2+ω2

1)

−ǫ1(ǫ1−ǫ2)(ǫ1−ǫ3)+(−ǫ1+ǫ2+ǫ3)ω2
1

ω1((ǫ1−ǫ2)2+ω2
1)((ǫ1−ǫ3)2+ω2

1)

−2ǫ1+ǫ2+ǫ3
((ǫ1−ǫ2)2+ω2

1)((ǫ1−ǫ3)2+ω2
1)

ǫ21−ǫ2ǫ3+ω2
1

((ǫ1−ǫ2)2+ω2
1)((ǫ1−ǫ3)2+ω2

1)
,





= − 1
ω1((ǫ1−ǫ2)2+ω2

1)((ǫ1−ǫ3)2+ω2
1)

6= 0,

detU2 = det
î

1
(ǫ2−ǫ3)((ǫ1−ǫ2)2+ω2

1)

ó

= 1
(ǫ2−ǫ3)((ǫ1−ǫ2)2+ω2

1)
6= 0,

detU3 = det
î

− 1
(ǫ2−ǫ3)((ǫ1−ǫ3)2+ω2

1)

ó

= − 1
(ǫ2−ǫ3)((ǫ1−ǫ3)2+ω2

1)
6= 0.

No obstante, el primer subsistema no esta expresado en la forma canónica, las expre-
siones que resultan de hacer los cálculos para determinar la estabilidad robusta pueden
ser muy grandes, para evitar esta situación podemos expresar el primer subsistema en for-
ma canónica; esto es, aplicamos el Teorema 1.6 al sistema (2.4) existe una transformación
C̃ definida por:

C̃−1 =




c11 c12 0 0
c21 c22 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


 ,

donde
c11 = (−2ǫ1 + ǫ2 + ǫ3)ω1

c12 = −(ǫ1 − ǫ2)(ǫ1 − ǫ3) + ω2
1

c21 = (3ǫ21 + ǫ2ǫ3 − 2ǫ1(ǫ2 + ǫ3)− ω2
1)ω1

c22 = ǫ1(ǫ1 − ǫ2)(ǫ1 − ǫ3) + (−3ǫ1 + ǫ2 + ǫ3)ω
2
1 ,

esta transformación permite expresar al primer subsistema de (2.4) en su forma canónica.
De las dos transformaciones anteriores se tiene el siguiente cambio de variable y = Sx,

donde S esta dada como sigue

S =




3ǫ21+ǫ2ǫ3−2ǫ1(ǫ2+ǫ3)−ω2
1

ζ −−2ǫ1+ǫ2+ǫ3
ζ −1 −1

− (2ǫ1−ǫ2−ǫ3)(ǫ21+ω2
1)

ζ − ǫ21−ǫ2ǫ3+ω2
1

ζ ǫ2 ǫ3

(ǫ21+ω2
1)(ǫ

2
1−ǫ2ǫ3+ω2

1)
ζ

−2ǫ1ǫ2ǫ3+ǫ21(ǫ2+ǫ3)+(ǫ2+ǫ3)ω2
1

ζ −ǫ22 −ǫ23

−(ǫ21+ω2
1)(−2ǫ1ǫ2ǫ3+ǫ21(ǫ2+ǫ3)+(ǫ2+ǫ3)ω2

1)
ζ 1 +

−
ǫ3
2

(ǫ1−ǫ2)
2+ω2

1

+
ǫ3
3

(ǫ1−ǫ2)
2+ω2

1
ǫ2−ǫ3

ǫ32 ǫ33




ζ = ((ǫ1 − ǫ2)
2 + ω2

1)((ǫ1 − ǫ3)
2 + ω2

1)

permite expresar el sistema (2.3) en su forma equivalente

ẋ = Bx+ cu, u (·) ∈ U = {u ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} , (2.5)
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donde x (t) = [x1 (t) , x2 (t) , x3 (t) , x4 (t)]
T representa las coordenadas fase del sistema, y

B = S−1B̄S =




0 1 0 0
−(ǫ21 + ω2

1) −2ǫ1 0 0
0 0 −ǫ2 0
0 0 0 −ǫ3


 , c = S−1c̄ =




0
1
1

ǭ23(ǭ212+ω2
1)

1
ǭ23(ǭ213+ω2

1)



.

2.2.1 Planteamiento del problema

El sistema (2.5) es equivalente a los tres subsistemas siguientes




ẋ1 = x2, x1 (0) = α1
0,

ẋ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 + u, x2 (0) = α2
0,

ẋ3 = −ǫ2x3 + b3u, x3 (0) = α3
0,

ẋ4 = −ǫ3x4 + b4u, x4 (0) = α4
0,

u (·) ∈ U , (2.6)

donde
b3 =

1
ǭ23(ǭ212+ω2

1)
, b4 =

1
ǭ23(ǭ213+ω2

1)
.

Notemos que si tomamos u (t) ≡ 0, entonces la solución del sistema (2.6) es asintótica-
mente estable, debido a que los valores propios asociados a la matriz B del sistema (2.5)
tienen parte real negativa, lo cual implica que x (t) → 0 cuando t → ∞. En el primer
subsistema de (2.6) la solución




x1 (t) = e−ǫ1t

î

α cosω1t+
αǫ1+β
ω1

senω1t
ó

,

x2 (t) = e−ǫ1t
[
β cosω1t−

(
αω1 +

ǫ1(αǫ1+β)
ω1

)
senω1t

]
,

tiende al punto (0, 0) en el plano {x1, x2} en forma de espiral; mientras que en el segundo
y tercer subsistema de (2.6) la solución

{
x3 (t) = γe−ǫ2t,

x4 (t) = δe−ǫ3t,

tiende al punto (0, 0) del plano x3x4. En la Figura 2.1 se muestra el campo de trayectorias
para cada subsistema.

Por otro lado, si u (t) 6= 0, el comportamiento de las trayectorias puede cambiar. Tal
comportamiento puede ser no deseable para sistemas que sean modelados por una ecua-
ción como (2.5), donde u (t) representa una perturbación que no se ha considerado en el
modelo, o bien una perturbación cuya existencia es conocida, pero cuya representación es
desconocida. En esta circunstancia, el comportamiento de las trayectorias es desconocido,
aunque en algunos casos el comportamiento puede ser similar al que se muestra en la Fi-
gura 2.1. Por otra parte como el sistema (2.5) es completamente controlable, entonces se
puede buscar un comportamiento de las trayectorias distinto al que se tiene, por ejemplo,
en el que se pierde la estabilidad asintótica del origen de coordenadas. Dicho comporta-
miento en las aplicaciones practicas no es deseado, no obstante puede ayudar a propor-
cionar información sobre otros tipos de comportamiento. Este tipo de comportamiento es
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Figura 2.1: Campo de trayectorias para el sistema (2.6).

el que se desea analizar, esto es, se requiere encontrar una perturbación u (·) ∈ U que
permita desestabilizar el sistema (2.5) en el sentido de que la trayectoria solución se aleje
del origen lo máximo posible. Si tal perturbación existe le llamaremos la peor perturbación.
Esto equivale a encontrar soluciones a los problemas de optimización:

sup
u∈U

|Jk(x(t))| , k = 1, 2, 3, 4,

para los funcionales definidos de la forma Jk(x(t)) := |xk(t)|. A la solución de cada uno de
los problemas le llamaremos desviación máxima de la coordenada xk. La determinación
de la desviación máxima de cada coordenada se discutirá en la siguiente sección.

2.2.2 Determinación de las desviaciones máximas

Dividiremos esta sección en dos partes, en la primera calcularemos las desviaciones
máximas para las coordenadas x1 y x2 y en la segunda, se determinan las desviaciones
máximas para las coordenadas x3 y x4. La razón de esto es que las primeras dos coorde-
nadas son acopladas mientras que las otras dos no lo son.

Desviaciones máximas para las coordenadas x1 y x2

Debido a que las coordenadas x1 y x2 son acopladas, el problema de optimización
respecto a una coordenada, depende de la otra. Para simplificar esta dependencia dicho
problema de optimización se formula de la siguiente forma particular: Podemos suponer
que la trayectoria del sistema inicia en el punto

(
α1
0, 0

)
, y dado que las trayectorias son

oscilantes, la desviación máxima que buscamos se obtiene cuando dicha trayectoria vuelve
a intersectar al eje x1, como se muestra el la Figura 2.2.

Por tanto el problema de optimización que resolveremos para el primer funcional
J1(x(t)) := x1(t) es el siguiente:

ı́nf
u∈U

J1(x(t))

x1 (0) = α1
0, x2 (0) = 0, x2 (t

o
1) = 0, (2.7)

x2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (0, to1) ,
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x2

x1

(α1
0, 0)(−α1

1, 0)

Figura 2.2: Interpretación geométrica del problema de optimización para la coordenada
x1.

donde x (t) = (x1 (t) , x2 (t)) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales
{
ẋ1 = x2, x1 (0) = α1

0,

ẋ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 + u, x2 (0) = 0,
u (·) ∈ U . (2.8)

Las condiciones de frontera a las cuales se encuentra sujeto el funcional J1(x(t)) del pro-
blema de optimización (2.7) son necesarias para garantizar la existencia de un mínimo.

Se aplica el principio del máximo de Pontryagin (ver Teorema 1.7 en la página 31) para
resolver el problema de optimización y se verificará que se cumplen las tres condiciones
dadas. La correspondiente función de Pontryagin es la siguiente

H(ψ,x, u) = ψ1x2 − ψ2[(ǫ
2
1 + ω2

1)x1 + 2ǫ1x2] + ψ2u,

donde ψ (t) = (ψ1 (t) , ψ2 (t)) es solución del sistema conjugado asociado al sistema (2.8),
es decir 



ψ̇1 =

Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

ψ2

ψ̇2 = −ψ1 + 2ǫ1ψ2.
(2.9)

Si {ψ (t) ,xo (t) , uo (t) , [0, to1]} es un proceso óptimo que da solución al problema de
optimización, entonces existe una constante λ0 ≥ 0 y una función ψ (t), de manera que si
λ0 = 0, entonces ψ (t) 6= 0, tal que la función de Pontryagin satisface las siguientes tres
condiciones:

Condición de máximo. La perturbación óptima (peor perturbación) que da solución al
problema de optimización maximiza la función de Pontryagin,

máx
u∈U

H(ψ,x, u) = máx
u∈U

Ä

ψ1x2 − ψ2[(ǫ
2
1 + ω2

1)x1 + 2ǫ1x2] + ψ2u
ä

,

de donde la perturbación óptima es uo (t) = δ1 signψ2 (t) para todo t ∈ (0, to1).

Condición de transversalidad. El significado geométrico de esta condición es que la tra-
yectoria optima intersecta ortogonalmente a la variedad M definida por la recta
x2 = 0; esto es

Ç

ψ (to1) + λ0
∂J (xo (to1))

∂x

å

⊥M,
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lo cual equivale a la ecuación
Çñ

ψ1(t
o
1)

ψ2(t
o
1)

ô

+ λ0

ñ

1
0

ôå

⊥
ñ

γ
0

ô

, para todo γ ∈ R.

de donde se obtiene que ψ1 (t
o
1) = −λ0 ≤ 0.

Condición de estacionaridad. Esta condición muestra que la función Hamiltoniana defi-
nida por H(t) := H(ψ(t),x(t), uo(t)) cumple

H(t) ≡ 0, para todo t ∈ [0, to1] ,

en particular para t = to1 se tiene

H(t) = ψ2 (t
o
1)
î

−(ǫ21 + ω2
1)x1 (t

o
1)− 2ǫ1x2 (t

o
1) + uo (to1)

ó

= 0.

Si suponemos que −(ǫ21 + ω2
1)x1 (t

o
1) − 2ǫ1x2 (t

o
1) + uo (to1) = 0, entonces el sistema

(2.8) tiene como punto de equilibrio a

xo (t) =




uo(to1)
ǫ21+ω2

1

0



 ,

pero eso contradice la condición de que x2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (0, to1). Por tanto,
necesariamente

ψ2 (t
o
1) = 0.

Notemos que si λ0 = 0, entonces la solución ψ (t) del sistema conjugado (2.9) alcanza
al origen de coordenadas en el instante to1, lo cual se sigue de las condiciones de esta-
cionaridad y transversalidad, esto implica que la solución del sistema (2.9) es ψ (t) = 0

lo cual contradice la existencia de un proceso óptimo, por tanto λ0 > 0. Sin pérdida de
generalidad podemos tomar λ0 = 1 después de normalizar las coordenadas del sistema
(2.9) de ser necesario. De esto se obtienen las condiciones en el tiempo terminal:

ψ1 (t
o
1) = −1, ψ2 (t

o
1) = 0.

Como conclusión del principio del máximo de Pontryagin, si suponemos que el fun-
cional J1 (x (t)) toma el valor α1

1 al resolver el problema de optimización planteado, la
trayectoria óptima satisface el siguiente problema de valores en la frontera





ψ̇1 =
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

ψ2, ψ1 (t
o
1) = −1,

ψ̇2 = −ψ1 + 2ǫ1ψ2, ψ2 (t
o
1) = 0,

ẋ1 = x2, x1 (0) = α1
0, x1 (t

o
1) = α1

1,

ẋ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 + u, x2 (0) = 0, x2 (t
o
1) = 0,

uo = δ1 signψ2.

(2.10)

Hasta el momento desconocemos el valor de los parámetros to1 y α1
1, así como la función

ψ2 (t) en el intervalo [0, to1), por lo cual no podemos resolver el problema de contorno en
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forma directa. Sin embargo, se deduce que ψ̇2 (t
o
1) = −ψ1 (t

o
1) + 2ǫ1ψ2 (t

o
1) = 1, lo cual

implica que existe una vecindad V de to1 tal que ψ2 (t) < 0 para todo t ∈ V ∩ (0, to1). Por
tanto uo (t) = −δ1 para todo t ∈ V ∩ (0, to1). Se requiere conocer la vecindad V ya que
ella determina la perturbación óptima. Para ello usaremos el tiempo inverso τ = to1 − t, el
sistema (2.10) se pueden escribir como el siguiente problema de contorno, donde

x′ =
dx (t)

dτ
=
dx

dt

dτ

dt
= −ẋ,





ψ′
1 = −

Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

ψ2, ψ1 (0) = −1,

ψ′
2 = ψ1 − 2ǫ1ψ2, ψ2 (0) = 0,

x′1 = −x2, x1 (0) = α1
1,

x′2 =
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 + 2ǫ1x2 − δ1, x2 (0) = 0,

(2.11)

cuya solución es





ψ1 (τ) = −e−ǫ1t
Ä

cosω1τ +
ǫ1
ω1

senω1τ
ä

,

ψ2 (τ) = − 1
ǫ21+ω2

1
e−ǫ1τ senω1τ ,

x1 (τ) =
(

δ1
ǫ21+ω2

1
− α1

1

)
eǫ1τ
Ä

cosω1τ − ǫ1
ω1

senω1τ
ä

− δ1
ǫ21+ω2

1
,

x2 (τ) = −(ǫ21+ω2
1)α

1
1−δ1

ω1
eǫ1τ senω1τ .

De lo anterior se deduce que

x2 (τ) =
(ǫ21+ω2

1)((ǫ
2
1+ω2

1)α
1
1−δ1)

ω1
e2ǫ1tψ2 (τ) , para todo τ ∈ (0, to1) ,

lo cual implica
signx2 (τ) = signψ (τ), τ ∈ (0, to1) ,

ya que
(
ǫ21 + ω2

1

)
α1
1 − δ1 > 0, lo cual se sigue de la solución del sistema (2.11). Para

verificar esta desigualdad, primero observemos que x1 (τ) es una función creciente tal que
x1 (0) = −α1

1. Se desea encontrar τ1 ∈ (0, to1) tal que x1 (τ1) = − δ1
ǫ21+ω2

1
, y por lo anterior se

deduce
x1 (τ1) = − δ1

ǫ21+ω2
1
> −α1

1 = x1 (0) ,

lo cual establece la desigualdad deseada. El valor τ1 es la raíz de la ecuación

0 = cosω1τ1 − ǫ1
ω1

senω1τ1 = cos
Ä

ω1τ1 + arctan ǫ1
ω1

ä

,

de donde
τ1 =

1
ω1

Ä

π
2 − arctan ǫ1

ω1

ä

.

Se tiene τ1 ∈ (0, to1) ya que
0 < τ1 <

π
2ω1

< to1,

la ultima desigualdad es consecuencia del hecho x1 (τ1) < 0.
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τ

x1 (τ)

α1
0

−α1
1

to1 0

Figura 2.3: Comportamiento de la función x1 (τ) en el intervalo (0, to1) con las condiciones
iniciales x1 (0) = −α1

1 y x1 (to1) = α1
0.

El valor de to1 es el menor valor distinto de cero que cumple x2 (to1) = 0, es decir, es
una raíz de la ecuación:

−(ǫ21+ω2
1)α

1
1−δ1

ω1
eǫ1t

o
1 senω1t

o
1 = 0,

de donde
to1 =

π
ω1
.

Ahora ya se puede usar el valor de to1 para encontrar la relación que existe entre α1
0 y

α1
1, pues x1 (to1) = α1

0, sustituyendo se tiene

x1 (t
o
1) =

(
δ1

ǫ21+ω2
1
− α1

1

)
eǫ1t

o
1

Ä

cosω1t
o
1 − ǫ1

ω1
senω1t

o
1

ä

− δ1
ǫ21+ω2

1
= α1

0,

realizando las operaciones correspondientes y despejando se obtiene

α1
1 = e

−
πǫ1
ω1 α1

0 +
δ1

ǫ21+ω2
1

ï

1 + e
−
πǫ1
ω1

ò

. (2.12)

Este es el valor que alcanza el funcional, y por tanto la desviación máxima para la coorde-
nada x1 (t) en el intervalo (0, to1). La peor perturbación está dada por

uo (t) = sign x2 (t), para todo t ∈ (0, to1) . (2.13)

Ahora se formula un nuevo problema de optimización en el intervalo (to1, t
o
2) con el fin

de determinar una nueva desviación máxima para la coordenada x1 (t), como se sigue

sup
u∈U

J1(x(t))

x1 (t
o
1) = −α1

1, x2 (t
o
1) = 0, x2 (t

o
2) = 0,

x2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (to1, t
o
2) .

Este problema se puede resolver con los resultados ya obtenidos en el problema de opti-
mización anterior. Utilizando el siguiente cambio de variable,

x̃i (t− to1) = −α1
0

α1
1
xi (t) , t ≥ to1, i = 1, 2
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el sistema 2.8 se transforma en




˙̃x1 = x2, x̃1 (0) = α1
0,

˙̃x2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 − α1
0

α1
1
u, ˙̃x2 (0) = 0.

(2.14)

Si se define el funcional J̃ (x̃) := x̃1 (t) asociado al sistema de ecuaciones (2.14) y utili-
zando dicho funcional se plante el siguiente problema de optimización:

ı́nf
u∈U

J̃1 (x̃)

x̃1 (0) = α1
0, x̃2 (0) = 0, x̃2 (t

o
1) = 0,

x̃2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (0, to1) ,

se obtiene la desviación máxima para la coordenada x̃1 (t)

α̃1
1 = e

−
πǫ1
ω1 α1

0 +
α1
0

α1
1
· δ1
ǫ21+ω2

1

ï

1 + e
−
πǫ1
ω1

ò

, (2.15)

donde se cumplen las condiciones x̃1 (0) = α1
0, x̃1 (to1) = −α̃1

1, x̃2 (0) = 0, x̃2 (to1) = 0, y
x̃2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (0, to1). Se deduce de lo anterior que x2 (to1) = 0, x2 (2to1) = 0, y
x2 (t) 6= 0 para todo t ∈ (to1, 2t

o
1). Ademas se tiene

ı́nf
u∈U

J̃1 (x̃) = −α1
0

α1
1
sup
u∈U

J1 (x) .

De las relaciones anteriores se obtiene

to2 = 2to1.

Por tanto −α̃1
1 = −α1

0

α1
1
α1
2. Substituyendo esta expresión en la ecuación (2.15) y simplifi-

cando la expresión se concluye

α1
2 = e

−
πǫ1
ω1 α1

1 +
δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

. (2.16)

La correspondiente peor perturbación está dada por

uo (t) = sign x2 (t), para todo t ∈ (to1, t
o
2) . (2.17)

Repitiendo este procedimiento consecutivamente, dada una condición inicial α1
0 las

desviaciones máximas se obtienen de manera recurrente bajo la siguiente formula:

α1
n = e

−
πǫ1
ω1 α1

n−1 +
δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

, n = 0, 1, 2, . . . . (2.18)

El comportamiento de la solución óptima del sistema (2.6) que se obtiene al sustituir
la peor perturbación queda determinado a partir de la sucesión

{
α1
n

}
definida por 2.18.

Si tal sucesión es divergente, entonces la correspondiente solución del sistema es inesta-
ble, mientras que si la sucesión converge a cero, la solución es asintóticamente estable,
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A

x1

x2

0 α
1
0 α

1
1 α

1
2· · ·

B

x1

x2

0 α
1
2 α

1
1 α

1
0· · ·

C

x1

x2

0 α
1
2 α

1
1 α

1
0· · ·

Figura 2.4: (A) Solución inestable. (B) Solución asintóticamente estable. (C) Solución
estable

y si la sucesión converge a un punto distinto de cero, la solución correspondiente es es-
table, como se muestra en la Figura 2.2.2, lo cual define un mapeo de Poincaré (ver el
Apéndice A.4).

A continuación se muestra que para el problema (2.6) la solución solo cumple el tercer
caso, es decir que existe un ciclo límite al cual convergen las trayectorias, para ello se
requiere encontrar una trayectoria cerrada, lo cual es equivalente a encontrar un valor
invariante α⋆ para la sucesión definida por (2.18). Esto significa que si se toma α1

0 = α⋆

como condición inicial, entonces α1
n = α⋆ para todo n ≥ 0. La determinación para α⋆ es

como sigue.
Los dos primeros términos de la sucesión

{
α1
n

}
son

α1
1 = e

−
πǫ1
ω1 α1

0 +
δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

,

α1
2 = e

−
πǫ1
ω1 α1

1 +
δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

= e
−2

πǫ1
ω1 α1

0 +
δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã2

,

dado que α1
0 = α1

2 = α⋆, lo cual se expresa en la forma

α⋆ = e
−2

πǫ1
ω1 α⋆ + δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã2

,

de donde se obtiene

α⋆ = δ1 ·
1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

1− e
−
πǫ1
ω1

.

La trayectoria cerrada obtenida es un ciclo límite estable, esto quiere decir que para
cualquier condición inicial α1

0 distinta del valor α⋆ la correspondiente trayectoria tiende
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al ciclo límite, lo cual es equivalente a que la sucesión generada por (2.18) a partir de α1
0

converge a α⋆. La demostración de este hecho es como sigue.
Sea ξ > 0 y α1

0 = α⋆ ± ξ una condición inicial. De la fórmula de recurrencia (2.18) se
obtienen los primeros n términos de la sucesión

{
α1
n

}

α1
1 = e

−
πǫ1
ω1 (α⋆ ± ξ) + δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

,

α1
2 = e

−2
πǫ1
ω1 (α⋆ ± ξ) + δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ãÅ

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

,

...

α1
n = e

−n
πǫ1
ω1 (α⋆ ± ξ) + δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ãÅ

1 + e
−
πǫ1
ω1 + e

−2
πǫ1
ω1 + · · · + e

−(n−1)
πǫ1
ω1

ã

= e
−n

πǫ1
ω1 (α⋆ ± ξ) + δ1

ǫ21+ω2
1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

1− e
−n

πǫ1
ω1

1− e
−
πǫ1
ω1

.

Tomando límite cuando n→ ∞ se tiene

ĺım
n→∞

α1
n =

δ1
ǫ21+ω2

1

Å

1 + e
−
πǫ1
ω1

ã

1− e
−
πǫ1
ω1

= α⋆.

Por tanto la desviación máxima es

α1
⋆ =

δ1
ǫ21 + ω2

1

· 1 + e
−

πǫ1
ω1

1− e
−

πǫ1
ω1

,

cuya expresión se puede representar en la forma

α1
⋆ = δ1 ·

1

ǫ21 + ω2
1

coth

Å

πǫ1
2ω1

ã

(2.19)

Ahora se busca la desviación máxima para la coordenada x2. Se supone que la trayec-
toria inicia en el punto

(
α2
0, 0

)
, ya que las trayectorias son oscilantes, se busca la desviación

máxima como se muestra en la Figura 2.5.
Sea el funcional J2 (x (t)) = x2 (t) y se define el siguiente problema de optimización

ı́nf
u∈U

J2(x(t))

x2 (0) = α2
0, x1 (0) = 0, x1 (t

o
1) = c,

ẍ1 (t) 6= 0 para todo t ∈ (0, to1) ,

donde x (t) = (x1 (t) , x2 (t)) satisface el sistema de ecuaciones diferenciales con condicio-
nes iniciales

{
ẋ1 = x2, x1 (0) = 0,

ẋ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 + u, x2 (0) = α2
0,

u (·) ∈ U , (2.20)
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x2

x1

(0, α2
0)

(x1(τ1),−α2
1)

Figura 2.5: Interpretación geométrica del problema de optimización para la coordenada
x2.

y la función de Pontryagin es

H(ψ,x, u) = ψ1x2 − ψ2[(ǫ
2
2 + ω2

1)x1 + 2ǫ1x2] + ψ2u,

donde ψ (t) = (ψ1 (t) , ψ2 (t)) es solución del mismo sistema conjugado dado en 2.9, el
cual también es asociado al sistema (2.20).

Si {ψ (t) ,xo (t) , uo (t) , [0, to1]} es un proceso óptimo que da solución al nuevo problema
de optimización, entonces se puede encontrar una constante λ0 ≥ 0 y una función ψ (t),
tal que si λ0 = 0, entonces ψ (t) 6= 0. La función de Pontryagin satisface las siguientes tres
condiciones:

Condición de máximo.

máx
u∈U

H(ψ,x, u) = máx
u∈U

Ä

ψ1x2 − ψ2[(ǫ
2
2 + ω2

1)x1 + 2ǫ1x2] + ψ2u
ä

,

de donde resulta que la perturbación óptima es uo (t) = δ1 signψ2 (t) para todo
t ∈ (0, to1).

Condición de transversalidad. La variedad M esta dada por el eje x1 = c = x1 (t
o
1). Esta

condición implica que
Ç

ψ (to1) + λ0
∂J (xo (to1))

∂x

å

⊥M,

lo cual equivale a la ecuación
Çñ

ψ1(t
o
1)

ψ2(t
o
1)

ô

+ λ0

ñ

0
1

ôå

⊥
ñ

0
γ

ô

, para todo γ ∈ R.

de donde se obtiene que ψ2 (t
o
1) = −λ0 ≤ 0 y ψ1 (t

o
1) = 0.

Condición de estacionaridad. Esta condición muestra que la función Hamiltoniana defi-
nida por H(t) := H(ψ(t),x(t), uo(t)) cumple

H(t) ≡ 0, para todo t ∈ [0, to1] ,
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lo cual se puede reescribir en la forma

ψ1 (t) ẋ1 (t) + ψ2 (t) ẋ2 (t) = 0 para todo t ∈ [0, to1] . (2.21)

Notemos que si λ0 = 0, entonces de la ecuación (2.21) se tiene que ψ2 (t
o
1) = 0, de

donde ψ (t) ≡ 0 es solución del sistema conjugado (2.9) lo cual contradice la existencia de
un proceso óptimo, por tanto λ0 < 0. Sin pérdida de generalidad podemos tomar λ0 = 1
después de normalizar el sistema (2.9) de ser necesario. De esto se obtiene las siguientes
condiciones en el tiempo terminal:

ψ1 (t
o
1) = 0, ψ2 (t

o
1) = −1.

Ya que (ψ1 (t) , ψ2 (t)) son las coordenadas duales de (x1 (t) , x2 (t)) existe una constan-
te C tal que (ψ1 (t) , ψ2 (t))

T (x1 (t) , x2 (t)) = C para todo t ∈ [0, to1]. En particular para
t = to1 se halla C = −x2 (to1) > 0. Considerando esta ecuación junto con (2.21) se tiene el
sistema

ψ1 (t) ẋ1 (t) + ψ2 (t) ẋ2 (t) = 0,

ψ1 (t) x1 (t) + ψ2 (t)x2 (t) = −x2 (to1) .
Resolviendo este sistema respecto a ψ2 (t) se obtiene

ψ2 (t) = − x2 (t)x2 (t
o
1)

ẋ1 (t)x2 (t)− ẋ2 (t)x1 (t)
, para todo t ∈ [0, to1] .

Como ẋ1 (t)x2 (t) − ẋ2 (t)x1 (t) = x22 (t) − ẋ2 (t) x1 (t) > 0 para todo t ∈ [0, to1], ya que
x1 (t) es positiva y cóncava hacia abajo, lo cual equivale a ẍ1 (t) = ẋ2 (t) < 0, entonces

signx2 (t) = signψ2 (t) , para todo t ∈ [0, to1] .

Por tanto la peor perturbación es

uo (t) = sign x2 (t) , para todo t ∈ [0, to1] . (2.22)

Dado que las peores perturbaciones que se obtienen al determinar las desviaciones
máximas para las coordenadas x1 (t) y x2 (t) son iguales, se tiene que la desviación máxima
para la coordenada x2 se puede determinar utilizando la trayectoria óptima que permite
encontrar la desviación máxima para la coordenada x1.

En lo que sigue se determina tal desviación máxima. Se considera que la trayectoria
óptima pasa por los punto (α1

⋆, 0) y (−α1
⋆, 0). Se supone que la trayectoria óptima se puede

extender en un tiempo inverso hasta el punto (0, α2
0), el cual se considera como condición

inicial de la trayectoria óptima. La desviación máxima para la coordenada x2 resulta ser el
valor mínimo x2 (τ1) respecto a la coordenada x2 para algún tiempo τ1, como se muestra
en la Figura 2.6. Por lo anterior, encontrar la desviación máxima para la coordenada x2 se
reduce a encontrar el valor de τ1, el cual satisface la ecuación ẋ2 (τ1) = 0; se sabe que el
punto crítico resultante es un mínimo puesto que la trayectoria óptima es cóncava hacia
arriba. Por tanto, basta tomar en cuenta el segmento de trayectoria óptima comprendi-
do entre los puntos

(
α1
⋆, 0

)
y
(−α1

⋆, 0
)
, el cual es la solución al siguiente problema con

condiciones iniciales
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x2

x1

(0, α2
0)

(α1
⋆, 0)(−α1

⋆, 0)

(x1 (τ1) , α
2
⋆)

0

Figura 2.6: Interpretación geométrica en el plano fase del problema de optimización para
la coordenada x2.

{
ẋ1 = x2, x1 (0) = α1

⋆,

ẋ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

x1 − 2ǫ1x2 − δ1, x2 (0) = 0,

de donde se tiene




x1 (t) =
(

δ1
ǫ21+ω2

1
− α1

⋆

)
e−ǫ1t

Ä

cosω1t+
ǫ1
ω1

senω1t
ä

− δ1
ǫ21+ω2

1
,

x2 (t) =

Å

(ǫ21+ω2
1)α

1
⋆

ω1
− δ1

ã

e−ǫ1t senω1t.

La ecuación ẋ2 (τ1) = 0 toma la forma

ẋ2 (τ1) = −
Å

(ǫ21+ω2
1)α1

⋆

ω1
− δ1

ã

e−ǫ1τ1 (ω1 cosω1τ1 − ǫ1 senω1τ1) = 0,

cuya solución satisface
ω1τ1 + arctan ǫ1

ω1
= π

2 ,

de donde
τ1 =

1
ω1

Ä

π
2 − arctan ǫ1

ω1

ä

. (2.23)

Por tanto la desviación máxima buscada es

x2 (τ1) =

Å

(ǫ21+ω2
1)α1

⋆

ω1
− δ1

ã

e
−

ǫ1
ω1

Ä

π
2−arctan

ǫ1
ω1

ä

sen
Ä

π
2 − arctan ǫ1

ω1

ä

.

lo cual se reduce

α2
⋆ =

(ǫ21+ω2
1)α

1
⋆−ω1δ1√

ǫ21+ω2
1

e
−

ǫ1
ω1

Ä

π
2−arctan

ǫ1
ω1

ä

.

α2
⋆ = δ1 ·

1
»

ǫ21 + ω2
1

Ä

1 + coth πǫ1
2ω1

ä

e
−

ǫ1
ω1

Ä

π
2−arctan

ǫ1
ω1

ä

. (2.24)

El procedimiento descrito permite construir soluciones oscilatorias cuyas interseccio-
nes con el eje x1 y con las rectas x1 = x1 (t

o
1), x1 = −x1 (to1) convergen a las desviaciones

máximas en las coordenadas x1 y x2 respectivaente, como se muestra en la Figura 2.7.
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x2

x1
α
1
0α

1
1 α

1
2α

1
3 α

1
4

α
2
⋆

α
1
⋆

C1

Figura 2.7: Representación gráfica de las desviaciones máximas de las coordenadas x1 y
x2 del sistema (2.6).

Desviaciones máximas para las coordenadas x3 y x4

Para el funcional
sup
u∈U

J3(x(t))

el problema de optimización se pueden resolver de forma directa, lo cual se sigue de la
ecuación diferencial asociada a la coordenada x3:

ẋ3 = −ǫ2x3 + b3u, x3 (0) = α3
0, u (·) ∈ U , (2.25)

cuya solución se puede expresar de la siguiente manera

x3 (t) = α3
0e

−ǫ2t +

∫ t

0
b3u (s) e

ǫ2(s−t)ds

de donde

sup
u∈U

|x3 (t)| = sup
u∈U

∣∣∣∣∣α
3
0e

−ǫ2t +

∫ t

0
b3u (s) e

ǫ2(s−t) ds

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣α3

0

∣∣∣ e−ǫ2t + |b3| sup
u∈U

∫ t

0
|u (s)| eǫ2(s−t) ds

≤
∣∣∣α3

0

∣∣∣ e−ǫ2t + δ1 |b3|
∫ t

0
eǫ2(s−t) ds

≤
(∣∣∣α3

0

∣∣∣− δ1|b3|
ǫ2

)
e−ǫ2t + δ1|b3|

ǫ2
.

El lado derecho de esta expresión tiende a δ1|b3|
ǫ2

cuando t → ∞. Por tanto, siempre que

x3(0) <
δ1|b3|
ǫ2

sup
u∈U

|x3 (t)| = δ1 ·
|b3|
ǫ2
. (2.26)
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En este caso, la peor perturbación resulta ser constante, cuya expresión está dada por

uo(t) = δ1 sign b3.

De manera análoga para el problema de optimización respecto a la coordenada x4:

sup
u∈U

J4(x(t))

se obtiene que la desviación máxima es:

sup
u∈U

|x4 (t)| = δ1 ·
|b4|
ǫ3
, (2.27)

donde, nuevamente la peor perturbación resulta ser constante y está dada por

uo(t) = δ1 sign b4.

x3

x4

C2

α
3⋆

α
4
⋆

Figura 2.8: Representación gráfica de las desviaciones máximas de las coordenadas x3 y
x4 del sistema (2.6).

2.3. Estabilidad robusta y desviaciones máximas en sistemas de orden n

Se analiza el problema de determinar las desviaciones máximas para el problema de
valor inicial completamente controlable de orden n ≥ 3 descrito en (2.1) de la pagina 33.
La matriz A es una matriz real de n×n con entradas constantes, la cual posee al menos un
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par de valores propios complejos conjugados, y se supone también que el vector b posee
entradas constantes, y ambos se pueden escribir de la forma

A =




0 1 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 1
−an −an−1 · · · −a1



, b =




0
0
...
1



.

Para obtener las desviaciones máximas del sistema (2.1) se aplica el mismo método
que se siguió para el sistema de orden 4: el sistema original (2.1) se trasforma, por medio
de una transformación x = Sy, la cual es lineal y no degenerada, en otro sistema equi-
valente el cual es desacoplado. Posteriormente se obtiene las desviaciones máximas en el
sistema desacoplado, y con los resultados obtenidos y aplicando la transformación inversa
se hallan las desviaciones máximas del sistema (2.1). En la Figura 2.9 se muestra dicho
método.

ẋ = Ax+ bu,
u(·) ∈ U .

x = Sy

y = S−1x

ẏ = By+ cu,
u(·) ∈ U .

Sistema acoplado Sistema desacoplado

Figura 2.9: Método de desacoplamiento en el estudio de las desviaciones máximas de el
sistema (2.1).

El siguiente lema muestra condiciones bajo las cuales el sistema (2.1) puede desaco-
plarse en subsistemas completamente controlables de orden uno y dos.

Si A posee 2m valores propios complejos conjugados distintos con parte real ne-
gativa −ǫ1±iω1, . . . ,−ǫm±iωm, y n−2m valores propios reales negativos distintos
−ǫ2m+1, . . . ,−ǫn, donde 2m ≤ n, entonces el sistema (2.1) es equivalente a

ẏ = By+ cu, u(·) ∈ U , (2.28)

donde B = diag {B1, . . . , Bm,−ǫ2m+1, . . . ,−ǫn},

Bj =

ñ

0 1
−ǫ2j − ω2

j −2ǫj

ô

,

c = (0, 1, . . . , 0, 1, b2m+1 , . . . , bn)
T, con b2m+1, . . . , bn 6= 0.

Lema 2.1.
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Demostración. Sean u1 ± iv1, . . . ,um ± ivm los vectores propios asociados a los valores
propios complejos conjugados, y u2m+1, . . . ,un los vectores propios asociados a los valores
propios reales. Como la multiplicidad de cada valor propio es uno,

Q = [v1,u1, . . . ,vm,um,u2m+1, . . . ,un]

es invertible, en [15] se muestra que

Q−1AQ = diag {A1, . . . , Am,−ǫ2m+1, . . . ,−ǫn} ,

con

Aj =

ñ

−ǫj ωj

−ωj −ǫj

ô

, j = 1, . . . ,m.

Si q = Q−1en = (q1, . . . , qn)
⊤, el sistema (2.1), bajo la transformación x = Qx̄, es

equivalente al sistema
˙̄x = Q−1AQx̄+ qu, u(·) ∈ U ,

el cual es completamente controlable con matriz de controlabilidad Q−1U . Como este
sistema es desacoplado, lo cual se sigue de la estructura de la matriz Q−1AQ, cada uno de
sus subsistemas es completamente controlable, y por tanto, cada uno puede transformarse
en su forma canónica siguiendo el desarrollo de [1] mediante la transformación ȳ = ŪPx,
donde

Ū = diag
{
Ū1, . . . , Ūm, 1, . . . , 1

}
,

P = diag {P1, . . . , Pm, 1, . . . , 1} ,
con

Ūj =

ñ

q2j−1 −ǫjq2j−1 + ωjq2j
q2j −ωjq2j−1 − ǫjq2j

ô

, Pj =

ñ

2ǫj 1
1 0

ô

.

Se sigue que b = (QŨP )−1en. La controlabilidad completa de cada subsistema implica
que b2m+1, . . . , bn 6= 0.

Por tanto, la transformación y = Sx, donde S = QŪP , es no degenerada. Esto muestra
que (2.1) y (2.28) son equivalentes.

El Lema 2.1 implica que el sistema (2.1) es equivalente al siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales lineales desacoplado





ẏ1 = y2, y1 (0) = α1
0,

ẏ2 = −
Ä

ǫ21 + ω2
1

ä

y1 − 2ǫ1y2 + u, y2 (0) = α2
0,

· · · · · ·
ẏ2m−1 = y2m y2m−1 (0) = α2m−1

0

ẏ2m = −
Ä

ǫ2m + ω2
m

ä

y2m−1 − 2ǫmy2m + u, y2m (0) = α2m
0

ẏ2m+1 = −ǫm+1y2m+1 + b2m+1u y2m+1 (0) = α2m+1
0 ,

· · · · · ·
ẏn = −ǫnyn + bnu, yn (0) = αn

0 .

(2.29)
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Se observa que el sistema (2.29) consiste de m subsistemas de ecuaciones diferenciales
de orden dos y n− 2m ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Cada uno de los
m subsistemas de orden dos y las n − 2m ecuaciones diferenciales de orden uno tienen
la misma forma de los sistemas estudiados en la sección anterior, por tanto, las desviacio-
nes máximas de cada una de estas coordenadas se pueden obtener realizando los pasos
de los resultados obtenidos anteriormente. Es decir, las desviaciones de las 2m primeras
coordenadas están dadas por

α2j−1
∗ = δ1 ·

1

ǫ2j + ω2
j

coth
πǫj
2ωj

,

α2j
∗ = δ1 ·

1
»

ǫ2j + ω2
j

(
1 + coth

πǫj
2ωj

)
e
−

ǫj
ωj

Ä

π
2−arctan

ǫj
ωj

ä

,

j = 1, . . . ,m, (2.30)

y

αk
∗ = δ1 ·

|bk|
ǫk
, k = 2m+ 1, . . . , n. (2.31)

Es importante observar de las relaciones (2.30) y (2.31) que todas las desviaciones máxi-
mas se expresan en la forma αk

∗ = δ1 · αk.
Las desviaciones máximas (2.30) y (2.31) acotan cada una de las coordenadas del

sistema (2.29) si la condición inicial de tal coordenada es menor en valor absoluto que
la correspondiente desviación máxima, es decir, si |yk(0)| ≤ α∗

k para toda t ≥ 0, donde
k = 1, . . . , n, entonces |yk(t)| ≤ α∗

k, en las Figura 2.7 y 2.8 se muestra esta situación. Esto
se interpreta de forma geométrica al decir que todas las coordenadas del sistema (2.1) se
hallan dentro de un paralelepípedo P ⊂ R

n que se obtiene como el producto cartesiano
de m rectángulos de la forma C1, C3, . . . , C2m−1, donde

C2k−1 = [−α2k−1
∗ , α2k−1

∗ ]× [−α2k
∗ , α

2k
∗ ], k = 1, . . . ,m,

y n− 2m intervalos I2m+1, . . . , In, donde

Ij = [−αj
∗, α

j
∗], j = 2m+ 1, . . . , n.

Esto es
P = C1 × C3 × · · · ×C2m−1 × I2m+1 × · · · × In.

La solución y(t) del sistema (2.28) es acotada para todo tiempo t ≥ 0 y toda pertur-
bación u ∈ U . Esto se verifica de las desigualdades |xk(t)| ≤ α∗

k para k = 1, . . . , n y todo
t ≥ 0, de donde

‖y(t)‖ = máx
1≤i≤n

{y1(t), . . . , yn(t)} ≤ máx
1≤i≤n

¶

α1
∗, . . . , α

n
∗

©

= ‖α∗‖ ,

donde α∗ =
(
α1
∗, . . . , α

n
∗

)T.
La descripción anterior permite obtener condiciones de estabilidad robusta en el siste-

ma (2.1). La siguiente definición es empleada para obtener las condiciones de estabilidad
robusta.
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La solución trivial x (t) = 0 del sistema (2.1) es robustamente estable, si dado
ǫ > 0 existen δ1 = δ1 (ǫ) y δ2 = δ2 (ǫ) tales que si ‖x(0)‖ < δ1 y |u (t)| < δ2 para
todo t > 0, entonces ‖x (t)‖ < ǫ para todo t > 0 y toda u ∈ U .

Definición 2.1.

Empleando la definición anterior se muestra que las soluciones del sistema (2.1) pue-
den acotarse como se desee. El siguiente teorema resume los resultados de este trabajo.

Si en el sistema

ẋ = Ax+ bu, x (0) = x0, x (t) ∈ R
n,

u(·) ∈ U = {u(t) ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} ,
(2.32)

la matriz A satisface las condiciones del Lema 2.1, entonces dicho sistema es
robustamente estable si dado cualquier ǫ > 0 existen δ1 ≥ 0 y δ2 ≥ 0 tales que

δ1 ≤
ǫ

‖S‖ ‖α∗‖ , (2.33)

y δ2 < δ1 ‖S‖ ‖α∗‖.

Teorema 2.2.

Demostración. Si la matriz A del sistema (2.32) satisface las condiciones del Lema 2.1,
entonces el sistema (2.32) es equivalente al sistema (2.28), el cual a su vez, se expresa
en la forma (2.29). Las soluciones de este sistema son acotadas y cumplen la relación
‖y(t)‖ ≤ ‖α∗‖ para todo t ≥ 0. Por otra parte, como x(t) = Sy(t) y S es una matriz
invertible se sigue que

‖x(t)‖ = ‖Sy(t)‖ ≤ ‖S‖ ‖y(t)‖ ≤ ‖S‖ ‖α∗‖ = δ1 ‖S‖ ‖α‖ .
Aquí se ha usado el hecho de que α∗ = δ1α. Por tanto, dado ǫ > 0, si la condición (2.33)
se satisface, entonces ‖x(t)‖ ≤ ǫ se cumple también. La desigualdad anterior muestra
también que ‖x(0)‖ < δ2 es satisfecha.

2.4. Ejemplos

En lo siguiente se ilustran los resultados obtenidos para la estabilidad robusta con
algunos ejemplos particulares del sistema

ẋ = Ax+ bu1 (2.34)
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Ejemplo 2.4.1. Se considera un caso particular del sistema (2.34) de orden 3 con

A =




0 1 0
0 0 1

−229
200 −249

100 − 9
10


 , b =



0
0
1


 .

La matrix A tiene valores propios: λ1 = −ǫ1 = −1
2 y λ2,3 = −ǫ2 ± iω2 = −1

5 ± i32 .
Empleando la transformación x = Sy, donde

S−1 =




229
234

20
17

50
17

1
2 1 0
0 1

2 1


 ,

se transforma el sistema , en su forma equivalente

ẏ = By+ b1u, u (·) ∈ U = {u ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} , (2.35)

donde y (t) = [y1 (t) , y2 (t) , y3 (t)]
T representa las coordenadas fase del sistema, y

B = S−1AS =



−1

2 0 0
0 0 1
0 −229

100 −2
5


 , b1 = S−1b =




50
117
0
1


 ,

el cual es desacoplado. Fijando δ1 = 0.3137
Las desviaciones máximas para este sistema son

α̂1 =
32

37
, α̂2 =

16

37
coth

Å

π

12

ã

, α̂3 =
4e−

1
6
+arctan ( 1

6)
(
1 + coth

( π
12

))
√
37

.

De esta manera se tiene que las soluciones x(t) para cada u ∈ U satisfacen ‖x(t)‖ ≤ 1
para todo t ≥ 0.

Ejemplo 2.4.2. Ahora supongamos un sistema de orden 4, donde

A =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−3

2 −23
16 −17

32 − 13
128


 , b =




0
0
0
1


 .

Donde los valores propios de la matriz A son

−ǫ1 ± iω1 = −1

4
±i1

4
− ǫ2 ± iω2 = −1

2
±i3

4
.

El cambio de coordenadas x = Sy, donde

S−1 =




13
16 1 1 0

0 13
16 1 1

1
8

1
2 1 0

0 1
8

1
2 1,



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Figura 2.10: Diagrama fase del sistema de orden 3 con condición inicial x0 = y y0 = Sx0,
respectivamente

expresa el sistema (2.34) en el sistema equivalente

ẋ = Bx+ b1u, u (·) ∈ U = {u ∈ KC : |u(t)| ≤ δ1} ,

donde

B = S−1AS =




0 1 0 0
−1

8 −1
2 0 0

0 0 0 1
0 0 −13

16 −1


 ,b1 = S−1b =




0
1
0
1




el cual es desacoplado. Para δ1 = 0.058243 se tiene que los valores de las desviaciones
máximas son

α̂1 = 18.4219, α̂2 = 11.8734, α̂3 = 8.3063, α̂4 = 3.5502.

De lo anterior se tiene que las soluciones del sistema (2.34) satisfacen ‖x(t)‖ ≤ 1 para
todo t ≥ 0.
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Figura 2.11: Diagrama fase de las trayectorias para el sistema (2.4.2).
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Conclusiones

A continuación se resumen los resultados obtenidos en este trabajo de tesis que se
consideran mas relevantes.

1. En el primer Capítulo se desarrollaron con mayor detalle algunos temas de la teoría
de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo, ya que dicha teoría no es
cubierta a un nivel básico, generalmente es presentada de forma abstracta y por ello
se han extendido algunas demostraciones y ejemplos para una mejor comprensión.
Además se ilustra por qué la teoría para ecuaciones diferenciales ordinarias no se
puede aplicar directamente a ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo.

2. Se concluye que para sistemas de ecuaciones diferenciales presentados en el Capí-
tulo dos los cuales se pueden descomponer mediante una transformación lineal no
degenerada en subsistemas desacoplados de orden dos y uno se encuentran expre-
siones algebraicas para calcular las desviaciones máximas de dichos subsistemas.

3. Se muestra que el criterio de estabilidad robusta para un sistema lineal de orden
n con una perturbación adicional (discontinua en un conjunto numerable de medi-
da cero y acotada), cuya matriz posee valores propios con parte real negativa y al
menos un par de valores propios complejos conjugados, queda determinado por las
desviaciones máximas para las coordenadas fase del sistema y la cota de la peor per-
turbación. Estas permiten dar aproximación al conjunto de accesibilidad del sistema.
Los resultados obtenidos se ilustran en dos ejemplos particulares.

Alguna de las lineas de investigación futura pueden ser las siguientes.

1. Queda abierto el problema de obtener una mejor aproximación para el conjunto de
accesibilidad para los sistemas de ecuaciones diferenciales estudiados.

2. Otro problema por el que uno se podría preguntar es si se puede determinar un
criterio de estabilidad robusta cuando en la matriz A del sistema de ecuaciones
diferenciales existe alguna perturbación.



Apendice

A.1. Conjuntos

Algunas propiedades importantes de los conjuntos convexos que se utilizan en el texto
son las siguientes.

Sea X un espacio vectorial real. Un subconjunto K de X es llamado convexo si
para cada x, y ∈ K y cada λ ∈ [0, 1], se cumple que λx+ (1− λ)y ∈ K.

Definición A.1.

Otro concepto interesante es el de la envolvente convexa de un conjunto K, que se define
de la siguiente manera.

Llamaremos envolvente convexa, conv(K), del conjunto K a la intersección de
todos los conjuntos que contienen aK y envolvente convexa cerrada del conjunto
K a la intersección de todos los conjuntos cerrados y convexos que contiene a K.

Definición A.2.
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A.2. Convergencia

Una sucesion de funciones {fn} converge uniformemente a f sobre un conjunto
A si para cada ǫ > 0 existe un número N tal que para n > N y para toda x ∈ A

‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ǫ.

Definición A.3.

Lo que es importante observar respecto a la convergencia uniforme es que el numero N
depende solamente de ǫ, es independiente del punto x ∈ A.

A.3. Funciones absolutamente continuas

En este apartado se presentan algunas propiedades de funciones vectoriales, las cua-
les se requieren a lo largo del trabajo. Algunas de ellas se presentan sin demostración y
pueden ser consultadas en la literatura citada.

Una función y : [a, b] → R
n se llama absolutamente continua si para todo ǫ > 0

existe un δ > 0 tal que para toda familia finita {(ai, bi)} de intervalos disjuntos
en [a, b] tales que

∑n
i=1 (bi − ai) < δ se cumple la desigualdad

n∑

i=1

‖y(bi)− y(ai)‖ < ǫ. (A.1)

Definición A.4.

Si f es continua en un intervalo [a, b] y f ′ existe y es acotada en (a, b), entonces f
es absolutamente continua en [a, b].

Teorema A.1.

Una función ϕ : Rn → R
m es llamada localmente compacta (respectivamente

localmente acotada) si para cada punto x ∈ R
n existe una vecindad N (x) de x,

tales que ϕ (N (x)) es compacta (respectivamente acotado).

Definición A.5.
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Una familia de funciones {fn} , donde fn : Rm → R
m, es llamada equicompacta

(respectivamente equiacotada) si para todo x ∈ R
n, existe un subconjunto com-

pacto (respectivamente acotado) K ⊂ R
m, una vecindad N (x) de x, y un ǫ0 > 0

tales que
para todo ǫ < ǫ0, fǫ (N (x)) ⊂ K.

Definición A.6.

Sea {xk (t)} una sucesión de funciones absolutamente continuas xk : [0, T ] ⊂
R → R que satisfacen:

Para todo t ∈ [0, T ], {xk (t)} es un subconjunto relativamente compacto (es
decir, su clausura es un conjunto compacto) en R.

Existe una función positiva c (·) tal que, para casi todo t ∈ [0, T ], ‖ẋk (t)‖ ≤
c (t).

Entonces existe una subsucesión {xkn} que converge a una función x (t) : [0, T ] ⊂
R → R absolutamente continua en el sentido de que

{xkn (t)} converge uniformemente a x (t) en todo subconjunto compacto
de [0, T ].

{ẋkn (t)} converge puntualmente a ẋ (t).

Teorema A.2 (Ascoli-Arzelà).

El teorema de Hartman-Grobman es un resultado importante en la teoría cualitativa
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este teorema muestra que cerca de un punto de
equilibrio hiperbólico x0, el sistema no lineal

ẋ = f (x) (A.2)

tiene la misma estructura que el sistema lineal

ẋ = Ax (A.3)

donde A = Dx0. En adelante supondremos que el punto de equilibrio x0 ha sido trasla-
dado al origen.

Dos sistemas autónomos de ecuaciones diferenciales, como (A.2) y (A.3) se dice que
son topológicamente equivalentes en una vecindad del origen, es decir que tienen la mis-
ma estructura cualitativa cerca del origen si existe un homeomorfismo H que mapea un
conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V que contiene el origen
y que mapea las trayectorias de (A.2) en U sobre las trayectorias de (A.3) en V y conserva
su orientación por el tiempo, es decir, si una trayectoria está dirigida de x1 hacia x2 en U ,
entonces su imagen dirigida desde H (x1) de H (x2) en V .
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Sea E un subconjunto abierto de R
n que contiene al origen, f : E → R con

derivadas parciales continuas en E, y x (t;x0) la solución del sistema no lineal
que inicia en el punto x0. Suponga que f (0) = 0 y que la matriz jacobiana
A =

(
∂fi
∂xj

(0)
)

no tiene valores propios con parte real igual a cero (es decir x = 0

es un punto de equilibrio hiperbólico). Entonces existe un homeomorfismo H de
un conjunto U que contiene al origen x = 0 sobre otro conjunto V que también
contiene al origen, tal que para cada x0 ∈ U , existe un intervalo abierto I0 ⊂ R

que contiene al cero de manera que para todo x0 ∈ U y t ∈ I0 se cumple

H (x (t;x0)) = eAtH (x0) ,

es decir, H transforma trayectorias del sistema lineal alrededor del origen, sobre
trayectorias del sistema no lineal alrededor del origen, y preserva la parametri-
zación por el tiempo.

Teorema A.3.

x0 H (x0)

H

0

U

0

V

Figura A.1: Representación del Homeomorfismo H.

A.4. Mapeo de Poincaré

Consideramos el problema de determinar cuando una solución oscilante converge a
una trayectoria cerrada, para ello consideremos el siguiente sistema de ecuaciones dife-
renciales, con condición inicial

ẋ = f (x) , x(0) = x0, t ≥ 0, (A.4)

el cual tiene soluciones oscilantes. Sea S ⊂ R
n un plano. En adelante denotaremos por

x (t;x (t0)) la solución al sistema (A.4) en el instante t y condición inicial x(t0) = x0.
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El mapeo de Poincaré resulta de la transformación siguiente: se parte de una condición
inicial x(0) = x0, dado que las soluciones del sistema (A.4) son oscilantes para algún
instante t1 la trayectoria dada por la solución x (t;x0) intersecta el plano S, como se
muestra en la Figura A.2, ahora tomando como condición inicial al punto x1 = x (t1;x0),
se tiene que para algún instante t2 la trayectoria dada por la solución x (t;x1) intersecta
al plano S en el punto x2 = x (t2;x1), haciendo lo anterior consecutivamente se obtiene
el conjunto K = {t1, t2, . . . , tn, tn+1, . . . : xi ∈ S}.

El conjunto Σ ⊂ S se define como sigue

Σ = {x (ti;xi−1) : ti ∈ K} , (A.5)

el cual es llamado sección de Poincaré.

El mapeo P : Σ → S es llamado mapeo de Poincaré, donde

P (x(tk;xk−1) := x (tk+1;xk) .

Definición A.7.

Notemos que una condición para garantizar la existencia de un ciclo límite es que el mapeo
de Poincaré P tenga un punto fijo.

x0

x1x2x3S

Figura A.2: Ilustración del mapeo de Poincaré
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