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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo analizar médulos de homologia
de ciertos espacios topolégicos (complejos simpliciales) construidos a partir
de una gréfica simple finita en donde actia el grupo simétrico S,,.

A partir de graficas completas de n vértices K,,, se construyen las grafi-
cas de emparejamientos G,, de las cuales obtenemos las graficas de cla-
nes K(G,,). Con estas graficas se definen los complejos simpliciales A(G,,)
v AK(Gy)).

En este trabajo se muestra por métodos elementales la descomposicion en
submddulos irreducibles de los médulos de homologia de A(G,) y A(K(G,)),
paran = 4,5,6. La descomposicion en irreducibles de los médulos de homo-
logia de A(G,,) ha sido ya exhibida por Bouc (1984).

Abstract

In this work we analyze the homology modules of certain topological
spaces (simplicial complexes) built from a finite graph where the symmetric
group S, acts.

From complete graphs with n vertices, we built the matching graphs G,,,
and then we get clique graphs K(G,). With these graphs we define the
simplicial complexes A(G,,) and A(K(G,,)).

We show by elementary methods the decomposition into irreducible sub-
modules of the homology modules for A(G,,) and A(K(G,)). The decom-
position into irreducibles of the homology modules A(G,,) has already been
shown by Bouc (1984).
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Introduccion

En matematicas, como en otras ciencias, es importante descomponer cierto
objeto en piezas y mejor aun si tales piezas son pequenas. Por ejemplo, del
teorema fundamental de la aritmética sabemos que todo niimero entero posi-
tivo puede ser expresado como producto de potencias de primos. En algebra
lineal, dado un operador lineal 7" en un espacio vectorial V' de dimension
finita es deseable descomponer a V' en una suma directa de subespacios T-
invariantes propios, es decir, cuando se aplica el operador a cada elemento
del subespacio lo envia a otro elemento del mismo subespacio. Esta descom-
posicion de V resulta 1til, puesto que ciertas propiedades de T pueden ser
inferidas a través de su comportamiento en cada uno de los sumandos direc-
tos, es decir, de la restriccién de T" a un subespacio T-invariante W. En el
mejor de los casos, si T es diagonalizable, entonces V' puede descomponer-
se en una suma directa de subespacios T-invariantes unidimensionales, que
son los subespacios generados por los vectores de la base formada por los
vectores propios de T

En algebra lineal se estudian espacios vectoriales sobre campos arbi-
trarios. Para nosotros, nos serd ttil el concepto de modulo, el cual es una
generalizacién de espacio vectorial. Se obtiene la generalizacion simplemente
reemplazando el campo por algin anillo. Ahora hagamos ciertas analogias
relacionando algunos conceptos de la teoria de representaciones con el len-
guaje ya conocido de algebra lineal: asociamos mdédulo con espacio vecto-
rial, submddulo con subespacio y submédulo irreducible con subespacio T-
invariante.

A cada campo F'y cada grupo G se le asocia un anillo denotado por F'¢
llamado el anillo de grupo. Estudiar médulos sobre el anillo de grupo F'¢ es
equivalente a estudiar nuevas estructuras llamadas G-médulos, y estas a su
vez son equivalentes a estudiar representaciones de G en V', donde V' es un
espacio vectorial sobre F'. Usaremos tales conceptos segin sea conveniente,
por ejemplo, nos referimos a una representacién de G en V cuando consi-
deramos caracteres y G-modulos cuando descomponemos tales médulos en
submoédulos irreducibles.
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El teorema fundamental de la aritmética es analogo al teorema de Masch-
ke ([15], teorema 1.5.3, p.16), el cual sigue la idea de descomponer a un
modulo en sus piezas mas pequenas. El teorema de Maschke enuncia que,
bajo ciertas hipétesis en el campo F'y grupo G (que se cumplen para todo
grupo finito G en caso de que F sea el campo de los nimeros complejos),
todo F%médulo es completamente reducible, es decir, es suma directa de
submoédulos irreducibles.

Nos interesa la llamada teoria ordinaria de representaciones de grupos
finitos, en la cual se considera al grupo actuando en un espacio vectorial de
dimensién finita sobre el campo de los niimeros complejos y mas general-
mente sobre campos de caracteristica que no divide al orden del grupo. Esta
restriccion en la caracteristica es necesaria para que se cumplan las hipdtesis
del teorema de Maschke. Por otra parte, la teoria modular estudia moédulos
sobre anillos de grupo F'“ donde la caracteristica del campo F divide al
orden del grupo G, en este caso pueden existir médulos que no son comple-
tamente reducibles, como se muestra en el ejemplo 1.6.8. En este trabajo no
consideraremos la teoria modular.

Los G-modulos que estudiaremos resultan a partir de una construc-
cién topoldgica que a continuacién describimos. Un complejo simplicial A
estd formado por un conjunto de vértices y una coleccion de subconjuntos
de vértices, llamados simplejos, tal que si A es un elemento de A, cada
subconjunto no vacio de A pertenece a A. A cada complejo simplicial se le
puede asociar un espacio topologico |A|, llamado su realizaciéon geométrica.
Los complejos simpliciales son una herramienta fundamental para introducir
conceptos topologicos dentro de la combinatoria.

Consideraremos complejos simpliciales obtenidos a partir de gréficas. Es
decir, a cada grafica GG simple finita se le asocia un espacio topoldgico por
medio del complejo simplicial A(G), cuyos simplejos son las subgraficas com-
pletas.

Estamos interesados en la graficas de emparejamientos G, las cuales se
construyen a partir de gréficas completas de n vértices, a su vez, K(G,,) de-
nota ciertas graficas (llamadas graficas de clanes) obtenidas a partir de G,,.
Con estas gréficas se definen los complejos simpliciales M, = A(G,) y
K(M,) = A(K(G,)). Todos los calculos que realizamos son para n = 4,5,6
y sus respectivas gréaficas aparecen abajo.

G4
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La homologia es una herramienta algebraica que puede entenderse como
un modo de obtener informacién sobre espacios topolégicos (en nuestro caso
complejos simpliciales), por ejemplo, espacios homeomorfos tienen médulos
de homologia isomorfos. Aunque hay varias teorias de homologia ([12, §26]),
la homologia que usamos en este trabajo es la homologia simplicial, pues sus
modulos de homologia son faciles de calcular comparados con los médulos
de homologia singular. Si G' actia en un complejo simplicial A, los espacios
de homologia de A con coeficientes en el campo de los nimeros complejos
seran denotados por Hy_1(A), y definen médulos sobre el grupo G.

La idea de este trabajo surge a partir del teorema de Bouc ([2], proposi-
ci6én 4, p.172]), el cual describe la descomposicién del S,,-médulo Hy_1(M,,)
en suma directa de submoédulos irreducibles, en donde actia el grupo simétri-
co Sy, para todo n, k > 1.

En este trabajo reproducimos el resultado de Bouc para n = 4,5, 6, por
medio de argumentos elementales de representaciones de grupos y topologia.
Ademas se calcula la descomposicién en médulos irreducibles de H (K (M,,)),
es decir, de los médulos de homologia de los complejos simpliciales obtenidos
a partir de la gréfica de clanes K(G,) en donde también actia el grupo
simétrico S, con n = 5, 6.

En el primer capitulo se estudian conceptos de algebra lineal, grupos,
anillos, médulos, representaciones de grupos y graficas, los cuales se usaran
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en los capitulos posteriores. Siendo los conceptos mas importantes el de
representaciéon de un grupo G en un espacio vectorial V, G-médulos y F¢-
maédulos. Se enuncia el teorema de Maschke. Ademas, se definen las graficas
de emparejamientos, clanes y bipartita clanica.

En el segundo capitulo, estudiamos la relaciéon entre tableros de Young y
representaciones del grupo simétrico. Describimos la construccién de médu-
los de Specht los cuales dan una lista completa de las representaciones irre-
ducibles de S,,.

El tema del capitulo 3 es el de los espacios de homologia de complejos
simpliciales. En la seccién 3.1 se desarrollan conceptos como: complejo sim-
plicial abstracto A, espacio de cadenas C,(A), el operador frontera d,. En
la secciéon 3.2, se define espacio de homologia de un complejo simplicial. Se
presentan los complejos de cadenas abstractos en la seccion 3.3 y por ultimo,
en la seccién 3.4, se definen espacios topoldgicos homotopicos, se menciona
que los espacios de homologia de espacios homotopicos son isomorfos y a las
graficas finitas se les asocia complejos simpliciales.

Finalmente, en el capitulo 4 se utilizara la teoria presentada en los capitu-
los anteriores. Se define el complejo de emparejamientos y se enuncia el teo-
rema de Bouc. Ademas, calculamos la descomposicion de los mddulos de
homologia reducida de complejos de emparejamientos M, en submoddulos
irreducibles, para n = 4,5,6. Este trabajo amplia los resultados de [14],
pues de forma andloga se calculan los médulos de homologia reducida de
los complejos simpliciales obtenidos de las gréficas de clanes K(G,,), para
n = 9,0.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es estudiar conceptos de dlgebra lineal, dlgebra
abstracta (grupos, anillos y médulos), representaciones de grupos y teoria
de graficas, los cuales usaremos en los préximos capitulos.

En la seccion 1.1 se revisan algunas definiciones y teoremas de espacios
vectoriales y transformaciones lineales que usaremos en el desarrollo de este
trabajo. Entre las definiciones que utilizamos frecuentemente son la suma
directa de espacios vectoriales y espacio cociente. Se construye el espacio
vectorial FX con base X sobre el campo F. Las pruebas que se omiten se
puede consultar en [4] y [6].

De la seccion 1.2, los conceptos importantes son: grupo, homomorfismo e
isomorfismo de grupos, grupo simétrico, acciéon de un grupo G en un conjunto
no vacio. Las demostraciones de grupos que no incluiremos explicitamente se
pueden encontrar en [3]. En la seccién 1.3 y 1.4 se definen anillos y médulos
respectivamente.

Se desarrollan conceptos de representaciones de grupos de la seccién 1.5
a la seccion 1.10. Mas especificamente, en la seccién 1.5 observamos que si
F es un campo y G un grupo, se define la multiplicacién en el espacio vec-
torial F'“ construido en la seccién 1.1 y se obtiene un anillo. Se muestra que
estudiar F%-médulos es equivalente a estudiar G-médulos, que a su vez, es
equivalente a estudiar representaciones de GG en V', donde V' es un espacio
vectorial sobre F'. Se discute en la seccion 1.6 el teorema de Maschke, el cual
enuncia que, bajo ciertas hipétesis, cualquier G-médulo V' se puede descom-
poner como suma directa de G-submodulos irreducibles. En la seccion 1.7
consideramos el lema de Schur, pues la idea de su prueba es similar a las
demostraciones de ciertas proposiciones posteriores de esta seccién. Por otra
parte, los caracteres de una representacién nos proporcionan informacion
acerca de esta, lo cual se describe con detalle en la seccion 1.8. Ademas,
por medio del producto interno de caracteres podemos determinar si una

11
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representacion es irreducible, cudndo dos representaciones son equivalentes;
asi como la multiplicidad de cierto submoédulo irreducible en la descomposi-
cién de un G-médulo, entre otros teoremas que se muestran en la seccién 1.9.
En la seccion 1.10, se expone la reciprocidad de Frobenius y la formula para
obtener el caracter de una representacion inducida.

El propésito de la seccién 1.11 es definir gréaficas, grafica de empareja-
mientos, grafica de clanes y gréafica bipartita clanica.

1.1 Algebra lineal

En esta secciéon F' denota un campo, y todos los espacios vectoriales se
suponen sobre F'.

Definicién 1.1.1. Sean W; y W5 dos subconjuntos no vacios de un espacio
vectorial V', la suma de W7 y Ws, que se expresa como Wi + W, se define
como el conjunto {x +y:xz € Wy yy € W,}. La suma de cualquier nimero
finito de subconjuntos no vacios de V: Wy, ..., W, se define andlogamente
como el conjunto

Wi+ +W,={x1+-+ax,: 20, € Wyparai =1,2,...,n}

Se tiene en general que si W; y W, son subespacios de V', entonces
W1 + Wy es subespacio de V.

Definicién 1.1.2. Un espacio vectorial V' es la suma directa de W, y Ws,
denotada como V = W; & Ws, si Wi y W5 son subespacios de V' tales que
WlﬂWQZ{O}yW1+W2:V

Teorema 1.1.3. ([4], corolario 1.13, p.53). Sean Wy y Wy subespacios de V/
tales que V.= Wy + Ws. Luego, V. =W ® W5 si y solo si

dim(V) = dim(W7) + dim(W5).

Definicién 1.1.4. Sea W un subespacio de un espacio vectorial V. Para
toda v € V el conjunto {v} +W = {v+w : w € W} se llama clase lateral
de W. Es frecuente expresar a esta clase lateral como v + W en vez de
{v}+W.

Se puede demostrar lo siguiente:
o v+ W =wvy+ W siysolosiv,—uvy €W

Denotemos por V/W al conjunto de todas las clases laterales de W.
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Lema 1.1.5 ([6], lema 4.2, p.160). Sean V un espacio vectorial y W un
subespacio de V', entonces V/W es un espacio vectorial, donde para v; +
Wivg+ W € V/W y A € F, se define:

o (v + W)+ (vg+ W)= (vy +v9) + W para todos vy, v € V.
e \Nvy +W)=MAvy + W para todov; € Vy\eF.
Llamamos a V/W el espacio cociente de V' médulo .

Teorema 1.1.6. ([6], lema 4.8, p.168). Sea (V/W) el espacio cociente de V
modulo W, se tiene:

dim(V/W) = dim(V') — dim(W).

Teorema 1.1.7. ([4], corolario 2.3, p.69). Sean V' y W espacios vectoriales
y T :V — W una transformacion lineal. Si f = {v1,...,v,} es una base
de V, entonces im(T') = (T'(v1),...,T(v,)).

Teorema 1.1.8. ([4], teorema 2.22, p.98). Sean V' y W espacios vectoriales
de dimension finita sobre el mismo campo F. Entonces V' es isomorfo a W

sty solo si dim(V') = dim(W).

Teorema 1.1.9 (Teorema de isomorfismo). ([6], teorema 4.A, p.160). Si
[V = W es una transformacion lineal, el espacio cociente V/ker(f) es
isomorfo a im(f). Un isomorfismo entre estos dos espacios es el siguiente:

¢ V/ker(f) — im(f)

definido por ¢(v + ker(f)) = f(v).

A continuacion, construiremos un espacio vectorial que usaremos mas
adelante en la seccién 1.5.
Sea X un conjunto no vacio. Se define FX como:

FX={f:X = F|{xeX]|f(zx)+#0} es finito}.

Lema 1.1.10. FX es un espacio vectorial, donde la suma y el producto por
escalares estan definidos como:

o (f+9)(x) =f(x)+g(x), donde f,g € F¥,

o (rf)(z)=rf(z), conre F.
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Demostracion. Para verificar que la suma estd bien definida, verifiquemos
quesi f,g € FX, entonces (f+g) € FX.Sean f,g € F'X y A, B subconjuntos
finitos de X, tales que f(z) =0 paraz € Ay g(y) = 0 paray ¢ B. Notemos
que AU B es un subconjunto finito de X' y (f + ¢g)(z) =0 para z ¢ AU B,
por tanto, (f + g) € FX. De forma similar, comprobemos que el producto
por escalar estd bien definido. Si » € F, f € FX y C es un subconjunto
finito de X, tal que f(z) = 0 para = ¢ C, entonces (rf)(z) = 0 para z ¢ C,
por tanto (rf) € F¥. Es inmediato demostrar que se cumplan las otras
condiciones de espacio vectorial. O

Consideremos la funcién ¢ : X — FX, tal que:

1, siz=y
0, six#y

Notemos que ¢ es inyectiva, puesto que si x,y € X y = # y, entonces

e(@)(y) # »(Y)(y), ya que p(z)(y) =0y @(y)(y) = 1, asi p(z) # ¢(y). Se
obtiene que ¢(X) es un subconjunto de FX que se identifica con X.

Teorema 1.1.11. o(X) es base del espacio vectorial FX.

Demostracion. Sea D = {xy,xs,...,x,} un subconjunto finito de X. Con-
sideremos » . .p Ay, () = 0, con A, € F. Sea y € D, entonces

D> (@) (y) = Ay

z; €D

si y = xj, entonces A, = 0. Por tanto, {¢(x;) | #; € D} es linealmente
independiente.

Por otra parte, sea E un subconjunto finito de X. Sea f € F¥X, tal
que f(z) # 0 para x € E, tenemos:

Y f@elx) =) f@)e(z) + Y fa)p(z) =) f(z)p(e)

zeX zeE ¢ E zeE

Ahora, tomemos y € E, entonces ) . f(z)e(z)(y) = f(y). Por tanto, se
puede escribir a f como f =} _ f(z)p(z). O

Por abuso de notacion y ya que ¢ es inyectiva se identifica cada elemento
x € X con la funcién ¢(x). Con esta notacién, cada elemento f del espacio
vectorial F'X se escribe como combinacién lineal de los elementos de X:

=Y fa). (1.1)

zeX



1.2. GRUPOS 15

1.2 Grupos

Definicién 1.2.1. Una operacién binaria en un conjunto GG es una funcion
de la forma % : G x G — G. Para cada (a,b) € G x G, denotaremos al
elemento *((a,b)) € G por ab.

Definicién 1.2.2. ! Un grupo es un conjunto no vacio G, junto con una
operacién binaria * que satisface las siguientes condiciones:

1. La operacion es asociativa, es decir, a(bc) = (ab)c, para todos a, b, c € G.

2. Existe un elemento neutro 1 € G tal que al = la = a, para todo

a€ (.

3. Paracadaa € G, existea™ € Gtalqueaa ™ =ala=1. Aalsele
llama inverso de a.

Un grupo G es abeliano si para cualquier a,b € G se tiene ab = ba.

El nimero de elementos de un grupo G, es el orden de GG, y lo denotamos
por |G|. Cuando |G| es finito, decimos que G es un grupo finito.
Enseguida se muestran ejemplos de grupos que usaremos posteriormente.

Ejemplo 1.2.3. El conjunto de matrices invertibles n xn con entradas en un
campo F', denotado como GL(n, F), junto con el producto usual de matrices
es un grupo.

Ejemplo 1.2.4. El conjunto de operadores lineales invertibles en un espacio
vectorial V' sobre el campo F', denotado por GL(V'), junto con la operacién
composicion de operadores es un grupo.

Definicién 1.2.5. Sea H un subconjunto no vacio del grupo G. Si hy, hy € H
implica hihe € H, el elemento neutro del grupo G estd en H y dado h € H,
se tiene que h™! € H, decimos que H es un subgrupo de G y lo denotamos
como H < (.

Sea G un grupo y ¢g € G, definimos las potencias de g como sigue: ¢ = 1,
9'=9.9=99, =99 ..., 9" =99 parak >0y g" = (¢7")* para
k < 0. Se puede demostrar que se cumple ¢g"¢g™ = ¢g"™™, para cualesquiera
n,m € 7.

1Se puede definir grupo ([1], definicién 1.2.1, p.21), cambiando 2 y 3 por las condiciones
de que exista el neutro por la izquierda, es decir, 1x = x y el inverso por la izquierda
a"'a = 1. Se puede demostrar posteriormente que también existe el neutro por la derecha,
es decir, z1 = z y el inverso por la derecha, aa~! = 1, como se hace en [1], teorema 1.2.2,

p-22, para obtener la definicién 1.2.2.
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Teorema 1.2.6 ([3], teorema 5.17, p.53). Si G un grupo y g € G, el conjunto

(9)={9" IneZ}

es un subgrupo de G. El grupo (g) se llama subgrupo ciclico generado
por g.

Definicién 1.2.7. Un grupo G es un grupo ciclico si existe un elemento
g € G tal que G = (g). Al elemento g se le llama un generador de G.

Teorema 1.2.8 ([16], teorema 3.5, p.25). Si C,, es un grupo ciclico finito de
orden n, entonces los elementos de C,, son potencias positivas del generador g
de C,,, desde ¢° = 1 hasta g"~'. Es decir:

Co={1=¢"99%9...,9" '}

Definicién 1.2.9. Una permutacion de un conjunto Y es una funcion
biyectiva m: Y — Y.

Teorema 1.2.10. ([3], teorema 8.5, p.77). Sea Y un conjunto no vacio y sea
Sy el conjunto de todas las permutaciones de Y. Entonces Sy es un grupo
con la operacion dada por la composicion de permutaciones.

Definicién 1.2.11. Sea Y el conjunto finito {1,2,...,n}. El grupo de todas
las permutaciones de Y es el grupo simétrico y es denotado por S,. Dado
m € S,, usaremos la siguiente notacién para designar a

(1 2 3 . o
A 7@ 7@ o)
donde debajo de cada z € Y se encuentra su imagen 7(z) € Y. Sea la

funcién identidad id, : ¥ — Y dada por id,(z) = =, para cualquier
rey.

Definicién 1.2.12. Sea Y el conjunto finito {1,2,...,n}. Si 7 € S, es una
permutacién y € Y es un elemento, diremos que 7 fija a x si 7(z) = z. En
caso contrario, diremos que m mueve a x. Ahora, si 71,49, ..., 7 son enteros
distintos que pertenecen a Y y si w € S,, es tal que

7T(i1) = ig,ﬂ(ig) == ig, RN ,W(ikfl) = ik, W(lk) = il

y 7 fija a los elementos de Y distintos de 1,9, . . ., ig, entonces, diremos que
7 es un ciclo de longitud & o un k-ciclo y se denota por m = (iiy . .. ).
Un ciclo de longitud 2 es una transposicién. Algunas veces denotamos a
la permutacion identidad por id, = (1).
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Ejemplo 1.2.13. Consideremos la permutacion © € S;, dada por:

12345
7T:(2 431 5):(124)‘

Asi, 7 es un 3-ciclo.

Definicién 1.2.14. Dos ciclos de un conjunto ¥ = {1,2,...,n} son dis-
juntos si ningin elemento de Y es movido por ambos ciclos.

Ejemplo 1.2.15. Sea Y = {1,2,3,4,5,6}. Los ciclos (125) y (346) son
disjuntos, mientras que los ciclos (125) y (246) no lo son.

Teorema 1.2.16. ([16], teorema 4.5, p.35). Si n > 2, toda permutacion
m #id, en S, se puede expresar de manera unica, como producto de ciclos
disjuntos de longitud > 2, salvo por el orden en el que aparecen los ciclos.

Definicién 1.2.17. Sea una permutacion 7 € S,,. La estructura en ciclos
de 7 son las longitudes de los ciclos de la descomposicién de 7w como producto
de ciclos disjuntos. Listando las longitudes en orden decreciente.

Ejemplo 1.2.18.

=~ Ot

(1234
™\{231s+5

Asi, (123)(45) € S5 tiene la estructura en ciclos (3,2).

) = (123)(45).

Definicién 1.2.19. Dos elementos g, g; € G son conjugados si
g=hgh™",

para algin h € G. El conjunto de todos los elementos conjugados dado g es
llamado clase de conjugacién de g y es denotado por K.

Teorema 1.2.20. ([16], teorema 4.12, p.43). Dos elementos de S, son con-
Jugados si y solo si tienen la misma estructura en ciclos.

Teorema 1.2.21. ([3], corolario 9.12, p.90). Toda permutacion ™ € S, es
producto de transposiciones.

Teorema 1.2.22. ([3], teorema 9.15, p.91). Sea 7w € S,,. Si expresamos a ™
CcOmo m™ = TiTy -+ T = U1a -1, donde 7; y ; son transposiciones para
1 =1,...,k, 7 = 1,...,s, entonces k y s son ambos pares o bien ambos
impares.
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Definicién 1.2.23. Si G y H son grupos, entonces un homomorfismo
de G en H es una funcién p : G — H la cual satisface

plab) = p(a)p(b),
para todo a,b € G. Si p es biyectiva diremos que p es un isomorfismo.

Teorema 1.2.24. ([3], teorema 13.2, p.128). Sea p : G — G un homomor-
fismo de grupos. Entonces

1. p(1) =1, donde 1 € G y 1" € G' son los neutros respectivos.

2. Sig € G, entonces p(g~') = p(g)~".

Denotemos con Sy al grupo de permutaciones de un conjunto Y. Del
teorema de Cayley ([6], teorema 2.F, p.77) se deduce que cualquier grupo G
es isomorfo a un subgrupo de Sy para un conjunto Y suficientemente gran-
de. Formalmente, esto significa que se puede construir un homomorfismo
inyectivo f : G — Sy, asi que G = f(G). Cada permutacion f(g) € Sy
“representa” al elemento del grupo g € G.

Si tenemos un homomorfismo ¢ : G — Sy, no necesariamente inyectivo,
el grupo G permuta el conjunto Y como sigue: dado ¢ : G — Sy, y deno-
tando a ¢(g) como ¢,, se define x : G XY — Y como g *y = ¢,(y). Por
propiedades de homomorfismo esta funcién tiene las siguientes propiedades:

o lxy=adi(y) =v,
o (gh) xy = dg(y) = og(y)n(y) = ¢yg(dn(y)) = dg(h*y) = g * (hxy).
Abstrayendo estas propiedades, obtenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.2.25. Sea GG un grupo y X un conjunto no vacio. Una accién
de G en X es una funcién * : G x X — X tal que

1. 1 %2 =z para todo z € X.
2. (g192) *x = g1 * (g2 * x) para todo x € X y ¢1,¢92 € G.

Bajo estas condiciones, también decimos que X es un G-conjunto. En oca-
siones, por abuso de notacién, escribiremos gz en lugar de g * x.

Por otro lado, dada una accién del grupo G en el conjunto Y, se puede
definir un homomorfismo ¢ : G — Sy por medio de ¢4(y) = g * y. Esto
establece una correspondencia biyectiva entre el conjunto de homomorfismos
¢ : G — Sy y el conjunto de las acciones de G en Y.
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1.3 Anillos

Definicién 1.3.1. Un conjunto no vacio R se dice que es un anillo si en
R estan definidas dos operaciones suma y producto, denotadas por + y -
respectivamente, tal que R es un grupo abeliano bajo la suma y ademas:

lL.a-(b-¢c)=(a-b)-c,
2.a-(b+c)=a-b+a-c,
3. (b+c)-a=b-a+c-a.

para cualesquiera a, b, c € R.

Si existe un elemento 1 € R tal que a-1 =1-a = a para todo a € R,
diremos que R es un anillo con identidad.

Si la multiplicacién de R es tal que a-b = b-a para todo a,b € R entonces
llamamos a R anillo conmutativo.

Un anillo con identidad es un anillo con divisién si sus elementos
distintos de cero forman un grupo bajo la multiplicacion.

Usaremos la notacién ab en lugar de a - b, para a,b € R.

A continuacién se muestran ejemplos de anillos.
Ejemplo 1.3.2. Un campo es un anillo conmutativo con division.

Ejemplo 1.3.3. El conjunto de los enteros Z junto con la suma y la multi-
plicacién usual forman un anillo conmutativo con identidad.

Ejemplo 1.3.4. El conjunto de los nimeros reales R, los niimeros raciona-
les Q y los nimeros complejos C con las operaciones usuales son campos y
por tanto también son anillos.

Ejemplo 1.3.5. El conjunto de matrices M, (Z) n X n con entradas enteras
es un anillo no conmutativo con identidad.

Ejemplo 1.3.6. ([8], teorema 3.1, p.160). Sea A un grupo abeliano, deno-
temos a los endomorfismos de A como el siguiente conjunto:

End(A) ={f: A — A| f es un homomorfismo de grupos}.

Sea f,g € End(A), definimos el producto fg por (fg)(z) = f(g(x)) y la
suma f + g por (f + g)(z) = f(z) + g(z). Entonces se puede demostrar que
con estas operaciones, End(A) tiene estructura de anillo.

Definicién 1.3.7. Sean Ry R’ anillos con identidades 15 y 1, respectiva-
mente. Un morfismo de anillos es una funcién ¢ : R — R’ tal que:
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L ¢(a+b) = é(a) + ¢(b),
2. ¢(ab) = ¢(a)p(b),
3. ¢(1gr) = 1y,

para a,b € R.

En un anillo R, para a € R, n € N, denotamos na = a + - - - 4+ a, donde
hay n sumandos.

Definicién 1.3.8. La caracteristica de un anillo R es el menor entero
positivo n tal que nx = 0 para toda = € R. Si no existe tal entero, decimos
que R tiene caracteristica cero.

La definicién 1.3.8 se usara en el teorema 1.6.7.

1.4 Modbdulos

Sea R un anillo con identidad, A un grupo abeliano. Dado un morfismo de
anillos ¢ : R — End(A), y denotando a ¢(r) como ¢,, se puede definir una
acciéon de Ren A -: R x A — A por medio de: - a = ¢,(a) parar € Ry
a € A. Con lo cual tenemos:

e r(a+b) = (a+b)=6,(a)+6,(b) =r-a+r-b,
o (1 5)-a=06y45(a) = 6,(a) + bs(a) =7 a+ 5-a,

(rs) - @ = 615(a) = B1(a)04(a) = 6(65(a)) = b(5-a) = 7+ (5 - ),
o1 a=¢(a) =a.

para cualesquiera a,b € A y r,s € R. En adelante, escribiremos ra en lugar
de r - a.

Las propiedades anteriores nos sirven para definir la estructura algebraica
de R-moddulo.

Definicién 1.4.1. Sea R un anillo con identidad. Se dice que un conjunto M
es un R-mdédulo o médulo sobre R si M es un grupo abeliano bajo una
operacion +, tal que para cadar € Ry m € M existe un elemento rm € M
de tal modo que:

1. r(m+n) =rm+rn,

2. (r+s)m=rm-+sm,
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3. (rs)m = r(sm),
4. Im =m.
para cualesquiera m,n € M y r,s € R.

Ejemplo 1.4.2. Si R es un campo, cada espacio vectorial sobre R es de
hecho un R-modulo.

Por otra parte, sea A un grupo abeliano y R un anillo con identidad. Dado
A un R-médulo, definimos un morfismo de anillos ¢ : R — End(A) dado por:
¢r(a) = ra parar € Ry a € A. Por tanto tenemos una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de morfismos de anillos ¢ : R — End(A) y el
conjunto de R-mddulos A.

1.5 Representaciones de grupos

La idea basica de teoria de representaciones es estudiar grupos considerando-
los como transformaciones lineales. Esto se hace como sigue: dado un gru-
po GG y un espacio vectorial V' sobre el campo F', se asocia a cada g € G
una transformacion lineal p(g) € GL(V) de manera que la funcién p : G —
GL(V) es un homomorfismo de grupos llamado la representacién de G
en V.

Dada cierta representacion p, se sigue que p(G) es un subgrupo de GL(V'),
al cual se le puede aplicar las ideas de algebra lineal. Si p es inyectiva, enton-
ces G = p(G). En la practica nos interesaria que el espacio vectorial V' no
sea muy grande, por lo cual supondremos en adelante que V' es de dimension
finita.

Sea p : G — GL(V) una representacion de G en V, denotamos a p(g)
como p,, se define una funcién * : G x V. — V dada por g x v = p,(v)
para g € Gy v € V. Como se hizo anteriormente, por abuso de notacion
escribiremos gv en lugar de g * v. Por las propiedades del homomorfismo
de grupos p, conseguimos establecer la estructura de un G-mdédulo en la
definicién 1.5.1.

Definicién 1.5.1. Sea G un grupo y V un espacio vectorial sobre el cam-
po F'. Una accién lineal de G en V es una funcion

x:GxV =V

que satisface los axiomas:

1. 1v = v, para todo v € V (donde 1 es el neutro de G).
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2. (g192)v = g1(g2v) para todos v € V' 'y g1,92 € G.
3. i(v+w) =qv+ qw, para g1 € Gy v,w € V.
4. g1(M) = Ng1v), para € F,v eV y g €G.

A un espacio vectorial V' equipado con una accién lineal de G en V se le
llama un G-mddulo.

Inversamente a partir de una accién lineal de G en V se define una
representacion p : G — V como p,(v) = gv para g € G y v € V. Enseguida
en el teorema 1.5.2 se demuestra con detalle la correspondencia biyectiva

entre el conjunto de representaciones de GG en V' y el conjunto de acciones
lineales de G en V.

Teorema 1.5.2. Sea G un grupo y V un espacio vectorial de dimension
finita sobre el campo F'. Fxiste una correspondencia biyectiva entre el con-
gunto de acciones lineales de G en V y el conjunto de representaciones de

GenV.

Demostracion. Supongamos primero que se tiene una accion lineal
x:GxV >V

para cada g € G, usando esta accién definamos la funcién p, : V' — V dada
por p,v = gv para todo v € V.

Enseguida demostraremos que p, es una transformacion lineal invertible.
Sean v,w € V, X\ € I, entonces:

pg(v+w) = g(v+w) = gv+ gw = py(v) + py(w),
pg(Av) = g(Av) = AMgv) = Apy(v).
Asi que p, es lineal, ahora veamos que es invertible. Como G’ es un grupo,
existe g7! € G.
(Pgpy (V) = pglpg (V) = py(pg-1(v)) = pyglg™ v) = g(g™v) = (99~ v =,
(pg ' Pg)(v) = Py (pg(v) = pg-1(pg(v)) = pg-1(gv) = g~ (9v) = (97 g)v = v,
por lo que p, tiene como inversa a pgl.

Ahora, observemos que la funcién p : G — GL(V') es un homomorfismo
de grupos. Si g, h € G, entonces para todo v € V:

pgn(v) = (gh)v = g(hv) = g(pn(v)) = pg(pr(v)) = (pg o pr)(v) = (Pgpy) (V)

por lo que pgn = pgph-
Suponga ahora que se tiene un homomorfismo de grupos p : G — GL(V).
Demostraremos que gv = p,(v) define un accién lineal de G en V.
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1. 1 es el neutro de GG, entonces
lv=(p1)v=1y(v) =v
para todo v € V.

2. Sig,h e GywveV, entonces
(gh)v = pen(v) = (pg © pn)(v) = pg(pn(v)) = g(pa(v)) = g(hv).
3. Parage GyvweV,
9(v +w) = pg(v +w) = pg(v) + pg(w) = gv + guw.
4. Parale F,veVyged,

g(Av) = pg(Av) = Apy(v) = A(gv).

como queriamos demostrar. O

Asi, el teorema 1.5.2 dice que estudiar las representaciones de G en V,
es equivalente a estudiar G-médulos V. En lo sucesivo, y como es usual en
la literatura sobre representaciones de grupos, aplicaremos indistintamente
conceptos definidos usando acciones lineales, o bien morfismos G — GL(V).
Por ejemplo: mas adelante definiremos la propiedad de que cierto G-mddulo
es irreducible. Diremos entonces que la representacién G — GL(V') asociada
al médulo es irreducible.

Ahora seguimos la construccién del anillo de grupo dada en ([5], sec-
ci6n 3.4, p.36). Para un grupo G, cualquier representacién de G asocia a
cada elemento del grupo un operador lineal. Por tanto, en el contexto de
teoria de representaciones, los grupos pueden ser considerados como conjun-
tos abstractos de operadores lineales. Consideremos al espacio vectorial F¢
construido como en el lema 1.1.10, en donde X es el grupo G. Daremos al
espacio vectorial F'“ una operacién multiplicacién.

Si consideramos a los elementos del grupo G como operadores lineales
invertibles podemos multiplicar elementos de F¢ exactamente como multi-
plicariamos sumas de transformaciones lineales:

(Z /\99)(2 pnh) = Z Z Agttngh.

gelG heG geG helG

Esta definicién de multiplicacién convierte a el espacio vectorial F¢ en un
anillo con identidad, al cual llamamos anillo de grupo de G.
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Sea V un G-modulo, es decir, se tiene la acciéon lineal de G en V
x:GXV =V,

entonces se define la accién lineal del anillo de grupo F'¢ en V justo como
lo hace G, es decir, se define la funcién - : F¢ x V — V como:

(Z Agg)v = Z Ag(gv),

geG geG

para cada dea Ng € F¢yv e V. Asi, V es un F¢moédulo.
Ahora supongamos que se tiene un médulo sobre F&, bajo la restriccién
de G, se define un G-médulo, como la funcion % : G x V' — V dada por:

gv = (Z Agg)v

geG

paracadage GyveV.

Resulta entonces que es equivalente estudiar F¢-médulos y G-médulos,
ya que tenemos una correspondencia biyectiva entre estas estructuras.

Recordemos que GL(n, F) es el grupo de matrices invertibles n x n con
entradas en el campo F (ver ejemplo 1.2.3). Y GL(V) son los operado-
res lineales invertibles en un espacio vectorial V' de dimensién finita n so-
bre F'(ver ejemplo 1.2.4). Cada base de V' define un isomorfismo entre los
grupos GL(V) y GL(n, F).

Definicién 1.5.3. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre el
campo F'. Una representacién matricial de un grupo G es un homo-

morfismo de grupos
X:G— GL(n,F),
notemos que esta es la definicion de representacién de G en V', simplemente

resaltamos que para cada g € G, X(g) es la matriz invertible n x n con
entradas en F'.

Ejemplo 1.5.4 (Representacion trivial). Sea V' un espacio vectorial de di-
mension finita n sobre un campo F'. La representacion trivial de un grupo G
es el homomorfismo p : G — GL(V') dado por p(g) = 1y, para todo g € G,
donde 1y es la funcioén identidad 1y : V — V.

Ejemplo 1.5.5 (Representacion signo). Sea V' un espacio vectorial de di-
mensién finita n sobre un campo F. Siw € S, y 1 = 7y7% - - - 7%, donde 7; son
transposiciones (ver definicién 1.2.12 y teorema 1.2.21), definimos la funcién
signo sgn : S,, = GL(V) mediante:

sen(r) = (~1)* 1y,

debido al teorema 1.2.22, la funcion signo estd bien definida.
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Ejemplo 1.5.6 (Md6dulo de permutaciones). Sean G un grupo, F' un campo,
X el conjunto {xy,s,...,2,} el cual es un G-conjunto y F¥X el espacio
vectorial construido como en el lema 1.1.10, es decir, si € FX, podemos
escribir a x como hicimos en la expresién 1.1, es decir:

V:FX:{)\1£E1+)\2,I‘2+"'+)\TLZE” | )\1,...,)\n GF}
La suma y la multiplicacién por escalar en FX esta definida por:

(M1 + Aoy + -+ M) + (N1 4+ Moo + -+ 4+ X2
=M+ AT+ o+ X))z + -+ (A + X))z,

ey + Aoz + -+ Ny) = (eh)xy + (eX)xg + -+ - + () Ty,
respectivamente. Sean v € V., con v = \jxy + doxo + -+ Nz, v g € G,
entonces la accién de G en V esta dada por
gv = g(Mxy + Xoza + - + Nxyn) = A (gx1) + Aa(g22) + -+ + A(gzn).

Asi, FX resulta ser un G-médulo de dimensién |X|. A F¥ le llamamos
moédulo de permutaciones. Los elementos del conjunto X forman una
base para FX.

Por ejemplo, el grupo simétrico 5, actuando en el conjunto de los niime-
ros naturales desde el 1 hasta n.

sea m € .9, la accion es
7T()\11+>\22++)\n77/) :)\17T(1)+)\27T(2)—|—+)\n’ﬂ(n)

Consideremos un caso especifico, el de S = {(1),(12)} actuando en el
conjunto {1,2}. Determinemos las matrices asociadas respecto a la base
{1,2}. Para m = (12), calculamos (12)1=2 y (12)2=1. Asi que

X((12)) = (‘f (1)),

la otra representacion matricial X ((1)) es:

x=(p 1)

Entonces F? es un Sy-médulo de permutaciones.

Ejemplo 1.5.7 (Médulo regular). Sea G un grupo y F' un campo. Un caso
particular del ejemplo 1.5.6, es cuando X = G, es decir, GG actia sobre el
espacio vectorial F¢ con el producto usual de grupo. De modo que, F¢ es
un G-médulo, al cual llamamos médulo regular.
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1.6 Reducibilidad

En esta seccién, G denota un grupo finito y V un G-médulo. Como se
dijo anteriormente, en adelante aplicaremos indistintamente los conceptos
definidos para G-modulos V' como para representaciones de G' en V. Para
ejemplificar esto, definimos los conceptos de submoédulo y médulo irreduci-
ble, asi como también escribimos sus definiciones equivalentes en el lenguaje
de representaciones, es decir, subrepresentacion y representacion irreducible.

Definicién 1.6.1. Un G-submoddulo de V' es un subespacio vectorial W
que es invariante bajo la accion de G, es decir, gw € W para todos w € W,
g € G, tal que W junto con la accién de G es en si mismo un G-modulo.
Escribiremos W <V si W es submddulo de V.

Definicién 1.6.2. Sean p : G — GL(V) una representacién de G en V
y W un subespacio vectorial de V. Diremos que W es invariante bajo G si
para cualquier g € Gy w € W se tiene que py(w) € W. Si W es invariante
bajo G, se sigue que la restriccién de p a W es una representacion de GG
en W. Diremos entonces que py : G — GL(W) es una subrepresentacién
de p.

Ejemplo 1.6.3. Cualquier G-mddulo V' tiene a los submédulos 0 y V. Estos
dos submédulos son llamados triviales.

Definicién 1.6.4. Sea V un GG-modulo no trivial. Decimos que V' es irredu-
cible si los tinicos submédulos de V' son 0 y V. Esta definicién de G-mddulo
irreducible es equivalente al de representacién irreducible, es decir si p es
una representacion de GG en V, sus Unicas subrepresentaciones son p y pg .

Ejemplo 1.6.5. Todo G-médulo V' de dimensién 1 es irreducible, ya que
los tinicos subespacios posibles son el 0 y V.

Definicién 1.6.6. Se dice que V es completamente reducible, si V' se
descompone en suma directa de submédulos irreducibles, es decir,

V:W(l)@W@)@“-@W(k),

donde cada W@ es un G-submédulo irreducible de V. Nos referiremos en
ocasiones a tal descomposicion de V' simplemente como una descomposicion
en irreducibles.

Teorema 1.6.7 (Teorema de Maschke). ([15], teorema 1.5.3, p.16). Sea F'
un campo tal que su caracteristica no divide al orden de G. Entonces V es
completamente reducible.
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En el siguiente ejemplo, no se cumple la hipétesis del teorema de Masch-
ke, pues la caracteristica del campo divide al orden del grupo. Y en este
ejemplo V' no es completamente reducible.

Ejemplo 1.6.8. Sea el campo F = {0,1} y G = Cy = {¢° ¢*} el grupo
ciclico de dos elementos. Sea el espacio vectorial V = F? = {vy,v9,v3, 04},

donde v; = (8) , Uy = <(1)) ,U3 = <(1)> ,U4 = (}) . Definimos la funcién
¢: G — GL(V) como:
~_ (10
gb(g ) - (T 1>7

la cual determina un homomorfismo de grupos.

Queremos determinar si la estructura de G-moédulo de V' tiene algin
submoédulo propio. Como V' tiene dimensién 2, un submoddulo propio W
debera tener dimension 1, es decir, seria generado por un elemento diferente
de cero.

Primero notemos que los subespacios (vs) y (v4) no son invariantes.

sz () ()= ()

como vy ¢ (vs), por tanto el subespacio (v3) no es invariante, es decir, (vs)
no es submodulo propio de V.

semomn= () ()= () >

similarmente, vz & (v4), el subespacio (v4) no es submédulo propio de V.

A continuacién se verifica que (vy) = {vy,v2} es el tinico submédulo
propio de V', pues (v3) es invariante bajo la accién de G, ya que ¢°v; = vy,
glor =11, v = vz y

gtva = ¢(g)vy = G (1)) ((1)) = G) = .

Por tanto, V' no es completamente reducible, es decir, no podemos escribir
aV como V = (vy) @ W, pues el submddulo W deberia tener dimensién 1,
y el tinico submédulo con dimensién 1 es (vg).

Debido a que queremos usar el teorema de Maschke, F' sera un campo
de caracteristica cero. Asi, todo G-mddulo serd completamente reducible.
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1.7 G-homomorfismo y lema de Schur

Definicién 1.7.1. Dados dos G-médulos V' y W. Un G-homomorfismo (o
simplemente un homomorfismo) es una transformacion lineal ¢ : V. — W
tal que

¢(gv) = go(v),

para todo g € G y v € V. Decimos entonces que ¢ preserva la accién de G.

Definicién 1.7.2. Dados dos G-médulos V' y W. Un G-isomorfismo es un
G-homomorfismo ¢ : V' — W el cual es biyectivo. En este caso decimos que
V' y W son G-isomorfos y lo denotaremos como V = W.

Definicién 1.7.3. Sean G un grupo y V, W espacios vectoriales. Si p : G —
GL(V)y p : G — GL(V') son dos representaciones de G, diremos que son
isomorfas si existe un isomorfismo f : V — V' tal que para todo g € G se
tiene que fop(g) = p(g)o f.

Ejemplo 1.7.4. Del ejemplo 1.5.6, un submoédulo de F™* de dimension n— 1
es:

E:{()\11+>\22+---+>\nn)EF"IZ)\izo}.

Este submédulo se llama médulo estandar.

Tenemos también que T'= {14+ X2+ -+ An | M =X = =\, }
es submoddulo de F™| el cual tiene dimensién 1 y de hecho es isomorfo a la
representacion trivial. Se sigue que:

F'=EaT.

Proposicién 1.7.5. ([15], proposicién 1.7.9, p.21). Sean V., W G-mddulos
yo:V =W un G-homomorfismo. Entonces

1. ker ¢ es un G-submddulo de V', y
2. im ¢ es un G-submodulo de W'.

Si W es submédulo de V', entonces en el espacio cociente V/W puede
darse una accién de G como g(v + W) = gv + W, la cual esta bien definida
(pues W es invariante bajo la accién de 3), y satisface los axiomas de médulo
sobre G, por lo que obtenemos una estructura de G-médulo en V/W llamada
moédulo cociente.

Teorema 1.7.6 (Teorema de isomorfismo de médulos). Sea ¢ : V — W un
G-homomorfismo. Entonces el médulo cociente V/ker ¢ es isomorfo a im ¢
por medio de v+ ker ¢ — ¢(v).
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Teorema 1.7.7 (Lema de Schur). Si V y W son G-mddulos irreducibles,
yo:V =W es un G-homomorfismo no trivial, entonces ¢ es un isomor-
fismo.

Demostracion. Como ker¢ < V, y V es irreducible, entonces ker¢ = 0
o ker ¢ =V, pero ker ¢ # V' pues ¢ es no trivial, asi que ker ¢ = 0 y por lo
tanto, ¢ es inyectiva.

Anélogamente, im¢ < W e im ¢ # 0, asi que im ¢ = W y entonces ¢ es
suprayectiva. O

Proposiciéon 1.7.8. Sean VW dos G-mddulos. Sea f : V — W un G-
homomorfismo, y supongamos S <V con S irreducible. Entonces f(S) = S

o f(S)=0.

Demostracion. Tomemos el siguiente G-homomorfismo S SV LW don-
de i es la funcién inclusién. Asi, por el teorema 1.7.6, S/ ker(foi) = im(fo1).
Como ker(f oi) < S entonces ker(f oi) = 0 o ker(f oi) = S, pues S es
irreducible.

Si ker(f oi) =0, se sigue que

S=S/0=im(foi)= f(9).
Por otro lado, si ker(f oi) = S, tenemos
0=25/S =im(foi) = f(S).
como queriamos demostrar. O

Otra manera de pensar en la demostracion anterior es observar que ker fN
S < S, por lo que ker fNS =0 o bien ker f NS = 5. En el primer caso se
tiene que f envia inyectivamente a S dentro de W, por lo cual S = f(S).
En el segundo caso, todos los elementos de S estan en ker f, por lo cual
f(S)=0.

Como se puede observar en [6, p. 194], si V' es un G-mdédulo, se ob-
tiene que la interseccién de cualquier coleccion de submodulos de V' es un
submoédulo de V', y ademas si Wy, W5 son submoédulos de V', se tiene que
Wi+ Wy = {w) +wy | wy € Wi, wy € W} es un G-submdédulo de V.

Proposicion 1.7.9. Sea V un G-mddulo. Supongamos que S < V', don-
de S es irreducible. Supongamos ademds que S tiene multiplicidad 1 en la

descomposicion en irreducibles de V', y sea S° <V, tal que S' = S. Enton-
ces S =8,
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Demostracion. Consideremos SN S < S, asf que SNS =005SnS =8,
pues S es irreducible.

Como Sy S son submédulos de V, se tiene que S+ 5" es submédulo de
V. Ahora, si SNS =0, la suma directa S @ S" es submédulo de V, asi que
V tendria un submodulo isomorfo a dos copias de S, lo cual no es posible
por hipdtesis.

Por otro lado, si SNS" = S, entonces dim(SNS") = dim(S), ademés por
hipétesis S = S', asi dim(S) = dim(S"). Por tanto, dim(S N S') = dim(S")
y dado que SNS" < S, tenemos que SNS" = S, con lo que S = 5". Como
se queria demostrar. [

Nétese que la conclusién de la proposicién 1.7.9 es que no existe en V'
un submédulo isomorfo a S que no sea exactamente el mismo S. Esto resul-
tard muy util en los calculos de las homologias en los capitulos siguientes.

1.8 Caracteres de representaciones

En esta seccién, F' es un campo. Mucha informacién contenida en una re-
presentacién X : G — GL(n, F') puede ser obtenida de la traza de X (g) con
g € G. De esto se ocupa la teoria de caracteres.

Definicién 1.8.1. Sea X(g) una representaciéon matricial con g € G. En-
tonces el caracter de X es

x(g) = troX(g),

donde tr denota la traza de una matriz dada. Dicho de otro modo, x es la
funcion
tr X

G = F.

Si V' es un G-modulo, se define el caracter de V' como el caracter de una
representacion de G en V (por propiedades de la traza, el cardcter no de-
pende de la base de V' escogida). En ocasiones, para resaltar que el caracter
corresponde al G-moédulo V' lo denotaremos como yy .

Parte de la terminologia utilizada para representaciones se usara para
los correspondientes caracteres. Por ejemplo, si X tiene caracter y, diremos
que x es irreducible siempre que X lo sea.

Se muestra al final de esta seccién, un ejemplo de cémo calcular caracteres
de la representacion trivial, signo y estandar con la accion de Ss.

Proposicién 1.8.2. ([15], proposicién 1.8.5, p.32). Sea G un grupo finito
y sea x el cardcter de una representacion p : G — GL(V) de grado n.
Entonces,
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1. x(1) =n.

2. Si K es una clase de conjugacion de G, entonces x(g) = x(h) para
g,h e K.

Definicién 1.8.3. Una funcion de clase es una funcién 6 : G — F que
es constante en clases de conjugacion de G, es decir, si K es una clase de
conjugacién de G, entonces 0(g) = 0(h) para g,h € K. El conjunto de todas
las funciones de clase en G es denotado por R(G).

Un ejemplo de funciones de clase son los caracteres (ver proposicién 1.8.2).

La suma de funciones de clase es una funcion de clase y el producto por
escalar de una funcién de clase es una funcién de clase, por lo que se sigue
que R(G) es un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones de G
en F'.

Siguiendo a Isaacs ([7], §2, p.15), en adelante, para que se cumpla el teo-
rema de Maschke y el teorema 1.8.4, el campo F' seran los nimeros comple-
jos C. Sin embargo, se puede trabajar con cualquier campo algebraicamente
cerrado de caracteristica que no divida a |G| o bien el campo de los elemen-
tos algebraicos en C, es decir, el campo de los ntimeros complejos que son
raiz de algtin polinomio con coeficientes enteros.

Teorema 1.8.4. ([15], proposicién 1.10.1, p.40, proposicién 1.10.2, p.42).
Sea G un grupo finito. Entonces,

1. Los caracteres irreducibles x1,Xx2,---,Xr de G forman una base del
espacio de funciones de clase R(G).

2. La cantidad de distintas representaciones irreducibles de G, salvo iso-
morfismos, es igual a la cantidad de clases de conjugacion de G.

En general no se logra una correspondencia biyectiva natural entre las
representaciones de G y las clases de conjugacién. Sin embargo, en el si-
guiente capitulo observamos que en el caso del grupo simétrico si se cuenta
con esta correspondencia.

Si K es una clase de conjugacion y x es un caréacter, se define y g el valor
del caracter en la clase dada.

xx = x(9)

para cualquier ¢ € K. Esto sugiere la definiciéon de tabla de caracteres de
un grupo.
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Definicién 1.8.5. Sea GG un grupo finito. La tabla de caracteres de GG
es una tabla cuyos renglones estdn indexados por los caracteres irreducibles
de G y las columnas indexadas por las clases de conjugacion. La entrada de
la tabla en el renglén y y la columna K es

‘ K

X | Xk

Por convencion, el primer rengléon corresponde al caracter trivial, y la pri-
mera columna corresponde a la clase identidad K = (1).

Ejemplo 1.8.6. Sea G = S3. A continuacién calcularemos el caracter xv (g)
de tres S3-modulos V' y elementos g € S3. Basta calcular xy : S3 — C en
representantes de cada clase de conjugacién de Sz, como (1), (12) y (123).

Primero consideremos V' = C, la representacién trivial. El espacio V' es
de dimensién 1 (por lo que yy es la traza de la matriz 1 x 1) y tiene a 1 € C
como base. Tenemos que (1)1 = 1, por lo que xy((1)) = 1, asi también
(12)1 =1y (123)1 =1, se sigue que xy((12)) =1y xv((123)) = 1.

Ahora denotemos al espacio de representacion de la representacién signo
como V = C. Nuevamente dim V = 1, pero (1)1 = 1, (12)1 = —1 y (123)1 =
1, por lo que xv((1)) =1, xv((12)) = =1y xv((123)) = 1.

Por 1ltimo, sea V = FE, la representacion estandar. Es decir,

B = {(z1,79,73) € C° | 21 + @9 + a3 = 0},

En este caso, dimV = 2, y una base de F es § = {(1,—1,0),(1,0,—1)}.
Si g = (1), entonces la matriz asociada a gy en la base dada es la matriz
identidad 2 x 2, por lo que xv((1)) = 2.

Por otro lado, si g = (12), tenemos:

(12)(1,-1,0) = (=1,1,0) = —1(1,—1,0) + 0(1,0, —1),
(12)(1,0,—-1) = (0,1,—-1) = —1(1,-1,0) 4+ 1(1,0, 1)

o= (5 1)

por lo que

asi que xy((12)) = 0.
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Finalmente, si g = (123), tenemos:

(123)(1,-1,0) = (0,1,—1) = —1(1,-1,0) + 1(1,0, —1),
(123)(1,0,—1) = (=1,1,0) = —1(1,—1,0) + 0(1,0, —1)

o= (35
asi que xy((123)) = —1.

Con los célculos realizados obtenemos la tabla de caracteres de S5 (ver
tabla 1.1). El primer renglén indica el niimero de elementos en cada clase de
conjugacion, y en el segundo renglén se coloca un elemento representativo
de cada clase de conjugacién.

por lo que

1
Sy | (1) (12) (123)
xe | I 1 1

1

2

X¢
XE

Tabla 1.1: Tabla de caracteres de S

Las tablas de caracteres que utilizaremos en el capitulo 4 se encuentran
en [9], §16, p.159.

1.9 Producto interno de caracteres

Mediante el producto interno de caracteres podemos determinar si una re-
presentacion es irreducible o cuando dos representaciones son equivalentes.
Ademas de otros resultados que veremos a continuacion.

Definicién 1.9.1. Si x, ¥ son funciones de G en C, definimos el producto
interno de x y ¥ como:

1 _
(x, ) = @l gze(:; x(9)¥(g)-

Teorema 1.9.2. ([15], teorema 1.9.3, p.35). Sean V' y W representaciones
irreducibles de un grupo G con caracteres x, 1 respectivamente. Entonces

1, siVeW

0, en otro caso.

<X7w> = 5)(1/’ = {
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Corolario 1.9.3. ([15], corolario 1.9.4, p.37). Sea V un G-mddulo con
cardcter Xy y supongamos que

Ve VO amV@ e ..amVv®,

donde V.. V®) son G-mddulos irreducibles no isomorfos entre si y m;
denota la multiplicidad de V;, es decir la cantidad de sumandos directos
isomorfos a V@ en la descomposicion en irreducibles de V. Entonces

1. Xv = miXya +maXye + -+ mMgXym .

2. (Xv,Xvwn) =m; para cada j.

3. (xv,xv)=mi+mi+ - +mi.

4.V es un G-mddulo irreducible si y solo si (xv,xv) = 1.

5. Sea W otro G-maodulo con cardcter xw . Entonces

V=W siy solo si xv(g) = xw(9)
para cada g € G.
En el siguiente ejemplo se calcula el producto interno entre caracteres.

Ejemplo 1.9.4. Del ejemplo 1.8.6, calculamos los siguientes productos in-
ternos basados en los valores de la tabla 1.1:

(Xc, xc) = é(l(Xc(l))(Xc(l)) +3(xc(12)) (xc(12)) + 2(xc(123))(xc(123)))

_ é@(m) +3(1)(1) +21)(1) =1,

(e xe) = SO +3(-1(-1) +21)(1) = 1,

1
(e, xe) = 5(1(2)(2) +3(0)(0) +2(-1)(-1)) = 1.
Por el inciso 4 del corolario 1.9.3, las representaciones trivial, signo y estandar
son representaciones irreducibles de Sj.

Corolario 1.9.5. Sean V y W G-mddulos, entonces (xv, xw) es un nimero
entero no neqativo.

Demostracion. Sea {V(l), ve V(’“)} una lista completa de G-submaddu-
los irreducibles. Escribimos a V como V 2 m; VD @ m, VA @ - - @ m V®
y a W como W = VO @r, V@ a@...ar,V® por el teorema de Maschke
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(ver teorema 1.6.7), donde m; y r; es la multiplicidad del médulo irreducible
V0 se sigue que

(xv,xw) = (xv, "iXy® + Taxve + -+ reXym)
=ri(xv, xyw) +r2(xv, xy@) + - F v, xyw)
= Timy +remy 4 -+ TR,

asi que (xv, xw) es un entero no negativo. O

1.10 Caracteres y modulos inducidos

Dados un grupo G con subgrupo H < G, hay una forma de obtener re-
presentaciones de G a partir de representaciones de H y viceversa, usando
operaciones de restriccion e induccion.

Definicién 1.10.1. Sea H un subgrupo de GG y sea V' un G-médulo. Si para
h € H, v € V definimos hv por medio de la estructura de G-moédulo en V',
se obtiene una accién lineal de H en V. El H-moédulo obtenido se denota
con V [& v se le llama restriccién de V de G a H.

Notemos que xy,o = xv 1%.

Habiendo obtenido de manera sencilla una representacion de H a partir
de una de G por medio de restriccién, definiremos ahora un procedimiento,
llamado induccién, para obtener una representacion del grupo G a partir
de una representacion de su subgrupo H. La induccion resultarda muy til
en los siguientes capitulos para obtener una expresién simplificada de un
G-moédulo V' a partir de una eleccién juiciosa de un subgrupo adecuado H

de G y subespacio W de V.

Proposicién 1.10.2. Una funcion de clase 8 : G — C es un cardcter si y
solo si0 # 0y (0, x) es un entero no negativo para todo cardcter irreducible x
de G.

Demostracion. Si 6 es un carédcter, entonces (1) > 0, por lo tanto 6 # 0.
Ademas, por el inciso 2 del corolario 1.9.3, (6, x) es un entero no negativo
si x es irreducible.

Supongamos ahora (0, x;) = a; para j = 1,...,k, donde x1, X2, -, X«
forman una coleccién completa de caracteres irreducibles y a; es un entero
no negativo. Por el corolario 1.9.3 se obtiene que 6 = Z?Zl a;X;, de donde ¢

es el cardcter del médulo VD @ a, VP @ -+ @ q, V® #0. O
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Definicién 1.10.3. Sean H < Gy 6 : H — C una funcién. Definimos la
funcién 6 1%: G — C como:

015 (g Z O(xgr). (1.2)

zelG
z’lger

Decimos que la funcién 6 1% es inducida por la funcién 6.

En la suma del lado derecho de la ecuacién 1.2, dado g € G, los sumandos
estdn indexados por los elementos x € G tales que 2 gz € H. Una expresién
equivalente puede obtenerse por medio del concepto de transversal. Si H es
un subgrupo no necesariamente normal de G, una transversal izquierda
de H en GG es una coleccién de representantes de las clases laterales izquierdas
de H, de modo que si T' = {t1,...,ts} entonces G =t;HU--- Ut H.

Observemos que si H < G, y x,g € G son tales que x 'gx € H, en-
tonces para todo h € H se tiene que (zh) 'g(zh) = h='(z7'gz)h € H.
Reciprocamente, si (xh)~'g(zh) € H, entonces z gz € H. Ademés, si 0 es
una funcién de clase, O(h~(z7'gx)h) = O(x~'gz). Es decir, el hecho de que
v 'gr € H depende tnicamente de la clase lateral donde esté z, y similar-
mente, el valor de la funcién 6(z'gz) es constante para todo x en una clase
lateral fija.

Puesto que toda clase lateral tiene |H| elementos, se tiene que si 6 : H —
C es una funcién de clase, podemos calcular a § 1% por medio de la férmula;

01% (g Z O(x gr). (1.3)

z€T,
x’lgzeH

Por ejemplo, tenemos que:

015 ()= > O 'lx)=> 6(1) =|T|6(1) =[G : Hf(1).

z€eT), z€eT),
:c*lla;eH 1€H

donde [G : H] es el nimero de clases laterales de H en G, llamado el indice
de H en G.

Proposicién 1.10.4. St H < G y 0 : H — C es una funcion de clase,
entonces 0 1%: G — C es una funcién de clase.
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Demostracion. Para g,y € G tenemos que

015 (ygyl)z‘L > b ygy )

Hl zeG
a~ygy~')zeH
1 1N _
=] > O((y"'2) gy '2))
zeG

(y~lz)~tg(y~lz)eH

:‘%l Z O(u " gu)

yueG
u~tgueH

:‘%l Z O(u""gu)

ueG
u~lgueH

=015 (9)

en donde se hizo el cambio de variable u = y~x (esto es z = yu), y notamos
que yu € G si y solo si u € G. m

En el teorema siguiente ocupamos el concepto de producto interno de
funciones de la definicién 1.9.1.

Teorema 1.10.5 (Reciprocidad de Frobenius). Sea H < G y 6 : H — C,
¢ : G — C funciones de clase. Entonces

(015, 0) = (0,6 15).

Demostracion. Tenemos que

015, 6) = éze 19 (9)3(g)

geG
1 1 S
lTe] > (m > 9($19$)> o(9)
9€¢ :c’zfgacGEH

11 o
_@|_H!{( >, 0(z~ gz)9(9).

9,x)|g,2€G,x—gzeH}
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Aqui hacemos el cambio de variable u = 27 'gz, de donde g = zux™*

1 1 _
- L L 3 0(u) Bz )
GHA
{(zuz—1z)|zur—1,zeGueH}
1 1 -
- > owi
GHH] o
{(zuz—1z)|zur—1,zeGueH}

1 1 —
= @w—l\G’;Q(UW(U)

pues si u € H, entonces zuzr~! € G para todo z € G, y ademds ¢(xuxr?) =
¢(u), por ser ¢ una funcién de clase

= (0,0 1%)
como queriamos demostrar. O

Corolario 1.10.6. St H < G y 0 : H — C es un cardcter, entonces la
funcion 01%: G — C es un cardcter.

Demostracion. Ya sabemos que 6 1% es una funcién de clase. Aplicamos el
criterio de la proposicién 1.10.2. Tenemos que 6 1% (1) = [G : H]§(1) >0y
si x es un caracter irreducible de GG, entonces

(015, x) = (0, x 451).

el cual es un entero no negativo, pues es el producto interno de dos caracteres
(ver corolario 1.9.5). El resultado se sigue entonces de la proposicién 1.10.2.
]

Supondremos en lo que resta de esta seccién que G es un grupo, H un
subgrupo de Gy T' = {t1,1s,...,ts} una transversal izquierda de H en G
fija, donde t; = 1.

Si W es un H-médulo, el corolario 1.10.6 implica que (xw) 1% es un
caracter. Queremos encontrar un G-médulo V' tal que xy = (xw) 1%.

Definicién 1.10.7. Sea V un G-médulo, y W un subespacio de V tal
que {g € G | gW = W} = H (de modo que W tiene estructura de H-
modulo). Decimos que el G-mdédulo V' es inducido por el H-médulo W si
V =@;_, t;W como espacio vectorial.

Notemos que la definicion no depende de la transversal escogida, pues
sit=thconh € H, entonces tW =t hW =t W.
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Proposicion 1.10.8. Si el G-mddulo V' es inducido por el H-modulo W,
entonces xy = (xw) 1.

Demostracion. Si B = {wy,we,...,w,} es base de W, entonces para j €
{1,2,...,r}, se tiene que t;8 = {tjw,...,t;w,} es base de t;IV y por lo
tanto, v = (J;_, t; es base de V. Dado g € G, calcularemos xyv(g) usando
esa base. Asi,

xwig) =tr(lgly) = Y tr(lglys), (1.4)

{jlgt;W=t;W}

donde usamos el hecho de que V' = @&_,¢;IW y de que la accién de g permuta
los sumandos, pues si gt; = t;h cont; € T', h € H, entonces gt;,WW = t;hlW =
t;W. Al célculo de la traza contribuyen exactamente los sumandos tales que
gt]W == t]W

Tenemos que gt;WW = t;WW si y solo si tj_lgth = W, y por nuestras
hipétesis, esto sucede si y solo si t;'gt; € H. Veamos que [gl,5 = [t; " gt;]3,
si tj_lgtj € H. Tomemos wy, € 3, y escribimos a gt;w, como:

gtjwg = Aitjwy 4 - - - + A\ptjw,
de modo que,
tj’lgtjwk = \wy + -+ \aw,
por tanto,
A1
lg(twe)les = | ¢ | = [t; gt (wi)]s.
Ar

De donde [g]y,5 = [t; ' gt;]5 siempre que t; 'gt; € H. Por lo anterior, tenemos
que
tr((gl,e) = tr([t; " gtils) = xw (5" gt))-
sit;'gt; € H.
Continuando la ecuacion 1.4:

xwig)=tr(lghy) = Y tr(lgh,s)
{ilgt; W<t; W}

= Y xw(ty'aty) = (xw) 15 (9)-

t; €T,
-1
tj gtjcH

en donde en la ultima igualdad, hemos usado la ecuacion 1.3. [
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Por lo tanto, dado un grupo finito G' con subgrupo W, y dado W un H-
mddulo, hemos definido el concepto de G-médulo inducido W 1%. Ademaés,
también hemos definido una operacién de induccion en funciones de clase,
de tal modo que el cardcter de un médulo inducido W 1% es igual a la
induccién del caracter .

1.11 Graficas

Definicién 1.11.1. Una grafica G consiste de un conjunto finito no vacio
V = V(@) de p vértices junto con un conjunto £ = E(G) de ¢ pares no
ordenados de vértices distintos pertenecientes al conjunto V' (G). Cada par
e = {u,v} de vértices en E es una arista de GG, y se dice que e une a u y v.
Escribimos a e = uv y decimos que u y v son adyacentes. Dos aristas e y
f son ajenas si eN f = (). Un camino es una sucesion finita de vértices tal
que exista una arista entre cada vértice y el siguiente.

Una manera natural de ver una gréafica es poner puntos para los vértices
y una linea entre dos puntos si los vértices correspondientes son adyacentes.

Definicién 1.11.2. Decimos que G es una grafica completa si para to-
dos u,v € V(G) con u # v se tiene que uv € E(G). Una grifica completa
con n vértices se denota como K,,.

Ejemplo 1.11.3. Gréfica completa de 5 vértices.

K

Definicién 1.11.4. Consideremos la grafica completa de n vértices K, cu-
yos vértices estan etiquetados como 1,2, ...,n. Ademas ij denotard la arista
que une al vértice i con el vértice j (donde ij = ji).

Llamaremos grafica de emparejamientos de orden n a la grafica G,
tal que:

1. Su conjunto de vértices V(G,,) consta de las aristas de la grafica K,.

2. Siv; =pg y v; =TS estdn en V(G,,), {v;,v;} es una arista en E(G,,)
si v; y v; son aristas ajenas de K, es decir, si {p,q} N {r,s} = 0.
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Ejemplo 1.11.5. A continuacion se muestran ejemplos de gréaficas de em-
parejamientos, obtenidas a partir de su respectiva grafica completa.

3

o)
O)—‘
o83

K

) —
w "~
w —
% o—o
) —
¥ o——o &
) —
& o—o |

K,y
G4

Definicién 1.11.6. Sea S un conjunto y F = {S,---,5,} una familia
de subconjuntos distintos no vacios de S cuya unién es S. La grafica de
interseccién de F' es denotada por Q(F') y definida por V(Q(F)) = F,
con S; y S; adyacentes siempre que i # j y S;N.S; # 0.

Definicién 1.11.7. Una grafica H se llama subgrafica de G si tiene todos
sus vértices y aristas en G, es decir, V(H) C V(G) y E(H) C E(G).

Definicién 1.11.8. Un clan de una grafica es una subgrafica completa
maximal, es decir, no estd contenida en ninguna otra subgréafica completa.

Definicién 1.11.9. La grafica de clanes de una gréafica dada G es la
grafica de intersecciéon de la familia de clanes de G. Denotemos a la grafica
de clanes de G' como K(G).

Ejemplo 1.11.10. Los clanes de la grafica de la figura 1.1 son sus cuatro
subgraficas completas de 3 vértices. Como los cuatro clanes se intersecan
dos a dos, la grafica K4 de la figura 1.2 es la grafica de clanes de G de la
figura 1.1.

Definicién 1.11.11. La grafica bipartita clanica de G es definida como
la gréfica BK(G) con V(BK(G)) = V(G) UV(K(G)), donde = € V(G),
c € V(K(Q)) son adyacentes si x € ¢ y no hay otras adyacencias.
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Figura 1.1: G Figura 1.2: K(G)

Ejemplo 1.11.12. Sea G la grafica de la figura 1.1. La grafica bipartita
clanica de GG se muestra enseguida, donde los vértices en color gris corres-
ponden a los clanes de GG y los vértices restantes son los vértices de G.

BK(G)



Capitulo 2

Tableros de Young y
representaciones del grupo
simétrico

En este capitulo estudiamos la relaciéon entre representaciones o moédulos
del grupo simétrico S,, y objetos combinatorios llamados tableros de Young.
Continuaremos usando los términos representacién y modulo indistintamen-
te. Definiremos los tableros de Young en la seccion 2.1, pero por ahora es
suficiente decir que es el llenado de cierta configuracion de cajas con elemen-
tos del conjunto {1,2,...,n}. Un ejemplo se muestra a continuacion:

214
516
8

|©\1C»o+—A

Hay una elegante descripcién de representaciones irreducibles de S, me-
diante los tableros de Young. Recordemos que hay tres representaciones
irreducibles de S (ver ejemplo 1.9.4), las cuales pueden ser descritas usando
el conjunto de diagramas de Young con tres cajas. La correspondencia es
ilustrada abajo.

Representacion trivial. Representacion
Representacion signo. estandar.

En general, las representaciones irreducibles de S,, pueden ser descritas
usando diagramas de Young de m cajas. Ademas, podemos dar una base

43
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para cada representacion irreducible usando tableros de Young estandar,
los cuales consisten en numerar las cajas de un diagrama de Young con
1,2,...,n tal que los renglones y las columnas sean crecientes. Por ejemplo,
las base de la representacion estandar de S5 corresponde a los siguientes dos
tableros estandar:

1]2] 1]3]
3 2

En este capitulo, describimos la relacién entre los tableros de Young y
representaciones de S,. Las pruebas son omitidas, pero pueden encontrarse
en el segundo capitulo de [15].

En la seccién 2.1, introducimos diagramas de Young y tableros de Young.
En la seccion 2.2, introducimos los tabloides y los usamos para construir una
representacion de S, conocida como médulo de permutacién M?. Sin embar-
go, los moédulos de permutacion son generalmente reducibles. En la seccion
2.3 construimos representaciones irreducibles de .S,, conocidos como mdédulos
de Specht S*, los cuales son submédulos del correspondiente M?. Los médu-
los de Specht S corresponden biyectivamente a los diagramas de Young de
forma A y forman una lista completa de representaciones irreducibles de .5,.

2.1 Tablero de Young

Primero establecemos algunas definiciones y notaciones considerando parti-
ciones y diagramas de Young.

Definicién 2.1.1. Una particién de un entero positivo n es una sucesion
de enteros positivos A = (A1, A, ..., \;) que satisface Ay > Ay > -+ > X\ >0
yn = A1+A+---+ ;. Escribimos A - n para denotar que A es una particion
de n.

Por ejemplo, el niimero 4 tiene cinco particiones: (4), (3,1), (2,2), (2,1, 1),
(1,1,1,1). Podemos también representar particiones usando diagramas de
Young como sigue.

Definicién 2.1.2. Si A = (Aq, Ag,..., \;) es una particién de n, entonces
el diagrama de Young de )\ consiste de n cajas colocadas en [ renglones
alineados a la izquierda, donde el i-ésimo renglon tiene \; cajas.

Por ejemplo, los diagramas de Young correspondientes a las particiones
del 4 son:
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[(TT1] ] |

(4) G @22 g

(1,1,1,1)

Existe una correspondencia biyectiva entre particiones y diagramas de
Young, y nosotros usaremos los dos términos indistintamente.

Un tablero de Young es obtenido llenando las cajas de un diagrama de
Young con nimeros naturales.

Definicién 2.1.3. Sea A F n. Un tablero t (de Young) de forma A, se
obtiene llenando las cajas de un diagrama de Young para A con 1,2,...,n,
los cuales aparecen exactamente una vez. En este caso, decimos que t es un
A-tablero.

Por ejemplo, aqui estan todos los tableros correspondientes a la parti-
ci6én (2,1):

1]2] [2]1] [1[3] [3]1] [2]3] [3]2]
3 2 2 1 1

Definicién 2.1.4. Un tablero (de Young) estdndar es un tablero de
Young cuyas entradas son crecientes en cada renglén y columna.

Los tnicos tableros estandar para (2,1) son:

1]2] 1[3]
3 N

Otro ejemplo de un tablero estandar es:

214
6

ot

|©\1w>—n
oo

Antes de seguir adelante, recordaremos algunos hechos basicos sobre
permutaciones. Cada permutacién 7© € S, tiene una descomposiciéon en
ciclos disjuntos. Por ejemplo, (123)(45) denota la permutacién que envia
1 -2 — 3 — 1eintercambia al 4 y 5 (si n > 5, entonces por convencién
los otros elementos permanecen fijos por 7). Recordemos que dos elemen-
tos de S, son conjugados si y solo si tienen la misma estructura en ciclos
(teorema 1.2.20). Esto significa que las clases de conjugacién de S, estén
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caracterizadas por la estructura en ciclos, y en consecuencia corresponden a
las particiones de n, los cuales son equivalentes a los diagramas de Young de
tamano n. Recordemos del teorema 1.8.4, que el niimero de representaciones
irreducibles de un grupo finito es igual al nimero de sus clases de conjuga-
cién. Asi, nuestro objetivo en las proximas dos secciones es construir una
representacion irreducible de S,, correspondiente a cada diagrama de Young.

2.2 Tabloides y médulo de permutacién M*

En esta seccién, construimos representaciones de S,, usando clases de equi-
valencia de los tableros, conocidas como tabloides.

Definicién 2.2.1. Dos A-tableros t; y t; son equivalentes por renglones,
denotado como t; ~ tg, si los correspondientes renglones de los dos tableros
contienen los mismos elementos. Un tabloide de forma A, o A-tabloide es la
clase de equivalencia

{ty={t. [ t. ~t}.

El tabloide {t} es dibujado como el tablero ¢ sin las barras verticales.

Por ejemplo, si

p—|1]2]
3

entonces {t} es el tabloide dibujado como

12
3

el cual representa la clase de equivalencia que contiene a los siguientes ta-
bleros:

172] [2]1]
3 3

Como consecuencia de nuestras definiciones, el orden de las entradas
entre cada renglén es irrelevante. Por ejemplo:
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Pretendemos definir una representacién de S, en un espacio vectorial
cuya base es exactamente el conjunto de tabloides de una forma dada. Ne-
cesitamos una forma para que los elementos de S, actien en los tabloides,
lo cual, se logra dejando que la permutaciones intercambien las entradas del
tabloide.

Por ejemplo, el ciclo (123) € S3 actia en el tabloide reemplazando el 1
por el 2, el 2 por el 3 y el 3 por el 1, como se muestra abajo:

(123) 12 _ 23
3 1

Debemos comprobar que esta accion esta bien definida, esto es, si t; y to
son equivalentes por renglones, es decir, {t;} = {t2}, entonces el resultado
de la permutacién debe ser el mismo, esto es, m{t1} = m{t2}. Esto es claro,
pues 7 simplemente da la instruccion de mover algin nimero de un renglén
a otro.

Ahora que hemos definido una forma para que .S,, actie en los tabloides,
podemos definir una representacién de .S,,. Recordemos que una representa-
cién de un grupo G en un espacio vectorial V' sobre el campo de los niimeros
complejos es equivalente a extender a V' a un G-médulo, por lo que usaremos
el término modulo para describir representaciones.

Definicién 2.2.2. Sea A - n. M? denota el espacio vectorial cuya base es el
conjunto de A-tabloides. Entonces M* es una representacién de S,, conocida
como moédulo de permutacién correspondiente a A.

Mostraremos algunos ejemplos de los médulos de permutacién M?*. Los
modulos obtenidos a partir de los siguientes diagramas de Young son de
hecho representaciones conocidas.

LT [ ]

Ejemplo 2.2.3. Consideremos A = (n). Asi que M* es el espacio vectorial
generado por un solo tabloide:

donde el tabloide est4 fijo por S,, por lo que M? es una representacion trivial
de dimensién uno.
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Ejemplo 2.2.4. Consideremos A = (1) = (1,1,...,1). Entonces un -
tabloide es simplemente una permutacion {1,2,...,n} en n renglones y S,
actia en los tabloides haciendo actuar la correspondiente permutacion. Se
sigue que M (111 es isomorfo a la representacion regular de S, (ver ejem-

plo 1.5.7).

Ejemplo 2.2.5. Consideremos A = (n — 1,1). Sea {¢;} un A-tabloide con i
en el segundo renglén. Entonces M tiene base {t1}, {t2}, ..., {t,}. También,
note que la accién de 7 € S, envia t; a ty;). Asi, M"~1D es isomorfo a la
representacion F1I,, (ver ejemplo 1.5.6).

Por ejemplo, si n = 4, la representacién MG

tiene la siguiente base:
751:234 t2:134 t3:§24 t4:}123

2.3 Moébdulo de Specht

En la seccién previa, construimos S,-médulos M? conocidos como médulos
de permutacion. En esta seccién, para cada A consideramos un submédulo
irreducibles de M.

El grupo S,, actiia en el conjunto de tableros de Young de manera natural:
para un tablero ¢t de tamano n y una permutacion o € S, el tablero ot es el
tablero que coloca el niimero o (i) en la caja donde ¢ coloca a i. Por ejemplo,

5 4

(123)(45) 45 = i

1 2 3
3 6 6

Iﬂ‘
Iﬂ‘

Observe que un tabloide esta fijo por las permutaciones que permutan las
entradas de los renglones entre ellos mismos. Estas permutaciones forman
un subgrupo de 5,,, al cual llamamos grupo renglén. Similarmente, definimos
al grupo columna.

Definicién 2.3.1. Para un tablero t de tamano n, el grupo renglén de t,
denotado por Ry, es el subgrupo de S, que consiste de las permutaciones
que solo mueven elementos entre cada renglén de t. Similarmente, el grupo
columna C} es el subgrupo de S,, que consiste de las permutaciones las
cuales solo permutan los elementos entre cada columna de ¢.

Por ejemplo, si

,_ [4]1]2]

Y
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entonces
Ry = Sp24 X Sy, ¥y Cpr= Spa X Susy X Sy

Seleccionaremos ciertos elementos del espacio M* que usaremos para generar
un subespacio.

Definicién 2.3.2. Si ¢ es un tablero, entonces el politabloide asociado es

e = Z sgn(m)m{t}.

TeCly

Entonces encontramos a e; sumando todos los tabloides que resultan de
las permutaciones columna de ¢, teniendo en cuenta el signo de la permuta-
cion columna. Por ejemplo, si

+— [4]1]2]

bl

entonces

e 412 312 _ 452 L 352
t = —_  — e R - =
35 15 31 11

Ahora, mediante el siguiente lema, vemos que S,, actia en el conjunto
de politabloides.

Lema 2.3.3. ([15], lema 2.3.3, p.61). Sea t un tablero y m una permutacion.
Entonces e, = mey.

Ahora podemos obtener un submédulo irreducible de M?.

Definicién 2.3.4. Para cualquier particion A, el correspondiente médulo
de Specht, denotado como S*, es el submédulo de M* generado por los
todos los politabloides e; de forma A.

Ejemplo 2.3.5. Considere A = (n), sélo hay un unico politabloide, el cual
es

Donde el politabloide est4 fijo por S,, asi S™ es la representacién trivial de
dimensién uno.

Ejemplo 2.3.6. Considere A = (1") = (1,1,...,1). Sea
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Para cualquier \-tablero t', resulta que e, = ey si t es obtenido de ¢
mediante una permutacién par, o e; = —e, si t" es obtenido de ¢ mediante
una permutacién impar. Asi, S* es una representacién de dimensién uno.
Del lema 2.3.3, me; = en, = sgn(n)e;. De lo cual, observamos que S:1-1)
es la representacién signo.

Ejemplo 2.3.7. Considere A = (n — 1,1). Continuando con la notacién
del ejemplo 2.2.5, donde usamos {¢;} para denotar el A-tabloide con i en el
segundo renglén, vemos que los politabloides tienen la forma {¢;} — {¢;}. En
efecto, el politabloide construido del tablero

t =

esigual a {t;} —{t,}. Usemos temporalmente e; para denotar el tabloide {¢;}.
Entonces S* es generado por los elementos de la forma e; — e;, y se sigue
que

S(n_l’l) = {Clel +CQ€2—|—"‘+Cnen | C1 +CQ+"'+Cn :O}

Esta es la representacion estandar y es irreducible. La suma directa de las

representaciones estandar y la representacion trivial nos da la representa-
cién FI,, (ver ejemplo 1.7.4), es decir, S~V @ SM) = prn=11),

Sabemos que Sj3 tiene tres representaciones irreducibles: trivial, signo y
estdandar. Estas son exactamente las descritas anteriormente. Ademas, hay
exactamente tres particiones del 3: (3), (1,1,1), (2,1) y en este caso, las
representaciones irreducibles son exactamente los médulos de Specht. Esto
es cierto en general.

Teorema 2.3.8. ([15], teorema 2.4.6, p.66). Los mddulos de Specht S* para
A F n forman una lista completa de representaciones irreducibles de S,
sobre C.

Recordemos que al final de la secciéon 2.1 notamos que el nimero de
representaciones irreducibles de S, es igual al nimero de diagramas de Young
con n cajas. Este teorema da una biyeccion entre estos dos conjuntos.
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Note que el conjunto de todos los politabloides es generalmente lineal-
mente dependiente. Por ejemplo, como vimos en el ejemplo 2.3.6, cualquier
par de politabloides en S™Y son uno un miltiplo escalar del otro. Ya
que sabemos que S es generado por los politabloides, podemos preguntar-
nos céomo seleccionar una base. El siguiente teorema nos da la respuesta.

Teorema 2.3.9. ([15], teorema 2.5.2, p.67). Sea A cualquier particion. El
conjunto
{e; | t es un A-tablero estindar}

es una base para S* como espacio vectorial.

Enseguida se enuncian dos definiciones que usaremos en el capitulo 4
relacionados con la férmula de Bouc.

Definicién 2.3.10. Sea A - n. El conjugado de X es la particion que se
obtiene listando el niimero de cajas en cada columna del diagrama de Young
asociado a la A. El conjugado de X se denota como X". Si A = X" se dice que A
es autoconjugada.

Definicién 2.3.11. Sea A - n. Llamemos diagonal del A-tablero, denotada
por d(A) al nimero de cajas en la diagonal del correspondiente tablero de
forma .

Ejemplo 2.3.12. Sea A = (4,2,1), asi que A" = (3,2,1,1)

A= 1 X = |

En este caso d(\) = d(\') = 2.

Ejemplo 2.3.13. Las particiones del niimero 3 son:

(T |

@) (1L11) 21

La tinica particién de 3 que es autoconjugada es A = (2,1) = N

Ejemplo 2.3.14. Las particiones del niimero 4 son:
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T . |
(4)
(

1,1,1,1)

La tnica particién de 4 que es autoconjugada es A = (2,2) = X",



Capitulo 3

Homologia de complejos
simpliciales

En este capitulo se define homologia y homologia reducida de un complejo
simplicial, para lo cual requerimos conceptos previos como: complejo sim-
plicial abstracto A, espacio de cadenas C,(A) y el operador frontera 0,
descritos en la seccién 3.1.

En la seccion 3.2 se introducen los conceptos de ciclos, fronteras y la
funcién aumento, para definir homologia y homologia reducida.

Se presentan los complejos de cadenas en la seccién 3.3 y se establece
cierto diagrama conmutativo de los complejos de cadenas en donde se define
una trasformacién lineal entre los espacios de tales complejos de cadenas, la
cual induce una transformacion lineal de las homologias de los correspon-
dientes espacios.

Por 1ltimo en la seccién 3.4, a los complejos simpliciales A se les asocian
conceptos topoldgicos por medio de su realizaciéon geométrica |A|.

Las demostraciones que se omiten se pueden encontrar en [12].

3.1 Complejos simpliciales abstractos

Definicién 3.1.1. Un complejo simplicial abstracto es una coleccion
finita A de conjuntos no vacios, tal que si A es un elemento de A, cada
subconjunto no vacio de A pertenece a A.

El elemento A de A es llamado simplejo de A. Si A tiene p+1 elementos,
decimos que A es un p-simplejo y su dimension es p. La dimension de A
es el maximo de las dimensiones de los simplejos de A. Cada subconjunto
no vacio de A es llamado cara de A. El conjunto de vértices V(A) de A es
la unién de los 0-simplejos de A. No haremos distincién entre un vértice v €

93
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V(A) y el 0-simplejo {v} € A. Una subcoleccién de A, que es a su vez es
un complejo, se llama subcomplejo de A.

Definicién 3.1.2. El subcomplejo de A que consiste de todos los simplejos
de A de dimension a lo mas p, se llama p-esqueleto de A y se denota
por A® El 1-esqueleto AM de cualquier complejo simplicial de A es una
grafica.

Definicién 3.1.3. Un complejo simplicial A es conexo si AV es una gréfica
conexa, es decir, si existe un camino en A entre cualquiera dos vértices.

Primero introducimos la idea de un n-simplejo orientado. Un 0-simplejo
orientado es un punto v. Un 1-simplejo orientado es un segmento de
linea dirigido vgv; uniendo los puntos vy y v1 en direccién de vy a v; como
se ilustra en la figura 3.1, asi que vyv; # v1vg, pero estaremos de acuerdo
en que vgv; = —v1vy. Un 2-simplejo orientado es una regién triangular
Vo1V con direcciéon de vy a vy a vy como se aprecia en la figura 3.2, clara-
mente vyv1vs tiene el mismo orden que v1v9vy y V2V, pero con orientacion
opuesta a vgUav1, VU1V Y V1VgVe, es decir, estaremos de acuerdo que:

VoV1V2 = V1V2Vg = V2VpV1 = —UgU2V1 = —U2V1Vg = —V1VV2,

es decir, v;v;v;, es igual a vyv1vg, Si

0 1 2
(75 %)
es una permutacion par y es igual a —vyvyvy si la permutacion es impar.
Un 3-simplejo orientado esta dado por una secuencia ordenada vyvivov3
de cuatro vértices de un tetraedro sélido como se observa en la figura 3.3
y acordaremos que vov1v2v3 = £0;0;0,0,, dependiendo si la permutacion es
par o impar. Asi, dos maneras de enumerar los vértices de un n-simplejo se

consideraran equivalentes, o producen la misma orientacion si difieren una
de la otra por una permutaciéon par.

(%1 %

U, U
Vo 1

Figura 3.1: 1-simplejo Figura 3.2: 2-simplejo
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Figura 3.3: 3-simplejo

A continuacién, vamos a realizar un procedimiento analogo a la cons-
truccién del espacio F'X (ver lema 1.1.10 y teorema 1.1.11), pero ahora en la
construccion del espacio de p-cadenas C,(A), tomando en cuenta la orien-
tacion de los simplejos.

Definicion 3.1.4. Sea A un complejo simplicial. Una p-cadena en A es
una funcién ¢ del conjunto de p-simplejos orientados de A al campo de
los ntimeros complejos, tal que: ¢(0) = —c(c') si 0 y ¢ son orientaciones
opuestas del mismo simplejo.

Sumamos p-cadenas sumando sus valores y producto por escalar de una
p-cadena es la multiplicacion de su valor por un elemento A € C. El C-
espacio vectorial resultante es denotado por C,(A) y es llamado el espacio
de p-cadenas (orientadas) de A. Sip < 0o p>dimA, Cy(A) denota al
espacio trivial.

Definicién 3.1.5. Si ¢ es un simplejo orientado, la cadena elemental ¢
correspondiente a ¢ es la funcién definida como:

c(o) =1,
¢(0') = —1 sio tiene orientacién opuesta de o,
¢(t) =0 para todos los otros simplejos orientados 7.

Por abuso de notacion, muchas veces usamos el simbolo ¢ para denotar
no solo a un simplejo, o a un simplejo orientado, sino también a la p-cadena
elemental ¢ correspondiente al simplejo orientado o. Con esta convencion, si
oy o tienen orientaciones opuestas del mismo simplejo, entonces podemos
escribir ¢ = —o, pues esta ecuacién se mantiene cuando nos referimos a o
y 0 como cadenas elementales.

Lema 3.1.6. Una base para C,(A) se puede obtener tomando una orienta-
cién por cada p-simplejo y usando las correspondientes cadenas elementales
como elementos de la base.

Demostracion. Orientando (arbitrariamente) a cada p-simplejo de A, toda
p-cadena se puede escribir de manera tnica como una combinacién lineal
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finita
C = E n;o;,
de las correspondientes cadenas elementales ;. La cadena c asigna el valor n;

al p-simplejo orientado o; , el valor (—n;) a la orientacién opuesta de o; y el
valor 0 a todo p-simplejo orientado que no aparece en la suma. O

Corolario 3.1.7. ([12], corolario 5.2, p.36). Toda funcion f de los p-simplejos
orientados de A en un espacio vectorial V', tal que f(—o) = —f(o) para
todo p-simplejo orientado o puede extenderse de manera unica a una tras-
formacion lineal de Cp(A) — V.

Definicién 3.1.8. Sea o = (v, ..., v,) un simplejo orientado con p > 0 (sin
embargo, también sera denotado como o = vy . .. v, cuando no tengamos pro-
blemas de confusién), definimos la trasformacién lineal 9, : C,(A) — Cp—1(A)
por medio de:

0p(0) = Dplvo ... vp) = > _(=1)'(vo...Bi...vp), (3.1)

i=0
al que llamamos el p-ésimo operador frontera, donde v; indica que el
vértice v; es borrado del arreglo.

Puesto que C,(A) es el espacio trivial para p < 0, diremos que 0, es la
trasformacion cero para p < 0. Mostremos ahora que 0, estd bien definido
y que 0p(—0) = —0,(0). Es suficiente mostrar que la ecuacién (3.1) cambia
de signo si intercambiamos dos vértices adyacentes en el orden vy...v,, y
para esto debemos comparar las expresiones:

Op(Vo .. V41 ... 0p) ¥ Op(Vo ... Vj 1105 ... V).

Para i # j, j + 1, el 1-ésimo término de estas dos expresiones difieren
precisamente por un signo; los términos son idénticos, excepto que v; y v;41
aparecen intercambiados. Veamos que sucede sobre el i-ésimo término cuan-
doi=7jyi=7j+1. En la primera expresion obtenemos:

J Ty ) _1)i+1 ) 7. )
(=1 (... vj2100 410542 .. .) + (=1)7 (021005410542 - - ),
mientras que en la segunda expresién tenemos:
J Ty ey _1)i+1 ) R TT
(=1 (... vj_105410Vj12 .. .) + (=1)7 T (L 0j21041050542 - . ).
Comparando estas dos expresiones observamos que solo difieren por un signo.
Ejemplo 3.1.9. De acuerdo a lo anterior, tenemos que
1. para un I-simplejo: 01(vovy) = v1 — vy,
2. para un 2-simplejo: Oy(vou1v2) = V109 — UgUz + Vo1,

3. para un 3—simplej0: 83(?]01)11)21)3) = V1VV3 — VgUaV3 + VgU1V3 — VgU1V2.
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3.2 Homologia simplicial

Definicién 3.2.1. El kernel de 0, : C,(A) — C,_1(A) es llamado el espacio
de p-ciclos y denotado por Z,(A). La imagen de 9p1; : Cpi1(A) = Cp(A)
es llamado el espacio de p-fronteras y es denotado por B,(A).

Definicién 3.2.2. Sea ¢ : ¢y — C la transformacion lineal suprayectiva
definida por e(v) = 1 para cada vértice v € A. Entonces si ¢ es una 0-
cadena, £(c) es igual a la suma de los valores de ¢ en los vértices de A, es

decir:

Llamaremos a ¢ la funcién aumento para Cy(A).
Teorema 3.2.3. 0,_1 0 0, = 0 para cualquier p y también c o 0, = 0.

Demostracion. Calculamos

Op—10p(vg - .. vp) = Z<_1)zap—1(vo Ui ... vp)
=D DRI AN
"’Z(_l)i( 1)j_1< v; i}\] )

Los términos de estas dos sumas se cancelan a pares.
Por otro lado (0 (vov1)) = e(v1 —v9) =1 —1=0. O

Corolario 3.2.4. B,(A) es subespacio de Z,(A).

Demostracion. Primero veamos que B,(A) es subconjunto de Z,(A), te-
nemos que B,(A) = J[Chi1(A)], si b € B,(A), podemos escribir a b co-
mo b = 0,11(c) para algin ¢ € C,11(A). Asi,

(b) = 9 (Din (¢)) = 0.

Por lo tanto, b € Z,(A). Las otras condiciones se siguen de que 0,41 es una
transformacion lineal. O

De forma andloga se demuestra que By(A) es subespacio de ker(e).
Definicién 3.2.5. El espacio cociente
Hy(A) = Z,(8)/By(A)

se llama el p-ésimo espacio de homologia de A. Si H,(A) es un mddulo
cociente, se llama el p-ésimo médulo de homologia de A.
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Definicién 3.2.6. Definimos el espacio de homologia reducida de A en
dimensién 0, denotado por Hy(A), como

Hy(A) = kere/im ;.
(Sip >0, Hy(A) denota el espacio usual H,(A).)

Teorema 3.2.7. ([12], teorema 7.2, p.43). Sea A un complejo simplicial no
vacio, entonces

Hy(A) = Hy(A) & C.
Ademds, Hy(A) =0 si A es coneo.

Ejemplo 3.2.8. Calculemos para n = 0,1,2 los espacios Z,(A), B,(A)
y H,(A) para la superficie A del tetraedro.
Como C_1(A) = 0 por definicién, se sigue que

Zo(A) = Co(A).

Por otro lado, C1(A) = (vgvy, vovs, Vovs, V109, V103, UaV3), asi que por el teo-
rema 1.1.7 tenemos,

Bo(A) =01[C1(A)]
= (01(vov1), O1(vov2), 01 (vov3), O1(v109), D1 (v103), 01 (Vv3))
= (v1 — o, V2 — Vo, V3 — Vo, V2 — V1, V3 — V1, VU3 — Ug)
= <U1 — Vo, V2 — Vo, U3 — Uo>, (3-2)

ues los vectores vy — v, v3 —v1, V3 — Uy son combinacién lineal de los vectores
» U3 , U3
de 3.2, ya que:

Vg — V1 = (Ug — Uo) — (Ul — ’Uo)
V3 — U1 = (Ug — UO) — (’01 — ’Uo)
V3 — Uy = (Ug - ’Uo) - (UQ - U()),

Asi, dim(By(A)) = 3, ademas Cy(A) = (vg, v1, v2, v3), por lo que dim(Zy(A)) =
dim(Cy(A)) = 4. Luego del teorema 1.1.6, dim(Zy(A)/By(A)) = 1, asi mis-
mo la dim(C) = 1 y por el teorema 1.1.8, se sigue que Zy(A)/By(A) = C.
Por lo tanto:

Hy(A) = Zy(A)/Bo(A) = C.

Un razonamiento similar se sigue para calcular los espacios de homologia
restantes. Ahora calculemos B;(A). Sabemos que:

Cz(A) = <U0U1U27 VpV2V3, Vg1 V3, U1U2U3> .
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Nuevamente por el teorema 1.1.7 tenemos:

B;(A) = 05[Co(A)] = (0a(vgv1v2), O2(vovev3), Oa(vov1v3), Oa(V10203))
= (V1V3 — VoUa + VoU1, Va¥3 — VU3 + Vg2,
V1U3 — VU3 + VU1, UaU3 — V1V + V1)
= (V13 — VU2 + VU1, Vo3 — VU3 + VoUa, V1V3 — VU3 + UgU1) (3.3)

A continuacién veremos que el conjunto generador de Z;(A) es el mismo
que Bi(A). Sea ¢ € C1(A), es decir,

C = N1VyV1 + NaVgVs + N3VV3 + NgV1 Vs + N5V V3 + NgU2V3
tal que:

01 (c) = nyi(vy —vg) + na(ve — vy) + nz(vs — vg)
+ ng(vy — v1) + ns(vs — v1) + ne(vy — v2)
= (—ny —ngy —n3)vy + (g — ny — np)vy
+ (ng + ny — ng)va + (13 + N5 + 16) V3
=0.

Asi que tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

—nNy —MNg —N3zg = 0

ny —MNg —Nj
Ng +Ng —MNg
ns +n5 +7’l6 =

0
0
0.
Lo representamos en forma matricial.

-1 -1 -1 0 0 O
1 0 0 -1 -1 0
o 1 0 1 0 -1
o o 1 o0 1 1

y lo llevamos a su forma escalonada reducida

1 00 -1 -1 0
010 1 0 —1
0 01 0 1 1
0 00 0 0 0
De lo cual concluimos:
ny = ng +ns
Ng = —Ny +ng
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Entonces podemos escribir a ¢ € Z;(A) como:

¢ = (ng + ns)vovy + (—ng + ng)vgve + (—ns — ng)vgus
+ nN4UV9 + N5V1V3 + NgUV3
= ny(vov1 — Vo2 + V102) + n5(Vev1 — VU3 + V1V3)
+ n6(vove — voU3 + Vav3). (3.4)

Por tanto, de la ecuacién 3.4 tenemos:
Z1(A) = (vov1 — Vs + V1V2, VU1 — VoUs + VU3, VoUs — VoUs + Vavs3).

De las ecuaciones 3.3 y 3.4, obtenemos que Z;(A) y Bi(A) tienen el mismo
conjunto generador, por lo tanto Z;(A) = By(A), en consecuencia,

Hy(A) = Z4(A)/Bi(A) = 0.

Los simplejos de dimensién més alta son los 2-simplejos asi que C5(A) =0
por lo que,

By (A) = 05[C3(A)] = 0.

Determinaremos ahora Zy(A). Si ¢ € Cy(A), es decir

C = N1VV1V2 + N2VoV2V3 + N3VV1V3 + N4V1V2V3

tal que
82(0) =N (?}1112 — VoUg + Uo’Ul) + No (UgUg — YgU3 + UOUQ)

+ n3(v1v3 — vov3 + Vov1) + Ny (V23 — V1V3 + V1V2)

= (Tll -+ ng)v0v1 + (—n1 -+ TLQ)U()UQ + (—nz — ng)vovg

+ (TL1 + 7%4)1)17)2 + (713 — 714)’01173 + (nz + 714)'021)3

=0
entonces n; = ny = —ng = —ny, asi que podemos escribir a ¢ de la siguiente
forma:

cC="nn (Uo’UlUQ -+ VoU2V3 — VgU1V3 — Uﬂ)gvg),

de donde vemos que
ZQ(A) = <UOU1U2 -+ VoU2V3 — UgU1V3 — U1’U203>,

es decir, Z5(A) = C. Luego Hy(A) = Zy(A)/By(A) = C.
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3.3 Complejo de cadenas

Definicién 3.3.1. Un complejo de cadenas (A, J) es una sucesion

A - { o aAQaA17AO7A—1aA—27“ }
de espacios vectoriales Ay, junto con una coleccién de operadores frontera
0={0k | k € Z} tales que O : Ay, — Ay_1.

Teorema 3.3.2. Sean (A,0) y (A',0") complejos de cadenas, y supongamos
que hay una coleccion f de transformaciones lineales fy : Ay — A, como se
indica en el diagrama

Ok Op—1

Ok42 Ok+1
- — Ak+1 > Ak Ak—l —_—

J{karl lfk J{fk—l

’ ’ /
Opto ’ O iq ’ 9, ’ 04
— A > Ay,

Ademds, supongamos que para todo k se tiene
Fr10 = Oy fi.

Entonces f induce una transformacion lineal f., - Hy(A) — Hy(A).

Demostracion. Sea z € Z(A). Ahora
0u(fi(2)) = frm1(O0(2)) = fe—a(0) = 0,
ast, fi(2) € Zg(A"). Definamos f.x : Hy(A) — Hi(A') por
falz + Br(A)) = fi(2) + Bi(A). (35)

Primero debemos mostrar que f,; esta bien definida, es decir, indepen-
dientemente de la eleccién de un representante de z + Bi(A). Supongamos
que 21 € (z+ Bg(A)). Entonces (z; — z) € Bi(A), y existe ¢ € A4y tal que
21 — 2z = Og11(c). Pero,

fulz1) = fu(2) = filz1 — 2) = fi(Ohs1()) = Oppr (frr1(0))

y este 1ltimo término es un elemento de 9, ,[A;,,] = Bx(A"). Por lo tanto

fi(z1) € (fu(2) + Bi(A).

Asi dos representantes de la misma clase lateral en Hy(A) = Z,(A)/Bk(A)
son enviados en representantes de la misma clase lateral en el subespacio
Hy(A") = Z,(A")/Bi(A). Esto muestra que fo : Hp(A) — Hj(A') esté bien
definida por la ecuacién (3.5).

Demostrar que f,, es una transformacion lineal se sigue de la linealidad
de fk ]
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Notemos que si f, es un isomorfismo, entonces f; induce un isomorfis-

mo fu, es decir, Hy(A) = Hy(A").

3.4 Homomorfismos inducidos por funciones
homotépicas

En esta seccién [ es el intervalo [0, 1] y el conjunto de vértices de un complejo
simplicial A es V(A) = {vy,vq,...,v,}. Es posible definir homologia de un
espacio topologico general por medio del concepto de la homologia singular
(ver [12], §51, p. 309). Por otro lado, a cada complejo simplicial A se le
puede asociar un espacio topolégico denotado |A| llamado la realizacién
geométrica de A, dado por:

Al={a:V(A) > Ta™(0,1] €A, Y alw) =1}
veV(A)

Podemos identificar a a € |A| con su n-ada de valores (a(vy), ..., a(vy,)),
de tal manera que |A| se puede identificar con un subespacio topoldgico
de R™.

A los complejos simpliciales se les asocian conceptos topoldgicos por me-
dio de la realizacién geométrica. Por ejemplo, dos complejos se dicen homeo-
morfos si las realizaciones geométricas los son.

Definicién 3.4.1. Sean X y Y espacios topoldgicos. Dos funciones continuas
h,k : X — Y son homotdpicas si existe una funcién continua

F:XxI—Y,

tal que F(z,0) = h(z) y F(z,1) = k(x) para todo z € X. Si h y k son
homotépicas, lo denotamos como h ~ k. Pensamos a F' como una forma de
“deformar” a h continuamente en k, conforme ¢ varia de 0 a 1.

Si dos espacios son homeomorfos, puede demostrarse que tienen homo-
logias isomorfas. Una condicion mas débil que homeomorfismo que implica
el mismo resultado, es el de homotdépicamente equivalentes.

Definicién 3.4.2. Dos espacios topolégicos X y Y se dicen homotdpica-
mente equivalentes o bien homotdpicos, si existen las funciones

f:X=Y yv ¢g:Y—=X

tales que go f ~ix v fog ~1iy. Las funciones f y g son llamadas equiva-
lencias homotdpicas, y ¢ es la inversa homotdpica de f.
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Si X es homotopico a un punto, se dice que X es contraible.

Teorema 3.4.3. ([12], teorema 19.5, p.108). Sean X, Y espacios topoldgicos,
st X yY son homotdpicos, entonces H,(X) = H,(Y) para n > 0. En
particular, si X es contraible, entonces H,(X) =0 paran > 0.

Teorema 3.4.4. ([12], teorema 34.3, p.194). Sea A un complejo simplicial,
entonces la homologia simplicial de A es isomorfa a la homologia singular
de su realizacion geométrica |A|.

A cada grafica G finita se le asocia un espacio topolégico por medio
del complejo simplicial A(G) cuyos simplejos son las subgraficas completas.
Entonces a G le podemos asociar conceptos topoldgicos por medio de A(G).
Por ejemplo, escribiremos G; ~ Gy si se tiene que A(G1) ~ A(Gy).

Por otro lado si GG tiene una acciéon del grupo simétrico S,,, entonces las
homologias de G son médulos de S,,.

Ahora se ejemplifican los conceptos antes expuestos.

Ejemplo 3.4.5. Sea la grifica G de la figura 3.4, entonces A(G) consta
de los subconjuntos no vacios de {1,2,4}, {2,3,5}, {2,4,5}, {4,5,6}. En
la figura 3.5 se observa un dibujo de |A(G)|. Asi que |A(G)| ~ D?, donde
D?={zxeR?||z| <1}

Figura 3.4: G Figura 3.5: |A(G)]
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Capitulo 4

Homologias del complejo de
emparejamientos

En este capitulo se utilizaran todos los conceptos y resultados presentados en
los capitulos anteriores. Se definira el complejo de emparejamientos y final-
mente conoceremos la férmula de Bouc. Ademas, calcularemos los médulos
de homologia reducida de los complejos de emparejamientos y de sus res-
pectivas gréficas de clanes para n < 6.

4.1 Complejo de emparejamientos

Recordemos que denotamos como G, a la grafica de emparejamientos de
orden n (ver definicién 1.11.4).

Definicién 4.1.1. El complejo de emparejamientos de K, serd deno-
tado entonces por M, y se define como M,, = A(G,,)

Puesto que S, actia de manera natural en G, los espacios C,(M,),

Z,(M,), B,(M,) y por tanto ]:]p(Mn) se convierten en S,-médulos sobre C.
En este capitulo consideramos la descomposicion en médulos irreducibles de

H,(M,) = Hy,(A(G,)), paran =4,5,6 y H,(A(K(G,))), para n = 5,6.

Ejemplo 4.1.2. Considérese la grafica K,; construiremos el complejo de
emparejamientos My dado por el conjunto de vértices

que es el conjunto de aristas de la grafica de K. La familia de 1-simplejos
estara dada por el siguiente conjunto:

{{12, 34}, {13,24},{14,23}}.

65
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Es decir,

My = {{12}, {13}, {14}, {23}, {24}, {34}, {12, 34}, {13, 24}, {14,23}}.

T 13 1
1 4
O O @]
2.3 13,24 14,2
2 3 o o o K(G4)
34 24 23

Ky
Gy

El teorema 4.1.3 que se enuncia a continuacion, nos muestra la descom-
posicion en moédulos de Specht de los médulos de homologia reducida de
complejos de emparejamientos H,(M,).

Teorema 4.1.3 (Teorema de Bouc). ([2], proposicién 4, p.172). Para to-
dosn, k> 1:
Hy (M) =5, @ S
XA

A=A
d(N)=n—2k

Ejemplo 4.1.4.
Sean=3y k=1,

Ho(Ms) =g, @ §r — g1 _ gF
AIAR3
A=)
d(\)=3-2(1)=1
Sean=4y k=1,
ﬁo(M4) =g, @ S — (22 _ gB
A4
A=)
d(\)=4-2(1)=2
Sean=5yk=2,
ﬁl(M5) =P @ GA — gB.LY _ Sﬁ““'
A: AR
A=)
d(\)=5-2(2)=1
Sean=6yk=2,
fll(MG) =P @ GA — gB321) _ SBEF,
)\:/\I—§

d(\)=6—2(2)=2
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En los ejemplos de las proximas secciones se calculan explicitamente por
métodos elementales los siguientes médulos de homologia reducida: H,(M),

paran =4,56y flp(A(K(Gn))), para n =5, 6.

4.2 Mobdulos de homologia reducida de My

Enseguida, obtendremos los médulos de homologia reducida de M. Toman-
do la notacién de los p-simplejos orientados, los Sy-modulos de cadenas son:

CO<M4) = <(1 )7 (13)7 (14)7 (_S)v (ﬂ)> (ﬂ»
C1(My) = (12, 34), (13,24), (14, 23)).

Sean

Consideremos a 5y = {a1,as, as, aq,as5,a6} y 1 = {b1, b2, b3} como las ba-
ses de Cy(My) y C1(My) respectivamente. Notemos que dim Cy(My) =6y
dim Cy(My) = 3. A continuacién hacemos actuar un representante de cada
clase de conjugacién del grupo simétrico S, sobre los elementos de la base

de Co(M4) y Cl(M4)

(12)a; = a1 (123)a; = ay (1234)a; = a4 (12)(34)a; = a4
(12)0,2 = a4 (123)&2 = a1 (1234)&2 Qs (12)(34)&2 = ;5
(12)az = a5 (123)az = a5 (1234)az =ay (12)(34)asz = a4
(12)ag = ay (123)ay = az  (1234)ay = as  (12)(34)as = a3
(12)as = a3 (123)as = ag  (1234)a; = ay  (12)(34)as = as
(12)ag = ag  (123)ag = a3 (1234)ag = as (12)(34)as = ag.
(12)by = by (123)b, = —bs (1234)b = —by (12)(34)b, = by
(2)bs = —by (123)bs = —by (1230065 = by (12)(34)bs = —by.

Entonces tenemos las representaciones 01 y 0y de Sy en Co(My) v C1(My)
definidas respectivamente como se muestra enseguida:

100000 010000
000100 000100
0000710 000001
01(12) = 010000 , 61(123) = 100000}
001000 001000
000001 000O0T10
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001000 1 00 0 00
000O0T10O0 00 0O0T1FO
000 O0O0°1 000100
01(1234) = 100000 01(12)(34) = 001000
01 0000 01 00O0O
000100 00 0O0O0°1
1 0 O 01 0
0,(12)=1 0 0 —1 ], 65(123)= 00 -1,
0 -1 0 -1 0 0
0 01 1 0 0
05(1234) = 0 —1 0 |, 6,(12)(34)=| 0 -1 01,
-1 00 0 0 -1
de tal forma que:
XCO(M4)(<]‘)) =6, XCO(M4)((]‘2)) = 2, XCO(M4)((123)) =0,
Xcom)((1234)) =0, Xy ((12)(34)) = 2,
XCl(M4)<(1)) = 37 XCI(M4)((12)) = 17 XCl(M4)((123)) = Oa
Xorv) ((1234)) = =1, Xy ) ((12)(34)) = —1.

Anadiendo estos dos ultimos caracteres a la tabla de caracteres de S,
tenemos la tabla 4.1.

No. Elementos 1 6 8 6 3
Clase (1) (12) (123) (1234) (12)(34)

e 1 1 1 1 1

X g(1,1,1,1) 1 -1 1 -1 1

X 5(3,1) 3 1 0 -1 -1

X §(2,1,1) 3 -1 0 1 -1
Xs(2.2) 2 0 -1 0 2

X Co(My) 6 2 0 0 2
XCl(M4) 3 1 0 -1 -1

Tabla 4.1: Tabla de caracteres de Sy, Co(My) y C1(My).

Queremos escribir a Cy(M,) como suma directa de médulos irreducibles
de Sy, asf que calculemos el producto interno de x¢,as,) con los caracteres
de los médulos irreducibles de S4 para conocer la multiplicidad con la que
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aparecen estos tltimos (corolario 1.9.3).

{(Xco(ma), XT) = i((l)(l -6) + (6)(1-2) + (8)(1-0) + (6)(1-0) + (3)(1 - 2))

Li+1246) =1
T 24 ’

(Xco(a)s Xsa110) = 214((1)(1 6) + (6)(=1-2) + (8)(1-0) + (6)(—1-0) + (3)(1 - 2))

L1246 =0,
24 N

(Xeoan), Xsen) = 214(( )(3-6) + (6)(1-2) 4+ (8)(0-0) + (6)(=1-0) + (3)(=1-2))

1
— (18412 —6) =1,

Y
(Xeory, Xsaan) = (D36 + (6)(~1-2)+ (8)(0-0) + (6)(1-0) + (3)(~1-2))
1
:ﬂ(18—12—6) =0,
(Xeon: Xswn) = 57((1)(2-6) + (6)(0-2) + (8)(~1-0) + (6)(0 - 0) + (3)(2 2))

24(12 +12) = 1.

De lo anterior se sigue:

Co(My) 2 C o S®Y @ @2, (4.1)

De la tabla 4.1, se observa que x¢, (am,) = Xs.1), asi que por el corolario 1.9.3
inciso 5 tenemos:
01(M4) = S(g’l). (42)

Con lo cual tenemos el siguiente complejo de cadenas aumentado donde
01, 0a, € son los correspondientes operadores frontera y la funcién aumento:

00— 0B o) B o) S C o= 0 > 0.

Sean foy f1 los isomorfismos obtenidos de las expresiones 4.1, 4.2 respectlva—
mente, y definimos en general al homomorfismo 8k como 8k = fr_1000 fk ,
con lo cual tenemos el complejo de cadenas aumentado:

0 = 0 B 56D A CcasBlgese) 5 ¢ 5 0 — 0...
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0 L) Cl(M4) L) O()(M4) L) C

I gl l

0 2, 56D A, casehggeey ., ¢
Figura 4.1: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de M,

En la figura 4.1 se muestra diagrama conmutativo de los complejos de

cadenas anteriores. N N
Ahora calculemos los médulos de homologia reducida Ho(My) y Hy(My).
Por el teorema 1.7.6 y como & es suprayectiva tenemos:

(Cep SGY g 3/ keré>~imé = C,

entonces
ker &= SG g §22), (4.3)

Por otra parte, de la proposicion 1.7.8, se tiene que im 51 =~ SG1 o bien
imo; = 0.

Como 9((12,34)) = 34 — 12, tenemos que im J; # 0 (en general 9y # 0
por definicién del operador frontera), se sigue que im 51 # 0 puesto que el
diagrama es conmutativo. Por lo tanto,

im0, = S, (4.4)

De las expresiones 4.3, 4.4 y de la proposicion 1.7.9 concluimos:
ker &= S @ 522, (4.5)
im oy = SG. (4.6)

Nuevamente por el teorema 1.7.6,
SGD /ker O 2 im o = SBL),

entonces

ker d; = 0. (4.7)
Como 52 es un homomorfismo de médulos, tenemos
im 0, = 95(0) = 0. (4.8)
Por lo tanto, de la ecuaciones 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8 obtenemos:
Ho(M,) = ker£/imd; = (S®V @ §32) /56D = §(22),
Hy(M,) = kerd;/im 95 = 0/0 = 0.
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4.3 Mobdulos de homologia reducida de M5

Consideremos ahora la grafica G5 (ver figura 4.2) y el complejo de empareja-
mientos Ms, que estd dado por el conjunto de vértices (aristas de la grafica

de K5)I
V= {al,CLQ,(13,CL4,CL5,CL6,CL7,CL8,G/9,(110},

donde

by = (Gb
by = (Gh
by = (ah
by = (GQ,
bs ((12,

Figura 4.2: Grafica de emparejamientos G

No. Elementos 1 10 20 30 24 15 20
Clase (1) (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (123)(45)

X g(5) 1 1 1 1 1 1 1

X g(1,1,1,1,1) 1 -1 1 -1 1 1 -1

X g(4,1) 4 2 1 0 -1 0 -1
Xg(2,1,1,1) 4 -2 1 0 -1 0 1
Xg(3,1,1) 6 0 0 0 1 -2 0

X 5(3,2) 5 1 -1 -1 0 1 1

X 5(2,2,1) ) -1 -1 1 0 1 -1

Tabla 4.2: Tabla de caracteres de Ss
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Con el teorema de la reciprocidad de Frobenius (teorema 1.10.5) obten-
dremos la descomposicién de los Ss-mddulos de cadenas Co(M;5) y C1(Ms)
en modulos de Specht con un menor nimero de calculos.

Counsideremos:

Vo = (45)
Hy = {g€5S5]g%%=Vo}={((1),(12),(123), (45), (12)(45), (123)(45)) }

=) to=(14) t;=(15) ty = (24) ts = (25)
ts = (34) tr=(35) ts=(14)(25) to=(14)(35) tio = (24)(35).

Sea T = {t1,ta,...,t10} la trasversal izquierda de Hy en Ss, entonces
S5 - tlHo U tQH() U---u thHO-

Ademids Cy(Ms) = @gl t:Vo =V Tffo, por la proposicién 1.10.8 se tiene
XCo(Ms) = XVonfB'

Aplicamos reciprocidad de Frobenius (ver teorema 1.10.5), para obtener
la multiplicidad de cada médulo de Specht en la descomposicién de Co(Ms).

No. Elementos 1 1 3 3 2 2
Clase (1) (45) (12) (12)(45) (123) (123)(45)
XSG L, 1 1 1 1 1 1

Xsniin 1 -1 -1 1 1 -1
Xs@) g, 4 2 2 0 1 -1
XS(2,1,1,1)¢H0 4 -2 -2 0 1 1
Xs@1n g 6 0 -2 0 0
X532 |y, 5 1 1 1 -1 1
XS(272’1>¢H0 5 -1 -1 -1 -1
XVo 1 1 1 1 1

Tabla 4.3: Caracteres de S5 restringidos a Hy y caracter de Vj
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(XCo(Ms), X5®)) S5 = <Xvo¢§g;><5<5>>55 = (Xv0, X5y ) Ho

1
= —(1+1+3+3+2+2) =1,

12
<XC()(M5)7XS(1’171’1’1)>55 = <XVOT515 7XS(1’1a171,1)>5’5 = <XV07XS(17171’171)J,H0>H0
0
_ L1 o34342-9)—0
D) -

<XC’0(M5)5XS(4,1)>55 - <XV0T51507XS(4’1)>55 = <XV07XS(471)¢H0>H0

1
= —(442+4+64+0+2-2)=1,

12
(XCo(Ms)s Xs@110) 85 = (X5 » Xs@nnn) 55 = (XVos X110 4, ) Ho
0
1
= S(A4-2-6+0+2+2)=0,

<XCO(M5)7XS(311!1)>S5 - <XVOTZ5O7XS(3J!1)>S5 == <XV07XS(3v1:1)¢HO>H0

1
=—(64+04+0—-6+0+0)=0,

12
<XCO(M5),XS<3,2)>55 = (XV S5 ,Xs(syz))sg = <XVO,X5<3,2>¢H >H0
0T, 0

1

:E(5+1+3+3_2+2) =1,

<XC()(M5)7 XS(21271)>55 = <XV0T§;5 7XS(21271)>55 = <XV07 XS(2v2vl)iHO>HO
0

1

— —(5—1-3+3-2-2)=0.
15 + )

De los productos internos calculados anteriormente obtenemos:
Co(M;) = C @ S @ §62), (4.9)

Observacion: De la tabla 4.3, sean (45), (12) € Hp, (45) y (12) no son
conjugados, pues no existe un elemento h € Hy tal que (45) = h(12)h 1,
por lo que (45) y (12) estdan en diferentes columnas de la tabla 4.3. Sin
embargo, para realizar los calculos del producto interno de caracteres, se
pudo haber considerado (45) en la misma columna de (12). En las tablas
de caracteres que restan en el capitulo, colocaremos las permutaciones que
tengan la misma estructura en ciclos en la misma columna siempre y cuando
tengan el mismo caracter, como la dimensién de todos los médulos inducidos
considerados es 1, las permutaciones actuando en el simplejo que genera a
tal modulo deben tener la misma orientacién para que dichas permutaciones
estén en la misma columna.
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Ahora consideremos los siguientes conjuntos, nuevamente para usar re-
ciprocidad de Frobenius.

Hy = ((13,24)),
Vi = {9€Ss|gH =H}.

(24) (1432) (14)(23)
Elementos | (1) (13) (1234) (12)(34) (13)(24)
XSG |y, 1 1 1 1 1
Xsaaiing, | 1 -1 -1 1 1
Xt o, 4 2 0 0 0
Xs@iing, | 4 -2 0 0 0
)(5(3,1,1)“{1 6 0 0 -2 -2
X562, 5 1 -1 1 1

Xseany,, | 5 -l 1 1
Xvi 1 1 -1 -1 1

Tabla 4.4: Caracteres de S5 restringidos a H; y cardcter de V)

(Xera15), X5 )55 = (Xyp455 7XS<5)> = (XVis X$G) gy, ) H2
1
—S(+2-2-2+41) =0,
(Xer(Ms)s Xsaraam)ss = (X, 150 Xsann )85 = (Xvi, X, Vi,

1

g(1—2+2—2+ 1) =0,

<XC'1(M5)) XS<4’1)> <XV Ts5 » X5, 1)>S5 - <XV1 ) XS(4’1)~LH1 >H1
1
= g H4+04+0+0)=
(X (M5)s Xseaan)ss = (X, 1570 XS )85 = <XV17Xs(2 LI )V

(4—440+0+0)=0,

/\m‘H

<X01(M )y XS(3.1 1>> = Xy, Tss »y XS (3.1 1)>S5 (XV1,XS<3,1,1>¢H1 >H1

(64+0+0+4—-2)=1,

/\OO\H

<X01(1\/[5)5XS(3‘2)>55 - XVT 5 7XS(3 2)> <XV17XS(3 Dm, >

(5+24+2-2+1)=1,

/\OO\}—‘

(XC1(Mz) Xsz2m)s5 = (X, 1550 Xs@2, )85 = (Xvis Xs@2) | ) Hy

(5—-2-2-2+1)=0.

| =



4.3. MODULOS DE HOMOLOGIA REDUCIDA DE Ms 75

De donde obtenemos:
Cy(Ms) =2 St g §BLY g 562, (4.10)

En la figura 4.3 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos de
cadenas de M5, donde fy v fi son los isomorfismos obtenidos de las expre-
siones 4.9 y 4.10.

0 L Cl(Mg,) L) Co(M5) ;> C

| | J |

0 —2, 5D g gL g g6 A, ©g g g6 £, ¢

Figura 4.3: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de Mj

Calculemos los médulos de homologia reducida Hy(M,) y Hy(My).
Como ¢ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(Cp S @ §6B2) /keré = imé=C

asi que
ker£ = S @SB,

Sabemos que ]:70(M5) = ker/im Oy = 0, pues M;5 es conexo. Se sigue en-
tonces que ker € = im 0y, con lo cual:

imd;, =S4 @ 562, (4.11)
Ademas del teorema 1.7.6 y la expresion 4.11, se tiene:
(SWD @ §BLY gy §6B2) / ker 91 = im ;.
De lo anterior y la proposicion 1.7.9 tenemos:
ker 9, = SB3LD. (4.12)

Por otro lado, R

pues 52 es un homomorfismo de modulos.
De las ecuaciones 4.12 y 4.13 concluimos:

H,(Ms) = ker él/im Oy = SBLD /0 = 5B,
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Anteriormente usamos el hecho de que M;s es conexo para concluir por
medio de un teorema de topologia algebraica que Hy(Ms) = 0. Veamos
ahora, sin embargo, que es posible calcular im 51 por métodos elementales.

Verifiquemos primero que dim(imd;) = 9. Del teorema 1.1.7, sabemos
que imd; = (0y(by),...,01(b15)), veamos que el nimero de vectores lineal-
mente independientes de la im 0; es 9, es decir, si

)\181 (bl) + )\281 (bg) + N + A15@1 (b15) - 0
entonces:

Ai(ag — a1) + Aa(ag — ar) + A3(aig — ar) + Ay(ag — az) + As(ar — az)

+ Xg(a10 — ag) + Ar(as — a3) + As(ar — az) + Ao(ag — az) + Ao(as — ay)

+ A1(ag — ag) + Maas — as) + Miz(ao — as) + Aa(ag — ag) + Ais(ag — ar)
= (=A== A3)ar + (= As — A5 — Xg)ag + (—A7 — Ag — Ag)as

+ (=10 — A1 — Aiz)ag + (A7 + Ao — Aiz)as + (Mg + A — Aig)as

+ (A5 + As — Ais)ar + (A1 4+ A2 + Ais)as + (A2 + Ag + Aig)ag

+ (A3 + Ag + A13)aio = 0,

con lo cual obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

A1 =X —A3 = 0
—)\4 —)\5 _)\6 - O
—)\7 _)\8 —)\9 - 0
A0 —An —A2 = 0
)\7 +>\10 —>\13 - O
Mo+ A = 0
A +X +Ay = 0

al que representamos en su forma matricial:

-1 -1 -1 0 0 0 0 0 O

o
=)
[a)
1
—_
1
—_
1
—
)
o
)

OO OoOoO RO R OOoOOo

SO OO+, OoOo
1

—_ O O oo OO OO
I

OO R PR OO OO oo

SO OO o oo
O R O O O o o o
_ o OO o oo o
S OO OO = O
[N eNaoll o NoNol
SO R OO O oo
OO O OO EFEOOO
O R OO OO oo o
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lo llevamos a su forma escalonada:

11 1000O0O OO OO O O O O
61 1000O0OTOGOO O0-1 0 0 -1
6oo0o1roo6o0o000-1 0 0-1 0-1 -1
oo0oo60100O0O0 0 0 1 0 0-1 0
6oo0oo001o00 1 0 0 0 0 0 0 -1
oo0o0oo0o010-1 00-1 0 0 1 1
ooo6o0oo60o01 0 0 1 0 0-1 0 0
oo0oo6o0oo060o0o0 1 1-1 00 1 0 0
oo0oo0o0o000 0 0O 1 1 1 0 0 0
oo0oo0o0oo0O0O0 0 0O 0O O O 0O 0 0

Como el rango de la matriz es 9, obtenemos dim(im d;) = 9, lo cual implica
que dim(im 9;) = 9 (se sigue de la definicién de ;).
Por el teorema 1.7.8 tenemos:

Dy (SEDy = 5D oGSy =0

9y (SGIDY = 0
5 (SBY) = S o 9, (SBD) =0

ademds dim(S™*Y) =4 y dim(S®?) = 5, luego

imdy = 9y(SHY @ SELY @ §6GD) = SO g 562,

4.4 Mobdulos de homologia reducida de K(M5)

La grafica de clanes de G5, es decir K(G5), se muestra en la figura 4.4.
Consideremos ahora su complejo de subgraficas completas A(K(G5)) al que
denotaremos simplemente como K (Ms5). Este complejo tiene como vértices
(aristas de la gréfica de Ms):

a; = (E, 3_4) g — (1_3, 4_5) ayp = (B, ﬂ)
ag = (E, %) ar = (ﬁ, 2_3) a1p = (E, 3_)
as = (E7 4_5) asg = (ﬁ> 2_5) a3 = (%7 g)
as = (13,24) a9 = (14,35)  ais = (24,35)
as = (1_3, 2_5) ajp = (1_5, ﬁ) a5 = (2_, 3_)

La familia de 1-simplejos orientados estara dada por:
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by = (CL37 13

Los 2-simplejos orientados son:
c1 = (ar,az,as)
co = (a1, a1z, ars)
c3 = (ag, ag, ais)

Cy = (a3, Gg, 013)
C5 = ((14, as, a6)
Ce = (a4, iy, a14)

bir = (Cl6; a13)
big = (a7, as)
big = (a7, ag)
bao = (a% (110)
by = (Cl7, G13)
by = (GS, Clg)
byg = (a8, a15)
byy = (Gg, Cl14)

Cr = (a5aa87a15)
g = ((17, as, CZ9)

bas = (alo, CL11)
by = (alo, CL12)
byr = (a10, fl13)
bog = (a11, &12)
bag = (an, G14)
bo = ( )

Figura 4.4: Gréafica de clanes K(G5)

A continuacién obtendremos la descomposicion de los Ss-mddulos de
cadenas Cy(K(Ms)), para k = 0,1,2, en médulos de Specht por medio del

teorema 1.10.5 de la reciprocidad de Frobenius.

Consideremos:

Vo= (a1) =

((12,34)),

Hy={g€ S5|9Vo =W}

Entonces Cy(K(Ms)) =V TISfO.

Cyg = (07, aio, 013)
Ci0 = (G107 iy, @12)-
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(12)(34)
(12) (1324) (13)(24)
Elementos | (1) (34) (1423) (14)(23)
XSG Ly, 1 1 1 1
XS(I’l'l’l’l)MIO 1 -1 -1 1
XS(411)¢H 4 2 0 0
XS(2,1,1,1)¢H0 4 -2 0 0
XSG00 6 0 0 -2
X5G:2) o 5 1 -1 1
XS(Q'Z’I)lHU 5 -1 1
e T 1 1
Tabla 4.5: Caracteres de S5 restringidos a Hy y caracter de Vj
(XCo(K (Ms))> Xs®) S5 = (XV(JT;% X)) 85 = (X0, X5y ) Ho = 1,
<XCO(K(M5))7 XS(171»1’1v1)>55 = <XVOTZ5O’XS<LLLL1)>SS = <XV07 Xs1,1,1,1,1 ¢H0>Ho = 07
<XCO(K(M5));XS(4’1>>55 = <XV0TIS{%,XS<4,1>> = (X X5, D1, Y, = 1,
<XC’0(K(M5))7 XS(2,1,1,1)>S5 = <XV0T§I50 ’ XS(2,1,1»1)>55 <XV07 Xs@21,1 1)¢ >Ho = 07
<XCO(K(M5))’ XS(3*1’1)>S5 = <XVOT§I5O ) XS(371’1)>S5 - <XV07 X531 1)¢H0>H0 =0,
(Xeo(reats)) X )55 = (g » Xso2) 55 = (XVr X562, ) Ho =
<XCO(K(M5))a XS(2,271)>55 = <XV0TA:150’XS<2’2’1)>S5 = <XVO’ XS(21271>¢H0>H0 1.
Con los productos internos calculados obtenemos:
Co(K(Ms)) = Ca SUY @ 562 g 5221, (4.14)

Consideremos ahora los siguientes conjuntos:

Vi = (b) = ((ar,a2)) = ((12,34), (12, 39))),
={g9€ 5 [ gV =W} ={(1),(12),(45), (12)(45)}.
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Elementos | (1) (12) (45) (12)(45)
XSG Ly, 1 1 1 1
Xstaaing, | 1 -1 -1 1
XS(4»1>¢H1 4 2 2 0
XS(2,1,1,1)¢H1 4 -2 -2 0
XS<37171)¢H1 6 0 -2
XsG3:2) |y, 5 1 1 1

XS<27271)¢H1 5 -1 -1
Xv; 1 1 -1 -1

Tabla 4.6: Caracteres de S5 restringidos a H; y caracter de V;

De la tabla 4.6 calculamos los productos internos:

(XCr (K (Ms))» X50)) 85 = <XV1¢§51’X5(5’> = (X12s X561y, ) 11n = 0,

<XC1(K(M5))7 XS(1,1,1,1,1)>55 = <XV1TSS y XS(1,1,1,1,1)>S5 = <XV1,XS(1 1,1,1 1)~LH1>H1 = 0,
<X01(K(M5))7 XS(4’1>>S5 - <XV1TS5 » XS, 1)> <XV17XS 4 1)¢H1>H1 = 17

(X (K (Ms))> Xs@11.0)) 55 = (XVﬁSs) ) Xsean)ss = (Xvis Xseann, Yo =1,
<X01( (M5))7XS(311)> <XV TSS 7XS(311)> <XV17XS(311)¢ >H1 = 27
(XCr (K (Ms))> X53:2)) S5 <XV1T o Xt 2)ss = (Xvi, X562y Vi = 1,

(XC1(K(M3))> Xs221) S5 = <XV1T}9{51>XS(272’1>>S5 = (Xvis Xse2my, Y = L.
De donde resulta:
Cl(K(M5)) ~ 8(4,1) D S(Q,l,l,l) oy 25(3,1,1) oy 8(3’2) D 5(2,2,1)' (415)

Ahora tomemos los siguientes conjuntos:

Vo= <Cl> = <(a17a27a3)> = <<(E73—4)7 (E7%>7 (1 ) 5))>7
Hy = {g€55|gVo="Va}.

Con lo cual conseguimos la tabla 4.7.
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(34) (12)(34)
(35) (12)(35) (345) (12)(345)
Elementos | (1) (12) (45) (12)(45) (354) (12)(354)
XSGy, 1 1 1 1 1 1
Xs(l,l,l,l,l)l,HQ 1 -1 -1 1 1 -1
P EICRONI 4 2 2 0 1 -1
)<L5~(2,1,1,1)¢H2 4 -2 -2 0 1 1
Xs(s’l’l)in 6 0 O -2 0 0
XS(3,2)¢H2 5 1 1 -1 1
XS(2’271)¢H2 5 -1 -1 1 -1 -1
XVa 1 1 -1 -1 1 1
Tabla 4.7: Caracteres de S5 restringidos a Hy y caracter de V5
La cual nos ayuda a calcular los siguientes productos internos:
<X02(K(M5));XS(5)>55 = <XV2TZ527XS(5>>55 = <Xv2, 5(5)¢H2>H2 =0,
(XCa(K (M5)) X110 55 = <XVQTS5 , Xsaain)s; = (Xvas Xsaniany, Vi, =0,
(XCa(r(M5))s Xsan) 55 = (X, 155 5 X n)ss = (Xva, Xty )i, = 0,
<XCQ(K(M5))7 XS(271v1!1)>55 = <XV2Tf152 » XS( 2,1,1,1)>S5 - <XV27 Xs(2,1,1,1 ¢H2>H2 = 17
(XCo(K(Ms))> X5G11)) S5 = <XVQTS5 s Xs@1n) 55 = (Xve, Xs@an Vi = 1,
(XCo(K(Ms))> X53:2)) S5 <XV2T55 s X562) 85 = (Xva, X562y Y12 = 0,
(XCa(K(Ms))» Xs22.0)) 55 = <XV2TIS_152,X5<27271>>S5 = (X3, Xs@20,, )i = 0.
De donde obtenemos:
Co( K (Ms)) =2 S@LLD g gL, (4.16)

En la figura 4.5 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos de
cadenas de K(Ms5), donde fy, f1 v f2 son los isomorfismos obtenidos de las

expresiones 4.14, 4.15 y 4.16.
Denotemos a Cy(K(Ms)), para k =0, 1,2, como sigue:

Co(K (M) = Ce U @ 62 g 521,
@1(K(M5)) — §UD g GELLY g 9gBLY) g §(32) g §(2:21)
Co(K (M) = SELID g 5610,
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£

0 =25 Co(K(Ms)) —2— C1(K(Ms)) —2 Co(K(Ms)) —— C

L | o

0~ Gy(K(My)) =25 Cy(K(Ms)) =2 Co(K(Ms)) —— C

Figura 4.5: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de K (M5)

Calculemos los médulos de homologfa reducida Hy, (K (Ms)), para k = 0, 1,2.
Como ¢ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(CpSsUY g 62 g §22D) /kerg =~ im& = C,

asi que
ker & = 5(4,1) D 5(3,2) @ 5(2,2,1).

Sabemos que Ho(K(Ms)) = kerg/ imd; = 0, pues K(Ms5) es conexo. Se

o~

sigue que ker € = im 0, con lo cual:
im g, =2 S @ §6D g 5221, (4.17)
Ademas del teorema 1.7.6 y la expresion 4.17 se tiene:
(SWD @ SELLD ¢ 9gBLY gy §B3.2) gy G221 / ey 01 = imd,.
De lo anterior y la proposicién 1.7.9 tenemos:
ker 9, = SZLLD @ 26GLL), (4.18)

Por otro lado, L
im 83 = 83(()) = O,

pues J5 es un homomorfismo de médulos. Ya que Ms ~ K (M3) (resultado de
[11]), por el teorema 3.4.3, tenemos que Ho(Ms5) = Ho(K(Ms)) y Ho(Ms) =
0, asi que:

Hy(K(Ms)) = ker 95/ im 85 = 0,
por lo que ker 52 = 0. Del teorema 1.7.6 tenemos:

(S(Q,l,l,l) o) 5(3:171))/ ker /8\2 =~ im 52.
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De lo anterior y la proposicién 1.7.9 tenemos:
im 52 = §&LLYD g gBLL), (4.19)

De las ecuaciones 4.18 y 4.19 tenemos:

ﬁl(K(M5)) = kergl/im 52
(5(2,1,1,1) D 23(3,1,1))/(5(2,1,1,1) D S(S,l,l)) — 8(3’1’1).

Anteriormente usamos el hecho de que My ~ K (M;) para concluir que
Hy(K(Ms)) = Hy(Ms) = 0. Sin embargo veamos que es posible calcular
im 52 por métodos elementales.

Verifiquemos primero que dim(im dy) = 10. Del teorema 1.1.7, sabemos
que imdy = (02(cq), ..., 0a(c10)), veamos que el nimero de vectores lineal-
mente independientes de la im 0y es 10, es decir, si

)\182(C1> + )\282(62) + ...+ )\1082(010) =0

asi que:

Ai(azaz — araz + araz) + A2(ai2a15 — arais + ayais) + Az(agais — azais + asag)

+ M(agar3 — azais + azag) + As(asas — asae + asas) + Ag(ar1a14 — aga14 + asaqr)
+ A7(agais — asais + asag) + Ag(agag — arag + azag) + Ag(a10a13 — araiz + azaip)
+ Ao(a11a12 — aoaiz + aipanr)

=0.

Claramente A\ = Ay = - -+ = Ao = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la grafica 4.4. Sea b; la frontera de algin 2-simplejo ¢;, las aristas de b;
no pertenece a ningin otro triangulo distinto de ¢;, por lo tanto d(c;) no es
combinacién lineal de las fronteras dy(¢;) con i # j.

Asi que dim(im d») = 10, lo cual implica que dim(im 52) = 10 (se sigue
de la definicién de ).

Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

-~

52(5(2’1’1’1)) _ 5(2,1,1,1) o 2(5(2,1,1,1)) -0
y
52(5(3,1,1)) — §BLY 52(5(3,1,1)) —0.

Ademés dim(S®1D) = 4 y dim(S®HY) = 6, entonces:

im 52 _ 52(5(2’1’1’1) @ 5(3,1,1)) — §21L1) ® gB.LY).
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4.5 Mobdulos de homologia reducida de M

Consideremos el complejo de emparejamientos Mg, que se obtiene de la grafi-
ca Gg que se muestra en 4.6. El complejo Mg tiene el conjunto de vértices
(aristas de la grafica de Kj):

by = (ah @10 big = (a3, CLG) bas = (a5, 06) b7 = (as, alO)
by = (ah a1 biy = (ag, as) by = (05, G?) bsg = (as, a12)
by = (017 12 bis = (613, ag) byr = (05, as) bsg = (as, a14)
by = (ah a3 big = (G &11) bag = (a5, alo) by = ((1 Glo)
bs = (ab Q14 bi7 = ((13 CL12) bag = (a5, an) by = (@9, 011)
bg = (ab Q15 big = (Gs CL15) b3y = (a5, 013) by = (ag, CL13)
by = (a2, a7) big = (a4, CL6) b1 = (06, a13) by = (Cho, Cl15)
by = (CL27 Cls) bao = (Cl4, a ) bsy = (CL67 CL14) by = (an, a14)
by = (az, a9) by = (04, @9) b3z = (a6, a15) bys = (@12, G13)
bip = (a27 a13> byy = (G alo) b3y = (Cl?, Cln)
b1 = (G2 CL14) byg = (a4 alz) bss = (a7,a12)
bip = (a2, CL15) byy = (a4, CL14) bsg = (CW, a15)
y los 2-simplejos:
C1 = (ahalo,als) Ce = (a2>a9,a13) C11 = (@476177@12)
Cy = (a1,a11,a14) Cr = (a37a67a15) Ci12 = (a4,a9,a10)
(CL a12,a13) Cs = (G37a8,a12) C13 = (CL5,G67G13)
(CL a7,a15) Cog = (a3,a9,a11) Cia = (a5,a7,a11)
(azyas,am) Cio = (&4,616,6114) Ci5 = (a57a8>a10)

La tabla 4.8 nos ayudard a construir las tablas de caracteres restringi-
das a los conjuntos que se establecen a continuacion, esto para obtener la
descomposicién de los Sg-médulos de cadenas Cy(Ms), para k = 0, 1,2, en
modulos de Specht de forma andloga como se hizo en los ejemplos anteriores.

Consideremos:

Vo = {a1) = ((12)),
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Figura 4.6: Grafica de emparejamientos Gjg

No. de Elementos | 720 48 18 16 8 6 5 48 1 8 6
Clase 1) @2 ) 22 @ 62 6) 222 (3 (42 6

Xs(6) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X5(1,1,1,1,1,1) 1 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 1 1
Xs(.1) 5 3 2 1 1 0 0 -1 -1 -1 1
Xs(2,1,1,1,1) 5 -3 2 1 -1 0 0 1 -1 -1 1
Xg(4,1,1) 10 2 1 -2 0 -1 0 -2 1 0 1
Xs(3,1,1,1) 10 -2 1 -2 0 1 0 2 1 0 1

X 5(4,2) 9 3 0 1 -1 0 -1 3 0 1 0
X5(2,2,1,1) 9 -3 0 1 1 0 -1 -3 0 1 0

X 5(3.:3) 5 1 -1 1 -1 1 0 -3 2 -1 0

X g(2:2.2) 5 -1 -1 1 1 -1 0 3 2 -1 0
Xg(3.:2.1) 16 0 -2 0 0 0 1 0 -2 0 0

Tabla 4.8: Tabla de caracteres de Sg

={g € 56 [ gVo = Vo} = {(1), (12), (34), (35), (36), (45), (46), (56), (345), (346),
(354), (356), (364), (365), (456), (465), (12)(34), (12)(35), (12)(36), (12)(45),
(12)(46), (12)(56), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (3456), (3465), (3546), (3564),
(3645), (3654), (345)(12), (346)(12), (354)(12), (356)(12)

(456)(12), (465)(12), (12)(34)(56), (12)(35)(46), (12)(36)(45), (3456)(12),

(

,(12)(36)
3465)(12), (3546)(12), (3564)(12), (3645)(12), (3654)(12)}.

, (364)(12), (365)(12),
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No. de Elementos 1 7 8 9 ©6 8 3 6
Clase 1) (2 ) (22) @) (32) (222 (42
XSO Ly, 1 1 1 1 1 1 1 1
XS(1,1,1,1,1,1)¢H0 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1
XS(5’1)¢HO 5 3 2 1 1 0 -1 -1
XS(2,1,1,1,1)¢H0 5 -3 2 1 -1 0 1 -1
X511 0w 2 1 2 0 - 2 0
XS(3,1,1,1)¢H0 10 -2 1 -2 0 1 2 0

Xs@2) 1y, 9 3 0 1 -1 0 3

XS(2,2,1,1)¢H0 9 -3 0 1 1 -3
XS(3’3)¢HO 5 1 -1 1 -1 1 -3 -1
XS<2!272>¢H0 5 -1 -1 1 1 -1 3 -1
XS(3’2’1)¢HO 16 0 -2 0 0 0
XVo 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.9: Caracteres de Sg restringidos a Hy y caracter de Vj

De los productos internos calculados a partir de la la tabla 4.9 obtenemos:
Co(Ms) = C @ SV @ U2, (4.20)

Ahora tomemos:

Vi = (b1) = ((a1,a2)) = ((12,34)),

Hy ={g € S | gV1 = Vi} ={(1),(12),(34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56),
(13)(24), (14)(23), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (2314),
(2413), (2314)(56), (2413)(56)}.

Con Vi y H; construimos la tabla 4.10 y calculamos los productos internos
correspondientes con la reciprocidad de Frobenius de forma similar a los
ejemplos anteriores.

De donde obtenemos:

Cl(MG) — 8(5,1) D 5(4,1,1) D S(4,2) D 5(373) D 8(3’2’1). (421)
Por ultimo consideremos:

Vo = <Cl> = <(1 73475—))7
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(12) (12)(34)

(34) (12)(56) (13)(24 (13)(24)(56) (2314) (2314)(56)
Elementos | (1) (56) (34)(56) (14)(23) (12)(34)(56) (14)(23)(56) (2413) (2413)(56)
X564, 11 1 1 1 1 1
Xs(l,l,l‘l,l,l)iﬂl 1 -1 1 -1 -1 -1 1
XSGy, 5 3 1 -1 -1 1 -1
Xseriiny, 5 -3 1 1 1 -1 -1
XS(4,1,1)J'H1 10 2 -2 -2 -2 -2 0 0

XS(S'“'IUHI 10 -2 -2 -2 2 2 0
Xs@2) |, 9 3 1 3 3 -1 1
XS(2,2,1,1)lH1 9 -3 1 -3 -3 1 1
X$@a) |, 5 1 1 -3 -3 -1 -1
Xs@2oy,, 5 -1 1 3 3 1 -1
Xsezny, | 160 0 0 0 0 0
XWi 1 1 1 -1 1 -1 -1 -1

Tabla 4.10: Caracteres de Sg restringidos a H; y caréacter de V;
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Ha ={g € S¢ | gVa = Va} = {(1), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (34)(56), (13)(24), (14)(23), (15)(26), (16)(25),
(35)(46), (36)(45), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (15)(26)(34), (16)(25)(34), (35)(46)(12),

(36)(45)(12), (2314), (2413), (1625), (1526), (3546), (3645), (2314)(56), (2413)(56), (1625)(34), (1526)(34),
(3546)(12), (3645)(12), (135)(246), (136)(245), (145)(236), (146)(235), (153)(264), (154)(263), (163)(254),

(164)(253), (135246), (136245), (145236), (146235), (153264), (154263), (163254), (164253)}.

No. de Elementos 1 3 3 6 6 1 6 8 6 8
Clase 1) 2 (2,2) (22) @) (2,2,2) (2,2,2) (3,3) (4,2) (6)
XSO 4y, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
P CREREEII 1 -1 1 1 -1 -1 -1 1 1 -1
X561y, 5 3 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
)(5(2,1,1,1.1)LH2 5 -3 1 1 -1 1 1 -1 -1
X510y, 10 2 -2 -2 0 -2 -2 1 0 1
XS(3,1,1,1)¢H2 10 -2 -2 -2 0 2 2 1 0 -1
X2y, 9 3 1 1 - 3 30 1 0
X5y, 9 3 1 1 1 -3 B30 1 0
X33 Ly, 5 1 1 1 -1 -3 -3 2 -1 0
Xs@22) ), 5 -1 1 1 1 3 3 2 -1 0
Xs@an,, 6 0 0 0 0 0 0 2 0 0
XVa 1 1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1

Tabla 4.11: Caracteres de Sg restringidos a Hy y cardcter de V;

De la tabla 4.11 obtenemos:

CZ<M6) o~ 5(4,1,1) D 5(3’3).

(4.22)

En la figura 4.7 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos
de cadena de Mg, donde fy, fi v fo son los isomorfismos obtenidos de las

expresiones 4.20, 4.21 y 4.22.
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0 —% oM 0 2 C1(Me) ELINEN Co(Me) SN

| ‘| ‘| o |

0 %, ga11) g gB33) %2, g(.1) g gLl g g42) g 9B g gB2D) _ A 0o gl gt 5, ¢

Figura 4.7: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de Mg

Por calcular los médulos de homologia reducida H k(Msg), parak = 0,1,2,
Como ¢ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(Ce SOV g SH2) /keré > imé = C,

asi que
kerg = SO g §(42),

Sabemos que Hy(Mg) = kerg/ im0, = 0 pues Mg es conexo, se sigue
que ker & = im 0y, con lo cual:

imd, = 56D g 542, (4.23)
Ademas del teorema 1.7.6 y la expresion 4.23 se tiene:
(SO @ SULD g 51D g §G @ §B2D) / ker §) 2 im 9,
De lo anterior y la proposicién 1.7.9 tenemos:

ker 9 = S @ §G3) g §G21), (4.24)

Figura 4.8: Gg Figura 4.9: BK(Gg)
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Por otro lado, 53 es un homomorfismo de moédulos, asi que:
im 0y = 05(0) = 0.

Considerando la figura 4.8. Se observa que contrayendo los tridangulos, se
encuentra que Gg es homotdpica a BK(Gg) esto puede demostrarse formal-
mente ocupando los resultados que aparecen en [10] y [13]. Por el teore-
ma 3.4.3, Hy(Mg) = Hy(A(BK(Gg))). Ademas Hy(A(BK(Gg))) = 0, pues
en BK (G§) no existen 2-simplejos.
Por lo que: B R R
Hy(Mg) = ker 03/ im 03 = 0,

por lo que im 53 = ker 52. Del teorema 1.7.6 tenemos:
(SULD @ §B3)) [ ker By = im s
De lo anterior y la proposicion 1.7.9 tenemos:
im0y = SULY g §B3), (4.25)

De las ecuaciones 4.24, 4.25 y la proposicién 1.7.9 tenemos:

Hl(MG) = kergl/im@

(8(4,1,1) oy 5(3,3) s 5(372,1))/(5(4,1,1) D 5(3,3))
8(3’2’1).

En lo anterior usamos el hecho de que G >~ BK(Gg), de donde se sigue
que Hy(Mg) = Hy(A(BK(Gg))) = 0. Veamos ahora que podemos calcular
im 52 por métodos elementales.

Verifiquemos primero que dim(im dy) = 15. Del teorema 1.1.7, sabemos

que imdy = (Oa(cy),...,0(c15)), veamos que el nimero de vectores lineal-
mente independientes de la im 0y es 15, es decir, si

)\1(92(01) —+ )\282(02) + ...+ )\1582(015) =0
entonces,

A1(aoais — ara1s + araio) + A2(ar1a14 — arais + ayann) + As(aiza1z — ara13 + a1a12)
+ M(arars — aza1s + azar) + As(agais — a2a14 + azag) + Ag(agaiz — azai3 + azag)

+ Ar(agars — asais + azag) + Ag(agaiz — agaiz + azag) + Ag(agair — azai1 + asag)

+ AMo(agara — asars + asag) + Aii(arars — agarz + asar) + Az(agaro — asaip + asag)
+ Mi3(asa13 — asaiz + asag) + Ma(ararr — asain + asar) + Ais(agaio — asaig + asag)
=0.
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Claramente \; = \y = -+ = A5 = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la gréfica 4.6. Sea b; la frontera de algin 2-simplejo ¢;, las aristas de b;
no pertenece a ningtn otro triangulo distinto de ¢;, por lo tanto 0x(c;) no es
combinacién lineal de las fronteras 0s(c;) con i # j.

Asi que dim(im 02) = 15, lo cual implica que dim(im dy) = 15 (se sigue
de la definicién de 0).
Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

52(5(4,1,1)) Y SICR I 52(5(4,1,1)) -0
y
By(SCD) = §6G3 o §,(SG) =0

Ademés dim(S™V) = 10 y dim(S®3) = 5, entonces:

im 8y = 9, (S @ §B3)) = gULD g §BI),

4.6 Modulos de homologia reducida de K (M)

Consideremos el complejo de clanes de la gréfica de emparejamientos Mg,
al que denotamos como K (M;g), que estd dado por el conjunto de vértices
(tridngulos de la gréafica de Mg):

S
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el conjunto 1-simplejos:

by = (G1,a2) biz = (Is,as) bys =

( ( (
by = (al, as) biy = (as, an) by = (a5, as) bsg = ((110, 6111)
b3 = (ah CL4) bis = (as, Cl13) byr = (a5, Gﬁ) bzg = (a107 G12)
by = (Cl1, a7) big = (CL4, a7) bog = (a5, a15) by = (a107 a13)
bs = (al, @12) bi7 = (&5, alO) by = (@6, a9) by = ((111, alz)
bg = (Gb &15) big = (a67 a13) b3y = (a6, a12) by = (Cln, Cl14)
by = (612, as) big = (CLB, Gn) b3 = (CL7, as) by = (a13, Cl14)
bg = (GQ, CL5) bao = (ag, Cl14) b3y = (a7, CL9) by = (a13, Cl15)
by = (CLQ, ag) by = (a12, Cl15) bsz = (a7, alo) bys = (Cl147 a15)
bio = (02, alo) byo = (CL4, a5) b3y = (a7, a13)

by = (GQ,CZM) bag = (&4706) bss = (a87a9)

bip = (CL3, a6) byy = (CL4, CL11) bss = (CL& a15)



4.6. MODULOS DE HOMOLOGIA REDUCIDA DE K (Mg) 91

y los 2-simplejos:

(ala a2,a3) Ce = (ag,aﬁ,als) Ci1 = (a13,a14,a15)
(a CL4,G7) Cr = (a37@8,a11) Ci2 = (a alo,a13)
= (a1, a12,a15) cs = (au,as,a) c13 = (g, a1, arg)
= (az,as,a10) ¢y = (ar,as, ag) c14 = (as, ag, a1s)
(CL27 ay, CL14) Ci0 = (aw, aii, CL12) Ci5 = (GG, ag, CL12)

Figura 4.10: Gréfica de clanes K(Gg)

A continuacién obtendremos la descomposicion de los Sg-mddulos de
cadenas Cy (K (Ms)), para k = 0,1,2, en médulos de Specht por medio del
teorema 1.10.5 de la reciprocidad de Frobenius.

Consideremos:

VE) = <a1> = <(1273475_)>7

Ho ={g € S | gVo = Vo} = {(1), (12), (34), (56), (12)(34), (12)(56), (13)(24), (14)(23),
(15)(26), (16)(25), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (1423), (1324), (1625), (1526),
(3645), (3546), (12)(34)(56), (13)(24)(56), (14)(23)(56), (15)(26)(34), (16)(25)(34),
(35)(46)(12), (36)(45)(12), (153)(264), (135)(246), (145)(236), (154)(263),
(136)(245), (163)(254), (146)(235), (164)(253), (1423)(56), (1324)(56), (1625)(34),
(1526)(34), (3645)(12), (3546)(12), (135246), (136245), (145236), (146235),
(153264), (154263), (163254), (164253)}.

Con los productos internos calculados a partir de la tabla 4.12 obtenemos:

Co(K(Mg)) = Cq S @ 5322, (4.26)
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No. de Elementos 1 3 9 6 7 8 6 8
Clase 1) (2) (22) 1) (222) (33) (42) (6)
X5 1 11 11 1 1 I 1
XS(1,1,1,1,1,1)¢H0 1 -1 1 -1 -1 1 1 -1
XS(5’1)¢HO 5 3 1 1 -1 -1 -1 -1
XS(2,1,1,1,1)¢H0 5 -3 1 -1 1 -1 -1 1

X510 0 2 -2 0 -2 10
XS(3,1,1,1)¢H0 10 -2 -2 0 2 1 0 -1
X542 9 3 1 -1 30 1 0
XS(2,2,1,1)¢H0 9 -3 1 1 -3 0 0
X569 5 1 1 -1 302 10
X522 5 -1 1 1 3 2 -1 0
Xs(S’Q’l)iHO 16 0 0 0 -2 0 0
XVo 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.12: Caracteres de Sg restringidos a Hy y caracter de Vj

Consideremos los siguientes conjuntos:

Vi = <b1> = <(a1,a2)> = <(1 a3 v5 )7 (12’ 57 6)>7

Hi={g€ S| gV =Vi}

={(1),(12),(36), (45), (12)(36), (12)(45), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (12)(34)(56),
(12)(35)(46), (12)(36)(45), (12)(3564), (12)(3465), (3564), (3465)}.

Los conjuntos V; y Hy nos ayudan a construir la tabla 4.13.
Después de calcular los productos internos por medio de la tabla anterior
resulta:

Cy (K (Mg)) =2 SELLLD @ 6B L) gy g(42) gy §(222) gy gB3:2.1) (4.27)

Ahora tomemos los siguientes conjuntos:

Vo = {e1) = ((a1, a2, a3)) = ((12,34,56), (12, 35, 46), (12, 36, 45)),

={g € 6 | gV2 = Va} = {(1), (12), (34), (35), (36), (45), (
(354), (356), (364), (365), (456), (465), (12)(34), (12)(35), (1
(12)(46), (12)(56), (34)(56), (35)(46), (36)(45), (3456), (3465), (3546), (3564),
(3645), (3654), (345)(12), (346)(12), (354)(12), (356)(12), (364)(12), (365)(12),
(456)
(3465

46), (56), (345), (346),
), (12)(36), (12)(45),

(
: 12
456)(12), (465)(12), (12)(34)(56), (12)(35)(46), (12)(36)(45), (3456)(12),
3465)(12), (3546)(12), (3564)(12), (3645)(12), (3654)(12)}.
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No. de Elementos 1 1 2 3 2 2 2 3
Clase (1) (2) (2 (2,2) (2,20 4 4,2) (2,2,2)
XS©) |y, 1 1 1 1 1 1 1 1
)(5(1,1,1,1,1,1)¢H1 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1
XS(5,1)¢H1 5 3 3 1 1 1 -1 -1
)(5(2,1,1,1,1)¢H1 5 -3 -3 1 1 -1 -1 1
XS0y 10 2 2 -2 -2 0 0 -2
)(51(3,1,1,1)“{1 10 -2 -2 -2 -2 0 0 2
XS(4*2)¢H1 9 3 3 1 1 -1 1 3
XS(2,2,1,1)¢H1 9 -3 -3 1 1 1 1 -3
X5@3) |, 5 1 1 1 1 -1 -1 -3
XS(2,2,2)¢H1 5 -1 -1 1 1 1 -1 3
XsG21) |, 16 0 0 0 0 0 0 0
Xvi 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1

Tabla 4.13: Caracteres de Sg restringidos a H; y caracter de V;

No. de Elementos 1 1 6 8 3 6 6 8 3 6
Clase 1) (2 2 3) (22) (22) “4) (32 (222 (42
Xs® |y, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
)(5(1.1.1,1,1,1)¢H2 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1
X$GD 1y, 5 3 3 2 1 1 1 0 -1 -1
X5(2,1.1.1.1)¢H2 5 -3 -3 2 1 1 -1 0 1 -1
Xs@10) |y, 10 2 2 1 -2 -2 0 -1 -2 0
X511, 0 2 -2 1 -2 -2 0 1 2 0
X642, 9 3 3 0 1 1 -1 0 31
)(5(2.2,1,1)“{2 9 -3 -3 0 1 1 1 0 -3 1
X564, 5 1 1 -1 1 1 -1 1 -3 -1
Xs22),, 5 -1 -1 -1 1 11 A 3 -
X502, % 0 0 -2 0 0 0 0 0 0
XV 1 1 -1 1 1 -1 -1 1 1 -1

Tabla 4.14: Caracteres de Sg restringidos a Hs y caracter de V5
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De donde obtenemos:
Co( K (M) = SEHLLY g gBLLY, (4.28)

En la figura 4.11 se muestra el diagrama conmutativo de los complejos
de cadena de K(Ms), donde fy, f1 v fo son los isomorfismos obtenidos de

las expresiones 4.26, 4.27 y 4.28.

£

0 =25 Co(K (M) —2— C1(K(Mg)) —2 Co(K(Ms)) —— C

e
0 -2 Oy(K(Mg)) -2 Ci(K (M) —2— Co(K(Mg)) —— C

Figura 4.11: Diagrama conmutativo de los complejos de cadenas de K (Mj)

donde
GO(K(MG)) = C D 5(472) fasy 5(2,2,2).
él(K(M6)) = SELLLY & gBLLY) o g(42) gy §(22.2) gy gB321)
Co(K (M) = S@LLLD g gBLLY,

Calculemos los médulos de homologfa reducida Hy, (K (Ms)), para k = 0, 1,2.

Como ¢ es suprayectiva y por el teorema 1.7.6 tenemos:

(Ca»SU? @ §322) /ker£ = imé=C

asi que
ker &= §42) g §(222),
Sabemos que Ho(K (Mg)) = ker £/ im 1 = 0 pues K (Mg) es conexo, se sigue
que ker & = im 9;, con lo cual:
im 9y = §@2) g §(222),
Ademas del teorema 1.7.6 y la expresion 4.29 se tiene:

(5(2,1,1,1,1) ) §BLLL ® §(42) @ §(2:2,2) ® 5(3’2’1))/ker (’9\1 ~im 51‘

De lo anterior y la proposicién 1.7.9 tenemos:
ket B, = SEAIAY g GOALY g 2D

(4.29)

(4.30)
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Por otro lado, 53 es un homomorfismo de moédulos, asi que:

De [11] sabemos Mg ~ K (Ms), por el teorema 3.4.3 se sigue Hy(Mg) = Ha(K (M)

y Ho(Msg) = 0, asi que:

Hy (K (Mg)) = ker 95/ im 95 = 0.
por lo que ker 52 = 0. Del teorema 1.7.6 tenemos:
(SELLLD @ BLLY /key Os & im Os.
De lo anterior y la proposicién 1.7.9 tenemos:
im §, = SELLLD g GELLY, (4.31)
De las ecuaciones 4.30 y 4.31 tenemos:

Hi(K(Mg)) = kerd;/imd,

(S(Q,Ll,l,l) D 5(3,1,1,1) o) S(3,2,1))/(S(2,1,1,1,1) o) S(S,l,l,l))
5(3’2’1).

concluir que Hy(K(Mg)) = Hy(Mg) = 0, sin embargo observemos que es

~

posible calcular im 0, por medio de calculos elementales.
Verifiquemos primero que dim(im d;) = 15. Del teorema 1.1.7, sabemos

que im dy = (0a(cy),...,0a(c15)), veamos que el nimero de vectores lineal-
mente independientes de la im 0y es 15, es decir, si

De igual modo que en Ms, usamos el hecho de que Mg ~ K(Mjg) para

)\182(61) + )\282(02) + ...+ )\1582(015) = 0,

asi que:

A(azaz — aras + ajaz) + Az(asar — arar + aray) + A3(ai2ais — arais + ajai2)

+ M(asaro — aza1o + agas) + As(agais — agais + azag) + Xe(asaiz — azaiz + asae)
+ A7(aga1r — azar1 + azag) + Ag(asag — asas + asas) + Ag(agag — arag + arag)

+ Ao(ariaiz — ajoaiz + aioai1) + Ai1(a14a15 — a13a15 + a13a14)

+ Ai2(aioaiz — araiz + arai) + Aiz(arais — asais + agaq:)

+ Aa(agars — asais + asag) \is(agaiz — agaiz + agao)

=0.

Claramente \; = Ay = -+ = A5 = 0, intuitivamente esto se puede deducir
de la gréfica 4.4. Sea b; la frontera de algin 2-simplejo ¢;, las aristas de b;



96 CAPITULO 4. HOMOLOGIAS DE My Y K(My)

no pertenece a ningin otro triangulo distinto de ¢;, por lo tanto d2(c;) no es
combinacién lineal de las fronteras dx(c;) con i # j.

Asf que dim(im 0,) = 15, lo cual implica que dim(im dy) = 15 (se sigue
de la definicién de 52)

Ahora, por el teorema 1.7.8 tenemos:

52(5(2,1,1,1,1)) _ g@LLLY) g 52(5(2,1,1,1,1)) —0
y
52(5(3’1’1’1)) — §BLLY 52(5(3’1’1’1)) —0.

Ademés dim(S®LLED) = 5 v dim (S D) = 10, entonces:

im 52 _ 52(5(2,1,1,1,1) ® 5(3,1,1,1)) — §@L1L1) @ gBLLL)



Conclusiones

En este trabajo, describimos la descomposicion del S,-médulo H k(M) en
submédulos irreducibles, donde H, x(M,) es el médulo de homologia reducida
de los complejos de emparejamientos, para n = 4, 5, 6.

Por otro lado, también calculamos la descomposiciéon en médulos irre-
ducibles de Hy(K(M,)), es decir, de los médulos de homologia reducida de
los complejos simpliciales determinados por la grafica de clanes K (G,,), para
n = 9,0.

Encontramos que Hy(M,) s, Hy(K(M,)) para n = 5,6 y k > 0.
Enseguida se muestran los moédulos de homologia reducida que son distintos

de cero. B N
H(Ms) = Hy (K (My)) 2, S&W = g8

H,(Mg) = Hy (K (Mg)) =25, S®20 = 5&°

En el articulo [11] se demuestra que G, ~ K(G,) para n < 8. Esto
implica, por el teorema 3.4.3, que se tiene el siguiente isomorfismo como
espacios vectoriales: _ B

H(M,) = i (K(M,)).

_ Surge la_pregunta interesante si también existe el isomorfismo entre
Hy(M,) vy Hg(K(M,)) como S,-mddulos, para n = 7,8. De los calculos
que se muestran en la tesis, se observa que para tales casos las complica-
ciones aumentarian significativamente, por lo que no es practico efectuarlos
directamente. Un posible camino es utilizar software especializado para tales
calculos. N B

Silos S,-médulos Hy(M,,) y Hy(K(M,)) no son S,-isomorfos, para algin
n > 7, otro problema interesante es encontrar una férmula andloga a la de
Bouc que muestre la descomposicion de los médulos de homologia de K (M,,)
en submédulos irreducibles.
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