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Resumen

En esta tesis se explica mateméaticamente y desde el punto de vista de la economia
los modelos que se encuentran en [7]; lo que se pretende es ampliar la informacién
ahi presentada. Dichos modelos son estudiados usando teoria de control 6ptimo.

In this thesis, the models proposed in [7] are explained mathematically and from the
economic point of view; the main aim is to extend the information presented there.
Those models are studied using optimal control theory.
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Introduccion

En teoria un modelo es una representacién de la realidad, es decir, sélo representa
algunos de los aspectos de un objeto de estudio. Los modelos se crean a partir de la
especulacion acerca de las causas y los procesos que pudieran haber producido los
efectos observados.

En particular, un modelo econémico es una representacién del mundo de las rela-
ciones entre los individuos que interactian en una economia y buscan un mayor
bienestar. Es importante hacer notar que los modelos econémicos no predicen, pues
su capacidad es limitada, sin embargo deberian al menos explicar adecuadamente el
fenémeno en cuestion.

En este trabajo se van a desarrollar una serie de modelos de creciente complejidad,
el objetivo es explicar matematicamente y desde el punto de vista de la economia
los modelos que se encuentran en [7]. Lo que se pretende es entender la forma en
la que una economia pequena opera dentro del mercado mundial y las opciones
de politica econémica que enfrenta. Esto es de gran importancia para encontrar
respuestas para algunas interrogantes que afectan la vida econémica de una nacién
y del mundo; ;Cémo afectan los cambios econémicos de un pais al resto de las
economias mundiales?, ;qué papel corresponde a los gobiernos en lo que respecta a
limitar la inflacién, aumentar los impuestos, estimular el crecimiento y evitar un alto
porcentaje de desempleo?, jqué factores determinan la tasa de crecimiento de una
economia?, entre otras.

Los temas anteriores son de importancia no solo para el bienestar econémico, sino
también para cada individuo al tomar sus decisiones respecto a cudnto ahorrar,
tomar prestado; o en su estrategia para hallar o cambiar empleo. Esto contribuye a
la formacién de mejores ciudadanos, capacitandolos para evaluar las proposiciones
de sus dirigentes en materia de impuestos, tasas de interés, gasto publico y otras
politicas cruciales en la economia nacional y mundial.



Los modelos que se estudiaran tratan algunos de los aspectos mas importantes de la
economia internacional, de manera que un agente dentro de una pequena economia
pueda elegir sus niveles 6ptimos de consumo, oferta de trabajo y cantidad de activos
que debe tener su portafolio de inversién de manera que maximice sus beneficios.
Para resolver estos modelos se hace uso de la teoria de control éptimo, para ser
exactos del Principio de Pontryagin.

En general, los modelos se simplifican suponiendo que el mundo es mucho mas sencillo
de lo que en realidad es, por ejemplo, en lugar de seguir la pista a los numerosos
bienes y los mercados existentes, normalmente se recurre al supuesto de que sélo
hay un bien que se comercializa en un unico mercado. Una vez que se hace esta
simplificacion, se pueden construir sencillas estructuras para estudiar e interpretar
la economia. A veces los modelos no son méas que descripciones escritas, pero en la
mayoria de los casos se basan en las matematicas. Una de las ventajas de la utilizacion
de la matemadtica actualmente reside en que obliga a asegurarse que los modelos no
tienen errores logicos, otra ventaja es que nos permiten ver aquello que no es obvio
y asi permiten obtener conclusiones a partir de estos.

Los modelos tienen dos tipos de variables: exdgenas y endogenas. Las variables
exdgenas son aportaciones al modelo. Las variables endégenas dependen del modelo
y, por lo tanto, se explican dentro del mismo. La seleccién de este tipo de variables
depende del tipo de problema que se desea analizar; en el presente trabajo por ejem-
plo, el consumo, la oferta de trabajo, la cantidad de bonos y de capital son algunos
ejemplos de variables enddogenas, mientras que el precio relativo de algunos bienes,
el tipo de interés mundial y la inflacién, son consideradas variables exégenas.

En este trabajo se van a plantear y explicar una serie de modelos monetarios, los
cuales estaran basados en los siguientes supuestos.

» Los agentes econémicos son racionales y optimizadores. Por ejemplo los con-
sumidores maximizan una funciéon dinamica de utilidad sujeta a restricciones
presupuestarias basadas en la disponibilidad de sus recursos; las empresas max-
imizan una funcién de beneficios sujeta a sus posibilidades de produccién.

= Para tomar decisiones 6ptimas, los agentes econémicos usan toda la informa-
cién disponible, ademés de lo que conocen y entienden del modelo econémico
que rige la economia.

= Dado que los modelos estan basados sobre la maximizacién de la utilidad,
proveen un sistema natural de ideas para analizar implicaciones del bienestar
en los impactos politicos o cambios estructurales.

= El principal supuesto es que en la economia existen muchos agentes econémicos
idénticos, para simplificar, se asume que los comportamientos de estos agentes
pueden ser resumidos por un agente representativo, esto es posible pues nada



en el modelo depende de que los caracteres o conductas de los individuos sean
diferentes.

= Son modelos de equilibrio general, esto es, las reglas de decisiéon de un agente
son las restricciones de otro.

Los modelos basados en los supuestos anteriores se denominan modelos del agente
representativo.

Dos conceptos importantes en el desarrollo de un modelo del agente representativo
son las nociones de Perfecta Prevision y Equilibrio de Perfecta Prevision. El primero
consiste en la suposiciéon de que los errores de prediccién son puramente aleatorios. El
segundo es definido en una situacion en la cual la demanda planeada para produccion,
trabajo y los diferentes activos en la economia se iguala a la correspondiente oferta,
dicho equilibrio se enfoca sobre las cantidades de equilibrio e impone condiciones
asegurando que tal equilibrio siempre existe.

En el capitulo 1 se explica lo que es un problema de control éptimo con su respec-
tiva interpretacién econdémica, se enuncia el Principio de Pontryagin que otorga las
condiciones necesarias para hallar la soluciéon de dichos problemas y se ilustra esta
teoria con algunos ejemplos.

En el capitulo 2 se describen dos modelos monetarios, el primero es un modelo bésico
de un bien, el cual como se vera, produce una dinamica degenerada, lo que permite
realizar un anélisis de las acciones econémicas 6ptimas del gobierno de una manera
analiticamente sencilla. Con la finalidad de obtener una dindmica no degenerada, se
introduce al modelo monetario de un solo bien, costos de ajuste asociados a la acu-
mulacién fisica de capital. Este modelo es suficientemente manejable porque permite
entender el ajuste dindmico de la economia a detalle, para destacar el papel critico
que juega la acumulacién de capital en este proceso. Y se utiliza este modelo para
analizar los cambios que se presentan en la economia cuando el gobierno incrementa
su gasto de manera permanente e inesperada.

Los modelos anteriores son muy limitados para tratar algunos de los aspectos basicos
de la economia internacional, por lo que en el capitulo 3 se estudian aspectos rela-
cionados con el tipo de cambio real y con la tasa de arancel. Para ello se desarrolla un
modelo de dos bienes con acumulacion fisica de capital, en este modelo se incorpora
el consumo de un bien que es importado, lo cual de inmediato introduce el tipo de
cambio real y permite analizar cambios de la economia frente a la imposicién de un
arancel.

Las actividades del comercio afectan diversas partes de la economia de manera difer-
ente, esto no se puede analizar con los modelos que solo tiene un sector de produc-
cion, por lo que en el capitulo 3 también se desarrolla el modelo de una economia
dependiente con dos sectores de produccion, uno comercializable y otro no comer-
cializable, lo cual permite estudiar la dindmica del tipo de cambio real. Para finalizar



se analiza la respuesta de este modelo provocada por cambios en la demanda; esto
se hard mediante un incremento en el gasto del gobierno.



CAPITULO 1

Problema de Control éptimo

El objetivo de este capitulo es explicar el problema de control 6ptimo con su respecti-
va interpretacion desde el punto de vista de la economia y las condiciones necesarias
para resolver este tipo de problemas.

1.1. Planteamiento del problema de control

Un problema de control se origina cuando se describe un sistema al tiempo ¢ por
medio un vector z(t) denominado de variables de estado. Este vector es controlado
por medio de una funcién vectorial u(t), llamada control, y el sistema evoluciona
de acuerdo con una ley prescrita, dada usualmente por una ecuacion diferencial de
primer orden de la forma &(t) = f(¢, x, u).

Se puede describir la economia de un pais en el tiempo ¢ por medio de un vector de
variables de estado x(t), que evoluciona de acuerdo a cierta ley, y el problema de con-
trol surge cuando se desea alcanzar un objetivo dado a través del control de ciertas
variables que se pueden describir con u(t). Por ejemplo, el vector de variables de esta-
do z(t) puede tener como componentes al capital, la inflacién, la cantidad de dinero
en el pais o la cantidad de bonos, entre otros; una ley de acuerdo a la cual evoluciona
puede ser: “la acumulacién de capital debe ser igual a la inversion”. El vector de es-
tados va a ser controlado por el vector de controles u(t), cuyas componentes pueden
ser, el consumo, los impuestos, la inversién en algtin activo, el trabajo, etcétera. El
problema en esta economia consistiria en hallar trayectorias éptimas para z(t) se-
leccionando adecuadamente las componentes del vector u(t) de tal manera que, se
minimice la deuda publica actual, se maximice la utilidad de las familias, etcétera.

Enseguida se describira formalmente un problema de control éptimo y en la seccién



(1.3) se enuncian las condiciones de optimizacién necesarias para resolver este tipo
de problemas.

Sean t, z, u variables en R, R" R™; f(¢, z,u) una funcién
fRxR"xR" — R"
continua y con derivadas parciales continuas en z. @(to, t1, x(to), z(t1)) una funcién
$:RxRxR"xR"— R

de clase C".

U un subconjunto cerrado de R™, Y conjunto de funciones continuas a trozos u(t)
definidas en el intervalo [to,t;] con valores en U.

Para un control u(t) definido en el intervalo [tp,t1] la solucién z(t) de la ecuacién
diferencial

B(t) = [t x(t), ult)) (1.1)

dentro del intervalo [tg, ;] con condicién inicial z(ty) = x sera llamada la trayectoria
correspondiente al control u(t) y la condicién inicial xy. El valor de z(t) al tiempo ¢
es llamado el estado del sistema.

La primera componente de la funcién ¢ evaluada en (tg, t1,x(to), z(t1)), donde x(t)
es una solucién de (1.1),

J(xo,u) = d1(to, tr, x(to), x(t1)) (1.2)

es el funcional objetivo del sistema. Las siguientes k-1 componentes de ¢ se definen
por medio de las ecuaciones

Gilto, tr,z(lo), x(t1)) =0, =2,k (1.3)

y se llaman condiciones finales para las trayectorias del sistema. Un par (zg, u) de una
condicién inicial xg y un control u = u(t) serd llamado factible si existe una solucién
de z(t) para (1.1) en el intervalo [to, 1] con condicién z(ty) = x¢ y las condiciones
finales (1.3) se cumplen por x(t). Se denotard por F a la clase de pares factibles
(20, u).

El problema de control 6ptimo es encontrar en la clase F, un elemento (zo,u) tal
que el correspondiente funcional objetivo (1.2) sea minimizado. Un par (zg,u) de F
que alcance este minimo seran llamados un control optimo y una condicion inicial
optima.

De aqui en adelante se utilizara la siguiente convencién. Las componentes de los
vectores seran denotadas por subindices. Una prima denotard la derivada total y para



las derivadas parciales se utilizaran subindices apropiados. Las derivadas con respecto
al tiempo seran denotados por puntos arriba de las variables correspondientes, es
decir,

0% f . dx
r=—",

0
f/(f) = %; fi(xy, . xy) = 8_55; fij (@1, .., )

si f(x,y,z) es una funcién vectorial en los vectores z, y, 2z, f,(x,y,2) denotara la
matriz cuya entrada ij es la derivada parcial de la i-ésima componente de f con
respecto a la variable y;. Y por tdltimo se denotara € = (to, t1, z(to), z(t1)).

1.2. Problemas equivalentes
Sea ¢(t,z,u) una funcién continua

g:RxR"xR™ — R
de clase C' en (z,u). Si en vez del funcional objetivo

J(zo,u) = ¢1(€) (1.4)
el funcional objetivo es
Haow) = [ gtt.ato.u)ar (15)

el problema de optimizacién es llamado un problema de Lagrange. Un problema de
Lagrange se puede expresar inicamente en términos del tiempo final, para ver esto,
se agrega una componente

*’tn+1(t) = g(t,x(t),u(t)), (16>

con la condicién inicial z,,+1(¢o) = 0 al sistema (1.1). Por lo que el funcional objetivo
(1.5) es

(0, 1) = 61(8) = s (t1) = /t gt 2(t), u(t))dt.

y esta determinada como un funcional objetivo de la forma de Mayer. Estos nombres
son normalmente usados en el cdlculo de variaciones.



1.3. Principio de Pontryagin

Para hallar condiciones de optimizacion de un problema de control, se utiliza el
Principio de Pontryagin. Este Principio establece condiciones necesarias para que un
control u*(t) sea 6ptimo (ver demostracién en el Apéndice A).

Teorema 1.1 (Principio de Pontryagin). Para que z sea una condicidn inicial éptima
y u*(t) un control dptimo para el problema de control dptimo (descrito en la seccion
(1.1)) es necesario que existan \(t) : [to,t;] — R* de clase Ct, con A\ < 0 y
P(t) : [to, t1] — R™, tales que para todo to <t < ty:

P(t)T = =Pt folt, 2" (1), u*(t)); (1.7a)

para t € (to,t1) yu €U

P(t)T [f(t,2"(t),u) — f(t,2"(t),u" ()] < 0; (1.7b)
P(to)” = =T ¢, (8); (1.7¢)

P(t1)" = X ¢y, (8); (1.7d)

P(to)" f (to, 7" (to), u" (o)) = A7 61, (&); (1.7¢)
P(t)7 f (tr, 2" (1) ,u' (1) = =27 1, (8). (1.7f)

Si ademdas f(t,x,u) tiene derivada parcial continua f,(t,z,u), entonces

PTf (t, 2 (), u*(t) = N oy, (to, t1, 27 (to), % (t1)) + /t P(s)T f, (s,2%(s),u"(s))ds,
(1.7g)

se cumple para todo t € [to, t1].

La expresién H(t,z,u) = P(t)T f(t,r,u) es llamada generalmente el Hamiltoniano
del sistema.

La condicién (1.7b) puede ser expresada como

max H (t, 2" (t),u) = H (t,z"(t), u"(t)), (1.8)

uelU

y es llamada el Principio del Maximo de Pontryagin.



1.3.1. Interpretacion Econémica del Problema de Control

Se considera el siguiente problema de control: Maximizar

t1
J(woou) = / olt, x,u)e P,

to

sujeto a

p(t) = ft,z,u),
z(ty) = xo y x(t1) dado o libre,

donde f(t,z,u)y g(t,x,u) son dadas.

Como ya se mencioné anteriormente, x(t) es el vector de variables de estado y u(t)
es el vector de variables de control. A la seleccién 6ptima del control la llamamos
una politica 6éptima. El integrando representa el valor presente, es decir al tiempo
t = tg, de una funcién de ganancias céncava en u llamada g(¢, z,u).

La i-ésima componente de la funcién P(¢) : [to,t;] — R™"! obtenida de aplicar el
Principio de Pontryagin al problema de control, denotada por P;(t), representa el
valor marginal presente de la i-ésima variable de estado, es decir, se puede pensar
como la contribucién marginal al funcional objetivo J(zg, u), de una unidad adicional
de la i-ésima variable de estado x;(t) en unidades del tiempo t = t,.

Enseguida se presentardn dos ejemplos de problemas de control 6ptimo; el primero
es un problema que es muy utilizado en el area de ingenieria y el segundo es un
problema macroeconémico sencillo pero muy semejante a los que se van a tratar
posteriormente.

Ejemplo 1.3.1. Problema del Regulador Lineal.

Primero se planteara el problema de regulador lineal en general y al final del ejercicio
se presentara el caso particular de un péndulo invertido, el cual sera resuelto con lo
obtenido en el caso general.

Sean Apxn(t), Mysn(t), Duxny Buxm(t) ¥ Limsxm(t) matrices de funciones continuas,
u(t) € R™ una funcién vectorial continua a trozos definida en un intervalo fijo [to, t1]
y x(t) € R™ una funcién que es solucién de la siguiente ecuacion diferencial lineal

o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), (1.9)
con condicién inicial x(tg) = xq.

Se asume que M (t), L(t) y D son matrices simétricas y L(t) es positiva definida.
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Este problema consiste en elegir u(t) de tal manera que se minimice J(zq,u) sobre
un conjunto de funciones z(t) € R"™ diferenciables y u(t) € R™ continuas a trozos,
donde

J(zo,u) = x(t))T Da(ty) + / 1 [2(t)" M)z (t) + u(t)” L(t)u(t)] dt.

to
Para resolver este problema se asume que t; = T', to = 0. El vector de variables de
estado es x(t), con la condicién inicial x(tg) = .

Enseguida se convierte este problema a uno de Mayer, para ello se hace lo mismo
que en (1.6), por lo que se define

tuss(t) = 2(t)7 Dar(ty) + / ()T M(Q)2(C) + u()TL(C)u(C)] d.

to

con z,4+1(0) =0.

De aqui en adelante se va a utilizar la notacion

z(to) = x(0) = (21(0), 22(0) ... 2,11(0)) = (af, 25 ... 2p ) .

Puede observarse que el subindice indica la posicién de la componente en el vector
de variables de estado y el superindice representa que el vector es evaluado en el
tiempo cero. El vector de controles es u(t).

Se define la funcién ¢ : R x R x R"*! x R™ — R" tomando en cuenta las
propiedades descritas en (1.3), por lo que

to ij=1 to
0@ ! Wlr
€)= l’? — I t() - 1=
. (fo) 2% — (1)

L Tps1 — Tt (to) i

9 — Tnga(to)

F(t,r,u) : R x R"™ x R™ se define de la siguiente manera
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i=1

n m
E a1;T; -+ E bljuj
j=1

n m
E ApiTi + E bjnu]'
i=1 j=1
n m
E ZEij'jZL‘Z‘ -+ E ujlz-jui

| ig=1 ij=1

Para aplicar el Principio de Pontryagin se debe encontrar la derivada de F(t,z,u)
con respecto a x, de lo cual se obtiene que

11 ce Q1n 0

Fx(t,x,u) = Qan1 Ann 0

n n
25 Tymy; v 25 Timp; 0
| =t j=1

Por el Principio de Pontryagin se debe hallar P(t) = [f’(t)T Pnﬂ(t)] e Rt

definida en el intervalo [to,t1], A1 : [to,t1] — Ry A(t) : [to,t;] — R™™3 con
A= (A1, A(t)) # (0,0) para todo t € [tg,t1] tal que cada condicién del Teorema 1.1
se cumpla.

Por (1.7a) y considerando F,(t,x,u) obtenida arriba, se tiene que

P()T = —P(O)TA(t) = 2P0y (B)2()T M(1),
Poa(t) = 0. (1.10)

Por (1.7¢) se debe cumplir que

00 00
0 0 00
0 0 00
[ P(tg)” Pasa(to) ] =—[ M~ Aga] |10 00|
0 1 0 0
00 0 1]

de lo cual se tiene
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Pto)T = — [\ Anysl,
Pn+1(t0> - —)\n+4. (11].)

De la condicién (1.7d) se obtiene

[ P(t)T Poa(t) ] =[ M -+ Anya ] 0 0 0

lo cual implica que

p(tl)T = 2)\1$(t1)TD,
Pui(ti) = A (1.12)

Y por (1.7e) se debe cumplir que

H{(to, z"(to), u"(to)) = [ﬁ(to)T Poia(to) | Fto, 2" (to), u" (to))

- )‘Tgbto (é)
= . (1.13)

Por (1.7f) se debe satisfacer que

H(ty,z"(t1), u"(t1) = [lf’(tl)T Poia(tr) | Fty, 2" (1), u"(t1))

- _/\T¢t1 (é>
= —)s (1.14)

Afirmacion 1.3.1. \; debe ser distinto de cero para obtener las condiciones de
optimizacién del problema.
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Demostracién: Suponga que A\; = 0. De (1.12) se ve que P,y (t;) =0 (*) y P(t;) =0
(**). Ahora, por (1.10) se tiene que P,,1(t) = 0, es decir, P,,1(t) es constante
y por (*) se tiene que P,.i(t) = 0 y sustituyendo esto en (1.10) se obtiene que
P(t) = —P(t)T A(t), la cual al resolver arroja que P(t) = ke Js A por (*%), se
tiene que k = 0, y esto a su vez implica que P(t) = 0, y por (1.11), (1.13) y (1.14) se
obtiene que A = 0, lo cual no es de utilidad para hallar la optimizacién del problema,

pues no se cumple una de las condiciones establecidas en el Principio de Pontryagin.

Por lo anterior, es conveniente para que el control éptimo u*(t) no se encuentre

multiplicado por alguna constante, elegir el valor de A\; = —%, y por (1.12) se tiene
que:
1
Pana(t) = —5. (1.15)

Con esto el Hamiltoniano del sistema es:

H(t,z,u) = | P(t)T P,4(t) | F(t,z,u)
= Pt)” [A(t)z + B(t)u] — 2T M(t)z + u? L(t)u] .

Ahora se debe encontrar u* € U, donde U es un subconjunto cerrado de R™ para ello
se maximizara el Hamiltoniano del sistema H (¢, z*, u), lo cual se hace de la manera
habitual, primero se deriva H(¢,z*,u) con respecto a u, igualando esto a cero, se
obtiene u* y posteriormente se comprueba si esta funciéon produce un maximo para

H.
H,(t,z*,u) = P(t)T B(t) — u” L(t) = 0. Despejando u, se obtiene que

u(t) = L)' Bt)T P(t). (1.16)

Para verificar que es maximo, se hace uso del criterio de la segunda derivada.

H,, = —L(t) y como L(t) es positiva definida, —L(t) es negativa definida, por lo que
(1.16) maximiza H(t, 2", u).

Sustituyendo (1.15) en (1.10) y (1.16) en (1.9) se obtiene el sistema

P(t)T = —Pt)TAR) + x()T M(t), (1.17)
i(t) = A(t)z(t) + B(t)L(t) ' B(t)T P(t).
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Con esto se transforma el problema en encontrar las soluciones de P(t) y x(t) para
el sistema (1.17), sujeto a las condiciones

x(ty) = o, (1.18)
P(tl) = —Z‘(tl)TD

Una vez dadas las soluciones de (1.17) con condiciones de frontera (1.18), el control
éptimo esta dado por (1.16).

Problema del péndulo invertido

Considere el sistema del péndulo invertido de la Figura 1 en el que un péndulo se
monta en un carro controlado con un motor. Se considerara que el péndulo unica-
mente se mueve en el plano del papel. Se desea conservar el péndulo perpendicular
ante la presencia de perturbaciones (tales como una rafaga de viento que actia sobre
la masa m o una fuerza inesperada aplicada al carro). El péndulo inclinado regresa
a la posicion vertical cuando se aplica al carro una fuerza de control u apropiada. El
objetivo es hallar la fuerza u necesaria para balancear el péndulo en posicion vertical
mientras se mantiene un movimiento horizontal z(t) del carro y al final regresar el
carro a su posicién de referencia x(t) = 0 tan rdpido como sea posible.

N
¢ X "{ sen 6 }‘*
/7\
{ cos 6 ., mg
[ !
0 >
P/ g
u—y M \
Q) Q)

Figura 1.
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Primero se analizan cuales son las ecuaciones que describen este sistema. Se define el
angulo de la barra respecto de la linea vertical como 6. Las coordenadas del centro
de gravedad (zg, yq) estan dadas por

rg = x+1lsinf

Yo = lcosd

Aplicando la segunda ley de Newton en la direccién z del movimiento se tiene que

d’x dra
Mo —
FETR T o
6
(M +m)# +ml (écose— (é)%me) S (1.19)

La ecuacion del movimiento de la masa m en la direccion y no se puede describir sin
considerar este movimiento en la direccién z. Por lo que se considerara el movimiento
rotacional de la masa m alrededor del punto p. Al aplicar la segunda ley de Newton
del movimiento rotacional, se obtiene

2 206
— mlsin@ = mglsin,

d*t d’t

mlcosf

micosf +mll = mgsinf (1.20)

Como se desea mantener el péndulo invertido en posicién vertical se supone que 6

es pequetio, por lo que sinf ~ 0, cosf ~ 1y 0(0)? = 0, con esto (1.19) y (1.20) se
simplifican en el siguiente sistema de ecuaciones

(M +m)i+mlf = u (1.21)
i+10 = g

Se define el vector de variables de estado de la siguiente manera:
, T
X = [0.0,2,0] = [X1, X5, X, Xy

Se va a resolver este problema asumiendo que m = 0,5kg, M = 5kg, | = 1m,
sustituyendo estos valores y escribiendo en términos de matrices el sistema (1.21) se
obtiene
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0 100 0

: 10,78 0 0 0 —02 |

X = 0 00 1| Xt g |v=AXTBu
—0,98 0 0 0 0,2

Se desea hallar la fuerza u(t) que regule el vector de estados a cero, por lo que el
funcional objetivo sera

J(wo,u) = /01 (X ()T M ()X (t) + u()” L(t)u(t)]dt

donde L(t) =1y

100 0 0 O
0 100 0 O
0 0 10 O
0 0 0 10

M(t) =

Estos valores fueron seleccionados en varias ocasiones hasta que la simulacién en la
computadora mostré una buena respuesta en el tiempo.

Se asumira que el vector de estado en el tiempo inicial esta dado por
X(0) = [0,1rad, 0,0,1m,0]” .

Tomando en cuenta (1.17), el sistema que se debe resolver en este caso es

P = —10,78P5 4 0,98P; + 100X,
P, = —P +100X,

Py = 10X,

P, = —Py+10X,

Xi = X,

X, = 10,78X, + 0,04P, — 0,04P,
X; = X,

X, = —0,98X; — 0,04P, + 0,04P,

sujeto a las condiciones de frontera

X7 = [0,1rad,0,0,1m,0]”
P(t)T = 10,0,0,0"

Como el control éptimo estd dado por (1.16), se obtiene que la fuerza que se debe
aplicar al carro estd dada por
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u(t) = e % [1,53sin(0,443t) — 7,183 cos(0,443t))]
+ e 39 [23 077 cos(0,637t) — 3,563 sin(0,6371)]

El angulo 0(t) y la posicién x(t) con la condicién inicial (0) = 0,1rad, x(0) = 0,1m
son mostrados en la Figura 2, mientras que la fuerza requerida u(t) en la Figura
3. De estas graficas podemos ver que debido al angulo inicial de 0.1rad, una gran
fuerza u(t) debe ser aplicada inmediatamente para empujar el carro y evitar que la
barra caiga, subsecuentes fuerzas cada vez mas pequenas deben ser aplicadas para
mover regresar el carro a su posicion horizontal deseada z = 0 mientras se balancea
la barra.

Figura 2.
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Figura 3.

Ejemplo 1.3.2. Ejemplo Macroeconomico

Ejemplos como este son de utilidad, pues contribuyen a la formacién de mejores ciu-
dadanos, capacitandolos para evaluar las proposiciones de sus dirigentes en materia
de impuestos, tasas de interés, gasto publico y otras politicas cruciales en la economia
nacional y mundial.

Este es un sencillo ejemplo en donde se estudiard el bienestar econémico de un
individuo al tomar sus decisiones respecto a cuanto ahorrar, tomar prestado, invertir.

Se analizara el caso de un residente del pais X, el cual es pequeno y posee una
economia abierta, existe también el pais Y que es grande, estable, estd en equilibrio
y posee un activo b con tasa de rendimiento r. Los residentes de X tienen acceso al
activo de Y.

Un individuo representativo del pais X desea maximizar su beneficio acumulado du-
rante un intervalo de tiempo fijo [to, t1]. Se asume que el bienestar de este individuo
depende tnicamente del consumo ¢ que realice, por lo que su beneficio se va a rep-
resentar por medio de la funcién de utilidad U(c). Sin embargo, la maximizacién del
bienestar depende de los ingresos que tiene el consumidor y la manera en la que los
distribuye.

El individuo representativo tiene dos formas de distribuir su riqueza: invertir en el
activo extranjero b o en capital nacional k, la cantidad de acciones que invierta en el
activo extranjero es igual a la produccién que realice, denotada por f(k), los intereses
que gane por la cantidad del activo b que posea menos el consumo y la inversion en
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capital. Ademsds, la acumulacién de capital debe ser igual a la inversién en capital [
que realice en el intervalo de tiempo [tg, 1], en otras palabras se tiene que,

b = f(k)y+br—c—1 y, (1.22)
e = I, (1.23)

El problema del consumidor es maximizar

t1
J(zo,u) = / Ul(c)e Pdt,
to

sobre el conjunto de funciones diferenciables u : [tg,t1] — R? y x : [to, t;] — R?,
con condicién inicial z(tg) = (bo, ko) y condicién final z(t1) = (b1, k1). Sujeto a las
restricciones presupuestarias (1.23) y (1.22).

Donde

¢ = consumo del individuo representativo del pais X,

U(c) = funcién de utilidad que satisface: U’ > 0, U"” < 0,

[ = tasa subjetiva de descuento temporal,

b = tasa de inversién en el activo extranjero b,

f(k) = funcién de produccién y satisface que f(0) =0, f' >0, f” <0,
I = tasa de inversién bruta en capital nacional k.

Para resolver este problema se asume que el tiempo inicial es to = 0 y el tiempo final
esty =T, con T > 0 fijo.

El vector de variables de estado es x(t) = (x1,22) = (b, k), con la condicién inicial
2(0) = (29, 29) = (bo, ko) y condicién final z(T) = (x1,23) = (b1, k1). El vector de
controles es u(t) = (¢, I). Las cantidades inicial y final del control se denotan como
u(0) = (o, o) y u(T) = (1, I1).

Se aplica el principio de Pontryagin para hallar las condiciones de optimizacién del
problema, por lo cual se convierte a un problema de Mayer como se hizo en (1.6). Se

define x3(t) = /t Ulc)e™P4dc, con x5(0) = 0.

to

La funcién ¢ : R x R x R® x R?> — R3, tomando en cuenta que las propiedades
dadas en (1.3) se deben cumplir, se define de la siguiente manera

. T
¢€) = —ai, to, t1 =T, bo—af, ko—ab, by —ai, ki—=xj, 23] .
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La funcién F : R x R? x R? — R? es la siguiente

b fE)y+br—c—1
Ft,o,u)=| k | = I
il U(c)e P

Por el Principio de Pontryagin se debe hallar P(t) € R3 definida en el intervalo
[to, 1], M1t [to,t1] — Ry A(t) : [to, t1] — R7, con A = (A1, A(£)) # (0,0) tal que
cada condicion del Teorema 1.1 se cumpla.

Por (1.7a) se debe cumplir que

_ , _ r f(k) 0
[ Pi(t) P(t) Bs(t) ] == PA@t) P(t) P(t)] |0 0 0
0O 0 0
De lo anterior se tiene que:
By(t) = —Pi(t)f'(k); (1.24b)
Py(t) = 0. (1.24c)
Por la condicién (1.7¢) se debe satisfacer que
[0 0 0]
0 0 0
0 0 0
-1 0 0
[ Pi(to) Pa(to) Ps(to) ] ==X - As ] 0 -1 0|
0 0 0
0 0 0
| 0 0 1]
de lo cual se obtiene
Pl(t()) = )\4, (125&)
Pg(to) = )\5; (125b)
Pg(t[)) = _)‘8- (1250)

De la condicién (1.7d) del Principio de Pontryagin se debe cumplir que
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0o 0 -1
0O 0 O
0O 0 O
0O 0 O
|: Pl(tl) PQ(tl) Pg(tl) ] — |: )\1 )\8 ] O 0 O y
-1 0 0
0 1 0
. 0 0 0 |
lo cual implica que
Pi(t) = =X (1.26a)
Py(t) = =Xz (1.26b)
Pg(t1> = —)\1. (126C)
Por (1.7e) se debe cumplir que
0]
F(k) + bgr — 5 — I L
[ Pi(to) Pa(to) Ps(to) ] I =[x ... x] |0
Ul(cp) :
. 0 -

De las condiciones (1.25a)-(1.25¢) y lo anterior

H(to, 2" (to), u"(to)) = Aalf(kg) = bor — cg = L] + Aslg — AsU(cp) = Ao

(1.27)
Y por ultimo, por la condicién (1.7f) se tiene que satisfacer que
o
0
fE*)+ b r —cf = If 1
[Pl(tl) Pg(t1> P3(t1):| Iik :—[/\1 )\8} 0
U(ci)e :
-~ 0 -

De lo anterior y las condiciones (1.26a)-(1.26¢) se obtiene que
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—H(t1,z"(t1),u"(t1)) = X [f(E") +br—c] —I]]+ NI + AlU(c{)e’Btl = \3.
(1.28)

Al resolver (1.24a) considerando la condicidn inicial (1.25a) se obtiene que la solucién
para P;(t) es

Pi(t) = Age™. (1.29)

Por lo anterior y la condicién (1.26a) se obtiene la relacién

)\4<t1)6_rt1 = —/\6. (130)

Al sustituir la solucién para P;(t) dada en (1.29) en la ecuacién diferencial (1.24b) y
considerar la condicién inicial (1.25b) se obtiene que la solucién para Py(t) estd dada
por

Py(t) = Ase™™". (1.31)

De las condiciones (1.25b) y (1.26b) se obtienen las siguientes relaciones

7")\5 = )\4(t0)f/(l€), (132)
As(t)e ™ = =\ (1.33)

De la ecuacién diferencial (1.24¢), las condiciones (1.25¢) y (1.26¢) se obtiene que la
solucién para P3(t) estd dada por

Py(t) = —\ = —)s. (1.34)

Afirmacién 1.3.2. A\; y \y(t) deben ser distintos de cero para todo t € [tg,t;] para
obtener las condiciones de optimizacién del problema.

Demostracion: Suponga que ambos valores son iguales a cero. Si A; = 0 se obtiene
de inmediato por (1.34) que A\g = 0, si Ay = 0, por (1.30) se tiene que \¢ = 0 y
por (1.32) A5 = 0. Esto a su vez implica, por (1.33), que A; es cero y por ultimo,
combinando todo lo anterior con las relaciones (1.27) y (1.28) se tiene que Ay y A3 son
cero, lo cual implica que A = 0, lo cual no es de utilidad para hallar las condiciones
de optimizacion del problema, pues no se cumple una de las condiciones establecidas
en el Principio de Pontryagin.

Por la afirmacién anterior y por simplicidad se asume que \; = —1. Este valor es
conveniente para que las condiciones de optimizacion no se encuentren multiplicadas
por alguna otra constante.
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El Hamiltoniano de este sistema esta dado por

fk)+br—c—1
H(t,z,u) = [ Ae™™, Xse™™, 1] I
U(c)e Pt

= Me " [f(k)+br —c— 1]+ Xse " + U(c)e™,

donde, de acuerdo a lo explicado en la subseccién 1.3.1, Ase™"" representa el valor
marginal presente del activo extranjero b y Ase™"" el valor marginal presente del
capital nacional k.

Un procedimiento andlogo al anterior sera utilizado de manera repetitiva en los
siguientes capitulos.

Lo que resta es buscar las condiciones para que (1.8) se cumpla, es decir, se debe
encontrar

max H(t,z*,u) = Me " [f(k*) + b1 —c— I+ Xse "I + U(c)e .

uelU

De lo anterior se tiene que las condiciones de optimizacién para este problema son

H, = —Me "+ U'(c)eP =0, (1.35)
H[ = —)\4677.1f + )\5677‘1f = 0. (136)

Ahora se tomaran en cuenta los fundamentos econémicos para resolver este problema.
Dado que el pais Y esta en equilibrio, entonces la tasa de rendimiento del activo
extranjero r es igual a la tasa subjetiva de descuento de sus individuos, pues de no ser
asi habria oportunidad de arbitraje. Como las personas del pais X son esencialmente
iguales a las del pais Y, entonces su tasa subjetiva de descuento 3 también debe ser
igual a r.

Por la justificacién anterior, las condiciones (1.35) y (1.36) se simplifican a

U(e) = A, (1.37)
Moo= s (1.38)

La ecuacién (1.37) implica que la utilidad marginal es igual al valor marginal del ac-
tivo extranjero. La ecuacién (1.38) indica que el valor marginal del activo extranjero
es igual al valor marginal del capital, es decir, la contribucién marginal al funcional
objetivo J(zg,u) de by k es la misma.
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Una vez encontrado el vector P(t) el cual satisface la condicién (1.7a) del Principio
de Pontryagin, se tiene que

, , r f(k)
[ —Agre™™ + Me ™™ —dsre Tt 4 Ase ™, 0] == e, Xse™, 1] | 000
0 0
De lo anterior se obtienen las siguientes relaciones
A = 0, (1.39)
Mfi(k) = \gr—As. (1.40)
. . \ aU’(C> " : "
Por lo anterior y (1.37), se tiene que Ay = e U"(c)é¢ =0. Como U” < 0 se

puede concluir que el consumo debe ser constante.

Por (1.38) y (1.40) se tiene que
(k) =r. (1.41)

Derivando (1.41) con respecto al tiempo se tiene que

af/(k) _ " .
S = k=0,

como f” < 0, entonces k=1=0esto implica que el valor éptimo para la cantidad
de capital k = k* que debe poseer el individuo es constante.

Tomando en cuenta todo lo anterior, se puede resolver la ecuacién diferencial (1.22)
para la cantidad de acciones del activo extranjero b(t). Dicha solucién esta dada por

) = {110 - der s afer,

y como debe cumplirse la condicién inicial b(0) = by, se obtiene que el valor de la
constante G es

¢ = bt [f(R)~d.

Lo anterior implica que el valor en cartera de activos extranjeros b(t) del individuo
representativo del pais X dada la condicién inicial b(0) = by estd dada por

o O O
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b) — bo—%(f(k:)—c) (e —1)| e

Ahora, como la condicién final b(T") = b; debe cumplirse, se tiene que

b = by — % (F(k) —¢) (T —1).

Para hallar el equilibrio de este problema, se deben combinar todas las condiciones
obtenidas hasta este momento. El equilibrio esta dado por el siguiente conjunto de
ecuaciones

U'(c) = A (1.42)
fi(k) =

I = 0
b= — bo—%(f(k)—c) (" —1). (1.43)

Estas ecuaciones implican que no hay dindmica, por lo que la economia se encuentra
siempre en estado fijo. Como se vera méas adelante, se puede introducir algin elemento
al modelo con la finalidad de obtener dindmica no degenerada.

Si en el tiempo inicial ¢y, kg # k1, el individuo representativo inmediatamente compra
o vende activos extranjeros, para obtener la cantidad de capital 6ptima k* = k; esto
es posible ya que las familias son indiferentes entre k y b, pues recordemos de (1.38)
que sus respectivos valores marginales son iguales y con las ecuaciones (1.42) y (1.43)
se obtienen los valores 6ptimos de A4 y el consumo c.



CAPITULO 2

Modelos Monetarios Basicos

En este capitulo se van a desarrollar dos modelos del agente representativo. El
primero es un modelo monetario de un bien producido con un unico factor de pro-
duccién. Como se observara, este modelo tiene una dinamica degenerada, lo que
permite estudiar de manera analiticamente sencilla la acciéon econémica 6ptima que
el gobierno debe implementar con la finalidad de obtener un beneficio comun. El se-
gundo modelo es una extension del anterior; en éste se incorpora la acumulacién fisica
de capital con sus respectivos costos de ajuste asociados. Este modelo tendra una
dindmica no degenerada y para ilustrar esta dinamica se analizaran los cambios
producidos al incrementar el gasto del gobierno de manera permanente. Primero se
describird la estructura de la economia de estos modelos; posteriormente se resuelven
éstos haciendo uso del Principio de Pontryagin (explicado en el primer capitulo) y
se explican los resultados obtenidos desde un punto de vista econémico.

2.1. Modelo basico de un bien

Se empezard por describir un modelo monetario de una pequena economia abierta
con movilidad perfecta de capital; por “pequena’ se entendera que esta economia
constituye una pequena parte del mercado mundial y por “movilidad perfecta de
capital” que los residentes nacionales tienen acceso total a los mercados financieros
mundiales. Se asume que dicha economia consiste inicamente de un bien comercial-
izable, que es producido con un solo factor de produccion, el trabajo. Es decir, lo
unico que se necesita para producir dicho bien es trabajo.

Como la economia nacional constituye una pequena parte del mercado mundial, no
puede ejercer gran influencia en el precio extranjero del bien comercializable, por lo

27
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que el precio de dicho bien estda dado por el mercado mundial, es decir, se considera
como una variable exégena.

Dado que la economia es abierta, se puede suponer que el bien comercializable se
puede intercambiar facilmente entre el mercado nacional y el extranjero, y ademas
que la Paridad de Poder Adquisitivo se mantiene; esto es, el precio del bien comer-
cializable es el mismo cuando se expresa en términos de una moneda comun. Dicho
de otra manera,

P =FEQ,
donde
P = precio del bien comercializable expresado en moneda nacional,
() = precio del bien comercializable expresado en términos de alguna divisa,
E = tipo de cambio nominal.

Obsérvese
P—P_ E—E_1) ( Q—Q—1)
14— = (14— 14—
P, < E_, Q-1

Q-Q FE-FE, E—-FE_, Q—Q1
b Q-1 * E_4 +< E_4 )( Q-1 )

donde el subindice -1 indica la cantidad correspondiente del periodo anterior. Como
Q-0 v E—-FE_,
Q-1 B

son pequenos, se tiene que

p = q+e, (2.1)

donde
p = tasa de inflacion del bien en términos de moneda nacional,

q = tasa de inflacién del bien en términos de divisa (esta serd considerada como una
variable exdgena), y

e = tasa de depreciacion del tipo de cambio de la moneda nacional.

Esta ecuacion afirma que al no haber impedimentos para el comercio, la tasa de
inflacién en la economia nacional debe ser igual a la (exdgena) tasa de inflacion
mundial mas la tasa de depreciacién de la moneda nacional.

Se asume que los residentes nacionales poseen dos tipos de activos. El primero es
dinero nacional, el cual se va a suponer que no esta en posesion de extranjeros. El
segundo de los activos son los bonos comercializables en el mercado mundial, es decir,
bonos extranjeros. Para evitar oportunidades de arbitraje, se asume que los bonos
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siempre cumplen con la relacion de Paridad Descubierta de las Tasas de Interés,
es decir, la tasa de rendimiento esperada de dichos bonos es la misma tanto en el
mercado local como en el mundial. Enseguida se vera que implica esto.

Considere México como el pais local y Estados Unidos como el extranjero. Un bono
mexicano tiene una tasa de interés anual igual a 7, por lo que un peso invertido hoy
en bonos mexicanos se transformard en (1 4 ¢) pesos el préximo ano. Ahora cuando
se invierte un peso en bonos estadounidenses se pueden comprar 1/FE ddlares el dia
de hoy, E es el tipo de cambio peso por dolar. Si la tasa de interés anual en Estados
Unidos es *, entonces al invertir 1/E délares en bonos extranjeros se generaran
(1/E)(1+1i*) délares el ano siguiente. Ahora se debe convertir esta cantidad a pesos,
por lo que se tienen que vender los dolares obtenidos a cambio de pesos pero al
tipo de cambio, E, que prevalezca el proximo ano. Por lo anterior, se tiene que el
retorno de un peso invertido en bonos estadounidenses expresado en pesos mexicanos
es (E41/FE)(1+4*). Para que se cumpla con la relacién Descubierta de las Tasas de
Interés se debe tener que

1+i = (%) (1+i%)

. EFoa—-F _|E4—-F
= 14+ ——— 4+ | — .
+1 + i +@{ I }

By —E

Como * y son generalmente pequenos, se tiene que la expresién anterior

se puede reescribir como

i = i*4e (2.2)

donde

1 = tasa de interés nominal nacional,

1* = tasa de interés nominal extranjera,

¢ = tasa de depreciaciéon esperada del tipo de cambio de la moneda nacional.

Bajo la suposiciéon de perfecta previsién la tasa de depreciacion esperada del tipo de
cambio, ¢, es igual a la tasa actual de depreciacién del tipo de cambio de la moneda
nacional, e.

Los individuos que intervienen en esta economia seran englobados en tres grupos,
consumidores, empresas y gobierno. Sin embargo, dentro de cada uno de estos grupos
hay muchos individuos, pero de acuerdo con el modelo del agente representativo, el
comportamiento de cada uno de ellos puede ser resumido considerando tnicamente
un agente representativo por grupo, es decir, solo se van a analizar los casos de
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un consumidor representativo, una empresa representativa y el gobierno. Se asume
que estos agentes tienen perfecta prevision, es decir, se asume que los errores de
prediccion son puramente aleatorios.

Enseguida se describira el problema de cada uno de los integrantes de esta economia.

Consumidor Representativo

El consumidor representativo decide qué cantidad del bien comercializable va a con-
sumir, qué cantidad de su riqueza va a invertir en cada uno de los activos disponibles
y la cantidad de tiempo que dedicara a trabajar. Este agente debe tomar esas deci-
siones en cada periodo de tiempo; es decir, debe tomar decisiones intertemporales.
El consumidor tiene cierto nivel de bienestar, basado en la decisiones intertempo-
rales que tome. Por ejemplo, puede ser que al consumidor le produzca més bienestar
aumentar su consumo y su cantidad de trabajo, que disminuir su consumo y au-
mentar su trabajo. Sin embargo, una de las razones por la que no consigue lo que
desea es porque sus ingresos restringen su nivel de bienestar, dicho de otra forma,
sus decisiones estan sujetas a una restriccién presupuestaria intertemporal.

El consumidor adquiere sus ingresos a través de una gran variedad de fuentes. Este
agente ofrece trabajo en la cantidad [ a la empresa, la cual paga por ese trabajo un
salario real igual a w. El consumidor puede poseer una empresa, la cual le produce
beneficios, denotados por II. Por los ingresos generados por su trabajo, el gobierno le
impone el respectivo impuesto sobre la renta 7. El consumidor posee bonos extran-
jeros que son denominados en término de alguna divisa y generan un tipo de interés
nominal igual a *, el tipo de interés real mundial (es decir, el aumento del poder
adquisitivo) sobre los bonos es, dado las relaciones (2.1) y (2.2) r =i* — ¢ > 0, el
consumidor también posee dinero, cuyo rendimiento real es —p = —(q + €), ya que
el valor real del dinero disminuye a la tasa de inflacién. Por tltimo, se resta de este
ingreso la parte que pasa al gobierno en la forma de impuestos T.

Los ingresos que percibe el consumidor los utiliza para el consumo del bien comer-
cializable, la acumulacion de bonos extranjeros o de dinero nacional.

Expresando lo anterior por medio de una ecuaciéon tenemos que la restriccion pre-
supuestaria del consumidor expresada en términos reales estda dada por

ctmm+b=(1—7)(wl+II)+ (i* — q)b— (g +e)ym —T. (2.3)

Se va a estudiar el problema de esta economia a lo largo del intervalo de tiempo [to, ¢1].
El consumidor representativo desea maximizar su nivel de bienestar acumulado a
través de todo ese intervalo de tiempo, seleccionando adecuadamente su nivel de
consumo, de oferta de trabajo, de saldo real de dinero y bonos.

Se asume que el nivel de consumo ptblico y privado que realice, la cantidad de trabajo
que le ofrezca a la empresa y la cantidad de dinero que posea, le devuelven una



31

utilidad directa al consumidor representativo. El nivel de bienestar del consumidor
esta representada por medio de la funcién de utilidad U(c, 1, g) + V (m).

En cada instante, se asume que el consumidor es mas feliz cuando:

= Su consumo aumenta. Esto es porque siente méas satisfaccion cuando aumenta
la cantidad y calidad de los bienes y servicios que consume. En otros términos,
esto quiere decir que, U, > 0.

= Sus horas de ocio o esparcimiento aumentan. Una razén es porque esas horas
de ocio o esparcimiento las puede dedicar a realizar algunas actividades que le
hagan mas feliz que ir a trabajar, como podrian ser ir la cine, jugar con sus
hijos, etc. Es decir, U; < 0.

= Aumenta el gasto del gobierno. Esto es porque dicho gasto quiza esté siendo
utilizado en mejorar los servicios piiblicos como pueden ser alumbrado piblico,
pavimentacién de calles, etc. Es decir, U, > 0.

La utilidad marginal del consumidor respecto a la cantidad de dinero que posea
dependera de un nivel de satisfaccion del dinero. Es decir de la cantidad méaxima
de dinero que el consumidor debe tener para que este activo no le produzca costos,
como podrian ser el pago de comisiones por la posesion de dinero. Si los costos por
mantener dinero exceden los beneficios, entonces su utilidad marginal disminuye, en
caso contrario aumenta.

Entonces se asume que para valores dados de ¢, g y [, la utilidad marginal del dinero
satisface

signo (V'(m)) = signo(m* —m),

donde m* es el nivel de satisfaccién del dinero.
La utilidad marginal del consumo incrementa con el trabajo esto es Uy > 0.

Resumiendo, lo que desea el consumidor es seleccionar su nivel de consumo, traba-
jo, saldo real de dinero y bonos de tal manera que maximice su nivel presente de
bienestar acumulado en el intervalo de tiempo [to, t1]. Es decir, desea maximizar

J(xg,u) = / 1 [U(c,l,g)+ V(m)] e Pdt, (2.4)

to

sobre el conjunto de funciones diferenciables u : [tg,t1] — R? y x : [to, t;] — R?,
con condicién inicial z(tg) = (bo, mo) y condicién final z(t1) = (by,my). Sujeto a la
restriccién presupuestaria (2.3).
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Donde

¢ = consumo real,

g = gasto real del gobierno,

m = saldo real de dinero,

b = cantidad real de bonos,

[ = oferta de trabajo,

w = tasa de salario real,

IT = beneficio real,

[ = tasa subjetiva de descuento temporal,
P = nivel nacional de precios,

() = nivel extranjero de precios,

E = tipo de cambio nominal,

T = tasa del impuesto sobre la renta,
T = Recaudacién real de impuestos,

Ule,l,g) + V(m) es la funcién de utilidad, se asume que es céncava es sus cuatro
argumentos ¢, [, m y ¢g. Esto se supone de esa manera porque el consumidor es
adverso al riesgo.

Para determinar cudles son los planes éptimos, el consumidor asume que g, e, ¢, II,
w, 1*, E, @ y P son variables exdgenas.

Para resolver este problema se asume que el tiempo inicial t; = 0 y el tiempo final
t1 =T, con T > 0 fijo. El vector de variables de estado es z(t) = (b,m), con la
condicién inicial z(0) = (29, 29) = (by,mp) y la condicién final x(T) = (z},z)) =

(bl,ml).

Para expresar el problema en forma estandar se define un control auxiliar, de manera
que 1 = p, por lo que el vector de controles es u(t) = (¢, l, u), se denota u(0) =

(co los o) y u(T) = (1, by, pa) -
Se convierte a un problema de Mayer como en (1.6) por lo que se define

x3(t) = /t[U(c, 1,9) + V(m)] e ?d¢, con x3(0) = 0.

to

La funcién ¢ : R x R x R? x R® — R®, tomando en cuenta que las propiedades
dadas en (1.3) se deben cumplir, se define de la siguiente manera

. T
¢ = —al, t1—T, to, bo—a}, mo—ay, 25, by —af, mi—a3] .
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La funcién F : R x R? x R3 — R? es la siguiente

b I-—7)(wl+I)+(*—@b—(g+em—-T —pu—-c
Ft,z,u)=| m | = 1
3 [U(c,l,g) +V(m)] e Pt

Por el Principio de Pontryagin se debe hallar P(t) € R? definida en el intervalo
[to, t1], A1 @ [to,t1] — Ry A(t) : [to,t1] — R7, con X = (A1, A(t)) # (0,0) tal que
cada condicion del Teorema 1.1 se cumpla.

Por (1.7a) se debe cumplir que

. . . i*—q —(g+e) O
[ A(t) Pa(t) Ps(t) ] =—[ Pi(t) Pat) Ps(t) ] 0 0 0],
0  V'(m)e P 0

de lo cual se puede decir que

B(t) = —PO)(" —q); (2.52)
Pyt) = Pi(t)(q+e) = Ps(t)V'(m)e™™; (2.5b)
Pi(t) = 0. (2.5¢)

Por la condicién (1.7c) se debe satisfacer que

[0 0 0]
0 0 0
0 0 0
-1 0 0
0O 0 1
0 0 0
| 0 0 0]
De lo anterior se tiene que
Pl(to) = )\4, (26&)
Py(to) = As; (2.6b)
Py(to) = —e. (2.6¢)

De la condicién (1.7d) se debe cumplir que
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[0 0 —1]
0 0 0
[Pl(tl) Pg(tl) Pg(tl)] :[)\1 /\8]
-1 0 0
| 0 -1 0 |
Es decir,
Pi(t1) = —Az
Py(ty) = —As;
Ps(ti) = -\

Por la condicién (1.7e) se tiene

(1 —=7)(wly + 1) + (¢* — q)by — (g +e)mg — T
| Pi(to) Palto) Ps(to) | 146
U (c5 15, 9) + V (mg)

0
0

=[A& .. A ] |1 ] =2x
0

De las condiciones (2.6a)-(2.6¢) y lo anterior se obtiene

* *

— My — Cy

H(to, " (fo),u"(t0)) = Ad[(1 —7)(wlg +11) + (i" = q)bg — (g +e)mg — T — g — 5] +

+ >\5,UE<) - )\6 [U (607* lSa g) + V(m3>]
= 3.

De la condicién (1.7f) se obtiene

(1 —=7)(wlf +1) 4+ (i* — )bt — (g +e)m; — T —

[ Pi(t1) Pa(t) Ps(th) | u’{
[U(ct, 1%, g) + V(m?)] e=ft
Fo
1
== [ )‘1 )\8 ] 0 — _)\2

(2.8)

* k
H1 — ¢
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De las condiciones (2.7a)-(2.7c) y lo anterior se obtiene la siguiente relacién

CH (b2 (0) 0 (1) = e [(— 7)(@l} + D)+ (0 — g — (g + )i — T — i — 5] +
+ Asp MU, ) + Viimy)] e P = N, (2.9)

Resolviendo la ecuacién diferencial (2.5a) tomando en cuenta la condicién inicial
(2.6a) se obtiene que la solucién para P;(t) es

Pi(t) = M\e™ 779, (2.10)

mientras que por la condicién (2.7a) se obtiene la relacion

>\4<t1)6_(i*_q)t1 = —)\7. (211)

Por la ecuacién diferencial (2.5¢) se tiene que Ps(t) debe ser constante. Por las
condiciones dadas en (2.6¢) y (2.7c) se obtiene que

Py(t) = —A; = =g (2.12)

Sustituyendo las soluciones para P;(t) y Ps(t) dadas en (2.10) y (2.12) respectiva-
mente, en la ecuacién diferencial (2.5b) se obtiene que la solucién para Py(t) es

)\4((] + e) —(i*—q)t )\1 / _Bt
——F—¢€ ! — —=V'(m)e ,
i*—q B (m)

por las condiciones (2.6b), (2.7b) y (2.11) se tienen las siguientes relaciones

Py(t) =

Ai(to)(q +e) Y
it —q B

)‘7(Q+e) )‘1 / —Bt1 __
g T e = (2.14)

V'(m) = —\s; (2.13)

Afirmacién 2.1.1. \; y A\y(t) deben ser distintos de cero para todo t € [tg, ;] para
obtener las condiciones de optimizacion del problema.

Demostracién: Suponga que ambos valores son iguales a cero. Con esto y con la
relacién (2.13) se tiene que A\; = 0. Como A; = 0 se tiene de inmediato por (2.12)
que A\ = 0, por otro lado, como Ay = 0, por (2.11) se tiene que A7 = 0, lo cual a su
vez implica junto con (2.14) que Ag es cero. Por iltimo, combinando todo lo anterior
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con las relaciones (2.8) y (2.9) se tiene que A3 y Ay son cero, lo cual implica que
A = 0, lo cual no es de utilidad para encontrar las condiciones de optimizacién del
problema, pues no se cumple una de las condiciones establecidas en el Principio de
Pontryagin.

Por la afirmacion anterior se puede suponer, por simplicidad, que Ay = —1, por lo
que el vector P(t) estd dado por

T

¥ —q

El Hamiltoniano del sistema es

H(t,z,u) = Me T A =)Wl +I) + @ —g)b—(g+e)m—T —p—d +

!/
A 5k
+ {%eﬁt — %-qu)e(z O 4+ [U (e, 1, g) + Vi(m)] e,

donde

e~ (=D representa el valor marginal presente de la riqueza, es decir, se puede
pensar como la contribucién marginal a la funcién valor de una unidad adicional de
la variable m + b en unidades del tiempo t = ty. Esta variable esta expresada en
términos reales.

Lo que resta es buscar las condiciones para que (1.8) se cumpla, es decir, se debe
encontrar

méx H(t,v%u) = e TV [(1 - 7)(wl + 1) + (i* —¢)b* — (g+e)m* =T —p— | +

uelU
Kle—ﬁt _ )‘4‘(‘] +e) o= (i —a)t
B i*—q

De lo anterior se obtiene que las condiciones de optimizacién son

+ +| p+[U(e, 1, 9) + V(m*)] e .

He = —Me U9 4 Upe ' =0

H = M1 —7)we @9t L Ue=Pt = 0;

H, = —\e @704 K/e*ﬁt — - al (q+e)e @Dt =,
B i*—q

Como se estd analizando el caso de una pequena economia abierta con movilidad
perfecta de capital, se debe restringir la tasa subjetiva de descuento temporal por
las oportunidades disponibles de inversion y dado que dichas oportunidades estan
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determinadas por la tasa de retorno en el mercado de capital mundial, entonces para
evitar oportunidades de arbitraje, debe cumplirse que

p=0"=q).
Esto es, la tasa subjetiva de descuento temporal debe de ser igual a la tasa real

de interés mundial, por lo que se simplifican las condiciones de optimizacion a lo
siguiente:

UC = )\4, (215&)
Ul = —/\4(1 — T)w; (215b)
Vo= (T +e). (2.15¢)

La condicién (2.15a) afirma que para que el consumidor esté en equilibrio, la utilidad
marginal del consumo debe ser igual al valor marginal de la riqueza. La ecuacién
(2.15b) indica que la utilidad marginal de una unidad adicional de esparcimiento debe
ser igual a la utilidad marginal del consumo multiplicado por el costo de oportunidad
de una unidad de ocio, el cual estd dado por —(1 — 7)w.

De la parte (2.5a), una vez que se conoce explicitamente el vector P(t) se obtiene
que

Aaem TN (i = @)em T = A" — g)e” T,

es decir,

A = 0 para todo t. (2.16)
Esto implica que el valor marginal de la riqueza. Se denotard a Ay = .

Empresa Representativa

Para el caso de la empresa representativa, el problema al que se enfrenta es la max-
imizacién de sus beneficios, representados por II. Los beneficios son iguales a la
produccion realizada menos los costos que se generan por llevar a cabo la misma,
como el unico factor utilizado para la produccion es el trabajo, los costos que se
generan Unicamente son el pago a los trabajadores, tal costo es igual a wl.

La produccién va a ser expresada a través de una funcién que se denotard por F'(1), se
va a asumir que la produccién es siempre positiva, que cuando aumenta la cantidad
de trabajo, la producciéon aumenta y que la productividad marginal del trabajo
disminuye en la medida que aumenta dicho factor de produccién, es decir, F' > 0y
F" <.
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Dicho en otras palabras, la empresa desea maximizar

I=F()— wl.
De lo anterior se puede ver que la condicion de optimizacién de este problema es

F(l) = w. (2.17)

Esta condicién implica que para maximizar los beneficios, la empresa contrata tra-
bajo hasta el punto en que la productividad marginal del trabajo es igual al salario
real.

Gobierno

El gobierno tinicamente debe ajustarse a un presupuesto, pues no puede gastar todo
lo que quiere. Es decir, de igual manera que el consumidor, se enfrenta a una restric-
cién presupuestaria. Dicha restriccion dice que el déficit real del gobierno debe ser
financiado adquiriendo deuda, es decir, emitiendo bonos o imprimiendo mas dinero.
Este déficit real es igual a los egresos que tiene el gobierno, los cuales son, en primer
lugar el gasto que realiza, los intereses que tiene que pagar por deudas que ha adquiri-
do, es decir, el pago de la tasa de interés real por la emision de bonos, el impuesto
inflacionario (—p) sobre el nivel de saldos reales de dinero (este impuesto se paga au-
toméaticamente a medida que el consumidor sufre la pérdida de valor real del dinero
que posee, causado por el aumento del nivel de precios), menos los ingresos origi-
nados por el impuesto sobre la renta y la recaudacion de impuestos que obtiene del
consumidor.

Por lo anterior se tiene que la restriccion presupuestaria del gobierno en términos
reales estd dada por

m+a=g+ (@ —qa—(¢g+em—7(wl +1I) =T, (2.18)
donde
a= D= bonos comercializables emitidos por el gobierno nacional,

A = cantidad nominal de bonos.

La economia en su conjunto, al igual que el consumidor, la empresa y el gobierno,
tiene una restriccion presupuestaria intertemporal. Dicha restriccion es representada
por la cuenta corriente que es una variable que mide la tasa a la que los residentes
nacionales estan tomando préstamos o prestando al resto del mundo. Para hallar la

restriccién presupuestaria de la economia, basta restar (2.18) de (2.3) y recordar que
IT = F(I) + wl. Obteniéndose asi
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n = (W+I)—c—g+ (@ —q)n (2.19)
= F(l)—c—g+ (" —qn,

donde n = b — a es la cantidad neta de bonos comercializables, es decir, los activos
de los residentes nacionales frente a los extranjeros menos las obligaciones con el
extranjero. La restriccion anterior establece que la tasa de cambio de la cantidad
neta de bonos comercializables es igual al saldo de la cuenta corriente, lo cual a su
vez es igual al saldo de la balanza comercial mas el interés generado por la cantidad
neta de bonos. Como s6lo hay un bien comercializable en la economia, el saldo de la
balanza comercial es simplemente el exceso de produccion sobre el consumo nacional
de dicho bien en los sectores ptublico y privado.

Para finalizar la descripcién de la economia, la politica que el gobierno implemen-
tara debe ser especificada, por lo que se asume que el gobierno permite que la oferta
nominal de dinero nacional crezca con una tasa fija ¢. La tasa real de crecimiento
monetario es por lo tanto

= (p—q—em, (2.20)
con lo anterior y por (2.18) se tiene que la tasa de cambio de los bonos emitidos por
el gobierno es

a=g+ (0" —qa—1Wwl+1I)—em—T.

Equilibrio macroeconémico

Enseguida se encontrara el equilibrio macroeconémico en este modelo. Dicho equilib-
rio macroeconémico se alcanza cuando todos los agentes de la economia optimizan,
los mercados son claros y todas las expectativas se cumplen. Combinando las condi-
ciones de optimizacién del consumidor obtenidas en (2.15a)-(2.15¢), la condicién de
optimizacion de la empresa dada en (2.17), recordando que Il = F(I) — wl, las ecua-
ciones de acumulacién (2.3) y (2.18), la politica de gobierno (2.20) y la relacién de la
cuenta corriente (2.19), se puede describir el equilibrio macroeconémico por medio
del siguiente conjunto de relaciones

b (1—=7)F()—c+ (" —q)b—pm —T; (
n = F()—c—g+ (" —q)n. (2.21f

U = X (2.21a)
U = —F M1 —7); (2.21b)
V' = AG* +e); (2.21c)
m = (p—q—e)m; (2.21d)
)
)
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Enseguida se vera que la dinamica de este equilibrio macroeconémico se degenera.

Como A es constante, las condiciones (2.21a) y (2.21b) implican que ¢ y [ también
son constantes en todo momento. Para ver esto iltimo se derivan las ecuaciones antes
mencionadas, de lo que se obtiene

UceC + Ucll. = 07
Uclé + l [Ull + F”X(l - T)} = 0.

Como U, [Ull + F")\(1 — 7')} — U2 > 0, existe una tnica solucién para este sistema,
por lo que ¢ = 0 y [ = 0 lo que implica que ¢ y [ son constantes.

Ahora resolviendo (2.21d) tomando en cuenta la condicién inicial m(ty) = mg se
obtiene que

m(t) = moel?=97°),

Para asegurar que esta tltima ecuacién siempre devuelve un cantidad finito en estado
estacionario, se asume que

Y = q+e. (2.22)

Esto implica que m es constante. Con ¢ y [ siendo también constantes, se puede
resolver la ecuacién de acumulacién (2.21e) para b(t). De esto se obtiene que

b(t) = (_ (1 - T)F(l? —c—qom—T] e (=)t | K) ol =)t
it —q ’

como la condicién inicial b(0) = by debe cumplirse, se obtiene que el valor para la
constante K es

1-7)F(l)—c—em—T
i* —q '
Lo anterior implica que, dado la cantidad real inicial de bonos mantenidos por los res-

identes nacionales by, la solucién para la cantidad de bonos reales b(t) del consumidor
representativo es

K = b+

1-7)F(l)—c—em—T
* —q

Recordando que la condicién final b(T") = by debe satisfacerse, se tiene que

(1 — 6—(i*—Q)t) =)t

(1—T)F(l?—c—g0m——|—

e~ 0T = bo + .
v —q

(1—e =9T) . (2.23)
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Esta ecuacion representa la restriccion presupuestaria del consumidor en equilibrio
estacionario.

De la misma manera, resolviendo la ecuacién diferencial (2.21f) para n(t), se obtiene
que la solucién para la cantidad neta de bonos dada la condicién inicial n(0) = ny =
by — ag es
F(l)—c— . .
n(t) = no + M (1— e =0ty | gt
1 —q
Ahora, como la condicién final n(T") = n; = by — a; debe cumplirse se tiene que

Sk F l - - el
v —q
Equivalentemente,
el F l - - Pk
(b1 — al) 6_(Z —o)T = bo — Qg + M (1 - 6_(Z —q)T) . (224)

1 —q
Esta ecuacion representa la restriccion presupuestaria intertemporal de la economia
en equilibrio estacionario.

Con lo anterior, el equilibrio de perfecta previsiéon se reduce a las siguientes ecuaciones

U = X (2.25a)
U = —F(OM1—-7); (2.25b)
Vo= Mi*+9—4q); (2.25¢)

(bo — bre™@IT) (i* = ) + (1= )F() — c—pm — T| (1= 07T) =
(2.25d)

(b — ao — (by — ar) e OT] (" — g) + [F(1) — ¢ —g) (1 - e"0"97) =
(2.25¢)

Como se puede ver estas ecuaciones implican que no hay dindmica, es decir, la
economia siempre se encuentra en estado fijo.

Con los valores by, by, ag y a; siendo predeterminados, estas cinco ecuaciones deter-
minan las soluciones estacionarias para c, [, m, A y uno de los instrumentos politicos
v, T, 7 o g. En otras palabras, tres de los pardmetros politicos pueden ser selec-
cionados arbitrariamente y el otro instrumento restante es utilizado con la finalidad
de que el equilibrio sea sostenible.

Para hallar la restricciéon presupuestaria intertemporal del gobierno en equilibrio
estacionario, basta con restar (2.24) de (2.23), de lo cual se obtiene
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are”COT = gy 4

g—TF(l)—gom—T(

_ (=T
. 1—e ) .

Enseguida se va a determinar y caracterizar la acciéon éptima del gobierno, pues
debido a la pérdida de dinamica, esto es facil de manejar analiticamente. Este andlisis
se va a centrar en el caso donde la tasa de crecimiento monetario ¢ es siempre
seleccionada para optimizar la utilidad y se considera que para sostener el equilibrio,
el gobierno lleva a cabo una apropiada recaudacién de impuestos.

2.1.1. Acciones 6ptimas del gobierno: Una caracterizaciéon
general

Se asume que el gobierno nacional es benevolente y busca determinar las acciones
éptimas que maximicen la funcién de utilidad del consumidor (2.4) sujeta a las
restricciones planteadas en (2.25a)-(2.25¢). Como todo es estacionario, esta opti-
mizacion puede ser realizada maximizando la funcién de utilidad instantanea, sujeto
a las restricciones antes mencionadas.

Este problema puede ser expresado en términos de la maximizacion del siguiente
Lagrangiano

h
Il

Ule, 1, g) +V(m)+ a1 [A=Udlc,l,9)] — a2 [F'(DA (1 = 7) + Uilc, 1, g)] +
az [Mi*+ o —q) = V'(m)] +
[(bo — bre” i*’q)T) (" —q)+[(1=7)F() —c—¢m—T] (1 — e’("*’q)T)]
a5 [(bo — ao — (b1 — a1) e_(i*_Q)T) (" —q)+[F(l)—c—g] (1 - e_(i*_q)T)} .

+ + +

Enseguida se van a encontrar las condiciones de optimizacién de este problema y
dividirlas en dos partes: las primeras van a ser las condiciones de optimizacién para
las variables relacionadas con el sector privado, es decir, para c, [, A y m, las siguientes
van a ser para las variables relacionadas con el sector ptublico, es decir, para g, 7, ¢
y T.
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Las condiciones de optimizacion son

Variables del sector privado

(2.26a)

(2.26D)

(2.26¢)

(2.26d)

L . .
aa— = U.—aUe — ool — ay (1 - e ’q)T) —as (1 - e U ’Q)T) =0;
c
oL -
W = Ul—O./lUcl—O./Q [UZZ+F//)\(1—T)]+
+ ag(l=7)F (1— e’(i*fq)T) + asF' (1 - e’(i*’q)T) =0;
L
g—/_\ = - (l-7)4a3("—¢—q)=0;
oL (i
a—m = V' - oz3V” — Oy (1 — € ( q)T) =0.

Variables del sector ptublico

g—g = Uy —onUgy — axlUiy — a5 (1 — e’(i*’q)T) = 0;
g—f = wFA—as(l—eT97) =

g—_[; = —ay(1- e’("*’q)T) =0;

Z_Z = az\—aum (1 — e_(i*_Q)T) =0.

Ademas que las restricciones del problema (2.25a)-(2.25¢) deben cumplirse.

2.1.2. Crecimiento ()ptimo Monetario

(2.27a)

(2.27D)

(2.27¢)

(2.27d)

Ahora se utilizaran las caracteristicas generales (2.26a)-(2.26d) y (2.27a)-(2.27d) para

determinar la tasa 6ptima de crecimiento monetario.

Arreglo mediante la Recaudacién de Impuestos

Como ya se habia mencionado, el gobierno elige mantener el equilibrio llevando a
cabo una apropiada recaudacién de impuestos. Para este caso las condiciones de
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optimizacién relevantes del sector publico son (2.27¢) y (2.27d), las cuales al ser
combinadas resultan en:

oy (1 — e_(i*_q)T) = 0,

053)\ = 0.

La segunda ecuacion implica 2 posibilidades: la primera es que a3 = 0, y la segunda
es que X\ = 0. Esto tltimo no puede ser, pues ya se demostrd, en la Afirmacion 2.1.1,
que este valor es distinto de cero, por lo que sélo la primera posibilidad es valida.

Dado que a3 = 0, el equilibrio se reduce a

UF +U — a1 |[UF + Uyl — ao|UF +Uy+ F'U(1 —71)] =0; (2.28a)
a; — aF'(1—7)=0; (2.28b)
Vo= 0 (2.28¢)
U + FU(1-71)=0; (2.28d)
Vi — U.(i"+¢—q) =0 (2.28e)

[bo — a0 — (b — ar) e ] (i* — q) + [F()) —c—g] (1 — e 79T) = 0.
(2.28g)

La ecuacién (2.28a) se obtiene despejando a; (1 — e~ "~97T) de (2.26a), sustituyendo
este resultado en (2.26b), recordando que U, = ) y sustituyendo a4 (1 — e_(i*_q)T) =
0. Las ecuaciones (2.28b) y (2.28¢) se obtienen sustituyendo ay (1 — e~ ~97) = 0
y a3 = 0 en (2.26c) y (2.26d). Las ecuaciones (2.28d)-(2.28g) son las respectivas

restricciones del problema (2.25b)-(2.25¢e) recordando que (2.25a) se cumple.

Las ecuaciones (2.28a)-(2.28d) y (2.28g) determinan los valores 6ptimos para c, [,
m, a; y ay. Dados estos valores, (2.28¢) determina la tasa éptima de crecimiento
monetario y (2.28f) determina la recaudacién de impuestos T necesaria para sostener
el equilibrio.

Enseguida se van a obtener las soluciones para «y y am, esto se hara de la siguiente
manera: de (2.28d) se despeja U; y se sustituye en (2.28a), con esa nueva ecuacién y
con (2.28b) se forma un sistema de ecuaciones. Una vez resuelto el sistema se obtiene
que las soluciones buscadas estan dadas por
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a = T(F/)gli:(l_ﬂ, (2.29)

TF'U,
— 2.
Q9 , (2.30)

donde A = F'(1 = 7) [UpF' + Uyl + U F' + Uy + F" (1 — 1)U, < 0.

De las ecuaciones (2.28¢) y (2.28¢) se tiene que

U.(i"+¢—q) =0.

Dado que U, > 0, de la expresion anterior se puede hallar que el valor éptimo ¢ para
la tasa de crecimiento del dinero, estda dado por

o = —({"—q). (2.31)

Usando la relacién de estado estacionario dada en (2.22)y (2.31) se tiene que el valor
optimo € es

2.1.3. Paquete Fiscal-Monetario ()ptimo

Hasta ahora se ha asumido que el gasto del gobierno permanece fijo. Enseguida se
considera la situacion en la que el gobierno elige su nivel 6ptimo de gasto g, junto
con la tasa de crecimiento .

En este caso, las condiciones de optimizacién consisten simplemente en anadir la
condicién (2.27a) al conjunto de ecuaciones (2.28a)- (2.28g).

Despejando o (1 — e*(i**q)T) de (2.26a) tomando en cuenta que ay = 0 y susti-
tuyendo en la ecuacion (2.27a) se obtiene

Uy —U.— a1 (Uyy — Upe) — a2 (Upy — Upe) = 0. (2.32)

Ahora sustituyendo los valores de ay y ap dados en (2.29) y (2.30) respectivamente,
en (2.32), se obtiene que la condicién de optimizacién para el gasto del gobierno
esta dada por
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(F'27(1—1) F'r

Ug = U |1+ A (UCQ - UCC) + T (Ulg - Ulr:)

En esencia, esta condicién iguala la utilidad marginal del gasto del gobierno a una
utilidad marginal ajustada del consumo privado.

Usando el hecho de que U; = —F'(1 — 7)U,, la ecuacién anterior puede ser escrita en
la forma equivalente

F'tU. | d (U d (U
u, = U.(1 4Oy _d U
(e 5 (@) -2 (@)

La tasa 6ptima de crecimiento monetario estd dada por (2.31) y como se puede ver
es invariante del nivel seleccionado de g.

Ahora se supone que el gobierno elige la tasa éptima, 7, junto con la tasa de crec-
imiento monetario, ¢, y su nivel de gasto g. Para este caso, la condicién (2.27b) debe
ser agregada a las condiciones (2.28a)-(2.28g) y (2.27a). Dado que ay = 0, (2.27b)
implica que ay = 0, de lo cual (2.28b) implica que a3 = 0. De (2.29) y (2.30) se
obtiene que 7 = 0. Por lo tanto, las condiciones de optimizacién se reducen a

T = 0 (2.33a)
p = =@ —q); (2.33b)
UF + U =0 (2.33¢)
Vo= o (2.33d)
U, = Uy (2.33¢)

(bo — b16_(i*_q)T) (" —q)+[F()—c—pm—T| (1 —e"9T) = 0

[bo — ao — (b1 — a1) e_(i*_Q)T] (" —q)+[Fl)—c—g] (1- e "7y = .
(2.33g)

Estas ecuaciones describen un paquete politico macroeconémico integrado 6ptimo
en el cual el impuesto sobre la renta es cero, lo cual implica que la condicién éptima
para el gasto del gobierno se reduce simplemente a igualar la utilidad marginal del
gasto publico a la utilidad marginal del consumo privado, y la tasa de crecimiento
monetario esta simplemente dada por (2.33b).

Los correspondientes niveles 6ptimos de ¢, L , My ¢ son conjuntamente determinados
por (2.33¢)-(2.33e) y (2.33g). Finalmente el nivel requerido de impuestos T para
sostener el equilibrio es determinado por (2.33f).
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Desde el punto de vista de derivar un equilibrio dindmico, este modelo no es 1util,
pues la mayor parte del equilibrio se encuentra siempre en estado estacionario. Para
poder obtener una dindmica no degenerada, se introducird un elemento al modelo
para que genere la dinamica deseada.

Varias formas para generar dindmica pueden ser incorporadas al modelo, como
pueden ser, incluir la introduccion de una tasa subjetiva de descuento temporal
variable o costos de transaccién en el mercado de bonos extranjeros. Sin embargo,
unicamente se tratard el caso de la fuente mas importante para generar dindmica:
la introduccion de costos de ajuste convexos asociados a la acumulacion fisica de
capital, lo cual se hard en la siguiente seccién.



2.2. Modelo Monetario de un Bien con Acumu-
lacién Fisica de Capital

Se empezara recordando el modelo de un bien, en el cual el agente representativo
produce y consume un unico bien comercializable. El recurso clave para generar
dindmica es mediante costos de ajuste asociados a la acumulacion fisica de capital.
Con esto se observara, que el equilibrio producido tiene una dinamica no degenerada.
El modelo es lo suficientemente manejable que permite caracterizar el ajuste de la
dinamica en la economia a detalle y destacar el papel fundamental que juega la
acumulacion de capital en este proceso.

En este modelo se supone que el consumidor y la empresa se consolidan en un solo
agente representativo.

Enseguida se describe la estructura de la economia dentro de este modelo.

Agente Representativo

El agente representativo decide la cantidad del bien que va a consumir, la cantidad
de horas que dedicara al trabajo, la cantidad de riqueza que debe invertir en capital
y la cantidad que debe invertir en bonos. En este caso la funcién de utilidad que
mide su nivel de bienestar depende de su consumo, trabajo y del gasto del gobierno.
Esta funcién es de la forma U(c,l) + W (g). De la misma manera que en el modelo
anterior, se asume que el nivel de bienestar del agente aumenta cuando, aumenta su
consumo, sus horas de ocio o esparcimiento y el gasto del gobierno, es decir, U, > 0,
U <0y W, > 0. También se asume que la funcién de utilidad es céncava y que la
utilidad marginal del consumo aumenta con el ocio, en otras palabras U, < 0.

En este modelo, el agente representativo para producir el bien comercializable, utiliza
dos factores de produccién: capital k y trabajo [. Dentro del capital se incluye la
fabrica, el equipo y las existencias en bienes que posea el agente, sin embargo, todo
esto se engloba en una variable tinica k.

Se asume que hay una sola funcién de produccién estdndar z = F'(k,[). Dicha funcién
tiene las siguientes caracteristicas importantes:

1. Un incremento en la cantidad de cualquier insumo provoca que la produccion
aumente. La productividad marginal del trabajo, esto es, el aumento de la
produccion resultante de un incremento del trabajo en una unidad, es positiva.
Lo mismo vale para la productividad marginal del capital, dicho de otra forma,
>0y F, > 0.

2. La productividad marginal de cada factor disminuye en la medida en que se
utiliza méas de este factor y se mantiene una cantidad fija del otro insumo.
Es mas facil entender esto con un ejemplo, asi que considere el caso de una
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panaderia: Si hay 5 personas, cada uno posee un horno, la contratacién de un
trabajador extra puede hacer crecer enormemente la producciéon de pan. Sin
embargo, si el dueno continta agregando més trabajadores sin incrementar el
nimero de hornos, descubrira que el incremento total de la produccién generado
por un nuevo trabajador se hace cada vez mas pequeno. Dicho esto en términos
de la funcién de produccion significa que Fj; < 0y Fje < 0.

Una funcién que tenga las dos propiedades antes mencionadas se llama Funcion
Neoclasica de Produccion.

Ademas la funcién de produccién z = F(k,[) también cumple lo siguiente

Fu > 0;
Fuly — F2 = 0; (2.34)
2
FunFip — FuFy, = Fi (7> ; (2.35)
2
Fuby — Fyly, = Fy <7> : (2.36)

Ahora el agente representativo tiene dos formas de distribuir su riqueza a lo largo del
tiempo; puede prestar dinero en los mercados extranjeros, es decir, adquirir bonos
que otorgan una tasa de interés real r*, o bien, puede acumular capital para alquilar
a una determinada tasa de renta y con ello incrementar su produccion futura.

La inversion es el flujo de produccién en un periodo dado que se usa para incrementar
la cantidad de capital de la economia o para reponer el capital existente conforme se
desgasta o envejece. La teoria de la inversiéon es intertemporal, porque la motivacién
para invertir ahora es incrementar las posibilidades de produccién en el futuro, de
donde se tiene que

k= I (2.37)

Por simplicidad se va a suponer que el capital no se deprecia.

La caracteristica principal de este modelo es que esta basado en los costos de ajuste;
esto es, la suposicion de que la inversion genera costos de instalacién. En general,
una empresa puede requerir un considerable periodo de tiempo para calcular e in-
stalar el nivel “deseado” de capital. Para cualquier propuesta de inversion, tiene que
haber estudios de factibilidad, negociaciones financieras, etc. Una vez que se toma
una decision de inversion, toma tiempo construir una nueva fabrica, instalar nuevas
maquinas, etc. Por otro lado, los costos globales de la inversién tienden a subir si la
compania presiona por terminar su proyecto de inversion en un periodo muy corto
de tiempo. Por tal motivo, no sélo son las restricciones técnicas, sino también la
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maximizacion de los beneficios lo que lleva a las empresas a cambiar gradualmente
los niveles de capital.

Por lo anterior se supone que el incremento dado en la cantidad de capital, involucra
costos que son especificados por la funcién

CU) =T+9(I), $>0, ¢/ >0, ¢ >0, (2.38)

donde el incremento de I unidades de capital requiere el uso de 1 (I) unidades de
produccion.

Lo anterior indica que la desinversién, es decir cuando I < 0, involucra costos pos-
itivos representados por 1. De lo anterior se puede ver que C' > 0, C” > 0, se
asumira que ¥ (0) = 0, ¢'(0) = 0, lo cual implica que C'(0) =0y C’(0) = 1, asi que
el costo total de cero inversion es cero y el costo marginal de cero inversion es la
unidad.

La restriccion presupuestaria intertemporal del agente es similar a la del modelo an-
terior; el ahorro estd dado por la cantidad de produccién que el agente representativo
lleve a cabo, los rendimientos reales generados por la adquisicién de bonos extran-
jeros, menos el consumo que realice, los impuestos que deba pagar al gobierno y los
costos de ajuste ocasionados por la acumulacién de capital. Este ahorro es utilizado
para adquirir bonos extranjeros.

Por lo anterior se tiene que la restricciéon presupuestaria del agente representativo
esta dada por

b = Flk,)=C)—c+rb—T, (2.39)

donde
r* = tasa de interés real mundial.

Resumiendo, el agente representativo desea seleccionar su nivel de consumo ¢, su
oferta de trabajo [, su tasa de inversion I, y sus tasas de acumulacién de activos,
k y b de tal manera que maximice su nivel presente de bienestar acumulado en el
periodo de tiempo [to, t1], esto es, desea maximizar

J(xo,u) = / 1 [U(c, 1) + W(g)] e Pdt,

to

sobre el conjunto de funciones diferenciables u : [tg,t1] — R3 y x : [to, t;] — R?,
con condicién inicial z(tg) = (bo, ko) y condicién final z(t1) = (b1, k1). Sujeto a las
restricciones presupuestarias (2.37) y (2.39).
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Para resolver este problema se asume que el tiempo inicial tg = 0 y el tiempo final
ty =T, con T > 0 fijo.

El vector de variables de estado es z(t) = (b,k), con la condicién inicial z(0) =
(2%, 29) = (bo, ko) y la condicién final z(T') = (1, 23) = (b1, k1). El vector de controles

es u(t) = (¢, 1,1). Se denota u(0) = (co, Lo, lo) y w(T) = (c1, 1, 11).

Se convierte a un problema de Mayer, siguiendo lo dado en (1.6) por lo que se define

x3(t) = / [U(e, 1) +W(g)] e Pd¢, con x3(0) = 0.

to

La funcién ¢ : R x R x R?* x R® — R®, al tomar en cuenta que las propiedades
dadas en (1.3) se deben cumplir, queda de la siguiente manera

¢<6) = [ _xilb by — T7 lo, bO - x(l)y kO - x(Q)a xg» bl - .Z'%, kl - .CL’% }T
La funcién F : R x R? x R* — R3 se define como
b Fk,))=C(I)—c+rb—T
Ftr,u)=| k | = I
3 [U(e.D) +W(g)] e
Por el Principio de Pontryagin se deben encontrar P(t) to, t1] — R3, A\

+ [to, 1]
[to,t1] — Ry A(t) : [to,t1]] — R, con A = (A, A(t)) # (0,0) tal que cada
condicién del Teorema 1.1 se cumpla.

De la condicién (1.7a) se tiene

_ . ‘ r* Fyp(k,l) 0
[ Pi(t) P(t) Bs(t) ] == P(t) P(t) P(t)] | O 0 01,
0 0 0
de lo cual se puede decir que
P(t) = —Py(t)r*; (2.40a)
Py(t) = —Pi(t)F(k,1D); (2.40b)
By(t) = 0. (2.40¢)

Por la parte del principio de Pontryagin (1.7¢) se debe cumplir que
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
-1 0 0
[ Pi(to) Palte) Ps(to) | =—[ X\ As | 0 -1 0
0 0 1
0 0 0
L0 0 0
De lo anterior se tiene que
Pi(to) = Mg
Py(to) = As;
Pg(t[)) = _)\6-
De la condicién (1.7d) se tiene que cumplir que
[0 0 -1
0 0 O
[ Pi(t1) Po(ti) Ps(ti) } = [ A A8 } :
1 0 0
[0 -1 0

Esto implica que

Pi(ty) = —An
Py(ty) = —Ms;

Por la condicién (1.7e) se obtiene

F (kg l5) = C(Ig) =g+ =T

Iy

[ Pi(to) Pa(to) Pslto) ] [U(ci, 1) + W(g)]

)

(2.41a)
(2.41b)
(2.41c¢)

(2.42a)
(2.42b)
(2.42c¢)



93

Lo anterior y las condiciones (2.41a)-(2.41c) implican que
AU (65,15) + W(g)] = As. (2.43)
De la condicién (1.7f) se obtiene

Fks, i) —CUf) =+ =T

[ Pi(t1) Pa(ty) Ps(t1) ] I
[U(ci, 1) + W(g)] e
e
1
=—[ A& .. A] | 0] ==
o

De las condiciones (2.42a)-(2.42c) y lo anterior se obtiene la relacién
—H(t,2"(t1),u"(tr)) = M[F(k, 1) = C(7) —cp + b = T]+ Asly

+ MU +W(g)] e = A, (2.44)

Resolviendo la ecuacién diferencial (2.40a) tomando en cuenta la condicién inicial
dada en (2.41a) se obtiene que

Py(t) = Ae™", (2.45)

y por la condicién (2.42a) se obtiene la relacién

)\4(t1)€_T*t1 == —/\7. (246)

Sustituyendo la solucién para P;(t) dada en (2.45) en la ecuacién diferencial (2.40b)
se obtiene que la solucién para Py(t) es

Py(t) = dse ™"t (2.47)

y por las condiciones (2.41b) y (2.42b) se obtienen las relaciones

A(to) e = Asr™; (2.48)
)\5(t1>6_r*t1 = _)‘8- (249)
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De la ecuacién diferencial (2.40c) se tiene que P3(t) es constante, y como las condi-
ciones (2.41c) y (2.42¢) deben cumplirse, entonces se tiene que

Py(t) = —A = — ). (2.50)

Afirmacién 2.2.1. A; y \y(t) deben ser distintos de cero para todo t € [tg,t;] para
obtener las condiciones de optimizacién del problema.

Demostracion: Suponga que ambos valores son iguales a cero. Con A; = 0 se tiene de
inmediato por (2.50) que A¢ = 0. Por otro lado, con Ay = 0y por las relaciones (2.46)
y (2.48) se tiene que \; = 0y A5 = 0, esto y la relacién dada en (2.49) implican que
As es cero. Por tltimo, combinando todo lo anterior, junto con las relaciones (2.43)
y (2.44) se tiene que A3 y Ay son cero, lo cual implica que A = 0, lo cual no es de
utilidad para encontrar la optimizacion del problema, pues no se cumple una de las
condiciones establecidas en el Principio de Pontryagin.

Por simplicidad y por la afirmacién anterior, se puede asumir que A\; = —1, por lo
que el vector P(t) estd dado por

—r*t —r*t T

P(t)z[/\4€ ,/\56 s 1} .

El Hamiltoniano del sistema es

H(t,z,u) = Me " '[F(k,l)—CI)—c+rb—T]+
+ XNe T e P U(el) + W (g)],
donde

A4 representa el valor marginal de la riqueza que se tiene en la forma de bonos
comercializables extranjeros, y

A5 representa el valor marginal de la cantidad de capital fisico del agente.

Tanto el valor marginal de los bonos extranjeros como de la cantidad de capital estan
expresados en términos reales.

Lo que resta es buscar las condiciones para que (1.8) se cumpla, es decir, se debe
encontrar

méax H(t,z*,u) = Me " [F(E*, 1) —CO) —c+r*b" —T| +

uelU

+ Ase "+ e U (e, 1) + W(g)].
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Por lo anterior se tiene que las condiciones de optimizacién del problema son

H, = —\e "4 PU, =0;
Hl = )\46_T*tﬂ(]€, l) + e_ﬁtUl = O,
H[ = —)\4677"”0/(]) + )\567T*t =0.

Por la misma justificacién que se hizo en el modelo anterior, la tasa subjetiva de
descuento temporal debe ser igual a la tasa de interés real mundial, es decir, § = r*.
Con esto las condiciones de optimizacién del problema se reducen a

Uc = )\4; (251&)

U = —MNF(k1); (2.51Db)
A

C'(I) = A_i:: q. (2.51c)

Las primeras dos ecuaciones son andlogas a (2.15a) y (2.15b). La condicién (2.51c)
indica que el costo marginal de inversiéon debe ser igual al valor marginal de la
cantidad de capital expresado en términos del valor marginal de riqueza mantenida
en bonos extranjeros, g serd interpretado simplemente como el precio del capital en
el mercado.

La matriz Hessiana del Hamiltoniano del sistema estd dada por

Ucc Ucl 0
h= | Uqg MFy+U; 0
0 0 c”

Como las condiciones de optimizacién (2.51a)-(2.51¢c) maximizan la funcién H (¢, z, u),
entonces se debe cumplir que

Ucc()\4Fll + Ull) — Uzl > 0.

C

De la ecuacion diferencial (2.40a), una vez que se conoce explicitamente el vector
P(t) se obtiene que

Ay =0,
Esto implica que Ay = X es constante para todo tiempo.

Por la ecuacién diferencial (2.40b), una vez que se conoce P se obtiene que

Ase = Agrte Tt = —/\4e_r*tFk(k:,l),
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o equivalentemente,

As A
0 = 2R (k).

_ )\5
Como Ay = X es constante y SV q, la relacion anterior se puede escribir como
4

e d_ (2.52)

q q
Esta ecuacién iguala la tasa de retorno sobre el capital nacional a la tasa de retorno
sobre los bonos comercializables. La tasa de retorno sobre el capital nacional tiene
dos componentes, una son las ganancias generadas por invertir en capital, esto es,
el aumento que tiene la producciéon al incrementar el capital en una unidad dividido
por el precio del capital, la segunda componente es la tasa de capital ganada, es
decir, la tasa de cambio porcentual instantanea en el valor del precio del capital.

Gobierno

El gobierno nuevamente se tiene que ajustar a su presupuesto, por lo que su déficit
real, que es igual al gasto que realice, mas la tasa de interés real que debe pagar sobre
su deuda menos los impuestos que recaude, debe ser financiado emitiendo bonos.

Dicho de otra manera, el gobierno opera en base a la restriccién presupuestaria,
expresada en términos reales como

a=g+ra—T. (2.53)

Similarmente como se hizo en el modelo anterior, para hallar la cantidad neta de
bonos en el pais, basta restar (2.53) de (2.39)

n=Fkil)—c—C)+r"n—g. (2.54)
Esta ecuacién tiene la misma interpretacion que (2.19). La ecuacién (2.54) esta sujeta
a las condiciones inicial y final, n(0) = ng y n(7) = n;.
Equilibrio macroeconémico

El equilibrio macroeconémico puede ser descrito como sigue: Primero las condiciones
de optimizacién (2.51a) y (2.51b) pueden ser resueltas para el consumo y el trabajo
como sigue,

c = c(Mk) <0, ¢ <0, (2.55)
L(A\E) x>0, 1 >0. (2.56)
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Para ver esto, se deben tomar las diferenciales de las condiciones (2.51a) y (2.51b).
De esto se obtienen los siguientes sistemas de ecuaciones

Ucccj\ + Ucll/_\ = 17 (257&)
Uecs + Unls = —F — AFyl;.

Uccck + Ucllk: = 07 (257b)
Uecr +Unly = —MEyly, — AFyy..

Al resolver los sistemas (2.57a) y (2.57b), el primero para c; y para l5 y el segundo
para ¢ y para [ se obtienen que las soluciones estan dadas por

Uy + NFy + Uy F Ue+ FU,,

o = Uit $+ iy ZJ\Z_H_TI >0, (2.58)
U F AFyUee

Ck ST k v (2:59)

donde W = (S\F’ll + Ull)Ucc — Uc2l > 0.

Los resultados anteriores quieren decir que tanto el incremento en el valor marginal
de la riqueza como de la cantidad de capital provocan que tanto el consumo como el
ocio disminuyan.

De manera intuitiva esto se puede explicar de la siguiente manera: Al aumentar
la cantidad de capital, la produccién también se incrementa. A causa de esto, los
empresarios aumentan el nivel de salario, lo que incentiva al agente representativo a
aumentar la cantidad de horas que dedica a trabajar y a disminuir su consumo.

Ahora, al resolver la ecuacién (2.51c) se obtiene que

Lo anterior y la definicién de la funcién de costos (2.38) implican que

V() =(q¢—1I;
como v > 0, se tiene que I > 0 cuando ¢ > 1 e [ < 0 cuando ¢ < 1.

Intuitivamente, cuando ¢ > 1, el mercado esta emitiendo una senal de que el agente
debe vender parte de los bonos extranjeros con los que cuenta con la finalidad de
financiar un nuevo proyecto de inversion de una manera muy rentable. Es decir,
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al agente le conviene mas realizar un nuevo gasto de inversion que adquirir bonos
extranjeros, pues en el largo plazo, la acumulacién positiva del capital le gener-
ard mayores dividendos que los que puede obtener por la compra de bonos.

Por lo tanto se puede escribir

I=1(g), I'>0. (2.60)

Se puede observar que el equilibrio de corto plazo no es afectado directamente sobre
el gasto del gobierno, sino que lo impacta indirectamente mediante A y ¢.

La dindmica de la economia va a ser determinada secuencialmente. La evolucion
del sistema es determinada sustituyendo el equilibrio a corto plazo en las ecua-
ciones dindmicas y asegurando que las condiciones finales se cumplan. Las ecuaciones
dindmicas (2.37) y (2.52) van a ser reducidas a un par de ecuaciones diferenciales
autoénomas en la cantidad de capital k y el precio del capital ¢ y estas van a constituir
el nicleo de la dindmica que determinara la trayectoria real de la economia.

Una vez que se determine el nicleo de la dindmica, la ecuacién (2.54) va a devolver
la dindmica de la cuenta corriente de la economia nacional. Esta ecuacién va a ser
reducida a una ecuacién diferencial auténoma en n, después de sustituir las soluciones
para k y ¢. Lo mismo aplicard para la restriccién presupuestaria del gobierno (2.53).

Equilibrio Dinamico

Considere las ecuaciones (2.37) y (2.52) reescritas como

ko= Ig); (2.61a)
¢ = r'q— Fe(k,1(A\FE)). (2.61D)

El sistema anterior no es un sistema lineal, por lo que se debe linealizar alrededor
del punto de equilibrio estacionario (l;’, (j). Esto ayudara para analizar su compor-

tamiento. Notese que el valor estacionario de precio del capital es la unidad, es decir,
q = 1, pues proviene de hacer k =1 =0

k = I/(q_(j)a
¢ = — (Fer — Fulp) (k—%)—i—r*(q—(j). (2.62)

Para simplificar se puede ver qué es I’. Como C’(I(q)) — q¢ = 0, al derivar esta
ecuacién con respecto a ¢ se obtiene que C”I’ — 1 = 0, con lo cual se obtiene que

!/
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Representando lo anterior en forma matricial se obtiene que

. 1 5
k — _

HE
q — [Fr + Faly]) =4

Fr, + Fily

El determinante de la matriz de coeficientes anterior es D = e . Sustituyen-
1 [Fex (UpUee — U2) + U\ (FyFpe — F2
do el valor de I}, dado en (2.59), se obtiene D = re o (U ) —; (FuFie = Fiy)

como la funcién F'(k,[) satisface la condicién (2.34), se tiene que el determinante se
Frr, [UecUy — Ug
c” v
equilibrio de largo plazo es un punto silla y los valores caracteristicos de la ma-
triz de coeficientes son reales y de signos opuestos. Se denotan dichos valores por
w1 <0< po.

reduce a D = y ademds es negativo, lo cual quiere decir que el

F Fyl
El polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes esP(p) = —pu(r* — p) + %

Los valores caracteristicos son las soluciones a la ecuacion P(u) = 0. Para ello

Frr + Frl .
pC" = ETIEE v i=1,2.
T —
Enseguida se debe hallar el vector caracteristico asociado al valor p;; para esto se
tienen que encontrar los valores para (k: — l%) y (¢ — ) que resuelvan el siguiente

sistema de ecuaciones

_M1<k_l%)+%(q_67> = 0,

(Fie + Fialy) (k;—k;) Y (r—p)(g—q) = 0.

Como estas ecuaciones son linealmente dependientes, para hallar el vector carac-
teristico basta con asignar, en una ecuacion, un valor no trivial a una variable en
una ecuacion para hallar el valor de la otra. Con esto el vector caracteristico que se
va a considerar estd dado por

1
‘/lz{lulcv//:|~

Con esto se obtiene que la solucién para el sistema (2.61a)-(2.61b) estd dada por
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e
I

pat.
Aettt:

k _
q— 1 C" Aettt = 1, C” <k - k) '

SN
Il

Ahora, como la condicién inicial k(0) = ko debe cumplirse, se obtiene que el valor
de la constante A es A = kg — k, de donde se obtiene que la trayectoria dindmica
estable que siguen k y ¢ es

ko= k+ (ko - k) et (2.63a)

¢ = q+mC” (k; _ 1%) . (2.63b)

De estas soluciones se puede ver que la convexidad de la funcién de costos de ajuste
es una importante componente de la dindmica. En ausencia de C”, ¢ se ajustaria
instantdneamente a su valor de equilibrio estacionario, por lo que de (2.52) se puede
ver que el capital se ajusta inmediatamente a su nivel estacionario Fj, = r*. Este
ajuste es posible porque la pequena economia encara un mercado de capital y al
no existir costos de ajuste, puede comprar tanto capital como desee en el mercado
mundial, ya que no se restringe por sus propias capacidades productivas, como lo
seria si se tratara del caso de una economia cerrada.

Para completar la discusién de la dindmica se deben resolver las restricciones pre-
supuestarias (2.53) y (2.54).

Resolviendo la ecuacién diferencial (2.53), con la condicién inicial a(0) = ao, se
obtiene que la solucién para a(t) estd dada por

)= (a+ | 100~ T(Q) ) e

Como esta dada la condicidon final de la cantidad de bonos comercializables emitidos
por el gobierno a(7T') = a4, se tiene que se debe cumplir

e T = ay+ / 9(C) = T(O) e Cdc. (2.64)

Esta ecuacién dice que la cantidad inicial de deuda por pagar mas el déficit acumulado
en el intervalo [0, 7] debe ser financiado adquiriendo deuda con valor presente dado
por a;e”" 7. Se asume que para que el gobierno sea intertemporalmente solvente,
puede seleccionar la trayectoria de la recaudacién de impuestos T'(¢) de manera que
(2.64) se cumpla.
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Resolviendo la restriccién presupuestaria intertemporal de la nacién dada en (2.54),
con la condicién inicial n(0) = ny se obtiene que la solucién para la cantidad neta
de bono del pais estd dada por

n(t) = (no + /Ot [F(k,l) —c—g—C(I)] e_T*CdC) et

Puesto que la condicién final n(7T") = ny; debe cumplirse, se tiene que

nie”" T =ng + /T [F(k, 1) —c—g—C(I)]e ™ dC. (2.65)
0

Esta condicién es parecida a (2.64), aunque difiere en un aspecto fundamental: una
vez que estd dada la trayectoria en el tiempo del gasto del gobierno, no hay nada que
el gobierno pueda hacer para asegurar que (2.65) se satisface, pues la produccién y
el consumo son determinados por las fuerzas del mercado. De hecho esta restriccién
impone una restriccion adicional sobre la evolucién de la economia y determina el
ajuste estable de la cuenta corriente, esto se vera enseguida.

Para ver lo anterior, se sustituye ¢ y [ de (2.55) y (2.56) en la restriccién (2.54), de
lo que se obtiene

n=F(kl(\Nk))—c(A\k)—CU(g)+r'n—g.

Al linealizar esta ecuacién alrededor del punto estacionario (l%, q, ﬁ) se obtiene

no= (Fp+ Bl — ) (k—l?:)—C’['(q—d)—i—r*(n—ﬁ).

Recordando que en estado estacionario I = 0, entonces se tiene que C'(0) = 1. Al
sustituir (k: — l%) y (¢ — q) de las soluciones obtenidas en (2.63a) y (2.63b) respecti-

vamente, se tiene que la ecuacion anterior se convierte en

n = (F+ Fl — c) (ko — l::) ettt — 'y C” (ko — l~§> et 4+ r* (n—n).

1
Recordando que I' = Yol se puede escribir la ecuacion anterior como

no= A (k;o . k;) et 4t (n — 1), (2.66)

dOHdeAEFk+F}lk—6k—M1>O.
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Como la economia empieza con una cantidad neta inicial bonos n(0) = ng la solucién
para la ecuacién diferencial (2.66) es

n(t) = {"0 + (ko - ];3> (e(ul_r*)t — 1) +n (e_r*t - 1) et

pa— 1"

Dado que la condicién final n(T) = ny, debe cumplirse, se tiene que

Escrito de manera equivalente,

ng —

oy — <k'0 - l%) —n=- { A <k0 — /}) e =T | (i — ) e T| = T,

(2.67)

Con esto se tiene que la solucién para la cantidad neta de bonos de la economia n(t)
se convierte en

A

1 —1*

n(t) = (ko — k) et 424 xe™ (2.68)
La ecuacién (2.67) es una aproximacién lineal de la condicién (2.65), y la ecuacién
(2.68) describe una relacién entre la acumulacién de capital y la acumulacién de
bonos comercializables en la economia, para ver esto al diferenciar la ecuacién (2.68)
con respecto a t se obtiene

Q

Al diferenciar (2.63a) se puede observar que la acumulacién de la cantidad neta de
bonos se relaciona con la acumulacién de capital de la siguiente manera:

A

1 —T*

k(t). (2.69)

n(t) =~
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Notese que en las vecindades del estado estacionario, se cumple > 1. Para

T — U
ver esto, se debe recordar que ¢, < 0, [, > 0 y que en dichas cercanias Fy = r*.

Dicho de otra manera,

A Fy + Fily — ¢ — r* + Fily — ¢ — EFl, —c
_ Lt ik =G — T A il — G ,Ulz1+ k= Ck g
T = T = U 1 T =
La observacién anterior y (2.69) implican que el incremento de una unidad en la
acumulacion de capital provoca una disminucién aproximadamente menor que una

unidad en la acumulacion de bonos netos de la economia local.

Estado Estacionario

El estado estacionario representa el equilibrio de la economia en el largo plazo, este
se obtiene cuando

k=¢=n=0,

y estd dado por el siguiente conjunto de relaciones

ve(a0) = X (2.70a)
vi(ed) = —A (kD)X (2.70b)

qg = 1 (2.70c)
Fi <l> = (2.70d)
F<~,l~> — ¢—g+rn=0; (2.70¢)

(2.70f)

La condicién (2.70c), més alld de la situacién en la que no hay acumulacién de capital,
indica que en estado estacionario, la rentabilidad entre adquirir bonos extranjeros y
realizar un nuevo gasto de inversién es la misma. La ecuacién (2.70d) muestra que
el producto marginal del capital fisico en estado estacionario es igual a la tasa de
interés real extranjera. La condicién (2.70e) implica que en equilibrio estacionario, el
saldo de la cuenta corriente debe ser cero. En otras palabras, el interés ganado por
la cantidad neta de bonos debe financiar el saldo de la balanza comercial.

Estas ecuaciones determinan conjuntamente las soluciones de equilibrio en estado
estacionario para ¢, /;:, l L g, ny A Finalmente, este estado estacionario es sostenible
solo mientras el gobierno mantenga una deuda aceptable y una politica tributaria
consistente con la restriccién presupuestaria (2.64).
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2.2.1.

Efectos de largo plazo de una expansion fiscal

Para ilustrar este modelo se analizaran los efectos que se presentan en la economia
provocados por un cambio en el gasto del gobierno sobre el bien comercializable. Se
analiza unicamente un tipo de cambio politico; una expansion permanente inesper-

ada.

El ajuste transitorio del estado estacionario de largo plazo es determinado en parte
por las expectativas, es decir, por lo que se espera en el corto plazo. Primero se
consideran los efectos de equilibrio en el largo plazo causados por un incremento
en el gasto del gobierno. Para observar dichos efectos, se toman diferenciales de las
condiciones de estado estacionario (2.70a)-(2.70f) respecto a g. De esto se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

oc -
Ug— + (Uy + FyA
lf)g + ( u+ Ly )
_oe
dg
A (e(m—r*)T _
Hy —T*

Al resolver el sistema anterior para

Uccg—S+Ucl§—§—g—§ ~ 0

Flk%‘f’Fkkg_ff =0
Flgl Fkg—§+ *g—z =1
g—i—k(l—e_r*T)g—Z =0

o ol oh ok on
dg’ dg’ Og’ dg Y dg

, se obtiene que los efectos

de un incremento en g son resumidos en las siguientes expresiones

oc

1 .
8_9 — Z (B_T r_ 1) Fy [Uu + Uchl] < 0; (2.71&)
ol 1,
% - 3 (e — 1) Fie [Ua + U] > 0; (2.71b)
) 1 .
% = 3 (e = 1) Fy [UnUee — U3] > 0; (2.71c)
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Ok 1, .
a—g = Z (677" T _ 1) Fkl [Ucl + UCCF” > O7 y (271d)
on 1 A .
= = (=T _ 1) F r
dg A (m — r*) (e ) Fia[Ua + U F
A\ dk
~ - r*) ag =Y (2.71¢)

donde

z
!

A .
+ ( ) " Fiy (e% =T — 1) [FU,. + Uq) > 0.
py — T

A = (1=eT) By | F(FiU + Ua) + (Un + UaF)

Los resultados anteriores se pueden interpretar de la siguiente manera:

Un incremento en el gasto del gobierno, con el paso del tiempo debe ir acompanado
por un incremento de los impuestos, lo que causa que la riqueza privada y el con-
sumo disminuyan, con lo cual aumenta el valor marginal de la riqueza e induce a los
trabajadores a ofertar mas trabajo, (para ver esto recuerde (2.55) y (2.56)). El incre-
mento en g no afecta las productividades marginales de trabajo y capital, pues este
efecto no es directamente productivo. Sin embargo, durante la transicién al nuevo
estado estacionario, el incremento de la oferta de trabajo aumenta la productividad
marginal del capital arriba de su valor de equilibrio, es decir, F} > r*, esto alienta
la acumulacion de capital hasta que el producto marginal del capital sea restaurado
a su nivel original fijo de equilibrio. Al mismo tiempo, de (2.69) se observa que el
incremento en el capital causa una disminucién en la cantidad estacionaria de bonos
mantenidos en la economia nacional.

Dinamica Transitoria

Como ya se habia mencionado, la dinamica de k y ¢ esta descrita por un punto silla
en el espacio k — ¢. El diagrama de fase asociado a esta dinamica, es ilustrado en la
Figura 4 y esta construido de la siguiente manera:
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Figura 4.

Primero, la linea horizontal AA corresponde al valor de ¢, donde no hay inversion
en capital, es decir, donde k = 0. Ahora, la linea BB corresponde a la isoclina ¢ = 0
y por (2.62) se puede ver que ésta tiene la pendiente negativa dada por

d Fis + Fipl
a9 _ Dt Ll (2.72)
dk J ;=g r*

La linea X' X descrita por

i1 = (k= F) = (FEED) (ko).

T —
corresponde a la direccién estable del punto silla que pasa por el punto estacionario
(l;:, cj). Obsérvese que la pendiente de esta linea es negativa, pero es menos inclinada

que (2.72), pues

F Fi.l F; Fi.l
kk + Wk kk + L
¥ T*—,u1

0.

Del mismo modo, la linea Y'Y descrita por

i=1 = e (k=) = (BEEEL) (g,

T — U2
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corresponde a la direccién inestable del punto silla que pasa por el punto estacionario
(l;:, (j) y tiene pendiente positiva.

De acuerdo a todo lo anterior se puede ver que todo lo que esta por arriba de la
linea AA esta asociado con un incremento del capital y todo lo que esta por debajo
se asocia con una disminucion de la cantidad de capital. De igual forma, todo lo que
estd a la derecha de BB esta asociado con un incremento en el precio del capital y
a la izquierda de BB el precio del capital disminuye.

Incremento Permanente en el Gasto del Gobierno

Mientras ningin cambio futuro sea anticipado, la economia debera permanecer sobre
el lugar geométrico estable X X. Con ky predeterminado y de (2.63b), el salto inicial
en ¢(0), seguido de un incremento inesperado en g esta dado por

= = "= >0 (2.73)

dk
Como o > 0, es decir, un incremento anticipado en g en el largo plazo aumenta la

cantidad de capital, entonces en el corto plazo el precio del capital ¢(0) aumentara.

La dindmica que se sigue con este incremento inesperado en g es ilustrado en la
Figura 5. En la parte A de esta figura se describe el ajuste en ¢ y k, y la parte
B describe la evolucion de la cantidad de bonos comercializables. Suponga que la
economia empieza en un equilibrio estacionario en el punto P sobre la linea estable
X X y de repente hay un incremento permanente en el gasto del gobierno g. Por lo
obtenido en (2.73), se puede ver que en el corto plazo, ¢ aumenta del punto P al
punto A sobre la nueva linea estable X’ X’. De (2.60) se puede ver que el aumento
en ¢ provoca que la inversién aumente, por lo que el capital empieza a acumularse y
en el largo plazo, la economia se coloca en el nuevo punto de equilibrio ), con una
mayor cantidad de capital de equilibrio k] y con el mismo valor estacionario en el
precio de capital ¢ = 1.
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k, k, k

B. Evolucidn de la acumulacion de bonos

Figura 5.

La parte B de la Figura 5 ilustra la relacion entre n y k. Para analizar la relacion entre
la cantidad neta de bonos en la economia con la cantidad de capital, al combinar
(2.63a) y (2.68), se obtiene lo siguiente

A g *
n(t)—n = (kt—k)—l—Te”
(" (ke
A ~
~ k(t) — k) . 2.74
—— (k) 274
Noétese que la pendiente de esta linea es
d A
an- < 0. (2.75)

dk py — ¥



69

En un principio, para la relacién entre n y k, la economia esta en el punto L sobre
la linea ZZ, que tiene pendiente negativa. Al incrementar el gasto del gobierno, la
relacion entre la cantidad neta de bonos con la cantidad de capital se mantiene sin
cambios, pues (2.71e) se cumple, esto es la linea ZZ permanece fija. El movimiento
entre los puntos A y @) de la Figura 5.A corresponde al movimiento entre los puntos
L y M en la Figura 5.B, de lo cual se puede ver que el incremento en el gasto del
gobierno provoca una disminucion de la cantidad neta de bonos.

Ahora se analizan las respuestas iniciales de las otras variables.

De (2.55) y (2.56) se tiene que las respuestas iniciales sobre el consumo y el trabajo
estan dadas por

de(0) dc O

ik S i 2.
dl(0) ol O\
= —22 0. 2.77
dg oNDg (277)

Obsérvese que estas respuestas operan mediante el valor marginal de la riqueza. El
incremento en el valor marginal de la riqueza provocado por el aumento en el gasto
del gobierno lleva inmediatamente a cambiar el consumo por trabajo.

Diferenciando (2.55) y (2.56) en estado estacionario y comparando con lo anterior se
obtiene que

dé dc O Oc Ok de(0)

= = =24 =77 2.
dg O\ g * Ok Og < dg <0y (278)
di oL OX Ol ok  di(0)

R R el S A 9.
dg O\ Jg + 0k Og - dg >0 (2.79)

Con esto se puede ver que un incremento permanente en g tiene el mismo efecto
cualitativo sobre el consumo y el trabajo en el corto plazo como en el estado esta-
cionario. Sin embargo, los ajustes iniciales hacia el nuevo equilibrio son sélo parciales,
pues el incremento en el capital que ocurre en la trayectoria transitoria refuerza la
sustitucién del consumo por el trabajo.



CAPITULO 3

Modelo de Dos Bienes y de una Economia Dependiente

Los modelos desarrollados hasta el momento son muy limitados para tratar algunos
de los aspectos basicos de la economia internacional, por lo que en este capitulo se
estudiaran aspectos relacionados con el tipo de cambio real y con la tasa de arancel.
Para ello se desarrollaran dos modelos que son una extension de los presentados en el
capitulo anterior. En el primer modelo se incluye el consumo de dos tipos de bienes
con acumulacion fisica de capital, uno de los bienes es producido nacionalmente y el
otro es importado. En el segundo modelo se estudiara el caso de una economia con
dos sectores de produccion, uno comercializable y otro no comercializable.

3.1. Modelo de dos bienes con acumulacion fisica
de capital

El modelo de un bien con acumulacién fisica de capital, presentado en el capitulo
anterior, es Util para entender la dindmica de la economia, pero es muy limitado en
relacién a las cuestiones politicas que permite analizar. Algunas de las méas impor-
tantes involucran el tipo de cambio real, los efectos que produce sobre la evolucion
de la economia y el papel que juega en el ajuste de la dindmica. Para tratar este
problema, es necesario extender el modelo de un bien para incluir el consumo de
un segundo bien que se considera como importado. Esto inmediatamente introduce
un precio relativo (tipo de cambio real) lo cual permite tratar uno de los aspectos
bésicos en economia internacional, la introduccién de un impuesto en la forma de
arancel.

Como ya se menciond, en este modelo se incluye el consumo de dos bienes, uno de
los cuales es producido nacionalmente y otro es importado. Se asumira que el pais
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es especializado en la produccién del bien nacional, por lo que exporta el excedente
de éste a cambio del bien que es producido en el extranjero.

Se construye el modelo sobre la suposicion de que la economia es caracterizada como
una economia “semipequena” abierta, esto significa que es pequena en el mercado
mundial de activos y en el mercado del bien importado, por lo que toma el precio
de bien importado P, como dado. Sin embargo, es suficientemente grande en la
produccion del bien nacional para afectar en su precio relativo P,.

Agente Representativo

En este caso se expresara la restriccién presupuestaria del agente en términos de
unidades de produccién extranjera, por lo que se necesita definir el precio relativo
del bien extranjero en términos del bien nacional (es decir, el tipo de cambio real).
Dicho precio relativo esta dado por

o = y (3.1)

donde FE es el tipo de cambio nominal.

La restriccion presupuestaria intertemporal del agente es similar a las presentadas
anteriormente; la principal diferencia es la introduccién del consumo del bien impor-
tado y el arancel que es recaudado sobre él.

[F(k,l)—C(I) —x—Toy+or'b—T], (3.2)

S
I
SYE

donde

x = consumo del bien nacional,

y = consumo del bien importado,

g = gasto del gobierno sobre el bien nacional,
gy = gasto del gobierno sobre el bien importado,

o = precio relativo del bien extranjero en términos del bien nacional (tipo de cambio
real),

7 = 1 mas la tasa del arancel.

Para ver que esa restriccion esta efectivamente expresada en términos del bien extran-
moneda extranjera)

jero, el precio del bien extranjero P, esta dado en términos de - .
bien extranjero

moneda nacional)
, Y E

De manera similar, P, estda expresado en términos de _ -
bien nacional
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moneda nacional

esta expresado en ( ) De aqui y de (3.1), se puede ver que o

moneda extranjero

, L. bien nacional . L
esta dado en términos de | — - , por lo que efectivamente, la restriccién
bien extranjero

presupuestaria del agente esta expresada en términos del bien extranjero.

La acumulacién de capital genera costos de ajuste de la misma manera que en (2.38)
explicado en el modelo anterior; esta tasa de acumulacion y la inversion se relacionan
a través de

k=1 (3.3)

Por simplicidad se asume que el capital no se deprecia.

En este modelo, la utilidad del agente depende del nivel de consumo privado y publico
de ambos bienes y de la oferta de trabajo.

El problema del agente es tomar las decisiones de sus niveles de consumo, x y ¥,
oferta de trabajo [, su tasa de inversién I y sus tasas de acumulacién de activos, k y
b de manera que su nivel presente de bienestar acumulado en el periodo de tiempo
[to, t1] sea méaximo, esto es, desea maximizar

J(xo,u) = / 1 [U(z,y) + V(1) + W(ga,g,)] e dt,

to

sobre el conjunto de funciones diferenciables u : [tg,t1] — R* y x : [to, t;] — R?,
con condicién inicial x(ty) = (bo, ko) y condicién final x(t1) = (b, k1). Sujeto a las
restricciones presupuestarias (3.2) y (3.3).

Por las mismas causas explicadas anteriormente, el nivel de bienestar del agente
se incrementa cuando aumenta el consumo privado y publico de ambos bienes y
su ocio. Se asume que la funcién de utilidad es céncava y que los dos bienes son
complementarios; es decir, el aumento en el consumo de un bien implica que el
consumo del otro también se incrementa, esto significa que Uy, > 0.

Para resolver este problema se asume que el tiempo inicial {5 = 0 y el tiempo final
ty =T, con T > 0 fijo.

El vector de variables estado es z(t) = (b, k), con la condicién inicial z(0) = (29, 29) =
(bo, ko) v la condicién final z(T) = (x1,z3) = (by,k1). El vector de controles es

U‘(t) = (l’,’y, l7-[) y se denota U<O) = (IOJy()?lOvIO) y U<T) = (xlayhlla-[l)‘

Se convierte a un problema de Mayer como en (1.6), por lo que se define

x3(t) = / [U(z,y) + V(1) + W(ga, g,)] e 7dC, con z3(0) = 0.

to
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La funcién ¢ : R x R x R? x R* — R3, tomando en cuenta que las propiedades
dadas en (1.3) se deben cumplir, se define de la siguiente manera

S T
d)(e):[—xé, ty =T, to, bo—aV, ko—a3, 2%, b —a, kl—x%} .

La funcién F : R x R3 x R* — R3 es la siguiente

b l[F(k,l)—C’(I)—95—7'0(1;—1—07“*(7—"I']
F(t,z,u)= | k =19 I
& U(@,y) + V(1) + W (ge, gy)] e

Por el Principio de Pontryagin se debe hallar P(t) : [to, t1] — R3, Ay : [to,t1] — R
v A(t) @ [to, t1] — R, con A = (A, A(t)) # (0,0) tal que cada condicién del Teorema
1.1 se cumpla.

De la condicién (1.7a) se tiene

- LR 0
[ A R(t) ()] ==[P) RO BO] | o 7 o ol
0 0 0
de lo cual se puede decir que
Pi(t) = —Pi(t)r; (3.4a)
B = L f)w,z); (3.4b)
Py(t) = 0. (3.4c)

[Pl(to) Py(to) P3(750>] [ n ]|

SO R OO o oo

o O O

Esto implica que



)

Pi(ty) = g
Py(ty) = As;
Pg(to) _/\6

De la condicién (1.7d) se tiene que

IO

0 0

As | :
—1 0

0 -1

[ Pi(t1) Po(t)) Ps(t) ] =[N\
de lo cual se puede decir que
Pi(t1) = =X
PQ(tl) = _)\Sa
Py(t1)) = =\

Por (1.7¢) se debe cumplir que

[ Pa(to) Palto) Pilto) ]

Iy

U (x5,55) + VU5) + W (g, 9y)]

0
0

=[ X .. A ] 1

0

Lo anterior y las condiciones (3.5a)-(3.5¢) implican que

Aq

(3.5a)
(3.5b)
(3.5¢)

1 * * * * * * 7 %
P [F'(ky, lg) — C(Ig) — x5 — Toyy + or*by — T]

H(to, x*(to), u"(ty)) = p [F(ky, 1) — C(L5) —xy — Toyy +or*by — T] + A1) —
= X6 [U(20,90) + Vlo) + W(ga 9y)] = As.

De la condicién (1.7f) se obtiene

(3.7)
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]' * * * * * * 7 %
; [F(khll) - C([l) — ] — Toy, +or'b] — T]
[ Pi(t1) Po(ty) Ps(t1) ] I
Uz}, 55) + V) + W(gar gy)) €71
Fo
1
=—[ A& .. A ] | 0] ==X
- O -

De las condiciones (3.6a)-(3.6¢) y lo anterior se obtiene la relacién

A
—H(ty, 2" (t1),u"(t1)) = ;7 [F(k7,17) — C(Iy) — 2] — Toy] +or™b] — T+
+ Al + M (U], of) + V) + W(gs, gy) e

Resolviendo la ecuacién diferencial (3.4a) tomando en cuenta la condicién inicial
(3.5a) se obtiene que la solucién para P;(t) estd dada por

P1 (t) = )\467“)&, (39)

y como la condicién final (3.6a) se debe cumplir se obtiene la siguiente relacion

M(t)e ™™ = =\ (3.10)
Sustituyendo (3.9) en la ecuacién diferencial (3.4b) se obtiene que la solucién para
Py(t) es

Py(t) = Xse™" . (3.11)

De las condiciones (3.5b) y (3.6b) se tienen la relaciones siguientes

)\4(t0)Fk = >\50'T*, (312)
As(t)e ™™ = ). (3.13)

De (3.4¢) se puede ver que Ps(t) debe ser constante, y por las condiciones (3.5¢) y
(3.6¢) se obtiene que

Py(t) = =M1 = —Xe. (3.14)
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Afirmacién 3.1.1. A; y A\y(t) deben ser distintos de cero para todo t € [to, ;] para
obtener las condiciones de optimizacion del problema.

Demostracion: Suponga que ambos valores son iguales a cero. Si A\; = 0 se tiene de
inmediato por (3.14) que A\g = 0. Ahora si Ay = 0 por las relaciones (3.10) y (3.12) se
tiene que Az = 0 y A5 = 0, esto ultimo y la relacién dada en (3.13) implican que Ag
es cero. Por ultimo, combinando todo lo anterior con las relaciones (3.8) y (3.7) se
tiene que Ay y A3 son cero, lo cual implica que A = 0, lo cual no es de utilidad para
encontrar la optimizacion del problema, pues no se cumple una de las condiciones
establecidas en el Principio de Pontryagin.

Por simplicidad, podemos asumir que A\; = —1, con lo cual el vector P(t) esta dado
por

P(t) = [ )\4677'*1‘/, )\5677'*1‘/, 1 }T.

Con lo anterior, el Hamiltoniano del sistema es

a1
H(t,z,u) = Me " '=[F(k,l)—=C(I) -z — 70y +or'b—T| +
o

+ Ase " T+ e P Uz y) V) +W(ge + 9)],
donde

A4 representa el valor marginal de la riqueza mantenida por el agente en la forma de
bonos comercializables, y

A5 representa el valor marginal de la cantidad de capital fisico del agente.
Estos dos valores estan expresados en términos reales por medio del bien extranjero.

Lo que resta es buscar las condiciones para que (1.8) se cumpla, es decir, se debe
encontrar

|
méx H(t,2*,u) = Me " '=[F(k*,1) —C(I) —x — 1oy + or*b* — T| +
o

uelU
+ Nse "+ e U (2, y) + V() + W(ge + )] -

De lo anterior se tiene que las condiciones de optimizacién del problema son

* ].

H, = —\e"'=+e U, =0;
o
H, = e T4 e_Bth =0;
o By (k1
H = M\e” ikl + e PV'(1) = 0;
o

* C, I *

H[ = —)\4677" tL + )\5677’ t = 0.
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Como ya se ha hecho en modelos anteriores, se restringe el valor de la tasa subjetiva
de descuento temporal, por lo que se asume que = r*, con lo cual las condiciones
de optimizacién del problema se convierten en

La matriz Hessiana del Hamiltoniano del sistema esta dada por

Uz
Uy

V() =

(1)

[ Umc Ua:y
Umy Uyy

0 0

0 0

M

g

M Fy

g

0
0

+ V//

0

0
0

0
. )\4 c"

o

(3.15a)
(3.15h)

(3.15¢)

(3.15d)

Como las condiciones de optimizacién producen un maximo, entonces se tienen las

siguientes condiciones

UpoUyy — U2, > 0;

1
F ()\4El + O'V”) (—)\40/,) > 0.

Como C” > 0, entonces (AyFy +oV") < 0.

De la ecuacion diferencial (3.4a) se obtiene que

Esto implica que Ay = A es constante.

Por (3.4b) una vez que se conoce la solucién para P, se obtiene que

)\5677‘ t )\57"*677“ t

Equivalentemente,

A\ = 0.

A

-y )
o

(k,)e".
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A0
Al sumar en ambos lados de la ultima ecuacién el término Y se obtiene
4

)‘\50' )\50’ )\50' )\50’
_ 0% o R 27
NN M LA

As : » :
Como A4 es constante y )\—a = ¢, de manera equivalente la ecuacién anterior puede

4
ser escrita como

¢ = q (r* + %) — F. (3.16)

o
— es la tasa de cambio instantaneo del tipo de cambio real, por lo que dada la
o
suposicién de que la Paridad de las tasas de Interés se debe cumplir, entonces la tasa

de interés real nacional r(t), se relaciona con la tasa de interés mundial a través de
. O
rt) = "4 —. (3.17)

Por lo tanto, la ecuacién (3.16) iguala la tasa de retorno sobre el capital a la tasa de
interés nacional.
Gobierno

Con la presencia de un bien importado y el arancel gravado sobre el bien importado,
la restriccion presupuestaria del gobierno en términos del bien extranjero esta descrita
por la ecuacién

1 X

a:;[gx+agy+ar a+ (1 —71)oy —T], (3.18)
donde (7 — 1)y es el arancel recaudado por el gobierno sobre el consumo del bien
importado.

Para hallar la restriccién presupuestaria nacional, basta restar (3.18) de (3.2), con
lo cual se obtiene

[F(k, 1) — C(I) — (x + g2) + or*n — a(g, +y)] . (3.19)

n =

Q| —
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Ademas de todo lo anterior, una condicién adicional de equilibrio debe cumplirse: el
mercado nacional de produccion debe ser claro, es decir, la funcién de produccién
nacional deber ser bien conocida, por lo que se asume que dicha funcién esta descrita
por

F(k, ) =2+ Z(c) +C(I) + ga, (3.20)

donde Z(o) es la cantidad del bien nacional que se exporta, dado que al aumentar
la cantidad de exportaciones, el tipo de cambio real nacional se deprecia, es decir, o
aumenta, entonces Z’'(o) > 0.

Con lo anterior, (3.19) se convierte en

n= %[Z(O‘) —o(y+gy) +orn]. (3.21)

La ecuacion anterior indica que el saldo de la cuenta corriente es igual a las exporta-
ciones menos las importaciones mas los intereses generados por la cantidad neta de
bonos.

Equilibrio Macreconémico

El equilibrio macroeconémico de corto plazo puede ser descrito como sigue.

Las ecuaciones estéticas (3.15a)-(3.15d) y (3.20) pueden ser resueltas para z, y, [, [
y o de la siguiente manera:

r = I(S\,k,q,ﬁgw) 2y <0, 72, >0, 2, <0, 2, <0, zg, <O,
y = y(Nka,m,00) ys <0, 4 >0, y, <0, y, <0, g, <0,
I = 1(Mkq7,9:) 1320, 1,20,0,>0,1, <0, I, >0,

o = J(S\,k,q,ﬂgx) 0y >0,0,>0,0,<0, 0, >0, g4, <O,
I = I(q)I'>0.

Para obtener las expresiones explicitas de las derivadas parciales, basta con tomar
las diferenciales de las ecuaciones (3.15a)- (3.15d) y la ecuacién (3.20) y resolver los
sistemas de ecuaciones obtenidos. Dichos sistemas son

02 Uppzs + 0?Upyys + Aoy = © (3.22)
) ngxj\ +Upyy = 7
AosFp — Iy [J)\Fll + OQVH} = ok

I‘;\—}-Z,O';—Fllj\ = 0
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02 Uppy, + 0°Upyyr + Aog =
nyl‘k + Uyyyk =

S\O'kﬂ — lk [O’j\ﬂl + 0'2‘///}
T + Z/Uk — Fllk

02 Uety + 02 Upyyy + Ao,
Uyaq + Uyyyq

XaqFl -1, [0/_\Fu + 02‘/"}
xg+ Z'oy— Fl,— C'T’
C/l

02 Upar + 0 Usyyr + Aox
Uyatr + Uyyy-

Ao Fy — I [oAFy + 0*V"]
2, + 2o, — Fl,

JQUmxgm + UzUmyygm + j\agm
B Uyw_xgz + UpyYy,
Ao, Fi — ly, [oAFy + 0*V"]

Tg, + Z’agz — Filg,

S o > o

|
— o o o

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Resolviendo el sistema (3.22) para zy, ys, 03 ¥ [3, el sistema (3.23) para xy, Y, ok v
li,, el sistema (3.24) para para x,, Yq, 04, l; € I’ €l sistema (3.25) para z., y., o, v I,
y el sistema (3.26) para x,,, Y4, 04, ¥ g, se obtienen que las soluciones explicitas
estan dadas por

Q

DD =

l

ol

zy

AUy — Z'o (UseUyy — UZ,)]| 2 0;

27 (AFy+ V") (r0Usy — Uyy) — UnyTAFZ] <0
[((AFy 4+ oV") (Upet0®Z' — UpyZ'c — 7A) — UpeToAF?] < 0

[(5\Fll + UVH) (Usyto — Uyy) — UFIQ (waUyy - chy)} >0
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T =

yk e —

O =

-

Zr

Yr

Or

donde

AUy,
Q

AU,
Q

_% [(UxacUyy - U§y> (E\Flel — I (j\Fll + O'V//))]

Dl >

2

[(Uﬂﬂﬂ?Uyy -

Q

D 1D 1D >

< F
|:>‘Fkl7

[XFM

A

O//Q (
A

ey

2

g
Y

A
e 010" (UsnUy,

c"Q)
1

ﬁ>0

\o

_ O.VI/Fk

F
T - O'VHFk

U2

Ty

>

) (0 FF, -

0

>0

ANy + UV”) Uyyc” <0

Ay +oV") U, C" <0

Uzy [Z/ ()\lel+av//)

o UJ»‘Qy)

[(AFu +0V") (0°UsnZ' —

02Uy (5\Fu + OV”)

U2EU$y

|
2D >

E>I>z|;:>|qM

< 05

Usy (S\FH + UV”)

(AEy + o V") (UpaUy,y

ol (Um Uyy

>0

%Uyy (/_\Fll + JV”) <0

o Uﬂ?y)

A

<0

c’ (5\Fzz + aV”) (Uxnyy

U2

Yy

>0

— AU

—A\F?] <0

o Uiy)

>0,

) <

<0

<0

>0

<0

FuZl0%) + Ml 2 0

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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Q= 0 (U, Uy, — U3) [Z'0 (\Fu + 0V") = AE] = U, (AFy + 0V") <01

Estos resultados obtenidos se pueden explicar de la siguiente manera:

1. Un incremento en el valor marginal de la riqueza incentiva a los consumidores a
ahorrar, por lo que disminuye el consumo de ambos bienes. Esta reduccion en el
consumo disminuye el precio relativo del bien nacional; de (3.1) se puede ver que
o aumenta, lo cual estimula las exportaciones. El efecto global sobre la demanda
de la produccion nacional depende del efecto que domine, por ejemplo, si la
reduccion en el consumo del bien nacional es menor que el aumento en las
exportaciones, entonces la produccion nacional y por ende el empleo aumentan,
si ocurre lo contrario, entonces disminuyen.

2. Un incremento en la cantidad de capital provoca un aumento en la produccion,
por lo que la oferta del bien nacional aumenta, y el precio de dicho bien dis-
minuye, lo que implica que ¢ y el consumo del bien nacional aumenta, como
ambos bienes son complementarios, esto también aumenta el consumo del bien
extranjero.

3. Un incremento en ¢ estimula la inversion, esto aumenta la demanda del bien
nacional, por lo que su precio aumenta, con lo cual o disminuye. A su vez, esto
incrementa la utilidad marginal del consumo nacional, por lo que x disminuye,
lo que implica que y también disminuya.

4. Un incremento en la tasa de arancel provoca que el precio del bien importado
aumente, lo que a su vez implica que el valor de o se incremente. Esto induce a
los agentes a reducir el consumo del bien importado, dado que U,,, > 0, también
disminuye el consumo del bien nacional. Esta reduccién en el consumo provoca
que la produccion de ese bien disminuya, lo que lleva a reducir el trabajo.

5. Un incremento en el gasto del gobierno sobre el bien nacional aumenta la de-
manda de dicho bien, por lo que su precio relativo se incrementa y o disminuye,
con esto las exportaciones se reducen. El trabajo y la produccion nacional son
por lo tanto estimuladas. Sin embargo, el incremento en la produccién junto
con la reduccién en las exportaciones es menor que el incremento en g,., por lo
que para que la condicién de equilibrio del mercado (3.20) se siga cumpliendo,
es necesario que el consumo del bien nacional disminuya, y como ambos bienes
son complementarios, entonces también el consumo del bien importado debe
disminuir.
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La evolucién del sistema se determina sustituyendo el equilibrio de corto plazo en las
ecuaciones dinamicas y asegurando que las respectivas condiciones finales se cumplan.
Como se hizo en el modelo anterior, la dindmica va a ser determinada secuencial-
mente. Las ecuaciones dindmicas que especifican k y ¢ dadas en (3.3) y (3.16) van a
ser reducidas a un par de ecuaciones diferenciales auténomas en k y ¢, y éstas van a
constituir el nicleo de la dindmica que determine la trayectoria real de la economia.

o}
Sin embargo hay una pequena complicacién por el hecho que — aparece en la ulti-
o

ma ecuacion. Una aproximacién lineal para este efecto sobre la dinamica puede ser
tomada en cuenta diferenciando o = o ()\, k,q,T, gm) con respecto al tiempo.

Una vez que se determine el nicleo de la dindmica, la expresion (3.21) va a devolver
la dindmica de la cuenta corriente. Esta ecuacién va a ser reducida a una ecuacion
diferencial auténoma en n, después de sustituir las soluciones para k y ¢. Lo mismo
aplicard para la restriccién presupuestaria del gobierno (3.18).

Equilibrio Dinamico

Considere las ecuaciones (3.3) y (3.16) reescritas como

o= I(q), ) (3.31a)
R ) R OLATS)

— (r* + - (;ﬁj;%iﬁ) q— Fy (k1 (\ K, q,7,9:))

- Kr N "%I) 0= B (k1 (M kg, ggg))} C (331)

Al linealizar este sistema alrededor del punto estacionario (/%, q), se obtiene

1

ko= 1'(q—q~)=@(q—d), y

. o ol Ok Uk]gq R o .
- ) - — Fuly| (¢ —q) — ——— [Fi + Fil (k—k)

q o — qo, [7“ + - +0’C” 2 kl q} (¢ —q) — q[ ok + Frali]

Como se estd evaluando en el punto de equilibrio estacionario, aqui k=0 y en este
punto se tiene que I = 0, por lo que la tltima ecuacién se simplifica a lo siguiente

. o Ok ~ o
= 7 | _F[] I L
q —— [7‘ +JC’” kilg| (@ —q) E—

[Fie + Fialy] (k - k) .

Al sustituir los valores de oy, o, y [, obtenidos en (3.27), (3.29) y (3.30) respectiva-
mente, se simplifica el factor que multiplica a (¢ — q),
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o c"Q
o—qo,  C"QtoC (\Ey+ oV U (3:32)
4 % — Ful, = 0;1/ g (0" — oU (AFuFy = M. Fy — FroV") + FuFiC' AU,
y como C'(0)=1,
= g (OO 4 GUARFy 4 oU RV
_ ! [C"r* + oUF, (AFy +oV")], (3.33)

c"Q
donde U = U,,U,, — Ufy > (0. Recuerde que el valor estacionario para el precio del

capital es ¢ = 1, por lo que de (3.15d) se tiene que Ay = As0. Por esto tltimo y la
relacion (3.12), se tiene que Fy, = r* por lo que de (3.32) y (3.33) se puede ver que

" Ok
r
oC

o — qo_q |: T Fkllq] = 7"*.

Representando lo anterior en forma matricial se obtiene que

1

. 1 r
= ] [ —h ]
—p [For + Fualy] 7 -4

con =
p g — qO'q

— P

- C//

El determinante de la matriz de coeficientes es (Fyr + Frly). Sustituyendo

el valor de [, obtenido en (3.28), se obtiene

D=22

Qo [w (Fllek - Fk?l) — FUXN (B Fy — FuFy) + FiV" ((TQUZ/ — S\Uyy)} ,

32
conw = | ocUZX — —U,, |. Dado que la funcién de producciéon F' cumple las propiedades
o

(2.34) y (2.35), se tiene que el determinante es

__ po 2 AV 3 " 1 F
D = QC”Fkk {0 UZ'V" = AUy, V" — FZU/\T <0,
lo cual quiere decir que el equilibrio es un punto silla y los valores caracteristicos de
la matriz de coeficientes son reales y de signo opuestos. Se denotaran dichos valores
por pu1 <0y pg > 0.
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Frp, + Frly
P C// :
Los valores caracteristicos son la solucién a la ecuacién P(u) = 0, con esto se obtiene
que

El polinomio caracteristico de la matriz de coeficientes esP(u) = —pu(r* — ) +

Fr, + Fil .
wC" = pM para 1 =1,2.
T
Enseguida se encontrara el vector caracteristico asociado al valor p. Para ello se
deben encontrar los valores para (k‘ — l%) y (¢ — §) que resuelvan el siguiente sistema

de ecuaciones

i (k=F) + g a—@) = 0
—p (Fik + Fraly) <k‘—7~f) +(r—=m)g—q = 0.

Como estas ecuaciones son linealmente dependientes, para hallar el vector carac-
teristico basta con asignar un valor no trivial, en una de las ecuaciones, a una vari-
able para hallar el valor de la otra. Con esto, el vector caracteristico que se va a
considerar estd dado por

1
Vlz{ﬂlc«u}-

Por lo anterior se tiene que la trayectoria dinamica estable que siguen k y ¢, dada la
condicién inicial k(0) = ko es
ko= ket <k;0 - k) et (3.34a)
¢ = G+ mC" (k: - /%) . (3.34b)

Para completar la discusién de la dinamica, se deben resolver las restricciones pre-
supuestarias (3.18) y (3.21).

Resolviendo la ecuacién diferencial (3.18), con la condicién inicial a(0) = ao, se
obtiene que la solucién para a(t) es

a(t) = {/0 (%z +9,+(1—7)y— ;) e Cd¢ + ao] et

Como la condicién final a(7") = a; debe cumplirse se tiene que

T
i . Ty -
ae” T = ao+/ <g;+9y+(1—7)y—g)€ Ted. (3.35)
0
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De manera similar resolviendo la ecuacién diferencial (3.21) para n(t) con la condicién
inicial n(0) = ngy se obtiene que la solucién para la cantidad neta de bonos del pais

esta dada por
n(t) = (no +/ {—Z((:) —(y+ gy)} e_r*cd() et
0

Puesto que la condicién final n(T") = n; debe satisfacerse, se tiene que

T
nie” " T =ny +/ (@ —(y+ gy)> e " CdC. (3.36)
0 g

Esta tltima condicién va a imponer una restriccion adicional sobre la evolucién de
la economia. Para ver esto, se considera la ecuacién (3.21) en la manera siguiente

. Z[o (MK g7 00)] - )
Y O WP ~WOkaTe) o)t

Linealizando alrededor del punto de equilibrio estacionario (l%, q, ﬁ) y sustituyendo

las soluciones estables para k y ¢ dadas en (3.34a) y (3.34b), se obtiene

_ oZ'o, — Zo ~ cZ'c, — 7o . . .
n = {%—yk} (k:—k)—i—[%—yq] (q—@q)+7r"(n—n)
o Zo ~ Z'o Zo ~

- [ Uk_a_;_yk] (ko—/f)@mt‘*'ﬂlcﬂ [Tq_a_zq_yq} (k’o—k‘)emt-i-

+ o (n—ﬁ):A(ko—JE) et 41 (n — 71) (3.37)
donde

A 1 / Z 1 1!
= — {7 =2 ) (o +mC) — o (ye + mC",) | -

Se va a suponer que A > 0.

Al resolver la ecuacién diferencial (3.37) para n(t), dada la condicién inicial n(0) =
ng, se obtiene que la solucion para la cantidad neta de bonos estd dada por

n(t) — {n(ﬁ— (ko — ) (e<m—r*>t_1)+ﬁ(e—r*t_1)] ot

py — 1"
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Dado que la condicién final n(7") = n; debe cumplirse, se tiene que

(ko - k) (=T — 1) 471 (e T — 1),
Escrito de manera equivalente

T.

Nng —

~ A ~ . .
o) e [ (B e e

(3.38)

Con esto, la solucién para n(t) se convierte en

A ~ *
it ~ r*t
n(t) = - <k0—k>e +n+Ye "

Estado Estacionario

El estado estacionario de la economia ahora consiste del siguiente conjunto de rela-
ciones

A
Uy (2,9) = 7X; (3.39D)
R Y
v (i) = —F (k)2 3.39
< ! ( ! ) 5’ (3.39%)
i = 1 (3.39d)
F <kl — (3.39)
F<kl = 74 2Z(5)+ g (3.39¢)
Z(@)+or'n = c(y+gy); (3.39g)
. A - . .
ng—nie "L = o (ko — k:) (1 — elm—r )T) +n (1 —e " T) )
-
(3.39h)

Estas ecuaciones determinan conjuntamente las soluciones de equilibrio en estado
estacionario para z, v, l;:, l ., 4, &, .y A, junto con una accién gubernamental que
asegure que la restriccién presupuestaria del gobierno dada en (3.35) se cumpla. Este
conjunto de ecuaciones presenta cierta analogia con las correspondientes condiciones
en la economia de un bien (2.70a)-(2.70f).

Enseguida se indicara como el modelo de dos bienes puede ser utilizado para estudiar
los efectos que produce el incremento o la imposicién de un arancel.



89

3.1.1. Arancel

Con el equilibrio estacionario obtenido en (3.39a)-(3.39h) se pueden analizar los
efectos producidos por un incremento en la tasa de arancel. Para esto, se deben
tomar las diferenciales a las condiciones antes mencionadas y al resolver el sistema
de ecuaciones se obtendran las expresiones explicitas de este efecto.

El sistema de ecuaciones obtenido es

UQUM% + 02ny% — 0% + Ag—i =0

ny% + Uyy% - Tg—i = A

aFlg—i — /\Fl% + [0°V" + o AFy g—i + o—mkg—f = 0
ﬂk§—£+Fkk2—E =0

—U%jL (Z" — (y + gy) + 771 g—i—l—m’*% = 0

(1 — eiT*T) % + s /i - (e’(’“’r*)T — 1) g—f = 0.

La solucion explicita de este sistema de ecuaciones esta dada por

0x D) F¢ e -

% — D [nyFz (@DZ/Flk + FkkT (1—e T)) + Z'FiyoV" (1 — ¢ T)] ; 0;
J A F . .

% = -5 {UmFlo (¢Z’Flk + FkkTg (1—e T)) +V"Fgoé(1—e" T)] = 0;
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) A
> = D [V”Fkka (1 — e*rT) (Uma —oU,€ — )\)]
A2 F
- E-FI [Fkk ] UUmr ( - G_TT) + ¢Ug;y.Flk:| < 0,
oo oA . FF
E = _6 |:Fkkg (1 —e " T) (U:L‘le + VN) + ¢EEkay:| < Oa
ol ONF.LF)
= S, U <
Ok oA F)
E = D [ Z/ mc - xyg]
O _ A (e fok)
or g —r 1—e T or ’
donde
r*A

Z *
Z'—=>0; ¢= =T 1) > 0; v = UyUy,y — U2, > 0;
o ) ¢ [ — r* (6 ) ’ v vy Ty )

(1—e ) oFuV" [£(0TUsy — Uyy) — UpoT0*Z' + AT + Upyo Z'] +

O ™
Il

l

F
— oFp Tngk (1 — e’TT) + leFlk:| + BT |:2/)nyFlk +

Los resultados obtenidos pueden ser explicados de la siguiente manera:

La cantidad de capital y el trabajo disminuyen en respuesta a un incremento en el
arancel, por lo que la produccién nacional también disminuye. Esto provoca que el
precio relativo del bien nacional aumente, por lo que o disminuye. La disminucion
en la cantidad de capital lleva en el largo plazo a incrementar la cantidad de bonos
comercializables mantenidos en la economia. La imposicién de un arancel sobre el
bien importado inicialmente lleva a sustituir este bien por otros que favorezcan mas
a los consumidores: el bien nacional y el ocio. Como U,, > 0, lo anterior provoca una
disminucién de la utilidad marginal del consumo del bien nacional y por lo tanto del
valor marginal de la riqueza . El consumo nacional presenta dos tipos de efectos:
de sustitucion y de riqueza, por lo que el efecto global depende de las influencias
que tenga cada uno de ellos. El efecto sustitucién es claro, pues es simplemente
reemplazar y por z. El efecto riqueza es ambiguo, pues mientras que la reduccion en
la produccion nacional, causada por el incremento en la tasa de arancel, reduce el
ingreso nacional, la reduccion en el precio relativo o aumenta el ingreso en términos
reales. El efecto neto depende de cual de estos efectos domine.

L BN (1 — )| > 0.
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La respuesta dinamica de la economia a la imposicion o al incremento de un arancel
es ilustrado en la Figura 6 y se construye de manera idéntica a la Figura 1.

k' k, k

Z

B. Acumulacion de Activos extranjeros

Figura 6.

Para este caso, la linea X X describe la direccién estable del punto silla que pasa por

el punto estacionario </~c, fj) y estd dada por

01 = e (k=) = p (I (1 )

T —

Mientras ningiin cambio futuro sea anticipado, la economia debera permanecer sobre
el lugar geométrico estable X X. Con ky siendo predeterminado, el salto inicial en
¢(0) seguido de un incremento permanente en la tasa de arancel es, dada (3.34b)
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dQ(O) - //d];:

Como en el largo plazo, la cantidad de capital disminuye en respuesta a un incremento
en la tasa de arancel, esto provoca una disminucion en el corto plazo del precio del
capital, lo cual la vez lleva a disminuir la tasa de inversion.

La dindmica que se sigue con este incremento inesperado en 7 es ilustrado en la
Figura 6. En la parte A de esta figura se describe el ajuste en ¢ y k, y la parte
B describe la evolucién de la cantidad de bonos comercializables. Suponga que la
economia empieza en un equilibrio estacionario en el punto P sobre la linea estable
X X y que se incrementa la tasa de arancel 7. Por lo obtenido en (3.40), se puede ver
que en el corto plazo, ¢ disminuye del punto P al punto A sobre la nueva linea estable
X'X" y provoca que el capital empiece a disminuir y en el largo plazo, la economia
se coloca en el nuevo punto de equilibrio (), con una menor cantidad de capital de
equilibrio &' y con el mismo valor estacionario en el precio de capital ¢ = 1.

En un principio, para la relacion entre n y k, la economia estd en el punto L sobre la
linea ZZ, que tiene pendiente negativa. Al incrementar la tasa de arancel, la relacion
entre la cantidad neta de bonos con la cantidad de capital se mantiene sin cambios,
esto es la linea ZZ permanece fija. El movimiento entre los puntos A y @) de la
Figura 6.A corresponde al movimiento entre los puntos L y M en la Figura 6.B, de
lo cual se puede ver que el incremento en la tasa de arancel provoca aumento de la
cantidad neta de bonos.

Las respuestas iniciales para las otras variables son

dl(0) ol dLOX | 9l dq(0)

dr  Or o Or  9q Or <0 340

Obsérvese que estas variables consisten de dos canales de influencia. Primero estan los

. : . : 0
efectos directos que consisten de las derivadas parciales tales como 9 En segundo
T
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lugar los efectos indirectos que operan mediante saltos inducidos en A y ¢. Estos
efectos pueden o no trabajar en la misma direccién.

En el caso del trabajo, por ejemplo, el efecto directo de un aumento en la tasa de
arancel es contraccionario, es decir, negativo. Esto se acentia por el hecho que es-
to genera una reduccion en el precio del capital. Al mismo tiempo, la caida en el
valor marginal de la riqueza tiene otros impactos sobre el empleo, que por lo que
ya discutimos anteriormente, la direccién este efecto no es del todo clara. Sin em-
bargo, podemos ver que el efecto contraccionario domina, asi que, la imposicién de
un arancel reduce el trabajo en el corto plazo. Para ver esto, considere el impacto
sobre la condicién (3.16). Por (3.40), se ve que el efecto de un arancel inmediata-
mente provoca que ¢ disminuya. Después de su caida, ¢ inmediatamente empieza a

dg(0
aumentar, en otras palabras zl( ) > (. De la expresion (3.34b) se puede ver que
. T
7 < 0, es decir, el capital empieza a disminuir. Como ¢ = oik + 0,¢, por lo
-

< 0. Dadas

da(0)
dr

anterior y recordando que o, > 0y o, < 0, se puede ver que

o
estas respuestas (r + —) q < F}, por lo que para que se mantenga la igualdad, el
o

producto marginal del capital debe disminuir instantdaneamente. Como la cantidad
inicial de capital estd predeterminado, la inica manera de lograr la igualdad es que
el empleo caiga inmediatamente.

Los modelos con un solo sector de produccion son limitados para analizar el impacto
completo de cambios estructurales y politicos en un ambiente internacional. Los
modelos antes mencionados no capturan una de las principales caracteristicas de una
economia internacional, el hecho de que las actividades del comercio internacional
afectan diversas partes de la economia de manera diferente. Por ejemplo, si en el pais
hay un descubrimiento de recursos naturales tales como yacimientos de petroleo,
habréa grandes cambios en la distribucién de la riqueza del pais; otro ejemplo es
que la imposicion de un arancel sobre las importaciones de un pais cambiard los
términos de intercambio del pais y esto tendra consecuencias en todas partes de la
economia. Sin embargo, dichos cambios no podrian ser analizados con el modelo de
una economia que sélo posee un sector de produccién, por lo que para analizar este
tipo de situaciones se va a extender el modelo basico de un bien para incluir un
segundo factor de produccién.



3.2. Modelo de una Economia Dependiente con 2
sectores

Se empezara por desarrollar el modelo de una economia dependiente con dos sec-
tores de produccion de una pequena economia abierta. Por economia dependiente
se entendera una economia que toma el precio del bien comercializable del mercado
mundial, pero que también produce un bien no comercializable para uso local.

Un bien es no comercializable cuando sélo puede consumirse dentro de la economia
que lo produce; no pueden importarse ni exportarse, es decir, no estan sujetos al
comercio internacional. Algunos ejemplos de este tipo de bienes son el transporte
interno, servicios de arrendamiento de viviendas, alimentos perecederos, como la
leche, papas a la francesa, etcétera.

La produccién de los dos bienes requiere de dos factores de produccion, capital y
trabajo. Este modelo estd interesado en la asignacion estatica de estos recursos,
éstas decisiones estan involucradas dentro de un proceso dindmico de acumulacion
de capital.

Después se utilizara este modelo para analizar los cambios que presenta la economia
al sufrir un impacto en la demanda, especificamente esto se hard mediante el gasto
del gobierno.

Agente Representativo

En este modelo se considera que el agente representativo posee una oferta de trabajo
fija (normalizada a uno), la cual vende a un sueldo competitivo y acumula capital
para alquilar a una determinada tasa competitiva de renta. El agente representativo
produce un bien comercializable T, usando una cantidad de capital K y trabajo L,
por medio de una Funcién Neoclasica de Produccién F(Krp, Lr) con rendimientos
constantes a escala.

Una funcién de producciéon muestra rendimientos constantes a escala si un aumento
de todos los factores de produccion en el mismo porcentaje provoca un incremento de
la produccién del mismo porcentaje, por ejemplo, con una funcién de produccion con
esta caracteristica, obtenemos un 10 % mads de produccién cuando incrementamos en
un 10 % tanto el capital como el trabajo. En términos matemadticos, una funcién de
produccién tiene rendimientos constantes a escala si

F(CYKT, OéLT) = OéF(KT, LT>7
para cualquier nimero positivo a.

El agente también produce un bien no comercializable N, usando una cantidad
de capital Ky y de trabajo Ly por medio de una segunda funciéon de produc-
cion H(Ky, Ly) que posee las mismas propiedades que la funcién de produccién
F(Kr, Lt).
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Se asume que el bien comercializable es usado tnicamente para consumo y el no
comercializable puede ser usado tanto para el consumo como para la inversién. Si se
asumiera que el bien comercializable es usado también para la inversién, entonces la
cantidad de capital puede aumentar en cualquier instante simplemente cambiando
bonos extranjeros por capital.

En este caso, el agente tiene dos opciones hacia las cuales puede dirigir su consumo
y produccion, el bien comercializable y el no comercializable. Como se ha hecho en
modelo anteriores, se asume que el agente acumula bonos extranjeros que pagan una
tasa de interés r, es sujeto de recaudacién de impuestos y puede realizar inversiéon 1.
Con lo anterior, la restriccion presupuestaria intertemporal de agente representativo
expresada en términos del bien comercializable esta dada por

b = F(Krp, L)+ pH(Ky, Ly) — Cp — pCx — pl — T +1b, (3.45)

donde

C7 = consumo del bien comercializable,
C'ny = consumo del bien no comercializable,
T = recaudacion de impuestos,

p = precio relativo del bien no comercializable en términos del bien comercializable
(tipo de cambio real).

Por simplicidad se supone que el agente acumula capital que no se deprecia, por lo
que la restriccién sobre la acumulacion de capital es

K = I (3.46)

La manera en la que el agente asigna su trabajo y la cantidad de capital entre los
dos sectores esté restringida por

Kr+ Ky = K, (3.47)
Lr+Ly = 1.

En este modelo, la utilidad del agente depende tinicamente de sus niveles de consumo
de ambos bienes.

El problema del agente es tomar las decisiones de sus niveles de consumo, Cr y Cy,
la asignacion de su trabajo, L7 y Ly, su tasa de inversion I, su tasa de acumulacién
de bonos comercializables b y la asignacién de su capital K7 y Ky, de manera que
su nivel presente de bienestar acumulado en el periodo de tiempo [tg, ¢;] sea méximo,
esto es, desea maximizar
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t1
J(‘T07 u) = / U (OT7 CN) e_ﬂtdt7

to

sobre el conjunto de funciones diferenciables u : [to,t1] — R* y x : [to, t1] — R3,
con condicién inicial z(ty) = (b, Kn,, Kr1,) y condicién final z(t;) = (b1, Kn,, K1,).
Sujeto a las restricciones presupuestarias (3.45) y (3.46).

La funcion de utilidad instantdnea se asume que es concava y los dos bienes se asume
que son normales, es decir, la demanda de estos bienes aumenta cuando aumenta la
riqueza del agente (y disminuye cuando aumenta el valor marginal de la riqueza).

Para resolver este problema se asume que el tiempo inicial t5 = 0 y el tiempo final
ty =T, con T > 0 fijo.

El vector de variables de estado es x(t) = (b, Ky, Kr), con la condicién inicial
z(0) = (29,29,23) = (b, Kn,, K1,) v la condicién final y z(T) = (z,x3,23) =
(bla KN17 KTl)'

Para expresar el problema en forma estandar se va a definir un control auxiliar, de
manera que K7 = p, por lo que el vector de controles es u(t) = (Cr,Cn, Ly, I, 1) y
se denota u(0) = (Cr,, Cny, Ly, Lo, o) v w(T) = (Cry, Cnyy Ly, Iy ).

Se convierte a un problema de Mayer como en (1.6) por lo que se define

zy(t) = /t U(Crp,Cn)e™d¢, con 24(0) = 0.

to

La funcién ¢ : R x R x R* x R® — R!Y tomando en cuenta que las propiedades
dadas en (1.3) se deben cumplir, se define de la siguiente manera

T
¢(6) — _lela tl - T7 tO? bO - m?a KNO - xga KTO - mga ‘7’27 bl - .T%,
KNl - :L‘%, KT1 - J}é

La funcién F : R x R* x R® — R* es la siguiente

Z:) F(Kr,Lr) +pH(Kyn,1 = L) = Cpr —pCyn —pIl =T +71b
F(t,x,u) = By | I=n

Kr H

lel U(CT, CN)efﬁt

Por el Principio de Pontryagin se debe hallar P(t) € R* definida en el intervalo
[to,tl], /\1 . [to,tl] — R y )\(t) : [to,tl] — Rg, con A = ()\17)\@)) §£ (070) tal que
cada condicién del Teorema 1.1 se cumpla.
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Por la condicién (1.7a) se debe cumplir

r PHKN FKT
i ) i ) 0 0 0
[ Pit) Pa(t) Ps(t) Pa(t) | ==[ P(t) Ra(t) Bs(t) P(t) ] |, 0
0 0 0
Esto es,
Pi(t) —Py(t)r; (3.48a)
Py(t) = —Pi(t)pHky; (3.48Db)
Py(t) = 0. (3.48d)
Por la parte (1.7¢) se tiene que cumplir que
0 0 0 0]
0 0 0 0
0 0 0 0
-1 0 0 0
0O -1 0 0
[ Pl(t0> Pg(t0> Pg(t(]) P4(t0) } = - [ >\1 )‘10 } 0 0 -1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0]
Esto implica que
Pi(to) = s (3.49a)
Py(to) = As; (3.49b)
P3(to) = Xe; (3.49¢)
Pi(ty) = —\r. (3.49d)
De la condicién (1.7d) se debe cumplir
[0 0 0 —1]
0O 0 0 0
Pi(t)) Po(t)) Ps(t)) Pi(t) ] =[ A A Lo
[ Pi(ty) Pa(t) Ps(ty) Pau(t) | =[N\ 10 ] 10 0 o0
0O -1 0 0
i 0O 0 -1 0 |

o O OO
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Esto implica que

Pi(t) —Ag; (3.50a)
Py(t) = —Ag; (3.50b)
Pi(t1) = —Aw; (3.50¢)
Pit) = —M\ (3.50d)

De la parte (1.7e) se obtiene

[ F(K’;O7 L’?o) _'_pH(K]*\707 1 - L’}Q) - 03:0_ |
—pCy, —ply — T + 10

[ Pi(to) Pa(to) Ps(to) Palto) ]

1o — 1o
140
L U(C}()?C?;/vo) _
o
0
=[N oo x| L] =N
-~ O -

Por las condiciones (3.49a)-(3.49d) y lo anterior se tiene que

H(tg, QT*(to), U*(to)) = )\4 [F(K;:o’ L;«O) + pH(K;,O, L}k\fo) - C}O - pC}i,O — p[g - T+ ’I“b(ﬂ
+ sl — 1) + Aoty — AU (G5, Ciy) = D (351)
De la condicién (1.7f) se obtiene
[ F(K’}ﬁ’ L;ﬁ) +pH<K]>§717 1 - L;ﬁ) - C’;l_ |
—pCx, —plf =T +1b}
[ Pi(t1) Po(t1) Ps(t) Pu(th) |

Iy = pi
1y
L U(O’;l? C’R/vl)e_ﬁtl .
o
1
=—[AM ... Mo | 0] =N
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De las condiciones (3.50a)-(3.50d) y lo anterior se obtiene la siguiente relacion

—H(ty, 2" (t),u* () = s [F(K3,, Ly,) +pH(Ky,, Ly,) — Cf, —pCx, —pIy = T +rbi]

+ Ao [I7 — ]+ Mopf + MU(Cyy, Cx e = s,

Resolviendo la ecuacion diferencial dada en (3.48a) considerando la condicién inicial
(3.49a) se obtiene que la solucién para P;(t) es

Pl(t> = )\467”, (353)

por la condicién (3.50a) se tiene que

M(t)e ™ = —)s. (3.54)

Sustituyendo la solucién para P;(t) dada en (3.53) en la ecuacién diferencial (3.48b)
se obtiene que la solucién para Py(t) es

PQ(If) = )\567”,

y por las condiciones (3.49b) y (3.50b) obtenemos las siguientes relaciones

)\4(t0)pHKN = )\5’/“; (355)
/\5(t1)€_rt1 = —Ag. (356)

Sustituyendo la solucién de P;(t) dada en (3.53) en (3.48c) se obtiene que la solucién
para Ps estd dada por

P3(t> = )\66_”,
mientras que por las condiciones (3.49¢) y (3.50c) se tienen que cumplir las siguientes

relaciones

)\4<tO)FKT = )\67"; (357)
)\6(151)677"1‘,1 = —)\10. (358)

De la ecuacién diferencial (3.48d) se tiene que Py(t) debe ser constante y por las
condiciones dadas en (3.49d) y (3.50d) se obtiene que

Pit) = =\ = —)g. (3.59)

(3.52)
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Afirmacién 3.2.1. A, y M\ (f) deben ser distintos de cero para obtener las condi-
ciones de optimizacién del problema.

Demostracion: Suponga que ambos valores son iguales a cero. Con \; = 0 se tiene de
inmediato por (3.59) que A; = 0, por otro lado, con A\y = 0 y por la relaciones (3.54),
(3.55) y (3.57) se tiene que A\g = 0, Ay = 0y A¢ = 0, ésto y las relaciones (3.56)
y (3.58) implican que Ag y A1 son cero. Por tltimo, combinando todo lo anterior
con las relaciones (3.51) y (3.52) tenemos que A3 y A son cero, lo cual implica que
A = 0, lo cual no es de utilidad para encontrar la optimizaciéon del problema, pues
no se cumple una de las condiciones establecidas en el Principio de Pontryagin.

Por la afirmacién anterior, se puede suponer, por simplicidad que \; = —1, por lo
que el vector P(t) estd dado por

P(t)=[ Me™™, Xse™™, Xge™™, 1 ]T.

El Hamiltoniano del sistema es

H(t,x,u) = Me " [F(Kr, Lr) + pH(Ky,1— Lr) — Op — pCy — pI — T + 78] +
+ Ase "I — p] + dee "+ e PU(Cp, C),
donde

A4 representa el valor marginal de la riqueza que se tiene en la forma de bonos
comercializables extranjeros.

A5 representa el valor marginal de la cantidad de capital utilizado para la produccién
del bien no comercializable.

Ag representa el valor marginal de la cantidad de capital utilizado para la produccién
del bien comercializable.

Estos valores estan expresados en términos reales por medio del bien comercializable.

Lo que resta es buscar las condiciones para que (1.8) se cumpla, es decir, se debe
encontrar

méx H(t,z*,u) = e " [F(K;, Lr)+pH(Ky,1— L) — Cr —pCx —pl — T +1b*] +

uelU

+ )\5€_Tt [I — ,U] + )\6€_Tt,u + e—ﬁt(](ch’ CN)

Por lo anterior se tiene que las condiciones de optimizacién del problema son
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e e, = 0;
—Mape "+ e‘ﬁtUcN = 0;
)\4e’”FLT — Me’”pHLN =0;
e " 4 Ase = 0;
—Xse " dge = 0.

Como ya se ha hecho en secciones anteriores, § = r, por lo que las condiciones de

optimizacién se transforman en

Ucy Ad;
Uoy = ap;
Fr, = pHpy;
p = )\—4,
As = X

Las ecuaciones (3.60a) y (3.60b) son las usuales condiciones de optimizacién que
igualan la utilidad marginal del consumo con el valor marginal de la riqueza, apropi-
adamente medido en términos del bien comercializable. La condicién (3.60c) deter-
mina la manera de asignar del trabajo entre ambos sectores, ésta iguala el producto
marginal del trabajo en el sector comercializable y no comercializable. La condicién
(3.60d) afirma que el tipo de cambio real es igual al valor marginal de la cantidad
de capital dividido por el valor marginal de la riqueza. La ecuacion (3.60e) iguala el
valor marginal de ambos tipos de capital.

La matriz Hessiana del Hamiltoniano del sistema H (¢, z, u), estd dada por

Ucror

Ucyor
h = 0
0
0

Ucyer 0

UCNCN 0
0 M (Frppy —pHp,ny)
0 0
0 0

o O O O O

O OO OO

Como las condiciones de optimizacion producen un maximo, por la matriz Hessiana
se tiene que las siguientes condiciones se cumplen
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UCTCTUCNCN - Ug’TCN >0,
M (Frony —pHppn,) <O0.

De la ecuacién diferencial dada en (3.48a) se obtiene que
A = 0.
Esto implica que Ay = A es constante.

De la ecuacién diferencial (3.48b), una vez que se conoce Py(t) se obtiene que

).\5 — )\57“ = —)\4pHKN.

Como Ay = A es constante y por la condicién de optimizacién (3.60d), la ecuacién
anterior se transforma en

p—pr = —pHg,. (3.61)

Equivalentemente,

P yme, = (3.62)
p

Esta ecuacién iguala la tasa de retorno sobre los bonos comercializables a la tasa de
retorno instantanea sobre el capital no comercializable, la cual consiste del producto
marginal fisico méas la tasa de capital ganada.

Por (3.48¢) una vez que se conoce a la solucién para Ps(t) se obtiene que

)‘\6 - )\67” = _/\4FKT'
Recordando las condiciones de optimizacién (3.60e) y (3.60d), la ecuacién anterior
se transforma en
p—pr = —Frkyp. (3.63)

Observando (3.61) y (3.63) tenemos que

Fr, = pHg,.

T
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La ecuacion anterior es la condicion de optimizacién del problema en la que se de-
termina la manera de asignar el capital. Esta ecuacién iguala el producto marginal
del capital en ambos sectores de produccién. Notese que esta condicion y la dada
en (3.60c) estan basadas sobre la suposicién de que ambos factores de produccién
pueden ser utilizados tanto en el sector comercializable como en el no comercializable.

Gobierno
El gobierno en este modelo juega un papel muy simple. El gasto que realiza de
los bienes comercializable y no comercializable, es financiado unicamente por los
impuestos que recauda, esto es

GT —|—pGN = T, (364)
donde
Gr = gasto gubernamental sobre el bien comercializable y
G'n = gasto gubernamental sobre el bien no comercializable.

Por simplicidad, se asume que el gasto del gobierno no devuelve ninguna utilidad.

Equilibrio Macroeconémico

Por cuestiones analiticas es mas conveniente trabajar en términos de la razén capital-
trabajo, pues permite usar el hecho de que las funciones de produccion presentan
retornos constantes a escala. Para ello, se define la razon capital-trabajo en los sec-
tores del bien comercializable y no comercializable respectivamente como

Con las definiciones anteriores, las funciones de producciéon pueden ser expresadas
en su forma intensiva como

F(Kr,Ly) = F(krLy,L7) = f(kr)Lr,
H(Ky,Ly) = H(kyLy,Ly)=h(ky)Ly.

Enseguida se observard como varian las condiciones de optimizacion con este cambio
en las funciones de produccion. Nétese que
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O[F (Kr,Lt)] _ Fr kr+Fp, = fkr+Fp,. = f,
dL
H(Ky,L
J| (aLN, )] = Hgyky+Hp, =WNky+ Hp, =h.
N

Por lo anterior y la condicién £y, = pHp,, se puede ver que la condicién de opti-
mizacién (3.60c) se transforma en

f(kr) = kpf'(kr) = plh(ky) — knh'(ky)] .-

Por las definiciones (3.65) y la restriccion Kr + Ky = K, se obtiene que (3.47) se
convierte en

Lrky + Lyky =K.

Esta ecuacion describe la relacion de asignacion del capital entre los sectores en
términos per capita.

Con todo lo anterior, el equilibrio macroeconémico puede ser resumido a través del
siguiente conjunto de relaciones

Us, = X (3.664)
Uow = A\p; (3.66b)
f'(kr) = ph'(kn); (3.66¢)
f(kr) — f'(kr)kr = p[h(kn) — knh'(En)] (3.66d)
Lekr + Lyky = K; (3.66¢)

p = plr—"n(ky)]. (3.66f)

Se hard la suposicién que la tasa de inversion esta dada por

I = LNh(k?N) - CN — GN. (367)
Con esto y la restriccién presupuestaria del gobierno dada en (3.64), las restricciones

presupuestarias (3.46) y (3.45) se convierten en

K = LNh (k’N) — ON — GN; (368&)
b = Lof (k) —Cp—Gp+rb. (3.68b)
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Dado que el bien no comercializable es puede ser usado tanto para el consumo como
para la inversién, entonces la condicién (3.67) indica que cualquier exceso en la
producciéon del bien no comercializable sobre el consumo privado y del gobierno
de este bien, es acumulado como capital (no comercializable). La ecuacién (3.68b)
describe la cuenta corriente de la economia, e indica que la tasa de acumulacién
de bonos comercializables extranjeros debe ser igual al exceso de oferta del bien
comercializable sobre el consumo nacional de este bien més el interés ganado por la
posesién de bonos extranjeros.

Las ecuaciones (3.66a)-(3.66¢) definen el siguiente equilibrio de corto plazo.

Primero, las ecuaciones (3.66a) y (3.66b) pueden ser resueltas para el nivel de con-
sumo de ambos bienes como sigue

< oCT oCT
Cr = Cr ()\,p) , W < 0, 8_p ; 0, (369&)
< 0Cy dCy
Cy = Cy(Np), —<0, —<0. 3.69b
N ¥ (Ap) Y ap (3.69D)

Para ver esto, primero se toman diferenciales a las condiciones de optimizacién
(3.66a) y (3.66b), de lo que se obtiene los siguientes sistemas de ecuaciones

oCr 0Cy
— - =1 .
Ucror B + Ucyor 2 (3.70)
0CT oICn
) S
oCr 0Cy
U — 4+ U, — =0 3.71
CrCr op + Ucyer p ) ( )
0CT 0CN -
U —+ U, — = A
CNCr o + Ucyen o
0 0
Al resolver el sistema (3.70) para % y % y el sistema (3.71) para % y %

se obtiene que las soluciones estan dadas por
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oC 1

8_; = E(UCNCN — Ucyerp) <0,
oC 1

8—/—\N = 6(pUCTCT —Ucyey) <0,
oC 1 -

a—pT = —gUovord 20,

oC 1 -

8—; = EUCTCT)\ < 0,

donde ® = UeyonUcror — Ué e, > 0.

Obsérvese que las derivadas parciales con respecto a A reflejan la suposicién de que
ambos bienes son normales.

Ahora si se supone que kr, ky, L7 v Ly dependen de p y, ademas que las dos ultimas
variables también dependen de K, es decir,

kT = kT(p)a kN:kN(p)7 (372)
LT - LT(K7p)7 LN:LN<K7p)7

entonces se puede observar su comportamiento. Para esto, al tomar diferenciales al
bloque de condiciones (3.66¢)-(3.66¢) y a la ecuacién Ly + Ly = 1, se obtienen los
sistemas de ecuaciones

'Ky — [k, = —I (3.73)

Pk 'Ky — ekl = h— kyh'
oL oL

Lykly + Lrkl, + kp apT+kN apN =0

OLr OLy

=L =N .

op + Op ’
)R]
Sk + S ky = 1 (3.74)

Ly 0Ly _

oK T oK
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Al resolver el sistema (3.73) para ky, k7,

oL
Y OK

estan dadas por

OLr oLy
op Y dp

[k — kn)’
f .
th//(kN _ kT)7
1 Lrh  Lyf]
(k?T _ kN)2 [ f// + p2h//:| 07
1 Lrh  Lyf
— 0:
(kT _ kN)Z |: f// + th//:| ’
1 .
kr — kn'
1
kn — kp’

y el sistema (3.74)

0Ly
r —_—
P 5K

Y v recordando las condiciones (3.66¢) y (3.66d), se obtiene que las soluciones

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

Note que los signos de algunas de las soluciones dependen del sector en el que el
capital sea més intenso.

Ahora, sustituyendo (3.72) en las funciones de produccién, se puede resolver para la
produccién del bien comercializable y no comercializable de la siguiente manera

Yr
Yy

Yr(K,p) = F [Kr(p), Lr(K,p)] = f [kr(p)] L7 (K, p),
Yn(K,p) = H [Kn(p), Ln(K,p)] = h[kn(p)] Ly (K, p).

Al tomar diferenciales a las funciones de produccion del bien comercializable y no
comercializable, sustituyendo las soluciones obtenidas anteriormente y simplifican-
do estas expresiones recordando las condiciones de optimizacion (3.66¢)-(3.66d), se

obtiene que
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in — faLT:: f

oK oK kr — ky'

Oy _ 0Ly __h

oK oK kny — ko'

8YT 111 8LT 1 LNf2 LTth

— = koL = 0;
o I = Ty [p%" | =0
oY o OLn 1 Lnf?  Loh?

Ip NN T T ey — ) [p?’h” M

De las ultimas dos soluciones podemos ver que un aumento en el precio relativo del
bien no comercializable, p, atraera recursos del sector comercializable hacia el no
comercializable, causando que la produccion de este sector aumente a expensas de
la produccién del bien comercializable.

Con las expresiones anteriores y las ecuaciones (3.66¢) y (3.66d), se pueden establecer
las siguientes relaciones, las cuales van a ser utilidad para derivar la relacién de
acumulacion de activos extranjeros.

oYr Yn f - ph ka/ - pk;Nh’ /
ok Por Ty ey ey e (3.81)
e, e 1 [Laft | Lok
ap  Pop T Uk —kn2 |2 g7
D Lyf? Lrh?
- _o 82
(b — o )? lp%” Tz (382)

La evolucién del sistema es determinada sustituyendo el equilibrio corto plazo en las
ecuaciones dindmicas. Al sustituir las soluciones para Cr, C, kr, ky v Lt en (3.66f)
y (3.68a), estas dos ecuaciones van a describir la evolucién de la dindmica del tipo
de cambio real p y del capital K. Posteriormente, al sustituir las soluciones estables
para p y K en (3.68b) se obtendra la evolucién de la demanda de la economia con
el resto del mundo, es decir, la dinamica de la cuenta corriente de la economia.
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Equilibrio Dindmico

Considere las ecuaciones (3.66f) y (3.68a) reescritas como

po= plr="Mknp)], (3.83)
K = Ly(K,p)h[kn(p)] = Cn(A,p) — Gn.

Ahora se va a linealizar el sistema anterior alrededor del punto de equilibrio esta-

cionario (]5, K ) , para analizar su comportamiento. Para simplificar el resultado de la

oL Y,

E)_lév y 8_]])\[ obtenidas con ante-
rioridad. Ademaés tomando en cuenta las condiciones (3.66¢) y (3.66d) y, recordando
que alrededor del punto de equilibrio estacionario se cumple que h' = r.

linealizacién, se sustituiran las soluciones para k'y,

R L R e e L R P e ]
. 8LN ~ 0LN / / 8CN ~
K = ha_K(K_K)+|:ha_p+hLNkN_a—p:| (p_p)
h ~ oYy 0Cy -
= ks <K‘K>+[a—p‘a—p} e .

Escribiendo lo anterior en la forma matricial

2]l ][ en]

donde
f h 0Yn Yy 0Cy -0
a1 = ————; Qg = = Qg = —— — —— .
Yop (kr — kn)’ 2" ky—kp  OK’ T op Op
El determinante de la matriz de coeficientes es negativo, independientemente de
las intensidades de capital kr y ky, pues D = ——————= <0, lo cual quiere
p(kr — k)

decir que el equilibrio es un punto silla y los valores caracteristicos de la matriz de
coeficientes son reales y de signos opuestos, se denotaran dichos valores por u; <
0< 2.

El polinomio caracteristico es P(u) = (a11 — ) (aa — p). Ahora se va a encontrar el
vector caracteristico asociado a 1, cuyos elementos son una solucion no trivial de la
ecuacion

a1 (p —p) + (az — p1) (K—K) = 0.



110

Se tomara

i)
|
=
Il
|
N
)
N
Q
SR
=
=
N———

Como la condicién inicial K(0) = K, estd dada, la solucién estable del sistema (3.83)
es de la forma

K(t) = K+ (KO - K) ert, (3.85)
pt)—p = — <“22a—2_1“1) <K - f() . (3.86)

El comportamiento dinamico de la economia depende crucialmente de las intensi-
dades del capital, por lo que los casos kr > ky v ky > kr, necesitan ser analizados
por separado.

Caso (I) kr > ky, esto quiere decir que la intensidad de capital en el sector del
bien comercializable excede a la del sector del bien no comercializable. Esto
implica que p; = ag < 0, uo = a;; > 0, por lo que las soluciones estables
para la cantidad de capital K y el precio relativo p dadas en (3.85)y (3.86) se
convierten en

Kit) = K+ <K0 - K) eot, (3.87)
p(t) = b

En este caso, el precio relativo del bien no comercializable permanece en su
valor de equilibrio estacionario durante la evolucién dindmica de la economia.
Se va a construir un diagrama de fase asociado para este caso, dicho diagrama
es ilustrado en la Figura 7.A. La linea horizontal LL corresponde a la isoclina
p = 0, mientras que la isoclina K = 0 es ilustrada por la linea MM, la cual
por (3.84) tiene pendiente positiva dada por

d
(_p) _ 2y
dK K=0 a921



P
M -
K=0
L - J L
p=0
M
R X
M
L L
p=0
A K=0
Figura 7.

Caso (II) ky > kr. En este caso el sector no comercializable es de capital més

intenso; esto implica que p; = a1 < 0, o = age > 0, por lo que las soluciones
estables para la cantidad de capital K y el precio relativo p, estan dadas por

K({t) = K+ <K0 - K) et

() 0)

Para esta situacion, el diagrama de fase es ilustrado en la Figura 7.B. La direc-
cion estable del punto silla corresponde a la linea X X, la cual tiene pendiente

negativa dada por
aso — a
B ( 22 11) <0
Q21

(3.88)
p(t) —p

dp - _
K

111
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La isoclina p = 0 nuevamente corresponde a la linea horizontal LL, mientras
que la isoclina K = 0 es ilustrada por la linea M M, pero ahora tiene pen-
a (90 — @
diente negativa, y dado que _2 s (M , la linea M M estéd menos

a21 a21
inclinada que la linea X X.

Acumulacién de Activo Extranjero, Inversion y Ahorro

Para determinar la acumulacién de bonos extranjeros, vamos a considerar (3.68b)
expresada en términos de p y K y se aplicara un procedimiento que ya ha sido
utilizado en modelos anteriores.

b="Yr (K,p) — Cr (\,p) — Gr +7b.

Linealizando esta ecuacién alrededor del punto de equilibrio estacionario (l;;, l~)> se

obtiene

A s A MG G

Por (3.86), la pendiente a lo largo de la trayectoria estable esta dada por

dY,
@ o _Cl22—,u1__a_fgv_,u1 <0
dK N a S oW 9Oy =
XX 21 op ap

Ya se ha visto que esta pendiente puede ser negativa o cero, dependiendo de las
intensidades de capital de los sectores de produccion. Sumando y restando el término

oC d
p—N b , la ecuacion linealizada de la acumulacién de bonos puede ser escrita
op \dK )
como

-

8YT 8YT 80N dp 80 dp ~ ~
e+ (o 5 (k) o~ (5) (k) ) (= 8) = 0-9),

(3.89)
9C _ oCr  9Cy

donde — = —— + p—— < 0. Ahora, se simplificard un poco una parte de la expre-
op  Op dp

sién anterior. Recordando (1) la definicién de (;l_[p(

en (3.81) y (3.82) y (3) que en la vecindad del punto de equilibrio, f'(kr) = pr,

) , (2) las relaciones obtenidas
XX
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Np (e SOON) (dp
0K ap  Pop J\dK )

__[oVe (0Yy  OCy Yy _OCx Yy

- @_W((c’?p - 3p)+<3p oy ap)(_af(ﬂhﬂ

o [0veovy  o¥roYy 90y (Ve OV 0y Yy
~ Y\orx ap  op ok op \ok Tox ) M \Pap T op
o[ (0¥ VWY _ 00 (O 0k

~ 7 op \ox "ok ap  MP\Tap T Tap

[ {avn 0Cy\] .

= @_(f Mﬂ?) (8_]9 8—p)} =p(r—i),

_[(9Yx OOy
donde © = ( o p ) .

Por lo anterior y sustituyendo la solucién estable para la cantidad de capital dada
en (3.85), se tiene que (3.89) se simplifica a la siguiente expresion

b = [ﬁ(r—ul)— (%) (j—;)”} (Ko—f() emt+r(b—13).

Resolviendo esta ultima ecuacion diferencial se obtiene que la solucién para la can-
tidad de bonos comercializables b(t), dada la condicién inicial b(0) = by, estd dada
por

0 = oo () 2, J - ]

(3.90)

Como la condicién final b(T') = by debe cumplirse, se tiene lo siguiente

—rT 7 (,—rT _ I 1 @ d_p K (p=r)T _
e = botd (e 1) {p—l— (#1 - 7“) dp (dK)XX:| <K0 K> (6 1) '

(3.91)

Esta ecuacién describe la condicién de solvencia intertemporal de la economia. Con
esta tltima ecuacién y con la solucién de los bonos dada en (3.90), se puede ver que
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b(t) ~ b {m (ull_ r) % (j—g) XX] (K(t) - K> . (3.92)

Obsérvese que esta condicién tiene la misma forma que en modelo de acumulacién
fisica de capital, ver (2.74), en este caso se tiene que

Sl ) (),
=T P pp—r) Op \dK XX'

Con esto se puede ver que el efecto instantaneo de un incremento en la cantidad de
capital sobre la cuenta corriente puede operar a través de dos canales, ya sea directa
o indirectamente por medio del tipo de cambio real p.

Si kr > ky, como ya vio en este caso p permanece constante en todo momento, por
lo que sélo el efecto directo opera en esta situacién. Por (3.92) tenemos que

b(t) ~ —pK(2).

Esto implica que una desacumulacién de la cantidad de capital es acompanado por
una acumulacién de la cantidad de bonos extranjeros. Recordando que b describe
la evolucion de la cuenta corriente y que ésta es igual al ahorro nacional menos la
inversion nacional. Como p permanece fija todo el tiempo, esto implica una tasa de
ahorro igual a cero. No hay correlacion entre la tasa de inversion y el ahorro.

Si kx > ky, ademés del efecto antes mencionado, el cual ain genera la misma
relacién negativa entre K y b, también opera el efecto indirecto, el cual refleja el
valor capitalizado del ahorro, como

1 oC (d
(=) i)
pi—r1) Op \dK ]
se puede ver que en este caso no hay una relacién clara entre K v b, pues como el

efecto directo y el indirecto operan en direcciones distintas, la relaciéon dependera del
efecto que domine.

Estado Estacionario

El equilibrio estacionario de la economfia, alcanzado donde K = p = b= 0, esta de-
scrito por el siguiente conjunto de relaciones
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f(ke) = B (k) = rps (3.930)

[ (kr) = 7 (kr) b = 5 |n (k) = kwt! (Bv)]: (3.930)
(1=Lr)h (k) = Cy =Gy = 0 )
Lrf (k:T) —Cr—Grtrb = 0, (3.93d)

donde las tildes denotan los valores de equilibrio estacionario.

La ecuacién (3.93a) afirma que los valores a largo plazo del producto marginal de
capital en ambos sectores deben ser iguales a la tasa de interés mundial exégena. La
condicién (3.93c) dice que la produccién del bien no comercializable debe ser igual a
la demanda nacional de dicho bien. La condicién (3.93d) indica que en el largo plazo
el saldo de la cuenta corriente debe ser cero.

El equilibrio de estado estacionario puede ser determinado de la siguiente manera: (1)
las ecuaciones (3.93a)-(3.93b) determinan las intensidades estacionarias del capital
en ambos sectores, kr, ky y el precio relativo del bien no comercializable p, (2)
las ecuaciones (3.69a)-(3.69b) determinan los niveles de consumo de largo plazo, Cr
y Oy, como funciones de A y p, (3) sustituyendo estas expresiones, junto con la
condicién de solvencia intertemporal (3.91) en la condicién para la colocacién del
capital (3.66¢), y las condiciones de equilibrio (3.93¢) y (3.93d), se obtiene que

Lokr + (1 - ET> n = K (3.94a)

(1=Lr)h (k) = Cx(A5) =Gy =0 (3.94b)
f/Tf <%T> ~- Cr (_»]5) - Gr+

+ 677“77: 1 {ble Tobot T — 41 <K0 B K) (e(’“_r)T B 1)] -0

estas ultimas ecuaciones determinan los valores de Ly, K y A.
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3.2.1. Analisis de Cambios Estructurales

Enseguida se analizara la respuesta del modelo provocados por cambios en la deman-

da.

Cambio en la demanda

El cambio en la demanda que se considerard es a través de un incremento en el gasto
del gobierno, dirigido en ambos sectores. Primero obsérvese que ninguna forma de
expansion fiscal tiene algin impacto directo sobre p, kr v kx, pues estos parametros
son determinados por las condiciones de produccion tnicamente y sélo dependen de
cambios en la oferta. Para ver esto, se deben observar las ecuaciones estacionarias,
dadas en(3.93a) y (3.93b), que son las que determinan estos valores estacionarios.

Gasto del Gobierno sobre Bienes comercializables

Para entender claramente las respuestas de este modelo a un incremento en Gr, se
analizaran dos casos por separado, el primero es cuando kr > ky y el segundo es
cuando ky > kr.

Caso (I). kr > ky. Un incremento en G aumenta la demanda del bien comercial-
izable, lo cual implica que la produccion de este bien debe ser incrementada. Como
las intensidades sectoriales del capital estan fijas, la produccion adicional debe ser
obtenida atrayendo trabajo del sector no comercializable, por lo cual la produccion
de este sector disminuye. Dado el aumento en Ly y por lo obtenido en (3.79) se ve
que el capital debe aumentar. La respuesta para la cantidad de bonos en el largo pla-
zo depende de la relacién entre K y b que ya se analizo. En este caso se observo que
dado que el capital aumenta, entonces la cantidad de bonos extranjeros debe dis-
minuir. Recordando que la restricciéon del gobierno estd dada por (3.64), entonces
los impuestos deben aumentar, lo que provoca que la riqueza privada disminuya y el
valor marginal de la riqueza aumente, lo que implica una reduccién en el consumo
de ambos bienes. Esto se puede ver de lo obtenido en (3.69a) y (3.69b).



117

P
Incremento en Gy Incremento en G
N\ A P
ot
K
b

ol K
Figura 8.

La trayectoria dinamica para este caso es ilustrada en la Figura 8. El incremento en
G lleva a una acumulacién gradual de capital, acompanado por una gradual desacu-
mulacién de bonos extranjeros. El precio relativo permanece constante en su nivel
estacionario. El ajuste para K y ¢ corresponde a la linea AP del diagrama superior
de la Figura, con la correspondiente desacumulacion de bonos siendo representada
por la linea LM en el diagrama inferior. El ajuste en el trabajo ocurre gradualmente
conforme los recursos son atraidos hacia el sector comercializable.

El ajuste en respuesta a un incremento en Gy es solo lo contrario, como es ilustrado
en la Figura 8.

Caso (II). ky > ky. El incremento en Gy, por las mismas razones que fueron
explicadas en el caso anterior, genera un aumento en el valor marginal de la riqueza,
disminuyen el consumo de ambos bienes y aumenta el trabajo L. Este incremento,
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por (3.79), provoca que el capital disminuya. La respuesta para la cantidad de bonos
extranjeros ya fue explicada anteriormente.

Incremento en G

Incremento en Gy

k> ke K
Figura 9.

Un argumento andlogo sirve para explicar las respuestas para el caso de un incre-
mento en el gasto del gobierno sobre el bien no comercializable.

La trayectoria dindmica para este caso es ilustrada en la Figura 9. El incremento en
el gasto del gobierno sobre el bien comercializable provoca un aumento en el precio de
este bien, por lo que el precio relativo del bien no comercializable disminuye. Es decir,
habréd una depreciacion real inicial en el tipo de cambio real, esto es, p(0) disminuiré.
Esto causa que se muevan recursos (como el trabajo) del sector no comercializable
hacia el sector comercializable. La produccién del sector no comercializable caerd y
la inversién empieza a disminuir. A lo largo de la trayectoria de ajuste la cantidad
de capital disminuye estacionariamente, mientras el precio relativo es gradualmente
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restaurado a su nivel original. El ajuste en K y p, ilustrado en el diagrama supe-
rior de la Figura 9, por el salto inicial AE seguido por el ajuste continuo E(Q). La
trayectoria correspondiente de los bonos es ilustrada en el diagrama inferior por la
linea LN. Esta linea es dibujada con pendiente negativa, aunque, se debe recordar
que también es posible que tenga pendiente positiva (siempre que la tasa de ahorro
sea lo suficientemente grande).

Nuevamente, la respuesta dinamica a un incremento en G es la imagen contraria.

Los efectos de largo plazo de estas politicas son resumidas en la siguiente tabla:

Bien comercializable

Bien No comercializable

235 >

_|_

kr 0 0

kn 0 0

B 0 0

Ly + -

K signo (kr — kn) signo (ky — kr)

b | signo |(kr — ky) A } signo l(k:N — kr) A
H1—T H1—T

+




Conclusiones

En el presente trabajo tinicamente se desarrollaron y explicaron mas extensamente
modelos monetarios ya existentes. Enseguida se resumiran los resultados que se ob-
tuvieron en cada uno de los modelos

= El modelo basico de un bien permitié entender la manera de desarrollar un
modelo macroeconémico en el que las condiciones 6ptimas de la economia son
derivadas de la optimizacién de los agentes representativos. Al resolver el mod-
elo monetario de un bien se obtuvo que los niveles 6ptimos de consumo, dinero
y el trabajo siempre eran constantes. Bajo los supuestos de este modelo, la
economia siempre se encuentra en estado estacionario, lo que permitié hallar
analiticamente la acciéon econdémica éptima que el gobierno debe implementar,
en dicha decisién el impuesto sobre la renta debe ser cero, la condicién éptima
para el gasto del gobierno se reduce simplemente a igualar la utilidad marginal
del gasto publico a la utilidad marginal del consumo privado y la tasa 6ptima
de crecimiento monetario debe ser igual a la tasa de interés mundial.

= El modelo de un bien con acumulacion fisica de capital fue lo suficientemente
manejable para caracterizar la dinamica de la economia a detalle y destacar
el papel critico de la acumulacion de capital en este proceso. En particular, se
encontrd una relacion de la cuenta corriente con la acumulacion de capital.

= En el modelo de dos bienes con acumulacién fisica de capital nuevamente la
cuenta corriente se relaciona con la acumulacion de capital. Con este modelo
se analizaron las consecuencias que presenta la economia al incrementar o al
imponer una tasa de arancel. Lo que se obtuvo fue lo siguiente: el efecto sobre
el consumo nacional de ambos bienes es ambiguo, pues depende del efecto que
domine: el de riqueza o el de sustitucion. La cantidad de bonos comercializables
mantenida por la economia aumenta, y el capital y el trabajo disminuyen en
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respuesta a un arancel. En general, los efectos de un arancel son contracciona-
rios.

Como se observo, al incorporar mas elementos a los modelos, se vuelven cada vez
mé&s complejos.

Para estudiar algunos aspectos que no tratan los modelos anteriores se debe extender
el ultimo modelo presentado en este trabajo para incluir capital comercializable y
no comercializable simultaneamente. Para ello, la estructura de produccion usaria
tres factores (capital comercializable, no comercializable y trabajo) con dos sectores
(comercializable y no comercializable).

Otra cosa importante es tener en cuenta que el comercio internacional es por natu-
raleza riesgoso, por lo que no se puede ignorar este aspecto. Los modelos presentados
en este trabajo no tratan este caso, por lo que son muy limitados. Lo que faltaria es
considerar una economia con crecimiento enddégeno e incorporar una parte aleatoria
que se interpretard como el riesgo. Para estudiar este tipo de problemas es necesario
plantear el problema estocéstico de control 6ptimo.



APENDICE A

Demostracion del Principio de Pontryagin

Antes de empezar la discusion de las condiciones de optimizaciéon para un problema
de control 6ptimo, se enunciaran algunos resultados de ecuaciones diferenciales, los
cuales seran ocupados durante la discusién.

Teorema A.1. Sea A(t) una matriznxn, G(t) un vector n-dimensional de funciones
continuas a trozos definidas sobre un intervalo [to,t1], y yo un vector de dimension
n. Entonces si T € [to, t1] existe un unico vector continuamente diferenciable que es
solucion de la ecuacion diferencial

y=A)y+G(t) (A1)
en el intervalo [to, t1] que satisface la condicion

y(T) = vo. (A.2)

Sea P(t) un vector n-dimensional, A(t) como la descrita en el Teorema (A.1). El
sistema de ecuaciones diferenciales

P=—-AtTP (A.3)

es llamado el sistema de ecuaciones diferenciales adjuntas a las ecuaciones (A.1). Por
el Teorema (A.1) éste tiene una unica solucién para una condicion inicial dada. Si
y(t) es solucién de (A.1) y P(t) es solucién de (A.3),

CpwyTyy = P)Ty(t) + P)T§(0)

dt
= —POTARM)yt) + POTAM)y(t) + P(O)TG()  (A4)
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Al integrar (A.4) para cualesquiera dos tiempos 71 y 75 se obtiene la siguiente férmula

P(r)y(r) = P)Tu(r) = | P Gloy (A5)

T1

Teorema A.2. Sea p un vector variable en R™, M wuna matriz n x n, y x(t) la
solucion de & = f(t,z(t),u(t)) en el intervalo [tg,t1] correspondiente al control u(t)
con condicion inicial

2?(tg) = wzo+ Mp+o(p). (A.6)
Entonces
zP(t) = x(t)+ 0x(t)p + o(t, p) (A.7)
donde
0x(t) = fult, x(t),u(t))dz(t) (A.8)

en [to, t1] con condicion inicial

Sz(ty) = M. (A.9)

A.1. Discusién preeliminar de la demostracion del
Principio de Pontryagin

Sea G el conjunto de parejas (zg,u) tal que u € U y existe una solucién para
& = f(t,z(t),z(t)) en el intervalo [y, t1] que corresponde al control u con la condicién
inicial x(ty) = xo. Las trayectorias correspondientes a los pares de G no necesaria-
mente satisfacen las condiciones finales ¢;(€) = 0 para i = 2,...,k. Considere la
funcién

J:G—RF

definida por

Las componentes de J serdan denotadas por J = (Ji,...,J;). En términos de la
funcion J el problema de control 6ptimo se convierte en el problema de programacion
nolineal abstracto de encontrar el elemento de G tal que la primera componente
Ji(xg,u) de J sea minimizada sujeto a que se cumplan las condiciones J;(zg, u) = 0;
i=2,..k.

La demostracion del Principio de Pontryagin serd dividida en tres partes. Primero
las condiciones de optimalidad seran deducidas de un problema de programacion



nolineal abstracto. Después serda demostrado que las hipotesis de este problema se
cumplen para el problema de control 6ptimo. La ultima parte interpreta las condi-
ciones obtenidas en el problema nolineal abstracto para obtener el Principio de Pon-
tryagin.

A.2. Regla del Multiplicador para un problema de
programacion no lineal abstracto

Sea G un conjunto y J(s) una funcién
J:G— R

Considere el problema de encontrar un elemento s* en el conjunto G tal que minimice
J1(s) sobre el conjunto GN{s:J; =0,i=2,.. k}.

Para desarrollar las condiciones de optimalidad para este problema se necesita una
nocion de diferencial que pueda ser obtenida considerando derivadas de J a lo largo
de curvas mapeadas en el conjunto G, es decir, se necesita una derivada direccional
continua en una cono de direcciones de dimension k.

Sea €', i =1, ..., k los vectores candnicos de R*. Sea C' el conjunto convexo generado
por {O,el, e ek}. nC denotara el conjunto convexo generado por {0,7]61, ...,nek}.
Considere la funcién ((p) definida sobre nC' para algtin n > 0 al conjunto G, es decir

¢:nC — g

Diremos que una matriz My es la diferencial cénica de J(s) a lo largo de ( si
¢(0) = s y para p € nC

J(C(p)) = T(s) + Mp + o(p).

Sea D un cono convexo con vértice en cero contenido en R*. El conjunto D serd llama-
do un cono de variaciones de J(s) si para cada conjunto linealmente independiente
{dl, ...,dk} de vectores en D existe algin n > 0 y una funciéon ¢ : nC — G tal
que la composicion J(((p)) es continua en nC' y la matriz M cuyas columnas son
d', ..., d" es la diferencial cénica de J(s) a lo largo de (.

Teorema A.3. Si s* es una solucion para el problema de programacion nolineal
abstracto y D es un cono de variaciones de J en s*, entonces existe un vector A no
cero en R* tal que A\ <0 and \'d < 0 para todo d € D.

Demostracion. Sea

L={yeRr:y <0,y;=0,i=2,....k}. (A.10)



Se demostraré que existe un hiperplano A7y = 0, tal que A7y > 0siy € L; ATy <0,
si y € D, es decir, tal hiperplano separa L y D.

Esto se demostrara por contradiccién, es decir, suponiendo que L y D no estan
separados, como se vera esto contradice la hipdtesis de que s* una solucion éptima.
Si L y D no estan separados, entonces el vector (—1,0,..,0) € L debe estar en el
interior de D. Pues de no ser asi, el Teorema de Separacién para conjuntos convexos
implicaria que existe un hiperplano que separa a L y D. Entonces existe una bola
centrada en (—1,0,..,0) contenida en D. Sea y; la primera componente de un vector
(Y1, ..., yx) € RE. Considere el hiperplano y; = —1. En este hiperplano se forma un
trasladado y conveniente conjunto de vectores con coordenadas positivas y de norma
uno de dimensién R¥, que est4 contenido en la interseccién de la bola y el hiperplano,
y ademds (—1,0,..,0) estd en el interior de este conjunto con la topologia relativa
del hiperplano. Se toman k vectores dy, ..., d;, desde el origen de R¥ a los vértices del
conjunto. Estos k vectores son linealmente independientes, estan contenidos en D y
todos tienen como primera componente -1.

Sea M la matriz cuyas coordenadas son {dy, ..., d}. A denotard el conjunto convexo
generado por {0,ds, ...,dy}. Como D es un cono de variaciones de J(s*), existe un
~v > 0y una funcién ¢ : yC — G tal que

T (C(p)) = T(s7) + Mp + o(p) (A.11)

La definicién de M y A implican que la funcién M : yC — ~vA. Como los vectores d'
son linealmente independientes, entonces M ! existe. Sea 1 la funcién ¢ : YA — RF
definida por

U(y) = T (M y)) = T(s7).
Como M~ mapea YA en vC, la ecuacién (A.11) implica que para y € yA

[W(y) =yl < [o(M~y)]. (A12)

Sea a = (—%, 0,...,0). Por construccién de A para algiin €, una bola B(a, €) de radio

€ con centro en a estd en el interior de A. Se elige € de tal manera que esto sea
verdad. Como

M—l
PRSI
|M—1y|—0 ‘M_ y|

y para n > 0, Mty mapea nA en nC tal que 0 < 1 < v, por lo que si y € nA
lo(M~1y)| < en, (A.13)

se escoge tal 7).

Sea 7 la proyeccién de R* sobre R¥~! definida por

T(Y1, o Yk) = (Y2, oo, Yk)-



Se tiene que 7(a) = 0. Como B(a, €) estd contenida en A, entonces B(0,ne) € R*!
esta contenida en m(nA). Se define

X m(nA) — RF1

tal que x (Y2, ..oy k) = (Y2, o0y Uk) — T(Y(y2, ..., yx)). Ahora, si (ya,...,yx) € w(nA),
(A.12) y (A.13) implican que

|X(y277yk>| - |7T(77Z)(y277yk)) _7T<_777y27~"ayk)|
S ‘w(_n7y27 7yk> - (_7773/27 7yk)| < Mne.

Como 7(nA) contiene a B(0,n¢) en R¥ se tiene que

x(m(nA)) € m(nA).
Como x es continua, por el Teorema del punto fijo, se tiene que y debe tener un
punto fijo en m(nA). Entonces existe un punto (¢, ..., Jx) tal que

X(QQa 7@1@) - (?]2, -u,@k) = _W(lb(gg, 7@19)) = 0.

Como ‘¢(_na§2a>?jk) - (—777?]27---,%” <mne<ny W(¢(—U7§27---7§k))a se debe
tener que

¢(_777?327 -"7gk) - (y1707 70) con y; < 0.

Por esto y la definicién de v implican que

J (M (=, G2s s U))) — J1(s") =1 <0
donde
Ji(C(M_l(_U»IQz» agk))) - ‘]Z(S*) =0 1= 27 ) k

lo que contradice la optimalidad de s*. m

Teorema A.4. El cono convexo generado por los vectores (A.14), (A.17), (A.19) y
(A.20) descritos abajo es un cono generado por el mapeo J(xo,u) = ¢(€) en (xo,u)

Do (€)Y + B2, (€)0 (1) (A.14)

donde y es un elemento de R™ y dz(t) es la solucion de

0z(t) = fu(t,z(t), u(t))ox(t) (A.15)



con

dx(ty) =y (A.16)
60 (E)02 (1) (A17)
donde 0x(t) es una solucion de (A.15) con condicion de frontera dada para algin
T € (to,t1] y u € U por

ox(t) = f(r,2(7),u) — f(r,z(1),u(r)). (A.18)
(P16 (€) + e (€) f (0, (t0), u(to))] - (A.19)
(04, (€) + ¢y (€) f (t1, (1), u(t1))] - (A.20)

A.3. Verificacién del Principio de Pontryagin

Con ayuda de las secciones anteriores se pueden deducir las afirmaciones del Teorema
(1.1). Por brevedad se escribird u* = w y 2* = x. El Teorema (A.3) implica la
existencia del vector no cero A tal que A\ <0y

Md<o (A.21)

para los vectores d en el cono convexo D generado por los vectores (A.14), (A.17),

(A.19) v (A.20).

Aplicando la férmula (A.5) para los tiempos 7y t; con G(t) = 0, P(t) la solucién de
(1.7a) con la condicién final (1.7d) y y(t) = dz(t) solucién de (A.15) con condicién
al tiempo 7 dada por (A.18), se obtiene

P(T)T [f(Ta J](T), u) - f(Ta CL’(T), u(T»] - )‘T¢z1 (é)éx(tl) = 0, (A'22)
tomando en cuenta (A.21) con el vector (A.17) del Teorema (A.4) se tiene que
N s, (8)02(t1) < 0,

lo cual implica (1.7b) del Teorema (1.1).

Ahora aplicando la férmula (A.5) para los tiempos ¢y y t; con G(t) = 0, P(t) la
solucién de (1.7a) con la condicién final (1.7d) y y(t) = dx(t) solucién de (A.15) con
condicién al tiempo t; dada por (A.16), se obtiene

P(to)Ty — A ¢y, (€)0z(t1) = 0, (A.23)
de (A.21) con el vector (A.14) del Teorema (A.4) se tiene que

AT (B (€)Y + by (8)02(1)] < 0. (A.24)



Sumando (A.23) y (A.24) se obtiene
[P(to)” + X ¢, (€)] y < 0. (A.25)

Como lo anterior debe cumplirse para todo y € R™, se tiene la condicién (1.7¢) del
Teorema (1.1)

P(to)” = =X ¢4, (8). (A.26)
Por los vectores (A.20) del Teorema (A.4) se debe tener
AT (60, (8) + ¢y (€) f (1, (1), u(t1))] <0, (A.27)
tomando en cuenta (1.7d) se tiene la condicién (1.7f) del Teorema (1.1)

P(t1)" f(t, o(tr), u(tr)) = =\ ¢, (8).

Usando un argumento similar ahora con (A.19) del Teorema (A.4) y (A.26) se obtiene
la condicién (1.7e) del Teorema (1.1)

P(to)” f(to, z(to), u(to)) = A7 ¢4, (€).

La condicién (1.7g) es implicada por las condiciones (1.7a), (1.7b) y (1.7e).
Sea h(t,u) = P(t) f(t,z(t),u) entonces,

ho(tw) = POTf(ta(t),u(t) + P filt,(t), ult) + PO folt, 2(t), u(t))i(t)
= =P fa(t, (), u() f(t, (1), u(t)) + P(O)T fult, 2(t), u(t))
+ PO fult,x(t), ul) f(t, (1), u(t)) = P(&)7 fult, a(t), u(t))-

Al integrar lo anterior de ty a t se tiene

t

h(t,u) — h(to,u(ty)) = / P(s)7 fo(s,2(s), u(s))ds,
to

sustituyendo (1.7¢) en lo anterior, se obtiene lo esperado, es decir,

P()T f(t,2(t), u) = ATy, (8) + / P(s)7 fu(s.2(s), u(s))ds.

to



Glosario

Acumulacién de capital: Aumento en la cantidad de capital.
Arancel: Impuesto que se grava sobre los productos importados.

Arbitraje: Compra y venta simultédnea con la finalidad de obtener una utilidad
a partir de las diferencias de precios.

Balanza Comercial: Diferencia entre el valor de las exportaciones de mer-
cancias y el valor de las importaciones de mercancias durante un intervalo de
tiempo.

Bien comercializable: Bienes que compiten con los bienes extranjeros en los
mercados nacionales o mundiales.

Bono: Activo financiero que promete pagos conocidos durante un periodo.
Consumo: Bienes y servicios comprados por los consumidores.

Cuenta corriente: En la balanza de pagos, resumen de los pagos efectuados
por un pais al resto del mundo y recibidos por el resto del mundo.

Déficit: Exceso del gasto sobre los ingresos.

Dinadmica: Variaciones de una o mas variables econémicas a lo largo del tiem-
po.

Dinero: Activos financieros que pueden utilizarse directamente para comprar
bienes.

Divisas: Monedas extranjeras, facilmente intercambiables.
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Economia abierta: Economia en la que se realiza el comercio de bienes y de
capital con otras naciones.

Economia cerrada: Economia en la que no se realiza el comercio de bienes y
de capital con otras naciones.

Equilibrio general: Situacion en la que se iguala la oferta con la demanda
en todos los mercados al mismo tiempo.

Estacionario: Situacién en la que el proceso o el modelo, que generan una
serie de datos no esta cambiando a lo largo del tiempo.

Error de prediccién: Diferencia entre el valor efectivo de una variable y una
prediccion de esa variable.

Expectativas racionales: Formacion de las expectativas basadas en predic-
ciones racionales y no en meras extrapolaciones del pasado.

Exportaciones: Compra de bienes y servicios nacionales por parte de extran-
jeros.

Funcién de produccion: Relacién entre la cantidad de producciéon y las
cantidades de factores utilizados para obtenerla.

Gasto del gobierno: Bienes y servicios que compra el Estado.

Importaciones: Compra de bienes y servicios extranjeros por parte de los
consumidores, las empresas y el gobierno del pais.

Inflacién: Aumento continuo del nivel general de precios.

Inversién: Compra de bienes de capital (mdquinas y plantas) por parte de las
empresas.

Mercados financieros: Mercados en los que se compran y venden activos
financieros.

Modelo: Estructura utilizada para estudiar e interpretar un fenémeno.

Relacion de paridad descubierta de los tipos de interés: Relacion de
arbitraje seguin la cual los bonos nacionales y los extranjeros deben tener la
misma tasa esperada de rendimiento expresada en moneda nacional.

Rendimientos constantes a escala: Proposicién segin la cual un aumento
proporcional de todos los factores provoca una aumento proporcional de la
produccion.



Riqueza: Valores acumulados del pasado.

Tasa de descuento subjetiva: Valor actual de algin activo en algin mo-
mento en el futuro.

Tasa nominal de interés: Tasa de interés observada en el mercado.
Tasa real de interés: La tasa de interés nominal menos la inflacién esperada.

Utilidad marginal: Incremento en utilidad o satisfaccién proveniente de un
pequeno aumento incremental en la tasa de consumo.

Variable endégena: Variable que depende de otras en un modelo y, por lo
tanto se explica dentro de ese modelo.

Variable exégena: Variable que no se explica dentro de un modelo, sino que
se considera dada.
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