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Resumen

En este trabajo analizamos algunos criterios de irreducibilidad de polinomios,
méas concretamente, centramos la discusiéon en polinomios de la forma f(z) =
¥ +rz®1 4+ s € Z[z]. La motivacién de esta exposicién se debe a los resultados
que E. Driver, P. A Leonard y K. S Williams exponen en [5], en donde muestran
condiciones necesarias y suficientes para que polinomios de la forma f(z) = 2"+
rz®"! + s € Z[z], con n = 2, sean irreducibles sobre Z pero reducibles médulo p
para todo primo p. Debido a que no existe un criterio general de irreducibilidad
para trinomios, se ha tenido la necesidad de explorar nuevos métodos, por ejemplo,
criterios que utilizan la teoria del poligono de Newton. Este método que se define
sobre campos locales se emplea para entender propiedades de polinomios.

Con el propésito de mostrar un criterio de irreducibilidad para los polinomios
f(z) descritos antes, presentamos algunas propiedades del poligono de Newton.
Con este fin, estudiamos a los campos locales desde un punto de vista topologico,
ademas, dado que cualquier campo local de caracteristica 0 es isomorfo a una
extension finita del campo de los niimeros p-adicos, y si es de caracteristica p > 0,
es isomorfo al campo de las series de Laurent K ((z)) sobre un campo finito K
[16], fijamos la atencién en el campo de los nimeros p-adicos.

In this work, we present some irreducibility criteria for polynomials, more pre-
cisely, we study polynomials of the form f(z) = 22" 4+ rz¥" + s € Z[z]. The
motivation of this exposition is due to some results that E. Driver, P. A Leo-
nard and K. S Williams present in [5], they consider conditions under which
f(x) =2 +ra¥" + s € Z[z] is irreducible over Z, but reducible module p for
every prime p, when n = 2. Since there is not a general irreducibility criteria
for trinomials, there has been need to explore new methods, for example, criteria
that use Newton’s polygon theory. This method is defined over local fields and it
is used to understand the properties of polynomials.

With the purpose to show an irreducibility criterion for polynomials f(z) mentio-
ned above, we present some properties of Newton’s polygon, for which we study
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local fields from a topological point of view. Furthermore, since any local field of
characteristic 0 is isomorphic to a finite extension of the p-adic numbers and, if it
is of characteristic p > 0, is isomorphic to the Laurent series K ((x)) over a finite
field K [16], we study the p-adic numbers.
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Introduccion

Gauss en Disquisitiones Arithmeticae menciona que uno de los resultados mas
importantes de la teoria de niimeros es el Teorema Fundamental de la Aritmética;
en este resultado se establece que todo entero se escribe, de forma tnica, como
producto de nimeros primos. Este resultado caracteriza algunas clases de anillos
en los que la aritmética tiene analogias con la de los enteros. Con este antecedente,
es de gran importancia, desde el punto de visto tedrico como préactico, decidir si un
nimero entero es primo. A partir de esto, uno de los problemas mas importantes
en teoria de nimeros, es determinar si un entero es primo, para lo cual se han
desarrollado varios criterios de divisibilidad.

Dado que el anillo de polinomios con coeficientes en un campo es un dominio
de factorizacion unica, entonces se puede plantear el Teorema Fundamental de
la Aritmética para polinomios, més concretamente, todo polinomio f(z) € K|z]
se escribe como producto de polinomios irreducibles de forma tinica. Recordemos
que un polinomio es reducible sobre K si se escribe como producto de polinomios
con coeficientes en K de grado menor, en otro caso se dice que es irreducible. La
importancia de construir polinomios irreducibles, desde el punto de vista alge-
braico es, que a partir de ellos se construyen extensiones finitas de campos. Dado

que K[z] es un dominio de ideales principales, entonces los irreducibles generan

K|[x]

ideales maximales, por lo que es un campo, el cual es isomorfo a K(«a),

donde « es raiz de f(x). Por otro lado, cuando F//K es una extensién finita y
separable, por el Teorema del Elemento Primitivo Lagrange- Galois [1, Teorema
7.1.2] se tiene que F' = K(«), donde « es raiz de un polinomo irreducible.

Al igual que en los ntimeros enteros racionales, en el anillo de polinomios con
coeficientes en un campo se han formulado criterios que permiten decidir si un
polinomio es irreducible. El méas conocido y de los mas remotos, atribuido a
Ferdinand Eisenstein en el afno 1846, es el criterio que lleva su nombre, el cual
se plantea sobre dominios de factorizaciéon tnica. Este resultado esencialmente
reduce el problema de factorizaciéon de polinomios a factorizacién de elementos
de un anillo. Muchos de los criterios de irreducibilidad de polinomios son parciales,
es decir, se aplican a polinomios con algunas restricciones. El iinico criterio general
es el de Capelli, pues muestra condiciones necesarias y suficientes para que un
binomio sobre un campo arbitrario K sea irreducible [11]. No existen criterios
de manera global, aunque si hay criterios parciales. Por ejemplo, el criterio de
Polya, el cual aplica para polinomios f(z) en los cuales sea posible encontrar
una cota para una cantidad finita de valores de x, esta cota debe satisfacer las



condiciones planteadas en [3]. Otro tema que ha sido de gran interés es la relacion
que existe entre los nimeros primos y polinomios irreducibles, atin existen muchas
conjeturas sobre la similitud que hay entre ellos. Por ejemplo, el hecho de producir
una cantidad infinita de primos a partir de un polinomio irreducible. Cuando
el polinomio es lineal primitivo, es decir, sus coeficientes son primos relativos,
entonces por el Teorema de Dirichlet sobre progresiones aritméticas, este produce
una cantidad infinita de niimeros primos. Para cuando el polinomio produce una
cantidad finita de primos se puede concluir que el polinomio es irreducible [17],
mas aun, bajo ciertas condiciones, basta que el polinomio produzca un ntmero
primo para decidir irreducibilidad [17, Theorem 2].

A. Schinzel en [20] presenta una buena cantidad de criterios de irreducibilidad
para polinomios en varias variables sobre campos que tienen las propiedades de
ser algebraicamente cerrados y finitamente generados. En este trabajo estamos
interesados en criterios de irreducibilidad de polinomios en una variable. Para
polinomios en varias variables, los criterios de irreducibilidad se relacionan direc-
tamente con aspectos geométricos.

El interés de este trabajo es, entre otras cosas, explorar criterios de irreducibili-
dad sobre los niimeros racionales en casos especiales de familias de polinomios,
més concretamente, en polinomios de la forma f(z) = 22" + ra2" + s cuyos
coeficientes son enteros. Se tiene, por el Lema de Gauss [1, Teorema 2.1.7], que
f(z) es irreducible en Q[z] si y s6lo si lo es en Z[z]. Existen diversos criterios de
irreducibilidad para trinomios los cuales pueden abordar el problema planteado
previamente; sin embargo, ninguno es general. S6lo si n = 2 o n = 1 se sabe
exactamente cuando f(x) es irreducible [5].

El objetivo de abordar esta clase de polinomios se deriva del trabajo que E. Dri-
ver, P. A. Leonard y K. S. Williams exponen en [5], en donde analizan condiciones
bajo las cuales polinomios de la forma x* + rz? + s son irreducibles sobre Z pero
reducibles modulo p para todo primo p, mas ain, puesto que todo ntimero ente-
ro m es producto de potencias de nimeros primos, digamos m = p{*p5? - - - pi*,
entonces por el Teorema Chino del Residuo, el problema de decidir reducibilidad
modulo m es equivalente a mostrar reducibilidad médulo pS* para todo i, por lo
que, de igual modo, encuentran condiciones para las cuales z* 4+ ra? + s sea irre-
ducible sobre Z pero reducible médulo m para todo entero positivo m. Podemos
observar que si un polinomio monico es reducible sobre 7Z también lo es modu-
lo p para todo primo p, consecuentemente se tiene que si f(z) es un polinomio
irreducible médulo p para algtin primo p, entonces f(x) es irreducible sobre Q.
El reciproco esta muy lejos de ser cierto, de hecho, si f(z) es irreducible sobre
7., este puede ser reducible médulo p para todo primo p. Ejemplos de este tipo
son los polinomios que E. Driver, P. A. Leonard y K. S. Williams exponen en
[5]. De igual modo, M. A. Lee, demuestra en [14] que la familia de polinomios
2t +2(1—a)z? + (1+a)?, donde a es un entero libre de cuadrado, diferente de 1
y -1, es irreducible sobre Q pero reducible médulo p para todo primo p. Diversas
propiedades algebraicas giran en torno de estos polinomios, pues se sabe que su
grupo de Galois es el 4-grupo de Klein, un grupo ciciclo de cuatro elementos o el
grupo diédrico de orden 8, [10].



Los polinomios f(z) = 22" + ra2"" + s en los que centraremos la discusién en
este trabajo se obtienen a partir de la composicion de z* 4+ ra? 4+ s con 2
para todo n > 2. Como consecuencia de lo anterior, usaremos lo expuesto en [5]
para obtener resultados de tales polinomios. Debido a que no existe un criterio
general para trinomios, se ha tenido la necesidad de explorar nuevos métodos, por
ejemplo criterios que utilizan la teoria del Poligono de Newton. Este método que
se define sobre campos locales se emplea para entender propiedades de polinomios
tales como informacién sobre sus raices y de sus factores irreducibles. Una de las
aplicaciones mas conocidas de este util método es la demostracion del Criterio
de Eisenstein. En este trabajo presentamos propiedades del Poligono de Newton
con el propédsito de mostrar un criterio de irreducibilidad para f(z). El resultado
primordial para la justificacién de dicho criterio fue planteado por primera vez
por Dumas [4]. En este reporte damos una justificacion alterna a este resultado
partiendo de casos particulares y usando las ideas que se plantean en [9].

A continuacion daremos a conocer el contenido de la tesis. El trabajo se divide en
tres capitulos. El objetivo del primero es mostrar la notaciéon, terminologia y con-
ceptos basicos que seran necesarios para la exposicién. Introducimos el concepto
de valuacion, la cual es una funcién particular definida sobre un campo K. Estas
funciones permiten, entre otras cosas, construir un subanillo de K denominado
anillo de valuaciéon, cuyas propiedades algebraicas son de gran importancia, de
igual modo permiten establecer una norma sobre K y, consecuentemente, concep-
tos tales como convergencia de sucesiones de Cauchy y completez. En este primer
capitulo partiremos de una valuaciéon sobre un campo K para definir una norma
y construir un campo completo, extension de K, mostrando de igual manera pro-
piedades y relaciones de los anillos de valuaciéon de cada uno de los campos. Lo
anterior es con la finalidad de poder introducir la definicién de campo local.

El capitulo dos tiene como objetivo explorar a los campos locales desde un punto
de vista topoldgico. En primer lugar definimos una familia de subconjuntos, la
cual resulta una base para la topologia de K, méas ain, demostraremos que K
es un espacio de Hausdorff. Uno de los principales resultados que exponemos
es, dado K un campo local y R su anillo de valuacién, entonces K es totalmente
disconexo, no discreto y localmente compacto, ademas el anillo de valuacion y sus
ideales son conjuntos compactos de K, para esto usaremos de manera fundamental
el Teorema de Tychonoff y el hecho de que cualquier elemento en K se escribe
de forma tnica como suma de elementos de un subconjunto fijo del anillo de
valuacién.

Puesto que se sabe que cualquier campo local de caracteristica 0 es isomorfo a
una extension finita del campo de los ntimeros p-adicos y, si es de caracteristica
p > 0, es isomorfo al campo de las series de Laurent K ((x)) sobre un campo finito
K [16], fijamos la atencién en el campo de los ntiimeros p-adicos, por esta razén
desarrollamos algunas de las propiedades mas elementales de dicho campo.

Iniciaremos con el concepto de orden de un ntimero racional, lo cual nos permitira
definir una valuacién, denominada valuacién p-adica y, apartir de ello, construir
el campo de los niimeros p-adicos como el campo completo, extensién de Q, bajo
la norma inducida por la valuacion p-adica. Una de las propiedades importantes



de valuaciones sobre Q@ que exponemos es el Teorema de Ostrowski, el cual esta-
blece que toda norma no trivial sobre QQ es equivalente a una norma inducida por
una valuacion p-adica o a la norma usual valor absoluto. Asi también, mostramos
uno de los métodos mas empleados para aproximar raices de polinomios sobre el
campo de los nimeros p-adicos: el Lema de Hensel. Para finalizar este capitulo
desarrollamos una seccién dedicada a extensiones de normas sobre campos loca-
les, en dicha seccién justificamos que toda norma sobre los niimeros p-adicos se
extiende de manera unica a cualquier extensiéon finita. Los resultados expuestos
en este capitulo fueron citados de [7], [12] y [8].

Finalmente, estructuramos el capitulo 3 en cuatro secciones. En la primera mos-
tramos algunos de los criterios mas conocidos de irreducibilidad, empezando con
el criterio de Capelli, el cual es valido para binomios. Para trinomios presentamos
los criterios de Nagell y Perron. De igual modo, para polinomios de grado arbi-
trario exponemos los criterios de Eisenstein y Polya. Asi mismo, introduciendo el
concepto y desarrollando propiedades del indice de Newton, planteamos un crite-
rio que, ademas de establecer condiciones para decidir irreducibilidad, determina
informacion sobre los factores irreducibles de un polinomio. El iltimo criterio que
mostramos establece una relacién entre niimeros primos y polinomios irreducibles,
para su justificacion serd necesario plantear un lema que senala propiedades de las
raices, este ultimo criterio puede extenderse a campos de funciones sobre campos
finitos tal como lo plantea R. Murty en [17].

Dedicamos la segunda seccion a estudiar el poligono de Newton de un polinomio.
Primero mostramos el concepto y en seguida cémo se construye. Puesto que el
poligono de Newton se puede considerar como una funcién lineal a trozos, la pri-
mera proposicion de esta seccion estable una conexion que existe entre las raices
y las pendientes del poligono, para la justificacion de este resultado iniciamos
retomando las ideas de [9] y finalizamos con una idea alterna, usando propieda-
des de rectas paralelas. La generalizacion de este resultado la obtuvimos de [12,
Lemma 4, p. 97]. Dumas establece por primera vez una relacién entre el poligono
de un polinomio y los poligonos de sus factores. Partiendo de casos particulares
justificamos este resultado, para ello empezamos mostrando un lema que A. Jorza
prueba en [9]. Usando la misma técnica de A. Jorza extendemos el lema previo
a un caso mas general, se trata del Teorema 3.2.5, pag. 52. Para el caso general,
Teorema 3.2.6, pag. 53, usamos los resultados que se plantean sobre los segmentos
del poligono de un polinomio y sus raices. Para finalizar esta secciéon usando [4,
péag. 371] demostraremos el criterio de Fisenstein.

En la tercera seccién exploramos a los polinomios de la forma f(z) = 22" +
ra?" s € Z[z]. Para cuando n = 2 todos los resultados y demostraciones que
exponemos fueron citados de [5], salvo el Teorema 3.3.8, pag. 58, en el cual, re-
tomando algunas ideas de [5] presentamos una demostracién diferente. Cuando
n = 3, logramos encontrar un criterio de irreducibilidad, Teorema 3.3.10, pag.
59, usando propiedades del Poligono de Newton, dicho criterio puede generali-
zarse para cualquier n > 3, Teorema 3.3.14, pag. 64. De igual modo, obtenemos
propiedades de f(x) usando el hecho de que es composicién de los polinomios
2 e sy a2t



Finalmente, en la tltima seccién presentamos observaciones finales y preguntas
que surgieron durante el desarrollo de este trabajo; esas preguntas ya no fue
posible abordar por aspectos de tiempo.

A lo largo del trabajo algunos resultados serdn presentados sin demostracion de-
bido a que sus pruebas son extensas o no ilustran algunas de las técnicas que
estamos empleando, no obstante, daremos las referencias donde pueden consul-
tarse.






CAPITULO 1

Notaciéon, terminologia y conceptos basicos

En este capitulo presentamos la notacion, terminologia y resultados basicos que
seran necesarios para la exposicién del presente trabajo. El objetivo principal es
mostrar propiedades de campos sobre los cuales se definen funciones llamadas
valuaciones. Dichas funciones permiten establecer el concepto de norma en un
campo y, en consecuencia, conceptos tales como sucesiones de Cauchy, conver-
gencia y completez, dicho de otra manera, aspectos topologicos que son de gran
utilidad para explorar resultados algebraicos.

1.1. Notacién y conceptos basicos

Introducimos a continuacion la notacion y algunos conceptos que usaremos en el
desarrollo del trabajo.

Emplearemos de manera sistematica el concepto de campo, el cual se da por
conocido. Utilizaremos la notacion usual de inclusion de conjuntos C, asi como
la de pertenencia €, unién U, intersecciéon N y, dado un conjunto A, |A| denota
la cardinalidad de A. El simbolo < indica inmersién de conjuntos y A* es el
conjunto de sucesiones (ag, aj, as, . ..), donde a; € A para toda i.

Dada una funciéon f y un conjunto A, la expresion f|4 es la funcién restringida
al conjunto A y f(A) la imagen de f sobre A.

Los simbolos N, Z, Q, R y C denotaran a los niimeros naturales, enteros, raciona-
les, reales y complejos respectivamente. Asi mismo, R™, Z* y QT representan a
los elementos no negativos de cada conjunto.

En algunas ocasiones llamaremos a los nimeros enteros como enteros racionales,
esto para diferenciarlos de los enteros algebraicos de un campo numeérico.

Al maximo comun divisor de los enteros a y b lo denotaremos por med(a,b); en
caso de que sean primos relativos esto significard que med(a,b) = 1. Si a y b son
enteros tales que a divide a b lo expresaremos como a | b y si a no divide a b
escribiremos a 1 b.

a
Dado un entero a y un primo impar p, el simbolo de Legendre, denotado (),

p
se define como sigue:



0 st p divide a a,

(a) =< —1 si 2®>#a médp paratoda =z, (1.1.1)
p

1  si 22=a médp paraalgin z.
Algunas propiedades del simbolo de Legendre que necesitaremos en el trabajo las

presentamos en el siguiente teorema:

Teorema 1.1.1. Sea a un entero y p un primo, entonces

: (Z) _ o mod p.
= (5)-G)6)

3. Sia=0bmod p, entonces <a> = <b>,
p p

2
4. (la) = <a> para todo entero | tal que p 1 1.
p p

a
Demostracion. 1. Si p | a, entonces a = 0 méd p, por lo que <> =0=a>
p

mod p.
Si p 1t a, por el Pequeiio Teorema de Fermat tenemos a?~! = 1 méd p, de manera
que
p—1 p—1 ,
(a2 —1)(az 4+1)=0mdd p, (1.1.2)
de ah_i1 que a7 = 41 méd p. Usaremos el Hecho 2 de [%,1 pég. 1] en lo que sigue.
Sia"z =1, entonces 22 = a méd p tiene solucién. Sia”z = —1, entonces 22 = a

p—1

. . ., a ,
mod p no tiene solucion. En ambos casos ) =a 2z mod p.

b p—1 p—1_ p—1 b
2. Por el inciso anterior <a> = (ab)T =a"Tb"T = (a) <>
P p)\p

a
3. Supongamos que a = b méd p. Si [ — | = 1, entonces 2°> = a = b mdd p, para
p

) = <b> De la misma forma si (a) =-1o (a) =0
p p p

i a b
podemos concluir que () = ()
p p

a
4. Supongamos que | — | = 1, entonces 2 = a méd p, para algin x, de manera que
p

algin x, de modo que (

|

2
(Ix)? = [?a méd p, por lo que (a) = (HL) Si (a) = —1, entonces % # a méd
p p p

8



%a
p, para todo x. Supongamos que [ — | = 1, entonces existe z tal que z? = [%a

mod p, puesto que med(l, p) = 1, existen z,y € Z tales que zl + yp = 1, de modo

que zl = 1 méd p, asi 7 = 2z mdd p (en el sentido que [ y z son inversos uno

2

del otro), lo cual implica que (zx)? = a méd p, lo cual es una contradiccién pues

12 12
22 # a méd p, para todo z, consecuentemente (a) = —1. Cuando <a> =0
p p

. 9 Ia
entonces p | a, en consecuencia p | [*a, de modo que [ — | = 0.

O

Por un anillo, entenderemos un anillo conmutativo con identidad; en caso de que
aparezcan anillos méas generales lo mencionaremos. Si R es un anillo usaremos las
expresiones Rx y (x) para denotar al ideal principal de R generado por el elemento

x.Si I es un ideal de R, T denotara al anillo cociente. El anillo de polinomios con

coeficientes en R serd denotado por R[z]. Si f(x) = @™ +a, 12" '+ - +ajz+
ag € R[z] tal que a,, = 1, diremos que f(x) es un polinomio ménico. Un ideal P
de R es primo, si cuando ab € P, entonces al menos uno de a o b pertenece a P.
Cuando R es campo, usualmente lo denotaremos por K y en este caso si a 'y o
son raices del mismo polinomio irreducible diremos que « y o son conjugados.
Dado un campo K, K denotara la cerradura algebraica de K y K* = K \ {0}
al grupo multiplicativo de K. A los campos finitos de cardinalidad igual a ¢ los
denotaremos por F,.

Finalmente, recordamos algunas definiciones y resultados topologicos que emplea-
remos en el capitulo 2.

Definicién 1.1.2. Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion 7 de
subconjuntos de X con las siguientes propiedades:

1. O y X pertenecen al conjunto 7.
2. La union de los elementos de cualquier subcoleccion de 7 esta en 7.

3. La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccién finita de 7 esta
en 7.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia se llama espacio topologi-
co.

Si X es un espacio topoldgico con una topologia 7, diremos que un conjunto U
es abierto de X si pertenece a 7. Llamaremos al conjunto U cerrado si X \ U es
abierto en X. Si U es un conjunto abierto que contiene a un elemento z, diremos
que U es una vecindad de .

Definicién 1.1.3. Si X es un conjunto, una base para una topologia sobre X es
una coleccién B de subconjuntos de X (llamados elementos basicos) tales que:
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1. Para cada = en X, hay al menos un elemento basico B que contiene a x.

2. Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bésicos By y Bs, entonces
existe un elemento béasico B3 que contiene a x y B3 C By N Bs.

Definicién 1.1.4. Una subbase S para una topologia sobre X es una coleccién
de subconjuntos de X cuya unién es igual a X. La topologia generada por la
subbase S se define como la coleccion 7 de todas las uniones de intersecciones
finitas de elementos de S.

Recordaremos la siguiente coleccién de términos para un espacio topologico X:

1. Diremos que X es un espacio Hausdorff, si para cada par de elementos
diferentes de X x7 y w9, existen conjunto abiertos disjuntos U; y Us que
contienen a x1 y xo, respectivamente.

2. Una separacion de X es un par U y V' de conjuntos abiertos disjuntos no
triviales de X cuya union es X. El espacio X se dice que es conexo si no
existe separacion de X.

3. Diremos que X es totalmente disconexo si sus tnicos subespacios conexos
son los conjuntos que consisten de un punto y el vacio.

4. Una coleccién A de subconjuntos del espacio X se dice que cubre a A o es
una cubierta de A, si la unién de los elementos de A coincide con X. Se dice
que A es una cubierta abierta de X si los elementos de A son conjuntos
abiertos.

5. El espacio X se dice que es compacto si cada cubierta abierta de A admite
una subcubierta finita que también cubre a X.

6. Diremos que X es localmente compacto en x si existe un subespacio de X
compacto que contiene una vecindad de x. Si X es localmente compacto en
cada uno de sus puntos, diremos que X es localmente compacto.

7. El espacio X se dice discreto si todo conjunto de X que consiste de un solo
elemento es abierto.

Sean {X, }aes una familia indexada de espacios topoldgicos y sea g : H X0 —
acJ
Xp la funcién que asigna a cada elemento del espacio producto su coordenada

[—ésima,
T5((Ta)acs) = Tp;
7 se denomina proyeccioén asociada con el indice 3.

Uno de los resultados que emplearemos en este trabajo es el teorema de Tychonoff,
el cual enunciamos después de la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.5. Denotemos por Sg a la coleccién
Sg = {m5"(Us) | Us es abierto en Xz}
y denotemos por S a la uniéon de esas colecciones,

S=J S
BeJ

La topologia generada por la subbase S se denomina topologia producto. En esta

topologia H X, se denomina espacio producto
acJ

Teorema 1.1.6 (Teorema de Tychonoff). Sea {Y, | a € A} una familia de

espacios, entonces Y;l es compacto st y solo si Y;l lo es para toda «.
)
«a

Demostracion. La demostracion de este resultado puede consultarse en [6, Theo-
rem 1.4]. ]

1.2. Localizaciéon de un anillo

Iniciaremos recordando algunos conceptos basicos de anillos y anillos de valuacion.

Definicién 1.2.1. Sea R un anillo y S C R. Diremos que S es multiplicativa-
mente cerrado si satisface:

1. el elemento 1 pertenece a S,

2. sia,be S, entonces ab € S.

Ejemplo 1. Si P es un ideal primo de R, entonces S = R\ P es multiplicati-
vamente cerrado. En efecto, sean a,b € S. Si ab ¢ S, entonces ab € P, pero por
definicién de ideal primo a € P o b € P, lo cual no es posible. Por lo que, ab € S.

Sea R un anillo y S un subconjunto multiplicativamente cerrado de R que no
contiene a cero. Consideremos al conjunto R x S y definamos en este conjunto la
siguiente relacion:

(r,s) ~ (a,t), si existe u € S tal que u(rt — as) = 0.
Se tiene que ~ es una relaciéon de equivalenca. En efecto:
1. (Reflexividad) (a,b) ~ (a,b), pues 1(as — as) = 0.
2. (Simetria) Si (a,b) ~ (¢, d), entonces existe u € S tal que u(ad — cb) = 0.
Multiplicando a la igualdad anterior por -1 se tiene u(cb—ad) = 0, de modo

que (¢, d) ~ (a,b).
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3. (Transitividad) Si (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (e, f), entonces existen uy, us € S
tales que uy(ad — be) = 0y us(cf — de) = 0. Multiplicando por usu y su; a
las ecuaciones anterior, respectivamente, obtenemos usuu(ad — be) = 0y
sujus(cf —de) = 0, sumando estas igualdades se obtiene ujusd(af—be) = 0.
Tomando u = ujusd concluimos que (a,b) ~ (e, f).

Al conjunto de clases de equivalencia de R x S bajo la relacién ~ definida antes

R xS

a
lo denotaremos como Rg = y los elementos por — := [(a, b)].
5

Se definen en Rg las siguientes operaciones:

a b at + bs
—+

2= 1.2.1

; _— (1.2.1)
@b _ab (1.2.2)
s t st

Si n_ % y a_ 2, entonces existen uy, ug € S tales que uy(a1bs —asb;) =0y
by by dy  dy
us(c1ds — cady) = 0, si multiplicamos a las ecuaciones previas por dydaus y u1b1bs,
respectivamente, y sumando se tiene ujug(bods(ady+c1b1) —bidy (agdacabs)) = 0.
Ahora, multiplicando a wuj(a1by — ashy) = 0y us(cids — cody) = 0 por cidaus y
asbyuy, respectivamente, y restando, obtenemos wyug(ayc1bads — agcabidy) = 0. Lo
anterior justifica que las operaciones definidas previamente estan bien definidas.
Se verifica sin dificultad que el conjunto R es un anillo con identidad y la funcién

fs : R — Rg definida por f(x) = 7 esun monomorfismo de anillos, de modo que
R < Rs.

Sean R un dominio entero y S = R\ {0}, se tiene que el conjunto S es mul-
tiplicativamente cerrado y Rg es un campo. Para demostrar que Rg es campo,

basta mostrar que todo elemento de Rg\ {0} admite un inverso multiplicativo. Sea
b b b 1

% € Rs\ {0}, entonces a # 0, de modo que - € Rg. Ademés, %E = % == 1,

pues ab — ab = 0.

Definicién 1.2.2. Al anillo Rg en la construccién anterior se le denomina anillo

local en S. Si R es un dominio entero y S = R\ {0}, al campo construido

anteriormente se le llama el campo de cocientes del dominio entero R.

Sean R en un anillo, B ideal primo de Ry S = R\ B, la localizacién de R en S
se denotara por Ryp.

Proposicién 1.2.3. Si R en un anillo y B ideal primo de R, entonces Ry tiene
un inico ideal mdzimo P Ry.

Demostracion. Esta demostracién puede consultarse en [8, Proposicién 1.3] [

Ejemplo 2. Sea R = Z y (p) el ideal primo de R generado por p, donde
p es un numero primo. Se tiene que Zg) = {Z | med(b, p) = 1} y (0)Zqy) =

a  a
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Definicién 1.2.4. Un anillo R se dice local si contiene un tinico ideal maximo. En
particular, si el anillo es local y de ideales principales diremos que es de valuacion
discreta.

Definicién 1.2.5. Sean R y R’ anillos tales que R C R'. Un elemento o € R’ se
dice entero sobre R si existe f(x) € R[z] ménico tal que f(«) = 0. Cuando R sea
un dominio entero, R’ el campo de cocientes de R y todo elemento de R’ entero
sobre R diremos que R es integramente cerrado.

Algunas de las propiedades basicas de un anillo de valuacién discreta son las
siguientes:

Proposicion 1.2.6. Sea R es un anillo de valuacion discreta y m € R tal que
P = Rm es el ideal mdzimo de R. Se tienen las siguientes propiedades:

1

2.

3.

4
5

R es un anillo noetheriano.

Todo elemento de R es de la forma un®, para algin entero no negativo k vy
u unidad en R.

Todo ideal no cero de R es de la forma Rn*, para algin k.
R es integramente cerrado.

R tiene un unico ideal primo distinto de {0}.

Demostracion. 1. Puesto que R es de ideales principales, entonces todo ideal

2.

es finitamente generado, por lo tanto R es un anillo noetheriano.

Se tiene que R es un dominio de factorizacion tnica por ser de ideales prin-
cipales [1, Teorema 1.5.3], es decir, todo elemento no cero de R es produc-
to finito de elementos irreducibles. Sea M el ideal maximo de R, entonces
M = R, con 7 irreducible. Sea a € R, si a no es unidad entonces (a) C R,
de modo que a = rom con ry € R, si ry es unidad hemos terminado, de otra
forma, (rg) € Rm obteniendo que ro = ri7 para algiin 1 € R, de manera
que r = r;72, procediendo de la misma forma se tiene que r = r,_ ;7" para
algin £ € N. Dado que R es un dominio de factorizaciéon tnica, entonces
rt—1 es unidad para algin k, por lo tanto a = ur¥, con u unidad de R y
ke N.

Sea [ ideal no cero de R, entonces I = Rz para algun = € R. Por el inciso
2 se tiene que = mFu, donde u es unidad de R. Por lo tanto, I = Rx*.

a a
. Sean K el campo de fracciones de R y 3 € K un entero, es decir, 7 es raiz

de un polinomio f(z) = 2™ + a,_ 12" ' + ... + a1x + ag € R[z]. Se tiene

n n—1
(Z) +a,_1 (Z) +...4a (Z) +ag = 0. Puesto que R es un dominio de

factorizacion tunica, entonces podemos suponer que a,b no tienen factores

a n
irreducibles en comtn no triviales. Despejando (b) y multiplicando por
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n

b" se tiene a”™ = b <Z al), de manera que b divide a a™ y, puesto que a y
i=0

b no tienen factores irreducibles en corhun, entonces b es unidad de R. Por

a
lo tanto, 7= ua € R, con u unidad de R.

5. Debemos probar que el tnico ideal primo no cero de R es Rm. Sea Rr*
un ideal de R con k£ > 1. Se tiene que 7" 7 = 7% € Ra*, sin embargo
71 1 & Rr*, por lo tanto R7* no es ideal primo. De modo que, el tinico
ideal primo de R es Rm.

m

1.3. Valuaciones

En esta seccion introducimos el concepto de valuaciéon y algunas de sus propieda-
des. En el desarrollo del trabajo que estamos presentando y en general, en teoria
de ntimeros el concepto de valuacién juega un papel muy relevante.

Definicién 1.3.1. Sea K un campo, una valuacién v es una funcion v : K* — R
que satisface:

1. para todos a,b € K*, v(ab) = v(a) + v(b),
2. para todos a,b € K* tales que a +b € K*, v(a + b) > min{v(a),v(b)},
3. existe a € K* tal que v(a) # 0.

Se define v(0) = oo.

Proposiciéon 1.3.2. Sean K un campos y v una valuacion sobre K, entonces
para todos a,b € K* se tiene:

1. para todo a € K*, v(a) = v(—a), v(1) =0 yv(a™t) = —v(a),

2. siwv(a) # v(b), entonces v(a + b) = min{v(a),v(b)},

n
3. st ay,as,...,a, son elementos de K*, entonces v (Z al-) > 11£11<n {v(a;)} vy
sn
i=1 15

la igualdad se cumple si v(a;) # v(a;) para todos i # j,
4. si Zai =0, entonces v(a;) = v(a;) para algunos i # j.
=1

Demostracion. 1. Notemos que v(—a) = v((—1)a) = v(—1) + v(a), entonces
debemos justificar que v(—1) = 0. Se tiene que v(
v(1)). De esto se tiene que v(1) = 0, entonces 0 =
v(—1) +v(—1) = 2v(—1), lo que implica v(—1) = 0.
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2. Siv(a) # v(b), podemos suponer que v(a) < v(b), de modo que, por defi-
niciéon de valuacion, v(a + b) > v(a). Si demostramos que v(a) > v(a + b)
entonces tenemos la conclusion del inciso 2.

Se tiene v(a) > min{v(a + b),v(—b)} = v(a + b), como se queria.

3. Procediendo por induccién, si n = 1 no hay nada que probar. Sin = 2 el re-
sultado se tiene por definicion de valuacién. Cuando n = 3, v(ay +as+az) >
min{v(a;+az),v(az)} > min{min{v(a,),v(as2)},v(as)} > min{v(a;),v(az),v

Sea n > 3, por hipdtesis de induccion se tiene
n n—1
| > mi . > mf _
v (zz:l az> > min {v (ZE:I az> ,an} > min {1<IZHI1£1 1{1}(@1)} v(an)} 112121{@(%)}

Ahora, supongamos v(a;) # v(a;) para todo ¢ # j y v(a1) = 1121i<n {v(a;)},

n

entonces v (Z ai> > v(ay). Por demostrar que v(a;) > v (Z ai>.

i=1 =1

Observemos que

v(ay) = U<a1+iai—iai> > min{v (al—l—iai),v(—iai)} —

i=2 i—2 i=2
n
vl|a + Z a; | = U(Z a;), pues de lo contrario
=2 i=1

( Z a,) > m 1n {v(a,)} lo cual no es posible.

n

4. Notemos que 0o = v (Z az> > mm {U(az)} Sl mm {U(az)} 00, entonces
i=1
v(a;) = oo para todo 7, de manera que a; = 0 para todo i. Luego, v(a;) =

v(a;) para todos i y j.

Si 11211<n {v(a;)} < oo, entonces existen i # j tales que v(a;) # v(a;), pues
<i<n

n
de lo contrario, usando el inciso anterior, co = v (Z al> = 1r£11<n {v(a;)},
sn
i=1

contradiciendo que min {v(a;)} < oo.
1<i<n
0

Definicién 1.3.3. Una norma o valor absoluto en un campo K es una funciéon
| |: K — R tal que:

1. para todo z € K, || > 0, con |z| = 0, solamente cuando x = 0.
2. para todos z,y € K, |zy| = |z||y|, ¥
3. |z 4yl < =]+ yl.
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Diremos que | | es no Arquimediana, si |z + y| < méax{|z|,|y|}, para todos
z,y € K.

Sean K un campo, v : K* — R una valuacién y 0 < ¢ < 1, entonces v define una
norma | |, : K — R dada por:

2], = @, (1.3.1)
En efecto:
1. Para todo z € K, |z|, > 0.
2. |x], = 0si y sélosi c®® =0siy solosiv(z) = oo siy sélosiz=0.

3. Conisderemos la funcién f(z) = ¢ = ™™ entonces f'(z) = In(c)c® < 0,
por lo cual que f es decreciente. Ahora, dado que v(z+y) > min{v(z),v(y)},
se tiene

|+ y|y = P@ty) < emin{o(@) o)} — max{|z|y, |y]s}.
Por lo que, |z + y|, < |z|, + |y|,, para todos z,y € K.

Observacién 1.3.4. Si| | es una norma inducida por una valuacion v, entonces
| | es no arquimediana.

Definicién 1.3.5. Decimos que dos normas | |y | |; en un campo K son equi-
valentes si cuando |z| < 1, entonces |z|; < 1. Cuando | | y | |; son equivalentes
lo denotamos por | | ~ | |;.

Teorema 1.3.6. Sean | | y | |1 dos normas no triviales en un campo K.
Entonces | | ~ | |1 siy sdlo si, existe a € RT \ {0} tal que |x| = |z|{ para todo
re K.

Demostracion. Supongamos que | | y | |1 son equivalentes. Dado que | |y | |
In(lyl

In(ly)
y consideremos a la funcion real f(t) = |y|*, la cual es creciente. Para cadaz € K*

~— =

son no triviales, entonces existe y € K tal que |y| > 1y |y|; > 1. Sea a =

existe b, € R tal que |z| = f(b,) = |y|*. Sea { } C Qtal que — — b, cuando
ni

1 n'L
m;
i — ooy b, < — para todo i. Entonces |z| = |y|> < |y ", de manera que
n;
i ’ n;
—| < 1, y puesto que | |y | |1 son equivalentes entonces |—| < 1, asf
ym g |,

2|y < |y|;*, tomando limite cuando i — oo en la desigualdad anterior se tiene
by

que |z < yfi"-
m; m; m;

Ahora, sea C Q tal que — — b, cuando i — oo y b, > — para todo 1,

7 n; 7
U

entonces |z| = |y[>* > |y|%, de manera que > 1,y puesto que | |y | |1 son
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> 1, asi &y > |y|;", tomando limite cuando i — oo

ng

equivalentes entonces

en la desigualdad anterior se tiene que |z|; > |y|}*. Por lo tanto, si |z| = |y|*
entonces |z|; = |y|5 para todo 2 € K*. Tomando logaritmos se tiene In(|z]) =

1 I 1
b.In(ly|) v In(|z|1) = b.In(|y|1), de modo que ale]) _ In(yl) 1 > 0, de

In(lz[y)  In(jyl))  a
donde obtenemos que |z|; = |x|%, con a > 0, para todo z € K. O

Teorema 1.3.7. Sea | | una norma no arquimediana en K, R = {x € K :
|| <1} yB ={x € K : |z| < 1}. Entonces R es un anillo local con unico ideal
mdximo B y K es su campo de cocientes. El anillo R es de valuacion discreta si
y sélo si |K*| = Z.

Demostracion. Probaremos que R es anillo local. Dado que |1| = 1, entonces
1 € R. Sean z,y € R, se tiene que |z + y| < méax{|z|, |y|} < 1, de manera que
r 4y € R. Asi también, |zy| = |z|ly] < 1. Por lo cual R es un anillo. De igual
modo se muestra que B es un ideal de R.

Sea z € R\ B, entonces 1 = |x|. Se tiene que 1 = |z~ 'z| = [z7!||z| = |7, de
manera que x~ ' € R, en consecuencia, todo elemento z € R\ 9B es unidad. Asf,
B es el tnico ideal maximo de R.

Si x € K \ R, entonces || > 1, de manera que |z7!| < 1, por lo cual 27! € R,
consecuentemente, K es el campo de cocientes de R.

Ahora, supongamos que R es un dominio de valuacién discreta, de lo cual se
tiene que B = (7). Si z € K*, entonces * € R o 7! € R, pues K es el anillo
de cocientes de R, de manera que x = 7*u; con u; € R unidad y k € Z. En
consecuencia, |z| = |7*u;| = |7|*, de donde se obtiene que |K*| = (|«|) = Z.
Reciprocamente, supongamos que |K*| = Z y sea ¢ : |K*| — Z un isomorfismo de
grupos abelianos. Dado que ¢ es un isomorfismo, existe x € K* tal que ¢(|z|) = 1.
Notemos que x puede ser elegido en R, pues —p es también un isomorfimo de
grupos, y por tanto existe un elemento en K*, a saber, 27! tal que —p(jz71|) =
—(=p(|z])) = ¢(Jz|) = 1, y ' € R. Ahora, puesto que p(|z|") = n para todo
n € N, entonces N C ¢(|R*|). Notemos que x € B, pues de lo contrario |z| =1y
o(|z]) = ¢(1) = 0, lo cual no es posible.

Siy € K* entonces ¢(ly|) = n-1 = ne(|z]) = ¢(|x]™), de modo que ¢(|y|) —
o(|lz]") = ¢(ly||z|™™) = 0, de ahi que |yz™"| = 1, en consecuencia yz "
con u unidad, de donde obtenemos que y = z™u. Supongamos que y € R, con
y = z"u y u unidad de R. Demostraremos que n > 0. Dado que y € Ry u es
unidad de R, entonces 2" = yu~' € R. Si n < 0, se tiene 2"y = u, de modo que
™" es unidad en R, de manera que 0 = ¢(|z7"|) = —ny(|z|) = —n, lo cual no
es posible. Por lo que, si y € R, entonces y = z"u, con n > 0 y u unidad de R,y
en consecuencia B = (z).

:/U/7

O

Proposicién 1.3.8. Si| | es una norma inducida por una valuacion v sobre un
campo K, entonces

R={zeK:|jz|<1}={ze K:v(x) >0}y
B={reK:|z|<1l}={reK:vx) >0}
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Demostracion. Sea c € R, 0 < ¢ < 1, tal que |z| = ¢*®) para todo z € K*.
Si 2 € R, entonces |z| = ¢*® < 1, de modo que v(z) > 0, pues 0 < ¢ < 1.
Reciprocamente, si x € K* es tal que v(x) > 0, entonces |z| = ¢’ < 1, por lo
que r € R.
Ahora, si x € B entonces |z| = ¢*® < 1 de manera que v(x) no puede ser cero,
pues de lo contrario |x| = 1. Asi, v(x) > 1. Reciprocamente, si v(x) > 1, entonces
lz| < 1.

L]

R
Puesto que B es el ideal maximo de R, entonces — es un campo, el cual se

denomina campo residual del anillo de valuacién R.

1.4. Completaciones

Como ya se discutié en la seccién anterior, una valuacion sobre un campo K define
una norma. En esta secciéon construiremos la completacion de un campo cuya
norma es inducida por una valuacion. Demostraremos que dicha completacion es
un campo, extension de K, y presentaremos algunos resultados basicos.
Empezamos recordando la definicién de sucesion de Cauchy.

Definicién 1.4.1. Sea K un campo con valuacién v y | |, una norma inducida
por tal valuacién. Decimos que {z;};eny C K es una sucesién Cauchy, si para todo
e > 0 existe N € N tal que |z,, — ym|» < €, siempre que m,n > N.

Dos sucesiones Cauchy {a;}, {b;} son equivalentes, y se denota por {a;} ~ {b;},
si
|a; — b;|, — 0 cuando i — oc.

Sen I — {{z;} € K| {x;} es una sucesién Cauchy}

~
ses de equivalencia de sucesiones Cauchy.

Si {z;} € K, entonces {z;} es una sucesién Cauchy en K, de modo que

|Znlo — |Zmlo| < |2 — 2m|s < € para todo n,m > N, para algin Ny, en conse-
cuencia { |2, |y fnen es una sucesion Cauchy en R, por lo que lim |x,[, existe.

, es decir, el conjunto de cla-

Sea z € K, con = {2;} y {#;} C K, se define en K la funcién | |: K — R
dada por
|z| == lm |z4],.
71— 00

La cual esta bien definida por lo discutido previamente.

Proposicién 1.4.2. El conjunto K es un campo, extension de K, y la funcion
| |: K = R es una norma.

Demostracion. Se tiene que K —» K mediante el mapeo T — { m Ademas,
{x} ~ {a'} siy s6lo si z = 2’. Denotaremos por z al elemento {z} de K, donde
x € K. Se tiene que 15 = {1} y 0 = {0}.
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Dieﬁnarr}os en K las operaciones suma y producto como sigue. Para a = {a;},b =
{bi} e K,a+b:={a;}+{b;} = {a; +b;} ya-b:={b;}-{b;} = {a; - b;}, las cuales
no dependen de los representantes, pues si {a;} ~ {a.} y {b;} ~ {b}}, entonces

|a; + b; — (a; + bmp <la— a;’|p + |bi — b;|p —0
cuando ¢ — oco. También,

|a;bi — a;bily = |aib; — aib; + azb; — aibly < |blo|a; — ajly + |aglo|b; — il — 0

7

cuando ¢ — 00.

Ahora debemos probar que si a = {z,} € K, a # 0, existe b € K tal que ab = 1.
Puesto que a # 0, entonces {z,} % {0}, de modo que existen ¢ >0y Ny € N
tales que |z,|, > € para todo n > Ny. Sean {z,'},>n, C K, € >0y € < eel,
entonces |z,| > € para todo n > Ny y |z, — 2| < € para todos n,m > N,y
para algin N’, de manera que

1 1

|zt — x| =

1/ 1 2
|xn—xm\§6—26 < SEE =€

0 €0

xz_xm‘

TpTm LnLm

para todos n,m > N, donde N=méx{Ny, N'}, de modo que {x,'},>n, es de
Cauchy.

Sea
0 st n < Ny

Yn = )

x,” st n>Ny

entonces {y,} ~ {z;'}, pues para todo € > 0, |y, — z,'| = 0 < € para todo
n > No. Ademas, {x, H{yn} = {znyn} ~ {1} = 14, por lo tanto {xn}_1 = {yn}.
En consecuencia K es campo.

Por tltimo, debemos probar que | | es una norma. Dado que nhﬁrglo |z, |, existe,

demostraremos que esta definicién no depende del representante {z,} de {z,}.
Sea {y,} € {z,}, entonces lim |z, — y,|, = 0, pues {y,} ~ {z,}, por lo tanto
71— 00

para todo € > 0 existe N € N tal que ||z,|y — |Yn|o] < |20 — Ynls < € para todo
n < N, de modo que n11_>r£10(|xn|v — Yn]w) = 0.

Finalmente, las primeras propiedades de la definicién de norma se siguen facil-
mente usando que | |, es norma. Mostraremos unicamente la desigualdad del
triangulo. Se tiene que

Hon} +{yn}| = {on + yn}|
= lim |z, + Ynlo
n—oo

= méx{|{zn}|, [{yn}I}

para todo {z,}, {y.} € K. O
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Sea {ay, }nen C K una sucesién Cauchy. Se tiene que a, = {a§n)}jeN para todo

n € Ny, dado que {ay,}neny C K es una sucesién Cauchy, entonces para todo
e > 0 existe N € N tal que para todos n,m > N

o = am| = o} = {a}] = [{a]"” —af™}| = Jim [of" — of"™| <€ (1.4.1)
Sea o = {ozéj)}jeN. Se tiene que |a(™ — a™| < [a™ — o] 4 oW — (™| < ¢,
para todo n,m > N, para algin N € N, esto porque «,, = {a§n)} es de Cauchy
y por la Ecuacién (1.4.1). De modo que a € K.

Ahora, probaremos que «,, — «, cuando n — oo, es decir, 7}1_{1(;10 la — o] = 0.
Notemos que |a,, — a| = \{agn)} — {ag-j)}\ = ]{Oén) — ag-j)}\ = jlim ]oén) — ag-j)\,

por otro lado ]aj(n) — &g-j)] < \oaﬁ”) - a§m)\ + ‘Oég'm) - Oég'j)‘ <€

Se define en K la valuacién o : K* — R como sigue. Si a = {z,} € K, se declara
0(a) = 1im v(z,,). Debemos verificar que lim v(z,) € RU {o0}.

Se tiene que |c¥@n) — @) = ||z,]y — |Zm|o] < |2 — Tm|o < € para todos
n,m > Ny y Ny € N, entonces {c”(m")}neN es una sucesion Cauchy en R, y por

; 0(Tn) ot ~ 1 Y v(zn)
tanto lim ¢ existe. Ahora, 9(a) = lim v(z,) = lim log (") € RU{£o00}.
Si lim v(z,) = —oo, entonces |a| = lim |z,|, = lim "@") = ¢ = 0o, lo cual
n—oo n—oo n—oo

no es posible. Luego, 0(a) € R U {oo}. Las propiedades de valuacién se siguen
directamente usando que v lo es.

Observacién 1.4.3. Si z € K, entonces 0v(x) = Jim v(z) = v(z). De manera

que U|g = v.

Observacién 1.4.4. Sea v : K — R tal que Im(v) C (Z U {oc0}), entonces
Im(v) C (ZU{oc}) pues para todoa € K, v(a) = 1im v(xy), you(x,) € (ZU{oco}).

Teorema 1.4.5. Sea | | una norma no arquimediana en K cuyo anillo de va-
luacion R es de valuacion discreta, entonces el anillo de valuacion R de K es
de valuacion discreta y el ideal mdximo de R puede ser generado por el mismo
elemento que genera al ideal maximo de R.

Demostracion. Por el Teorema 1.3.7 basta demostrar que |K’| =7

Sea a € k*, entonces a = {an}, .y, con a, € K para todo n. Sea 7 € R tal que
B = (m) es el ideal méximo de Ry 0 < ¢ < 1 tal que |r| = ¢. Dado que a # 0 y
a, € K podemos suponer que a, = 7" u,, con k, € Z para todo n y u, unidad
de R. Asi, 0 # || = Iim la,| = 1im |T*m | = 1im ™. La tnica manera en la
kn

que h_)m ™ sea ﬁmto Nno Cero es que /{;n = k para todo n > N, para algin N € N
n [o.¢]

fijo. Por tanto |a,| = |ay| para todo n > N y |a| = 1im lan| = |an| = c*. De

modo que |a| lan| € |K*| 7. Luego, |K*| = 7.

Sea B = a:R con xr € R el ideal mdximo de R. Por lo anterior se tiene que

|z| = ¢", para algin r # 0 € Z, pues = € B y por tanto |z| # 0. Puesto que
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T s ‘s

r
_ Il - 1, de modo que T es unidad de R, es
|| cr x

T

|| = ¢, entonces

_om : ] _
decir — = u, con u unidad de R, asf pues z = 7"u !, de donde obtenemos que
x

B=zR=n"R. Ahora, dado que TR C B = TTR, se sigue que r = 1, como se
queria. O

Corolario 1.4.6. En el contexto del Teorema 1.4.5, todo elemento o € K puede
ser representado por una sucesion {a,} C K tal que |a,| es constante para todo
n.

Corolario 1.4.7. Las unidades en R son elementos {a,} en K para los cuales
la,| =1 para todo n.

Demostracion. Se tiene por el Corolario 1.4.6 que todo elemento en R se repre-
senta por una sucesion {a, } C K tal que |a,| es constante para todo n. Dado que
{a,} € R, se tiene |a,| < 1. Si {a,} es unidad entonces |a,| = 1 para todo n.

O
RNJ—?

B para todo entero positivo n.
n

Demostracién. Se tiene que BN R = B, por lo tanto B N R = B". Ademads, por
un teorema de isomorfismo
R+ %” R R
B RABr B

Proposicién 1.4.8.

Para concluir la prueba basta demostrar que R + B = R para todo n > 1.
Sea a = {an},cy € R\ B, entonces a es unidad de R. Por el Corolario 1.4.7 se
tiene que |a,| = 1 para todo n. Ahora, dado que {a, },en es Cauchy, existe N € N

1
tal que |a,i1 — an| < 5 para todo n > N. Sin pérdida de generalidad podemos

suponer que N = 1.
Se tiene que a,.1 — a, € B V n, de modo que a,y1 = a, mod B, asi pues
an, = ap moéd B, de donde obtenemos {an}, .y = {al} mod B, con a; € R. Asi

pues, & = a; +y con y € B. Por lo tanto, a € RCR+ % consecuentemente
R=R+%B =R+7rR. Si _multiplicamos por 7 a la tltima ecuaciéon obtenemos
7R = 7R+ 2R, esto es, B = B + B2. De modo que

R=R+B=R+B+B°=R+B%
Finalmente, por inducciéon obtenemos que R=R+B" para todo n > 1. O]

Teorema 1.4.9. Todo elemento o € K* tiene una representacion unica de la

forma '
a=n"> s, (1.4.2)

>0

donde s; € S y S es un conjunto de representantes, que incluye al 0, de

807&0.

%7
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R
Demostracion. Sea S un conjunto de representantes de B que incluye al 0. Por

la Proposicién 1.4.8 podemos suponer que S es un conjunto de representantes de
R

~ .

‘B

Dado que R es un dominio de valuacién discreta y K es su campo de cocientes,
entonces todo elemento o € K* tiene una representacion tunica de la forma o =
7", con u unidad de ﬁ’, por lo que solo resta probar que u se representa como
u = Z s
i>0

Se tiene que existe un tnico sy € S tal que u = S0 mod B, o bien, u = sg mdd
7TR con sg # 0, pues u es unidad y de esto u ¢ B. Entonces u = So + 17, con
T € R. Ahora, para x; existe un tnico s; € S tal que x = s; mod 7TR de modo
que 1 = §1 + xom, para algin xy € R. Asi pues,

u = 89+ 117 = g + (81 + Tom)T = 5S¢ + $17 + xow?. Siguiendo de esta manera
n

obtenemos una sucesion de sumas parciales b, = Z s; T que converge a u, pues
i=0

[u = bu| = [Tn 17| = |2ppa|c™t — 0 cuando n — oo. De manera que u =
> s
>0
Para demostrar unicidad supongamos que o = 7" Z gt =2 Z r;m", enton-
i>0 i>0
ces |a] = my = my, de manera que Z st = Z’I“ﬂTZ
i>0 i>0
Se tiene
2 2
So— 7T+ SIT+ Som™ + -+ =W+ rom” + -+,

notemos que la expresion de la derecha tiene valuacién mayor que uno, de modo
que sp — 19 = 0. Procediendo de la misma forma obtenemos que r; = s; para todo
1> 1.

m

1.5. Extensiones finitas de campos completos

Sea F' una extensién de K y v’ una valuacién de F. Sea v = v'|k, entonces v es
una valuacién de K. Si v es una valuacién de K, cualquier valuacion v de F tal
que v'| g = v, recibe el nombre de extension de wv.

Sean R’, P’ y t el anillo de valuacién, ideal méximo y campo residual de F,
respectivamente. Entonces

R=RNK, P=P NR, (1.5.1)
de modo que, por un teorema de isomorfismo se tiene
R R _ R+ ‘)B’
¥ PFOR P ’B’

t= =t (1.5.2)

De manera que
t—t. (1.5.3)
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Puesto que v = v'| g, entonces v(K*) C o'(F™*). Sean
e=e(v'/v) =[V'(F") :o(K7)], f=f{'/v)=[t:1],

donde e es el indice del grupo y f el grado de la extension t'/t.
A ey f seles denominan indice de ramificacion y grado relativo, respectivamente.

Lema 1.5.1. Sea F/K una extension de campos completos. Supongamos que
f < oo, entonces F/K es una extension finita y

[F: K] =ef. (1.5.4)
Demostracion. La demostracion de este Lema puede consultarse en [7] ]

En seguida mostramos un resultado importante que establece condiciones para
que una valuacion se extienda de manera tnica.

Proposicién 1.5.2. Sea v una valuacion de un campo completo K y F una ex-
tension algebraica de K. Entonces v se extiende de manera unica a una valuacion
v de F' yv =1|g. En particular, si F/K es finita, entonces F' también es un
campo completo, y

1
V(x) = ﬁU(NF/K(ZB)), para todo x € F, (1.5.5)

donde n = [F : K| es el grado de la extension y Np/i es la funcion norma de la
extension F/K.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion puede consultarse en [22].
m
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CAPITULO 2

Campos locales y niimeros p-adicos

En este capitulo estudiaremos campos locales desde un punto de vista topologico.
Definiremos una familia de subconjuntos en un caso especial de campos completos,
la cual resultard una base para la topologia. Justificaremos que, con esa familia de
subconjuntos, un campo local es un espacio Hausdorff, entre otras propiedades.
Dentro de los resultados importantes en la teoria de campos locales es su clasifi-
cacion pues se sabe que cualquier campo local de caracteristica 0 es isomorfo a
una extension finita del campo de los ntimeros p-adicos y, si es de caracteristica
p > 0, es isomorfo al campo de las series de Laurent K ((x)) sobre un campo finito
K [16].

Con el propésito de entender los campos locales de caracteristica 0, centraremos
la atencién en los niimeros p-adicos.

2.1. La topologia definida por una valuacién

Empezamos esta seccién con la definicién de campo local. Recordemos que dado
un campo K con anillo de valuacién R e ideal maximo ‘B, su campo residual es

TS
Definicién 2.1.1. Un campo K es un campo local si es completo con respecto a
una norma inducida por una valuacién no arquimediana y su campo residual es
finito.

Sea K un campo local con valuaciéon v : K — 7Z. Para cada z € K y o € R sea
N(z,0) ={y |y € K,v(y —z) > a}.
Se tiene que para cada o € R, x € N(z, o).

Proposicién 2.1.2. La familia de subconjuntos N(z,«), « € R yx € K, forman
una base para K, la cual define una topologia Hausdorff.

Demostracion. Sea x € K. Dado que para cada a € R, z € N(z, ), solo resta
demostrar que si x € N(y, ) N N(z,«), entonces existen w € K y v € R tales
que z € N(w,v) C N(y, f) N N(z,a).
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Sea v = méax{f,a}. Notemos que z € N(z,7). Ahora, demostraremos que
N(z,v) C N(y,5) N N(z,«). Sea w € N(x,7), entonces v(w — ) > . Se tiene
que

v(w—y)=v(w—2x+2z—y)>min{v(w—x),v(xr —y)} > min{y, f} = B,

v(w—2)=v(w—z+z—2)>min{v(w—2z),v(r—2)} >min{y,a} = q,

de modo que w € N(y, ) N N(z,«) y, en consecuecia,
N(z,7) C N(y,8) N N(z, ).

Ahora debemos probar que, con la topologia que define la base anterior, K es un
espacio Hausdorff.

Sean z,y € K y o = v(z — y). Se tiene que x € N(z,a),y € N(y, a).
Supongamos que existe w € N(z,a) N (y, ), entonces v(z—w) > ay v(y—w) >
a. Por otro lado,

vz —y)=v(r—w+w-—y) >min{vizx —w),v(w—1y)}>a=v(r—y)),

lo cual no es posible. Por consiguiente N(z,a) N N(y,a) = 0.
[

2.2. Propiedades topolégicas de un campo local

Proposicion 2.2.1. El anillo de valuacion R es un conjunto cerrado de K y los
ideales B" son conjuntos abiertos y cerrados de K.

Demostracion. Probaremos que el anillo de valuaciéon R es cerrado. Sea x € R¢ =
{y € K | v(y) < 0}. Afirmamos que z € N(z,0) C R°. Si existe z € N(z,a) N R,
entonces v(z — y) > 0. Por otro lado puesto que v(z) < 0 y v(y) > 0 se tiene
v(z —y) = min{v(z),v(y)} = v(z) < 0, lo cual es una contradiccion. Luego,
x € N(x,0) C R, es decir, R es un conjunto cerrado.

Ahora, demostraremos que B es un conjunto abierto y cerrado de K. Sea x € 8.
Mostraremos que N (x,0) C 9B. Supongamos que existe y € B¢ = {y € K |v(y) <
0} tal que y € N(x,0). Entonces v(z — y) > 0. Puesto que v(z) > 0y v(y) <0
se tiene que v(z —y) = min{v(z),v(y)} = v(y) <0, lo cual es una contradiccién.
Por lo que N(z,0) C B, es decir, B es abierto.

Para demostrar que 8 es un conjunto cerrado, probaremos que 8¢ es abierto.
Sea x € B°. Argumentando de manera similar se tiene que N(x,0) C B°. Luego,
B es cerrado.

Analogamente se demuestra que los ideales 8™, con n > 1, son conjuntos abiertos
y cerrados de K. O

Proposicién 2.2.2. La familia de subconjuntos {B"},.en es una base de vecin-
dades abiertas de 0 € K.
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Demostracion. Se tiene v(0) > n para todo n € N, de manera que 0 € B"™ para
toda n € N. Sea U una vecindad de 0. Debemos hallar m tal que 8™ C U.
Dado que la familia de subconjuntos N(z,a), a € Ry z € K, forman una base
para K, podemos suponer que 0 € N(z,a) C U para algin x € K y a € R.
Puesto que 0 € N(x,«), entonces v(x) > a. Sea m € N tal que m > a, y
consideremos al conjunto B™. Si y € B, entonces v(y) > m > «a. Por otro lado,
v(y — x) > min{v(z),v(y)} > «, de modo que y € N(z,a). En consecuencia,
B™ C N(z,a). O

Si K es un campo local, su campo residual es finito. Sea S un conjunto de repre-

R
sentantes de — en K.

Se tiene que S* es el conjunto de todas las sucesiones (sg, s1, S2, . . .), donde s, € S
para todo n, asi
(0.@)
S = H S,, con S, =2S5.
n=0

Se introduce sobre S* la topologia producto de los espacios discretos .S,,.

Corolario 2.2.3. El mapeo
[ee]
(S0, 51,82, ..) Z S
n=0

define un homeomorfismo biyectivo de S al anillo de valuacion R de K.

Demostracion. La demostracién de este resultado puede consultarse en [7, pag.
11] O

La topologia que emplearemos sobre K en el siguiente resultado es la que se
defini6é previamente.

Teorema 2.2.4. Sea (K,v) un campo local. Entonces K es un campo totalmente
disconexo, no discreto y localmente compacto. Ademds, el anillo de valuacion R
y los ideales B™ son conjuntos compactos de K.

Demostracion. Se tiene que el conjunto de ideales 8" forman una familia de
vecindades de 0 € K, de modo que si x € K, entonces x + B" forman una
base de vecindades de x € K, por esto, para demostrar que K es totalmente
disconexo es suficiente probar que la componente conexa de 0, denotado por
C(0), es C(0) = {0}.

Supongamos que existe y € C'(0)\ {0}. Se tiene que nol%” = {0}, pues si x € B"
para todo n > 1, entonces v(z) > n, por lo que v(x) = oo, es decir, x = 0. De
esto se tiene que existe m € N tal que 0 € B™ y y & B"™. También tiene que B"™
y ($B™)¢ son conjuntos abiertos disjuntos de K tales que C'(0) C B™ U (B™)¢, de
manera que C(0) = (B N C(0)) U ((B™)°NC(0)) asi que C(0) es disconexo, lo
cual no es posible. En consecuencia C(0) = {0}.

Sea S C R un conjunto de representantes de —. Puesto que K es un campo

local se tiene que S es un conjunto finito. Por otro lado, por el Corolario 2.2.3,
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o0

R= 11S,, S, =S5. Dado que S es un conjunto finito, entonces S es compacto.
n=0

Luego, por el Teorema de Tychonoff se tiene que R es compacto. Puesto que los

ideales B" son conjuntos cerrados y estan contenidos en R, el cual es compacto,
entonces B" es compacto para todo n > 1. Por lo que K es localmente compacto,
pues para cada x € K se tiene que los conjuntos x + B™ forman una base local
de vecindades compactas.

Para demostrar que K es no discreto supongamos que {0} es abierto. Puesto
que los ideales B™ son una base de vecindades de {0}, existe n € N tal que
B" = (7") = {0}, de manera que 7" = 0, lo cual es imposible. Consecuentemente,
{0} no es abierto. O

2.3. El campo de los nimeros p-adicos

En esta seccion daremos una introduccién al campo de los nimeros p-adicos. Para
construir este campo partiremos del concepto de orden de un nimero y, con esto,
definiremos una valuacion en Q. Teniendo lo anterior, emplearemos los resultados
del capitulo 1, seccién 3, para construir un campo completo extension de Q.

Definicién 2.3.1. Sea p un ntimero primo. Para cualquier a € Z, se define el
orden de a, ord,(a), como el entero mas grande m tal que a = 0 méd p™.

Para cualquier racional x = %, se define
ord,(x) := ord,(a) — ord,(b). (2.3.1)
Sea v, : Q — R, definida por
v(x), = ord,(z). (2.3.2)
Proposicién 2.3.2. v, es una valuacion en Q.
Demostracion. Demostraremos las siguientes condiciones para todo z,y € Q:
L ov(zy)p = v(@)p + v(y)p-
2. v(z +y)p = min{v(z)p, v(y)p}-

1. Sean x = % yy = 2 Siz =y = 0se tiene que v,(xy) = 00 y v,(x)+v,(y) = co.
Siz =0y y# 0 entonces v(zy), = 00y v,(z) + v,(y) = co. De igual modo, si

r#0yy=0, 'Up(zy) =0y Up($) +Up(y) = 0.
Supongamos que x,y # 0, a = p™ay,b = p™by,c = p'ecy y ¢ = p'ecy, donde
p 1 a1bycidy, entonces

ord,(zy) = ord, <Z§)
= ord,(ac) — ord,(bd) = (n, + n.) — (N + na)
= (na - nb) + (nc - nd)
= ord,(x) + ord,(y).
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ASE, vy(9) = 0y(e) + 0,(1).
2. Sean z y y como en el inciso anterior. Probaremos que v,(z+y) > min{v,(x), v,(y)}.
Six = 0oy = 0, se prueba directamente la desigualdad. Supongamos que
z# 0,y # 0y v,(y) = min{v,(x),v,(y)}, es decir, ord,(y) < ord,(z), entonces
Ne — Ng < Ng — Np.
Se tiene que
_a c_phra  pta
YR el o,
preteaydy + p™ e by
pnb+ndb1d1
pnb+nc(pnaJrnd*(anrnc)aldl + Clbl)
ptrabyd; '

De manera que ord,(x +y) > ny +n. — (np +nq) = n. — ng = ord,(y), consecuen-
temente v,(z + y) > min{v,(z), v,(y)}.
[

Observacion 2.3.3. La imagen de v, es Z. Cuando una valuacion v sobre un
campo K es tal que v(K) = Z, se denomina discreta.

Observacidén 2.3.4. Denotaremos por | |, a la norma en Q inducida por v,, la
cual se obtiene como en (1.3.1), pag.16.

El siguiente resultado clasifica a todas las normas sobre Q pues establece que
cualquier norma es equivalente a una norma inducida por una valuacién p-adica,
o bien, a la norma usual de valor absoluto.

Teorema 2.3.5 (Ostrowski). Toda norma no trivial sobre Q es equivalente a | |,
para algin primo p o a la norma usual de valor absoluto.

Demostracion. Sea | | : Q — R una norma. Puesto que | | es no trivial se tienen
dos posibilidades: existe n € N tal que |n| > 1 o, para todo n € N, |n| < 1.
Probaremos que, en el primer caso, la norma es equivalente a la norma usual de
valor absoluto y, en el segundo caso, la norma es equivalente a una norma p-adica.
Caso 1. Consideremos la funcién f(t) = n} y sea ng el menor entero positivo
tal que |ng| > 1. Se tiene que existe @ > 0 tal que f(a) = n§ = |ng|. Notemos
que para todo n € N, existen ag,ay,...,as con 0 < a; < ng, a; # 0, tales que

n =ay+ aing + - + asng. Se tiene que nj < n < n8+1. De modo que

In| = lag + a1ng + « - - + asng| < lag| + |ar]|no| + - - - + |as||ngl,

puesto que |ng| = n§ y ng es el minimo entero positivo tal que |ng| > 1, entonces
la;| <1 para todo iy

1 1 < /1 1\°
\mgHﬁ+wm%m$G++m+ )gﬁ;<>:@%gma
ne ng’ =0 ng
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endondeCsz(1

S
: 1 1 e
) , esta serie converge pues — —— < 1, la dltima
6]
s=0

0 ng  |nol
desigualdad se sigue del hecho de que n§ < n < n5™. Por lo que tomando n = k™
se tiene |k™| < k*™C, entonces |k| < k* ¥/C, tomando limite cuando m — oo se

tiene |k| < k* para todo k > 1, de lo cual se tiene

In| < n® paratodo n > 1. (2.3.3)
En particular la desigualdad anterior se cumple para nj** — n, de modo que
gt —n| < (ngtt —n)“, (2.3.4)
Por otro lado se tiene
ng™ = n+nitt —nl < |n| + ngtt —nl. (2.3.5)

Usando (2.3.4), (2.3.5) y el hecho de que |ng| = n§ obtenemos

1 (0%
e (o LB B B

g
1 [0
pues ni™* > n, y donde M = (1 - (1 — S) ) De manera que |n| > n*M.
"o

Tomando n = k™, se tiene |k™] > k*™M lo cual implica |k| > k* VM, y tomando
limite cuando m — oo se tiene |k| > k* para todo k < 1, en particular para n.
De modo que |n| = n® para todo entero n > 1.

Sin <0, entonces |n| = | —n| = (—n)™
«

a4 . De

a'_M_
b

bl ol

a
Sea z € Q*, entonces x = 7 con a,b € Z, de manera que

modo que | | es equivalente al valor absoluto usual en Q.

Caso 2. Supongamos que |n| < 1 para todo n € N. Puesto que | | es no trivial
entonces existe n € N tal que |n| < 1. Sea p = min{z € N||z| < 1}, entonces p
es primo, pues de lo contrario p = ab, con 0 < a,b < 1, por lo que |a|,[b] > 1y
1 > |p| = |ab| = |a||b| > 1, lo cual no es posible.

Sea m € Z tal que mcd(m,p) = 1, supongamos que |m| < 1 entonces existe t € N
tal que |m|, |p|* < %, y puesto que mecd(m,p) = 1, existen r,s € N tales que
1 =rp' + sm!, por lo que 1 = [1] = |rp’ + smf| < 3(|r] + |s|) < 1, lo cual no es
posible, en consecuencia |m| = 1. Asi, dado x € Q, con x = p*%, med(mn,p) = 1,
entonces |z| = |p?||3| = [p?| = ¢*, donde ¢ = |p| < 1, de esto obtenemos que | |
es equivalente a | |,. O

Con el concepto de norma inducida por una valuacién p-adica que introducimos
previamente, podemos definir al campo de los niimeros p-adicos como sigue:

Definicién 2.3.6. Sea p un nimero primo. El campo de los nimeros p-adicos,
denotado por @Q,, es la completacion de Q bajo la norma | |[,. El anillo de
valuacion de Q, lo denotaremos por Z, y se llama el anillo de los enteros p-adicos.
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Sea v, : QQ = Z una valuacién p-adica. Se tiene que el anillo de valuacién de Q es
R = {Z €EQ|z :pn%, conn > 0y med(ab,p) = 1} = Zp) y su ideal maximo
Lo) ~ Z

es B = (p)Z,. Demostraremos que = =F,.
Z (») .

Sea p: — — P definida por
PZ  (p)Zy)

olr +pZ) = g +()Zy). (2.3.6)

Demostraremos que ¢ es un isomorfismo de campos. Primero justificaremos que
la funcién esta bien definida. Sean r + pZ = r; + pZ, con r # ry, entonces
r —ry + pZ = pZ, de modo que

o(r —r1+pZ) = (p)Zy).

Por lo anterior, 7 — ry + (p)Zg) = (p)Zp), de ahi que ¢(r + pZ) = ¢(r1 + pZ), de
lo cual se tiene que ¢ esta bien definida.

Z
Sean r + pZ y r1 + pZ elementos de L entonces p((r + pZ) + (r1 + pZ)) =

p
p(r+ri+pZ) = r+ri+p)Ly) = r+(p) L) +ri+(p)Ly) = o(r+pL)+e(ri+pL).
Por otro lado, ¢((r + pZ)(r1 + pZ)) = @(rri + pZ) = rri + (p)Zyy = (r +
(D) Zp)) (114 (p) L)) = @(r+pZ)p(r1+pZ), de manera que ¢ es un homomorfismo.

Z
Sea r + pZ € 7 tal que ¢(r 4+ pZ) = (p)Zy), entonces r + (p)Zgy = ()L, de
modo que r = b con b € (p). En consecuencia r + pZ = pZ, de lo cual se tiene
que ¢ es inyectiva.
Sea E+(p)Z(p), con s ¢ (p), entonces existen x € Zy y € (p) tales que 1 = zs+vy,
s

1
pues (s) + (p) = Z, por lo que = + Y — 2 Por tanto ez + &
s s s

obtenemos ¢(cx + pZ) = ‘y (p)Zy). De modo que ¢ es suprayectiva.
s

= E, de donde
s

Lo anterior demuestra que ¢ es un isomorfismo de campos, como se queria.
Sea R el anillo de valuacién de Q, y B su ideal méaximo. Se tiene por la Proposicion

1.4.8 que
R Zy

I

= F,.
B (p)Zy) g

De modo que el campo residual de Q, es finito, lo cual implica que @Q, es un

campo local y, por (1.5.3), pagina 22, y [8, Lema 6.5], se tiene que cualquier

extension finita de Q, es también un campo local.

El siguiente resultado carecteriza a los campos locales.

(2.3.7)

Teorema 2.3.7. Sea K un campo local tal que su campo residual es de carac-
teristica p, entonces:

1. K es de caracteristica 0 si y sélo si es una extension finita de Q,,
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2. K es de caracteristica p si y solo si es una extension finita del campo de
series de Laurent F,((T)).

Demostracion. La demostracion de este teorema puede consultarse en [7, Teorema
2.9]. O

Uno de los métodos méas usados en el campo de los niimeros p-adicos para apro-
ximar raices de polinomios es el Lema de Hensel, también llamado Lema p-adico
de Newton, pues su demostracion es esencialmente el método de Newton para
encontrar raices de polinomios con coeficientes reales.

Teorema 2.3.8 (Lema de Hensel). Sea f(x) = 2" + a,_12" ' + -+ + ag € Zy[x]
con derivada f'(z) = na™ 4 (n—1)z" 2+ -+ay, y sea ¢y € Z, tal que f(co) =0
(méd p) y f'(co) Z 0 (méd p). Entonces eziste un tinico entero p-ddico ¢ tal que
fle)=0yco=c (mddp).

Demostracion. La idea de la demostracion es construir un numero p-adico ¢ tal
que f(c¢) = 0 méd p" para todo n, lo cual implicaria que f(c) = 0. Para esto
construiremos una sucesiéon tinica de ntmeros enteros {b;} tal que se cumplan las
siguientes condiciones para todo k:

(a) f(br) =0 (méd pFth),
(b) b = bg—1 (mo6d pk)7
(C) 0< bk <pk+1'

Procediendo por induccién. Si k = 1, supongamos que ¢y = Ao+ A\ip+ Aop? +- - -,
donde 0 < \; < p. Tomando by = Ag, se tiene que by = ¢y méd p, 0 < by < py , por
hipétesis, f(by) = f(co) = 0 mdd p. Por (b) y (¢) queremos hallar 0 < b; < p? tal
que by = by méd p?. Sea by = by + ¢1p para algin 0 < ¢; < p. Se tiene que by = by
méd py 0 < by < p?, pues bp+c; < (p—1)+(p—1)p = (p—1)(p+1) = p*—1 < p*.
Ahora, definiendo a,, = 1, se tiene

3

Fbr) = f(bo + eap) = 3 ailbo + c1p)’

s
Il
o

a; (b} + icipby t + p*Q), donde Q € Z,

Il

N
Il
o

a;(by + icipby ') mod p?

4 LMM-

N
Il
o

n
aibé + Z iaiclpbffl méd p?
i=0

f(bo) + cipf'(bo) méd p.

Dado que by = ¢y méd p, entonces f(by) = f(co) =0 mdd py f'(bo) = f'(co) Z0
méd p. Asi, f(by) = bp para algin b € Z. Puesto que existen tnicos ¢, 5 €
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Z, con 0 < B < p, tales que b = qp + 3, entonces f(by) = fBp méd p?. Para
que (a) se cumpla, es decir, f(b;) = 0 méd p?, debemos resolver la congruencia
Bp + f'(bg)eip = 0 méd p? o equivalentemente

B+ f'(bo)er =0 mod p, para c;. (2.3.8)

f'(bo)
f'(bo)
dada la eleccion de ¢p, se tiene que by satisface (a), (b) y (c).
Inductivamente supongamos que hemos construido by, by, . .., bx_1 tales que satis-
facen (a), (b) y (¢). Queremos hallar by, con las mismas propiedades que by, by, . .., br_1.
Sea by, = br_1 + ¢xp®, para algtin 0 < ¢, < p, de manera que b, cumple (a) y (b).
Sélo falta verificar (c):

flow) = f

Se tiene por (2.3.8) que ¢; = mod p y, puesto que existe un tnico v € Z,

con 0 < v < p, tal que v = mod p, entonces podemos elegir ¢; = 7. Asi,

br_1 + crp®)

—~

a;(bp_1 + cpp®)’

Il

I
o

a; (b, +icpFbi=t) méd p*

Il
-

Il
=)

)

f(bk—1) + crpf' (be—1) méd p*

Sabemos que f(br_1) = 0 méd p". Asi, f(bp_1) = Bp*, para algtin § € Z. Para
que f(b,) = 0 moéd p*!, debemos resolver la congruencia Bp* + f(br_1)crp® méd
pEtL para ¢, o equivalentemente, 8+ f/(by_1)ck méd p. Puesto que by = by_o =
... = b = by m6d p, se tiene que f'(bg_1) = f'(by) Z 0 m6d p. De modo que
podemos resolver la congruencia para cg, asi ¢ = — 2 mod p. Dado que

S/ (br-1)

existe un inico r € Z, con 0 < r < p, tal que r = ﬁ mod p, podemos elegir
k—1

¢, =1y la congruencia  + f'(bx_1)cx, méd p se cumple. Luego, by satisface (1),

(2) y (3).

Sea ¢ = by + c1p + cop?® + - - - . Notemos que ¢ = b, méd p™+! para todo n. Luego,
flc) = f(by) = 0 méd p™™ n > 1, lo cual implica que f(c) = 0. Ademds, la
unicidad de ¢ se obtiene de la unicidad de la sucesién {b;}. O

2.4. Extensiones de normas sobre campos loca-

les
Sea F'/K una extensién de campos y | | una norma sobre F. Notemos que si
restringimos | | a K, entonces | | es una norma; sin embargo, si | | es una
norma sobre K, no se sabe si | | puede extenderse a F. Si | |, es una norma
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p-ddica de K = Q,, demostraremos en esta seccién que cuando F/K es una
extension finita, | |, siempre se puede extender de manera tnica a F. También
mostraremos algunos resultados importantes de normas definidas sobre campos
que son extensién de campos localmente compactos.

Sea K un campo con norma no arquimediana | |, es decir, | | satisface las
condiciones establecidas en la Definicién 1.3.3. Sea V un espacio vectorial de
dimensién finita sobre F. Una norma sobre V' es una funcién | | : V — R que
satisface:

1. para todo z € V, |z|y > 0y |z|y = 0siy sélosiz =0,
2. para todos z € Vya € K, |ax|y = |al|x|v,

3. para todos z,y € V, |x + ylv < |z|v + |y|v.

Por ejemplo, si F//K es una extensién finita de campos y | |r es una norma
extension de | |, entonces | |p también es una norma sobre F como espacio
vectorial.

Definicién 2.4.1. Diremos que dos normas sobre un campo K son equivalentes
si definen la misma topologia.

El siguiente resultado muestra una propiedad importante de las normas definidas
en espacios vectoriales sobre campos localmente compactos.

Teorema 2.4.2. Si V un espacio vectorial de dimension finita sobre un campo
K localmente compacto, entonces todas las normas en V' son equivalentes.

Demostracion. Para demostrar este resultado usaremos el hecho: dos normas | |;

y | |2 son equivalente si y sélo si existen constantes positivas ¢, ¢y tales que
calz)y < |xle < colz|r, para todo x € V, [13, pag. 75]. Sea {v1,va,...,v,} una
base para V y | | una norma sobre K. Sea x € V con x = ajv; + -+ + a,vp.

Definamos | |5, : V' — R como

lavy + -+ 4 AU | sup = lrrgl%);(]w) (2.4.1)
Se tiene que | |4, definida como antes es una norma, pues para todos z,y € V
ya€ K, conx=av+-a,v, yy="bvs+- 4 by, || = max{|a;|} >0,
|| qup = mdx{|aa;|} = max{|alla;]} = |o| max{[a[} = [o[z]wp ¥
|7+ Ylsup = max{a; + 0|} < max{[a;]+ [bi} < mdx{]a;|} +max{|bi|} = |2|sp +
1Y sup-
Ahora, sea | |, otra norma sobre V. Notemos que

2l < larlfoaly -+ lanlloaly < n(mix{la}) max{lol,}),  (24.2)

consecuentemente | |, < ¢a| |sup, donde co = nmax{|v;|,}. Solo resta justificar
que existe una constante ¢; tal que ¢1| |sup < | o
Sea

U={z eV ||z|w =1}
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Demostraremos que existe € > 0 tal que |z|, > € para todo z € U. Supongamos
que el hecho anterior es falso, es decir, para todo ¢ > 0 existe x € U tal que

|z| < €, en particular esto se cumple para €, = — entonces hay una sucesién
m

{znm} C U tal que |z,,], — 0 cuando m — oo. Puesto que U es compacto [12,
pag. 59], la sucesion {x,, } admite una subsucesion {x,,, } convergente, y converge
a un elemento z € U.

Se tiene que

|x|v S |ZL' - xmj|11 + |xm]-|v S 02’x - xm]-|sup + |xmj|v — 07

pues Tp,, — Ty |[Tml, — 0. De modo que |z], = 0, asi 2 = 0, lo cual no es posible,
pues z € U. Con esto concluimos que existe ¢ > 0 tal que |z|, > € para todo
relU.

. 1
Notemos que si x € U, entonces |x|s, < —|z|,, donde ¢; = €, pues |[|syy =1y
1

|z|, > €. Ahora, sea v € U, . = aqv1 + - - + anvy, ¥ J tal que |a;| = max{|al;},
_ |2 sup _ M

x
= = = 1. De manera que |—| > € = ¢y,
] P T ] as |,

en consecuencia c¢i|a;| = ¢1|x|syp < |2],. En cualquiera de los dos casos se tiene
c1|®|sup < |x|, para toda z € V.

x
entonces — € U, pues
a/ .
j

]

Corolario 2.4.3. Sean | | una norma sobre K yV = F un campo, que es una
extension finita de K, entonces existe a lo mds una norma sobre F' que extiende
al |

Demostracion. Se tiene que F es un espacio vectorial sobre K de dimension
finita. Por el Teorema 2.4.2 cualesquiera dos normas | |; y | |2 son equivalentes,
es decir, existen constantes positivas ¢, co tales que ¢|z|; < |z]|s < eolz|r, para
todo x € F.

1
Sea x € F. Supongamos que |z|; # |z|s, si |z|e < |x|; entonces

—|, de
)

T2

manera que siempre podemos elegir z € F' tal que |z|y # |z]2 ¥ |z]1 < |z|2. Sea

xg € F' que satisfaga las condiciones anteriores.
Se tiene

<

|wola < calzoli ¥ w0l < |z (2.4.3)

\xo‘z
|SB0\1

De esto obtenemos que 1 < < ¢9, entonces existe N € N suficientemente

|~’Cév|2

le,

pues |z]y < co|z]; para todo x € F. Consecuentemente |x|; = |z|2, para todo
x e F. O

grande tal que ¢y < de ahi que co|zl'|y < |z{'|2, lo cual no es posible

Sean F//K una extension finita y Galois, « € F'y f(z) = 2" + a,_ 12" ' + - +

a1z + ap € Klz] el irreducible de a. Si Np/g : ' — K es la funcién norma,

entonces Np/g(a) = H «;, donde «; son los conjugados de a@ = oy sobre K.
i=1
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Sea | | una norma sobre K y supongamos que | | puede extenderse a una norma
en F'. Se tiene por el Corolario 2.4.3 que | | se extiende de manera tnica a F,
digamos a | |;. Sean «; un conjugado de «, para algin j = 1,--- ,ny o un
K-automorfismo tal que o(a) = a;. Definamos | |': F' — R como |z|' = |o(x)]1,
para toda x € F. Se demuestra sin dificultad que | |" es una norma extensién de
| |, de manera que | |, =| |'. Asl |a|; = |a| = |o(a)]1 = |oj|1, de modo que
podemos concluir que la norma de « coincide con la norma de cada uno de sus
conjugados.

n

[T

i=1

Notemos que Np i (o) € K, asi [Np/k ()| = |[Np/x (o) =

n
= H |1 =
i=1

1
n

I1 el = |aff, en consecuencia

jals = {/Nryxc(@). (2.4.4)

Las propiedades de la norma Ng/x que emplearemos para la demostracion del
siguiente teorema pueden consultarse en [8, pag. 19].

Teorema 2.4.4. Sea K/Q, una extension finita. Entonces existe una norma
sobre K que extiende a | |,.

Demostracion. Sean = [K : Q,]. Consideremos a | | : K — R definida por

ol = {/INk/g, (@)l (2.4.5)

demostraremos que | | es una norma extensiéon de | |,.

Sia € Qp, entonces Np/q,(a) = a”, de manera que |a| = {L/lNK/Qp(a)‘P = {z/\a"\p =
la|, para toda a € Q,.
Sean «, 3 € K, puesto que Nk g, es multiplicativa se tiene o3| = | Nk g, (af)], =
N, (0)Vic/2, (8) s = [N, (@)l Vicjc, (9)],- Abora, sea a € K tal que Jo] =
0, entonces |Ng/q,(a)| = 0, esto ocurre si y sélo si Ng/q,(a) = 0, pues | |, es
una norma sobre K, pero Ng/g(a) = 0 sélo si a = 0. Para finalizar solo resta
demostrar que |a + S| < |a| + |5]. Justificaremos que | | es no arquimediana, es
decir,

o+ 8| < méx{|al. 181}. (2.4.6)

«
Supongamos que |5| > |a| y consideremos vy = 5 entonces demostrar (2.4.6) es

equivalente a mostrar
1+ <1 (2.4.7)

Para justificar lo anterior usaremos el siguiente hecho: sea | | definida como antes
sobre K, entonces |1 + 7| < 1 para todo v € K tal que |y| <1, [12, pag. 62].

Puesto que |f| < |af, entonces || = g < 1, de manera que (2.4.7) se sigue del

hecho anterior. O
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Consideremos Q, la cerradura algebraica de Q,, se tiene que @, es la unién de
todas las extensiones finitas de ,. Puesto que para cada extensién finita de Q,
| |, tiene una tnica extensién, Teorema 2.4.4, entonces | |, se extiende de manera
tinica a Q,. Mas precisamente, si @ € Q,, entonces a es raiz de un polinomio
moénico irreducible sobre Q,, digamos f(z) = 2" + Ap_12" L+ + a1z + ag. Se

define | |: Q, — R como |a| = {/|Ng/qg,(@)|,, donde K es una extension finita
Galois de Q que contiene a a y | | : K — Q es la norma sobre K que extiende

a | |p,. La demostracién de que | | es una norma sigue las mismas lineas que la
prueba del Teorema 2.4.4.

El resultado anterior se puede extender a cualquier campo completo con una
valuacién discreta, [[19], Proposicién 3, padg, 28]. El Corolario 2, pag. 29 a esta
proposicion es de utilidad para garantizar unicidad al extender una valuacion.
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CAPITULO 3

Criterios de irreducibilidad y poligono de
Newton

En este capitulo enunciaremos algunos criterios de irreducibilidad para polino-
mios. El tnico criterio general que presentamos es el de Capelli, pues establece
condiciones necesarias y suficientes para que un binomio sea irreducible. Para tri-
nomios mostramos resultados parciales, los criterios de Nagell y de Perron. Para
polinomios de grado n > 3 discutimos los de Eisenstein, Polya y un resultado que
establece una conexién entre polinomios irreducibles y ntimeros primos.

Con el proposito de mostrar propiedades de polinomios y desarrollar un criterio
de irreducibibilidad para aquellos de la forma f(z) = 22" +raz?" +s € Z[z], en la
segunda secciéon estudiamos al Poligono de Newton y sus propiedades elementales.
Para finalizar exploramos a los polinomios f(x) = 2%" + rz?"" + s, empezando
con los resultados que E. Driver, P. A. Leonard and K. S. Williams exponen en
[5], en donde encuentran condiciones para que f(x), con n = 2, sea irreducible en
Z[z] pero reducible médulo p, para cualquier nimero primo p.

3.1. Algunos criterios de irreducibilidad

Sean K un campo y f(z) = ba" —az™ € K|z], b # 0, n > m. Para que f(x) sea
irreducible sobre K necesariamente m =0y a # 0on =1y m = 0. De modo que,
en lo que sigue centraremos la atencién en binomios de la forma f(x) = 2" — a.

Teorema 3.1.1. Sean K un campo, a € K ym,n € N tales que med(m,n) = 1.
Entonces x™" —a es irreducible sobre K si y solo si, x"—a y ™ —a son irreducibles
sobre K.

Demostracion. Supongamos que x™" — a es irreducible sobre K. Si y® — a es
reducible entonces y" — a = q(y)g(y), con deg(q) > 0 y deg(g) > 0, tomando
y = 2™ se tiene que 2" — a = q(x™)g(z™), es decir, ™" — a es reducible sobre
K lo cual no es posible, por lo que 2™ — a es irreducible. De igual manera se
demuestra que " — a es irreducible.

Reciprocamente, supongamos que £ —a y 2™ — a son irreducibles sobre K. Sea u
una raiz de 2™ —a = 0, entonces u” y u™ son raices de £ —a =0y 2" —a = 0,
respectivamente, de modo que [K(u") : K| =m y [K(u™) : K] = n.
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Puesto que K (u™, ™) = K(u")K (™) y med(n, m) = 1, entonces [K (u", u™), K| =
nm.

Se tiene que K(u",u™) = K(u) pues u = u™™ = ¢ u*™" para r,s € Z tales
que rn+sm = 1. En consecuencia [k(u",u™) : K| = [K(u) : K| = nm, de manera
que 2™ — a es irreducible. O

Sea f(x) = 2" —a € Klz|, donde n = p7*p5? - - -i* es la factorizacién en primos de
n. Se tiene, por el resultado anterior, que f(x) es irreducible si y sélo si 2P —a
es irreducible para toda i. El siguiente criterio establece cuando un binomio de
la forma 27" — a € K|x] es irreducible.

Teorema 3.1.2 (Criterio de Capelli). Sea p un primo y a un elemento en K tal
que no es raiz p-ésima en K. Entonces

1. Sip es impar, z*" — a es irreducible sobre K para todo n.
2. Sip=2yla caracteristica es 2, x*" — a es irreducible sobre K para todo n.

3. Sip=2, yla caracteristica no es 2, x*" — a es irreducible sobre K si y sélo
si —4a & K*.

Demostracion. Demostraremos 1 y 2. Para esto, primero mostraremos que z” —a
es irreducible sobre K. Supongamos lo contrario, sea f(z) un factor irreducible
1

de 2P — a donde el grado k de f(z) es tal que 0 < k < p. Sea u = ar, entonces
todas las raices de 2P —a son de la forma (u, donde ( es raiz p-ésima de la unidad.
Sea c el término constante de f(z), entonces ¢ = nu*, donde 7* — 1 = 0. Puesto
que med(p, k) = 1 existen r, s € Z tales que 7k + sp = 1, de modo que

:l: T
u = u" P = <C> a’, (3.1.1)
n

de donde obtenemos un”™ = (£c)a®. Esto implica que un”™ € K. Puesto que la p-
ésima potencia de un” es a, entonces se tiene una contradiccion pues, por hipdtesis,
a no es una p-ésima potencia. Consecuentemente z? — a es irreducible sobre K.
Sea v una raiz de #¥" — a y consideremos u = v?" . Se tiene que u es raiz de
xP — a, el cual es irreducible por lo anterior, de modo que [K(u) : K] = p. Si
probamos que [K(v) : K(u)] = p"!, entonces [K(v) : K] = [K(v) : K(u)][K (u) :
K] = p"'p = p", lo cual implicarfa que 27" — a es irreducible sobre K.
Demostraremos lo anterior por induccién sobre n. Sin = 1, 2P — a es irreducible.
Supongamos n = 2, entonces v es raiz de 2 — u € K (u)[x], puesto que u es raiz
de 2P — a € K|x], entonces por el Teorema 50 [11, pag. 60] se tiene que u no
es una raiz p-ésima en K(u) de modo que zP — u es irreducible sobre K (u), lo
cual implica que [K(v) : K] = [K(v) : K(u)][K(u) : K] = p?, obteniendo el caso
n = 2. Supongamos que el resultado es cierto para n — 1, es decir todo polinomio
de la forma 27" — a, donde a no es una p-potencia sobre K, es irreducible, se
tiene que v es raiz de e K(u), pues u = vpnfl, puesto que u no es
una p-potencia sobre K(u), Teorema 50 [11, pag. 60], se tiene, por hipétesis de
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induccién que 27" — u € K(u) es irreducible, obteniendo [K(v) : K] = [K(v) :
K(w)][K(u) : K] = p™. Con lo anterior queda justificado los incisos 1 y 2.
Ahora, supongamos que p = 2 y que la caracteristica K no es 2. Supongamos que

22" — a es irreducible y —4a es una cuarta potencia en K. Sea —4a = o, puesto
a 4 ot
que la caracteristica de K no es 2, entonces —a = 7 de ahi que a = 11"
o 4 n—2
—4 (2) . Sea y = 2", entonces
4 2 2
xQn—a:y4+4<§) :<y2+ay+oé> <y2—ozy—|—oé>, (3.1.2)

. .7 n . .
lo cual es una contradiccién pues 22" — a es irreducible.

Reciprocamente, supongamos que —4a no es una cuarta potencia en K. Sea v
una raiz de z2" —a y u = v*" . Se tiene que [K(u) : K] =2, pues u® —a = 0, de
modo que debemos probar [K (v) : K(u)] = 2""!. Cuando n = 2, por el Teorema
50 [11, pag. 60] el resultado es cierto pues —4a no es una cuarta potencia de K.
Para n > 2, usando un argumento inductivo analogo al caso anterior, el resultado
se obtiene del Teorema 50 [11, pag. 60], para eso debemos justificar que —4u no
es una cuarta potencia en K (u). Si suponemos lo contrario, entonces —u es un
cuadrado en K (u). Ahora, considerando al K-automorfismo de K (u) que manda
—u a u, entonces concluimos que u es un cuadrado sobre K (u), lo cual por el
Teorema 50 [11, pag. 60] no es posible, pues —4a no es una cuarta potencia.

O

En seguida presentaremos algunos criterios para decidir irreducibilidad de trino-
mios con coeficientes en los enteros.
Empezaremos con el criterio de Nagell, citado en [18], el cual enuncia lo siguiente:

Teorema 3.1.3. Sea f(z) =a"+qaP +r € Zz], 1 <p<n-—1, si
Ll > 1y
2. Si h|n, h > 1, entonces |r| no es una h potencia,

entonces f(x) es irreducible sobre Q. En particular se tiene que |r| > 1.

En el resultado anterior se tiene que |r| > 1. Para cuando |r| = 1 existen criterios
tomando p = 1, como los que se muestran en seguida.

Teorema 3.1.4. 1. (Perron, [18]). El polinomio f(z) = 2™ + ax £ 1 € Z[z]
es irreducible para |a| > 3. Cuando |a| = 2, f(x) es irreducible o tiene un
factor de la forma x £ 1. En el dltimo caso, el sequndo factor de f(x) es
irreducible sobre 7.

2. (Selmer, [18]). Si |a| = 1, entonces

a) Los polinomios f(x) = 2™ — x — 1 son irreducibles para todo n.
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b) Los polinomios f(x) = z"™ + x + 1 son irreducibles para cuando n # 2
méd 3. Cuando n = 2 méd 3, f(x) tiene de factor a 2> +x + 1 y el
sequndo factor es irreducible.

La demostracion del siguiente criterio lo presentaremos en la siguiente seccion
pagina 54.

Teorema 3.1.5 (Criterio de Eisenstein). Sea R un dominio de factorizacion
tinica, f(x) = a,x™ + ap_ 12" + -+ a1x + ag € R[x] primitivo y supongamos
que existe un primo w € R tal que w1 a,, 7 | a; para todosi = 0,....,n—1y
7% { ag. Entonces f(x) es irreducible.

Existen diversos criterios de irreducibilidad de polinomios en una variable que se
extienden de manera natural a polinomios en varias variables. Por ejemplo, los
resultados que surgen del criterio de Polya [3, Theorem 1.1, Theorem 1.3].

Teorema 3.1.6 (Citado en [3]). Sea f(z) € Z[z], con n = deg(f(z)). Suponga-
mos que ezisten xy,To, ..., T, € Z tales que f(z;) #0 y

[n/2]!
| f(zs)] < DIER

para todo i = 1,...,n, entonces f(x) es irreducible sobre Q.

En [21], Stefanescu discute el concepto de indice de Newton de un polinomio para
presentar un criterio de irreducibilidad. Esta 1til herramienta, entre otras cosas,
permite obtener informacion sobre los factores irreducibles de un polinomio.

Definicién 3.1.7 (Indice de Newton). Sea K un campo con valuacién v y f(z) =
apr? + a1x? 4+ .. ag_17 + aq € K[z]. Se define el indice de Newton de f como:

Proposicién 3.1.8. Si fi, fo» € Azx], entonces e(f1f2) = max{e(f1),e(f2)}-

Demostracion. La demostracién de este resultado puede consultarse en |21, Pro-
position 2.1]. O

Teorema 3.1.9. Sean A un dominio de valuacion discreta, v una valuacion en

Ay f(x) = apz? + a1zt + .. ag17 + ag € Alz]. Supongamos que v(ag) =0 y

que existe s € {1,2,...,d} tal que las siguientes condiciones se cumplen:

v(as) _ v(ai)
i

<
S

(1)

(2) sv(ag) — dv(as) =1,

, para todo 1 # s,

entonces f es irreducible en Alz] o tiene un factor cuyo grado es un mdiltiplo de
s.
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Demostracion. Supongamos que f(z) = fi(x)fa(z), con deg(fi), deg(fz) > 0y
fi(@), fo(x) € Alz]. Denotemos d = deg(f), di = deg(f1), d2 = deg(f2), m =
v(aq), a = v(as), my = v(f1(0)) y ma = v(f2(0)). Con la notacién anterior,
reescribiendo (2) se tiene sm — ad = 1. Ademas, por la condicién (1), e(f) =

_v(as) — Ahora, por la Proposicion 3.1.8,
S S

o WAO)
S e =e(n) 2 - T

de manera que ad; < sm;. Por otro lado, como

d = deg(f1f2) = deg(f1) + deg(f2) = di + dy

m = v(aq) = v(f1(0)/2(0)) = v(f1(0)) + v(f2(0)) = m1 + my,

entonces a(d —ds) = ad; < smy = s(m —my), y puesto que sm —ad = 1 entonces
sme — ady < 1.

a m
Ahora, como —— = e(f) > e(fy) > _aTZ’ entonces 0 < smgy — ads. De manera
S 2

que 0 < smy — ady < 1. Puesto que smy — ad es un niimero entero, se tiene que
smg —ad = 0 o0 smg — ad = 1, veamos qué ocurre en cada caso:

1. Supongamos que sma—ads = 0. Por la condicién 2) del teorema sm—da = 1,
de modo que a y s son primos relativos. Por lo tanto, s | ds.

2. Supongamos que smy — ady = 1. Reemplazando my por m — my y ds por
d — d; se tiene s(m —my) —a(d —dy) = 1. Dado que sm — ad = 1, entonces
smy — ad; = 0, ademas como a y s son primos relativos obtenemos que

S|d1.
0

Presentamos el siguiente lema que sera necesario para la demostracién del Teo-
rema 3.1.11.

Lema 3.1.10. Sea f(x) =
anp, Z 1>an—1 2 0 Yy |a/z| S
constante positiva. St o € C
o satisface

apT"™ + a1 x™ N+ ...+ ay € Z[z]. Suponga que
H para todo i = 0,1,...,n — 2, donde H es una
y f(a) =0, entonces « tiene parte real no positiva

1+v1+4H

<
o :

(3.1.3)

Demostracion. Sea z € C tal que |z| > 1y Re(z) > 0. Se tiene
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. an—1 |Cln—2| |CL0| Ap—1 H 1 1
ST R e =T T R R T T
1
Ay H 1z|n Ay H zI" — |z
e | e ()
2| 1L z 2| \|z[*(|2] = 1)
2]
an1| |zt —1 ( H > Ap_1 H
= |an + > |a, + —
oz 2"t \ 22 — 2] " |22 — |z
Ap—1 H H
> Re(a, + —) — >l >0 = 1> —
"oz |2]2 — |z] |22 — |z| |22 — |z|

— |2 —|2| > H < 4|z2> —4]z2|+1>1+4H < 2|z|—1>1+4H

1+v1+4H
5 .

= |z| >

14+ v1+4H
5 .

Si |a| > 1, entonces Re(a) < 0 o Re(a) > 0. Si pasa lo primero hemos concluido.
Supongamos lo segundo. Puesto que |a| > 1 y Re(a) > 0 tomando z = « por lo

Sea o € C raiz de f(x). Si |a| < 1, entonces |o| <

1+v1+4+4H
observado antes /) > 0 siy sélosi|z| > +2+, dado que f(a) =0
ZTZ
1+v1+4H
entonces || < +2+ O

Existen diversas conjeturas que establecen relaciones entre los niimeros primos y
polinomios irreducibles. Por ejemplo, el hecho de producir una cantidad infinita
de niimeros primos a partir de un polinomio irreducible. Con lo anterior, surge
una pregunta interesante: ;Qué se puede decir de un polinomio si este produce
nimeros primos? Si f(x) produce una cantidad infinita, entonces f(z) es irredu-
cible, pues de lo contrario, supongamos que f(z) = g(x)h(x), y sea {z;};>1 C Z
tal que f(z;) = p;, donde p; es primo y f(x;) # f(x;) para todo i # j. Se tiene,
sin pérdida de generalidad, que h(z;) = +1 para una cantidad infinita de z;, lo
cual no es posible, pues esto implica que h(z) £ 1 tiene una cantidad infinita de
raices.

En relacion con la pregunta anterior existen resultados que indican irreducibilidad
de un polinomio si este produce una cantidad finita de ntimeros primos. Incluso
basta que un polinomio produzca un primo para decidir si es irreducible. Por
ejemplo, Cohn [17] establece un resultado que se enuncia como sigue: Si p es un
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nimero primo con expasion decimal

P = anl0™ + ay,_ 110"+ - 4+ 0110 + a,
entonces el polinomio

f(2) = amx™ + apor2™ P 4 - F a1z + ag

es irreducible en Z[z].

Este criterio fue generalizado por Brillhart, Filaseta y Odlizko [17] para cualquier
base b, como se muestra a continuacion. No presentamos el caso cuando b = 2,
sin embargo, la demostracién puede consultarse en [17].

Teorema 3.1.11. Sea b > 2 y p un numero primo con expasion b-adica
D= Apmb™ + @y 8™ 4 . 4 a1 + ag

Entonces el polinomio f(x) = amx™ + @p_12™ 1 + ... + a1b + ag es irreducible

en Q[x].

Demostracion. Notemos que el contenido de f(x) es 1, es decir, med(ag, aq, . . ., a,)=1,
pues de lo contrario si d =mcd(ag, ay, .. .,a,), con d > 1, entonces p = a,b"™ +
Ap_10" 1+ ...+ a1z + ag = dgq, para algin ¢ € Z, lo cual no es posible pues p es

un numero primo. De modo que f(x) es un polinomio primitivo.

Por el Lema de Gauss, puesto que f(x) es primitivo, para mostrar que f(z) es
irreducible en Q basta con demostrar que lo es en Z.

Supongamos que f(z) = g(x)h(x), con g(z), h(x) € Z[z]\Z. Puesto que f(b) = p,

se tiene g(b) = +1 o h(b) = £1. Vamos a suponer que g(b) = +1.

Escribamos a g(z) = c[](x—«;), donde «; es raiz de f(x) y ¢ es un niimero entero

y es el coeficiente principal de g(x). Por el Lema 3.1.10 todo cero « de f(x) tiene

14 /1 +4(b—1)

parte real no positiva o |a| <

Supongamos que o = x + iy es un cero de f(z) y tiene parte real no positiva.
Ubicando los puntos (z,y), (z,0) y (b,0) en el plano, se tiene un tridngulo rectangu-
lo cuyos catetos e hipotenusa miden |a — z|, |b — x| y |o — b], respectivamente,
de manera que, por el Teorema de Pitdgoras, | — z|? + |b — z|* = |a — b|?,
consecuentemente o — b|? > |b — x|, por lo que

la—b| > |b—z|=b—a>b.

14 /1 +4(b—1)

5 , puesto que b > 2,

Ahora, si « es un cero de f(x) tal que |a| <

se tiene

14+4/1+4(0b-1)
2

|O[|< Sb_]-7

en efecto,
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14+ 4/1+4(b—1)
2
14+4(b—1)<2(b—1)— 1 1+4(b—1)<4(b—12—4(b—-1)+1<
1<b-1-1<3<b.

<b—1<14+4/1+40b-1)<20b—-1) &

En cualquiera de los casos anteriores se tiene que o bien |[b —a| > b > 1 o
b—a|>b—|a| >b—(b—1) =1, de modo que

l9(®)| = le [T — )| = [T 10— | > 1,

lo cual es una contradiccion pues g(b) = £1. Por lo tanto f(z) es irreducible en
Z.
O

El resultado anterior puede extenderse a campos de funciones sobre campos fini-
tos, tal como lo plantea Ram Murty en [17].

3.2. Poligono de Newton

El Poligono de Newton es un concepto que se emplea en teoria de niimeros para
explorar propiedades de polinomios en cuanto a irreducibilidad. Algunos de los
resultados que se derivan de aplicar el poligono de Newton, para decidir irre-
ducibilidad, permiten obtener informacién sobre raices y factores irreducibles.
Partiendo de esto se obtienen criterios de irreducibilidad. Por ejemplo, bien cono-
cido Criterio de Eisenstein se puede obtener como un caso especial, como veremos
al final de esta seccion.

3.2.1. Propiedades del Poligono de Newton

Sea K, un campo local con valuacién v : K, — Z U {oo}, K, su cerradura
algebraica y f(z) = a,2" + ap_ 12"+ - + ayx + ag € K,[z], con aga, # 0.
Consideremos al conjunto

P ={(i,v(a)) | v(a;) # 0} C R*.

Definicién 3.2.1. El poligono de Newton de f(z) con respecto a la valuacién v
es la cubierta convexa inferior del conjunto P.

Construccion del poligono de Newton:
El primer vértice del poligono de Newton es el punto de coordenadas (0, v(ap)); las

U(ai;) — v(ao) — min U(aj). — v(ao) '
i1 —0 1<j<n j—0
En general, si (ix, v(a;)) es un vértice del poligono de Newton, el siguiente vértice
(ik+1, v(air+1)) satisface U(aik.ﬂ) —vlaw) _ nin {?}(%)—W} Ver Figura
<IN

U1 — T J— ik
3.1, pag. 47.

coordenadas del siguiente vértice (i1, v(a;1)) satisfacen

46



Figura 3.1: Poligono de Newton de f(z) con respecto a la valuacién v.

Figura 3.2: Poligono de Newton de f(z) con respecto a la valuacién 2-adica.

Ejemplo 3. Sea f(z) = 22* + 6% + 8z + 8 € Q|| y consideremos v la valuacién
2-adica. Para este ejemplo, el conjunto P es P = {(0,3),(1,3),(3,1),(4,1)}. De
modo que el poligono de Newton de f(z) con respecto a la valuacién v es como
se muestra en la Figura 3.2.

El poligono de Newton de un polinomio f(z) puede ser considerado como una
funcion lineal a trozos. Algunos autores usan la expresion N P(f)(x). Mas adelante
presentaremos resultados en los cuales adoptaremos la misma notacion.

A continuacién presentamos un resultado que establece una conexién entre las
raices de un polinomio y las pendientes de los segmentos del poligono de Newton
de éste.

Proposicion 3.2.2. Sea f(z) = fo+ fiz+- -+ fra" € K,[z]. Siu € K, es raiz
de f(x), entonces existe un segmento del poligono de Newton de f(x) de pendiente
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igual a —v(u).

Demostracion. La hipdtesis sobre u implica que fo + fiu+ --- + frou” = 0. Sea
i tal que v(fiu') < v(fju?) para todo j = 0,1,...,n. Si v(fru®) # v(fiu') para
todo k # [, entonces

v(fo+ fru+-- 4 fou") = min{o(fru®)} = v(fiu') = v(0) = oo,

lo cual no es posible, de modo que existe j # ¢ tal que v(f;u’) = v(f;u?). De lo
anterior se obtiene

v(fj)‘ - U(fz) = —v(u).

j—i

De modo que —v(u) es la pendiente de la recta que pasa por los puntos P; =
(i,0(f:) v Py = (4,v(f;)), cuya ecuacién es y = —v(u)(z — i) +v(f;).
Notemos que la recta anterior interseca el eje vertical en y = v(fu®), puessiz = 0
entonces y = w(u) + v(f;) = v(fiu').
Probaremos que todos los puntos del poligono de Newton de f(z) estan en la

recta y = —v(u)(z — i) + v(f;) o en el semiplano superior determinado por ésta,
lo cual implicaria que esta recta contiene un segmento del poligono de Newton
de f(x).

Sea P, = (k,v(fx)) y consideremos la coordenada (0, v( fyu*)). Se tiene por hip6te-
sis sobre 7, que v( fiu') < v(fru®). Ademas, la recta que pasa por Py, v (0, v( fru®))
tiene pendiente

m = o( fru®) — v(fi) _ v(fr) + ko(u) — v(fr) = —v(u)

—k —k

de modo que la recta y = —v(u)(x — i) + v(f;) es paralela a la recta que pasa
por los puntos P v (0, v(fyu”)), esto implica necesariamente que Py estd sobre la
recta y = —v(u)(z — i) + v(f;) o en el semiplano superior determinado por ésta,
pues de lo contrario se tendria una situacién como se muestra en la Figura 3.3,
lo cual no es posible. O

Figura 3.3
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Figura 3.4

Ejemplo 4. Sea f(z) = 2° 4+ 162*+ 69z + 54 = (z+1)(z+6)(z+9). El poligono
de Newton de f(x) con respecto a la valuacién 3-adica es el que se muestra en la
Figura 3.4.

Notemos que los segmentos del poligono de f(z) tienen pendientes -2, -1 y 0,
las cuales coinciden con el negativo de las valuaciones de sus raices, v(—1) = 0,

v(—6) =1y v(-9) =2.

La conexién que mostramos previamente entre las raices y el poligono de Newton
es mas general, como se muestra en seguida, pues para cada pendiente de los
segmentos del poligono de Newton, existen una o varias raices que satisfacen el
enunciado de la Proposiciéon 3.2.2.

Lema 3.2.3. Sean f(x) = (1—:'3) (1—x) (1—:”), e K, y\ =
aq aq Q

n

1
v () para i =1,2,...,n. Si el poligono de Newton de f(z) tiene un segmento
a.

de pendiente X y longitud [, entonces existen | elementos de {\1,..., A\, } que son
tquales a .

Demostracion. Ordenando a los Aq,...,\, podemos suponer que A\; < Ay <

- < Ay Si AL = - = A < Ay, demostraremos que el primer segmento
del poligono de Newton de f(x) es el que une a los puntos (0,0) y (r,7A;). Si
f(x) = a+ayz+asx®+- - -+a,x", cada a; se expresa en términos de los elementos

— via las funciones simétricas; de manera mas precisa, a; es suma de productos

@
1 1
de —, donde cada sumando es de la forma ——— con k; € {1,...,n},
(&%} Ay Oy~ * Ol
k; # k; para todo j #1. 511 <i<r—-1y ——— es un sumando de a,,
Oy Qg+ + Ol
entonces

1 1 1
U() :v<>+~--+v<> = Aoy A, > i),
Oy Ay~ ~ = A, Ok Ok;



de manera que

1
v(a;) > min {v <>} > 1A,
Oy gy * * * QU

de modo que el punto (i,v(a;)) se encuentra arriba del punto (z,iA;), y en conse-
cuencia en la linea que une a los puntos (0,0) y (r,7A;) o en el semiplano superior
determinado por ésta.

. 1
Si ¢ = r, entonces a, tiene un sumando de valuacién r\;, a saber, ——— los
a1a2 DY a’r‘
demas factores tienen valuacion > 7y, pues en ——————— al menos un oy,
aklak2 e akr
pertenece al conjunto {a;y1,...,a,}, por lo que v(a,) = 1.

Si i > r, entonces todo sumando de a; tiene valuacién > i\, asi quev(a;) > iA;.
De manera que el poligono de Newton tiene un segmento que une a los puntos
(0,0) y (r,7mAy).

Discutamos el caso cuando Ay < Agy1 = -+ = Agprr < Appsy1. Demostraremos
que el poligono de Newton de f(x) tiene un segmento que une a los puntos
(s, M+ 4+ X))y (s+r A+ Ao+ + A +7rhei1).

Notemos que a, tiene un sumando con valuacién A\ + Ay + - -+ + A, el cual es

1 , . .
, los deméas sumandos tienen valuacion > A\; + Ay + - -+ + A;, pues
(ST S RERNON 1

si ———— es un sumando de ag, con k; € {1,...,.n} y ——— #
ak1ak2 RRNe7 ak1ak2 cee Qg

s S

T P~ entonces al menos un ay; pertenece al conjunto {asi1, .-, a,}, de
100+ - - Ol

modo que v(ag) = A1 + -+ + As.
Sis < i< s+r, todo sumando de a; tiene valuacién mayor que A\; + - - - + Ag,

1
pues un sumando de a; es de la foorma —————, en el cual al menos un ay;
Oy Oy * + + Ol
pertenece al conjunto {asy1,...,a,}, por lo tanto v(a;) > A\ + Ao + -+ + As.

Consideremos a agy, y notemos que a,;, tiene un sumando de valuaciéon A\; +
1

oo+ A+ 7 As11, a saber, , el resto de los sumandos tienen
A1 c - OgQgty ** ° Olggp

valuacion > A\ + -+ + Ay + 711, de modo que v(a,ys) = A1 + -+ + As + 141
Ahora, si i > s+ r, todos los sumandos de a; tienen valuacion > Ay +--- + A\, +
TAst+1, ¥ en consecuencia v(a;) > Ay + -+ + Ag + rAgi1.
Lo anterior prueba que el poligono de Newton de f(x) tiene un segmento que une
a los puntos (s, A1 + -+ X)) y (r+ 8, A1 4+ -+ As +7A11).

]

Dorwart en [4] establece que el poligono de un producto de polinomios es la
concatenacion de los poligonos de sus factores, es decir, los segmentos del poligono
de un producto son los segmentos de los poligonos de sus factores, donde las
pendientes se ordenan de menor a mayor. Para ilustrar mejor el resultado anterior
presentamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 5. Sea f(z) = 2° + 62 + 22° — 422 + 402 + 32 € Q[z] y v la valuaciéon
2-4dica. Se tiene que f(z) = (2? 4+ 6z + 4)(2® — 2z + 8) y los poligonos de
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f(x),2* + 62 + 4 y 2° — 2z + 8 son como se muestran en las Figuras 3.5 y
Figuras (a) y (b). Ademas, los segmentos del poligono de f(z) son precisamente
los segmentos de los poligonos de sus factores, y las pendientes estan ordenadas
de menor a mayor.

Figura 3.5: Poligono de f(x).

1 0 1 il 3 1 0 1 2

(a) Poligono de Newton de x? + 6z + 4 con res-(b) Poligono de Newton de 23 — 2z + 8 con res-
pecto a la valuacion v. pecto a la valuacion v.

Discutiremos el resultado citado previamente empezando con algunos casos par-
ticulares.

Iniciaremos mostrando el siguiente caso, cuando las pendientes de uno de los
factores son menores o iguales que las pendientes del segundo factor. La demos-
tracion se obtuvo de [9].

Lema 3.2.4. Sean f(x) = fqz® + fo 12T+ -+ fix + fo y g(x) = gez® +
Ge1771 + -+ 4+ e1x + ¢y elementos de K,[z] tales que todas las pendientes de
NP(f) son menores o iguales que todas las pendientes de N P(g), entonces

[ NP(H)@)+ NP(@)(©),  si ze(od
NP(fg)(w) = { NP(F)(d) + NP(g)x —d), si xc[dd+el

o1



d+e
Demostracion. Se tiene que (fg)(x Z hiz', donde h; = figi—j-

Si ¢ € [0,d], entonces v(h;) = U(gofz = A+ gifici + ) y v(90fi) = v(go) +
v(fi) > NP(g)(0) + NP(f)(i), con 1gualdad si v(fl) NP(f)(i). Para j > 0,
v(g5fi-j) = v(g;) +v(fij) = NP(g)(5) + NP(f)(i = j) > NP(g)(0) + NP(f)(7)
pues por hipétesis sobre las pendientes de NP(f) y NP(g) se tiene

NP(9)(5) = NP(g)(0) _ NP(f)(@) = NP(f)(i - j)
j—0 ) |

de ahi que NP(g)(j) + NP(f)(i — j7) > NP(g)(0) + NP(f)(i). De lo anterior
obtenemos que NP(fg)(z) = NP(g)(0) + NP(f)(x), si x € [0,d].

Ahora, supongamos que i € [d, d+e], entonces h; = fagi—a+- -+ fa—jGitj—at - ¥
v(fagi-a) = v(fa) +v(gi-a) = NP(f)(d) + NP(g)(i — d) con igualdad si v(g;—q) =
NP(g)(i — d). Para j > 0, v(fi—jgirj—a) = v(fa—s) + v(gi+j—a) = NP(f)(d —
J)+ NP(g)(i+j—d) > NP(f)(d)+ NP(g)(i: — d) pues por hipdtesis sobre las
pendientes de NP(f) y de NP(g) se tiene que

NP(g)(i+j—d)— NP(g)(i —d) - NP(f)(d) — NP(f)(d - j)
itj—d—(i—d) id — (d — j) ’

de ahi que NP(f)(d—j)+ NP(g )(z—l—] —d) > NP(f)(d)+ NP(g)(i —d). De lo
anterior obtenemos que NP(fg)(z) = NP(g)(0) + NP(f)(x) si x € [0, d]. O

Usando las ideas de la demostracion anterior, demostramos un caso mas general,
como se muestra a continuacion.

Teorema 3.2.5. Sean f(z) = fox? + fo 1291+ + fix + fo y g(z) = gea™ +
G127 4+ g1+ go en K|[z]. Supongamos que el poligono de Newton de f(z)
consiste de un segmento de pendiente m. Ademds, supongamos que el poligono
de Newton de g(z) consiste de k segmentos, con pendientes mi,mo,..., Mg Y
mp <mg < - <mg. Simg <mg <---<my<m<myyy <--- < my, entonces
el poligono de Newton de (fg)(z) es

NP(f)(0) + NP(g)(), st z € [0,4]
P(fg)(x) = ¢ NP(f)(—i)+ NP(g)(w), st x€li,ip+d
NP(f)(d) + NP(g)(x —d), si x€lii+de+d

donde el j-ésimo segmento del poligono de Newton de g(x) es el que une a los
puntos (i;-1,v(gij-1)) y (15,v(gs,)); el primer segmento es el que une a los puntos
(0,v(g0)) y (i1, v(gi,))-

d+e
Demostracion. Sea (fg)(z Z h;x', donde h; = 3 figi—j-

Si 0 <7 <4, entonces h; = ngi + figi1 + -+ fi9i-5 +
Se tiene que

v(fogi) = v(fo) +v(g:) = NP(f)(0) + NP(g)(i),
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con igualdad si i € {iy,d9,...,%/},y

v(f39i-1) = v(f5)+v(git) = NP(f)(5)+NP(g)(i—=1) > NP(f)(0)+NP(g)(i—7),

pues por hipétesis sobre las pendientes de los poligonos de f(z) y g(x) se tiene

que
NP(f)(§) = NP(£)(0) _ NP(g)(7) - NP(g)(i — j)
j i—(i—1J) '
De modo que NP(fg)(x) = NP(f)(0) + NP(g)(z), para todo = € [0, 7.
Sii < i <1 +d, entonces h; = g fi—i, + -+ Gip—jfirj—i, +
Observemos que

v(girfi-i) =2 NP(g)(u) + NP(f)(i —ir),
con igualdad sii =14, +d, y
v(gi—j fivj—i) = NP(9)(is — j) + NP(f)(i+j —ir) > NP(g)(ir) + NP(f) (i — i),
pues por hipotesis

NP(f)(i+j—i) = NP(f)(i —i) _ NP(g)(i) = NP(g)(i — i)
i+j—i—(i— ) i — (iy — j) '

De lo anterior obtenemos que NP(fg)(x) = NP(f)(xz — ;) + NP(g)(i;), para
todo = € (i;, 1 + d.
Sig+d<i<d-+e, entonces h; = fagi—a+ -+ fa—jGi—arj + - .
Notemos que
v(fagi-a) 2 NP(f)(d) + NP(g)(i — d),

con igualdad si i € {ij;1 +d, 10 +d,...,d+ e}, ademés
v(fa-jgi-arj) 2 NP(f)(d—j) + NP(g)(1 —d +j) > NP(f)(d) + NP(g)(i — d),

NP(g)(i —d+j) = NP(g)(i —d) _ NP(f){d) - NP(f)(d - j)

pues

i—d+j—(i—d) d—(d—3j)
De manera que NP(fg)(z) = NP(f)(d) + NP(g)(x — d), para todo
r € (i +d,d+el. O

Teorema 3.2.6. Si f(z) y g(x) son elementos de K,|x|, entonces el poligono de
Newton de fg(z) es la concatenacion de los poligonos de f(x) y de g(x).

Demostracion. Se tiene que el poligono de Newton de f(x) es el poligono de
f(z)

n
podemos suponer que los polinomios f(z) y g(z) son ménicos.

Se tiene que

-GG ) ()G ()

23

, con un desplazamiento en direccién del eje vertical de v(a,,). De modo que



con o, 3 € Ky, paratodoi=1,...,nyj=1,...,m.

(2

1 1
Sean \; = v (> Y [ =0 <5>; por el Lema 3.2.3 sabemos que las pendientes
a .

de los poligonos de f(z) y g(x) son precisamente \; y j;, respectivamente. Supon-
gamos que k de Ay, Ao, ..., A\, 1, - - -, i SON iguales, digamos a A, entonces por
el Lema 3.2.3 el poligono de (fg)(z) tiene un segmento de longitud k y pendiente

A. Esto demuestra que el poligono de Newton de (fg)(z), es la concatenacion de
los poligonos f(z) y g(z). ]

Sea f(z) € K,[z], con deg(f) = n, y poligono de Newton como se muestra en la
Figura 3.6.

Figura 3.6: Poligono de Newton de f(z).

Se tiene que ¢1+qo+- - -+q =nyri+re+---+rp = v(ag), ademés g;, r; € Z para
todo 7, de modo que existe el maximo comun divisor de r; y ¢;, al cual llamaremos
e; = med(q;, ;).

Sea q; = e;\; y r; = e;t;, con med(\;, t;) = 1. Un resultado citado en [4, pag. 371],
establece que los posibles factores irreducibles de f(x) tienen grado m, donde m

es de la forma
k

j=1
donde ¢; € {0,1,...,¢;}.

Para los polinomios que satisfacen las condiciones del criterio de Eisenstein, su
poligono de Newton consiste de un segmento que une a los puntos (0,1) y (n,0).
De lo cual se tiene que k =1, r, =1, ¢t =n, e = 1 y Ay = n. De manera que
m =0 o m = n, de donde se obtiene que f(z) es irreducible.

3.3. Polinomios de la forma f(z) = 22" +ra?" +s.

E. Driver, P. A. Leonard y K. S. Williams en [5] analizan polinomios de la forma
f(x) = 2* + ra? + s € Z[z]. El objetivo principal de su trabajo es presentar
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polinomios f(x) que sean irreducibles en Z[x] pero reducibles médulo p para
todo primo p. Ademas, muestran propiedades algebraicas de tales polinomios,
por ejemplo, mencionan que su grupo de Galois es el 4-grupo de Klein. También,
usando el teorema Chino del Residuo encuentran una familia de polinomios f(z)
que son irreducibles en Z[z] pero cuya reduccién médulo n es reducible para todo
entero n > 1.

Con el propésito de estudiar a los polinomios de la forma f(z) = 22" +ra?" +s €
Z[z], n > 1, presentaremos algunos de los resultados que E. Driver, P. A. Leonard
and K. S. Williams exponen en [5].

Iniciaremos con un teorema que muestra condiciones necesarias y suficientes para
que f(z), con n = 2, sea reducible en Z|x].

Teorema 3.3.1. Sean r,s € Z. El polinomio f(z) = 2* +rz* + s es reducible en
Z[z] si y solo si existen enteros a,c y e que satisfacen:

l.cte—a*—r=0,
2. ale —c) =0,
3. ce —s=0.
Si esto se cumple, entonces f(z) = (2? 4+ ax + ¢)(2? — ax + €).

Demostracion. Supongamos que f(x) es reducible en Z[z]. Entonces f(z) tiene
un factor lineal, z —m o un factor cuadratico 2 + ax + c. Si f(z) tiene un factor
de la forma x —m entonces m y —m son raices, de modo que f(x) es divisible por
x?—m?. Por lo anterior podemos concluir que si f(z) es reducible, necesariamente
tiene un factor cuadratico. De esto se tiene que f(z) = (2 + ax +c)(2? +tx +e),
para algunos enteros t y e. Desarrollando el producto anterior se llega a

flz) = ot + (t+a)x® + (e + at + c)a® + (ae + ct)x + ec.

Comparando coeficientes obtenemos que @ = —t, e +at +c =e —a®> + ¢ = r,
ae +ct =ae —ca =0y ce =s, obteniendo 1, 2 y 3 del teorema, ademas, puesto
que a = —t, entonces se tiene f(z) = (22 + azx + d)(2? — ax + ¢).

Reciprocamente, si 1, 2 y 3 del teorema se cumplen, entonces
(2 +az+c)(2? —ax+e) = 2* + (e — a® + ¢)z* + (ae — ac)x + ec = 2* +ra® + s,
de modo que f(x) es reducible en Z|x]. O

Se tiene que 72 — 4s es el discriminante del polinomio z? 4+ rz + s € Z[z]. Por otro
lado, el hecho de que 2% + rx + s sea irreducible en Z[z] depende de si r* — 4s
es 0 no un cuadrado. De manera que, es natural preguntarse ;qué sucede con
f(z) si r? — 4s es 0 no un cuadrado? Los siguientes dos colorarios responden a la
pregunta.

Corolario 3.3.2. Sir? — 4s = t?, para algin t € Z, entonces f(x) es reducible

waid 10~ (2 () (*+ (5)
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7’+t> r—t
, de manera que

2

f(z) = at+ra’+s = m4+rx2+(rgt> (r ; t) = <x2 + (r;t)) (I2 + (T ; 2)

Corolario 3.3.3. Si r? — 4s no es un cuadrado, entonces f(z) es reducible en
Zlx], si y sélo si existe ¢ € Z tal que ¢* = s, 2c — r = a?, para algin a € Z.
Si esto se cumple, entonces f(z) = (2? + ax + ¢)(2® — ax + ¢).

Demostracion. Si r? — 4s = t2, entonces s = (

\)

Demostracion. Supongamos que f(x) es reducible en Z[x], entonces existen a, ¢, e €
Z tales que c+e—a?>—r =0, ale —c) =0y ec—s = 0. Puesto que a(e —c) =0
se tiene que a = 0 o e = ¢. Si a = 0, entonces ¢ + e = r, de modo que
r? —4s = (c+e)? — 4(ce) = (c — e)?, lo cual no es posible pues por hipéte-
sis 72 — 45 no es un cuadrado. Luego, s = ce = ¢® y 2¢c — r = a®.
Reciprocamente, si ¢ = s y 2c—r = a?, entonces c, e, a € Z, con e = ¢, satisfacen
las condiciones del Teorema 3.3.1, por lo tanto f(z) es reducible en Z[x]. O

El siguiente resultado es similar al Teorema 3.3.1 para polinomios f(x) mddulo

p¥, con p un ntimero primo y k entero positivo. La demostracién del teorema es

analoga a la del Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.4. Sea p un numero primo y k un entero positivo. El polinomio
f(z) = z' +ra* + s € Z[z] es reducible mddulo p* si y sélo si existen enteros a,c
y e tales que:

1. c+e—a®>—r=0mbd p*,

2. a(e —c¢) =0 méd p*,

3. ce —s =0 mod p*.
Si esto se cumple, entonces f(z) = (z° + az + ¢)(2* — ax + e) mod (pF).
Observacion 3.3.5. Sea p un primo impar.

1. Sis=0mbéd p, conk=1,a=c=0ye=r se tiene

cte—a’>—r=0,
ale—c)=0y
ce —s=—s=0mbd p,
de modo que
zt+re? + s = (2 + ax + o) (2® — ax + e) = 2*(2? + r) mdd p.

2. 8ir?—45s=0méd p, conk=1,a=0,c=e= - mbd p se tiene

N3
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2_r:26—7’52’i—r:0médp7

2
ale —c¢) =0 yce—sz%—sz()médp,

ct+e—a

pues r* — 4s = 0 méd p. Por lo tanto

a2t +r2® + s = (22 4+ ax + ¢)(2® — ax +¢€)

() ()

2
= (:c2 + 2) mod p.

Usando el simbolo de Legendre, Carlitz [5] presenta un teorema, el cual pre-
sentamos a continuacion, que muestra condiciones de reducibilidad moédulo p de
polinomios de la forma f(z) = 2* + ra? + s, si > — 45 no es un cuadrado. Este
resultado serd empleado para demostrar cuando f(z) es reducible médulo p, para
todo primo p, Teorema 3.3.8.

Teorema 3.3.6. Si p es un primo impar y r,s € Z tales que s Z 0 mdd p y
r2 —4s #£ 0 méd p, entonces:

1. f(z) es el producto de dos polinomios lineales maonicos distintos y un poli-
nomio cuadratico irreducible modulo p si y sélo si

() (55)

2. f(x) es el producto de cuatro factores lineales mdnicos distintos médulo p
st y solo si

) (57 (55

donde t es un nimero entero tal que s = t> maod p.

3. f(z) es el producto de dos polinomios cuadrdticos maénicos irreducibles dis-
tintos modulo p si y solo si

G)-r (7)o ()

donde t es un nimero entero tal que s = t*> méd p, o

() (57

4. f(x) es irreducible médulo p si y solo si
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() (59)

donde () significa el simbolo de Legendre.
p

El siguiente lema serd usado en la demostracion del Teorema 3.3.8.

Lema 3.3.7. SiIl = {p1,p2,...,px} es un conjunto no vacio de nimeros primos
ye: I — {1,—1} una funcion, entonces existen infinitos primos p tales que

Xp(pi) = €(pi),

para todo i =1,...,k, donde x,(p;) = (79@)
p

Demostracion. La demostracion de este lema puede consultarse en [23, Lema
4.4)]. O

Teorema 3.3.8. Seanr y s enteros tales que > —4s no es un cuadrado. Entonces
el polinomio f(x) = x* + ra® + s es reducible médulo p para todo primo p, si vy
sélo si s = t2, para algin entero t.

Demostracién. Supongamos que s = t2, t € Z y que p es un primo impar.
Si s =0mdd p o r? —4s =0 mdd p, por la Observacién 3.3.5 se tiene que f(z) es

reducible. Si s # 0 méd p y 72 — 4s # 0 méd p, entonces <S> =1, pues s = 12,
p

de modo que f(z) es reducible, Teorema 3.3.6, incisos 2 y 3.

Veamos que ocurre con p = 2. Existen tnicamente 4 polinomios en Fy[z] de la
forma f(z) = 2%+ ra? + s, a saber 2%, 2% + 1, 2* + 22, 2* + 22 + 1. Se tiene que
(2 +ra? +s) = (22 + rz + 5)? mdd 2, de modo que los polinomios planteados
previamente son reducibles médulo 2.

Reciprocamente, supongamos que f(z) = '+ rz?+ s es reducible médulo p para
todo primo p. Supongamos ademas que s no es un cuadrado.

Sea m = m*pipe---pr vy 2 — 4s = n’qiqs---q. Para primos p y ¢, usando
propiedades del simbolo de Legendre se tiene que

()-0752)-6))- )
() (422)-(4)(9)-2)

Ademds, dado que s y 72 —4s no son cuadrados, por el Teorema 4.2 de [23] existen
infinitos primos p tales que

()= (5
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Sean py y o nimeros primos tales que cumplan las condiciones anteriores, res-
pectivamente.
Sea IT = {p1,p2, -, Dks Q15 - - -, @} y € : I = {£1} definida como

(x) si x=p; paraalgin i€ {1,2,...k}
Po
e(r) =

<x> si ©=g¢; paraalgin j e {1,2,...,[}
do

Por el Lema 3.3.7 existen infinitos primos p tales que X,(x) = €(z) para todo

z € II, donde X,(z) = (m) Sea w un numero primo tal que X, () = €(z)
p

para todo x € II, entonces <q]) = (qJ) para todo j € {1,2,...,l} y (]%) =

w % w
r? —4s

<p2> para todo i € {1,2,...,k}, de modo que <S> = <
Do w w

Teorema 3.3.6, inciso 4, f(x) es irreducible médulo w, lo cual es una contradiccion
pues f(z) es reducible médulo p, para todo primo p. Luego, s es un cuadrado
perfecto. O

) = —1. Por el

Mostramos en seguida uno de los teoremas principales que se plantea en [5], el
cual muestra condiciones necesarias y suficientes para que un polinomio de la
forma x* +r2? + s sea irreducible en Z[x] pero reducible médulo p para cualquier
primo p. La demostracion se obtiene usando los Teoremas 3.3.1 y 3.3.8, y los
Colorarios 3.3.2 y 3.3.3.

Teorema 3.3.9. Sea f(z) = z* + ra® + s € Z[x]. Entonces f(x) es irreducible

en Z[x] pero reducible médulo p para todo primo p, si y sdlo si s es un cuadrado
yr?—4s, 2¢/s —r y —2v/s —r no son cuadrados.

Ejemplo 6. Sea n € Z, que no es un cuadrado. Si n # —3"q, med(3,q) = 1
y m impar, entonces f(z) = z* + na? + n? es irreducible en Z[z] pero reducible
médulo p para todo primo p, pues s = n? y r2 —ds = —3n? 2\/s—r =ny
—24/s —r = —3n no son cuadrados.

. . . . —1 .
En lo que sigue analizaremos polinomios 22" + rz?"" + s, con n = 3. El pri-
mer resultado es un criterio de irreducibilidad. En la demostracién del teorema
usaremos teoria del poligono de Newton.

Teorema 3.3.10. Sean f(z) = 2®+ra*+s € Zlz], r =pi* - p; ys=pi*---py,
con p; primo y e;,a; € Z para todo i € {1,...1}. Supongamos que existe i €
{1,...1} tal que a; < 2e; y a; 0 mdd 2, entonces f(x) es irreducible.

Demostracion. Sean p; el primo para el cual a; cumple la hipdtesis y v la valuacién
pi-ddica. El poligono de Newton, con valuacion v, de f(x), es la envolvente convexa

inferior de los puntos (0,0), (4, ¢;), (8, a;). Puesto que a; < 2¢;, entonces % < %,
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Figura 3.7: Poligono de Newton de 28 + rz? + s.

de modo que el poligono de Newton de f(z) es un segmento de recta, como se
muestra en la Figura 3.7.

Si f(z) es reducible, existen solamente tres posibles factorizaciones para f(x)
en Z[x]: como producto de dos polinomios, uno de grado 6 y otro de grado 2;
como producto de dos polinomios de grado 4; y como producto de un polinomio
de grado 3 y uno de grado 5. Si f(x) tuviese un factor lineal, digamos x — m,
entonces x +m también lo es, pues por la forma de f(z) si m es raiz —m también
es raiz.

Supongamos que

f(z) = (2% + brx + by) (2% + dy2® + doa* + dsx® + dyx® + dsx + di),

conb; = qufj,dk = tepi*, i, By, tk, o € Zparatodo j € {1,2} yk € {1,2,3,4,5,6}.
Puesto que el poligono de Newton de un producto es la concatenacion de los
poligonos de los factores y dado que el poligono de Newton de f(z) consiste de
un segmento de recta, entonces los poligonos de 22 + b1z + by v 2% +di 2 + doz* +
dsx® + dy2? + dsx + dg consisten de un segmento de recta, como se muestra en las
Figuras 3.8 y 3.9, pag. 61.

De lo anterior obtenemos que 522 %6 %, de modo que 3 = % Vg = §a,~,

4
lo cual contradice la eleccién de By, g € Z , pues a; Z 0 mod 4.

Ahora supongamos que
f(z) = (2" + b12% + box® + byx + by) (2 + d12® + dox® + dsx + dy),

con b; = qufj,dj = t;p;’, qj, Bj,t;,; € Z para todo j € {1,2,3,4}, de manera
andloga al caso anterior concluimos que los poligonos de los factores de f(z)
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Figura 3.8: Poligono de Newton de x2? + by + bs.

Figura 3.9: Poligono de Newton de 2% + dy2° + dox* + dsz® + dya® + dsz + dg.

consisten de un segmento de recta, Figuras 3.10 y 3.11, pag. 62, de modo que

% = 644 = %, por lo tanto ay = % y By = %, lo cual contradice la eleccién de
ay, By € Z, pues a; Z 0 mod 2.
Similarmente, si suponemos que

f(x) = (2° + bia* + box® + b3a® + by + bs) (2* + d12® + dox + d3),

con by = q;p’ dy, = txpt™*, g5, Bj,t, i € Z para todo j € {1,2,3,4,5} v k €
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Figura 3.10: Poligono de Newton de z* + b12® + box? + by + by.

Figura 3.11: Poligono de Newton de x* + dy23 + dyx? + dsz + d4.

{1,2, 3}, entonces los poligonos de Newton de z° + byz* + box® + bsz? + byz + bs y
23 + d12% 4 dyx + ds consisten de un segmento, Figuras 3.12 y 3.13, pag. 63, de

a; « a;
modo que =2 = Ly =2 = =% as{ pues a3 = g4 Y Bs = QUi lo cual contradice
la eleccion de ag, 85 € Z, pues a; Z 0 mod 2.

Por lo tanto, f(z) = 2® + ra* + s es irreducible en Z[z]. O
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Figura 3.12: Poligono de Newton de 2% + dy2? + dyx + ds.

Figura 3.13: Poligono de Newton de x° + bya* + byx® 4 bsz? + by + bs.

Del Teorema 3.3.1 obtenemos el siguiente corolario:
Corolario 3.3.11. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f(x) = 2®+rz?*+s € Z[x] se factoriza como producto de dos polinomios de
la forma z* + ax® + 8 € Z[z],

2. ' +ra? + s es reducible en Z]x],
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3. existen a,c,e € Z tales que

a) c+e—a’=r,

b) ce =s,
c) ale —c¢)=0.
Tomando un cambio de variable y = 2% en f(z) = 2® + ra* + s, obtenemos

y*+ry*+s, de modo que, si y*+ry?+s es reducible en Z[y|, digamos y*+ry*+s =
q1(y)q2(y), entonces f(x) = 28+raz?+s = q1(2?)ga(2?), es decir, f(z) es reducible.
Veamos qué ocurre cuando y* + 7y + s es irreducible.

Proposicién 3.3.12. Sean f(z), g(x) € K|[z], con deg(f) =n y f(x) irreducible.
Entonces el grado de cada factor irreducible de (f o g)(x) es divisible por n.

Demostracion. Sean h(x) € K[z] un factor irreducible de (f o ¢g)(x) y 8 una raiz
de h(x).
Sea o = g([3), puesto que h(3) = 0 entonces

(fog)B) = f(9(B)) = fla) =0,

de manera que « es raiz de f(z).
Dado que o« = ¢g(f8) € K(8) y [K(a) : K] = n, pues, por hipétesis, f(z) es

irreducible se tiene

deg(h) = [K(B) : K] = [K(8) : K()][K () - K] = [K(f) : K(a)] - n.

Usando la proposicion anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.13. Sea f(z) = 2® +ra* + s € Z[x]. Si 2 +rz? + s es irreducible
en Zlz|, entonces f(x) es irreducible en Q[z] o se factoriza como producto de dos
polinomios irreducibles de grado 4.

El Teorema 3.3.10 puede extenderse a polinomios de la forma 22" + ra2" ™ + s €
Zlz], con n > 3, como se muestra a continuacion:

Teorema 3.3.14. Sea f(z) = ¥ +rz¥  +s, r=p0---pi,n >3, ys =
pit -, con p; primo y e;,a; € Z para todo i € {1,...,l}. Supongamos que
existe i € {1,...1} tal que a; < 2e; y a; 0 mdd 2, entonces f(x) es irreducible.

Demostracion. Sea i que satisface las condiciones del teorema. Si f(x) se pudiese
factorizar tendria dos factores de grados 27! + j y 277! — j para algtin j =
0,...,2"1 — 1. Dado que a; < 2e¢;, el poligono de Newton de f(z) consiste de un

. . Q; L.
segmento, con pendiente igual a o ademas si suponemos

f(%) — (x2n—1+j_'_b1x2"—1+j—1_’_. . '+b2n71+j71>(,’L’Zn_l_j—i_dlx2n_1+j_1+. . '+d2n71,]’71)7
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donde b, = prqT, ax = Py *te, pif @te, Bry Ok, Gr, ty € Z entonces los poligonos de
los factores consisten también de un segmento, con pendientes

627‘_1+j y OéQn—lfj '
2n71 +] 2n71 _]

De modo que

& _ Banl_i_j _ Oé2n71_ij
on on—1 +] on—1 _]
Asi pues
a; (2"t + 4 a; (2"t —j
/6277.71_’_]‘ — <2n)7 C\fgnfl_j - (2n)

Dado que Bon-14j, aon-1_j € Z'y a; Z 0 méd 2, entonces
2" (2 =)y 2 (2 ),
esto no tienen lugar ya que
Tl _jcom oyl pj ool 1 =9m 1 < 2"
Por lo tanto f(z) es irreducible. O

Sea f(z) =a" +r2¥ " +seZz] yy =", haciendo un cambio de variable
en f(x) se tiene y2° + ry? ™ + s, de modo que, si y2° + 2 + s es reducible
para algin 1 < k < n, entonces f(z) también es reducible. En consecuencia, se
tiene el siguiente corolario:

Corolario 3.3.15. Si f(x) es irreducible, necesariamente 2+ e+ s es
irreducible para toda 1 < k <n.

Ahora supongamos que 22 4+ rz? " + s es irreducible paratoda 1 <k <n-—1,
entonces por la Proposicion 3.3.12 cada factor irreducible de f(x) es divisible por
2k para toda 1 < k < n—1, de manera que si h(x) es un factor propio irreducible
de f(z), entonces deg(h) = 2" y, consecuentemente, de ser f(z) reducible en
Z]x] este se factoriza como producto de dos polinomios de grado 2"~ 1.

Usando la Proposicion 3.3.12 y, planteando el Corolario 3.3.13 a polinomios
f(x) = 2" +ra®" + s € Z[z], obtenemos lo siguiente:

Corolario 3.3.16. Si 22" +rz®" + s es irreducible en Z[z], entonces f(z) es
irreducible en Z[z] o es producto de dos polinomios irreducibles de grado 2"~.

3.4. Observaciones y conclusiones finales

En ese trabajo presentamos un pequenio recuento de algunos criterios de irredu-
cibilidad para polinomios en una indeterminada.

Asi mismo, estudiamos al poligono de Newton y sus propiedades elementales.
Justificamos que el poligono de un polinomio es la concatenacién de los poligo-
nos de sus factores. Para esto iniciamos presentando un caso especial, del cual
retomando las ideas justificamos un caso mas general.
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Con la finalidad de abordar a la familia de polinomios de la forma f(z) = 2*" +
ra? ' s € Z|x], presentamos los resultados que se exponen en [5], en donde
se muestran condiciones bajo las cuales f(x), con n = 2, es irreducible en Z[z]
pero reducible moédulo p, para todo primo p. Cuando n > 2, pudimos establecer
un criterio de irreducibilidad, para ello utilizamos propiedades del poligono de
Newton. Por cuestiones de tiempo ya no fué posible abordar completamente el
problema de encontrar condiciones para que los polinomios que se construyen con
dicho criterio sean reducibles médulo p para cualquier primo p.

Pudimos concluir que si f(z) es irreducible, necesariamente 2 +re? T 4 s es
irreducible para toda 1 < k < n, sin embargo, no obtuvimos el resultado general
del reciproco.

Finalmente, una idea interesante que ya no fue posible abordar, por cuestiones de
tiempo, es la generalizacion de lo que se probo para 2, mas precisamente, estudiar
los polinomios f(z) = 2" + ra?"" + s € Z[z], donde p es ntimero primo impar,
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