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ESTABILIDAD Y ESTABILIZACIÓN PRÁCTICA DE SISTEMAS
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Resumen

En el presente trabajo se propone el diseño de una ley de control retardada con ac-

ción integral para estabilizar de manera práctica una clase de sistemas no lineales.

El análisis de estabilización práctica del sistema en lazo cerrado se realiza mediante

el empleo de funcionales de Lyapunov-Krasovskii. La condiciones para la estabiliza-

ción práctica del sistema son consecuencia de la factibilidad de desigualdades lineales

matriciales (LMIs, Linear Matrix Inequalities). La factibilidad de las LMIs se obtiene

empleando algoritmos de optimización convexa, como lo es LMI-Toolbox y Yalmip

de MatLab. Para validar los resultados teóricos obtenidos, se realizan implementacio-

nes v́ıa simulación y v́ıa experimentación sobre el modelo matemático y el banco de

pruebas 3-DOF Helicopter de Quanser, respectivamente.

Como una diferencia significativa a los trabajos previos de la literatura, en la

presente propuesta se reestructura la ley de control con la adición de una acción

integral, aśı como una implementación sobre el banco de pruebas.

Abstract

In the present work the design of a time-delayed feedback control with integral

action to practically stabilize a class of nonlinear systems is proposed. Likewise, a

practical stability analysis employing Lyapunov-Krasovskii functionals and the feasi-

bility of LMI’s is performed. The feasibility of LMIs are guaranteed using algorithms

of convex optimization such as LMI-Toolbox and Yalmip from MatLab. To validate

the theoretical results given here, the implementation is done via simulation and via

experimentation of the experimental platform 3-DOF Quanser Helicopter.

As a significant difference to the previous works of the literature, in this proposal

the control law is restructured with the addition of an integral action, as well as an

implementation on the test bench.
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Acrónimos

DDE: Ecuación Diferencial con Retardo (siglas del inglés Delay Differential Equa-

tions).

DOF: Grados de Libertad (siglas del inglés Degrees Of Freedom).

FDE: Ecuación Diferencial Funcional (siglas del inglés Functional Differential Equa-

tion).

LQR: Regulador Lineal Cuadrático (siglas del inglés Lineal Quadratic Regulator).

LMI: Desigualdad Lineal Matricial (siglas del inglés Lineal Matrix Inequalities).

RFDE: Ecuación Diferencial Funcional Retardada (siglas del inglés Retarded Fun-

ctional Differential Equation).

TDS: Sistema con Retardo (siglas del inglés Time Delay System).

UAV : Vehiculo Áereo no Tripulado (siglas del inglés Unmanned Aerial Vehicle).



Glosario

Control. Proceso mediante el cual un sistema es llevado a parámetros preesta-

blecidos [1].

Espacio de Estado. El espacio n−dimensional cuyos ejes de coordenadas están

formados por el eje x1, eje x2, ..., eje xn, donde x1, x2, ..., xn son las variables de

estado, se denonima espacio de estado. Cualquier estado se puede representar

como un punto en el espacio de estado [2].

Estado. Es el conjunto de variables más pequeño (llamadas variable de esta-

do) de un sistema dinámico, de forma que el conocimiento de estas variables

en t = t0, junto con el conocimiento de la entrada para t ≥ t0 determinan

completamente el comportamiento del sistema en cualquier t ≥ t0 [2].

Precisión. Proximidad entre las indicaciones o los valores medidos obtenidos

en mediciones repetidas de un mismo objeto, o de objetos similares, bajo con-

diciones especificadas [3].

Modelo Matemático. El modelo matemático de un sistema se define como un

conjunto de ecuaciones que representan la dinámica del sistema. La dinámica de

una gran parte de sistemas, se describe en términos de ecuaciones diferenciales

donde dichas ecuaciones se obtienen a partir de leyes f́ısicas inherentes al siste-

ma estudiado, tales como las leyes de Newton y Euler-Lagrange para sistemas

mecánicos y las leyes de Kirchhoff para sistemas eléctricos [4].

Planta. Una planta puede ser una parte de un equipo, tal vez un conjunto de

los elementos de una máquina que funcionan juntos, y cuyo objetivo es efectuar

una operación particular. En este trabajo se llamará planta a cualquier objeto

f́ısico que se va a controlar (ejemplo: un dispositivo mecánico)[1].

Vector de Estado. Vector que contiene n variables de estado como compo-

nentes y que determina uńıvocamente el estado del sistema x(t) en cualquier

instante de tiempo t ≥ t0 una vez que se conoce el estado en t = t0 y se especifica

la entrada u(t) para t ≥ t0 [2].
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Caṕıtulo 1

Introducción

En muchos fenómenos de ingenieŕıa diversos procesos entran en acción sólo después de

transcurrido cierto lapso de tiempo posterior a la aplicación de un est́ımulo. A este lapso

de tiempo se le conoce como retardo [5], y aparece debido a diversas situaciones como por

ejemplo, en la interconexión entre dos o más sistemas f́ısicos, la cual esta siempre acom-

pañada por un fenómeno de transferencia (material, energia, información), tales como el

transporte y la propagación.

Por otra parte, para efectuar el análisis de un sistema, es necesario obtener un modelo

matemático que lo represente. La mayoŕıa de los modelos matemáticos que resultan útiles

se describen en términos de ecuaciones diferenciales [4]. Bajo este aspecto los sistemas pue-

den clasificarse de acuerdo al tipo de ecuaciones diferenciales que los describen de tal manera

que podemos diferenciar entre dos tipos de sistemas: los sistemas lineales y los sistemas no

lineales [4]. Por lo que para realizar el modelado de un sistema es necesario decidir cuáles

son las variables y relaciones f́ısicas que representen al sistema en cuestión de la manera

más precisa posible.

En este sentido, a los sistemas en general (lineales y no lineales) que no consideran al

retardo dentro del modelo matemático, se les conoce como sistemas libres de retardo y a

los sistemas que si lo incluyen se les denomina sistemas con retardo o en inglés Time-Delay

Systems (TDS) [5].

El especial énfasis respecto al modelado se debe a que gracias a él se puede realizar un

estudio análitico de la respuesta de los sistemas por lo que la estabilidad de los sistemas con

o sin retardos es uno de los temas más investigados dentro de la comunidad del control.

Los sistemas reales usualmente exhiben comportamientos no lineales con presencia de re-

1



2 Caṕıtulo 1: Introducción

tardos además de que estan sujetos a diversas perturbaciones tales como cambios de carga,

variación de parámetros y errores de medición, esto hace que las definiciones de estabilidad

clásicas resulten ser poco convenientes cuando se consideran problemas de este estilo como

por ejemplo los Vehiculos Aereos No Tripulados (Unmanned Aerial Vehicles, UAV’s), ya

que debido a sus dinámicas y a su entorno de trabajo [6], el análisis de estabilidad de estos

sistemas requiere de herramientas más convenientes que correspondan a su desempeño f́ısi-

co. Por lo que la estabilidad práctica propuesta por La Salle [7] y Lakshmikanham [8] ofrece

una alternativa de especificación de rendimiento más apropiada para este tipo de sistemas.

1.1. Antecedentes

A mediados de la década de 1930 el interés por el estudio de los TDS tuvo un auge im-

portante y varios trabajos fueron dedicados a la comprensión de los efectos de los retardos

por citar algunos [9], [10], [11], el desarrollo de técnicas en el análisis de estabilidad dentro

de estos sistemas fueron propuestas tomando dos enfoques de investigación: el enfoque en

el dominio de la frecuencia y el enfoque en el dominio del tiempo.

El enfoque en el dominio de la frecuencia para los TDS es una progresión natural basa-

da en los resultados clásicos de estabilidad para sistemas libres de retardo como el lugar

geométrico de las ráıces [1] y la teoŕıa de Nyquist-Bode [1].

El problema de la estabilidad de cierta clase de TDS bajo éste enfoque, puede ser in-

terpretado como uno de estabilidad robusta [12]. Por otra parte un resultado importante

es el teorema de la pequeña ganancia propuesto por Zames [13], [14], donde se observa que

estos conceptos enfocados a TDS recaen en la teoŕıa de Nyquist-Bode.

Una amplia variedad de condiciones suficientes de estabilidad independientes del retardo

fueron sujetos a estos estudios tales como los resultados obtenidos por Mori [15], Noldus

[16], Wang [17], Kharitonov [18].

En el marco del enfoque temporal los conceptos de estabilidad para sistemas libres de retar-

do formulados por Lyapunov al final del siglo XIX fueron extendidos hacia los sistemas con

retardo por los métodos de Razumikhin y Krasovskii, el método de Razumikhin mantiene

la simplicidad asociada a al uso de funciones de Lyapunov pero introduciendo condiciones

adicionales [19] y el método de Krasovskii [20], está basado en las técnicas de ecuaciones

diferenciales funcionales (functional differential equations, (FDE) [5] partiendo de la idea

de que el estado es una función se vuelve necesario el uso de funcionales de Lyapunov que
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capturen el estado del sistema.

En los años siguientes los problemas de estabilidad se redujeron a encontrar soluciones

de las ecuaciones de Lyapunov [21] o Riccati [22] determinando la factibilidad de desigual-

dades lineales matriciales (lineal matrix inequalities, (LMI) [23] o analizando la distribución

del valor propio para matrices apropiadas de dimensión finita [24]. Estas definiciones fun-

damentadas en la teoŕıa de Lyapunov son muy restrictivas cuando se consideran problemas

en el mundo real por lo que otro enfoque más conveniente que la estabilidad en el sentido

de Lyapunov es necesario para este tipo de situaciones.

La definición de estabilidad práctica propuesta por La Salle [7] y Lakshmikanham [8] pro-

porciona una especificación de rendimiento más adecuada y deseable en el tratamiento de

problemas concretos del mundo real, pero cabe señalar que estos estudios fueron propuestos

para sistemas libres de retardo.

Las condiciones de estabilidad práctica para sistemas con retardo se derivaron de una se-

rie de contribuciones: en el documento de Chuyu Yang [25] se emplearon funcionales de

Lyapunov-Krasovskii para estudiar una clase de sistemas con retardo del tipo neutral. En

Debeljković [26] un análisis basado en la matriz fundamental del sistema es empleado para

sistemas con retardo único y en un trabajo posterior del mismo autor [27], para una clase

de sistemas lineales no-autónomos.

En Villafuerte [28], se proporciona la definición de estabilidad práctica para una clase gene-

ral de sistemas con retardo además se proporcionan las condiciones suficientes de estabilidad

práctica basadas en la factibilidad de LMIs.
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1.2. Justificación

Los UAVs y las plataformas experimentales similares a estos son sistemas que debido a

sus dinámicas y su entorno de trabajo hacen que el análisis de estabilidad de estos requiera

de herramientas apropiadas que correspondan a su desempeño f́ısico. La estabilidad práctica

por su parte provee un especificación de rendimiento aceptable desde un punto de vista de

funcionalidad en el mundo real.

1.3. Planteamiento del problema

Los sistemas reales usualmente exhiben comportamientos no lineales con presencia de

retardos además de que estan sujetos distintos tipos de perturbaciones, esto hace que las

definiciones de estabilidad clásicas resulten ser poco convenientes cuando se consideran

problemas de este estilo.

Por otra parte, la estabilidad práctica para sistemas con retardo puede ser utilizada como

método de diseño de leyes de control retardadas para una clase de sistemas no lineales.

Por lo que el problema que se aborda es el de la estabilización de manera práctica de la

plataforma experimental 3-DOF Helicopter de Quanser.

1.4. Objetivos

Objetivo general

Analizar una clase de sistemas con retardos mediante funcionales de Lyapunov-Krasvskii

y el segundo criterio de Lyapunov para estabilizar de manera práctica el sistema 3 DOF

Helicopter de Quanser.
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Objetivos espećıficos

Estudiar las referencias correspondiente a sistemas con retardos y estabilidad práctica

para sentar las bases teóricas del trabajo de tésis mediante una búsqueda bibliográfica

exhaustiva de los tópicos del presente trabajo de investigación.

Analizar el modelo matemático del helicóptero obtenido por la técnica de Euler-

Lagrange, para posteriormente realizar el análisis de estabilidad de la planta.

Realizar el análisis de estabilidad práctica para la plataforma experimental 3 DOF

Helicopter de Quanser empleando funcionales Lyapunov-Krasovskii y LMI´s.

Sintetizar una ley de control para estabilizar de manera práctica la plataforma estu-

diada mediante la factibilidad de LMIs.

Implementar la ley de control obtenida en el punto anterior sobre el 3-DOF Helicopter

de Quanser para estabilizarlo de manera práctica empleando software de computo

matemático LabView.

1.5. Hipótesis

El empleo de técnicas de estabilización menos rigurosas como la estabilización práctica,

puede mejorar el desempeño de plataforma experimentales como el 3 DOF Helicopter de

Quanser. Además, la inclusión de una acción integral en la ley de control reducirá el error

en estado estacionario en tareas de seguimiento.

1.6. Metodoloǵıa

Análisis de estabilidad en el marco de Lyapunov-Krasovskii.

Criterios de optimización convexa.

Criterios de estabilidad y estabilización práctica para sistemas con retardos.
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1.7. Organización de la Tesis

Caṕıtulo 2: Se da una perspectiva de la metodoloǵıa de la estabilidad práctica para siste-

mas con retardo.

Capitulo 3: Se describe el modelo matemático de la plataforma experimental 3 DOF He-

licopter de Quanser aśı como la implementacion en simulación de una ley de control clásica

propuesta por el fabricante. Además se presenta la implementación en simulación y de ma-

nera experimental de una ley de control retardada que estabiliza de manera práctica a la

plataforma experimental.

Capitulo 4: Se presentan las conclusiones del trabajo realizado aśı como la dirección hacia

donde va dirigida la investigación.

Apéndice: Se proporciona el código de los programas implementados en el lenguaje de

programación de MATLAB para hallar la factibilidad de las LMI.
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Resultados Preliminares

2.1. Estabilidad Práctica de Sistemas con Retar-

dos

Considere un sistema con retardo de la forma

ẋ(t) = f(t, xt),

x(θ) = ϕ(θ) θ ∈ [−h, 0],
(2.1)

donde x(t, ϕ) es la solución del sistema con una función inicial ϕ, xt(ϕ) es el estado del

sistema definido como el segmento: {x(t + θ, ϕ) | θ ∈ [−h, 0], Rn) y ϕ es una función

continua en el espacio de Banach C := C ([−h, 0], Rn) con norma ‖ϕ‖h := máx
θ ∈ [−h,0]

‖ϕ(θ)‖.

Definición 1 [28] El sistema (2.1) se dice µ-prácticamente estable si para algún µ > 0

existe T = T (µ, ϕ) tal que ‖x(t)‖ ≤ µ para t ≥ T .

Lema 1 [28] Sea el sistema con retardo de la forma (2.1). Si existe una funcional v(t, xt)

definida como v : R× C→ R tal que

α1‖x(t)‖2 ≤ v(t, xt) ≤ α2‖xt‖2h, (2.2)

y su
d

dt
v(t, xt) ≤ −2σv(t, xt) + κ

√
v(t, xt), (2.3)

para constantes positivas α1, α2, σ y κ , entonces para dada una condición inicial ϕ, la

solución del sistema satisface:

‖x(t)‖ ≤
√
α2√
α1

e−σt‖φ‖h +
κ

2σ
√
α1

(1− e−σt). (2.4)

7
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Por lo tanto el sistema (2.1) es µ-prácticamente estable con

µ >
k

2σ
√
α1
,

y

T =


0, si ‖φ‖h ≤

κ

2σ
√
α2

;

1

σ
ln

(
2σ
√
α2‖φ‖h − κ

2σ
√
α1µ− κ

)
, en otro caso.

(2.5)

Estabilidad Práctica de Sistemas con un Retardo

Considere el sistema

ẋ(t) = A0x(t) +A1x(t− h) + η(t), (2.6)

donde A0, A1 ∈ Rn×n, h ≥ 0 es el retardo, η(t) ∈ Rn×1 es una perturbación externa de tal

manera que ‖η(t)‖ ≤ γ, t ≥ 0 y la condición inicial es ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0].

Teorema 1 [28] Si existen matrices definidas positivas P,Q ∈ Rn×n y una constante posi-

tiva σ tal que la desigualdad

M(P,Q) + 2σN (P ) < 0, (2.7)

se cumple, donde

M(P,Q) =

[
PA0 +AT0 P +Q PA1

AT1 P −e−2σhQ

]
, (2.8)

N (P ) =

[
P 0

0 0

]
, (2.9)

entonces el sistema (2.6) es µ-practicamente estable con

µ >
γλmáx(P )

σλmı́n(P )
, (2.10)

y

T =



0, si ‖ϕ‖h ≤
γλmáx(P )

σ
√
λmı́n(P )[λmáx(P ) + hλmáx(Q)]

;

1

σ
ln

(
σ
√
λmı́n(P )[λmáx(P ) + hλmáx(Q)] ‖ ϕ ‖h −γλmáx(P )

σµλmı́n(P )− γλmáx(P )

)
,

en otro caso.

(2.11)

Además

‖x(t)‖ ≤
√
λmáx(P ) + hλmáx(Q)√

λmı́n(P )
e−σt‖ϕ‖h +

γλmáx(P)

σλmı́n(P)
(1− e−σt). (2.12)
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2.2. Ejemplo Ilustrativo

Se presenta un ejemplo demostrativo sobre la estabilidad práctica, donde se considera

el modelo de un sistema mecánico con oscilaciones autoexcitadas que posee una acción

retardada. Con el fin de garantizar una relación pequeña de λmax(P )/λmin(P ) para asi

obtener una µ pequeña se introduce una restricción adicional dada por

αIn×n < P < βIn×n, (2.13)

donde α, β > 0.

Modelo de un sistema mecánico con oscilaciones autoexcitadas

Sea el sistema

θ̈(t) + 2δωθ̇(t)− ρθ̇(t− h) + ω2θ(t) = m sin(kt), (2.14)

donde δ, ω, ρ, m y k son constantes f́ısicas conocidas, θ es el ángulo de oscilación, θ̇ es la

la velocidad angular, θ̇(t − h) es la velocidad angular retardada, h es el retardo el cual se

asume constante y m sin(kt) es el momento externo.

Realizando un cambio de variable de tal manera que

x(t) =

[
x1(t)

x2(t)

]
,

donde

x1 = θ(t), x2 = θ̇(t),

ẋ1 = θ̇(t), ẋ2 = θ̈(t),

entonces el sistema (2.14) toma la siguiente forma

ẋ(t) =

[
0 1

−ω2 −2δω

]
x(t) +

[
0 0

ρ 0

]
x(t− h) +

[
0

m sin(kt)

]
, (2.15)

en la cual claramente se observa que tiene una forma similar a la del sistema (2.6).

Ahora aplicando los resultados del Teorema 1 con valores de las constantes f́ısicas del sistema

mecánico δ = 1.6762, ω = 3.1321, ρ = 0.32, m = 0.1, k = 1 y h = 0.5, condiciones iniciales

x(t) = [1, 0]T además de que se obtiene ‖η(t)‖ ≤ 0.1 y se establece a α = 0.1 y a β = 1
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entonces se encuentra que (2.8) es factible para un valor de σ = 0.94 y se encuentra que P

y Q tienen valores

P =

[
0.64 0.24

0.24 0.23

]
y Q =

[
2.34 2.40

2.40 2.49

]
.

Por otra parte, del resultado (2.12) la solución del sistema (2.14) satisface

‖x(t)‖ ≤ 5.29e−0.94t‖ϕ‖0.5 + 0.71(1− e−0.94t),

además de (2.10) y (2.11) se tiene que

‖x(t)‖ ≤ 0.71, ∀t > 8.96.

En la Figura 2.1 se muestra la simulación de la respuesta del sistema mecánico ante las

condiciones iniciales diferentes de 0 propuestas anteriormente y se observa que antes del

tiempo T = 8.9 la salida se encuentra dentro de la vecindad µ = 0.71.

0

1
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)

x
1

µ

0 T 10 20
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ci
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s)

x
2

µ

Figura 2.1: Posición y velocidad angular del sistema mecánico.
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Conclusiones

En el caṕıtulo se presentaron las bases teóricas de la estabilidad práctica para sistemas

con retardos en el marco de funcionales Lyapunov-Krasovskii, aśı como la caracterización

de un ejemplo basado en un sistema mecánico de segundo orden el cual permite entender

de manera clara la implementación de la metodoloǵıa de la estabilidad práctica.



Caṕıtulo 3

Resultados Principales

En este caṕıtulo se propone el diseño de una ley de control retardada con una acción

integral en la salida, con el fin de reducir el error en estado estacionario en la respuesta

del sistema y extendiendo los resultados propuestos en [28]. Dichos resultados teóricos son

implementados v́ıa simulación y v́ıa experimentación sobre el modelo matemático y el banco

de pruebas 3-DOF Helicopter.

3.1. Diseño de una ley de control retardada con

acción integral

A continuación se presenta el diseño de una ley de control para estabilizar de manera

práctica una clase de sistemas no lineales con retardos.

Proposición 1 Considere el sistema de la forma

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + η(t),

y(t) = Cx(t),
(3.1)

donde A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n y η(t) ∈ Rn es una perturbación externa de tal

manera que ‖η(t)‖ ≤ γ, t ≥ 0. Si existen matrices definidas positivas Q0, Q1 ∈ R(n+p)×(n+p),

matrices Y0, Y1 ∈ Rm×(n+p), un retardo h > 0 y una constante positiva σ tal que

M(Q0, Q1) + 2σN (Q0) < 0, (3.2)

se cumple, donde

M(Q0, Q1) =

[
ÂQ0 + B̂Y0 +Q0Â

T + Y T
0 B̂

T +Q1 B̂Y1

Y T
1 B̂

T −e−2σhQ1

]
, (3.3)

12
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N (Q0) =

[
Q0 0

0 0

]
, (3.4)

Â =

[
A 0n×p

C 0p×p

]
B̂ =

[
B

0p×m

]
y η̂(t) =

[
η(t)

0p×1

]
, (3.5)

entonces la ley de control de realimentación está dada por

u(t) = Y0Q
−1
0 x(t) + Y1Q

−1
0 x(t− h), (3.6)

que estabiliza µ−prácticamente al sistema (3.1) con

µ >
γλmáx(Q−1

0 )

σλmı́n(Q−1
0 )

, (3.7)

T =

0, si ‖ϕ‖h ≤ c1

1

σ
ln(c2), en otro caso,

(3.8)

donde

c1 =
γλmáx(Q−1

0 )

σ
√
λmı́n(Q−1

0 )[λmáx(Q−1
0 ) + hλmáx(Q−1

0 Q1Q
−1
0 )]

c2 =
σ
√
λmı́n(Q−1

0 )[λmáx(Q−1
0 ) + hλmáx(Q−1

0 Q1Q
−1
0 )]‖ϕ‖h − γλmáx(Q−1

0 )

σµλmı́n(Q−1
0 ) − γλmáx(Q−1

0 )
.

Además

‖x(t)‖ ≤

√
λmáx(Q−1

0 ) + hλmáx(Q−1
0 Q1Q

−1
0 )√

λmı́n(Q−1
0 )

e−σt‖ϕ‖h

+
γλmáx(Q−1

0 )

σλmı́n(Q−1
0 )

(1− e−σt), ∀ t ≥ 0.

(3.9)

Demostración 1 Considere la ley de control por realimentación de la forma

u(t) = KΓ0x(t) +KΓ1x(t− h) +Ki0

∫ t

0
y(τ)dτ +Ki1

∫ t

0
y(τ − h)dτ, (3.10)

donde KΓ0 ,Ki0 ∈ Rm×n y KΓ1 ,Ki1 ∈ Rm×p, despues el sistema (3.1) con la ley de control

(3.10) es de la forma
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ẋ(t) = Ax(t) +BKΓ0x(t) +BKΓ1x(t− h) +BKi0

∫ t

0
y(τ)dτ

+BKi1

∫ t

0
y(τ − h)dτ + η(t),

y(t) = Cx(t),

(3.11)

por lo que haciendo un cambio de variable de tal manera que

z(t) =

[
z1(t)

z2(t)

]
,

de lo cual

z1 = x(t), z2 =

∫ t

0
y(τ)dτ,

ż1 = ẋ(t), ż2 = y(t),

el sistema (3.11) con el cambio de variable toma la forma

ż1(t) = Az1(t) +BKΓ0z1(t) +BKΓ1z1(t− h) +BKi0z2(t)

+BKi1z2(t− h) + η(t),

ż2(t) = Cz1(t).

(3.12)

Aśı, el sistema (3.12) toma la forma

ż(t) = (Â+ B̂K0)z(t) +BK1z(t− h) + η̂(t), (3.13)

donde

Â =

[
A 0n×p

C 0p×p

]
B̂ =

[
B

0m×p

]
y η(t) =

[
η(t)

0p×1

]
, (3.14)

K0 =
[
KΓ0Ki0

]
y K1 =

[
KΓ1Ki1

]
.

Ahora, empleando el Teorema 1 se tiene que si existen matrices definidas positivas P,Q ∈
R(n+p)×(n+p), un retardo h > 0 y una constante positiva σ tal que

M(P,Q) + 2σN (P ) < 0, (3.15)
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se mantenga, donde

M(P,Q) =

[
P (Â+ B̂K0) + (Â+ B̂K0)TP +Q PB̂K1

KT
1 B̂

TP −e−2σhQ

]
, (3.16)

N (P ) =

[
P 0

0 0

]
, (3.17)

entonces el lazo cerrado del sistema es µ−prácticamente estable. Posteriormente premulti-

plicando y posmultiplicando (3.15) por uma matriz diagonal = {P−1, P−1} y estableciendo

un cambio de variables de tal manera que Q0 = P−1, Q1 = P−1QP−1, Y0 = K0P
−1 y

Y1 = K1P
−1 se tiene que

M(Q0, Q1) + 2σN (Q0) < 0, (3.18)

con

M(Q0, Q1) =

[
ÂQ0 + B̂Y0 +Q0Â

T + Y T
0 B̂

T +Q1 B̂Y1

Y T
1 B̂

T −e−2σhQ

]
, (3.19)

N (Q0) =

[
Q0 0

0 0

]
, (3.20)

Además,

u(t) = Y0Q
−1
0 x(t) + Y1Q

−1
0 x(t− h), (3.21)

adicionalmente (3.7), (3.8) y (3.9) se determinan a partir de (2.10), (2.11) y (2.12) respec-

tivamente.

3.2. Plataforma Experimental

En esta sección se presenta en banco de pruebas en la cual se implementan los resultados

teóricos obtenidos en la sección anterior.

El 3-DOF Helicopter que se muestra en la Figura 3.1 es un sistema similar a un heli-

cóptero con rotores en tándem de tal manera que el cuerpo del helicóptero está orientado

perpendicularmente al brazo de soporte. Dos motores se encuentran montados en el extremo

de un marco rectangular e impulsan dos hélices. Los ejes de los motores son paralelos y el

vector de empuje es normal al marco. El marco del helicóptero está suspendido desde una

articulación montada en el extremo de un brazo largo y es libre de girar alrededor de su

centro. El brazo está instalado sobre una articulación de 2 GDL la cual permite que el cuer-

po del helicóptero se mueva en las direcciones de elevación y de rotación. El otro extremo
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del brazo lleva un contrapeso tal que la masa efectiva del helicóptero es lo suficientemente

ligera como para ser levantada usando el empuje de los motores.

Figura 3.1: 3 DOF Helicopter de Quanser.

3.3. Modelo Dinámico

El modelo dinámico de la plataforma experimental 3-DOF Helicopter es obtenido en [29]

el cual es determinado a partir del método de Euler-Lagrange y se muestra a continuación

Jε ε̈ = Kf La (Vf + Vt)− Tg,

Jφ φ̈ = Kf Lh (Vf − Vt),

Jψ ψ̈ = Kp La sin(φ),

(3.22)

donde ε es el ángulo de elevación, φ es el ángulo de dirección, ψ es el ángulo de rotación,

Jε es el momento de inercia del sistema respecto al eje de elevación, Jφ es el momento de

inercia respecto al eje de dirección, Jψ es el momento de inercia respecto al eje de rotación,

Vf es el voltaje aplicado al motor frontal, Vt es el voltaje aplicado al motor posterior, Kf es

la constante de fuerza motor-propela, Kp es la constante de proporcionalidad de la fuerza

gravitacional, La es la distancia entre el eje de elevación al cuerpo del helicóptero, Lh es

la distancia entre el eje de dirección hacia cada motor y Tg es el par gravitacional efectivo.

Definiendo el vector de estado del helicóptero como

x =
[
ε, φ, ψ, ε̇, φ̇, ψ̇

]T
, (3.23)

y a la entrada de control

u = [Vf , Vt]
T , (3.24)
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el sistema de ecuaciones (3.22) toma la forma

ẋ1 = x4,

ẋ2 = x5,

ẋ3 = x6,

ẋ4 = a (u1 + u2) + b,

ẋ5 = c (u1 − u2),

ẋ6 = d sin(x2),

(3.25)

donde a =
Kf la
Jε

, b = −Tg
Jε

, c =
Kf lh
Jφ

, d = −Kp la
Jψ

son parámetros f́ısicos conocidos descritos

en la Tabla 1.

Tabla 1 Parámetros del 3-DOF Helicopter

Simbolo Descripción Valor Unidad

Jε Momento de inercia respecto al eje de elevación 0.9140 kg m2

Jφ Momento de inercia respecto al eje de dirección 0.0364 kg m2

Jψ Momento de inercia respecto al eje de rotación 0.9505 kg m2

Kf Constante de fuerza de la combinación motor-propela 0.1118 N/V

Kp Constante de proporcionalidad de la fuerza gravitacional 1.7822 N

la Distancia entre el eje de rotación al cuerpo del helicóptero 0.6600 m

lh Distancia entre el eje direccional hacia cada motor 0.1780 m

Tg Par gravitacional efectivo 0.5881 Nm

Las ecuaciones (3.25) son linealizadas respecto al punto de operación x(t) = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T ,

dando como resultado una representación

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t),
(3.26)

donde y(t) es la salida del sistema y las matrices A,B y C están dadas por

A =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 d 0 0 0 0


, B =



0 0

0 0

0 0

a a

c −c
0 0


, y C =

[
1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

]
. (3.27)
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3.4. Implementación de una Ley de Control Clásica

En este apartado se presenta la implementación en simulación de una ley de control por

realimentación de estado propuesta por el fabricante, sólo para fines ilustrativos.

Considere la ley de control de la forma

u(t) = −Kx(t), (3.28)

donde el valor de la ganancia K es obtenido usando el algoritmo del Regulador Lineal

Cuadrático (LQR, Lineal Quadratic Regulator).

Regulador Lineal Cuadrático

El estado del sistema es aumentado en [29] para incluir las integrales de las variables

de estado x1 y x3 para con esto reducir el error en estado estacionario en la salida, de tal

manera que el vector de estado del helicóptero se convierte en

x(t) =

[
x1, x2, x3, x4, x5, x6,

∫ t

0
x1dt,

∫ t

0
x3dt

]T
,

posteriormente la matriz de ganancias K se obtine de tal manera que la ley de control (3.28)

minimice el ı́ndice de desempeño

J =

∫ ∞
0

(x(t)TQx(t) + u(t)TRu(t)) dt,

sujeto a las matrices de ponderación

Q =



100 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0.1 0 0 0 0

0 0 0 0 0.1 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0.1


y R =

[
0.05 0

0 0.05

]
,

aplicando el programa computacional A.1 en MatLab, resulta en la misma ganancia de

control que la obtenida en [29]

K =

[
37.67 13.57 −11.51 20.98 4.93 −16.26 10 −1

37.67 −13.57 11.51 20.98 −4.93 16.26 10 1

]
.
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Los siguentes resultados en simulación se toman para un posiciones angulares y velocidades

angulares deseadas xd = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T con condiciones iniciales x0(t) = [−0.23, 0,−0.08, 0,

0, 0]T . La Figura 3.2 muestra la estabilización en posición mientras que en la Figura 3.3 se

observa la estabilización de la velocidad angular y en la Figura 3.4 se muestra la señal de

control u1 y u2.
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Figura 3.4: Señal de control u1 y u2.

3.5. Implementación de ley de control v́ıa simulación

A continuación se presentan los resultados obtenidos al implementar la ley de control

retardada con acción integral para estabilizar de manera práctica el modelo matemático

3-DOF Helicopter de Quanser.

Considere el modelo matemático del sistema lineal del 3-DOF Helicopter más una per-

turbación siguiente

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + η(t),

y(t) = Cx(t),
(3.29)

donde A,B y C estan dadas por (3.31) y η(t) es una perturbación que afecta a las velocidades

angulares del helicóptero de modo que

η(t) =
[
0 0 0 η1(t) η2(t) η3(t)

]T
, (3.30)

la cual es un modelo de un barrido de frecuencia automático el cual es un método efectivo

para simulaciones de vuelo de ante perturbaciones [30] y viene dado por

ηa(t) = Gsin(ϑ(t)), a = 1, 2, 3,
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donde G es la amplitud del barrido, tipicamente 10 % de los ĺımites máximos de deflección

de la plataforma experimental y

ϑ(t) =

∫ Trec

0
ω(t)dt,

de la cual Trec es el tiempo de simulación y ω(t) es la frecuencia de progresión que viene

dada por

ω(t) = ωmı́n +Qω(ωmáx − ωmı́n),

donde ωmı́n es el limite para frecuencias bajas, ωmáx es el limite para frecuencias altas y Qω

es una función exponencial que viene dada por

Qω = q2[e(q1t/Trec) − 1],

donde q1 = 4.0 y q2 = 0.0187 son valores viables para una gran variedad de aplicaciones

como pruebas de control de vuelo e identificación de la respuesta dinámica de rotores en

túneles de viento por citar algunos.

Por otra parte, usando los resultados de la Proposición 1 se tiene que del sistema (3.29)

Â =



0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 d 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0


, B̂ =



0 0

0 0

0 0

a a

c −c
0 0

0 0

0 0


, η̂(t) =



0

0

0

η1(t)

η2(t)

η3(t)

0

0


, (3.31)

posteriormente se comprueba que (3.2) es factible para valores σ = 0.55, h = 0.01 y de-

finiendo η1 = η2 = η3 con G = 0.00025, Trec = 500, ωmı́n = 0.3rad/s, ωmáx = 12rad/s

se tiene que ||η̂|| < 0.0001. Aśı, la solución del sistema es µ−prácticamente estable con
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µ = 0.1057 y T = 41.01. Con

Q0 = 1e08 ∗



0.8377 0.0001 0.0008 −0.5884 0.0002 −0.0003 −0.9567 −0.0013

0.0001 1.3796 −0.1434 −0.0003 −1.0030 0.9600 −0.0000 −0.3415

0.0008 −0.1434 1.8132 −0.0007 −0.5112 −1.2254 −0.0009 −1.7450

−0.5884 −0.0003 −0.0007 0.7846 −0.0005 0.0004 0.4392 0.0003

0.0002 −1.0030 −0.5112 −0.0005 4.0083 0.2062 −0.0002 0.3663

−0.0003 0.9600 −1.2254 0.0004 0.2062 1.6331 −0.0000 0.4671

−0.9567 −0.0000 −0.0009 0.4392 −0.0002 −0.0000 1.3835 0.0022

−0.0013 −0.3415 −1.7450 ′ 0.0003 0.3663 0.4671 0.0022 2.8209



Q1 = 1e08 ∗



0.1686 0.0001 0.0001 −0.0337 0.0002 0.0000 −0.1482 0.0002

0.0000 0.3027 −0.1741 0.0002 −0.2170 0.2714 0.0002 0.0889

0.0001 −0.1741 0.2861 0.0002 0.1136 −0.2858 0.0001 −0.2289

−0.0337 0.0002 0.0002 0.2266 −0.0002 −0.0000 0.0393 0.0001

0.0002 −0.2170 0.1136 −0.0002 1.2931 −0.1942 0.0000 −0.0460

0.0000 0.2714 −0.2858 −0.0000 −0.1942 0.3570 0.0002 0.1778

−0.1482 0.0002 0.0001 0.0393 0.0001 0.0002 0.2585 −0.0001

0.0002 0.0889 −0.2289 0.0001 −0.0460 0.1778 −0.0001 0.2498


Además, de que las ganacias de control K0 = Y0Q

−1
0 y K1 = Y1Q

−1
0 tienen los valores de

K0 =[
−37.8 −12.1 12.3 −22.3 −3.3 15.0 −18.9 4.1

−37.7 12.2 −12.5 −22.2 3.3 −15.2 −18.8 −4.2

]
,

K1 =[
−1.3 0.4 −1.0 −0.6 0.06 −0.9 −0.7 −0.4

−0.9 0.3 −0.7 −0.4 0.04 −0.7 −0.5 −0.3

]
.

Por otra parte derivado de (3.9) la solución del sistema (3.29) satisface

‖x(t)‖ ≤ 2.71e07e−0.55t‖ϕ‖0.01 + 0.1057(1− e−0.55t),

además de (2.10) y (2.11) se tiene que

‖x(t)‖ ≤ 0.1057, ∀t > 41.01

En la Figura 3.5 se presenta la estabilización de la posición sin ninguna perturbación

de los ángulos de elevación ε, φ y ψ para una posición deseada [εd, φd, ψd] = [0, 0, 0] En la

Figura 3.6 se muestra a las velocidades angulares del 3-DOF Helicopter y posteriormente

en la Figura 3.7 se muestra la señal de control u1 y u2 que estabilizan al helicóptero.
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Figura 3.5: Gráfica de estabilización de la posición del 3-DOF Helicopter.
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Figura 3.6: Gráfica de estabilización de la velocidad del 3-DOF Helicopter.
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Figura 3.7: Señal de control u1 y u2.

En la Figura 3.8 se presenta la estabilización práctica de la posición de los ángulos de

elevación ε, φ y ψ para una posición deseada [εd, φd, ψd] = [0, 0, 0] en donde la perturbación

es aplicada durante los intervalos T < t ≤ t1, t2 ≤ t ≤ t3 y t4 ≥ t.
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Figura 3.8: Gráfica de estabilización práctica de la posición del 3-DOF Helicopter.

En la Figura 3.9 se muestra a las velocidades angulares del 3-DOF Helicopter y posterior-

mente en la Figura 3.10 se muestra la señal de control u1 y u2 que estabilizan prácticamente

al helicóptero.

3.6. Implementación de ley de control v́ıa experi-

mentación

A continuación se presentan los resultados obtenidos al implementar la ley de control

retardada con acción integral para estabilizar de manera práctica al banco de pruebas 3-

DOF Helicopter de Quanser.

En la Figura 3.11 se presenta la estabilización sin perturbación de la posición de los

ángulos de elevación ε, φ y ψ para una posición deseada [εd, φd, ψd] = [0, 0, 0] en el helicóptero

de manera experimental.
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Figura 3.9: Gráfica de estabilización práctica de la velocidad del 3-DOF Helicopter.
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Figura 3.10: Señal de control u1 y u2.
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Figura 3.11: Gráfica de estabilización de la posición del 3-DOF Helicopter.

En la Figura (3.12) se muestra a las velocidades angulares del 3-DOF Helicopter y

posteriormente en la Figura 3.13 se muestra la señal de control u1 y u2 que estabilizan al

helicóptero.
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Figura 3.12: Gráfica de estabilización de la velocidad del 3-DOF Helicopter.

Tiempo(s)

5

10

u
1

0 25 50
0

5

10

Tiempo (s)

V
ol

ta
je

 (V
)

u
2

Figura 3.13: Señal de control u1 y u2.
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En la Figura 3.14 se presenta la estabilización con perturbación de la posición de los

ángulos de elevación ε, φ y ψ para una posición deseada [εd, φd, ψd] = [0, 0, 0] en el helicóptero

de manera experimental en donde la perturbación es aplicada durante los intervalos T <

t ≤ t1, t2 ≤ t ≤ t3 y t4 ≥ t.
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Figura 3.14: Gráfica de estabilización práctica de la posición del 3-DOF Helicopter.
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En la Figura 3.15 se muestra a las velocidades angulares del 3-DOF Helicopter y poste-

riormente en la Figura 3.16 se muestra la señal de control u1 y u2 que estabilizan práctica-

mente al helicóptero.

-0.2

0

0.2

ǫ̇

Ref

µ

-0.1

0

0.1

φ̇

Ref

µ

0 T t
1

t
2

t
3

t
4

500

-0.1

0

0.05

Tiempo (s)

V
el

oc
id

ad
 A

ng
ul

ar
 (r

ad
/s)

ψ̇

Ref

µ

Figura 3.15: Gráfica de estabilización práctica de la velocidad del 3-DOF Helicopter.
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Figura 3.16: Señal de control u1 y u2.

3.7. Conclusiones

En este caṕıtulo se presento el modelo no lineal de la plataforma experimental y pos-

teriormente se linealizó en el punto de operación x(t) = [0, 0, 0, 0, 0, 0]T para poder realizar

una regulación de la posición en los ángulos de elevaci’on y de rotación por medio de una

realimentación de estado mediante la técnica del LQR con el fin de comprender el entorno

de trabajo que envuelve al 3-DOF Helicopter de Quanser.

Posteriormente expusó una extensión del teorema referente a la estabilidad práctica propues-

ta en [28] en donde se propone la estabilización práctica de un sistema no lineal mediante

una ley de control retardadad en la cual se agrega una acción integral a la salida para reducir

el error en estado estacionario. Las implementaciones v́ıa simulación y via implementación

son dadas para mostrar la efectividad de la ley de control propuesta.



Caṕıtulo 4

Conclusiones y Trabajos Futuros

4.1. Conclusiones

En el trabajo de tesis se presentó un enfoque constructivo para la determinación de la

estabilidad práctica para un caso especial de sistemas no lineales mediante una ley de control

retardada con acción integral en la salida para reducir el error en estado estacionario. El

análisis de estabilidad y estabilización se realiza mediante funcionales Lyapunov-Krasovskii

y la factibilidad de desigualdades lineales matriciales.

Se presentó la implementación de los resultados téoricos obtenidos v́ıa simulación y v́ıa

experimental sobre la plataforma 3-DOF Helicopter de Quanser.

4.2. Trabajo futuro

Realizar la extensión de la teoŕıa de la estabilidad y estabilización práctica de sistemas

con retardos hacia el marco de los sistemas difusos del tipo Takagi-Sugeno.

Extender la teoŕıa de la estabilidad y estabilización práctica de sistemas con retardos

hacia el marco de los sistemas discretos.
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Apéndice A

Apéndice

A.1. Programas MatLab

Programa LQR en MatLab

clc;close all;clear all;

% Constantes del Helicóptero

Kf=0.1188;

mh=1.15;

mw=1.87;

mf=.575;

mb=.713;

la=0.660;

lh=0.178;

lw=0.470;

g=9.81;

kt1=-(((lw*mw)-(2*la*mf))*g)/((mw*((lw^2))+(2*mf*(lh^2))+(2*mf*la^2)));

kt2=((la*Kf)/((2*mf*(la^2))+(mw*(lw^2))));

kt3=((0.5*Kf)/(mf*lh));

vop=((g/2)*((lw*mw)-(la*mf)-(la*mb)))/(la*Kf);
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% % -------------------------------------------------------------------

----

% Matriz "A" y "B" del Helicóptero

A=[0 0 0 1 0 0 0 0;

0 0 0 0 1 0 0 0;

0 0 0 0 0 1 0 0;

0 0 0 0 0 0 0 0;

0 0 0 0 0 0 0 0;

0 kt1 0 0 0 0 0 0;

1 0 0 0 0 0 0 0;

0 0 1 0 0 0 0 0];

% ---------------------------------------------------------------------

----

B=[0, 0;

0, 0;

0, 0;

kt2, kt2;

kt3, -kt3;

0, 0;

0, 0;

0, 0];

C=[1 0 0 0 0 0 0 0;

0 0 1 0 0 0 0 0];

%----------------------------------------------------------------------

----

q=[100 1 10 0.1 0.1 2 10 0.1];

Q=diag(q); % Matriz de ponderación "Q"

R=[0.05, 0;0, 0.05]; % Matriz de ponderación "R"

% ---------------------------------------------------------------------

----

[K,S,V]=lqr(A,B,Q,R); % Obtener matriz de ganancias "K"
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Programa Toolbox Yalmip Ejemplo

clear all;clc;close all;

yalmip(’clear’);

omega=3.1321; delta=1.6762; rho=0.32; m=0.1; k=1; h=0.5;

sigma=0.94; gamma=0.1; k1=-(exp(-2*sigma*h)); k2=2*sigma; % Constantes del sistema

alfa=0.1*eye(2); beta=0.85*eye(2); Z=zeros(2,2);

c=[1 0]; % Condiciones iniciales

nh=norm(c,Inf); % Norma H del vector de condiciones iniciales

% ---------------------------------------------------------------------

----

A0=[0, 1;-(omega^2), (-2*delta*omega)]; % Matriz A0

A1=[0, 0;rho, 0]; % Matriz A1

% ---------------------------------------------------------------------

----

P=sdpvar(2,2); % Se define la matriz Q0 simetrica (2x2)

Q=sdpvar(2,2); % Se define la matriz Q1 simetrica (2x2)

% ---------------------------------------------------------------------

----

M=[P*A0+A0’*P+Q, P*A1;A1’*P, k1*Q]; % Matriz M(P,Q)

N=(k2*[P, Z;Z,Z]); % Matriz N(P)

MN=M+N; % Suma de las matrices M(P,Q) + N(P)

R=[MN<0,P>alfa,P<beta,Q>0]; % Restricciones de la LMI [M(P,Q) + N(P) < 0]; P>0; Q>0

% ---------------------------------------------------------------------

----

sol=solvesdp(R); % % Resuelve el problema de factibilidad de las LMI

P=double(P) % Extrae el valor de la matriz P

Q=double(Q) % Extrae el valor de la matriz Q

%%

vpP=eig(P); % Determina los eigenvalores de la matriz Q0

vpQ=eig(Q); % Determina los eigenvalores de la matriz Q1

mxP=max(vpP); % Valor propio máximo de P

mnP=min(vpP); % Valor propio mı́nimo de P

mxQ=max(vpQ); % Valor propio máximo de Q

%%

mu_1=(gamma*mxP)/(sigma*mnP);

mu=mu_1+.001 % Valor de la vecindad mu

ax1=sigma*(sqrt(mnP*(mxP+(h*mxQ))))*nh;

ax2=gamma*mxP;

ax3=(sigma*mu*mnP)-ax2;
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ax4=(1/sigma);

T=ax4*log((ax1-ax2)/ax3) % Valor del tiempo de entrada a la vecindad mu

Programa Toolbox Yalmip para 3-DOF Helicopter

%% Estabilización Práctica

clc;close all;clear all;

%%

% Matriz A del sistema 3-DOF Helicopter aumentado

A = [ 0 0 0 1.0000 0 0 0 0;

0 0 0 0 1.0000 0 0 0;

0 0 0 0 0 1.0000 0 0;

0 0 0 0 0 0 0 0;

0 0 0 0 0 0 0 0;

0 -1.2375 0 0 0 0 0 0;

1 0 0 0 0 0 0 0;

0 0 1 0 0 0 0 0];

% Matriz B del sistema 3-DOF Helicopter aumentado

B = [ 0 0;

0 0;

0 0;

0.0858 0.0858;

0.5804 -0.5804;

0 0;

0 0;

0 0];

%%

% Parámetros de dise~no de las LMI

h=0.01; % Valor del retardo

sigma=0.55; % Valor de la rampa de decaimiento

gamma=0.0001; % Valor de la cota de la perturbación

k1=-(exp(-2*sigma*h)); % Constantes del sistema de LMIs

k2=2*sigma;

Z=zeros(8); % Matriz de ceros

c=[-0.23 -0.1 -0.12 0 0 0 0 0];% Condiciones iniciales

nh=norm(c,Inf); % Norma H del vector de condiciones iniciales

%%

% Declaración de variables del tipo LMI en YALMIP

yalmip(’clear’); % Se borra cualquier variable del tipo LMI
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Y0=sdpvar(2,8); % Se define la matriz Y1 (2x8)

Y1=sdpvar(2,8); % Se define la matriz Y2 (2x8)

Q0=sdpvar(8,8,’symmetric’); % Se define la matriz Q0 simetrica (8x8)

Q1=sdpvar(8,8,’symmetric’); % Se define la matriz Q1 simetrica (8x8)

%----------------------------------------------------------------------

----

% Asignación de LMIs

M=[A*Q0+Q0*A’+Q1+B*Y0+Y0’*B’, B*Y1;Y1’*B’, k1*Q1]; % Matriz M(Q0,Q1)

N=(k2*[Q0, Z;Z,Z]); % Matriz N(Q0)

MN=M+N;

R=[MN<0,Q0>2e+06*eye(8),Q0<5.8008e+08*eye(8),Q1>1e+05*eye(8),B*Y1<0,B*Y1>-

1e+06];

clc

%%

sol=solvesdp(R); % Determina la factibilidad de las LMI

Y0=double(Y0); % Extrae el valor de la matriz Y0

Y1=double(Y1); % Extrae el valor de la matriz Y1

Q0=double(Q0); % Extrae el valor de la matriz Q0

Q1=double(Q1); % Extrae el valor de la matriz Q1

%%

K0=Y0*(inv(Q0)) % Determina el valor de la ganancia K0

K1=Y1*(inv(Q0)) % Determina el valor de la ganancia K1

%%

vpQ0=eig(inv(Q0)); % Determina los eigenvalores de la ma-

triz Q0

vpQ1=eig(inv(Q0*inv(Q1)*inv(Q0))); % Determina los eigen-

valores de la matriz Q1

mxQ0=max(vpQ0); % Valor propio máximo de Q0

mnQ0=min(vpQ0); % Valor propio mı́nimo de Q0

mxQ1=max(vpQ1); % Valor propio máximo de Q1

%%

mu_1=(gamma*mxQ0)/(sigma*mnQ0);

mu=mu_1+.001;

ax1=sigma*(sqrt(mnQ0*(mxQ0+(h*mxQ1))))*nh;

ax2=gamma*mxQ0;

ax3=(sigma*mu*mnQ0)-ax2;

ax4=(1/sigma);

T=ax4*log((ax1-ax2)/ax3); % Valor del tiempo de entrada a la vecindad mu
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