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delaria Ignacio y Roberto Tapia por su apoyo motivacional e incondicional durante
mi Doctorado. Por último, agradezco a mis hermanos Mayra, Leticia, Roberto Car-
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1.2.1 Factor de estructura estático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.2 Función de distribución radial . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.3 Potenciales efectivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.4 Diagrama de Voronoi o tesalación de Voronoi . . . . . . . . . 14
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Resumen
Estudiamos experimentalmente un modelo de ĺıquido formador de vidrio basado en
un sistema granular magnético no vibrado bajo un campo magnético oscilatorio.
Se produce enfriamiento súbito de diferente magnitud en cada experimento lo cual
lleva a que el sistema pase de un estado ĺıquido a un estado final diferente con una
temperatura más baja; este último podŕıa ser un estado ĺıquido o un estado sólido.
Determinamos el desplazamiento cuadrático medio en ventanas temporales para
obtener la evolución dinámica del sistema. Determinamos la función de distribución
radial para obtener sus caracteŕısticas estructurales. Los resultados se analizaron
utilizando el factor de estructura dinámico (o función de dispersión intermedia) y
el potencial efectivo entre dos part́ıculas. Observamos que cuando enfriamos al
sistema a un estado final en la fase ĺıquida, lejos de la temperatura de transición
v́ıtrea, el equilibrio se produce muy rápidamente. Cuando el estado final tiene una
temperatura muy por debajo de la temperatura de transición v́ıtrea, el sistema al-
canza también su estado de equilibrio muy rápidamente. En contraste, cuando el
estado final tiene una temperatura intermedia pero está por debajo de la correspon-
diente a la transición v́ıtrea, el sistema cae en un estado que evoluciona lentamente
y presenta envejecimiento. El sistema evoluciona por un proceso de envejecimiento
hacia estados más ordenados. Sin embargo, después de un tiempo de espera, el
comportamiento dinámico cambia. Se observó que algunas part́ıculas se acercan lo
suficiente como para superar las interacciones repulsivas y formar pequeños agrega-
dos estables. En las curvas de potencial efectivo, se observó que la aparición de un
segundo pozo de potencial debido a la atracción que evoluciona rápidamente y se
convierte en un pozo más profundo que el pozo de potencial efectivo inicial debido
a la repulsión. Con el aumento del tiempo, más part́ıculas caen en el pozo atrac-
tivo formando inhomogeneidades, lo que produce una frustración en el proceso de
envejecimiento. En este sistema, la concentración de part́ıculas y la temperatura
efectiva se pueden cambiar de manera independiente. Analizamos varios casos a
diferentes concentraciones de part́ıculas. A medida que aumenta la concentración,
el sistema cambia de un comportamiento de vidrio frágil a uno de vidrio fuerte y
aumenta el factor de regularidad, lo que demuestra que el sistema se vuelve más
regular. Conforme el potencial efectivo muestra pozos más profundos, el ı́ndice de
fragilidad disminuye y el factor de regularidad aumenta. Un estudio experimental
del potencial efectivo se realizó para las concentraciones estudiadas aqúı. A partir de
las posiciones de las part́ıculas, se obtuvo la función de distribución radial y luego,
a partir de ella, el potencial efectivo para la interacción entre part́ıculas se extrae
a través de la ecuación de Ornstein-Zernike utilizando las relaciones de cerradura
de Percus-Yevick, la cadena hipernada y Rogers-Young. Notamos que el potencial
efectivo obtenido por medio de la aproximación de Percus-Yevick es el que mejor
describe nuestro sistema. El potencial efectivo resultante muestra cómo aumenta la
correlación espacial, como se observa a través de la formación de pozos atractivos,



mientras que la temperatura disminuye. En casos de alta concentración de part́ıculas
cerca de la transición v́ıtrea, observamos que varios pozos atractivos aparecen en las
curvas de los potenciales efectivos. En estas condiciones, las part́ıculas están confi-
nadas pero retienen suficiente enerǵıa cinética para interactuar a largas distancias y
producir cambios estructurales en el sistema. Para casos de baja concentración de
part́ıculas, los cambios en el potencial efectivo a medida que el sistema se enfŕıa son
muy pequeños. Finalmente, aplicamos un análisis de Fourier en la serie temporal de
posiciones en la dirección x de cada part́ıcula. Los espectros de potencia de Fourier
obtenidos se emplearon para caracterizar las correlaciones presentes en la serie de
tiempo. Posteriormente, se estableció la relación entre el cambio en las correlaciones
y el cambio correspondiente en la temperatura de transición v́ıtrea.



Introducción

La comprensión de los fenómenos donde un material pasa de un estado a otro, es
un problema muy amplio que abarca un gran conjunto de fenómenos de gran im-
portancia tanto a nivel natural como tecnológico. Cuando un ĺıquido se enfŕıa pasa
por diferentes estados. Normalmente cuando un ĺıquido se enfŕıa por debajo de su
punto de fusión, cristaliza, sin embargo en algunos casos se “sobre-enfŕıa” y per-
manece ĺıquido a temperaturas menores a la de fusión debido a que no hay sitios
de nucleación para iniciar la cristalización. Si al seguir enfriando la viscosidad se
incrementa lo suficiente puede suceder que nunca cristalice. La viscosidad se incre-
menta rápida y continuamente. Eventualmente el sistema se convierte en un sólido
amorfo, en el cual las moléculas tienen un arreglo desordenado pero con suficiente
cohesión para impartirles cierta rigidez. Este estado comúnmente se conoce como
sólido amorfo o estado v́ıtreo. Esta transición es lo que se conoce como transición
v́ıtrea.

La comprensión de la transición v́ıtrea es un problema actual de gran importan-
cia cient́ıfica y tecnológica que se ha estudiado ampliamente y que, sin embargo,
presenta retos cient́ıficos y tecnológicos que necesitan ser resueltos para lograr una
adecuada comprensión del fenómeno y para lograr un mejor uso de estos materia-
les. Por ejemplo, mientras algunos estudios muestran que cerca de la transición
v́ıtrea, la dinámica de las moléculas se hace cada vez más lenta debido a que las
part́ıculas adquieren posiciones cada vez más cercanas entre śı, otros estudios sugie-
ren lo contrario, es decir que las part́ıculas están cada vez más cerca debido a que
la dinámica es cada vez más lenta. En este contexto los experimentos y teoŕıas que
permitan aclarar que es realmente lo que ocurre durante la transición v́ıtrea serán
ampliamente reconocidos por la comunidad cient́ıfica.

Otro problema fundamental es aclarar cómo transcurre, a nivel molecular, la lenta
evolución de un vidrio, pues es claro que se trata de un sistema fuera de equili-
brio. Mientras que algunos resultados apuntan a que el proceso es gobernado por
part́ıculas rápidas, existe también evidencia que apunta a que no existe este proceso,
y que en cambio, señalan que la evolución se debe a correlaciones espaciales de
largo alcance [1]. Nuevamente los esfuerzos conducentes a aclarar esta situación son
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Introducción

importantes.

Especialmente es importante entender el proceso de vitrificación en los poĺımeros
[2] pues no cabe duda de su importancia a nivel cient́ıfico y tecnológico. Estos ma-
teriales presentan un comportamiento interesante conforme consideramos diferentes
temperaturas. Pueden experimentar una amplia gama de comportamientos que van
desde el comportamiento ĺıquido a alta temperatura, pasando por el comportamiento
gomoso o elástico y posteriormente a un comportamiento de sólido amorfo a baja
temperatura. Dependiendo de la aplicación de la que se trate se puede fabricar
un material a la medida. En este contexto es importante el estudio de cómo un
poĺımero experimenta un comportamiento u otro dependiendo de la temperatura y
por supuesto de la interacción de sus constituyentes. Si se conoce cómo es este pro-
ceso, se podŕıa modificar para que el material se comporte de la forma requerida bajo
las diferentes condiciones de temperatura. Si se contara con modelos de formadores
de vidrios podŕıan comprenderse mejor los complejos fenómenos que ocurren en los
poĺımeros en diferentes rangos de temperatura.

Entre los principales problemas que presenta el proceso de vitrificación es que las
part́ıculas que los componen, moléculas en la mayoŕıa de los casos y cadenas en otros,
son muy pequeñas como para seguir su trayectoria a lo largo del tiempo, además
de que se mueven relativamente muy rápido. De hecho no existe tecnoloǵıa que sea
capaz de seguir las trayectorias de las part́ıculas de un sistema formador de vidrio
a nivel molecular. Por esta razón no se usan directamente las herramientas de la
mecánica estad́ıstica que requieren del uso de las posiciones de las part́ıculas para
la descripción de las propiedades f́ısicas de los fluidos cuando solidifican.

En este contexto proponemos el estudio del proceso de vitrificación por medio
de modelos macroscópicos que presenten caracteŕısticas tanto estructurales como
dinámicas semejantes a los formadores moleculares de vidrios. Una caracteŕıstica
de la que se toma ventaja en mayor grado, es que podemos seguir la trayectoria de
las part́ıculas individualmente. Por medio de métodos de seguimiento de part́ıculas
se puede tener la evolución temporal de cada part́ıcula. Esto nos permite el cálculo
de cantidades que directamente se relacionan con propiedades f́ısicas a través de
relaciones obtenidas de la mecánica estad́ıstica basadas en las posiciones de las
part́ıculas. Entre las cantidades estructurales que se pueden calcular directamente
de las posiciones de las part́ıculas están el factor de estructura y la función de dis-
tribución radial. También se puede obtener información a partir de la tesalación
de Voronoi. Con las trayectorias se puede determinar las caracteŕısticas dinámicas
como el desplazamiento cuadrático medio y el factor de estructura dinámico. Con
estas cantidades y la mecánica estad́ıstica se puede contribuir al entendimiento del
proceso de vitrificación de una forma muy directa. Más aún se puede contribuir al
entendimiento del proceso a tiempos largos y estudiar por ejemplo el envejecimiento.

3
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Determinando el comportamiento del desplazamiento cuadrático medio, se puede
decidir si el movimiento de las part́ıculas es un movimiento difusivo, un movimiento
difusivo confinado o un movimiento difusivo parcialmente confinado. Esto tomando
ventaja de que el movimiento a alta temperatura efectiva es semejante al movimiento
Browniano. Esto último no es at́ıpico ya que el movimiento Browniano se observa
en muchos fenómenos dinámicos diferentes [3-5]. Aqúı nos centramos en los des-
plazamientos isotrópicos traslacionales (caminata aleatoria), pero el movimiento
Browniano en general puede también ser de naturaleza rotacional y vibracional.

Como modelo macroscópico, diseñamos y usamos un sistema granular no vibrado.
En este sistema granular conseguimos que las part́ıculas magnéticas presenten un
comportamiento difusivo mediante el uso de campos magnéticos dependientes del
tiempo. Nuestra hipótesis de trabajo es que este sistema exhibe una fenomenoloǵıa
similar a la que tendŕıa un formador de vidrio molecular con la ventaja de que se
pueden estudiar en detalle algunos aspectos que en aquel no es posible. En este
sistema la dinámica es relativamente lenta y además macroscópica.

En este sistema se pueden obtener las trayectorias individuales de las part́ıculas y con
éstas determinar las propiedades estáticas y dinámicas de un formador de vidrio per-
mitiendo estudiar detalladamente fenómenos que se presentan durante la transición
v́ıtrea. El objetivo de este trabajo es estudiar la transición v́ıtrea me-
diante la determinación directa de cantidades estructurales y dinámicas
en modelos macroscópicos de formadores de vidrio para contribuir al
entendimiento de los dramáticos cambios en las cantidades f́ısicas experi-
mentadas por un sistema durante la transición v́ıtrea y el proceso de
envejecimiento. El estudio de la transición v́ıtrea con este modelo granular y la
metodoloǵıa utilizada son novedosos y son los primeros que se realizan en su tipo
[6], por lo que se abre las puertas para nuevas ĺıneas de investigación.

El trabajo está organizado de la siguiente forma. En el Caṕıtulo 1, Antecedentes,
describimos brevemente lo que se ha estudiado previamente en el contexto de tran-
sición v́ıtrea, posteriormente discutiremos el uso de algunos modelos granulares y
coloidales para el estudio de esta transición. En el Caṕıtulo 2 describimos el sistema
experimental y discutimos las caracteŕısticas del movimiento de las part́ıculas de
nuestro sistema. Describimos cómo obtenemos las trayectorias de las part́ıculas con
el programa ImageJ, esto con el fin de obtener el desplazamiento cuadrático medio y
la temperatura efectiva. Con las configuraciones espaciales de las part́ıculas, se ob-
tienen cantidades estructurales como la función de distribución radial, la tesalación
de Voronoi y el potencial efectivo. En el Caṕıtulo 3 estudiamos la transición v́ıtrea
y la fragilidad, discutimos las relaciones existentes entre las cantidades dinámicas
y estructurales descritas en el Caṕıtulo 2 y demostramos que el sistema puede ser
un buen modelo de un formador de vidrio molecular. En el Caṕıtulo 4 estudiamos
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Introducción

los potenciales efectivos y comparamos tres aproximaciones, obtenidas al usar tres
relaciones de cerradura, para nuestro modelo llegando a la conclusión de que la
aproximación de Percus-Yevick es la que mejor describe al sistema. Aśı mismo,
hablamos brevemente de las series de tiempo y las correlaciones de largo alcance.
Finalmente damos las conclusiones y perspectivas de nuestro trabajo.
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Caṕıtulo 1

Antecedentes

1.1 El vidrio

Un vidrio es un material metaestable que se ha endurecido y se ha hecho ŕıgido
sin cristalizar [7]. El estado v́ıtreo es un sólido amorfo, se obtiene por un rápido
enfriamiento de las moléculas, lo que las lleva a obtener posiciones definidas pero
sin orden cristalino. Los cuerpos en fase v́ıtrea ante esfuerzos externos moderados
se deforman elásticamente. Cuando se estudia su estructura a nivel microscópico
a través de medios como la difracción de rayos X, da lugar a bandas de difracción
difusas, es decir un vidrio sigue siendo estructuralmente un ĺıquido [8].

Si se calienta un vidrio, su viscosidad va disminuyendo paulatinamente, carac-
teŕıstica que comparte con la mayor parte de los ĺıquidos. De esta forma, un vidrio
a alta temperatura puede deformarse bajo la acción de la gravedad, y por ejemplo,
tomar la forma del recipiente que lo contiene. Notablemente, un vidrio no presenta
un punto de fusión marcado de transición entre el estado sólido y el ĺıquido. Estas
propiedades han llevado a algunos investigadores a definir la transición v́ıtrea no
como un estado de la materia distinto, sino como el de un ĺıquido sub-enfriado [9],
un ĺıquido con una viscosidad tan alta que le confiere caracteŕısticas de un sólido.

Los vidrios son muy importantes en nuestra vida cotidiana, en la industria y la
tecnoloǵıa. Por ejemplo, gracias al vidrio se construyen lentes y espejos con los que
se puede observar desde lo más pequeño con los microscopios hasta lo más lejano
con los telescopios. Los fibroscopios y endoscopios, fabricados con fibra de vidrio,
nos permiten obtener imágenes del interior del cuerpo humano. También resulta
dif́ıcil imaginar un laboratorio de qúımica o de bioloǵıa sin matraces o probetas.
Sin el vidrio no existiŕıa la fotograf́ıa, el cine, o la televisión. Tampoco existiŕıa
la telefońıa o la informática. Es por ello que el conocer que lleva a un material a
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tener el comportamiento de un vidrio es importante. Si se entiende esto, es posible
modificar sus propiedades e incluso modificar su transición v́ıtrea para satisfacer las
distintas necesidades en las diferentes aplicaciones.

Algunos poĺımeros y protéınas también son materiales que presentan transición
v́ıtrea y se han estudiado ampliamente durante décadas debido a su importancia. No
obstante, a pesar de que se han utilizado materiales v́ıtreos desde hace milenios no
existe una teoŕıa f́ısica de primeros principios que describa completamente el com-
portamiento de las propiedades f́ısicas cerca de la temperatura en que se considera
que existe la transición v́ıtrea, Tg. Existen diversos criterios para caracterizar la
transición v́ıtrea. Uno de ellos se basa en mediciones calorimétricas, según este cri-
terio la temperatura de la transición v́ıtrea ocurre en el punto de inflexión respecto
de las ĺıneas base v́ıtrea y gomosa, este criterio se conoce con el criterio ASTM
(American Society for Testing Materials) [10]. Según otros criterios incluyen que la
temperatura de la transición v́ıtrea en poĺımeros plastificados se puede predecir a
partir de teoŕıas del volumen libre [11].

Existen además estudios en otros materiales como el cloruro de polivinilo (PVC), la
laponita y glicerina encontrándose que su comportamiento comparte caracteŕısticas
con los vidrios. El PVC presenta su transición v́ıtrea en Tg ' 80oC [12]. La glicerina
y laponita son buenos formadores de vidrio y se han usado ampliamente para estudios
acerca de la transición v́ıtrea. Por ejemplo, la glicerina se ha utilizado para estudiar
la fragilidad y observar como cambia cuando se vaŕıa la presión [13], mientras que
la laponita en dilución con Rodamina B se ha utilizado como modelo para estudiar
el envejecimiento ∗ y la transición v́ıtrea pues presenta cambios a largo plazo [14].
Dichos materiales pueden ser considerados que están fuera del equilibrio.

Los estudios en sistemas v́ıtreos han tratado la descripción de las propiedades
dinámicas como la deformación en función del tiempo [15], la viscosidad en función
del tiempo [16, 17], y la dependencia temporal de la susceptibilidad dieléctrica de-
pendiente de la frecuencia a bajas temperaturas y por debajo de la Tg [18, 19].

En particular, se ha estudiado un sistema de part́ıculas magnéticas de γ − Fe2O3,
Fe − C y ferritina a las cuales se les aplica un campo magnético H fijo tanto en
la modalidad de enfriamiento con campo magnético (FC) como enfriamiento sin
campo magnético (ZFC). De esta manera obtienen la susceptibilidad magnética en
función de la temperatura la cual se puede relacionar con la tasa de relajación,
donde cerca y por debajo de la temperatura de transición v́ıtrea, se podŕıa obser-

∗Desde el punto de vista de la f́ısica, el envejecimiento se refiere a la relajación estructural
del estado v́ıtreo hacia el estado de equilibrio amorfo metaestable, y se acompaña de cambios en
casi todas las propiedades f́ısicas. Estos cambios, que deben tenerse en cuenta en el diseño, la
fabricación y el uso de materiales poĺımeros v́ıtreos y dispositivos, presentan un desaf́ıo de enormes
proporciones para los teóricos.
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var el fenómeno de envejecimiento [20-22]. La naturaleza de la transición v́ıtrea
(termodinámica o cinética, estructural o puramente dinámica) es tema de debate
después de décadas de intensa investigación [23-28]. Los procesos moleculares me-
diante los cuales los ĺıquidos adquieren rigidez amorfa tras el enfriamiento no se
entienden completamente [29]. Para intentar explicar este fenómeno, se ha uti-
lizado herramientas de la mecánica estad́ıstica. Incluso se puede estudiar usando
herramientas de la teoŕıa del campo [30]. Recientemente, se ha utilizado también la
llamada ecuación auto-consistente generalizada de Langevin para describir sistemas
que no están en el equilibrio [31]. En particular se ha estudiado la dinámica de un
sistema de part́ıculas que se enfŕıa súbitamente. En la literatura pueden encontrarse
estudios a nivel de simulación numérica del proceso de vitrificación. Por ejemplo, se
han realizado simulaciones con modelos que comprueban la equivalencia dinámica
entre ĺıquidos formadores de vidrios, compuestos de part́ıculas que pueden mode-
larse como esferas con un potencial de interacción suave y ĺıquidos compuestos de
part́ıculas modeladas por esferas duras [32-35]. Aún cuando los resultados obtenidos
son prometedores y se espera que puedan aplicarse a sistemas reales, es importante
mencionar que los experimentos que podŕıan comprobar dichos resultados aún no
se han realizado. Otro enfoque cient́ıfico lo representa la teoŕıa de acoplamiento de
modos y el análisis del potencial efectivo del sistema [36]. La principal problemática
enfrentada con nuestra tecnoloǵıa actual para estudiar la dinámica y estructura
de un vidrio, aśı como la transición v́ıtrea es que no podemos seguir las trayecto-
rias de las part́ıculas debido a lo extremadamente pequeñas que son, del orden de
nanómetros y de lo rápido que se mueven, cuya escala temporal es de milisegundos.
Es por ello que se ve la necesidad de introducir modelos macroscópicos pues una ven-
taja de éstos es que podémos obtener las trayectorias de dichas part́ıculas en tiempo
real. De esta manera se pueden utilizar directamente las herramientas de la f́ısica
estad́ıstica para estudiar la transición v́ıtrea. Desde el punto de vista experimental,
se han estudiado algunos sistemas macroscópicos como modelos de formadores de
vidrios moleculares, por ejemplo, las suspensiones coloidales se han utilizado para
modelar la transición v́ıtrea [37, 38]. Estos sistemas macroscópicos presentan una
fenomenoloǵıa dinámica y estructural semejante a los sistemas moleculares. Las es-
calas espaciales y temporales que intervienen permiten que estos sistemas puedan ser
estudiados por una amplia variedad de técnicas experimentales. Aśı, estos sistemas
permiten estudiar procesos y caractersticas esenciales para comprender el proceso
de vitrificación usando técnicas que no podŕıan ser aplicadas a los formadores de
vidrios moleculares [37, 39]. L. Assoud et al. [40], por ejemplo, examinaron mezclas
de part́ıculas super-paramagnéticas coloidales en agua confinadas en una interfase
bidimensional para estudiar la nucleación cristalina a partir de la aplicación de cam-
pos magnéticos obteniendo excelentes acuerdos entre la simulación y experimento.

En particular se ha probado que un sistema ideal para estudiar la fenomenoloǵıa
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que ocurre durante la transición v́ıtrea, es una dispersión coloidal de part́ıculas
magnéticas. Cuando se encuentra bajo un campo magnético, bajo las condiciones
adecuadas, además de que el sistema presenta caracteŕısticas dinámicas y estruc-
turales similares a las de los formadores de vidrios moleculares, también posee la ca-
pacidad de que la interacción entre las part́ıculas puede modularse [41-43]. También
hay modelos formadores de vidrios formados de sistemas granulares [44].

1.2 Cantidades estructurales

Procedemos ahora a describir las cantidades comúnmente usadas en la literatura
para describir un sistema formador de vidrio y que en general son usadas para
describir ĺıquidos. Tales cantidades son: factor de estructura estático, función
de distribución radial, potenciales efectivos, tesalación de Voronoi, desplazamiento
cuadrático medio y factor de estructura dinámico. Estas cantidades se han utilizado
para determinar los procesos de equilibración y/o envejecimiento que ocurren en un
sistema formador de vidrio.

1.2.1 Factor de estructura estático

Se explica brevemente cómo se obtiene el factor de estructura estático por medio
de experimentos de dispersión y cómo a partir de éste podémos obtener la función
de distribución radial, g(r), la cual nos describe la variación de la densidad como
función de la distancia medida desde una part́ıcula de referencia (de esta función se
hablará en la siguiente subsección 1.2.2). Los rayos X y la dispersión de neutrones
por ejemplo, se utilizan para ĺıquidos atómicos, mientras que los coloides se analizan
mediante dispersión de luz y dispersión de neutrones de ángulo pequeño.

En la Fig. 1.1 se muestra una vista esquemática de un experimento de dispersión.
La radiación monocromática de longitud de onda λ incide en una muestra de fluido
y se dispersa en un ángulo θ en un detector que mide la intensidad promedio, I(q),
de neutrones o fotones dispersos.

Para una dispersión cuasi-elástica de part́ıculas esféricas

I(q) ∝ 〈N〉P (q)Sc(q) (1.1)

donde q = (4π/λ) sen (θ/2) es la magnitud del vector de onda de dispersión q =
kf − ki, y 〈N〉 es el número promedio de part́ıculas en la parte iluminada del
volumen de la muestra. P (q) es una cantidad normalizada llamada factor de forma,
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Figura 1.1: Montaje experimental t́ıpico en un experimento de dispersión.

contiene información sobre el tamaño (y la forma) de la part́ıcula. La cantidad más
relevante en la Ec. 1.1 es el factor de estructura estático, Sc(q), la cual nos provee
de información sobre las correlaciones entre part́ıculas. Su definición en mecánica
estad́ıstica es

Sc(q) =

〈
1

N

N∑
l,p=1

eiq·[rl−rp]

〉
=

〈
| 1√
N

N∑
l=1

eiq·rl|2
〉
≥ 0 (1.2)

donde

〈
| 1√
N

N∑
l=1

eiq·rl|2
〉

denota el promedio del ensamble. Desarrollando la suma

doble y tomando en cuenta que l 6= p, se puede demostrar que [45]:

Sc(q) = 1 + ρ

∫
dreiq·rh(r) = 1 + 4πρ

∫ ∞
0

dr r2h(r)
sen(qr)

qr
, (1.3)

donde, h(r) := g(r)−1 es la función de correlación total. Notemos que h (r −→∞) =
0 y Sc (q −→∞) = 1. Como resultado, el factor de estructura estático determina la
transformada de Fourier h(q) de h(r). Dado que la transformada de Fourier es una
función uno a uno, Sc (q) puede ser invertido para determinar h(r) y por lo tanto
g(r):

g(r) = F−1

[
Sc(q)− 1

ρ

]
= 1 +

1

2π2ρ r

∫ ∞
0

dq qsen(qr) [Sc(q)− 1] . (1.4)

Aśı pues, en principio sólo seŕıa necesario obtener experimentalmente a Sc (q) para
obtener a g(r).
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1.2.2 Función de distribución radial

El concepto de funciones de distribución reducida ha demostrado ser más útil en la
teoŕıa del estado ĺıquido. Para introducir este concepto, consideremos un sistema
de N part́ıculas esféricas idénticas en un volumen V a temperatura T (ensamble
canónico NV T ). La función

ρ(N)(rN) =
exp

[
−βU(rN)

]
ZN(V, T )

, (1.5)

con configuración integral

ZN(V, T ) =

∫
dr1...drNe

−βU(rN ) =

∫
drN e−βU(rN ), (1.6)

es la densidad de probabilidad de que las N part́ıculas se encuentren en las posiciones
r1,...., rN . Proporciona información necesaria para el cálculo de propiedades de
dispersión y funciones termodinámicas [45].

En algunas ocasiones no es necesaria toda la información que proporciona la densidad
ρ(N)(rN) y basta con conocer la densidad de probabilidad para un número n menor
de part́ıculas. Esto se logra integrando ρ(N)(rN) respecto a rn+1, rn+2,..., rN

ρ(n)
s (rn) =

∫
drn+1drn+2drNexp

[
−βU

(
rN
)]

ZN(V, T )
, (1.7)

donde ρ
(n)
s (rn) es la función de distribución espećıfica de n part́ıculas [46], la cual

nos da la densidad de probabilidad de encontrar a las part́ıculas 1, 2, ..., n en r1,
r2,..., rn respectivamente, debido a que las part́ıculas pueden estar en cualquier parte
del espacio. Se introduce la función de distribución genérica [46] ρ

(n)
g (rn) dada por

ρ(n)
g (rn) =

N !

(N − n)!
ρ(n)
s (rn) , (1.8)

la cual nos da la densidad de probabilidad de que cualquier part́ıcula se encuentre
en r1, otra en r2,... hasta un total de n posiciones espećıficas. El factor N !/(N −n)!
es el número de maneras de elegir n part́ıculas entre las N que componen al sistema
y además ρ

(n)
g (rn) cumple con la condición de normalización

∫
ρ(n)
g (rn) drn =

N !

(N − n)!
, (1.9)
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y para n = 1 se satisface que

ρ(1)
g r1 = ρ =

N

V
, (1.10)

donde ρ es la densidad de part́ıculas†.

Partiendo del concepto de función de densidad de probabilidad, definimos las fun-
ciones de correlación g(n) (rn) como

ρ(n)
g (rn) = ρng(n) (rn) . (1.11)

De esta manera se denomina a g(n) (rn) función de correlación, ya que si las part́ıculas

fueran independientes unas de otras, ρ
(n)
g (rn) seŕıa simplemente el producto de den-

sidades (probabilidad de sucesos independientes) y g(n) (rn) representa las correla-
ciones entre part́ıculas debidas a la interacción entre estas.

Tomando en cuenta lo previo, al integrar la Ec. 1.11 se obtiene la condición de
normalización para la función de correlación

∫
g(n) (rn) drn =

V nN !

Nn (N − n)!
. (1.12)

El caso n = 2 corresponde a las correlaciones por pares, las cuales dan origen a
la función de distribución por pares r(2) (r1, r2), o más comúnmente conocida como
función de distribución radial que únicamente depende de la distancia relativa entre
part́ıculas (en el caso de potenciales con simetŕıa radial).

En el presente trabajo sólo se tomará en cuenta el caso n = 2, por lo que se omite
el supeŕındice (2) escribiendo simplemente g(r), y reescribiendo a la Ec. 1.9 como

∫
ρ2g (r1, r2) dr1dr2 = N(N − 1), (1.13)

o bien, separando las integrales e integrado a r1 (obteniendo a V ) y dejando la
segunda integral en términos de r12 ≡ r

∫
ρg(r)dr = N − 1. (1.14)

†Nos referimos a la densidad ρ como el número de part́ıculas por unidad de volumen, en nuestro
sistema bidimensional es el número de part́ıculas por unidad de área.
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De la Ec. 1.14, ρg(r)dr nos da el número de part́ıculas que se localizan entre r y
r + dr respecto de una part́ıcula localizada en el origen. Dicho de otra manera, la
función de distribución radial g(r), en un sistema de part́ıculas tales como átomos,
moléculas, coloides, etc., describe la variación de la densidad como función de la
distancia medida desde una part́ıcula de referencia.

Más aún, existen varias rutas a través de las cuales las propiedades termodinámicas
de los ĺıquidos pueden relacionarse con las integrales que involucran a g(r) y el
potencial efectivo UE(r), de éste último hablarémos en la siguiente subsección 1.2.3.
Si tenemos la g(r) podémos obtener el potencial efectivo, si tengo el potencial efectivo
puedo entonces obtener la enerǵıa interna, la presión y la compresibilidad isotérmica
del sistema (ver apéndice A). Conclúımos entonces que la g(r) es una función
sumamente importante, puesto que puede ser determinada experimentalmente y
mediante métodos computacionales que siguen algún modelo determinado. Por lo
tanto llega a ser un indicador para aceptar o rechazar alguna teoŕıa dada.

1.2.3 Potenciales efectivos

Para sistemas bidimensionales, la función de distribución radial puede ser calculada,
si el potencial efectivo UE(r) es conocido, usando la versión bidimensional de la
ecuación de Ornstein-Zernike [47]:

h(r) = c(r) + ρ

∫
d2r

′
c(r

′
)h
(
|r− r

′|
)

(1.15)

con una apropiada relación de clausura. En la Ec. 1.15, h(r) = g(r)−1 es la función
de correlación total y c(r) es la función de correlación directa. Aunque la Ec. 1.15 no
relaciona directamente a la función de distribución radial con el potencial efectivo
uno puede invertir el procedimiento, es decir, uno puede obtener UE(r) a partir del
valor experimental de g(r). La relación entre h y c se puede escribir de forma más
simple utilizando la tranformada de Fourier, donde uno encuentra que [48]:

ĥ(kσ) =
ĉ(kσ)

1 + ρ∗ ĉ(kσ)
(1.16)

aqúı σ es el diámetro de la part́ıcula, ρ∗ :=
N

A
σ2 (densidad reducida) y N/A es

el número total de part́ıculas en un área A. Despejando de la Ec. 1.16 a ĉ(kσ)
y tomando la tranformada inversa de Fourier uno obtiene c(r/σ). Finalmente, la
relación existente de c(r/σ) con el potencial efectivo se da mediante relaciones de
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cerradura como son: la aproximación de Perkus-Yevick (PY), la de cadena hiperte-
jida (HNC) y la de Royers-Young (RY) [49, 50]. Las aproximaciones PY, HNC y
RY son

c(r) = e−UE(r)/TEeγ(r) − γ(r)− 1, (1.17)

c(r) = e−UE(r)/TE [γ(r) + 1]− γ(r)− 1, (1.18)

c(r) = e−UE(r)/TE

[
1 +

eγ(r) f(r) − 1

f(r)

]
− γ(r)− 1, (1.19)

respectivamente. Aqúı γ(r) = h(r) − c(r) es la función de correlación indirecta y
f(r) es definida como f(r) = 1 − e−α r, con α un parámetro fijo. De las Ecs. 1.17,
1.18 y 1.19 uno puede despejar UE(r)/TE y de esta manera obtener el potencial
efectivo. UE es importante ya que nos da información acerca de las interacciones
que sienten las part́ıculas en la dispersión.

1.2.4 Diagrama de Voronoi o tesalación de Voronoi

Otra herramienta que se ha usado para caracterizar las propiedades estructurales de
un conjunto de part́ıculas es la tesalación de Voronoi. El diagrama de Voronoi de un
conjunto de puntos en el plano se puede entender como la división de dicho plano
en regiones, de tal forma, que a cada punto le asigna una región del plano formada
por los puntos que son más cercanos a él que a ninguno de los otros objetos. Dicho
de otra manera, se divide el plano en tantas regiones como puntos se tengan de tal
forma que a cada punto le asignemos la región formada por todo lo que esta más
cerca de él que de ningún otro [51].

Se ha reconocido a la teselación de Voronoi como una herramienta importante en el
análisis estructural de medios aleatorios como vidrio, espumas, protéınas, etcétera
[52-54]. Se usa en diversos campos como meteoroloǵıa, geoloǵıa, ecoloǵıa, metalo-
graf́ıa, arqueoloǵıa, etc. La teselación de Voronoi ocurre naturalmente en procesos
de crecimiento tales como la cristalización y el crecimiento de células vegetales. Se
usa en diversos campos como meteoroloǵıa, geoloǵıa, ecoloǵıa, metalograf́ıa, arqueo-
loǵıa, etc [55].

Es por ello que en este trabajo, se utilizará los poĺıgonos de Voronoi para obtener el
área libre promedio de todos los poĺıgonos que encierran a las part́ıculas y se mostrará
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que esta área sigue una distribución Gamma (Caṕıtulo 3), de esta distribución se
puede obtener el factor de regularidad para tener la estructura del sistema.

1.3 Cantidades dinámicas

1.3.1 Desplazamiento cuadrático medio

Con el desplazamiento cuadrático medio (DCM) se puede decidir si el movimiento
de las part́ıculas es un movimiento difusivo, un movimiento difusivo confinado o un
movimiento difusivo parcialmente confinado.

Para obtener la ecuación del DCM se parte de la ecuación de Langevin para una
part́ıcula en suspensión:

m
dv

dt
= −ςv + δF (t) (1.20)

aqúı m y v son la masa y la velocidad de la part́ıcula Browniana respectivamente,
−ζ v es la fuerza de fricción. Para part́ıculas esféricas de radio a el coeficiente de
fricción viene dado por la ley de Stokes ζ = 6πηa. El término δF (t), es una fuerza
aleatoria originada por las moléculas sobre la part́ıcula Browniana.

Por hipótesis, dicha fuerza está sujeta a dos condiciones,

〈δF (t)〉 = 0 y 〈δF (t)δF (s)〉 = 2Bδ(t− s) (1.21)

donde B mide la intensidad de los impactos o la magnitud de la fuerza fluctuante y
es función de la temperatura del medio. La primera condición indica que la fuerza
fluctuante no empuja hacia algún lado de manera preferente, lo cual es consecuencia
de suponer que el baño térmico está en equilibrio termodinámico. El resto de la
hipótesis expresa que los impactos vaŕıan con extrema rapidez. De hecho, la función
delta en el tiempo indica que no hay correlación entre impactos para un intervalo
de tiempo finito t− s.

Multiplicando la Ec. 1.20 por x y reescribiendo tenemos:

m

2

d2 x2

dt2
−mv2 = −1

2
ς
d x2

dt
+ xδF (t) (1.22)

Ahora a la Ec. 1.22 se le toma el promedio sobre una colectividad grande de
part́ıculas y a la ecuación resultante lo relacionamos con el Teorema de equipar-
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tición de la enerǵıa que nos dice que la enerǵıa cinética media (por grado de liber-

tad) es igual a

〈
1

2
mv2

〉
=

1

2
kB T donde kB es la constante de Boltzmann y T es la

Temperatura. Haciendo esto se tiene:

m

2

d2 〈x2〉
dt2

+
1

2
ς
d 〈x2〉
dt

= kB T. (1.23)

En la Ec. 1.23 se han utilizado las condiciones de la Ec. 1.21. Uno encuentra que
una primera integral de la Ec. 1.23 es:

d 〈x2〉
dt

=
2kB T

ζ
+ C e−ζt/m, (1.24)

con C una constante. En este trabajo Langevin estimó que la exponencial decre-
ciente era despreciable para observaciones experimentales. Entonces se puede volver
a integrar en el tiempo y se obtiene:

W (t) ≡
〈
x2
〉
−
〈
x2

0

〉
=

2kB T

ς
t (1.25)

El resultado anterior coincide con el resultado obtenido por Einstein (W (t) = 2Dt),

si es que se hace la identificación D =
kB T

ς
.

La Ec. 1.25 nos define el desplazamiento cuadrático medio unidimensional. Para el
caso de dos dimensiones basta multiplicar a 1.23 por dos, aśı:

W (t) := 4Dt. (1.26)

Otra definición equivalente del DCM en dos dimensiones es W (t) := 1
n

∑n
i=1 r

2
i (M t),

el cual se obtiene como un promedio de todos los desplazamientos correspondientes,
4r, a un tiempo de retraso 4t, y del cual hablaremos en el caṕıtulo 2.3.

1.3.2 Factor de estructura dinámico

En la f́ısica de la materia condensada, la función de dispersión intermedia o factor de
estructura dinámico, Fs(q, t) es una función matemática que contiene información
acerca de las correlaciones entre las part́ıculas y su evolución en el tiempo. Es una
cantidad de interés en experimentos de dispersión [56]

Fs (q, t) =
〈
e−iq·∆r(t)

〉
. (1.27)
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Si el movimiento es isotrópico, la Fs (q, t) ≡ Fs(q, t) depende solo de la magnitud del
vector de onda q = |q| . Promediando sobre las direcciones de q da la representación
equivalente [57]

Fs(q, t) =

〈
sen(q(rj(t)− rj(0)))

q(rj(t)− rj(0))

〉
, (1.28)

donde rj(0) y rj(t) son las posiciones de las part́ıculas al tiempo inicial y a un
tiempo posterior, respectivamente. En el presente trabajo, Fs(q, t) se obtiene con
ayuda de la Ec. 1.28 y mediante las posiciones x y y de las part́ıculas (en el Caṕıtulo
2 se describe como se obtienen éstas posiciones). Esta cantidad es muy importante
porque complementa la descripción del DCM en el contexto de correlaciones.

1.3.3 Series de tiempo

Por serie de tiempo nos referimos a datos estad́ısticos que se recopilan, observan o
registran en intervalos de tiempo regulares (diario, semanal, semestral, anual, entre
otros). Se han empleado por ejemplo, herramientas estándar de series de tiempo
y análisis de señales en el estudio de fenómenos complejos. Esta herramienta es el
espectro de potencias de Fourier. Por ejemplo, se han utilizado con éxito en el estudio
de las anti-correlaciones de largo alcance del latido card́ıaco [58], la dinámica fractal
de la respiración humana [59], series temporales en sistemas clásicos y cuánticos
[60-62] y otras aplicaciones recientes en diversos sistemas [63-67].

Una tarea común en el análisis de series de tiempo es determinar si una fluctuación
espećıfica está presente en nuestro conjunto de observaciones, aśı como obtener los
valores de los parámetros que describen esta fluctuación. Una forma de realizar la
tarea anterior es proyectar las series de tiempo sobre una base que abarca el intervalo
de observaciones. Dado que muy a menudo el tipo de fluctuaciones que buscamos
son periódicas, una elección natural de esta base seŕıa una construida con funciones
periódicas simples como senos o cosenos. El análisis de Fourier (AF) es el mecanismo
por el cual es posible realizar dicha descomposición [68-71].

En particular, en el Caṕıtulo 4, se utiliza el espectro de potencias de Fourier para
caracterizar las correlaciones presentes en las series de tiempo de todo el sistema
para cada valor del campo magnético o concentración de part́ıculas. El espectro de
potencias de Fourier se calcula a partir de las posiciones de las part́ıculas x o y.
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1.4 Materia granular y coloidal como formadores

de vidrio

Las part́ıculas que forman un ĺıquido se mueven al azar debido a sus colisiones
con otras part́ıculas. Las correlaciones temporales caen muy rápidamente a me-
dida que avanza el tiempo. Durante cortos peŕıodos de tiempo, las part́ıculas
tienen un comportamiento baĺıstico. Después de muchas colisiones, en el régimen
de tiempos largos, el movimiento se vuelve aleatorio y el comportamiento de las
part́ıculas es difusivo. Esta dinámica también se puede observar en el movimiento de
part́ıculas microscópicas inmersas en un ĺıquido. Este movimiento es el movimiento
Browniano. El movimiento Browniano se puede definir como el movimiento es-
tocástico de pequeñas part́ıculas suspendidas en una suspensión. Nosotros defini-
mos el movimiento Browniano como el movimiento aleatorio de las part́ıculas que
puede darse en las direcciones x, y o z. Dicho movimiento puede ser unidimensional,
bidimensional o tridimensional y los desplazamientos promedio al cuadrado de esas
part́ıculas tienen una distribución gaussiana, cuya curtósis es 3. El movimiento es
baĺıstico en un peŕıodo de tiempo corto y difusivo para un régimen de tiempo largo.
Para estudiar la dinámica completa de una part́ıcula Browniana, es necesario seguir
la part́ıcula con una resolución de tiempo del orden de 10−6 s y una resolución es-
pacial del orden nanómetros. No hab́ıa sido posible realizar experimentos donde se
pueda seguir la dinámica de una part́ıcula Browniana. Sin embargo, recientemente,
la transición del régimen baĺıstico al régimen difusivo en el movimiento browniano
ha sido abordada experimentalmente [5, 72, 73]. En estas investigaciones, se informa
que una sola part́ıcula es rastreada por técnicas de interferometŕıa óptica mientras
está confinada en una trampa óptica. Se ha corroborado que el desplazamiento
cuadrado medio sigue la solución de la ecuación de Langevin. A pesar de este pro-
greso, el estudio experimental de los reǵımenes de tiempo corto de un conjunto de
part́ıculas con movimiento Browniano sigue siendo un desaf́ıo. Además, el estu-
dio de experimentos similares en sistemas compuestos de part́ıculas más pequeñas,
como las moléculas en un ĺıquido, está más allá del alcance utilizando las técnicas
experimentales actuales.

Cuando un ĺıquido se enfŕıa súbitamente, sufre una transición v́ıtrea. Se observa
la lenta evolución del estado v́ıtreo, conocido como envejecimiento. En el estado
v́ıtreo, el sistema está fuera del equilibrio termodinámico y las part́ıculas exhiben
una dinámica más lenta [27, 30, 31, 35, 44]. Un estudio directo de la dinámica y las
caracteŕısticas estructurales del proceso de envejecimiento en el sistema no es posible
porque actualmente no podemos rastrear tales part́ıculas. A partir de experimen-
tos indirectos, principalmente experimentos de dispersión, se ha observado que el
sistema evoluciona hacia configuraciones más ordenadas que lo conducen hacia el es-
tado de equilibrio termodinámico, pero no alcanzándolo en tiempos experimentales.
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La equivalencia dinámica entre ĺıquidos atómicos y ĺıquidos coloidales se ha estudia-
do en las Refs. [32, 33]. Aśı, los sistemas coloidales se han utilizado para modelar
ĺıquidos formadores de vidrio. La configuración de part́ıculas en un experimento de
sistema coloidal concentrado cambia en función de la concentración de part́ıculas de
una manera similar a la de un sistema molecular que presenta cambios estructurales
a medida que la temperatura disminuye [16, 17, 32, 39, 74, 75, 76, 77]. El estudio
de estos sistemas nos permite comprender algunos aspectos que no son posibles
de estudiar en otros modelos de formadores de vidrios ĺıquidos que actualmente se
estudian. Por ejemplo, en los sistemas coloidales, las part́ıculas pueden rastrearse
durante largos peŕıodos de tiempo y con una resolución lo suficientemente alta como
para determinar su comportamiento difusivo [78, 79]. En este caso, la dinámica y
las propiedades estructurales se pueden estudiar directamente desde las posiciones
de las part́ıculas. Además, los sistemas granulares se han utilizado para modelar
ĺıquidos moleculares formadores de vidrio [80, 81]. Los sistemas granulares están
compuestos por objetos muy grandes que se pueden observar macroscópicamente
[82]. En algunos sistemas, la dinámica de las part́ıculas se puede estudiar fácilmente
porque su dinámica es relativamente lenta y se pueden rastrear utilizando métodos
estándar de seguimiento de trayectorias de las part́ıculas. Por lo general, un sistema
granular estudiado como modelo de un fluido, es un sistema que esta sujeto a una
vibración, generalmente por medio de la placa donde estan contenidas las part́ıculas
[83-88], aunque se han usado otros mecanismos para fluidizar los movimientos de las
part́ıculas [89]. Una caracteŕıstica útil de los sistemas coloidales y granulares para
modelos macroscópicos para formadores de vidrio ĺıquidos es que las interacciones
entre part́ıculas se pueden controlar.

Proponemos un método para llevar a cabo experimentos para modelar el movimiento
de part́ıculas Brownianas y el movimiento molecular utilizando un sistema granu-
lar no vibrado. Este sistema es bidimensional (2D), pues los movimientos de las
part́ıculas están restringidos al plano horizontal, en contraste con los sistemas de
vibración vertical en los que la dimensionalidad es mayor que la 2D. Los movimien-
tos de las part́ıculas magnetizables se logran al excitarlas con un campo magnético
sinusoidal aplicado verticalmente. Aunque nuestro sistema es disipativo porque las
part́ıculas pierden enerǵıa debido a sus interacciones con la base del recipiente y
a través de colisiones con otras part́ıculas, la enerǵıa perdida se compensa con la
enerǵıa que se origina en el campo magnético inestable. Esta entrada de enerǵıa
evita que los movimientos de las part́ıculas se detengan, por lo que el sistema no
está en equilibrio termodinámico sino en un estado estacionario.
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Caṕıtulo 2

Modelo granular no vibrado para
un formador de vidrio

En este Caṕıtulo se describe el sistema experimental que desarrollamos para mode-
lar el comportamiento de part́ıculas en un ĺıquido al enfriarse. Posteriormente, se
describen los métodos empleados para determinar las cantidades f́ısicas; dinámicas y
estructurales. Los métodos usados son: el promedio de la velocidad al cuadrado de
todas las part́ıculas (o equivalentemente la temperatura efectiva), el desplazamiento
cuadrático medio, el área de los poĺıgonos de Voronoi, la función de distribución
radial y el potencial efectivo.

2.1 Sistema experimental

El sistema está compuesto por balines de acero de un miĺımetro de diámetro, ANSI
420 grado 1000. Estas part́ıculas están confinadas sobre una placa de vidrio, rodeada
por un tubo de policloruro de vinilo (PVC) de 72 mm de diámetro y 10 mm de alto.
La concentración de part́ıculas está determinada por la fracción superficial ocupada

por las part́ıculas, φs =
πNσ2

4A
, donde N es el número promedio de part́ıculas dentro

del campo de visión de área A y σ es el diámetro de la part́ıcula. El sistema se en-
cuentra localizado horizontalmente en medio de un par de bobinas de Helmholtz, las
cuales tienen un diámetro de 150 mm, éstas bobinas producen un campo magnético
homogéneo perpendicular a la placa de vidrio donde yacen las part́ıculas. La Fig. 2.1
muestra el esquema experimental. Previamente a los experimentos, las part́ıculas se
sometieron a un campo magnético constante de 66 Gauss durante 1 h para asegurar
que durante los experimentos no se observaran más cambios en el comportamiento
magnético de las part́ıculas en el sistema. Por medio de una PC y un programa
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escrito en LabView se env́ıa una señal eléctrica para generar un campo magnético
oscilatorio. Esta señal pasa por una tarjeta de adquisición de datos DAQ NI que
a su vez está conectado a un amplificador de poder marca KEPCO. La tarjeta y
la fuente de poder convierten la señal eléctrica de baja potencia a una de alta po-
tencia. La corriente eléctrica dependiente del tiempo pasa por el par de bobinas de
Helmholtz y debido a la ley de Ampere se produce un campo magnético B también
oscilatorio. La forma general del campo magnético B aplicado a nuestro sistema es:

B = Bc +Bosen(2πft), (2.1)

donde Bc es un campo magnético constante que puede tomar valores entre 0 y 75 G,
Bo y f son la amplitud y la frecuencia de la parte oscilatoria del campo magnético.
Bo toma valores de 0 a 66 G y f es fijado a 9.25 Hz.

Figura 2.1: Balines de acero expuestos a un campo magnético dependiente del tiempo por medio
de una bobina de Helmholz a una frecuencia de 10 Hz.

Los experimentos fueron grabados usando una cámara Sony HandyCam. Los archivos
de video fueron tomados a 30 cuadros por segundo en formato AVI entrelazado.
De los videos se obtuvieron secuencias de imágenes. Durante la descompresión de
imágenes utilizamos un filtro para separar los cuadros impares y pares; de esta mane-
ra, tenemos un tiempo de resolución de 1/60. Luego utilizamos el programa ImageJ
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y su complemento Mosaic para obtener las trayectorias de las part́ıculas [90]. Estas
trayectorias fueron utilizadas para obtener cantidades dinámicas.

El movimiento de los balines de acero se induce por medio de un campo magnético
externo y debido a la gravedad, las part́ıculas permancen todo el tiempo en la
superficie del plato por lo que el sistema es estrictamente bidimensional.

2.2 Temperatura efectiva

En los experimentos, las part́ıculas fueron sujetas a un campo magnético sinusoidal
todo el tiempo. Los experimentos se llevaron a cabo después de que el campo
magnético se encendió durante una hora. Después de este peŕıodo, no observamos
más cambios en el comportamiento magnético del sistema, al menos no durante los
300 s usados para cada experimento. Este sistema es diferente a otros sistemas
granulares reportados en la literatura. Por ejemplo, en experimentos reportados en
las referencias [87, 88], las part́ıculas también fueron magnetizadas antes de realizar
los experimentos, sin embargo no se aplicó ningún campo magnético durante los
experimentos. En estos experimentos, el plano donde se encuentran constreñidas
las part́ıculas se hace vibrar verticalmente. En nuestro sistema, la componente os-
cilatoria del campo magnético aleatoriza los movimientos de las part́ıculas, mientras
que la componente constante del campo magnético evita que se formen cadenas o
cristales, como es el caso reportado en las referencias [87, 88].

El mecanismo para la entrada de enerǵıa y la aleatorización del movimiento de
part́ıculas se describe de manera más precisa con base en la Fig. 2.2, que muestra
el esquema de una part́ıcula con un momento magnético m. Cuando se enciende un
campo magnético sinusoidal vertical, la part́ıcula tiende a alinearse con el campo
magnético para alcanzar una enerǵıa magnética potencial mı́nima, esto se alcanza
cuando α = 0. Partiendo de una configuración en la que la part́ıcula está alineada
en la dirección del campo magnético sinusoidal, este campo comienza a disminuir
y, finalmente, apunta en la dirección opuesta. En esta nueva condición, la enerǵıa
magnética de la part́ıcula en el campo magnético no es mı́nima y α = π rad. Aśı,
para alcanzar nuevamente su mı́nimo de enerǵıa la part́ıcula rueda para alinearse con
el campo magnético. La enerǵıa máxima que puede recibir una part́ıcula magnética
en un campo magnético sinusoidal se puede obtener de la siguiente manera. La
enerǵıa potencial magnética de un dipolo magnético en un campo magnético es

U = −m ·B = −m(Bc +Bo sin(2πft)). (2.2)

Aśı, la tasa de cambio de la enerǵıa en el tiempo es
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dU

dt
= −2πfmBo cos(2πft). (2.3)

Por lo tanto, el cambio promedio máximo en la enerǵıa de una part́ıcula en un
peŕıodo, considerando los valores absolutos, es

<
dU

dt
>= 4mBof. (2.4)

Figura 2.2: Esquema de una esfera con un momento magnético en cierta región con un campo
magnético vertical. Se muestra una trayectoria y los parámetros necesarios para describir la
dinámica de la bola de acero.

Como se observa, la entrada de enerǵıa es lineal en la frecuencia y en la amplitud
de la parte inestable del campo magnético. En contraste, en sistemas granulares
vibratorios, investigaciones previas han demostrado que existe una relación compleja
entre la entrada de enerǵıa y la frecuencia y amplitud del movimiento del plano donde
se encuentran las part́ıculas [91-93]. En algunas condiciones, la enerǵıa de entrada
es proporcional a la velocidad de vibración del plato donde están contenidas las
part́ıculas [91]. En nuestro experimento, no toda la enerǵıa disponible 4mBof , es
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transformada en la enerǵıa de part́ıculas debido a la fricción fr de las part́ıculas con
el plano mientras ruedan, y a las colisiones con otras part́ıculas; por lo tanto, tenemos
un sistema disipativo. Aunque la enerǵıa se pierde rápidamente, se compensa con
la enerǵıa que se origina en el campo magnético inestable. Esta entrada de enerǵıa
evita que los movimientos de las part́ıculas se detengan. Aśı, el sistema no está en
equilibrio termodinámico; en cambio alcanza un estado estacionario.

Como una esfera tiene un balance neutral cuando está en un plano horizontal, la
dirección φ en la que la part́ıcula rueda puede tomar cualquier valor posible, y este es
el origen de la aleatorización del movimiento. Aunque la dinámica de las part́ıculas
puede ser muy compleja, eventualmente la part́ıcula cumple con la condición inicial
descrita anteriormente y puede cambiar su dirección de rodadura a una nueva di-
rección impredecible. Debido a la inercia rotacional, en la mayoŕıa de las part́ıculas
no se observan movimientos a frecuencias altas (más de 30 Hz), y para las frecuencias
bajas (menores a 5 Hz), los movimientos no son continuos como los que se describen
en nuestros experimentos.

El campo mágnetico sobre las part́ıculas es uniforme dado que el plano donde se
encuentran las part́ıculas está nivelado horizontalmente. Como se describió ante-
riormente, los movimientos de las part́ıculas son aleatorios y el campo magnético
vertical es homogéneo, y estos factores aseguran una homogeneización del sistema.

En sistemas granulares, para definir una temperatura efectiva, la práctica habitual es
establecer kB = 1. Aśı, el teorema de equipartición en un sistema 2D establece que〈

1
2
mv2

〉
= TE, donde TE es la temperatura efectiva, y el término de la izquierda es la

enerǵıa cinética de part́ıculas promedio. Tal definición de la temperatura efectiva en
términos de la enerǵıa la usan por ejemplo D. L. Blair y A. Kudrolli [87]. También
determinamos el valor de la temperatura efectiva TE por medio de la distribución
de velocidades de Maxwell-Boltzmann, obtenidas a partir del uso de los archivos de
trayectorias.

f(v) =
m

TE
v exp

(
− m

2 TE
v2

)
, (2.5)

La deducción de esta función de distribución en el caso bidimensional puede encon-
trarse en el Apéndice B. La Fig. 2.3 muestra los valores de la TE como función del
campo magnético Bo, el cuál es nuestro parámetro de control, obtenido utilizando
ambos métodos para una serie de muestras a diferentes temperaturas. Mientras que
la Fig. 2.4 muestra la distribución de Maxwell-Boltzmann para diferentes tempera-
turas. En un sistema granular vibrado, la función de distribución de velocidades de-
pende en gran medida de la elección de los parámetros utilizados para aleatorizar los
movimientos de part́ıculas. Aśı, mientras algunos estudios muestran que los estados
semejantes a los ĺıquidos exhiben distribuciones que no son de Maxwell-Boltzmann
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[94-98], otros estudios muestran que bajo condiciones espećıficas, tales como baja
concentración y una placa rugosa, los estados similares a un ĺıquido pueden tener
distribuciones de velocidad de Maxwell-Boltzmann [83, 99-101].

Figura 2.3: Relación entre la temperatura efectiva TE del sistema como función del campo
magnético, el cual es un parámetro que se puede controlar en el sistema.

Hemos demostrado que en nuestro sistema se observa una equivalencia entre la
temperatura obtenida de la distribución de Maxwell-Boltzmann y la obtenida del
teorema de equipartición de la enerǵıa. En un amplio rango de temperaturas, ob-
servamos que la temperatura es proporcional a la amplitud del campo magnético,
como lo sugiere la Ec. 2.4.

2.3 Desplazamiento cuadrático medio

Ahora se procede a describir el procedimiento para obtener el desplazamiento cuadrá-
tico medio a partir de los archivos de trayectorias. Consideremos una traza de
movimientos arbitrarios (caminata aleatoria) de una part́ıcula como se muestra en
la Fig. 2.5. Por cada punto de tiempo separado por un tiempo de retardo fijo ∆t
uno obtiene una posición xi y yi. Un desplazamiento se calcula entonces como:

x1 = x(t1), x2 = x(t1 + ∆t), ∆x1(∆t) = x2 − x1

y1 = y(t1), y2 = y(t1 + ∆t), ∆y1(∆t) = y2 − y1
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Figura 2.4: Distribución de velocidades de Maxwell-Boltzmann bidimensional para diferentes tem-
peraturas. Se muestran los valores de la temperatura efectiva obtenidas al ajustar la Ec. 2.5 a los
datos experimentales.

·

· (2.6)

·

xi = x(ti), xi+1 = x(ti + ∆t), ∆xi(∆t) = xi+1 − xi
yi = y(t1), yi+1 = y(ti + ∆t), ∆yi(∆t) = yi+1 − yi

Los ∆t en los paréntesis nos indican que este paso tiene lugar durante un peŕıodo de
tiempo de un solo tiempo de retardo ∆t. El desplazamiento al cuadrado (∆r (∆t))2

es entonces la suma al cuadrado de los desplazamientos en x e y

(∆r1(∆t))2 = (∆x1(∆t))2 + (∆y1(∆t))2 (2.7)

El desplazamiento y el desplazamiento al cuadrado se pueden calcular para cada
paso de la trayectoria

(∆r2(∆t))2 = (∆x2(∆t))2 + (∆y2(∆t))2

(∆r3(∆t))2 = (∆x3(∆t))2 + (∆y3(∆t))2
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·
· (2.8)

·
(∆ri(∆t))

2 = (∆xi(∆t))
2 + (∆yi(∆t))

2

El desplazamiento cuadrado medio se obtiene como un promedio de todos los pasos
correspondientes a un solo tiempo de retardo ∆t:

〈(∆r(∆t))2〉 =
1

n

(
(∆r1(∆t))2 + (∆r2(∆t))2 + (∆r3(∆t))2 + ...

)
=

1

n

n∑
i=1

r2
i (M t)

(2.9)

El mismo procedimiento se aplica a “dos pasos” durante el tiempo 2∆t, a “tres
pasos” durante el tiempo 3∆t.

Es aśı como el desplazamiento cuadrático medio puede ser graficado a diferentes in-
tervalos de tiempo y obtener las curvas caracteŕısticas de sistemas con movimientos
aleatorios, mismas que describen el comportamiento global del sistema. Por ejem-
plo, si la difusión analizada es de naturaleza isotrópica entonces uno esperaŕıa una
correlación lineal. En este caso la pendiente de la ĺınea corresponde al coeficiente
de difusión multiplicado por el factor de 4. En nuestro trabajo las trayectorias las
obtenemos mediante el uso de ImageJ y su plugin Mosaic. El procedimiento se
describe a continuación.

1. Se abre el programa ImageJ , se da click en Analyze → SetMeasurements
y se selecciona las opciones: Area, Center of mass, Shape descriptors, Skewness,
Fit ellipse, Feret’s diameter y Stack position. Estas opciones seleccionadas son
para que en nuestros archivos finales de las trayectorias que pretendemos obtener
de las part́ıculas también estén presentes, ver Fig. 2.6 (a). Luego se da cerrar al
recuadro de Set Measurements. Ahora se abre File→ Import→ Image Sequence,
se selecciona la imagen y se abre una ventana llamada Sequence Options en donde
se coloca el número de imágenes que se quiere analizar y se indica desde que imagen
se quiere empezar el análisis y le damos Ok, ver Fig. 2.6 (b)-(c). Una vez que el
programa de ImageJ abre las imágenes se da click en Edit→ Selection→ Specify
y se selecciona el área que se quiere analizar, ver Fig. 2.6 (d).

2. A continuación se duplica la imagen con la opción Image→ Duplicate, este paso
es opcional y sólo se duplica la imagen por si cometemos un error y tenemos que
regresar a las imágenes originales. Es preferible trabajar con la imagen duplicada.
Cuando ya se tiene la imagen duplicada se da click en Edit → Selection → Create
Mask, ver Fig. 2.7 (a). Una vez que se ha creado la “máscara” se resta la imagen
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Figura 2.5: (a) Caminata aleatoria en 2D: posiciones intermedias y trazas de una part́ıcula difusiva.
Las ĺıneas continuas indican el desplazamiento correspondiente a pasos individuales. (b) Los des-
plazamientos al cuadrado se pueden graficar de acuerdo con los intervalos de tiempo. Notemos
que para pasos más largos, el número de puntos disminuye. (c) Los puntos correspondientes a un
intervalo de tiempo se combinan en un valor promedio. El ajuste debe dar una ĺınea recta para un
movimiento de tipo difusivo.

duplicada a la máscara, esto se hace dando click en Process→ Image Calculator y
luego se da click en ok, ver Fig. 2.7 (b)-(c). Una vez hecho esto, se crea una nueva
imagen de la cual se puede comenzar a trabajar debido a que nos hemos deshecho
de la parte que no nos interesa, ver Fig. 2.7 (d).

3. El siguiente paso para seguir limpiando la imagen, para dejarla en blanco y negro
es la siguiente. Se selecciona Process→ Binary → Make Binary, ver Fig. 2.8 (a).
A continuación aparece un recuadro llamado Convert Stack to Binary, se selecciona
Default, Light, y Calculate threshold for each image y se da ok, ver Fig. 2.8 (b). Al
hacer esto aparece una imagen con las part́ıculas en blanco y negro, es ahora que se
da click en Process→ Binary → Watershed, y se da click en yes para que procese
todas las imágenes, ver Fig. 2.8 (c). Este último paso es para separar las part́ıculas
que quedaron unidas, es aśı como se obtiene la Fig. 2.8 (d).

4. Como cuarto paso, se da click en Analyze → Analyze Particles [ver Fig. 2.8
(a)] y una vez abierto se escribe en el tamaño de pixel al cuadrado: 0 − 100 con
el fin de que el programa tome en cuenta únicamente para el análisis a part́ıculas
que tengan el tamaño aproximado en este rango de área en pixeles al cuadrado,
part́ıculas mayores a esta área las elimina. En este mismo recuadro se selecciona
Display results, clear results, summarize, add to manager, y exclude on edges (este
último elimina las part́ıculas en los bordes), luego se da click en ok, ver Fig. 2.9
(b). Haciendo esto, aparece un recuadro que dice: Process Stack?, se da click en
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Figura 2.6: Procedimiento para obtener las trayectorias del desplazamiento cuadrático medio,
configuración y selección del área a analizar.

que si procese todas las imágenes. Llegando a este punto el programa comienza a
analizar el tamaño promedio, las posiciones de los centros de masa, la redondez, la
circularidad de todas las part́ıculas, etcétera. Al final se generan dos archivos, uno
llamado Results y otro Summary of Result; el primero contiene todas las cantidades
previamente mencionadas y el segundo contiene información desde que imagen se
comienza el análisis y en cada imagen cuántas part́ıculas en promedio se analizan,
éstos dos archivos pueden guardarse opcionalmente en formato .CSV , ver Fig. 2.9
(c).

5. Por último se da click en Plugins → Mosaic Particle Tracker 2D/3D, ver Fig.
2.9 (d), a continuación aparece un recuadro que nos pregunta que si los datos son
en 3D, se selecciona que no y se da click en ok. En este punto, aparece el recuadro
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Figura 2.7: Procedimiento para obtener las trayectorias del desplazamiento cuadrático medio,
obtención del área a analizar en donde ya se han eliminado los bordes.

Particle Tracker 2D/3D en donde se selecciona y/o se coloca los parámetros que se
muestran en la Fig. 2.10 (a), mas precisamente, en Radius, Cuttof, Per/Abs, Link
Range, Displacement, se escribe: 4, 0, 0.1, 1 y 20 respectivamente. Se selecciona
Absolute y se da click en Preview detected, esta opción nos encierra de color rojo en
un ćırculo a cada part́ıcula y nos dice aproximadamente cuántas part́ıculas detecta,
se da click en ok y se espera a que el programa ImageJ termine de correr. Al
terminar de correr, aparece un recuadro como el que aparece en la 2.10 (b), se da
click en All Trajectories to Table y nos aparecerá finalmente el archivo final Results
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Figura 2.8: Procedimiento para obtener las trayectorias del desplazamiento cuadrático medio, cómo
dejar la imagen en blanco y negro.

que contiene la información de las posiciones x y y de las part́ıculas del sistema en
pixeles. También aparece el número de trayectorias vistas por el programa en cada
imagen, entre otros parámetros, ver Fig. 2.10 (c). Este archivo final se guarda
en formato .CSV . Si regresamos a la Fig. 2.10 (b) se puede darle click en All
Trajectories to Table para visualizar todas las trayectorias de las part́ıculas en
cada imagen, ver Fig. 2.10 (d).

De esta manera se ha descrito cómo obtener las posiciones de las part́ıculas. El
archivo final Results mostrado en la Fig. 2.10 (c) se guarda en un archivo en excel
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Figura 2.9: Procedimiento para obtener las trayectorias del desplazamiento cuadrático medio,
generación de archivos Results y Summary.

en formato .CSV y se elimina toda la información a partir de la sexta columna en
adelante y la primera fila. Finalmente mediante un programa en Fortran desarrollado
por el equipo de trabajo de flúıdos complejos de la UAEH el archivo Results.CSV
se corre obteniendo aśı el desplazamiento cuadrático medio para cada condición, ya
sea de amplitud de campo magnético Bo o concentración de part́ıculas φs.

2.4 Función de distribución radial

Se ha indicado en el caṕıtulo 1, subsección 1.2.2 la interpretación de la función de
distribución radial g(r). Ahora describimos de manera general que hace el programa
ImageJ para obtenerla y cómo se puede obtener directamente del programa.

Lo que hace de manera general el programa, es lo siguiente: divide a la imagen en
nueve partes iguales y toma como referencia a las part́ıculas que se encuentran en el
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Figura 2.10: Procedimiento para obtener las trayectorias del desplazamiento cuadrático medio,
generación del archivo final Results que contiene las trayectorias finales x y y.

rectángulo de en medio. Por ejemplo, se puede tomar a la part́ıcula que se encuentra
en el centro del recuadro, ver Fig. 2.11 y a partir de ellas se toman circunferencias
concéntricas de radio r (circunferencias en rojo) y radio r + dr (circunferencias en
azul). En la Fig. 2.12 se muestra un acercamiento, y la interpretación f́ısica es que
la cantidad ρg(r)dr nos da el número de part́ıculas que se localizan entre r y r + dr
respecto de una part́ıcula localizada en el origen. Entonces para cada part́ıcula
que se encuentra dentro del rectángulo del centro se realiza lo mismo, se trazan
circunferencias concéntricas y se contabiliza el número de part́ıculas que existen
en cada anillo de longitud dr y para cada distancia. Al final se promedian éstos
resultados para todas las part́ıculas en cada distancia.

A continuación, se describe el procedimiento de obtener la g(r) en ImageJ .
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Figura 2.11: Descripción general para obtener la función de distribución radial en ImageJ . Se
contabiliza el número de part́ıculas que se encuentran en un anillo con distancia dr.

1. El procedimiento a seguir es exactamente el mismo de los pasos uno a cuatro de
la sección 2.3, donde se describió como “limpiar” y dejar libres a las part́ıculas y el
área donde se mueven.

2. Partiendo de la Fig. 2.9 (c) se cierran las ventanas de los archivos Results
y Summary of Result y nos quedamos únicamente con la imagen. Luego, de la
imagen circular se selecciona un área rectangular de aproximadamente 411 × 286
pixeles2, para hacer esto como se ha mencionado antes se utiliza la aplicación Edit
→ Selection → Specify, ver Fig. 2.13 (a). Ahora se recorta la imagen dando click
en Image → Crop, ver Fig. 2.13 (b). Una vez recortada la imagen nos vamos a
Plugins → Macros → Install, ver Fig. 2.13 (c), una vez realizado esto aparece un
recuadro que dice: Install Macros, le damos atrás para salir de la carpeta macros
[ver Fig. 2.13 (d)] y se abre la carpeta plugins, una vez abierta seleccionamos Radial
Distribution Function y se le da click en abrir, ver Fig. 2.14 (a). Es aśı como dentro
del programa ImageJ queda activado el plugin Radial Distribution Function para
generar la g(r).

3. Para fnalizar, se selecciona Macros → Radial Distribution Function [f5] [ ver
Fig. 2.14 (b)], hecho esto se abre una ventana que dice: RDF Options, se deja la
configuración que viene preeestablecida y se le da click en ok, ver Fig. 2.14 (c). Es
entonces que el programa comienza a correr y al final aparece una imagen con la
función g(r) que va de los 0 hasta los 84 pixeles en el eje x y una tabla de valores
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Figura 2.12: Cálculo de la g(r). La part́ıcula verde representa una part́ıcula de referencia localizada
en el origen, mientras que las part́ıculas amarillas son aquellas que se encuentran en posiciones
r + dr.

que puede guardarse en formato .txt, ver Fig. 2.14 (d). Es aśı que se genera la
g(r) para cada condición de amplitud de campo magnético Bo y/o concentración de
part́ıculas φs.

2.5 Poĺıgonos de Voronoi

Los poĺıgonos Voronoi se caracterizan por parámetros geométricos como el peŕımetro,
el área, el número de lados, etc. A continuación, se describe el procedimiento para
obtener los archivos Results.CSV en el programa ImageJ , el cual nos ayuda a
obtener el área de los poĺıgonos de Voronoi.

1. El procedimiento a seguir es exactamente el mismo de los pasos uno a cuatro de la
sección 2.3, donde se describió como “limpiar” y dejar libres a las part́ıculas y el área
donde se mueven. Como en el caso de la obtención de la g(r), se parte nuevamente
de la Fig. 2.9 (c) se cierran las ventanas de los archivos Results y Summary of
Result y nos quedamos únicamente con la imagen. Luego, de la imagen circular se
selecciona un área rectangular de aproximadamente 411 × 286 pixeles2, con ayuda
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Figura 2.13: Procedimiento para obtener la función de distribución radial, recortar la imagen e
instalación del plugin RadialDistributionFunction.

de la aplicación Edit → Selection → Specify, ver Fig. 2.13 (a). Finalmente se
recorta la imagen dando click en Image → Crop para comenzar el análisis de los
poĺıgonos de Voronoi.

2. Ahora nos vamos a Process → Binary → V oronoi [ver Fig. 2.15 (a)] y se da
click en que si procese todas las imágenes. Aparecerá una imagen en blanco, luego
se va a Image → Adjust Threshold [ver Fig. 2.15 (b)], se abrirá a continuación
la ventana Threshold, mueva las flechas en el sentido como se muestra en la Fig.
2.15 (c) hasta llegar a cero, lo demás se deja preestablecido. Ya que se hizo esto,
se observará como la imagen en blanco cambió a negro pues ahora se observan los
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Figura 2.14: Procedimiento para obtener la función de distribución radial, generación de la g(r).

poĺıgonos de Voronoi, se cierra la ventana. A continuación, se va a Analyze →
Analyze Particles y en la ventana Analyze Particles en tamaño de part́ıcula en
pixeles al cuadrado se escribe: 0 − Infinity [ver Fig. 2.15 (d)], lo demás se queda
preestablecido como lo de la Fig. 2.9 (b). Finalmente se da click en ok y luego se
da click en yes para que si procese todas las imágenes, es entonces que el programa
comienza a correr. Al final nuevamente aparece el archivo Summary y el archivo
Results pero ahora es el caso para los poĺıgonos de Voronoi. Ambos se guardan
en formato .CSV , y en particular del archivo Results se toma la columna del área
(segunda columna) ya que esta se utiliza para obtener la función de distribución
de los poĺıgonos de Voronoi, la cual se ajusta a una distribución Gamma como se
mostrará en el caṕıtulo 3, sección 3.4.
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Figura 2.15: Procedimiento para obtener el archivo Results.CSV , la cual contiene información del
área de los poĺıgonos de Voronoi.

2.6 Potencial efectivo

En la sección 2.4 se describió como obtener la g(r) experimental en ImageJ , ahora se
utiliza esta g(r) que se denotará como “g(r) experimental” para obtener el potencial
efectivo UE(r) con el programa Origin8.

Procedimiento para obtener el potencial efectivo en el programa Origin8:

1. Se parte de la g(r) experimental normalizada al diámetro de la part́ıcula (esto es
que los datos del eje x son divididos entre el diámetro de part́ıcula). A continuación,
se copia y pega los archivo .tex de la g(r) experimental en las primeras dos colum-
nas en un archivo nuevo denominado como Book1. Luego se procede a obtener la
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función de correlación total h(r) con la relación h(r) = g(r)− 1, para hacer esto se
genera una nueva columna C y en dicha columna se da click derecho y nos vamos
a Set Column V alues, se abre una ventana llamada Set V alues donde se escribe
la ecuación y le damos click en ok [Fig. 2.16 (a)], es aśı como aparece la columna
C con los datos de la “h(r) experimental”. Lo que sigue es interpolar a la g(r) y
h(r) experimentales con Cubic Spline (spline cúbico). Para hacer esto primero se
grafica la g(r) y la h(r) (nos vamos a Plot → Symbol → Scatter); ya que se han
graficado se selecciona cada gráfica por separado y nos vamos a Mathematics →
Analysis → Interpolate/Extrapolate → Open Dialog, ver Fig. 2.16 (b). En este
punto se abre una ventana llamada Mathematics : interp1xy; en Method se sele-
cciona Cubic Spline, y en Number of Points se escribe 1000, todo lo demás se deja
preestablecido, ver Fig. 2.16 (c). Una vez interpolados la g(r) y h(r) experimentales
aparecen la datos numéricos (columnas D-G) con los mil puntos para h(r) y g(r)
[Fig. 2.16 (d)]. La g(r) y h(r) interpoladas son las que se utilizan para obtener el
potencial efectivo.

2. Una vez que se tienen los archivos interpolados, se grafica la h(r) (columnas F
y G de la Fig. 2.16 (d)), se selecciona la gráfica y se le aplica la FFT (transfor-
mada rápida de Fourier). Para hacer esto se va a Analysis → Signal Processing
→ FFT → FFT → Open Dialog, ver Fig. 2.17 (a). A continuación, se abre una
ventana de nombre Signal Processing FFT : fft1, en esta ventana en donde dice
Window se selecciona Rectangle y en Factor selecciono +1 (Science). Lo demás se
deja preestablecido y se le da click en Preview y ok [Fig. 2.17 (b)]. Al hacer esto
aparace un archivo llamado FFTResultData1 con las siguientes columnas: Fre-
quency, Complex, Real, Imaginary, Magnitude, Amplitude, Phase, Power as MSA,
dB. Se copia y pega las columnas de Frequency y Real en un nuevo Book2 y se eti-
queta a las columnas como k y h(k) respectivamente. En este punto se genera otra
columna que se etiqueta como c(k), se selecciona la columna Set Column V alues
y se escribe la Ec. c(k) = h(k)/(1− ρh(k)) donde ρ es el número de part́ıculas por
unidad de área, ver Fig. 2.17 (c). Ahora se grafica a c(k), se selecciona y se va
a Analysis → Signal Processing → FFT → IFFT → Open Dialog (IFFT es
la transformada inversa rápida de Fourier). Hecho esto, aparece una ventana simi-
lar a la generada cuando se aplica la FFT , esta ventana tiene el nombre de Signal
ProcessingnFFT : fft1 [Fig. 2.17 (d)] y como antes en Window selecciono Rectan-
gle, en Factor selecciono +1 (Science) y lo demás se deja preestablecido, se da click
en Preview y ok. Inmediatamente aparece un archivo llamado FFTResultData1 con
las siguientes columnas: Time(s), Real, Imaginary, Amplitude(r) y Phase (Degr).
Las columnas Time(s) y Real se copian y pegan en un nuevo Book4 pues éstas son
las que contienen información de c(r).

3. Ahora ya que se tiene la c(r) se grafica y se interpola nuevamente pues aunque
ésta tiene 1000 puntos no comienza en el mismo punto inicial y final que la g(r)
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Figura 2.16: Procedimiento para obtener interpolaciones de la g(r) y h(r) experimentales. El
objetivo de interpolar es para aumentar con 1000 puntos a la g(r) y h(r) experimentales desde sus
puntos iniciales hasta los finales.

y h(r) interpoladas del paso 1. Como en pasos anteriores para interpolar se va
a Mathematics → Analysis → Interpolate/Extrapolate → Open Dialog, se da
click en Open Dialog y se abre la ventana Mathematics : interp1xy; en Method
se selecciona Cubic Spline, en Number of Points se escribe 1000, mientras que en
X Minimum y X Maximum se coloca los números 0.33333 y 21 respectivamente
(estos punto coinciden con los puntos iniciales y finales de la g(r) y h(r) interpoladas)
[Fig. 2.18 (a)], luego se da click en ok, es aśı que se obtiene a c(r). Enseguida, se
copia y pega las columnas (D, E y G) de la Fig. 2.16 (d) en un archivo nuevo
Book5, en este archivo también se pega a la c(r) interpolada del Book4, ver Fig.
2.18 (b). Posteriormente, en ese mismo Book5 se crean otras tres columnas donde
se colocan a las Ecs. 1.17, 1.18 y 1.19 (previamente se ha despejado UE en cada una
de ellas). En la Fig. 2.18 (c) se muestra a manera de ejemplo el caso del potencial
efectivo con la aproximación de Perkus-Yevick. Por último, en el Book5 o en otro
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Figura 2.17: Procedimiento para obtener las transformadas rápidas de Fourier: FFT de h(r) para
obtener h(k) y IFFT de c(k) para obtener a c(r).

nuevo Book6 se copia y pega las columnas A, E, F y G, pues éstas columnas son los
potenciales efectivos con las tres aproximaciones de cerradura. Estos potenciales,
también resultan de 1000 puntos pero se recortan por arriba de r/σ = 15, debido
a que por arriba de 15 se obtiene “rúıdo”. La Fig. 2.18 (d) muestra la gráfica de
UE(r) t́ıpica para los tres aproximaciones a una alta temperatura.

Es aśı, como el potencial efectivo puede obtenerse para una cierta amplitud Bo del
campo magnético y para diferentes concentraciones φs.
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Figura 2.18: Obtención del potencial efectivo UE(r), a partir de las Ecs. 1.17, 1.18 y 1.19.
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Caṕıtulo 3

Estudio de la transición v́ıtrea y la
fragilidad

En este caṕıtulo se estudian los procesos de equilibrio y envejecimiento cuando el
sistema se enfŕıa repentinamente de un estado ĺıquido a un estado final con una
temperatura más baja, donde el sistema puede estar en un estado fluido o en un es-
tado sólido. En nuestro sistema, las part́ıculas interactúan efectivamente de manera
repulsiva a largas distancias y atractivamente a distancias cortas. A temperaturas
bajas pueden manisfestarse efectos como de atracción debido a interacciones dipo-
lares y al confinamiento de las part́ıculas que hacen que las part́ıculas no se alejen
unas de otras. Se observó la evolución del sistema mientras adquiere temperatu-
ras cada vez mas bajas. En particular se estudió al sistema mientras experimenta
una transición al estado v́ıtreo. Se describió el proceso de envejecimiento en nues-
tro sistema y la frustración final de este proceso de envejecimiento, que se produce
debido a la aparición de heterogeneidades espaciales derivadas de la agregación de
part́ıculas. También se determinó la temperatura de transición v́ıtrea y se estudió
el comportamiento de la viscosidad efectiva cerca de la transición v́ıtrea. Se de-
terminó la fragilidad del sistema para cada uno de varios casos de concentración
de part́ıculas diferentes. Además, se estudiaron las propiedades estructurales del
sistema mediante el factor de regularidad obtenido de las distribuciones de área del
poĺıgono de Voronoi. El factor de regularidad, es un parámetro de la distribución
Gamma que muestra diferencias en las estructuras que pertenecen a un gas, ĺıquido,
vidrio, cristal o gel, como las que se reporta en la literatura [102-108].
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3.1 Enfriamiento súbito

Se llevaron a cabo experimentos de enfriamiento de la misma temperatura inicial a
un estado final con baja temperatura. La Fig. 3.1 muestra el comportamiento de las
curvas W (t) obtenidas del sistema, en una ventana temporal de 1.66 s inmediata-
mente después de que el sistema fue enfriado. Cada curva corresponde a diferentes
temperaturas finales. Como se esperaba, conforme la temperatura decrementa, los
valores de W (t) decrementan. Se observa que para la mayor parte del dominio del
tiempo, la dependencia de cada curva W (t) con el tiempo es lineal, lo que muestra
que los movimientos de las part́ıculas son difusivos. A tiempos cortos se observa que
un segmento de las curvas tiene una pendiente mayor. Esta pendiente es cercana a
2 y nos indica que el movimiento es baĺıstico.

Figura 3.1: Desplazamiento cuadrático medio W (t) para varias temperaturas efectivas. Se observa
el comportamiento lineal de las curvas correspondiente a altas temperaturas. La aparación de una
meseta a bajas temperaturas indica un comportamiento arrestado.

De la parte de la curva que es difusiva, se obtiene el coeficiente de difusión D. De
acuerdo a la relación de Einstein en un sistema difusivo bidimensional, W (t) = 4Dt.
La Fig. 3.2 muestra los valores de D correspondientes a las curvas W (t) mostradas
en la Fig. 3.1. A medida que aumenta la temperatura, los valores de D permanecen
bajos hasta que la temperatura es más alta que un valor umbral, entonces los valores
de D crecen rápidamente a medida que aumenta la temperatura: esto determina dos
reǵımenes de temperatura, a saber, reǵımenes alto y bajo. Determinamos curvas de
ajuste lineal para los valores D en los reǵımenes de temperatura alta y baja, y luego
determinamos su intersección, el cual es Tg = 4.25 × 10−10J . Esta temperatura es
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la que consideramos la temperatura de transición v́ıtrea.

Figura 3.2: Difusividad promedio como función de la temperatura efectiva. La ĺınea recta continua
es un ajuste lineal a los valores de D que corresponden a altas temperaturas. Mientras que la ĺınea
recta punteada es un ajuste lineal a los valores de D correspodientes a bajas temperaturas.

La Fig. 3.3 muestra dos clases de trayectorias t́ıpicas observadas en el sistema. La
Fig. 3.3 (a) muestra trayectorias correspondiente a un sistema con una temperatura
por encima de la Tg. Se observa que las part́ıculas se mueven con movimiento
difusivo, modelando un fluido. La Fig. 3.3 (b) muestra trayectorias arrestadas
después de un enfriamiento rápido donde la temperatura final es inferior a Tg; en este
caso, se observa que las trayectorias son confinadas, modelando un sólido. Debido
a que las part́ıculas están confinadas en una configuración desordenada, el sistema
puede se considerado un modelo para el vidrio. Se observa un cambio notable
en el comportamiento del movimiento de las part́ıculas a medida que disminuye la
temperatura del sistema, de un movimiento completamente difusivo a un movimiento
confinado. Es por esto que la correspondiente temperatura donde se da la transición
entre estos dos reǵımenes la definimos como la temperatura de transición v́ıtrea Tg.

En acuerdo a la ecuación de Stokes-Einstein, en un flúıdo, la viscosidad efectiva es
proporcional a TE/D. En la Fig. 3.4, se ha graficado log10(TE/D) como función
de Tg/TE. Se observa que la ralentización de la dinámica conforme la temperatura
efectiva se aproxima a Tg está bien descrita por una relación lineal. Por lo tanto,
el sistema muestra el comportamiento t́ıpico de la ley de Arrhenius; este compor-
tamiento es caracteŕıstico de un ĺıquido formador de vidrio fuerte. En la Ref. [80],
se muestra un sistema granular vibratorio que muestra una desaceleración de la
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Figura 3.3: Trayectorias t́ıpicas observadas en el sistema. (a) Trayectorias difusas correspondientes
a un sistema con una temperatura efectiva por encima de la transición v́ıtrea. (b) Trayectorias
detenidas correspondientes a un sistema con una temperatura efectiva por debajo de la temperatura
de transición v́ıtrea.

dinámica descrita por la ley de Vogel-Fulcher; esta caracteŕıstica es presentada por
un formador de vidrio ĺıquido frágil. Por lo tanto, dependiendo del mecanismo para
la enerǵıa de entrada, un modelo de ĺıquido formador de vidrio sobre la base de un
sistema granular puede exhibir una amplia variación en la fragilidad, como la que
presenta un ĺıquido formador de vidrio molecular o un ĺıquido formador de vidrio
coloidal [109].
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Figura 3.4: Disminución de la dinámica a medida que la temperatura efectiva se acerca a la
temperatura de transición v́ıtrea. TE/D es proporcional a la viscosidad efectiva. La ĺınea sólida
es un ajuste de la ley de Arrhenius.

Aqúı se analizan tres casos representativos de enfriamientos rápidos, denotados
como: casos A, B y C. La temperatura inicial TE para los tres casos fué de 19.49×
10−10 y las temperaturas finales TE fueron 8.85, 1.56 y 0.0×10−10 para los casos A, B
y C, respectivamente. La temperatura de transición v́ıtrea Tg es TE = 4.25×10−10J .
La Fig. 3.5 muestra el comportamiento de las curvas W (t) para varias ventanas
temporales para el caso A. En este caso, el estado final es también un fluido. Cada
ventana temporal toma 1.66 s y comienza en un tiempo de espera tw. El tiempo de
espera se mide después del enfriamiento rápido. Como se espera, a medida que tw
vaŕıa, las curvas W (t) se vuelven rápidamente similares y sus valores oscilan alrede-
dor de un valor promedio. El sistema evoluciona muy rápidamente hasta el estado
final con menor enerǵıa. La Fig. 3.6 muestra la función de distribución radial para
la misma ventana temporal. Aqúı, observamos que el comportamiento general de la
curva g(r) muestra caracteŕısticas de tipo ĺıquido con un pico principal bien definido;
y nos referiremos a el como g(r)maxR. Este pico máximo se alcanza alrededor de
r/σ = 1.7. Esto se debe a que en esta condición, la repulsión entre part́ıculas domi-
na. Cuando el sistema se enfŕıa, las interacciones entre part́ıculas son más efectivas
para ordenar part́ıculas locales. Por lo tanto, la función de distribución radial mues-
tra esta tendencia como un aumento en los valores de g(r)maxR. Aśı, las curvas
W (t) y g(r) muestran que el sistema evoluciona muy rápidamente hacia el equilibrio.
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Figura 3.5: Las curvas W (t) para varias ventanas temporales después del enfriamiento rápido
impulsan el sistema a una región donde las part́ıculas se difunden con menor enerǵıa. La curva
etiquetada como ta corresponde a una temperatura inicial alta antes del enfriamiento.

Figura 3.6: Función de distribución radial de curvas para varias ventanas temporales. Se puede
observar que las curvas alcanzan estados estacionarios muy rápidamente. La curva etiquetada
como ta corresponde a una configuración de alta temperatura, antes del enfriamiento.

El caso B es cuando el enfriamiento hace que el sistema llegue a una configuración
final con una temperatura por debajo de la temperatura de transición v́ıtrea. La Fig.
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3.7 muestra la evolución de las curvas W (t) para este caso. Aunque las trayectorias
están confinadas y muestran valores pequeños de W (t), podemos observar la lenta
evolución del sistema en valores de W (t) incluso más bajos. Esto significa que el sis-
tema presenta envejecimiento, es decir, evoluciona lentamente hacia configuraciones
más ordenadas.

Figura 3.7: Curvas W (t) para varias ventanas temporales en el caso de que el sistema tenga una
temperatura efectiva por debajo pero cerca de la transición v́ıtrea. Se puede observar una evolución
relativamente lenta de las curvas. A medida que avanza el tiempo, las curvas W (t) muestran más
bajos valores en el desplazamiento. La curva etiquetada como ta corresponde a una configuración
de alta temperatura antes del enfriamiento.

La Fig. 3.8, muestra las curvas g(r). Primero, hay una evolución hacia una con-
figuración de part́ıculas más ordenada reflejada por el aumento en los valores de
g(r)maxR. Sin embargo, observamos que en algún momento cuando tw está en el
rango de 66 a 160 s, esta evolución parece detenerse y el sistema evoluciona de una
manera diferente, de manera que las curvas g(r) cambian notablemente. Los valores
g(r)maxR, que estaban creciendo, comienzan a disminuir ahora. Un nuevo pico,
g(r)maxHS, comienza a crecer alrededor de r/σ = 1, y este pico aumenta con el
tiempo a medida que g(r)maxR disminuye.

Las Figs. 3.9 y 3.10 muestran una comparación detallada entre los casos A y B.
La Fig. 3.9 muestra los valores W (t) tomados en t = 1 s para diferentes valores
tw para los casos A y B. Para el caso A, cuando la temperatura final después del
enfriamiento está muy por encima de Tg, no observamos casi cambios en los valores
de W (t). Para el caso B, aunque los valores de W (t) son pequeños, muestran una
clara tendencia a disminuir, lo que lleva al envejecimiento. La Fig. 3.10 muestra la
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Figura 3.8: Curvas de la función de distribución radial para varias ventanas temporales. Primero,
las curvas g(r) evolucionan a configuraciones más ordenadas; sin embargo, alrededor de 66 s ex-
perimentan un cambio notable, y un segundo pico comienza a crecer. La curva etiquetada como
ta corresponde a una configuración de alta temperatura antes del enfriamiento.

evolución de los valores máximos de g(r) en función del tiempo de espera para los
dos casos. Para el caso A, los valores g(r)maxR son casi constantes, lo que significa
que el sistema alcanza rápidamente un estado estacionario. Para el caso B, podemos
observar que los valores de g(r)maxR primero aumentan y luego disminuyen. La
disminución de los valores de g(r)maxR coincide con el aumento de los valores de
g(r)maxHS. La formación de pequeños agregados se puede observar a partir de los
experimentos. Por lo tanto, los picos g(r) muestran que aunque el sistema presenta
envejecimiento, el mecanismo inicial del envejecimiento parece verse frustrado por
la formación de agregados estables. Discutiremos este punto con mayor profundidad
en la siguiente sección cuando se discuta el potencial efectivo.

El caso C es cuando el sistema sufre un enfriamiento rápido que lo lleva a un estado
profundo dentro de la zona de estados arrestados. La Fig. 3.11 muestra a las curvas
W (t) para este caso donde la temperatura final es cero. Debido a que el sistema
comenzó desde un estado de alta enerǵıa y luego se apaga repentinamente, se necesita
algún tiempo para disipar la enerǵıa; además, las part́ıculas continúan moviéndose
sin difusión, pero están vibrando ligeramente. Tengamos en cuenta que la ventana
de tiempo en nuestro gráfico es de aproximadamente 2 segundos y, por supuesto,
eventualmente el movimiento de las part́ıculas se va a cero. La Fig. 3.12 muestra las
curvas g(r) correspondientes. Estas curvas g(r) parecen constantes al menos en las
escalas temporales que estudiamos. Aśı, en este caso, el sistema alcanza un estado
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Figura 3.9: Comparación del desplazamiento cuadrático medio tomado en 1 s como función del
tiempo de espera. Para el caso B (ver texto), se observa el envejecimiento.

Figura 3.10: Evolución de los picos de la función de distribución radial en función del tiempo de
espera para los casos A y B. En el caso B hay dos picos, donde uno de ellos aumenta a medida que
el otro disminuye.

estacionario muy rápidamente.
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Figura 3.11: Curvas W (t) para el caso en el que la temperatura final es cero. Las curvas evolu-
cionan inmediatamente a estados estacionarios. La curva etiquetada como ta corresponde a una
configuración de alta temperatura antes del enfriamiento.

Figura 3.12: Curvas de la función de distribución radial también evolucionan muy rápidamente
hacia estados estacionarios. La curva etiquetada como ta corresponde a una configuración de alta
temperatura antes del enfriamiento.

3.2 Potencial efectivo y factor de estructura dinámico

Las curvas de potencial efectivas nos dan información sobre las interacciones efectivas
entre las part́ıculas en la dispersión. El método general que seguimos para obtener
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el potencial efectivo se describió en la subsección 1.2.3. Mientras que el factor
de estructura dinámico o también conocida como función intermedia de dispersión
F (qσ, t) que nos caracteriza las autocorrelaciones temporales de las posiciones de
part́ıculas, que para un sistema homogéneo es dada por la Ec. 1.28. Basados en las
curvas F (qσ, t), el tiempo de relajación tα se calcula determinando el tiempo que
tarda F (qσ, t) en decaer a 1/e desde su valor inicial. Cuando la cáıda es exponen-
cial, se considera que en este momento se inicia el movimiento de difusión. Para
determinar las curvas F (qσ, t), usamos un valor particular de q; tomamos el valor
máximo del factor de estructura. Por lo tanto, para el caso inicial a alta tempera-
tura, usamos un valor de q, y después del enfriamiento usamos un segundo valor de
q distinto al primero, esto porque la estructura ha cambiado ligeramente. Si usamos
el mismo valor de q, la evolución de las curvas F (qσ, t) es similar.

La Fig. 3.13 muestra las curvas F (qσ, t) correspondientes a diferentes ventanas
temporales para el caso A. Podemos ver que las correlaciones temporales disminuyen
muy rápidamente. Esto significa que las posiciones de las part́ıculas no están co-
rrelacionadas en el tiempo y el movimiento es difusivo. El recuadro de la Fig. 3.13
muestra el tiempo de relajación tα como función del tiempo de espera tw. Podemos
ver que tα evoluciona rápidamente hacia un estado estacionario. La Fig. 3.14
muestra las curvas UE(r)/TE para el sistema en este caso. Ambas relaciones de
clausura dan resultados similares. Una vez que baja la temperatura, el sistema
alcanza una configuración estacionaria muy rápidamente. Las curvas de potencial
efectivas se vuelven prácticamente constantes a medida que crece tw. Lo que se
observa del potencial efectivo es que cuando las part́ıculas están cerca una de la
otra, interactúan repulsivamente. Esto se debe a que, en promedio, los momentos
de las part́ıculas están orientados en la dirección del campo magnético, que está
en la dirección vertical. Aśı, las part́ıculas interactúan repulsivamente. También
observamos un pozo de potencial alrededor de r/σ = 1.5, lo que indica que las
part́ıculas están unidas débilmente a las posiciones donde la enerǵıa se minimiza
a pesar de que las interacciones son repulsivas. Nos referiremos a este pozo en
la enerǵıa potencial como UEminR(r)/TE porque corresponde al pico de la función
de distribución radial g(r)maxR. Por lo tanto, este pozo debido a la repulsión
entre part́ıculas es equivalente a un pozo de atracción efectiva. Todas las part́ıculas
se empujan unas a otras, obligándose a acercarse. A largas distancias, el potencial
efectivo se reduce a cero debido al decaimiento de las interacciones dipolares y debido
a la aleatorización del movimiento. En los videos, se puede observar la formación
de algunos agregados pequeños, aunque no duran mucho debido a las colisiones con
otras part́ıculas.

El caso B es cuando el sistema ingresa a la región arrestada y aún tiene sufi-
ciente enerǵıa para producir un comportamiento interesante de las curvas F (qσ, t)
y UE(r)/TE. La Fig. 3.15 muestra curvas F (qσ, t) para varias ventanas temporales.
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Figura 3.13: Curvas F (qσ, t) para varias ventanas de tiempo después de que se inicia el enfria-
miento. Las curvas exhiben una rápida pérdida de correlaciones temporales. La curva etiquetada
como ta corresponde a una configuración de alta temperatura antes del enfriamiento. La curva
etiquetada como tb corresponde a un estado en la posición inicial antes de que se produzca el
enfriamiento, que experimenta enfriamiento en el punto indicado con la flecha. qσ = 0.72 para la
curva ta y qσ = 0.65 para las otras curvas.

Aqúı esto se puede observar después de que las posiciones de las part́ıculas de enfria-
miento se correlacionan. Sin embargo, las curvas también indican que el sistema no
está en una fase de equilibrio. Evoluciona a movimientos aún más correlacionados.
Las Figs. 3.16 y 3.17 muestran el potencial efectivo obtenido después de usar las dos
relaciones de cerradura de PY y HNC. Los hemos graficado por separado porque en
este caso sus comportamientos son diferentes.

Inmediatamente después de que se produce el enfriamiento, el sistema cae en una
configuración en el que las part́ıculas ocupan posiciones determinadas principal-
mente por interacciones repulsivas. Como hemos discutido anteriormente, en el
caso A, las part́ıculas se empujan entre śı debido a un pozo efectivo en el potencial
como si la interacción fuera atractiva. En ambas figuras se observa que el pozo
UEminR(r)/TE está alrededor de r/σ = 1.5. A medida que avanza el tiempo, el
potencial efectivo cambia. Debido a la parte atractiva del potencial real, surge un
segundo pozo, UEminHS(r)/TE. Este pozo se observa al mismo tiempo en que se
agregan algunas part́ıculas. Mediante este lento proceso de agregación, el sistema
evoluciona localmente hacia configuraciones de menor volumen, y se vuelve más in-
homogéneo, ya que la agregación de part́ıculas deja espacios vaćıos. Comparando
las Figs. 3.16 y 3.17, se puede observar que en ambas figuras, el comportamiento

54



Cap. 3 Estudio de la transición v́ıtrea y la fragilidad

Figura 3.14: Curvas UE(r)/TE para el caso en donde el sistema cae en una configuración de menor
temperatura efectiva en una fase difusiva. Se puede ver que ambas aproximaciones producen un
comportamiento similar. Se observa un pozo de potencial débil alrededor de r/σ = 1.5. Desde
luego que, la parte repulsiva del potencial “gobierna” la dinámica del sistema.

a la derecha de UEminR(r)/TE es similar. Sin embargo, el comportamiento a la
izquierda de UEminR(r)/TE es diferente. Las diferencias en los potenciales efectivos
se hacen evidentes a medida que pasa el tiempo. En ambas aproximaciones, se
puede observar el pozo UEminHS(r)/TE, un pozo de aproximadamente un diámetro
de part́ıcula de distancia. Sin embargo, mientras que en la aproximación HNC los
valores de UEminHS(r)/TE están por encima del valor cero, en la aproximación de
PY los valores de UEminHS(r)/TE evolucionan a valores negativos. De hecho, este
pozo de potencial se vuelve más profundo que el UEminR(r)/TE. Al principio, el pozo
UEminHS(r)/TE no se observa; sin embargo, entre 66 y 160 s después del comienzo
del experimento, el pozo se forma y evoluciona. El pozo se desarrola muy rápido
después de unos 160 s y se vuelve muy profundo. La imagen es la que se obtiene
después del enfriamiento, donde las part́ıculas se reorganizan localmente. A medida
que avanza el tiempo, el sistema experimenta un proceso de envejecimiento, donde
el pico g(r)maxR alcanza valores más grandes. Sin embargo, el pico g(r)maxHS
comienza a desarrollarse y la g(r)maxHS comienza a decrecer. Esto se debe a que
todas las part́ıculas se empujan unas a otras y se obligan a acercarse más y más, pro-
duciendo suficiente enerǵıa para superar las repulsiones, y algunas part́ıculas entran
en el pozo de atracción UEminHS(r)/TE produciendo pequeños agregados. En estas
condiciones, es más probable que las part́ıculas interactúen a través de interacciones
similares a una esfera dura que a través de interacciones de largo alcance. Esta es la
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razón por la que la relación de cerradura de PY proporciona un potencial efectivo
que es más realista que la relación de cerradura de HNC, según se observa en los
experimentos.

Figura 3.15: F (qσ, t) para el caso en el cual el sistema se encuentra en la fase v́ıtrea, cerca de la
temperatura de trancisión v́ıtrea. La correlación temporal se pierde; sin embargo, a medida que
aumenta el tiempo de espera, las curvas se correlacionan más rápido. La curva etiquetada como ta
corresponde a una configuración de alta temperatura antes del enfriamiento. La curva etiquetada
como tb corresponde a un estado en la posición inicial antes de que se produzca el enfriamiento,
que experimenta enfriamiento en el punto indicado por la flecha. qσ = 0.75 para la curva ta y
qσ = 0.57 para las otras curvas.

La Fig. 3.18 muestra una comparación del comportamiento de los valores F (qσ, t)
a 1 s en función del tiempo de espera tw para los dos casos anteriores. Para el caso
A, los valores F (qσ, t) aumentan a medida que aumenta el tiempo de espera, y los
valores son de 0.5 a 0.8, lo que significa que la correlación temporal en este momento
casi se pierde. Para el caso B, por otro lado, los valores F (qσ, t) son valores casi
estacionarios cerca de la unidad, lo que significa que las posiciones están altamente
correlacionadas.

En el caso C, el sistema es enfriado rápidamente desde la temperatura efectiva
máxima hasta la más baja. La Fig. 3.19 muestra curvas F (qσ, t) para varias ven-
tanas temporales después del enfriamiento. Se puede ver que las curvas después del
enfriamiento son casi las mismas. Las posiciones de las part́ıculas están altamente
correlacionadas porque los movimientos praćticamente se detienen. La Fig. 3.20
muestra el potencial efectivo correspondiente en este caso cuando el sistema cae en
una región donde la temperatura esta muy por debajo de la transición v́ıtrea. Se
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Figura 3.16: Curvas UE(r)/TE para diferentes tiempos de espera obtenidos utilizando la aproxi-
mación HNC en el caso en que el sistema está cerca pero por debajo de la transición v́ıtrea. Se
observa el crecimiento y la evolución de un segundo pozo de potencial alrededor de un diámetro
de part́ıcula, aunque todos los valores del segundo pozo de potencial son positivos.

Figura 3.17: Las curvas UE(r)/TE para diferentes tiempos de espera obtenidos utilizando la aproxi-
mación PY. Se observa el crecimiento y evolución de un segundo pozo de potencial alrededor de
un diámetro de part́ıcula. Usando esta aproximación, el segundo pozo toma valores por debajo del
valor cero.

57



Cap. 3 Estudio de la transición v́ıtrea y la fragilidad

Figura 3.18: Valores de F (qσ, t) tomados a 1 s en función del tiempo de espera. Mientras que en
el caso A los valores son bajos, en el caso B los valores son casi la unidad lo que muestra una alta
correlación temporal.

puede observar que algunos pozos efectivos se forman rápidamente y el sistema al-
canza un estado de equilibrio. Una vez que las part́ıculas alcanzan sus posiciones
arrestadas, es muy dif́ıcil moverlas de esas posiciones porque tienen poca enerǵıa
cinética y sus interacciones colectivas también son pequeñas. Se puede observar que
el segundo pozo a la derecha es de la misma profundidad que el primer pozo. Ambas
relaciones de cerradura dan curvas potenciales efectivas similares.

3.3 Fragilidad

Anteriormente se mostró que el sistema granular es un buen modelo formador de
vidrio, pues de acuerdo con la Fig. 3.4 el sistema modela un formador de vidrio
fuerte. Siguiendo la metodoloǵıa explicada anteriormente hemos extendido el estudio
variando la concentración de part́ıculas. Se tomó φs = 0.0591, 0.0473, 0.0354,
0.0236 y 0.0118. Como hemos establecido anteriormente, la temperatura efectiva es
controlada por la intensidad de la parte inestable del campo magnético Bo, por lo
que, en lo sucesivo, se hace referencia a Bo como la temperatura efectiva.

Se llevaron a cabo experimentos de enfriamiento desde la misma temperatura efectiva
inicial Bo hasta un estado final con temperatura más baja para todas y cada una de
las concentraciones de part́ıculas indicadas. La Fig. 3.21 muestra el comportamiento
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Figura 3.19: Curvas F (qσ, t) en el caso de que la temperatura efectiva final sea cero. Las curvas
están totalmente correlacionadas porque las part́ıculas se detienen de inmediato. La curva eti-
quetada como ta corresponde a una configuración de alta temperatura antes del enfriamiento. La
curva etiquetada como tb corresponde a un estado en la posición inicial antes de que se produzca
el enfriamiento, que experimenta enfriamiento en el punto indicado por la flecha. qσ = 0.72 para
la curva ta y qσ = 0.56 para las otras curvas.

Figura 3.20: Curva UE(r)/TE para el caso en el que la temperatura final es cero. El potencial
efectivo muestra un pozo de potencial periódico.
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Figura 3.21: Desplazamiento cuadrado medio inmediatamente después de que el sistema se ha
enfriado para las concentraciones estudiadas aqúı. Cada curva corresponde a una temperatura final
diferente. Note el comportamiento lineal de las curvas correspondientes a altas temperaturas. A
bajas temperaturas, la aparición de una meseta indica un comportamiento arrestado en el sistema.

del W obtenido para varias concentraciones, en una ventana de tiempo de 1.66 s
inmediatamente después de que el sistema se apagó. Cada curva corresponde a
una temperatura final diferente. Como se esperaba, a medida que la temperatura
disminuye, W disminuye. En cada curva se observa que al principio, las part́ıculas
muestran un comportamiento baĺıstico, es decir, la dependencia de W con el tiempo
es cuadrática, luego se vuelve lineal y muestra que el movimiento de las part́ıculas
es difusivo. Según la relación de Einstein, en el régimen difusivo en un sistema
bidimensional (2D), W = 4Dt, donde D es el coeficiente de difusión.

La Fig. 3.22 muestra el coeficiente de difusión en función de la temperatura efectiva
para diferentes concentraciones de part́ıculas. Se puede observar que a medida que
aumenta la temperatura, D permanece pequeño hasta que la temperatura es más
alta que un valor umbral, luego los valores de D crecen rápidamente a medida que
aumenta la temperatura; por lo tanto, hay dos reǵımenes de temperatura, baja y
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alta. Determinamos las curvas de ajuste lineal para los valores D en los reǵımenes
de temperatura alta y baja para cada curva, e identificamos su intersección como la
temperatura de transición v́ıtrea Bog.

Figura 3.22: Coeficiente de difusión en función de la temperatura, para varias concentraciones de
part́ıculas.

Como se ha mencionado antes la ecuación de Stokes-Einstein, en un fluido, la vis-
cosidad efectiva es proporcional a TE/D. En nuestro sistema granular, TE es pro-
porcional a Bo. En la Fig. 3.23, trazamos log(Bo/D) como una función de Bog/Bo

para varias concentraciones de part́ıculas, donde Bog es el campo magnético cuando
ocurre la transición v́ıtrea.

Se muestran los datos cerca de la transición v́ıtrea, las ĺıneas rectas son ajustes
lineales. Estos ajustes muestran qué tan rápido es la desaceleración de la dinámica
en función de la temperatura efectiva cuando se aproxima a Bog. Se determina el
ı́ndice de fragilidad utilizando la definición

m =
d [log (Bo/D)]

d [Bog/Bo]
|Bo=Bog (3.1)

Según la Ec. 3.1, la pendiente de los ajustes lineales corresponde a los valores
del ı́ndice de fragilidad. Se observa que la fragilidad del sistema depende de la
concentración de part́ıculas. La Fig. 3.24 muestra el ı́ndice de fragilidad para di-
ferentes concentraciones de part́ıculas. Como se observa, el ı́ndice de fragilidad es
inversamente proporcional a la concentración de part́ıculas: el sistema pasa de un
comportamiento de ĺıquido formador de vidrio frágil al de un formador de vidrio
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Figura 3.23: log(Bo/D) en función de Bog/Bo exhibe el mismo comportamiento que las gráficas
clásicas de Angell para ĺıquidos formadores vidrio con diferentes fragilidades: para altas concen-
traciones el sistema se comporta como un ĺıquido formador de vidrio fuerte, mientras que a bajas
concentraciones se comporta como un lquido formador de vidrio ĺıquido.

fuerte al aumentar la concentración de part́ıculas. Para altas concentraciones de
part́ıculas, el inverso de la temperatura incrementa a la misma tasa que log(Bo/D)
lejos de la transición v́ıtrea, lo cual es caracteŕıstico de un ĺıquido formador de vidrio
fuerte, un comportamiento de tipo Arrhenius. El comportamiento de Arrhenius en
este caso se debe a fuertes interacciones debido a la cercańıa entre las part́ıculas
y las interacciones repulsivas entre ellas. En muestras con baja concentración de
part́ıculas, a medida que aumenta la inversa de la temperatura, el log(Bo/D) au-
menta lentamente al principio, y luego, hay un aumento repentino a medida que el
inverso de la temperatura se aproxima a la transición v́ıtrea. Este comportamiento es
t́ıpico de los ĺıquidos formadores de vidrio frágiles donde las part́ıculas están menos
correlacionadas con sus vecinas. De esto, postulamos que la dinámica del sistema
se ve afectada por la longitud de las correlaciones espaciales. Las caracteŕısticas
estructurales deben ser reflejadas por el grado de orden en las configuraciones.

3.4 Factor de regularidad

Se utilizaron las distribuciones de área del poĺıgono Voronoi para caracterizar la
configuración estructural de part́ıculas en nuestro sistema y su dependencia con la
temperatura efectiva y la concentración de part́ıculas. La Fig. 3.25 muestra fotos
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Figura 3.24: El ı́ndice de fragilidad, m, es inversamente proporcional a la concentración de
part́ıculas.

instantáneas de muestras con diferentes concentraciones de part́ıculas y sus corres-
pondientes poĺıgonos Voronoi. Para concentraciones bajas de part́ıculas, hay pocos
poĺıgonos y la distribución del área es amplia. Para muestras con alta concentración
de part́ıculas, la distribución es estrecha porque los poĺıgonos grandes están restringi-
dos debido a la cercańıa de las part́ıculas. Las áreas de los poĺıgonos de Voronoi Λ
fueron medidas en una secuencia de 1000 fotos por cada concentración de part́ıculas.
Obtuvimos el área libre de las distribuciones de Voronoi normalizadas con el área
de los poĺıgonos de Voronoi correspondientes al empaquetamiento de red hexagonal
Λhex. El área libre de Voronoi es definido como Λ − Λhex. Hemos definido el área
libre normalizada como X. La Fig. 3.26 muestra una comparación entre las dis-
tribuciones de área del poĺıgono Voronoi normalizadas para dos concentraciones de
part́ıculas, φs = 0.0591 y φs = 0.0118 a tres temperaturas distintas. Se han excluido
los poĺıgonos Voronoi en el borde del área de observación para evitar los efectos de
borde. Como se puede ver aqúı, para una baja concentración de part́ıculas, la dis-
tribución del área libre de Voronoi abarca un rango más amplio de valores. Por otro
lado, para la mayor concentración de part́ıculas, los poĺıgonos son más pequeños
y la distribución se vuelve más estrecha (de tipo leptocúrtica), exhibiendo un pico
principal bien definido. La posición del pico principal se desplaza hacia valores
más bajos a medida que aumenta la concentración de part́ıculas, acercándose a la
posición de cero (la red hexagonal) pero aún teniendo un ancho que no desaparece,
es decir, el sistema se acerca a una estructura más ordenada a medida que aumenta
la concentración de part́ıculas.
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Figura 3.25: Fotos del sistema para varias concentraciones de part́ıculas y sus correspondientes
poĺıgonos Voronoi. Las instantáneas fueron tomadas después del enfriamiento.

Se ha demostrado que la distribución del área libre individual de Voronoi en sis-
temas relacionados puede ajustarse bien con distribuciones de Gamma de dos y tres
parámetros [110-113]. Una distribución de Gamma de dos parámetros está dada por

f(X) =
(
β−α/Γ(α)

)
Xα−1exp(−X/β), (3.2)

donde α y β son constantes, α es el factor de regularidad. El factor de regularidad
se ha utilizado como medida del orden estructural. Es una medida de cómo se
distribuyen las distribuciones, y donde una distribución más leptocúrtica indica
una estructura más regular. Este parámetro, como una función de la temperatura
efectiva, muestra cambios significativos cuando el sistema se congela. La Fig. 3.27
muestra el factor de regularidad en función de la inversa de la temperatura efectiva
para diferentes concentraciones de part́ıculas. Se puede observar que a medida que
la temperatura efectiva disminuye, el factor de regularidad aumenta. Alrededor de
un valor de umbral, la curva deja de aumentar y los valores comienzan a disminuir.
Por lo tanto, este umbral se puede utilizar para determinar la temperatura donde
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Figura 3.26: Distribuciones de área de Voronoi para la más alta φs = 0.0591, y la concentración de
part́ıculas más baja φs = 0.0118, ambas a tres temperaturas distintas. Las ĺıneas punteadas son
los ajustes a las distribuciones.

aparecen cambios estructurales importantes. Para concentraciones de part́ıculas más
altas, la transición es muy clara y aguda. A medida que disminuye la concentración
de part́ıculas, la transición se vuelve difusa pero es claro que se observa un cambio.
La Fig. 3.28 el pico máximo αmax para cada curva del factor de regularidad para
las diferentes concentraciones de part́ıculas.

Las Figs. 3.24 y 3.28, muestran el comportamiento del ı́ndice de fragilidad y el valor
máximo del factor de regularidad como funciones de la concentración de part́ıculas, a
partir de estas obtuvimos la Fig. 3.29. Esta figura muestra una relación importante
entre el ı́ndice de fragilidad y el factor de regularidad y constituye un resultado
importante. Un sistema formador de vidrio fuerte está más ordenado que un sistema
formador de vidrio frágil.

Como antes se calcula el potencial efectivo para discutir nuestro resultado en términos
de correlaciones espaciales. Primero, se determina la función de distribución radial
para varias temperaturas en cada concentración de part́ıculas. Luego, a partir de
estas curvas se obtiene el potencial efectivo. El procedimiento para obtener el po-
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Figura 3.27: Factor de regularidad en función del inverso de la temperatura.

Figura 3.28: Máximo del factor de regularidad, αmax, como función de la concentración de
part́ıculas.

tencial efectivo se ha descrito en la subsección 1.2.3.

Aqúı se utiliza la aproximación de cadena hipertejida para describir al sistema,
entre otras relaciones de cerradura, establece una relación aproximada entre c(r) y
el potencial efectivo UE(r) el cual es dada por la Ec. 1.18, o equivalentemente por
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Figura 3.29: Índice de fragilidad en función del máximo del factor de regularidad para los casos
analizados.

h(r)− c(r) = lng(r) + UE(r)/TE. (3.3)

Esto se puede resolver para UE(r)/TE. TE es la temperatura efectiva expresada en
unidades de enerǵıa, y como se dijo anteriormente, esto es proporcional a Bo. Para
el propósito de la discusión del resultado obtenido en términos del potencial efectivo,
es suficiente trazar UE(r)/TE.

La Fig. 3.30 muestra las curvas g(r) a temperaturas distintas para una alta con-
centración de part́ıculas, φs = 0.0591 [Fig. 3.30(a)] , y a una baja concentración,
φs = 0.0118 [Fig. 3.30(b)]. En la alta concentración de part́ıculas, a medida que la
temperatura disminuye, las curvas g(r) evolucionan desde un estado de gas donde
se observa una zona de deplexión debido a las interacciones repulsivas de part́ıculas,
a un estado ĺıquido debido a la tendencia local hacia configuraciones de part́ıculas
ordenadas. En el caso de una baja concentración de part́ıculas, la distribución
radial muestra un orden local difuso que casi no cambia a medida que la tem-
peratura desciende. La Fig. 3.31(a) muestra las respectivas curvas de potencial
efectivo para el caso de mayor concentración de part́ıculas. Se puede observar la
aparición y evolución de un pozo de potencial responsable del orden local a medida
que baja la temperatura. Este pozo se vuelve más profundo y agudo a medida que
la temperatura desciende y, al mismo tiempo, otros pozos aparecen y evolucionan
de manera similar. Esto significa que el rango de interacción es mayor a medida
que la temperatura desciende. Por el contrario, en la Fig. 3.31(b), para el caso de
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baja concentración de part́ıculas, se puede observar que el potencial efectivo también
muestra una corta distancia de interacción y que los pozos son difusos. En este caso,
el rango de interacción permanece relativamente corto y no puede llevar el sistema
a configuraciones más ordenados.

Figura 3.30: Función de distribución radial para la más alta concentración φs = 0.0591, y la más
alta concentración φs = 0.0118 a varias temperaturas efectivas.

J. Mattsson, et al. [109], por ejemplo, estudian un sistema basado en un sistema
coloidal suave, los resultados principales son básicamente que los coloides blandos
producen sistemas formadores de vidrio fuertes y las esferas duras crean sistemas
formadores de vidrio frágiles, y que la elasticidad del sistema está directamente
relacionada con la fragilidad. Cuando se usan coloides blandos, debido a que las
part́ıculas son deformables para alcanzar una transición v́ıtrea, se necesita una mayor
concentración de part́ıculas en vez del uso de part́ıculas duras. Es decir, las concen-
traciones más altas de part́ıculas hacen que los sistemas sean formadores de vidrio
fuertes de acuerdo con nuestros resultados.
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Figura 3.31: Potencial efectivo para la más alta y la más baja concentración a varias temperaturas
efectivas.
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Caṕıtulo 4

Potenciales efectivos dependientes
de la temperatura y correlaciones
de largo alcance

La función de distribución radial puede obtenerse experimentalmente con ayuda
del programa ImageJ como se ha descrito en el Caṕıtulo 2 (2.4). Para obtener
el potencial efectivo de interacción es necesario la g(r), una vez que se tienen las
curvas de la g(r) se usa la ecuación de Ornstein-Zernike en combinación con las
relaciones de cerradura de Percus-Yevick, cadena hipertejida, y Rogers-Young. En
este caṕıtulo discutimos la relación existente de la g(r) y de los potenciales efectivos
para distintas concentraciones de part́ıculas y diferentes temperaturas. Se demuestra
que, conforme la temperatura efectiva disminuye, las curvas del potencial efectivo
cambian cualitativamente y varios pozos de potencial cerca de la transición v́ıtrea
comienzan a aparecer. Finalmente, se hablará brevemente del espectro de potencias
de Fourier, pues a partir de éste se puede obtener el exponente de densidad espectral
β con el cual también se puede caracterizar la transición v́ıtrea.

4.1 Función de distribución radial y potenciales

efectivos dependientes de la temperatura efec-

tiva

Una vez que las bolas de acero se fluidizan debido a la contribución sinusoidal
del campo magnético, las part́ıculas presentan movimiento browniano. En esta
condición experimental, el fluido granular no presenta clusters estables para ninguna
de las condiciones estudiadas aqúı debido a la contribución de Bo que asegura inte-
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racciones entre part́ıculas repulsivas. La Fig. 4.1 muestra la función de distribución
radial a varias temperaturas para diferentes concentraciones de part́ıculas. Para los
casos de mayor concentración de part́ıculas, a medida que la temperatura disminuye,
las curvas g(r) evolucionan desde un estado de gas donde se observa una zona de
deplexión debido a interacciones repulsivas de part́ıculas, a una fase v́ıtrea debido a
part́ıculas que están confinadas por sus part́ıculas vecinas. En el caso de las concen-
traciones de part́ıculas más bajas φs = 0.0236 y 0.0118, la función de distribución
radial muestra un orden local difuso que casi no cambia a medida que se reduce la
temperatura.

Figura 4.1: Función de distribución radial para diferentes concentraciones de part́ıculas. La am-
plitud de la parte oscilatoria del campo magnético Bo toma valores de 0 a 63 G, ver la dirección
de la flecha (el aumento va de 3 en 3 Gauss desde 0 Gauss hasta 63 Gauss).

La Fig. 4.2 muestra el valor máximo de g(r), en función de la amplitud del campo
magnético Bo, para las concentraciones de part́ıculas:φs = 0.0591, 0.0354 y 0.0118.
Aqúı se puede ver que la tendencia general del valor máximo de la g(r) es disminuir
con Bo, ya que la gran intensidad del campo magnético tiende a destruir el orden
local estructural. Si el máximo de las curvas g(r) se traza como una función de
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Bo, muestra un comportamiento de tipo exponencial decreciente a medida que Bo

disminuye. La Fig. 4.2 muestra los ajustes a los datos de la función gmax(r) =
g0 + A exp [(Bo − 15)/(B − 15)] para Bo > 15 G. Para Bo < 15 G se observa un
comportamiento diferente.

Figura 4.2: Máximo de la g(r) en función de Bo para tres concentraciones distintas. El máximo
de la g(r) se muestra junto con el ajuste exponencial dado en el texto. Bog es el campo magnético
cuando se produce la transición v́ıtrea.

Las curvas del potencial efectivo nos dan información sobre las interacciones efectivas
entre las part́ıculas en la dispersión. Sin embargo, la relación entre los potenciales
efectivos y la g(r) correspondiente no se resuelve fácilmente. El método general que
seguimos para obtener el potencial efectivo se describe en [48], también se describió
en el caṕıtulo 1 (1.2.3). Se comienza por calcular la función de distribución radial
g(r) y luego se obtiene la función de correlación total h(r) = g(r)−1. La función de
correlación directa c(r) y h(r) se relacionan usando la ecuación de Ornstein-Zernike
(OZ): h(r12) = c(r12) + ρ

∫
d3 r3c(r13)h(r32). Tomando la transformada de Fourier

de esta ecuación se obtiene la expresión algebraica para ĉ(k) en términos de ĥ(k),

esto es que ĉ(k) = ĥ(k)

1−ρĥ(k)
. Usando los valores experimentales de h(r), se puede

obtener ĥ(k) y luego usando la ecuación ĉ(k) = ĥ(k)

1−ρĥ(k)
obtuvimos ĉ(k). Ahora, ĉ(k)

se transforma de nuevo al espacio real para obtener la función de correlación directa
c(r). La relación entre c(r) y el potencial efectivo UE(r) se da de manera aproxi-
mada mediante relaciones de cerradura. En este trabajo se utilizan las relaciones de
cerradura de Percus-Yevick (PY), de la cadena hipertejida (HNC) y Rogers-Young
(RY) [Ecs. 1.17, 1.18 y 1.19]. En la aproximación RY γ(r) = h(r) − c(r) es la
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función de correlación indirecta y f(r) es definida como f(r) = 1 − e−α r, con α
un parámetro fijo; en nuestro caso α = 0.5. Finalmente, estas aproximaciones se
pueden resolver para UE(r)/TE. Se ha seguido la práctica habitual de asumir que
kB = 1 en sistemas granulares. En este trabajo, se reportan los resultados utilizando
las tres relaciones de cerradura.

4.1.1 Aproximación de Percus-Yevick

Se utiliza el esquema OZ-PY para extraer curvas de potencial efectivas de las curvas
g(r) experimentales. Las Figs. 4.3 (a) y 4.3 (b) muestran las respectivas curvas de
potencial efectivo para los casos de mayor concentración de part́ıculas. Se puede
observar la aparición y evolución del primer pozo responsable del orden local a
medida que se enfŕıa el sistema. Este pozo se vuelve más profundo y agudo alrededor
de 1.5 < r/σ < 2.1 a medida que la temperatura desciende. Al mismo tiempo,
otros pozos aparecen y evolucionan de forma similar. Observamos que los pozos
son más profundos en este rango de temperatura. Esto significa que el rango de
interacción es mayor a medida que la temperatura desciende. Sin embargo, si la
temperatura está muy por debajo de la temperatura de transición v́ıtrea, el rango
de interacción disminuye. Para los casos de menor concentración de part́ıculas, las
Figs. 4.3 (c) y 4.3 (d) muestran que el potencial efectivo presenta una corta distancia
de interacción y que los pozos son difusos. En estos casos, el rango de interacción
permanece relativamente corto y no puede llevar el sistema a configuraciones locales
más ordenadas, como es el ejemplo de los casos de mayor concentración de part́ıculas.

La Fig. 4.4 muestra las profundidades del primer pozo del potencial efectivo para
todos los casos de concentración de part́ıculas. Observamos que, para el caso de
mayor concentración de part́ıculas, cuando Bo ∼ 15 G el pozo alcanzó su valor más
bajo.

4.1.2 Aproximación de la cadena hipertejida y de Rogers-
Young

Ahora se usan los esquemas OZ-HNC y OZ-RY para obtener curvas de potencial
efectivas de las curvas g(r) experimentales. Las Figs. 4.5 y 4.6 muestran las corres-
pondientes curvas de potencial efectivo en función de la temperatura para diferentes
concentraciones de part́ıculas. En ambas aproximaciones para los casos de con-
centraciones más altas de part́ıculas, se puede observar la aparición y evolución del
primer pozo responsable del orden local a medida que se enfŕıa la temperatura. Este
pozo se vuelve más profundo y agudo a medida que la temperatura desciende, y al
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Figura 4.3: Curvas del potencial efectivo utilizando la aproximación de Percus-Yevick para dife-
rentes concentraciones de part́ıculas. La amplitud de la parte oscilatoria del campo magnético Bo

toma valores de 63 a 0 Gauss, ver la dirección de la flecha.

mismo tiempo, otros pozos aparecen y evolucionan como se describió anteriormente
para la aproximación de PY. Sin embargo, este pozo es menos profundo alrededor
de 1.5 < r/σ < 2.1 en ambos casos en comparación con el obtenido con el enfoque
PY. Esto significa que el enfoque PY de manera más precisa la interacción efec-
tiva con la reducción de la temperatura de las primeras part́ıculas vecinas que otras
aproximaciones. De manera similar al caso de la aproximación PY, para los casos
de concentración de part́ıculas más bajas, las Figs. 4.5 y 4.6 (para φs = 0.0236 y
0.0118) muestran que el potencial efectivo también presenta una corta distancia de
interacción y los pozos de potencial son difusos.

Estos resultados apoyan observaciones previas que indican que la aproximación HNC
es más apropiada para grandes distancias entre part́ıculas y que la ecuación de
PY es más adecuada para distancias pequeñas entre part́ıculas. En nuestro caso,
las part́ıculas interactúan en distancias más cortas de lo esperado a partir de las
interacciones magnéticas debido a que las part́ıculas interactúan con el piso del
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Figura 4.4: Mı́nimos de los potenciales efectivos de interacción en función de Bo para cinco fraccio-
nes de empaquetamiento diferentes, mediante la aproximación de Percus-Yevick.

contenedor.

A partir del análisis de las curvas de potencial efectivo, se propone la siguiente des-
cripción: a altas temperaturas, las trayectorias son difusivas y tienden a cubrir todo
el espacio disponible, Fig. 4.7 (a) y (b). En esta condición, debido a la enerǵıa
cinética, la correlación de las interacciones es corta y se destruye cualquier orden
local. El potencial efectivo es esencialmente repulsivo. A temperaturas muy bajas,
las correlaciones espaciales son más fuertes debido a la contribución de interacción
repulsiva del campo magnético y se crea un orden local. En este caso, las part́ıculas
experimentan una enerǵıa mı́nima y permanecen alĺı porque no tienen suficiente
enerǵıa para explorar otras configuraciones, Fig. 4.7 (d). Por mucho, el caso más
interesante es cuando la temperatura está muy cerca de la transición v́ıtrea. En esa
condición, el sistema está en un estado sólido; sin embargo, las part́ıculas tienen
suficiente enerǵıa cinética para interactuar fuertemente con las part́ıculas vecinas,
Fig. 4.7 (c). En este caso, el rango de interacción es mayor que en el caso de
temperaturas aún más bajas y, por supuesto, más grande que en el caso de tempera-
turas altas. Las trayectorias son limitadas, pero debido a su enerǵıa cinética, las
part́ıculas interactúan fuertemente con las part́ıculas vecinas y hacen que lleguen a
configuraciones de part́ıculas de enerǵıa más baja.
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Figura 4.5: Obtención de las curvas de potencial efectivo mediante el uso de la aproximación
de la cadena hipertejida para diferentes concentraciones de part́ıculas. La amplitud de la parte
oscilatoria del campo magnético Bo toma valores de 63 a 0 de Gauss, ver la dirección de la flecha.

4.2 Series de tiempo y correlaciones de largo al-

cance

Una tarea común en el análisis de series de tiempo es determinar si una fluctuación
espećıfica está presente en nuestro conjunto de observaciones, aśı como obtener los
valores de los parámetros que describen esta fluctuación. Una forma de realizar
la tarea anterior es proyectar las series de tiempo sobre una base que abarca el
intervalo de observaciones. Dado que muy a menudo el tipo de fluctuaciones que
buscamos son periódicas, esta base se construye con funciones periódicas simples
como senos o cosenos. El Análisis de Fourier (AF) es el mecanismo mediante el
cual es posible realizar esto, el AF descompone una señal en una combinación de
ondas sinusoidales, cada una con cierta frecuencia f y amplitud A(f). El espectro
de potencia de Fourier, P (f), es una representación de esta descomposición. La
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Figura 4.6: Curvas del potencial efectivo, aproximación de Rogers-Young con α = 0.5 para dife-
rentes concentraciones de part́ıculas. La amplitud de la parte oscilatoria del campo magnético Bo

toma valores de 63 a 0 de Gauss, ver la dirección de la flecha.

potencia en la frecuencia f es igual al cuadrado del valor absoluto de la amplitud,
P (f) = |A(f)|2. De esta manera, el espectro de potencia nos muestra cuál es la
importancia relativa de cada una de las frecuencias componentes. En la práctica,
P (f) se puede calcular como el cuadrado del valor absoluto de la transformada de
Fourier de una serie de tiempo.

En este contexto, se dice que una serie de tiempo está correlacionada si un punto
espećıfico de la serie de tiempo está por encima del promedio, entonces es muy
probable que los puntos vecinos también estén por encima del promedio. Si un
punto espećıfico está por debajo del promedio, es muy probable que los puntos
vecinos también estén por debajo del promedio. Una serie de tiempo es anticorrela-
cionada si un punto espećıfico de la serie de tiempo está por encima del promedio,
entonces es muy probable que los primeros vecinos de izquierda y derecha estén por
debajo del promedio y viceversa. El espectro de potencia es capaz de capturar la
información relacionada con las correlaciones presentes en una serie de tiempo. Por
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Figura 4.7: Trayectorias t́ıpicas observadas en el sistema. A alta temperatura; (a) Bo = 48 Gauss,
y (b) Bo = 27 Gauss. (c) Temperatura cercana a la transición v́ıtrea, Bo = 18 Gauss. (d) A baja
temperatura, Bo = 9 Gauss.

ejemplo, para una serie de tiempo periódica, P (f) tiene un número discreto de picos
que indican las frecuencias dominantes que constituyen la serie, mientras que en
el caso de una serie aleatoria no correlacionada, P (f) es continua porque no hay
frecuencias dominantes presentes. Estas series de tiempo también se conocen como
ruido blanco. El espectro de potencia de Fourier de una serie temporal no periódica
pero correlacionada también puede ser continua, sin embargo, debido a las correla-
ciones, algunas escalas de frecuencia contribuirán más a la serie que otras. Se dice
que una serie temporal es fractal cuando los fragmentos de ella son estad́ısticamente
auto-similares a toda la serie. En este caso, el espectro de potencia también debe
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ser invariante en escala y sigue una ley de potencia P (f) ∝ 1/fβ, donde β se conoce
como el exponente de densidad espectral, es una medida de que tan “fuertes” son
las correlaciones en una serie de tiempo. En una representación log-log, la ley de
potencia es transformada a una ĺınea recta, siendo β su pendiente. Si β < 0 se dice
que tenemos series de tiempo anticorrelacionadas, si β = 0 tenemos series de tiempo
no correlacionadas ni anticorrelacionadas (ruido blanco) y si β > 0 tenemos series
de tiempo correlacionadas. En particular si β = 2 significa que tenemos series de
tiempo fuertemente correlacionadas (ruido browniano) [58, 114].

De esta manera, para estudiar las correlaciones en las posiciones de cada part́ıcula
que constituyen el modelo granular no vibrado, en experimentos de enfriamiento
súbito, calculamos los espectros de potencia de Fourier de las series temporales de
posiciones, en la dirección x, de la part́ıculas en el sistema, X(i) = (x1, x2, xM),
con M = 500 elementos, para varios valores de la fracción de empaquetamiento
bidimensional, φs = 0.0118, 0.0236, 0.0354 y 0.0591, y varios valores de la amplitud
del campo magnético oscilante, 0 G ≤ Bo < 63 G. Dado que el tiempo de resolución
es 1/60 s, y cada serie consta de 500 observaciones, entonces la duración de las series
de tiempo analizada es aproximadamente de 8.33 s. Los resultados correspondientes
a φs = 0.0118 y φs = 0.0591 se muestran en la Fig. 4.8. El espectro de potencia
en la parte inferior de cada gráfico corresponde al valor mı́nimo en la amplitud
del campo magnético, Bo = 0 G, y el espectro de potencia en la parte superior
corresponde al valor máximo, Bo ≈ 63 G. En ambos casos ĺımite, hay picos agudos
dominantes en los espectros de potencia para valores bajos de Bo, que desaparecen
a medida que aumenta Bo. Estos picos se producen en la frecuencia f = 9.25
Hz, que corresponde a la frecuencia de Bo, que en unidades del espectro de potencia
(número de oscilaciones a lo largo de la duración de la serie de tiempo) ocurre a (9.25
Hz)×(8.33 s)≈ 77.073, tal que log10(77.073). Los picos dominantes amplios en un
espectro de potencia indican un comportamiento determińıstico cuasi-periódico. En
este caso, una vibración local en respuesta a la fuerza oscilante del campo magnético.

Cuando Bo ≈ 0, el campo no tiene suficiente potencia para mover las part́ıculas,
que permanecen casi inmóviles y el espectro de potencia de Fourier es plano. En las
enerǵıas bajas, pero no nulas, no hay colisiones entre las part́ıculas, y las part́ıculas
vibran con la frecuencia y la enerǵıa del campo magnético. A temperaturas algo
más altas, este pico se ampĺıa por colisiones locales entre part́ıculas, de modo que la
enerǵıa se redistribuye. Cuando aumenta la enerǵıa, también aumenta la probabili-
dad de colisiones, y los desplazamientos son tales que el pico ampliado se superpone
a una ley de potencia local con una pendiente cada vez mayor y un rango espectral
cada vez mayor, hasta que se alcanza el ĺımite Browniano. De esta manera, a pesar
de la presencia de esta señal periódica, se puede realizar una ajuste adecuado de una
ĺınea recta a los espectros de potencia de Fourier mostrados en la Fig. 4.8, y por
lo tanto, una caracterización de la transición en la dinámica exhibida por las series
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Figura 4.8: Espectros de potencia de Fourier en un gráfico log-log, promediados sobre todas las
part́ıculas, de las series de tiempo de las posiciones de las part́ıculas en la dirección x, X(i), para
diferentes valores del campo magnético oscilante, 0 G ≤ Bo < 63 G, y para dos concentraciones
φs = 0.0118 (a), y φs = 0.0591 (b). La fuerza de la correlación β se calcula a partir de la pendiente
de una ĺınea recta ajustada a cada espectro de potencia promedio.

de tiempo de las posiciones de ruido blanco hasta ruido Browniano. Los valores
correspondientes obtenidos de β se recabaron en la Tabla 4.1 (con los valores de la
temperatura efectiva) y se muestran en la Fig. 4.9. Como se observa para Bo & 40
G, los valores de β permanecen casi constantes para todas las concentraciones lo
que significa que las correlaciones permanecen sin cambios. En esta gráfica se puede
observar una transición, que si lo relacionamos con la sección previa donde deter-
minados que Bog ∼ 15 G para todas las concentraciones. Entonces se podŕıa decir,
que otra manera de caracterizar a la transición v́ıtrea es mediante los coeficientes
β obtenidos v́ıa los espectros de potencias de Fourier. Hay que destacar que no
obtenemos un valor exacto de la temperatura de transición v́ıtrea pero si en que
región podŕıa encontrarse de manera aproximada.
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Figura 4.9: Gráfica del exponente β en función de la amplitud del campo magnético oscilante Bo.
Se indica con dos flechas la temperatura de transición v́ıtrea.

81



Cap. 4 Potenciales efectivos dependientes de la temperatura y correlaciones de largo
alcance

Bo φs = 0.0118 φs = 0.0236 φs = 0.0354 φs = 0.0591
TE β TE β TE β TE β

62.93 46.12 2.37 45.71 2.39 44.88 2.40 39.52 2.33
59.94 43.48 2.40 44.38 2.40 42.92 2.40 36.26 2.34
56.94 40.80 2.35 41.30 2.40 40.23 2.37 35.95 2.36
53.94 37.99 2.32 38.51 2.39 37.37 2.38 33.51 2.35
50.94 34.49 2.34 34.38 2.40 35.34 2.39 31.21 2.36
47.94 32.13 2.34 31.95 2.39 33.00 2.39 29.17 2.35
44.95 27.02 2.31 28.12 2.38 29.71 2.39 27.15 2.36
41.96 23.71 2.32 25.31 2.37 27.65 2.39 24.94 2.36
38.96 20.79 2.28 22.15 2.37 24.40 2.38 22.26 2.37
35.96 16.17 2.24 19.45 2.33 21.83 2.37 20.33 2.36
32.97 13.14 2.19 15.53 2.29 18.57 2.34 17.83 2.34

29.97 10.26 2.14 13.30 2.24 15.41 2.32 15.67 2.31
26.97 8.06 2.05 10.61 2.19 12.65 2.26 13.38 2.29
23.97 4.69 1.92 8.45 2.11 9.92 2.18 10.53 2.21
20.98 2.98 1.65 5.60 1.94 7.19 2.04 7.70 2.11
17.98 1.45 1.37 3.01 1.69 4.07 1.81 5.05 1.92

14.98 0.61 1.18 1.14 1.36 2.32 1.52 1.33 1.60
11.99 0.36 0.89 0.56 1.11 0.79 1.22 0.59 1.35
8.99 0.35 0.69 0.41 0.81 0.47 0.92 0.41 0.89
5.99 0.30 0.44 0.31 0.58 0.33 0.64 0.30 0.69
2.99 0.29 0.28 0.30 0.44 0.30 0.42 0.26 0.40

0 0.29 0.24 0.27 0.35 0.27 0.30 0.26 0.30

Figura 4.1: Relación entre la amplitud del campo magnético oscilanteBo (Gauss), las
temperaturas efectivas correspondientes TE (×10−10 J) y el exponente de densidad
espectral β, para varios valores de la fracción de empaquetamiento, φs. El exponente
β se calcula ajustando una ĺınea recta al espectro de potencia de la Fig. 4.8. Se
enmarcan en negrita los valores cerca de la transición v́ıtrea. Una gráfica de estos
datos se muestra en la Fig. 4.9.
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Conclusiones y perspectivas

Se estudió un sistema granular no vibrado para modelar el enfriamiento rápido en
un ĺıquido formador de vidrio. Este es un sistema 2D porque los movimiento de las
part́ıculas están siempre en el plano, en contraste con los sistemas vibratorios en los
que el movimientos de las part́ıculas tienen lugar en un espacio con una dimensión
que es efectivamente mayor que 2. A partir de los resultados, ahora se comprenden
algunos aspectos de la transición v́ıtrea que con otros sistemas experimentales no
es posible. Dadas las excelentes cualidades de este sistema como modelo de flui-
dos en 2D, se puede ahora no solo profundizar en el estudio de la transición v́ıtrea
sino también estudiar procesos como la cristalización. Se inició con el objetivo de
estudiar la transición v́ıtrea por medio de nuestro sistema granular no vibrado y se
cumplió el objetivo pues no sólo se demostró que es un buen modelo formador de
vidrio y que se puede obtener la Tg y estudiar el envejecimiento en vidrios, sino que
también es un buen modelo para estudiar la fragilidad en los sistemas formadores de
vidrio. La ventaja de este sistema granular respecto de otros que se han reportado
en la literatura es su facilidad para seguir las posiciones de la part́ıculas en tiempo
real y de esta manera utilizar las herramientas de la f́ısica estad́ıstica basadas en las
posiciones de las part́ıculas para estudiar las propiedades f́ısicas del sistema. En este
sistema, la concentración de part́ıculas y la temperatura efectiva se pueden cambiar
independientemente a diferencia con otros sistemas granulares o coloidales. En sis-
temas tales como coloides y sistemas granulares vibrados que modelan sistemas de
part́ıculas de esfera dura, la concentración de part́ıculas se acopla a la temperatura,
por lo tanto, para enfriar un sistema es necesario aumentar la concentración de
part́ıculas.
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Conclusiones

Se observó que a una concentración de part́ıculas fija, cuando se realiza un enfria-
miento rápido y el estado final tiene enerǵıa alta o muy baja, el sistema alcanza fases
de equilibrio muy rápidamente. Cuando el estado final está cerca de la transición
v́ıtrea, el sistema queda fuera del equilibrio y muestra un proceso de envejecimiento.
En este último caso, se observa que el sistema cae en un estado arrestado debido
a las interacciones repulsivas entre las part́ıculas y luego cambia lentamente hacia
configuraciones de menor enerǵıa lo cual es conocido como envejecimiento.

Se demostró que este sistema de part́ıculas pasa de un comportamiento de vidrio
frágil a uno fuerte a medida que aumenta la concentración de part́ıculas. Se observó
que el comportamiento de formador de vidrio frágil está asociado con un orden
local más bajo en comparación con un comportamiento de formador de vidrio fuerte
donde el orden local es más notable. Por lo tanto, la fragilidad y el orden local
dependen de la concentración de part́ıculas y, a su vez, esta controla el alcance y
la intensidad de la interacción efectiva. Este resultado concuerda con los resultados
recientes que afirman que un ĺıquido formador de vidrio fuerte presenta una hiper-
uniformidad mayor que un ĺıquido formador de vidrio frágil [115], si consideramos
que la uniformidad representa más orden en el sistema.

El potencial efectivo del sistema obtenido usando la cerradura de Perkus-Yevick
describe muy bien el comportamiento f́ısico del sistema. A alta temperatura, las
part́ıculas tienen suficiente enerǵıa cinética para destruir cualquier orden local y la
interacción repulsiva domina la dinámica del sistema. A menor temperatura, las
interacciones repulsivas de las part́ıculas se vuelven importantes y surge un orden
local. El movimiento se vuelve mucho mas lento incluso aunque las part́ıculas no se
toquen entre śı, en estas condiciones el sistema entra en la fase v́ıtrea. Cuando el
estado final está cerca de la transición v́ıtrea, observamos que el sistema cae hacia un
estado arrestado debido a las interacciones repulsivas, pero que las part́ıculas tienen
todav́ıa suficiente enerǵıa cinética para cambiar la configuración del sistema hacia
estados de menor enerǵıa y con mayor orden local. Curiosamente, si la temperatura
disminuye aún más por debajo de la transición v́ıtrea, aunque el potencial efectivo se
vuelve menos pronunciado, las part́ıculas tienen menos enerǵıa cinética para producir
cambios adicionales y el sistema alcanza el equilibrio rápidamente.

El exponente de densidad espectral β obtenido a partir de los espectros de potencias
de Fourier de las series de tiempo de las posiciones puede ser utilizado para carac-
terizar la transición v́ıtrea. Es una manera rápida para ver en qué regiones puede
existir una transición.
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Perspectivas

Este sistema también puede usarse para llevar a cabo experimentos que modifiquen
la intensidad de la interacción entre part́ıculas a través de la intensidad del campo
magntico constante Bc. Resultados preliminares muestran que también es posible
modelar ĺıquidos formadores de vidrio fuertes y frágiles.

Resultados recientes muestran que con este sistema experimental es posible mode-
lar el movimiento Browniano de una sóla part́ıcula, el de un d́ımero y el de un
tŕımero a altas temperaturas y estudiar su comportamiento al disminuir la tempera-
tura. Sus trayectorias traslacionales y su movimiento rotacional se pueden seguir
con la metodoloǵıa explicada en el Caṕıtulo 2 y se puede analizar la dinámica con
las herramientas matemáticas antes estudiadas. Cabe señalar que el estudio de la
dinámica de un d́ımero se ha realizado en coloides mediante el análisis del desplaza-
miento cuadrático medio de la componente rotacional y también de la componente
traslacional. Ahora nosotros estamos realizando un estudio análogo usando nuestro
sistema macroscópico. Este trabajo se está realizando en colaboración con el Dr.
Eric R. Weeks de la Universidad de Emory.

También es posible estudiar el proceso de cristalización mediante una configuración
de un plano inclinado donde las part́ıculas forman un gradiente de concentraciones.
Otra configuración para estudiar cristales es mediante una lente cóncava en donde
las part́ıculas están constreñidas a moverse sobre su superficie curva. Resultados
preliminares muestran que es posible llegar a la cristalización mediante la disminu-
ción gradual, a través de una rampa, del campo magnético. Esta colaboración se está
realizando con la Dra. Rosario Esperanza Moctezuma Martiñón y el Dr. Bernardo
José Luis Arauz Lara de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı.

Como posible trabajo a futuro se puede estudiar la transición v́ıtrea con la configu-
ración descrita en el caṕıtulo 2 pero ahora en vez de utilizar el mismo tamaño de
part́ıcula se utilizaŕıa dos distintos tamaños de las part́ıculas y utilizando para el
análisis un análisis estad́ıstico para dos especies.
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C Criticality and long-range correlations in time series in classical and quan-
tum systemsriticality and long-range correlations in time series in classical and
quantum systems. Phys. Rev. E 84, 016224 (2011).

[62] G. Torres-Vargas, R. Fossion, C. Tapia-Ignacio and J. C. López-Vieyra. De-
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Apéndice A

Propiedades termodinámicas

Existen varias rutas a través de las cuales las propiedades termodinámicas de los
ĺıquidos pueden relacionarse con las integrales que involucran a g(r) y a U(r). A
continuación, repasamos los tres más importantes.

La ecuación de la enerǵıa

E = 〈Tcin〉+
〈
U
(
rN
)〉

=
3

2
NkBT +

1

2
ρN

∫ ∞
0

dr4πr2g(r)U(r) (A.1)

expresa la enerǵıa interna, E, de un sistema de N part́ıculas de una especie en
términos de U(r) y g(r). La enerǵıa interna es la suma de una parte cinética y
una parte de interacción. Este último se puede entender en términos f́ısicos de
la siguiente manera: para cada part́ıcula hay 4πr2ρg(r)dr vecinos en una cáscara
esférica de radio r y espesor dr. La enerǵıa de interacción entre las part́ıculas
centrales y estos vecinos es U(r). La integración de 0 a ∞ proporciona la parte de
enerǵıa de interacción de E, con el factor 1/2 que corrige el doble conteo de pares
de part́ıculas.

La ecuación de la presión

p = pcin + pint = ρkBT −
2π

3
ρ2

∫ ∞
0

drr3g(r)U
′
(r) (A.2)

relaciona la presión termodinámica, p, con una integral sobre g(r) y la derivada,
U

′
(r), del potencial por pares. Aqúı pint = ρkBT es la presión cinética del gas

ideal. Mientras que la contribución pint es debida a las interacciones de part́ıculas.
Para un potencial por pares repulsivo con U

′
(r) < 0, pint es una contribución de

presión positiva que se origina en el bombardeo térmico más fuerte de las paredes del
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contenedor por las part́ıculas que se repelen mutuamente. Una dispersión coloidal
se compone de part́ıculas coloidales y del disolvente. Para coloides, por ejemplo,
la Ec. A.2 proporciona la presión osmótica ejercida por las part́ıculas sobre una
membrana permeable al solvente.

La ecuación de compresibilidad,

χT
χidealT

= lim
q→0

Sc(q) = 1 + ρ

∫
dr [g(r)− 1] , (A.3)

vincula la compresibilidad isotérmica (osmótica, en el caso de los coloides), χT ,
definida como

χT := − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

=
1

ρ

(
∂ρ

∂p

)
T

(A.4)

a una integral que involucra sólo a g(r). Aqúı, χidealT = (ρkBT )−1 es la compre-
sibilidad de un gas ideal. La ecuación de compresibilidad es más general que las
ecuaciones de enerǵıa y presión, ya que es válida incluso cuando las fuerzas entre
part́ıculas no son aditivas por pares. De acuerdo a las Ecs. 1.3 y A.3, χT puede
ser determinada experimentalmente por la medición de Sc(q) en la longitud de onda
larga (lim q → 0).
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Apéndice B

Derivación de la distribución de
Maxwell-Boltzmann bidimensional
MBD-2D

Comenzamos con la distribución de Boltzmann

n∗i = Ae−βεi (B.1)

donde A and B son dos parámetros que pueden ser determinados, de las reestri-
cciones:

∑
i

n∗i = N , and
∑
i

n∗i εi = E. En el caso estrictamente clásico para el cual

las dimensiones de las celdas son: drdp, la Ec. B.1 se reemplaza por

n∗(p, r)drdp = Ae−β(1/2m p2+φ(r))drdp (B.2)

donde φ es la enerǵıa potencial que, como máximo, dependerá de la coordenada
de posición de las moléculas contenidas en la celda de volumen. (r, r + dr). Aqúı,
n∗(p, r)drdp es el número de moléculas incluidas en una celda de dimensiones drdp.
Entonces, si integramos sobre todo el espacio µ obtenemos que∫ ∫

(µ)

n∗(r,p)drdp = N (B.3)

Ahora integrando a la Ec. B.2 (sobre todo el espacio µ) y el resultado lo igualamos
a la Ec. B.3, obtenemos el valor de A. Si ahora este valor de A es reemplazado en
la Ec. 2, se obtiene inmediatamente que

n∗(r,p)drdp =
Ne−β(p

2/2m+φ(r))drdp∫ ∫
(µ)

e−β(p2/2m+φ(r))drdp
(B.4)
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Si ahora utilizamos la notación convencional y denotamos por F (r,p) al número
n∗(r,p), obtenemos

F (r,p)drdp =
Ne−β(p

2/2m+φ(r))drdp∫
(Area)

dr
∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−β(p2/2m+φ(r))dp

(B.5)

el cual es la MBD-2D, las moléculas son distribúıdas en el espacio fase en acorde
a la Ec. B.5. Si queremos saber cómo se distribuyen las part́ıculas en el espacio
de momentos independientes de sus posiciones, esta función se obtendrá integrando
todos los valores de r,

F (p)dp =

 ∫
(Area)

drF(r,p)

dp (B.6)

donde
∫

(Area)

indica una integral en dos dimensiones sobre toda el área ocupada por

el sistema. De las Ecs. B.5 and B.6 obtenemos inmediatamente que

F (p)dp =
Ne−βp

2/2mdp

I

donde ahora,

I =

∞∫
−∞

e−p
2
x/2mkBTdpx

∞∫
−∞

e−p
2
y/2mkBTdpy = 2πmkBT

Aśı que

F (p)dp =
N

2πmkBT
e−p

2/2mkBTdp (B.7)

O en su forma usual, reemplazando p = mv con dv = dvxdvy

F (v)dv =
Nm

2πkBT
e−m(v2

x+v2
y)/2kBTdv (B.8)

Si ahora nos preguntamos acerca de la distribución de las velocidades moleculares,
es decir, la magnitud de la velocidad, independientemente de la dirección, de la Ec.
B.8 tenemos ∫

F (v)dv =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Nm

2πkBT
e−m(v2

x+v2
y)/2kBTdvxdvy
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=

∞∫
0

π∫
−π

Nm

2πkBT
e−mv

2/2kBTvdvdθ =

∞∫
0

Nm

kBT
ve−mv

2/2kBTdv

or ∫
F (v)dv =

∞∫
0

Nm

kBT
ve−mv2/2kBTdv = N

∞∫
0

f(v)dv.

Finalmente, de las ecuaciones previas se tiene

f(v) :=
m

kBT
ve−mv

2/2kBT (B.9)

el cual es la MBD-2D, y satisface que
∫∞

0
f(v)dv = 1. Un área bajo la curva de

la altura f(v) y el grosor dv nos da directamente la fracción de moléculas cuya
velocidad está entre v y v + dv.

A manera de ejemplo, la Fig. B.1 muestra las distribuciones MBD-2D experimen-
tales para el caso de la más alta y la más baja concentración estudiadas en este
trabajo.
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Figura B.1: Función de distribución bidimensional de Maxwell-Boltzmann (MBD-2D) para la
concentración más alta y más baja, a diferentes valores de la TE . La flecha indica la evolución de
las distribuciones desde la temperatura más alta a la más baja. (a) MBD-2D a φs = 0. 0591, (b)
MBD-2D a φs = 0. 0118. Las distribuciones experimentales para la temperatura más alta y más
baja, respectivamente, se muestran en los recuadros. La ĺınea discontinua es el ajuste de la Ec.
B.9 a los datos experimentales.
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