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Was aus Liebe getan wird,
geschieht immer jenseits von Gut und Bose.

Friedrich Nietzsche.
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Prefacio

Desde el origen de las matematicas éstas han tenido por objeto de estudio
a los nimeros naturales, pues desde los primeros dias del hombre éste se dio
cuenta de su necesidad de contar las cosas que le rodeaban, y es que algo muy
propio al hombre es que tiene la capacidad (y la curiosidad) de darse cuenta del
tamano de las cosas: cuando ve algo por primera vez o percibe un nuevo hecho
casi instintivamente piensa en el tamano del objeto o del hecho en cuestién.
Podria decirse que contar es algo natural en el hombre, ademés de ser algo que
lo motiva y que en la mayoria de los casos, el conocer el tamano de los objetos
le da una idea mas clara de la naturaleza de estos.

Entonces no es de sorprender que durante gran parte de la historia uno de
los principales objetivos practicos (y luego intelectuales) del hombre haya si-
do estudiar el tamano de los objetos. Gracias a la necesidad de contar (y de
medir) es que surgieron los nidmeros enteros, luego los racionales y por tltimo
los nuiimeros reales; en este punto se crefa que se podia contar todo. Sin em-
bargo, en algin momento los matematicos se dieron cuenta de algunos hechos
curiosos relacionados con los objetos infinitos, como por ejemplo que hay maés
nimeros reales que niimeros naturales, y a su vez que hay mas subconjuntos de
nimeros reales que niimeros reales, entonces es que surgié la necesidad de crear
mas objetos que representaran el tamano de las cosas: asi surgio la teoria de
cardinales.

En la actualidad, cuando se piensa en un objeto matematico abstracto, los
tedricos de conjuntos casi siempre se preguntan sobre el tamaino (o los posibles
tamanos) de éste. A esta prueba se somete casi cualquier estructura de las ma-
tematicas modernas; y siempre se inicia con la pregunta de: ; Cudntos elementos
tiene dicho objeto? Gracias a un analisis cuidadoso es que nos damos cuenta, por
ejemplo, que hay tantos nimeros pares como impares, tantos niimeros raciona-
les como enteros o tantos nimeros trascendentes como niimeros reales. Cuando
uno conoce cuantos objetos satisfacen una propiedad, inmediatamente queremos
saber més y es por ello que normalmente pensamos en otra propiedad y aho-
ra nos preguntamos cuantos objetos cumplen la propiedad original y la nueva
en la que hemos pensado. Algunas propiedades son més interesantes que otras,
en este trabajo abordamos una propiedad que consideramos particularmente
interesante: la independencia.

Recordemos que en probabilidad se dice que dos conjuntos A y B son inde-

pendientes si P(A N B) = P(A)P (B); esta misma idea se puede extender a un
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espacio de medida (X, .4, u). Resulta que las familias independientes son preci-
samente colecciones de conjuntos que son independientes en este sentido, pues
para un espacio de medida adecuadamente definido, sus elementos satisfacen
que (AN B) = u(A)u(B) y ademds no sélo son independientes a pares, sino
que en realidad la familia satisface una propiedad de independencia més ge-
neral. Interpretando convenientemente lo anterior se sigue que, intuitivamente,
una familia es independiente si se intersecta en todas partes.

Es asi que el objetivo principal de este trabajo es estudiar dichas familias.
Presentamos a las familias independientes como una estructura de subconjun-
tos de un conjunto dado, probamos su existencia y propiedades relacionadas
con su cardinalidad, entre las que se incluye el estudio de las familias indepen-
dientes grandes, las familias independientes maximales ademads de la relacion
entre éstas y la Hipdtesis del Continuo; asimismo estudiamos la relacién que el
concepto de familia independiente tiene con otros objetos bien estudiados de las
matematicas, como los ultrafiltros, las topologias y los ideales.

Acompanada a la nocién de independencia va la de ser casi disjunto y, a di-
ferencia de la primera, ser casi disjunto es una propiedad un tanto mas simple,
es por esta razén que el trabajo comienza con un breve estudio de las fami-
lias casi disjuntas. Ademds de tener un sentido per se (sobre todo un sentido
topoldgico que se puede consultar en [12]), las familias casi disjuntas son impor-
tantes porque el entendimiento de estas puede facilitar el de otras estructuras
mas complejas y menos intuitivas, como lo son las familias independientes.

Una primera muestra de que las familias independientes son objetos ricos
en estructura es el hecho de que se pueden construir familias independientes
grandes de muchas formas: en el capitulo dos se exhiben siete pruebas distintas
de la existencia de dichas familias sobre el conjunto de los ntimeros naturales
y dos pruebas distintas para cuando se piensa en familias independientes so-
bre cualquier cardinal infinito; ademéas se muestra que la existencia de familias
independientes grandes tiene consecuencias muy interesantes, entre las que se
incluyen, la existencia de muchos ultrafiltros y muchas topologias.

En el capitulo tres analizamos las propiedades y el tamano de familias in-
dependientes que cumplen cierta propiedad adicional de selectividad o de maxi-
malidad, y puesto que algunas de estas propiedades resultan ser muy fuertes, la
existencia de algunas de estas nuevas familias ya no se puede garantizar en ZFC,
sin embargo exponemos una prueba de que la Hipdtesis del Continuo si implica
su existencia.

En los dos 1ltimos capitulos demostramos que existe una relacién entre las
familias independientes y otras estructuras que en principio no estdn obviamen-
te relacionadas, y damos muestra de que esta comparacién permite darnos una
mejor idea de la forma y el tamano de algunas familias independientes especifi-
cas.

Este trabajo estd basado ampliamente en los propios de Geschke [7] (capitu-
los 2 y 3) y de Perron [15] (capitulos 4, 5 y 6). Sin embargo se han completado
detalladamente las demostraciones, remarcando algunos aspectos que creemos
son necesarios para su entendimiento. En particular, tanto para los Teoremas
2.3 y 2.26 como para el Lema 3.41 proporcionamos pruebas alternativas.



Capitulo 1

Familias casi disjuntas

Una de las justificaciones para preguntarse sobre el tamano de las familias
casi disjuntas es el hecho de que éstas surgen como una adaptacion natural a la
idea usual de una particién, pero a diferencia de las particiones, el tamano de las
familias casi disjuntas no estd tan restringido. En esta seccién mostramos que
no solo las familias casi disjuntas sobre los naturales no estan obligadas a ser
pequenas, sino que en realidad hay familias casi disjuntas que tienen la cardi-
nalidad del continuo; ademds estas familias se pueden construir sin usar ningtin
axioma adicional a ZFC, en particular se puede prescindir de la Hipétesis del
Continuo (aunque también se muestra cémo es que ésta implica automaética-
mente la existencia de dichas familias).

Por otro lado, no deberia ser sorprendente, que como las particiones son ob-
jetos que se estudian en muchas ramas de las matematicas, entonces las familias
casi disjuntas también son susceptibles a que se les pueda construir de distintos
modos; aqui se muestran cuatro demostraciones constructivas muy distintas de
la existencia de familias casi disjuntas grandes.

Definicién 1.1. Una familia F de subconjuntos infinitos de w es casi disjunta
si para cualesquiera A, B € F distintos se satisface que AN B es finito.

Ejemplo 1.2. Se puede verificar que la funcion f : w X w — w dada por
flm,n) =2"(2n+ 1) — 1 es biyectiva. Ahora, definiendo Cp, = {f(m,n) | m €
w}, se tiene que la coleccion & = {C, | n € w} es una familia casi disjunta (de
hecho disjunta).

Ejemplo 1.3. Definiendo C,, = {p™* | m € w}, donde p, es el n-ésimo nimero
primo se tiene que la familia F = {C), | n € w} es una familia disjunta, en
particular casi disjunta.

Mds en general, si se tiene una sucesidn de nimeros naturales (an)new Y
definiendo D,, = Cy, U a,, entonces la familia {D,, | n € w} es casi disjunta (no
necesariamente disjunta).

Ejemplo 1.4. Sabemos que existe una biyeccion f : Q — w. Para todon > 1
sean B, = {m+ * | m € w} y A, = f(By). Es claro que F = {A, | n € w}

1



2 CAPITULO 1. FAMILIAS CASI DISJUNTAS

es una familia casi disjunta infinita de subconjuntos de w, pues los B, son de
hecho disjuntos y la funcion f es en particular inyectiva.

Lema 1.5. Para cualquier familia % casi disjunta numerable existe A C w, con
A& F, tal que A es casi disjunto a todos los elementos de F , es decir, la familia
F se puede extender a otra familia casi disjunta que la contiene propiamente.

Demostracion. Sea F = {A, | n € w} una familia casi disjunta. Primero obser-
vemos que para cada n € w el conjunto w \ J¢,, Ax es infinito.

Si no fuese asi, existirfa n € w tal que B, = w \ ¢, Ax es finito.

Ahora veamos que:

A, = (A, N B,) U <Anm (U Ak>> = (A, N B,) U (U (AnmAk)>.

ken ken

Pero el primer término de la unién es finito (pues B, lo es) y el segundo es una
unién finita de finitos (pues cada A,, N Ay es finito), asi resulta que A,, es finito,
lo cual es una contradiccién.

Asi w\ e, Ax es infinito para todo n € w, por lo tanto podemos elegir una
sucesién estrictamente creciente (ay,)new, con a, € w, tal que a, € w\Uye, Ak-
Ademas si k € n, entonces a,, ¢ Ay, de donde se sigue que para todo k € w el
conjunto A = {a,, | n € w} es casi disjunto a Ay, pues

A NA= (Ak N {al, ag, ..., ak}) @] (Ak N {a/k+17 Ak4-2, })7

y el primer término de esta unién es finito (ya que {ai,as,...,ar} lo es) y el
segundo es vacio por la observacién del parrafo anterior. Asi A es el conjunto
buscado. O

Lema 1.6. Cualquier familia % casi disjunta de subconjuntos de w estd conte-
nida en una familia casi disjunta mazimal.

Demostracion. Sea 7 ={9 | (F C 4)N(¥ es casi disjunta)}. Veamos que 57
satisface las condiciones del Lema de Zorn. Primero es claro que 5 # ), pues
F € . Ahora sean (¥;);c; una cadena en 'y 7 = J;c; %; es claro que 7
es una cota de la cadena, asi lo dnico que resta verificar es que ¢ € . Para
ver esto es suficiente elegir dos elementos distintos A, B € _# y ver que AN B
es finito. Sabemos que existen ig,i; € I tales que A € ¥, y B € %;,; usando
que (%;):cr es una cadena y eligiendo io = méx{ig, i1} se tiene que A, B € 4,
pero ¥, es una familia casi disjunta, por lo tanto AN B es finito y entonces
F € J. Ahora, por el Lema de Zorn, ¢ admite un elemento maximal, lo cual
termina la prueba. O

Corolario 1.7. Cada familia infinita casi disjunta maximal es no numerable.
En particular existe una familia casi disjunta no numerable de subconjuntos de
w.



Demostracion. Por el Lema 1.5 sabemos que ninguna familia casi disjunta nu-
merable es maximal, es decir, si existiese una familia maximal, no es numerable.
Ahora para demostrar que existe una de dichas familias basta exhibir una nu-
merable y por el Lema 1.6 ésta estara contenida en una maximal, en particular
existird una maximal. Para esto tltimo basta tomar cualquier familia de los tres
ejemplos que se dieron al comienzo de la seccién. O

Observe que para que una familia sea casi disjunta no es necesario que su
unién sea todo el conjunto de los niimeros naturales. Por ejemplo, para la familia
del Ejemplo 1.4 se tiene:

w\ | JrB)=w\f|UBn|=r@\f|UB.|=F{Q\{ Bn

n>1 n>1 n>1 n>1
Ademés como 1 € Q\ U,,>; By, entonces f(1) € f (Q \Un>1 Bn> y asi:

n>1

Lo que si podemos decir es que siempre que se tenga una familia casi disjunta %
tal que w\|J.Z es infinito, .# no es maximal, pues la familia ¢4 = .Z U{w\|J #}
es también casi disjunta y contiene propiamente a %.

Otra observacién es que dada una familia casi disjunta tal que w \ |J & # 0,
Z induce otra familia .#’ casi disjunta que cumple que |J.#' = w. Para esto
elijase A € Z y defina B =AU (w\ J.%). Considere #' = (% \ {4}) U{B},
entonces |J .’ = w.

Por otro lado, desafortunadamente el Corolario 1.7 no prueba que existen
familias casi disjuntas de cardinalidad 2%¢, sélo prueba que existen de cardinali-
dad N;. Si asumiésemos CH (la Hipétesis del Continuo), tendriamos el resultado
buscado, sin embargo, como veremos a continuacién, esto se puede probar sin
la necesidad de introducir CH.

Teorema 1.8. Hay una familia casi disjunta de cardinalidad 280 de subconjun-
tos de w.

Se presentan distintas pruebas de este resultado, todas éstas tienen algo
en comun: en lugar de trabajar directamente con el conjunto de los nimeros
naturales se trabaja con otros conjuntos numerables que tienen una estructura
mas conveniente. Es decir, si se tiene un conjunto numerable K y se logra
construir una familia . = {U; | i € I'} casi disjunta de subconjuntos infinitos de
K, entonces f(.Z) = {f(U;) | i € I} es una familia casi disjunta de subconjuntos
de w, donde f : K — w es una biyeccién, la cual existe por la numerabilidad de
K.

Para la primera prueba se trabajard con el conjunto 2<%, el cual se define
como el conjunto de todas las sucesiones finitas de ceros y unos.

Primero verifiquemos que 2<% es numerable, para ver esto sea H,, el conjunto
de todas las sucesiones de ceros y unos de longitud n; es claro que H, tiene 2"



4 CAPITULO 1. FAMILIAS CASI DISJUNTAS

elementos. Ahora notemos que 2<% = (J, ., H,, por lo tanto 2<“ se puede ver
como una unién numerable de conjuntos finitos y por lo tanto es numerable.
Primera demostraciéon. Para cada x € 2 sea A, = {z [ n|n € w}, donde x [ n
significa restringir la funcién z al dominio n'.

Siz,y € 2% con x # y, existe n tal que z(n) # y(n), por lo tanto 4, N A,
no contiene ninguna sucesién de longitud mayor que n, asi A, N A, tiene a
lo méas todas las sucesiones de longitud menor que n, por lo tanto es finito,
luego la familia F = {4, | © € 2%} es casi disjunta y ademds tiene la misma
cardinalidad que 2¢, la cual sabemos que es 2%0. O

Para la segunda demostracién el conjunto numerable con el que se traba-
jard es el conjunto de los niimeros racionales Q.

Segqunda demostracion. Para cada r € R elijamos una sucesién (¢ )ne. de
nameros racionales tal que no es eventualmente constante, converge a r y sea
J— T
Ar ={qy [n € w}.
Para s, € R, con s # r, elijamos € > 0 tal que:

(s—e,s+e)N(r—er+e) =0

Pero, por la convergencia de las sucesiones, existe M € w tal que si n > M,

qar € AN(r—er+eyq € AsN(s—e¢,s+¢), de lo cual se sigue que A, N Ay

tiene a lo mas 2M elementos, es decir, es finito. Asf la familia .# = {4, | r € R}

es casi disjunta y tiene el tamano del continuo. O
En la tercera prueba el conjunto numerable serd Z x Z.

Tercera demostracion. Para cada dngulo « € [0, 27) sea A, el conjunto de todos
los elementos de Z x Z que tienen una distancia menor o igual que uno a la recta
Lo = {(z,y) € R? | y = tan(a)z}.

Si o y 3 son dos édngulos distintos, el conjunto de puntos H en R? que
estdn a una distancia menor o igual que 1 de L, y Lg es un compacto, ademas
AyNAg=HN(ZxZ),y por ser H compacto, A, N Az debe ser finito.

Asf la familia .# = {4, | « € [0,27)} es casi disjunta y tiene el tamafio de
[0,27), el cual es 2%°. O

El conjunto numerable sobre el que se va a generar la familia casi disjunta
en la siguiente prueba es w X w.

Cuarta demostracién. Definamos una funcién A : [0,1] — w* como sigue: para
cada x € [0,1] y cada n € w sea A(z)(n) la parte entera de nz. Ahora notemos
que para z,y € [0,1], con z < y, existe un N € w tal que si n > N, % <y-—ux,
de aqui se sigue que para todo n > N existe ¢ € w tal que x < 1 < y, luego
Az)(n) < azn < (L)n = ¢ = A(L)(n) < A(y)(n). En particular A(z)(n) <
Aly)(n).

Por lo tanto A(z) y A(y) son dos funciones que son distintas para todo
n > N, luego son iguales a lo mds en N puntos y por lo tanto A(x) N A(y) es

INormalmente se usa la notacién f |4 para referirnos a la restriccién de f al dominio A4,
pero la notacién f | A tiene la ventaja de que puede usarse para cuando la expresién del
conjunto al que se quiere restringir es méas larga, por ejemplo f | [Q N (0,1)]<% en lugar de

flono,1y<e-



finito. Asf la familia % = {A(z) | € [0,1]} de subconjuntos de w X w es casi
disjunta. O
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Capitulo 2

Familias independientes

Como ya se habia dicho, la idea de independencia que se tiene en probabili-
dad se puede extender a espacios de medida, més precisamente, en un espacio de
medida (X, 7, ), diremos que dos conjuntos A, B € & son independientes si
sucede que (AN B) = u(A)p(B). Ademas uno de los primeros ejemplos de me-
dida que se muestra en un curso usual es el de la medida de contar, por ejemplo
sobre el conjunto de los numeros naturales. Entonces que dos conjuntos infinitos
sean independientes en esta medida significaria que su intersecciéon también es
infinita.

Resulta que esta nocién de independencia se puede extender un poco mas,
pues podemos hacernos preguntas como: Dados dos conjuntos independientes,
podra ser que ademds el complemento de uno de ellos sea independiente del
otro y viceversa? ;Y qué los complementos también sean independientes entre
ellos? O mas generalmente, jexistiran familias infinitas de conjuntos tales que
las intersecciones de cualesquiera dos subfamilias finitas y disjuntas de elementos
de la familia (o de sus complementos) resulten ser independientes? El estudio
de estas preguntas motiva el concepto de las familias independientes.

Definicién 2.1. Una familia % de subconjuntos de w es llamada independiente,
si siempre que se elijan X, ..., Xp, Yo, ..., Yy € F distintos, el conjunto

XoNn..NX,N(w\Yy)N..n(w\Yy)

es infinito. A la coleccion de todas estas intersecciones le llamamos el envolvente
de F y lo denotamos por ENV (.¥).

Note que de igual forma podemos decir que una familia .# de subconjuntos
de w es independiente si siempre que se tengan S, T C . dos subfamilias finitas
y disjuntas se cumple que:

() ur)=(n)yr

es infinito.
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Ademsés notemos que todos los elementos de una familia independiente son
subconjuntos infinitos de w que también tienen complemento infinito.

Ejemplo 2.2. Sean p, el n-ésimo nimero primo y C, = {mp, | m € w}. La
familia & = {C,, | n € w} es independiente.

En efecto, sean Xo,..., X;,Yy,...,Yr € & distintos. Sabemos que existen
Drys ey Prys Qny y -y On,, NUMeros primos distintos tales que X; = {mp,, | m € w}
y Y = {magn; | m € w}.

Ahora, eligiendo m = py,...pn,, Se tiene que:

meXoN..NX,N(w\Yy)N...N(w\ Yan).

De hecho cualquier potencia de m también estd en XoN...N X, N(w\Yy)N...N
(w\Y,,), y como m > 1, este conjunto es infinito.

2.1. Tamano de las familias independientes

Se prueba de distintos modos, al igual que con las familias casi disjuntas,
que existen familias independientes de cardinalidad 2%°. Ademés como cualquier
subfamilia de una independiente es independiente, entonces como consecuencia
de la existencia de una familia independiente de tamaflio 28 se tiene que para
todo cardinal x < 2% hay una familia independiente de cardinalidad &.

Teorema 2.3. Fuxiste una familia independiente de subconjuntos de w que tiene
cardinalidad 2%

Al igual que con las familias casi disjuntas se va a construir la familia inde-
pendiente en conjuntos numerables distintos a w.

2.1.1. Demostracion original de Fichtenholz y Kantoro-
vich

El conjunto numerable C' sobre el que se trabaja aqui es el conjunto de
todos los subconjuntos finitos no vacios de Q, por lo tanto lo primero que hay
que notar es que efectivamente C' es numerable. Para n > 1, sea H,, el conjunto
de todos subconjuntos de Q que tienen n elementos. Se puede oberservar que
Ng < [Hp|y que |Hy| < [[ic, Q = [;c, o = Ro. Asi [H,| = Ng. Ademds
C = U,,>; Hn, por lo tanto, C' se puede ver como una unién numerable de
conjuntos numerables y consecuentemente es numerable.

Ahora para cada r € R sea A, = {a € C' | |(—o0,7] Nal es par}.

Lema 2.4. La familia F = {A, |r € R} es una familia independiente.

Demostracion. Sean rg,T1,...,Tp—1, S0, ---, Sm—1 € R distintos y

to = min{ro, 71, ..., Tn—1, S0 -+, Sm—1}
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y para cada i € {0,...,m +n —2}:

ti+1 = min({ro,rl, ooy T—1580, -+ Sm—l} \ {to, ,tz})

Entonces {7’0, T1lyeeesT—15S50y ey Sm—l} = {to, ceny tm+n—1}7 con t; < t;41 para
todo i € {0,...,m+n —2}.

Si tg = r; para algun j, elijanse dos elementos distintos ag y bp en Q N
(—o0,tg) y considere Py = {ag,bo}. Ahora si tg = s; para algin i, sea ag €
QN (—o0,to) y Po={ao}-

Paraie {1,...,m+n—1}:si (t;_1 =rx At; = s) o bien (t;—1 = s;At; = 1))
entonces sea a; € QN (¢;,_1,t;) y P; = {a;}, en caso contrario sea P; = (.

Luego P = ;¢ i Piestal que P € A, N..NA, N(C\A)N...N(C\ Ay, ).
Pero por la construccion de P es claro que sus elementos se pueden elegir de
infinitas maneras distintas, lo cual prueba que el conjunto

Ay N NA, N(C\Agy) NN (C\ As,)
es infinito. O

Cuando indexamos una familia % de conjuntos, lo que formalmente se hace
es construir una funcién F : I — F suprayectiva (pero no necesariamente
inyectiva), y denotamos por F; a F'(i). Por lo tanto |#| < |I|.

Note entonces que, para la indexacién de una familia independiente .%, no
es vélido el argumento de que, como .% es independiente, si i,j € I, con i # 7,
sucede que X; N (w\ X;) es infinito, y as{ en particular X; # X;, porque lo
que se debe de elegir, de acuerdo a la Definicién 2.1, son dos subfamilias finitas
disjuntas, jno dos subconjuntos de indices finitos y disjuntos! Por lo tanto la
indexacién de una familia independiente no es necesariamente inyectiva.

Por lo tanto es necesario notar que, siguiendo la notacién del Lema 2.4, si
z,y € R, con z < y, entonces A, # A,. En efecto, basta que elijamos un racional
q tal que ¢ < x y otro racional p con z < p < y; el conjunto P = {q, p} cumple
que P € A, pero P ¢ A,.

Ahora, puesto que la familia % expuesta en en Lema 2.4 estd indexada
por los nimeros reales (y la indexacién si es inyectiva), ésta tiene la misma
cardinalidad que R, y por lo tanto esto implica el Teorema 2.3.

2.1.2. Demostracion de Hausdorff

Como veremos en la siguiente seccién, la demostracién que a continuacién
se presenta tiene la ventaja de que se puede generalizar para cardinales més
grandes, sin embargo es mas complicada y por lo tanto la dividiremos en dos
partes.

Proposicion 2.5. Si se tienen Xo, X1, ..., X;, C w distintos, existe un M € w
tal que sii,j € n+1, coni# j, entonces X; N M # X; N M.

Demostracion. Para cada 4,5 € n+ 1, con 7 # j, sea n;; el minimo elemento
de (X; \ X;) U (X, \ X;). Note que como X; # X, (X; \ X;)U(X;\ X;) #0y
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ademads n; ; = n;,;. Eligiendo m; ; = n; j + 1 se tiene que X; Nmy; ; # X; Nmy 5,
vaque n;; € X;Nm; ; on;; € X;Nm;;, pero no ambos a la vez. Note ademds
que cualquier m > m,; ; también cumple que X; Nm # X; Nm por la misma
razon.

Sea M = méx{m, ; | i,j € n+1,i # j}, entonces para todos i,j € n+1,i # j
se tiene que X; N M # X; N M. O

Sea C = {(n,A) | (n € w)A(A C P(n))}. Como para cada n € w sélo existen
finitos conjuntos A tales que A C P(n), entonces C' es una unién numerable de

finitos y por lo tanto es numerable.
Para cada X Cwsea X' ={(n,A) e C| X Nn e A}.

Teorema 2.6. {X' | X C w} es una familia independiente.

Demostracion. Sean X, ..., X,, Yo, ..., Yo, C w distintos.
Por la Proposicién 2.5 existe M € w tal que para todos

Xa Y e {XOa "'aXn7Y07 ey Ym}7

con X #2Y, se cumple que XN M #Y NM.

Sea A = {X;NM | i€ n+1}. Claramente A C P(M), por lo tanto
(M, A) € C. Ahora, por la construccién de A, se tiene que X; N M € A para
todo i € n+1, es decir, (M, A) € X| y consecuentemente (M, A) € (V;c,q1 X7)-

Por otro lado, para todo j € m+1 se tiene (M, A) ¢ Y/, ya que si (M, A) €
Yj’ entonces Y; N M € A y consecuentemente Y; N M = X; N M para algin
i € n+1, lo cual contradice la eleccién de M. Por lo tanto Y; N M ¢ A, y luego

(M, A) € Njemy1(C\Y]). De todo esto:

e n )l N

i€En+1 jem+1

Pero esta construccién se puede hacer para cada m > M, por lo tanto

(ﬂ Xé)ﬂ N @\

i€n+1 jeEmM+1
es infinito, lo cual termina la prueba. O

Como resultado del Teorema 2.6 se tiene el Teorema 2.3, ya que { X’ | X C w}
tiene cardinalidad 2%° pues la indexacién es inyectiva.

2.1.3. Dos pruebas topoldgicas

La siguiente demostracién usa algunas propiedades del espacio topoldgico
(R, 74) donde 74 es la topologia inducida por la métrica euclidiana, es decir, la
topologia usual. Se usard B,.(x) para denotar la bola abierta de radio r centrada
en .
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Proposicion 2.7. Hay una base numerable £ de la topologia T4 que es cerrada
bajo uniones finitas.

Demostracion. Veamos que la familia

% ={B(@)UBL() U UB 1 (gn) | (M1, mn € ), (1,00 € Q) ]
cumple lo que se requiere.
Los elementos de % son abiertos por ser uniones de bolas abiertas. Ademads

puesto que € = {Bl (@) |n€w,qe Q} es una base y € C £, £ es una base.
También es claro que £ es cerrado bajo uniones finitas. Lo unico que falta ver

es que A es numerable, pero % se puede ver como uniones finitas de elementos
de la familia numerable €, por lo tanto, es numerable. O

Ahora para cadar € Rsea A, = {U € # | r € U}, donde & es como en la
Proposicién 2.7.

Lema 2.8. La familia {A, | r € R} es una familia independiente de subconjun-
tos del conjunto numerable .

Demostracion. Sean S, T C R finitos y disjuntos. Entonces R \ T es abierto y
para todo x € S existe U, € B tal que z € U, y U, NT = ). Como A es cerrada
bajo uniones finitas U = (J,. 4 U, € #. Pero claramente hay infinitas formas
de elegir cada U,, por lo tanto hay infinitos elementos en

(n AI> n | U@\4,) ).

zeS yeT
lo cual termina la prueba. O]

Como consecuencia del Lema 2.8 se sigue el Teorema 2.3, ya que la fami-
lia {A, | r € R} tiene la misma cardinalidad de R por la inyectividad de la
indexacién.

La siguiente prueba usa el hecho de que el espacio producto 2% es separable!,
lo cual se sigue directamente del Teorema de Hewitt-Marczewsky-Pondiczery,
sin embargo aqui expondremos una prueba sencilla de este hecho.

Es importante recordar que dada una familia {X; | ¢ € I} de espacios to-
poldgicos, el producto topoldgico

1
el

es el conjunto {f T = Ui X | f(2) € X,»} con la topologia que tiene como
subbase a los conjuntos de la forma ;" 1(UZ-), en donde m; es la proyeccién i-
ésima y U; es un abierto propio de X;.

1Un espacio topolégico X se dice separable si contiene un subconjunto denso numerable.
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Teorema 2.9. El espacio topoldgico 28, con la topologia producto, es separable.

Demostracion. Recordemos que la coleccién de subconjuntos finitos de un con-
junto numerable? también es numerable, por lo tanto

Q@ ={AC Q|4 €w}

es numerable. Ahora, para cada coleccién (que podemos suponer ordenada)
S={q,--,qn-1} € [Q]<¥, sea la funcién fg : R — 2 definida por:

fs(@)=1c e U(Qi7Q2i+1)-
1EN

Observe que D = {fs | S € [Q]<“} es numerable, pues su conjunto de indices
lo es. Veamos que es denso; para ello basta elegir un abierto basico U de 2%
y ver que U N D # (. Como U es un abierto bdsico, necesariamente existen
71,72, oy Tn ERY (J1, .0, Jm) € 2™ tales® que f € U siy sélo si f(r;) = j; para
todo i € {1,...,m}.

Ahora, para cada r;, sean g¢;, p; racionales tales que ¢; < r; < p; y ademéds
pi < qit1, y sea el conjunto Sy definido como sigue:

So={qi | i =1} U{pi | ji = 1}
De aqui es claro que fs, es tal que fs, € U, lo cual prueba que UND # (. O

Ahora para cada r € R definamos A, = {f : R — 2| f(r) = 0}. Puesto
que cada A, es tal que él y su complemento son abiertos basicos, son conjuntos
clopen* no vacios, por lo tanto si 5,7 C R son finitos y disjuntos, Necs As ¥
ﬂteT(TR \ A;) son conjuntos clopen no vacios cuya interseccién es no vacfa, por

1() tanto el C()Iljunt()
( 415) <| |(2 \‘1t)>
SES teT

es un clopen no vacio, luego su interseccién con D es infinita. Esto prueba que
la familia # = {4, N D | r € R} es una familia independiente sobre el conjunto
numerable D.

2.1.4. Demostracion por polinomios

Esta demostracién usa algunas propiedades bésicas de los polinomios en R
que tienen coeficientes racionales, por lo tanto empezaremos con un lema que
va a ser esencial para la construccién de una familia independiente.

Lema 2.10. Sean dos conjuntos S,T C R finitos y disjuntos. Entonces eziste
un polinomio p con coeficientes racionales tal que p(s) > 0 > p(t) para todos
seSteT.

2Dado un conjunto X, denotaremos por [X]<¢ ala familia de todos los subconjuntos finitos
de X y por [X]“ a la de los subconjuntos numerables.

3Aqui 2™ denota al conjunto de sucesiones de ceros y unos de longitud m.

4Un conjunto es clopen en un espacio topoldgico si es abierto y cerrado.
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Demostracion. Definamos K = S UT y digamos que K = {kg,...,kn} con
k; < k;11 para todo i € n y sea ¢; un racional en el intervalo (k;, k;11). Recur-
sivamente vamos a construir un polinomio que cumpla lo que se requiere:

Sea po(x) = 1y para todo i € {0,1,...,n — 2} sea p; 41 como sigue: Si se cumple
que

((kl € S) A (kiJrl S T)) \Y ((/ﬂl S T) AN (ki+1 € S)),

considere p;11(z) = pi(z)(x — ¢;), en caso contrario p;1(x) = p;(x).

Por la construccién se tiene que p,(x) tiene coeficientes racionales, pues es
producto de polinomios con coeficientes racionales. Ademéas para cada s € S'y
cada t € T tales que son consecutivos en K, es decir, que no existe otro k € K
con s < k<t (os>k>t), el polinomio tiene una tnica raiz en el intervalo
[s,t], y como la raiz es simple, el polinomio cambia una tinica vez de signo en
[s,t], asi pr(s) < 0 < pp(t) 0 pn(s) > 0> p,(t).

Por otro lado, si se tienen s;,s; € S (o t;,tx € T') que son consecutivos en K,
el polinomio p,, no tiene raices en [s;, s;] (0 en [t;, tx]), es decir, p,(s;) ¥ pn(s;)
(0 pn(tr) y pn(t;)) tienen el mismo signo.

Asi se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:

1. pn(s) > 0 para todo s € S 'y p,(t) < 0 para todo t € T
2. pn(s) < 0 para todo s € S'y p,(t) > 0 para todo t € T.
En el primer caso elijase p = p,, y en el segundo p = —p,,. O

El siguiente ejemplo es un caso especifico de la prueba del Lema 2.10 y
pretende aclarar cémo es que se construye el polinomio p.

Ejemplo 2.11. Supongamos que S = {—2,1,4,10} y T = {-3,5,11,22}. En-

tonces se tiene que K = {—3,-2,1,4,5,10,11,22}. Asi una eleccion de los

racionales puede ser: go = _757611 =0,q2=2,q3 = %7Q4 =7,q5 = 22—17(]5 =15.
ComokoeT yki €8, p = (m—&—%) Luego k1, ko € S, asi ps = p1. También

ko, ks € S, por lo tanto ps = pa. Ahora ks € S y kg € T, consecuentemente

ps = p3(z — g) También ky € T y ks € S, luego ps = pa(x —7). Ademds ks € S

y ke €T, asi p¢ = ps(x — 2—11) Finalmente kg, k7 € T, por lo tanto py = pg.
Ast

5 9 21
pr=(v+ 5)(90 - 5)@ -7z - 5)
y es tal que:
—2925 —2793 —507 —825
p7<_2) = S ) p7(1) = 4 ) p7(4) = Ta p7(10) = Ta

es decir, p(s) < 0 para todo s € S, ademds:

2025 165 351 591675
pr(—3) = VR p7(5) = o pr(11) = TR pr(22) = g

lo cual significa que p(t) > 0 para todo t € T.
Ahora, eligiendo p = —pr, se tiene lo que se queria.
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Como se dijo al principio y como se ha visto en las demds pruebas, las fami-
lias independientes que se construyen son sobre conjuntos numerables distintos
a los racionales, en este caso usaremos el conjunto de los polinomios con co-
eficientes racionales, por lo tanto lo primero que hay que notar es que si P es
dicho conjunto entonces éste es numerable. Para ver esto definamos H,, como el
conjunto de los polinomios con coeficientes en Q y de grado a lo més n, es decir:

H, ={ap2" +an_12" '+ ... +a1x+ao | Vi € n+ 1(a; € Q)}.
Si definimos f como
flanz™ 4+ an 12"t + ..+ a1z + ag) = (ag, a1y ey A1),
f resulta ser una aplicacién inyectiva de H,, a Hi€n+1 Q y por lo tanto

H«%:IImzm.

i€n+1 i€n+1

|Hp| <

Por otro lado, 8y < |H,|, de donde Ry = |H,,|. Ademds P = J, ., Hn, luego P
es una unién numerable de conjuntos numerables y por lo tanto es numerable.
Ahora definamos para cada r € R el conjunto A, = {p € P | p(r) > 0}.

Lema 2.12. La familia # = {A, | r € R} es una familia independiente.

Demostracion. Sean S, T C R finitos y disjuntos. Lo que queremos probar es

que el conjunto:
seS teT
es infinito.

Pero por el Lema 2.10 se tiene que existe p € P tal que p(s) > 0 > p(t) para
todos s € S,t € T, es decir, Vs € S(p € A;) y Vt € T(p &€ Ay), o dicho de otro

modo:
pE(ﬂAJﬂ(ﬂP\&)
seS teT

Pero cualquier miltiplo racional positivo de p también estd en dicho conjunto,
por lo tanto éste es infinito, lo cual termina la prueba. O

Claramente, y nuevamente, como consecuencia del Lema 2.12 se tiene el
Teorema 2.3, ya que la familia % = {A, | r € R} es del mismo tamano que R,
pues la indexacién es también inyectiva.

2.1.5. Demostracion por familias casi disjuntas

Al principio del trabajo se comenté que existe una relacién entre las familias
casi disjuntas y las familias independientes, la siguiente demostraciéon da muestra
de esta relacion.
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Lema 2.13. Sea .# una familia casi disjunta en w de tamano 2%°. A cada
A € F asignamos la coleccion A’ de todos los subconjuntos finitos de w que
intersectan a A, es decir:

A'={BCw|BNA#0,|B| €w}.

Entonces la familia F' = {A" | A € F} es una familia independiente en el
conjunto numerable de los subconjuntos finitos de w.

Demostracion. Sean S = {Ag,.... A} € F y T = {By,....,Bn} C F dos
subfamilias disjuntas (y finitas). Por ser .# casi disjunta cada A; € S es casi
disjunto a |J T, es decir, A;N(|JT) es finito, pero como A4; es infinito, 4;\ (UT)
también lo es. Eligiendo k; € 4;\ (UT) y H = {ko, ..., kn} se tiene que:

He(ﬂA’)\ U B

AeS BeT

Pero la eleccién de cada k; es infinita, por lo tanto hay infinitos H que cumplen
lo anterior y asf la familia .%" es independiente. O

2.1.6. Demostracion por aproximacion finita

Esta es una adaptacién nuestra a la prueba convencional conocida como
prueba por aproximacion finita. Lo que se hard es construir familias indepen-
dientes convenientes en subconjuntos finitos, para posteriormente crear con estas
una familia independiente grande sobre un conjunto numerable adecuado.

Lema 2.14. Para todo n € w eziste un conjunto Y, y una familia {X7' | s € n}
de subconjuntos de Y, tales que para cualesquiera dos subconjuntos disjuntos
S, T Cn se cumple que:

(ﬂx;;)m(yn\ UX,’;) #0

kes keT
y ademds Y, NY,, = 0 siempre que n # m.

Demostracion. Sean Y,, el conjunto de todas las funciones que van de n al 2, es
decir, Y, ={f | f:n—=2} y X? ={f €Y, | f(k) =0}

Ahora, si S,T C 2" son disjuntos y definimos fr como la funcién indicadora
de T se tiene que:

fr e (ﬂX,?)m(Q”\UX};).
kesS keT

Adems4s es claro que Y,, NY,, = () ya que las funciones de Y,, tienen un dominio
distinto a las de Y,,,, lo cual termina la prueba. O
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Sea ahora H = {0 : w = w | Vk € w(o(k) < k)} y para cada 0 € H
definamos el conjunto X, como:

X, = U X2

new

Notemos que para cada natural m las tinicas funciones en X, que tienen dominio
m son precisamente las que estan en X ., por lo tantosi f : m — 2, conm € w,
se tiene que la tnica posibilidad de que f € X, es que f € X™

o(m)”

Teorema 2.15. {X, | 0 € H} es una familia independiente sobre el conjunto
numerable Y =, . Yn.

ncw ~ N

Demostracion. Y es numerable por ser una unién numerable de conjuntos fini-
tos.

Ahora, eligiendo S, T C H finitos y disjuntos, se tiene que existe un N € w
tal que o [ N # 7 | N para todos o,7 € SUT, con o # 7.

Por otro lado, por el Lema 2.14, existe fy tal que

In € (ﬂ XiV(N)) N (YN\ U Xiv(N)) :

oc€es TeT

es decir, existe un elemento fy € Yy C Y que estd en XﬁN) C X, para todo

o € S; ademas fy ¢ Xi\éN) para todo 7 € T' y por una observaciéon anterior se
sigue que fy € X.. De todo esto:

fn € (ﬂXa>\UXT.

oces TeT

Pero de esta misma forma, para todo n > N, se puede construir una funcién
fnin = 2tal que fr € (Nyes Xo )\ (U,er X-), lo que prueba que este conjunto
es infinito. O

2.2. Familias independientes en cardinales arbi-
trarios

Una vez que se tiene que existe una familia independiente de cardinalidad
2% sobre el conjunto de los naturales cabe preguntarse si serd cierto que para
todo cardinal k existe una familia independiente de cardinalidad 2" de sub-
conjuntos de k. Si esto es cierto, una estrategia para tratar de probarlo seria
intentar generalizar alguna de las demostraciones que se usaron para el caso de
k = Ng. También resulta intuitivo creer que algunas de las demostraciones no
se podran extender pues éstas utilizan algunas propiedades muy particulares de
los conjuntos numerables (o conjuntos numerables muy particulares). En esta
seccién se verd que dos de aquéllas pruebas si se pueden generalizar para cual-
quier cardinal, de hecho una de éstas es una de las pruebas topolégicas que se
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presentaron en la seccién anterior y la otra prueba es una generalizacién de la
prueba Hausdorff. La primera de las pruebas es muy larga pues se construye
un conjunto de cardinalidad x con propiedades muy especiales, por otro lado,
la prueba de Hausdorff tiene la cualidad de ser una prueba muy corta, aunque
muy técnica.

2.2.1. Prueba topoldégica

En toda esta seccién x denotard un cardinal infinito, 2 y 22" denotarén a los
productos topolégicos [[;c,.2 v er% 2 respectivamente, en donde 2 = {0, 1}
es considerado con la topologia discreta.

Nuestro primer objetivo en esta seccién es probar el siguiente resultado:

Lema 2.16. Sea k un cardinal infinito. Entonces 22" tiene un conjunto denso
D tal que para todo conjunto clopen no vacio A de 22", DN A es de cardinalidad
k. En particular 2% tiene un subconjunto denso de cardinalidad k.

La prueba del Lema 2.16 es un tanto compleja, es por ello que la dividiremos
en varias proposiciones. Posteriormente este resultado nos permitira construir
una familia independiente sobre el cardinal .

Definicién 2.17. Sean A y B conjuntos. Una funcion parcial finita de A o B
es una funcion f cuyo dominio es un subconjunto finito de A y que toma valores
en B. Cuando B = 2 = {0,1}, denotamos al conjunto de todas las funciones
parciales finitas de A al 2 como FF(A).

Proposicion 2.18. FEl espacio 2% admite una base de conjuntos clopen.

Demostracion. Para cada funcion parcial finita s de s al 2 sea

[s]={fe2"|sC [},

es decir, [s] es el conjunto de todas las posibles extensiones de s a funciones con
dominio k.

Recordemos que los abiertos bésicos en el espacio producto son precisamente
los conjuntos de la forma

7Tj_01(A0) N 7Tj_11(A1) Nn...N ﬂ'j_nl(A")’

donde j; € Ky A, es un subconjunto propio y abierto en la topologia 7;,. Como
en este caso 7;, es la topologfa discreta en el conjunto 2 = {0, 1}, A; € {{0},{1}}.
De esto se sigue que en este caso los abiertos bdsicos son de la forma [s] con
s € FF(k).

Para ver que los elementos de esta base son clopen basta ver que son cerrados.
Sea [s] un elemento de la base. Sabemos que

S = {(ao,io), ((Zl,il), ceey (an_l,in_l)}

donde a; € k e 7; € 2 para todo j € n.
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Sea s; = {(a;,1 —i;)}. Note que para todo j € n se tiene que s; € FF(k),
por lo tanto [s;] es también un elemento de la base de la topologfa.

Ahora notemos que 2%\ [s] = |J;¢, [s;]. Para ver esto sea f € 2%\[s], es decir,
f no extiende a s y por lo tanto existe un a;, con j € n, tal que s(a;) # f(a;),
por lo tanto f(a;) = s;(a;) y consecuentemente f € [s;]. Para ver la otra
contencion es suficiente notar que si una funcién f extiende a una s;, es decir,
si f € [s;], f no extiende a s y asi f & [s].

Por lo tanto 2% \ [s] es una unién finita de abiertos y en consecuencia es
abierto, asf se tiene que [s] es cerrado y por lo tanto clopen. O

En la demostracién de la Proposicién 2.19 utilizaremos el Teorema de Ty-
chonoff, el cual enunciamos a continuacién y cuya prueba se puede consultar en

[6] y en [11].

Teorema de Tychonoff. El producto topoldgico de cualquier coleccion de es-
pacios compactos es compacto.

Proposicion 2.19. Todo conjunto clopen en el espacio 2% es compacto.

Demostracion. Por el Teorema de Tychonoff sabemos que, como 2 = {0,1} es
compacto, 2% también lo es. Por otro lado, cualquier cerrado contenido en un
compacto también es compacto, lo cual termina la prueba. O

Ahora, por las Proposiciones 2.18 y 2.19, se sigue que cualquier clopen no
vacio es la unién de finitos clopen bésicos. Esto se debe a que si A es un clopen,
por ser abierto, es la unién de elementos de la base, pero estos son a su vez una
cubierta de A, y por ser este compacto, admite una subcubierta finita.

Proposicion 2.20. Existen exactamente K funciones parciales finitas de k a 2;
es decir,
|FF (k)| = k.

Demostracion. Primero veamos que la cantidad de subconjuntos finitos no vacios
de k es justamente k. Para ver esto sea H,, el conjunto de todos subconjuntos
de k que tienen n elementos, con n > 1. Claramente x < |H,| y también es
claro que se cumple que®:

|Hy| < |k X .. XK=k X .. XKk=K"=kK

Asi |Hy| = k. Si C =J,,»; Hn, entonces, por el Teorema A.21, se tiene que:

/i§|C’|§Z|Hn\22ﬁ=\w\-ﬁ:blo~ff:ﬁ;.

n>1 n>1

Asf |C| = k. Ahora, si elegimos uno de dichos conjuntos finitos, es decir, un
A € C, la cantidad de funciones con ese dominio y que vayan al 2 = {0,1} son

5Aqui |k X ... X k| denota la cardinalidad del producto cartesiano de x consigo mismo n
veces mientras que kK X ... X k denota el producto cardinal.
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tantas como 2™ donde n = |A|. Es decir, si Fy = {f : A — 2}, |Fa|] = 2". De
esto y del hecho de que FF (k) = Jy e Fa se sigue que:

PR < S |Fal = 37 214 = 0] sup{24] | A € C} = [C]-Ro = -N = 1.
AeC AeC

Y como resulta claro que k < |FF(k)| se tiene que |FF (k)] = k, como se
queria. O

Por otro lado, la base de conjuntos clopen es Z = {[s] | s € FF(x)}, por lo
tanto |#| = |FF(k)| = k.

Corolario 2.21. Ezxisten exactamente k conjuntos clopen en 2.

Demostracion. Todos los elementos de la base son clopen, por lo tanto hay al
menos x conjuntos clopen. Ahora, andlogamente a como se hizo en la Proposicién
2.20, y como |B| = k, sabemos que si T es el conjunto de todos los subconjuntos
finitos de elementos de f3, entonces |Y| = &.

Por otro lado, se puede encontrar una funcién inyectiva que va de la familia
de todos los clopen a T, ya que si A es un clopen, A = |J B para algin B € T,
de donde se tiene que hay a lo mds tantos conjuntos clopen como | Y|, es decir,
hay a lo més tantos como , lo cual termina la pruebaS. O

Corolario 2.22. Ezisten exactamente k funciones continuas de 2° al 2.

Demostracion. Basta notar que las funciones continuas de 2% al 2 son funciones
caracteristicas de conjuntos clopen en 2. O

Sea D = {f:2" — 2| f es continua}.

Proposicion 2.23. Cualquier cantidad finita de elementos de 2% puede ser
separada por conjuntos clopen disjuntos a pares.

Demostracion. Sean fo, fi,..., fn—1 € 2" funciones distintas. Por ser funciones

distintas, para todo ¢, j € n, con ¢ < j, existe un z;; € k tal que f;(zi;) # fi(xij).
Sea H = {z;; | {,j € n,i < j}. Ahora definamos:

so = {(z, fo(x)) | = € H},
s1={(z, fi(x)) [ = € H},

sn—1=1{(x, fu—1(x)) |z € H}.

Claramente cada s; es una funcién parcial finita de x al 2, pues H C k es finito,
asi cada [s;] es un conjunto clopen y f; extiende a s;, es decir, f; € [s;].

6 Aqui se estd usando el Axioma de Eleccién para asegurar la existencia de dicha funcién
inyectiva, sin embargo se puede definir sin necesidad de dicho axioma.
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Lo tnico que resta ver es que [s;] N [s;] = 0 si ¢ # j, pero esto es claro ya
que si f € [s4]:

f(@i5) = si(wi5) = fi(wij) # fi(@ij) = s5(245),

en particular f (x”) =+ sj(xij), es decir, f no extiende a s; y consecuentemente
[ & [s;], lo cual termina la prueba. O

Note que, usando la notaciéon de esta demostracién, como H es finito, en-
tonces la cardinalidad de x \ H es justamente k. Ahora definamos para cada
y € k\ H el conjunto H, = HU {y} y s§ = {(, fu_1(2)) | © € H,} para todo
j € n. Entonces se tiene que la coleccién ([sé"])]en también es una coleccién
de conjuntos clopen disjuntos a pares tales que f; € [s?] y ademads para cada

y € k' \ H se genera una coleccién distinta.

Corolario 2.24. Toda funcion parcial finita de 2" al 2 se puede extender a una
funcion continua.

Demostracion. Una funcién parcial finita g de 2" al 2 es de la forma:

g = {(fo,9(f0)), (f1,9(f1)), s (fn-1,9(fn-1))},

en donde para todo ¢ € n se cumple que f; € 2”, es decir, f es una funcién de
k al 2 y ademés g(f;) € {0,1}.

Por la Proposicién 2.23, existe una coleccién de conjuntos clopen (C;);ep, tal
que f; € C; y ademds C; N C; = () siempre que ¢ # j.

Sean R = {f; | g(fi) = 1} y O = Uy,cg Ci- Ast O es una unién finita de
conjuntos clopen y por lo tanto es clopen, ademds, como C;NC; = () para i # j,
se tiene que f; € R siy sblo si f; € O. Ahora, la funcién caracteristica del
conjunto O extiende a g y es continua, lo cual termina la prueba. O

Por otro lado, la coleccién de (C;);en se pudo haber elegido de x formas
distintas, por lo tanto, O en la demostracién anterior también se pudo haber
tomado de x formas distintas; o dicho de otro modo, cada funcién parcial finita
se puede extender a tantas como x funciones continuas.

Recordemos que en esta seccién lo que buscamos es probar el Lema 2.16,
y nuestro candidato al conjunto D buscado es {f : 2° — 2 | f es continua}.
Veamos que este efectivamente cumple las condiciones de dicho lema.

Corolario 2.25. El conjunto D = {f : 2" — 2| f es continua} es denso en 22"
y para cualquier clopen no vacio A de 22", DN A tiene cardinalidad .

Demostracion. Sabemos que los abiertos bésicos en 22” son de la forma [g] =
{f:2" > 2| g C f} donde g es una funcién parcial finita de 2% al 2. Ahora,
por el Corolario 2.24, sabemos que toda funcién parcial finita se puede extender
a una funcién continua, dicho de otro modo, para toda g € F'F(2") existe una
he{f:2% = 2| f es continua} tal que h € [g], es decir, [g] N D # @ lo cual
prueba la densidad de D.
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Sea A un clopen no vacio de 22”. Sabemos que existe una g € FF(2") tal
que [g] C A. Pero sabemos que g se puede extender a tantas como x funciones
continuas, es decir, |[g] N D| = k, consecuentemente

k=|lglNnD|<|AND[<[D| =k
lo cual termina la prueba. O

El Corolario 2.25 tiene como consecuencia el Lema 2.16 y por lo tanto ya
estamos en condiciones de usar este tltimo para probar el siguiente teorema, el
cual precisamente afirma la existencia de familias independientes grandes sobre
cualquier cardinal infinito.

Teorema 2.26. Para cualquier cardinal infinito k, hay una familia F de sub-
conjuntos de k tal que |.F| = 2" y ademds para cualesquiera S, T C F finitos y
disjuntos se tiene que:

(N iy

Xes YeT

es de tamano k.

Demostracion. Como ya se ha hecho varias veces en lugar de construir directa-
mente la familia de subconjuntos de x se construird la familia en otro conjunto
de tamano x pero que tenga una estructura conveniente, en este caso se usara D.
Sea D C 22" como en el Lema 2.16. Para cada = € 2%, sean B, = {f € 22" |
f(z) =0}y A, = DN B,
Siempre que S,T C 2" finitos y disjuntos, entonces

(ﬂ&)\UBZ

zeS zeT

es el conjunto de todas las funciones que valen O en los x € Sy 1 paralosx € T,
es decir, son todas las posibles extensiones de la funcién parcial finita

s={(z,0) |z € S}U{(z,1) |z €T},

lo cual en particular implica que es un conjunto clopen (y ademés es no vacio).
Ahora notemos que:

zeS zeT z€S zeT

es decir, (mxes AI) \ (UzET Am) es la interseccién de un clopen no vacio con D,
luego, por el Lema 2.16, este es de tamartio s, lo cual demuestra que .# = {4, |
x € 2"} es una familia de subconjuntos de D que cumple lo que se querfa. [
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2.2.2. Una variante de la demostraciéon de Hausdorff

La siguiente demostracion esta inspirada en la prueba original de Felix Haus-
dorff de la existencia de familias independientes grandes en cardinales arbitra-
rios ([10]). Ademds en comparacién con la prueba derivada del Lema 2.16, esta
prueba es mucho mas sencilla.

Sea R la coleccién de todos los subconjuntos finitos de elementos de FF (k)
y para cada f: Kk — 2 sea

Ar={aeR|3sea(sC f)}.
De este modo, un subconjunto finito a de funciones parciales finitas estd en Ay
si f es la extension a todo k de alguna funcién parcial finita en a.

Proposicion 2.27. Para cualesquiera S,T C 2" finitos y disjuntos el conjunto

ﬂAf \UAg

fes g€eT
tiene cardinalidad k.

Demostracion. Primero notemos que para cada f € Sy para cada g € T existe
un elemento ay, € k tal que f(agg) # g(argy). De esto se sigue que para todo
f € S existe una sy € FF(k) tal que sy C f y ademés sy Z g para todo g € T
Para ver esto basta tomar:

sy ={(asg, flage)) g€ T}

Sia={sy|feT} setiene que a es tal que toda f € S es extensién de algin
s € a (de hecho de sf) y ademds ningtin y € T extiende a ninguna s € a, es
decir:

ac [ (A \ U 4
fes geT

Por otro lado, tomando f = max{ays, | f € S,9 € T} + 1y si para cada v > f3,
con v € k, definimos los conjuntos

SF=s;U{(n IO}, ay={s}|feS),

por el mismo argumento que usamos para a, se tiene que

ave [ (N Ar |\ 4

fes geT

Ahora, puesto que si 7,9 € K, con 8 < v < ¢ < K, se cumple que ay # ay,
es claro que (Nres Af) \ (U,er Ag) es de cardinalidad k, que era lo que se
queria. O

Corolario 2.28. La coleccion F = {Ay | f : £ — 2} es una familia inde-
pendiente de conjuntos de cardinalidad 2% sobre el conjunto R, el cual es de
cardinalidad k.
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2.3. Aplicaciones en ultrafiltros

A finales del siglo XIX y principios del XX todavia no se tenia una nocién
totalmente aceptada de qué debia significar un espacio topoldgico, debido a eso
muchos matemadticos trataron de dar una axiomatizacion de este concepto, para
ello la mayoria crefa que la convergencia de las sucesiones deberia ser el centro de
esta axiomatizacion. En particular se creia que tomar el limite de las sucesiones
deberfa ser suficiente para poder definir el operador cerradura. Lamentablemente
después se vio que las sucesiones si pueden caracterizar el operador cerradura,
y por lo tanto gran parte de la topologia, en algunos espacios, pero no en todos.
Se dieron cuenta entonces que debian sustituir a las sucesiones por objetos mas
generales, a los que denominaron filtros. El primero en introducir los conceptos
de filtro y ultrafiltro fue F. Riesz en 1908, pero fue hasta 1937 en que Henry
Cartan los reintrodujé y los present6 con claridad como la generalizacion de las
sucesiones para estudiar espacios abstractos.

Naturalmente la mayor importancia de los filtros es en el campo de la to-
pologia, con ellos se pueden definir el operador cerradura y se pueden poner
muchos conceptos en términos de filtros, como el ser compacto o el hecho de
que una funcién sea continua. En esta seccién sin embargo no veremos eso, en
su lugar veremos algunas cuestiones cardinales relacionadas con éstos. Todas las
definiciones y resultados relacionadas con filtros y ultrafiltros de esta seccion se
pueden consultar en [3] y [6].

Definicién 2.29. Sea X un conjunto no vacio. Una familia F de subconjuntos
no vacios de X es llamada un filtro en X si se cumplen las siguientes condicio-
nes:

1. SiAe ¥ y AC B, entonces B € F.

2. Si A,B e Z, entonces ANB € .%.

Es consecuencia de la segunda parte de la definicion que cualquier intersec-
cién finita de elementos del filtro también estd en el filtro, ademds es comun
decir que la primera propiedad significa que la coleccién es cerrada bajo super-
conjuntos (o que es cerrada por arriba). Es por esto que se suele decir que un
filtro es una coleccién no vacia de subconjuntos no vacios que es cerrada bajo
superconjuntos y bajo intersecciones finitas.

Ejemplo 2.30. Para todo A C X tal que A # () se tiene que la coleccion
Fa={BCX|AC B} es un filtro.

Ejemplo 2.31. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y x € X. Si ¥, es el conjunto
de vecindades” de x, ¥, es un filtro.

Ejemplo 2.32. Fn w se tiene que la familia F = {A Cw | Q(A)} es un filtro,
en donde Q(A) es la propiedad "existe ng € w tal que sim >na, m € A”.

"Decimos que V' C X es una vecindad de z € X si ¢ € V y existe un conjunto abierto U
talquex € U C V.
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Si ahora consideramos la propiedad P(A) como ”existe algin n4 € w tal que
si p es un nimero primo y p > na, p € A”, resulta que la familia % = {4 C w |
P(A)} es un filtro.

Ejemplo 2.33. Mds generalmente, para toda sucesion creciente (an)ncw de
numeros naturales se tiene que la coleccion

Fo={ACw|(@Bns ew) = (m>ns— a, € A)}
es un filtro en w.

Note que usando la notacién de los Ejemplos 2.30 y 2.33 ningun filtro de la
forma %, es igual a uno de la forma .7 4.

Definicién 2.34. Dado un filtro % en un conjunto X, una subcoleccion no
vacia B C F es una base de filtro para ¥ si para todo F € & existe B € $
tal que B C F.

Es claro que todo filtro es base de si mismo, sin embargo la propiedad im-
portante de ser una base es caracterizada por la siguiente proposicién.

Proposicién 2.35. Sea X un conjunto no vacio y % una coleccion no vacia
de subconjuntos de X . Entonces B es una base de filtro en X si y sdlo si ) ¢ B
y para cualquiera B, Bo € & existe By € A tal que B3 C B1 N Bs.

Demostracion. =) Si A es base de filtro, 8 C .7 y consecuentemente () ¢ 2.
Ahora si By, By € %, en particular By, By € # y luego B; N By € %, y como
A es base, existe Bz € % tal que B3 C By N Bs.
<) Sea
Fg={FCX|3IBe B(BCF)}

Claramente como Z # 0, %5 # 0, ademés como () ¢ B, entonces ) & Fg.
Ademaés de la construccién de Fz es claro que este es cerrado bajo supercon-
juntos. Por otro lado, si Fy, Fy € %4, existen By, By € % tales que By C F}
y By C Fy. Ahora, de la hipdtesis sabemos que existe By € % tal que B3 C
By N By, entonces By C By N By C F) N Fy y consecuentemente Fy N Fy € F g,
lo cual termina la prueba de que este es un filtro y ademads es claro que & es
una base de éste. O

Note que en el Ejemplo 2.30 una base de filtro es simplemente { A} mientras
que en el Ejemplo 2.33 una base de filtro es {{a,, | m > n} |n € w}.

Por otro lado, en el Ejemplo 2.31 la base es {U € 7 | x € U}, es decir, una
base del filtro de vecindades es justamente una base de vecindades en el sentido
topolégico usual.

Definicién 2.36. Un filtro % en un conjunto X se dice ultrafiltro (o filtro
mazximal) si no existe otro filtro 4 tal que F C 4.
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Notemos que usando la notaciéon del Ejemplo 2.33 se tiene que si existen
r,y € A, con x # y, Fa no es un ultrafiltro. Para ver esto note que #a C F(,y.
Esto es claro ya que cualquier conjunto B € %4 es tal que x € B, luego
B € Z4; por otro lado, {z} € F,y pero {z} ¢ Fa ya que A € {z} pues
y & {«}.

Como era de esperarse algunos filtros no son ultrafiltros, sin embargo, como
veremos a continuacién, todo filtro se puede extender a un ultrafiltro, para
probar esto necesitaremos una definicion.

Definicién 2.37. Sea X un conjunto no vacio. Una familia € de subconjuntos
de X se dice centrada (o que tiene la propiedad de interseccion finita) si para
cualquier subfamilia finita €' C € se cumple que (€' # 0.

Proposicion 2.38. Todo filtro es una familia centrada.

Demostracion. Sea .Z un filtro y .%’ una subfamilia finita de éste. Como el filtro
es cerrado bajo intersecciones finitas, entonces (|.#' € .#. Por otro lado, dado
que el filtro es una coleccién de subconjuntos no vacios y %’ es un elemento
de este, (| F' # 0, lo cual termina la prueba. O

Lema 2.39. Sea X un conjunto no vacio. Para toda familia centrada € de
subconjuntos de X existe un ultrafiltro F que la contiene.

Demostracion. Sea W = {2 C P(X) | Z es una familia centrada y ¢ C 2}.

Claramente ¥ # () pues ¥ € ¥, ademds de ser un conjunto parcialmente
ordenado por el orden de la contencién, veamos que satisface las condiciones del
Lema de Zorn.

Sea (Z;)ier una cadena en Wy sea & = J;.; Z;; es claro que & es una cota
de la cadena, asi lo inico que resta verificar es que & € W. Para tener esto es
suficiente ver que para toda subfamilia finita & C & se cumple que (&’ # 0.

Sabemos que &’ = {4y, A1, ..., An—1} vy también que existen ig, i1, ..., i1 €
I tales que A; € %;, para todo j € n. Usando que (Z;);cs es una cadena y
eligiendo ¢ = max{i; | j € n}, se tiene que para todo j € n se satisface que
A; € 9;, pero 9; es una familia centrada y 6’ es una subfamilia finita de esta,
luego (& # 0.

Por el Lema de Zorn ¥ admite un elemento maximal .%. Resta verificar que
Z es un ultrafiltro. Primero veamos que es un filtro.

Sea A € .F y B D A. Notemos que la familia # U {B} también cumple
la propiedad de interseccion finita. Para ver esto es suficiente observar que si
C e %, entonces CNB # (), yaque ) # AN B C C N B. De aqui se tiene
que Z,% U{B} € U, pero .Z es un elemento maximal de ¥ y .% C .% U {B},
consecuentemente .# =.% U{B} y asi B € .Z.

Andlogamente sean A, B € %, la familia F U{ANB} € ¥, ya quesi C € .Z,
entonces ANBNC # ), pues A, B,C € F y % es centrada. Ahora, con el mismo
argumento de antes, se tiene que AN B € .F y consecuentemente .# es un filtro.
Supongamos que % no es ultrafiltro, asi existe & un filtro tal que .# C ¥4, pero,
por la Proposicion 2.38, ¢4 es una familia centrada y ademas ¢ C ¢, asi 4 € ¥,
pero luego % no es maximal, lo cual es una contradiccién. O
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Corolario 2.40. Todo filtro estd contenido en un ultrafiltro.

La siguiente es una caracterizacién de los ultrafiltros que serd de mucha
utilidad.

Lema 2.41. Sea X un conjunto no vacio y % un filtro en X. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. F es un ultrafiltro.
2. F es una familia centrada maximal.

3. F es una base de filtro con la siguiente propiedad: para todo A C X, si
AN B #0 para cada B € .F, entonces A € F.

4. F es una familia centrada con la siguiente propiedad: para todo conjunto
AC X, se tiene que A€ F o bien X\ Ae F.

Demostracion. (1) = (2) Por la Proposicién 2.38 sabemos que .% es una familia
centrada, lo inico que resta ver es que es maximal. Sea ¢ una familia centrada
tal que # C ¢4. Por el Lema 2.39 sabemos que existe un ultrafiltro % tal que
@G C . De esto se sigue que:

F CY I,

pero % es un ultrafiltro y J# es un filtro tal que % C 7, asi F = Ay
consecuentemente # = ¥, es decir, .% es maximal en el dmbito de familias
centradas.

(2) = (3) Sea A la coleccién de todas las intersecciones finitas de elementos
de .7, es decir:

%:{FlmFgﬂﬂFn|(F1,,Fn€ﬁ)/\(n€CU)}

Como A es cerrada bajo intersecciones finitas, por la Proposicion 2.35, % es
una base de filtro, y ademas es claro que % C Z. Por otro lado, toda base de
filtro es una familia centrada, consecuentemente, por la maximalidad de .Z se
sigue que .# = %, y luego Z es una base de filtro.

Sea A un conjunto tal que para todo B € .Z se tiene que AN B # (), esto
implica, debido a que % es cerrada bajo intersecciones finitas, que la familia
F U{A} también es centrada; ahora, por la maximalidad de .%, y puesto que
F C .F U{A}, se tiene que .F = .F U {A}, es decir, A € Z#.

(3) = (4) Sabemos que toda base de filtro es una familia centrada. La
segunda parte la haremos por contradiccion, es decir, supongamos que existe
AC X talque A ¢ F y (X \A) ¢ #. Por la propiedad que caracteriza a .7,
sabemos que existen B,C € % tales que ANB =0 = (X \ A)NC. Pero de
esto se sigue que B C (X \A) y C C A, luego BNC C (X\ANA=0y
consecuentemente BN C = (), lo cual contradice que .# es centrada.

(4) = (1) Sea

%’:{AlﬂﬂAn | (A17~-~7An Eﬁ)/\(néw)}.
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Es claro que % C Z y ademds, por ser % centrada, ) ¢ £, ademds B es
cerrada bajo intersecciones finitas, luego, por la Proposicion 2.35 se sigue que
P es una base de filtro. Vamos a ver que de hecho % es un ultrafiltro. Sea
Ae Py BDA SiB¢ A, en particular, B ¢ #, consecuentemente, por la
hipétesis, X \ B € #. Ahora como A, (X \ B) € F y % es base de filtro (en
particular es centrada), AN (X \ B) # 0, pero esto es imposible ya que A C B.
Esto implica que B € A, y asi & es cerrada bajo superconjuntos. Asi, de la
misma construccion de £, se tiene que esta es cerrada bajo intersecciones finitas
y en consecuencia es un filtro.

Supongamos que ¢ es un filtro tal que  C ¢. Sea A € ¥ arbitrario.
Sabemos que A € .F o (X \ A) € .Z. Pero si (X \ A) € .7 entonces, como
F C B CY, setiene que (X \A), A€, ycomo¥ es filtro, por la Proposicién
2.38, es centrada, asi deberia suceder que (X \ A) N A # 0, lo cual es imposible.
Asi A € F y consecuentemente ¥4 C .%. Concluimos que ¥4 = % y luego
F = B = ¥, lo cual prueba, como £ es filtro que .% lo es, y ademds que
cualquier filtro que lo contenga es él mismo, es decir, que es un ultrafiltro. [

Corolario 2.42. Sea .F wun filtro sobre un conjunto X . Las siguientes dos con-
diciones son equivalentes.

1. 7 es ultrafiltro.
2. Para todo A C X se tiene que A € F o bien (X \ A) € Z.

Gracias al Lema 2.41, y sobre todo al Corolario 2.42, ahora tenemos una
caracterizaciéon muy util de los ultrafiltros que nos ayudard a probar el teorema
central de esta seccién.

Teorema 2.43. Para cualquier cardinal k hay 22" ultrafiltros sobre k.

Demostracion. Como cualquier ultrafiltro es un elemento de P(P(k)), hay a lo
més 22" ultrafiltros. Ahora sea .# como en el Teorema 2.26. Para cada f : .F — 2
definamos

Gy ={X Cr|X escofinito®} U{X C k| f(X)=1}U{r\ X | f(X) =0}

y veamos que G5 es una familia centrada.

Si A, B € Gy son tales que f(A) = f(B) =1, como en particular 4, B € .Z,
AN B es de tamano k y consecuentemente es no vacio. Analogamente, tomando
en cuenta que % es una familia independiente, si A, B son tales que f(A) =1y
f(B) =0, AN(k\B) # 0 ysi f(A) = f(B) =0, (k\A)N(k\B) # 0. Sélo falta ver
qué pasa si se intersecta un elemento de {X C k | f(X) = 1}JU{s\X | f(X) =0}
con un co-finito. Sea X € # y Y C & co-finito. Ahorasi XNY =0, X C (k\Y),
pero (k\Y) es finito, y consecuentemente X lo es, lo cual es imposible porque
cualquier elemento de .# es infinito. De igual manera, si (k\X)NY =0, (x\ X)

8Decimos que un conjunto X C w es co-finito si w \ X es finito, en caso contrario decimos
que X es co-infinito.
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es finito, lo cual también es una contradiccién, ya que también los complementos
de los elementos de .% son infinitos.

Ahora que sabemos que G es centrada, podemos aplicar el Lema 2.39, el cual
garantiza que existe un ultrafiltro Uy tal que Gy C Uy. Si se tienen dos funciones
fyg: F — 2 distintas, existe X € % tal que f(X) # g(X); supongamos que
f(X)=1y g(X) =0, entonces X € Uy y (k\ X) € Uy, consecuentemente, por
el Corolario 2.42, son ultrafiltros distintos. En consecuencia hay al menos tantos
ultrafiltros como funciones f : .# — 2, es decir, tantas como 2/¥| = 22" 1o cual
termina la prueba. O

El Teorema 2.43 tiene interesantes consecuencias, las cuales muestran la
relacion que el concepto de filtro tiene con otros objetos matematicos.

Definicién 2.44. Sea X wun conjunto no wvacio y F un ultrafiltro sobre X.
Decimos que F es un ultrafiltro no principal si sucede que (% = (.

Corolario 2.45. Para cualquier cardinal x hay 22" ultrafiltros no principales
sobre K.

Demostracion. Sabemos que los unicos ultrafiltros principales sobre x son de la
forma® %,, con x € k, por lo tanto de todos los ultrafiltros sélo & de ellos son
principales. Ahora, si P es el conjunto de todos los ultrafiltros principales sobre
Ky NP el de los no principales, se cumple que:

22" = |IPUNP| = |P| + |NP| = & + |NP| = max{x, |NP|}.
Como k < 22" entonces INP| = 22" que era lo que se queria. O

Corolario 2.46. Egisten ultrafiltros no principales sobre cualquier conjunto
infinito.

Este ltimo corolario podria parecer trivial, sin embargo, como se menciona
en [9], la existencia de ultrafiltros no principales no se puede garantizar en ZF
pero si en ZFC, es decir, es imprescindible el Axioma de Eleccién para garantizar
que dichos objetos existen; pero ningin argumento de la demostracion del Co-
rolario 2.45 estd basado en AC, por lo tanto se debié haber usado en algin otro
lugar. Y efectivamente, para probar el Teorema 2.43 hemos usado que cualquier
familia centrada se puede extender a un ultrafiltro, lo cual proviene del Lema
2.39, en el cual hemos usado el Lema de Zorn, que es equivalente a AC.

Otro detalle sutil a considerar es que en la demostracién topoldgica de la
existencia de las familias independientes grandes sobre cualquier cardinal x (Le-
ma 2.16 y Teorema 2.26) hemos usado también un equivalente al Axioma de
Eleccién: el Teorema de Tychonoff, pero la segunda demostracién (Proposicién
2.27 y Corolario 2.28) es en ZF, lo cual es mejor desde un punto de vista l6gico.

Veamos ahora otra consecuencia del Teorema 2.43.

Teorema 2.47. Para cualquier cardinal k hay 22" topologias sobre k.

9 Aqui estamos usando la notacién del Ejemplo 2.30.
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Demostracion. Como cada topologia en x es un elemento de P(P(k)) y
[P(P(x)] =27,

hay a lo més 22" topologias distintas. Para cada ultrafiltro U sobre s definamos
Ty como Ty = U U {0}.

Veamos que 7y es una topologia sobre k. Es claro que () € 77, ademés como
U es filtro, kK € U C 7. Ahora sean A, B € 1y y veamos que AN B € 1y.
SiA=0oB =0, ANB = € 1y, en caso contrario A,B € U y como
U es filtro -en particular es cerrado bajo intersecciones finitas- se sigue que
ANB € U C 7y. Sélo resta ver que la unién arbitraria de conjuntos de 7y
estd en 7. Sea (O;)ier una familia de elementos de 7y; si algin O;, # 0,
Oi, € Uy como Oy, C |J;c; O; y U es cerrado por arriba, | J;c; O; € U C 1y si
O; =0 para todoi € I, J;c; 0; =0 € 1p.

Por 1ltimo notemos que si Uy, Uy son dos ultrafiltros distintos, existe X C &
tal que X € Uy\Uy, consecuentemente, como X # 0, X € 1y, \7v,, asi 7y, # T, -
Luego cada ultrafiltro induce una topologia distinta y consecuentemente hay al
menos 22° topologias. O

i€l

Note que en todas las topologias de la forma 7y se tiene que los unicos
conjuntos clopen son () y .

Mostramos a continuacién una ultima consecuencia de la existencia de fami-
lias independientes grandes que tiene que ver con teoria de la medida.

Definicién 2.48. Sea X un conjunto no vacio. Una medida finito-aditiva sobre
X es una funcion p: P(X) — R tal que:

1. u(@) =0, u(X) > 0.
2. Si AC B, u(A) < u(B).
3. Si A y B son disjuntos, p(AU B) = u(A) + u(B).
Ademds una medida p se dice bivaluada si el rango de p es {0,1}.

Lema 2.49. Para cualquier cardinal & hay 22" medidas finito-aditivas bivalua-
das sobre k.

Demostracion. Como cada medida bivaluada finito-aditiva sobre s es una fun-
cién que va de 27 al 2, existen a lo més 22° de dichas medidas. Por otro lado si
U es un ultrafiltro sobre £ y definimos la funcién p : P(X) — 2 como sigue:

0 si AEU
n(A) =
1 si AeU,

1 resulta ser una medida finito-aditiva bivaluada sobre k.

Se puede observar sin dificultad que la condicién (1) se satisface; para la
condicién (2) procederemos por contradiccién. Supongamos que A C B pero
w(A) £ pu(B), es decir, u(A) > u(B), consecuentemente A € U y B & U, pero
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sabemos que A C B, y como U es cerrado por arriba (y A € U), B € U, lo cual
es una contradiccién. Para la condicién (3) notemos que como U es un filtro,
puesto que en particular es una familia centrada, no existen conjuntos disjuntos
con medida positiva. Ahora, si A, B son disjuntos, existen sélo dos casos:

1. A¢ Uy B ¢ U, en cuyo caso, como U es un ultrafiltro se tiene que
k\A,k\ BeU,yluego (k\ A) N(k\ B) € U, consecuentemente
AUB=kr\(k\ANK\B) €U
yasi p(A)+pu(B)=04+0=0=pu(AUB).

2. A¢U y B € U, en cuyo caso, como U es filtro, AU B € U y consecuen-
temente:

w(A)+pu(B)=0+1=1=pu(AUB).

Puesto que cada ultrafiltro induce una medida bivaluada distinta, se tiene
que hay al menos 22" medidas, lo cual termina la pruebal®.

O

10Es muy importante notar que todas estas medidas no necesariamente son o-aditivas.



Capitulo 3

Familias independientes
maximales

Ya hemos visto en el capitulo anterior que existen las familias independientes
grandes en el sentido de su cardinalidad y también observamos que la existencia
de dichas familias implica algunos resultados interesantes; sin embargo, exis-
te otra nocién (una nocién sorprendentemente mucho mds comin) de lo que
en matemadticas significa un objeto grande: la maximalidad. En este capitulo
estudiaremos familias independientes que cumplen precisamente esta propie-
dad, mostraremos, al igual que antes, que estas familias también existen con
los axiomas de ZFC, estudiaremos algunas de sus propiedades méas importantes
y veremos como estas propiedades estan intimamente relacionadas con algunos
cardinales invariantes del continuo, ademas se muestran algunas generalizaciones
de las familias independientes maximales y se da prueba (bajo ciertas suposi-
ciones) de la existencia de estas nuevas familias.

3.1. Algunas propiedades basicas

Vamos a mostrar primero una notacién que es muy util y adecuada para
trabajar con el envolvente de una familia independiente, esta notacién fue in-
troducida por Saharon Shelah en [17].

Definicién 3.1. Si A es un subconjunto de w, entonces definamos A° = A y
At =w\ A. Si I es una familia de subconjuntos de w y si h € FF(I), entonces
definimos I" como I = N{A"4) | A estd en el dominio de h}.

Note que ENV(I) = {I" | h € FF(I)}. Los siguientes resultados nos van
ayudar a dar una caracterizacién de cudndo una familia independiente es o no
maximal.

Proposicién 3.2. Si I es una familia independiente, entonces I™ C I siy
solo si hg C hq.

31
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Demostracion. =] Por contradiccién, es decir, supongamos que he € hy. Por lo
tanto existe A € dom(hs) tal que o hq(A) # ha(A) 0 A & dom(hy). Veamos que
no puede suceder que hi(A) # ha(A). Si asi fuese, sin pérdida de generalidad
podemos suponer que hy(A) =0y ho(A) = 1. Entonces I C A° = Ay [ C
Al = (w\ A), pero como I"™ C "2 se sigue que I™ C Ay que I"™ C (w\ A),
por lo tanto I" = ) lo cual es una contradiccién pues I es infinito. Luego
debe suceder que A &€ dom(hq).

Como A € dom(hg), I"> C (w\ A) o I"> C A, y como I"™ C ["2 entonces
I C(w\A)oIm CA

Ahora, por ser I independiente, y como A & dom(hy), se tiene que I" N A
y I™ N (w\ A) son ambos infinitos, en particular I™ ¢ (w\ A) y I"* € A, lo
cual es una contradiccion.

<] Esta direccién es clara. O

Proposicién 3.3. Sean I una familia independiente, h € FF(I) y x € I,
entonces h se puede extender a otra funcién k € FF(I) tal que x & I*.

Demostracion. Como I es infinita, existe A € I tal que A & dom(h). Sabemos
que z € Ao x € (w\ A), pero no ambas. Supongamos que x € A (el otro caso
es andlogo). La funcién k = h U {(A, 1)} extiende a h y cumple que I¥ C Al =
(w\ A), y por lo tanto = & I*. O

Corolario 3.4. Sean I una familia independiente, A Cw y E € ENV(I). Si
EC*A o ENA=*), existe F € ENV(I), con F C E, tal que F C Ao FNA=0.

Demostracidn. Supongamos que EC* A, el otro caso es andlogo. Entonces E \
A = {xy,...,x,}. Por otro lado, E = I" para alguna h € FF(I). Elijamos
Aq, ..., A, € I distintos tales que A; & dom(h). Para cada j € {1,...,n} sucede
quez; € Ajox; € (w\ Aj). Siz; € Aj, definamos i; =1, y si z; € (w\ 4;),
i; = 0. Ahora la funcién k = h U {(A1,i1), ..., (Ay,4,)} cumple que z; & I*.
Eligiéndose F' = I* se tiene el resultado.

O

Lema 3.5. Sea I una familia independiente y A C w, con A & I. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. TU{A} es independiente.
2. Ay (w\ A) tienen interseccion no vacia con cada elemento de ENV (I).
Demostracion. (1) = (2). Basta notar que:
ENV(IU{A}) = ENV(I)U{ENA| E € ENV(I)}U
{ENn(w\A) | Ee€ ENV(I)}.

Luego como JU{A} es independiente, todos los elementos de ENV (IU{A})
deben ser infinitos, en particular lo deben ser los de {ENA| E € ENV(I)})
ylosde {EN(w\A)| Ee€ ENV(I)}).
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(2) = (1). Sabemos que para todo E € ENV(I) se tiene que ENA#(y
En(w\ A) # 0, lo inico que falta ver es que ambos son infinitos.

Si existiese E € ENV(I) tal que EN A es finito (o tal que EN (w\ 4) lo
es), por el Corolario 3.4 existirfa F' € ENV(I) tal que FN A = (o tal que
Fn(w\ A) =0), pero esto serfa una contradiccién, pues la hipStesis garantiza
que FNA#Qy Fn(w\A) # 0. O

3.2. Maximalidad y sus equivalencias

Antes se probé que existen familias independientes de cardinalidad 2%° sobre
el conjunto de los naturales, es decir, que existen familias independientes lo més
grandes posibles, o dicho de otro modo, de cardinalidad maxima. En esta seccién
veremos otra propiedad de maximalidad, pero no respecto de la cardinalidad de
las familias, sino con respecto de la contencién.’

Definiciéon 3.6. Una familia independiente I es mazimal si siempre que A C w
yAé¢lI, TU{A} no es independiente.

Como suele pasar, la definicién refleja muy bien nuestra idea intuitiva de
qué es lo que deberfa significar maximal, sin embargo, no es muy 1til trabajar
directamente con ella; la importancia del siguiente lema es que nos da una
caracterizaciéon més conveniente de la maximalidad.

Lema 3.7. Sea I una familia independiente. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. I es maximal.
2. 51 ACw, existe B€ ENV(I) tal que BC Ao BNA=1.
3. S f:w—2, existe B€ ENV(I) tal que f | B es constante.

Demostracion. (1) = (2) Si A € I, basta tomar B = A. Si A ¢ I, entonces,
como I es maximal, JU{A} no es independiente, consecuentemente, por el Lema
3.5, se tiene que hay un B € ENV(I) tal que ANB =00 (w\A)NB=0,es
decir, ANB =0 o B C A, como se queria.

(2) = (3) Sea A = {z € w| f(x) = 1}. Ahora por la hipdtesis sabemos que
existe un B € ENV(I) tal que B C Ao BN A = {J; en el primer caso se tiene
que f | B=1yenelsegundo f [ B =0, en ambos casos f [ B es constante,
como se queria.

(3) = (1) Supongamos que I no es maximal, es decir, existe A C w con
A ¢ 1T tal que I U{A} es independiente. Sea f : w — 2 definida como sigue:

1 si z€A

fz) =
0 si x¢ A

LEn esta seccién volvemos a trabajar tinicamente con el conjunto de los niimeros naturales
w.
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Como I U{A} es independiente, para todo B € ENV (I) se tiene que BNA # ()
y B € A, de donde se sigue que existen x,y € B tales que f(z) =1y f(y) =
0, es decir, f | B no es constante para todo B € ENV(I), lo cual es una
contradiccién. O

Definicién 3.8. Una familia Z C [w]¥ es llamada segada (o indivisible) si no
existe un conjunto A tal que para todo B € % se cumpla que |[ANB| =Ny y
B\ A| = Rg.

Note que por el Lema 3.7 se tiene que si [ es una familia independiente, esta
es maximal si y s6lo si ENV (I) es segada.

Veamos que para ser maximal una familia independiente no puede ser pe-
quena en cardinalidad, mas precisamente, su cardinalidad debe ser mayor que
Np.

Lema 3.9. Si I es una familia independiente numerable, entonces existe A C w,
con A ¢ 1, tal que I U{A} es independiente.

Demostracion. Sabemos que I = {I,, | n € w} y consecuentemente ENV(I)
también es numerable. Sea pues (E, | n € w) una enumeracién de ENV(I).
Sean (ap)new ¥ (bn)new dos sucesiones crecientes de niimeros naturales tales
que ay, b, € F, y ademés a,, < b, < an+1. Estas dos sucesiones existen ya que
cada E,, es infinito y en cada paso sélo se toman finitos elementos. Sea A = {a,, |
n € w}. Veamos que A ¢ I. Sea B € I arbitrario, entonces (w\ B) € ENV(I),
y por lo tanto para algin n € w se tiene que (w\ B) = E,, luego a, es tal que
an € Ay ay, € (w\ B), de donde A # B.

Por la misma construccién de A se tiene que A y (w\ A) tienen interseccién
con cada elemento de ENV(I), pues a,, € ANE, y b, € (w\B)NE,. Aplicando
el Lema 3.5 se tiene que TU{ A} es independiente, lo cual termina la prueba. O

Asi las familias independientes numerables no son maximales, sin embargo, y
como es de esperarse, toda familia independiente estd contenida en una maximal.

Proposicion 3.10. Toda familia independiente I estd contenida en una familia
independiente mazximal.

Demostracion. Sea
U = {J | (J es independiente ) A (I C J)}

y veamos que ¥ satisface las condiciones del Lema de Zorn.

Claramente ¥ # () pues I € W. Ahora sea (J;);c una cadena en ¥. Si
K = ;e Ji; es claro que K es una cota de la cadena y ademds I C K, sélo
resta ver que K € U, es decir, que K es independiente. Para esto sean S,T dos
subfamilias finitas y disjuntas de K:

S = {A()) "'7A7L—1}’T = {BO7 "'7Bm—1}'

Ahora, para todo i € n, existe [; € L tal que A; € J;, y andlogamente para
todo j € m existe l[; € L tal que B; € J;;. Ahora usando que (J1)ier es una
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cadena y eligiendo o = maz({l; | i € n} U{l; | j € m}) se tiene que S,T C J, y
consecuentemente, como J, es independiente se sigue que:

(M) U7

es infinito, lo cual prueba que K es independiente. Ahora, por el Lema de Zorn,
U tiene un elemento maximal (respecto a la contencién), lo cual termina la
prueba?. O

3.3. Desigualdades cardinales

De la Proposicion 3.10 se sigue que toda familia independiente de cardinali-
dad ¢ se puede extender a una maximal, pero esa maximal tiene necesariamente
la misma cardinalidad. De esto surge una pregunta natural, ;cudl sera el mini-
mo cardinal i para el cual existe una familia independiente maximal? Sabemos,
por el Lema 3.9 y por el comentario anterior, que 8y < i < ¢. Note que si asu-
miésemos la Hipétesis del Continuo, entonces seria trivial que i = ¢, asi que de
momento vamos a suponer su negacién (—CH).

Definicién 3.11. Definimos el cardinal i como:
i =min{|I| | I es una familia independiente maximal}.

Como Ny < i< ¢, ies uno de los cardinales invariantes del continuo, ademas
gracias al Lema 3.7 se tiene una cota inferior para i.

Definicién 3.12. Definimos el cardinal v como:
t = min{|Z| | Z es una familia segada}?.
Teorema 3.13. t <i.

Demostracion. Ya sabemos que para toda familia independiente |I| = |[ENV(I)]
y ademds que I es maximal si y sélo si ENV(I) es segada. Por lo tanto hay
familias segadas de cardinalidad i, pero t es el minimo para el cual existe una
familia segada, luego v < i. O

La nocién de familia segada nos dio una cota de i, por lo tanto uno busca
extender la nocién de ser segada para obtener otra cota, un primer intento
motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.14. Una familia Z C [w]“ es llamada o-segada si no existe una
familia numerable & tal que para todo B € X exista un A € F tal que |ANB| =
|B\ A| = Rg.

2Una familia independiente es maximal respecto a la definicién 3.6 si y sélo si es maximal
con respecto a la contencién en el ambito de familias independientes.

3Note que el cardinal v estd bien definido pues las familias segadas existen como conse-
cuencia de la existencia de las familias independientes maximales.
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Sea t, el minimo cardinal para el cual existe una familia o-segada, es decir:
t, = min{|.#| | Z es una familia o-segada}.
Puesto que es claro que toda familia o-segada es segada, se cumple que:
t<t,.

Esta desigualdad motiva a que se quieran comparar los cardinales i y t, y la
forma més natural, y siguiendo lo que se hizo cuando se comparé i con t, seria
preguntar si para una familia maximal I se cumple que ENV (I) es o-segada.

Lamentablemente esto no es cierto, ya que si I es una familia independiente
y ENV(I) es su envolvente, eligiendo .# como una subfamilia numerable de I,
por la independencia de I, se cumple que para todo E € ENV(I) existe un
B e # tal que BN E y B\ E son ambos infinitos. Para ver mds claro esto sea
pues E un elemento de ENV (I), es decir:

E=XoNn.NX,—1N(w\Yy)N...n(w\ Y1),

con X;,Y; € I todos distintos. Ahora sabemos que, como % es numerable, existe
un B € F tal que B # X; y B # Y; para todos i € n'y j € m. Pero también
B € I, luego por ser I independiente se tiene que:

BmE:BmXom...an,1ﬂ(W\Yo)m...m(W\mel)

y
E\B=EnN(w\B)=XoN..NX,-1Nw\Yy)N..N(w\¥u_1)N(w\B)

son ambos infinitos, como se queria.

Por lo tanto ENV(I) no es o-segada * y consecuentemente los cardinales i
y t, no estan obviamente relacionados.

Seguimos buscando cotas para i, el cardinal 0 es bien conocido y si nos da
otra cota inferior.

Definicién 3.15. Sean f,g € w*. Decimos que f domina a g si el conjunto
{new| f(n) <gn)} es finito, y lo denotaremos como g <* f.

Definicién 3.16. Una familia 2 C w* es dominante si para cualquier g € w®
existe una f € P tal que g <* f.

Definicién 3.17. El numero dominante 0 es el minimo cardinal para el cual
existe una familia dominante de ese tamano, es decir:

0 = min{|2| | Z es una familia dominante}.

4Note que en esta demostracién nunca se uso que I fuese maximal, luego no sélo ENV (I)
no es o-cegada para familias independientes maximales, sino que no lo es para ninguna familia
independiente.
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Note que ? si estd bien definido pues existen las familias dominantes, una de
ellas es 2 = w*.

Antes de probar el teorema que relaciona los cardinales i y 9 necesitamos un
par de lemas importantes, ademas de dos definiciones.

Definicién 3.18. Una sucesion (Cp)new de subconjuntos de w se dice decre-
ciente si Cp,11 C C,, para todo n € w.

Definicién 3.19. Sean A y B dos conjuntos.

1. Decimos que A estd casi contenido en B si el conjunto A\ B es finito y
lo denotamos por A C* B.

2. Diremos que A es casi igual a B si A C* B y B C* A y lo denotaremos
por A =" B.

Definicién 3.20. Una sucesion (Cp)newn de subconjuntos de w se dice casi
decreciente si Cp 1 C* Cy, para todo n € w.

Definicién 3.21. Sea € una familia de subconjuntos de w. Entonces B C w es
una pseudointerseccion de € si para todo C € € se cumple que B C* C.

Lema 3.22. Supdngase que (Cp)new €s una sucesion decreciente (o casi de-
creciente) de subconjuntos infinitos de w y supdngase que </ es una familia de
menos de 0 subconjuntos de w tal que para cada conjunto A € of se cumple
que AN Cy, es infinito para todo n € w. Entonces {C), | n € w} tiene una
pseudointerseccion B tal que tiene interseccion infinita con cada elemento de

o .

Demostracion. Vamos a asumir que (Cp,)necw es decreciente, ya que si es casi
decreciente se puede substituir C,, por (), .,, Ck sin afectar las otras hipétesis
y la conclusién, ya que cada C,, difiere sélo finitamente de (.., Ck. Para cada

h € w¥ sea
By = J(Cnnh(n)).
new
Ahora notemos que C, contiene a todos excepto posiblemente a los primeros n
términos de estd unién, ya que si m > n, C,, C C, y luego

Cm Nh(m) C C, Nh(m) C C,,

y por lo tanto
Cu\ Bn C | (Cr nh(m)),

men

pero el conjunto de la derecha es una unién finita de conjuntos finitos, luego es
finito y asi C,, \ By, también lo es y consecuentemente Bj, es una pseudointer-
seccién de {C), | n € w}. Lo que queda por ver es que existe una funcién h € w*
tal que A N By, es infinito para todo A € 7.

Para cada A € & sea f4(n) el n-ésimo elemento del conjunto infinito ANC,,.
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Observe que h(n) > fa(n) es equivalente a decir que el n-ésimo elemento de
ANC, estd en h(n), pero si estd el n-ésimo, también estd el primero, segundo,
tercero, etc. Pero como estos elementos estan, por definicién, en C,,, entonces
estdn en C,, N h(n). Ahora por lo menos estos n elementos que estdn, de nuevo
por definicién, en A también estdn en By, (ya que C, N h(n) C By), v por lo
tanto | By N A| > n.

Asi By, servird como la pseudointerseccién buscada si sucede que para todo
A € & existen infinitos nimeros naturales n tales que h(n) > fa(n), porque en
ese caso | By N A| > n para infinitos n’s distintos, es decir, By, N A serd infinito.
Pero hay menos de 0 funciones de la forma f4, asi que por lo menos existe
una funciéon h € w* tal que no es dominada por ninguna f4, en otras palabras,
{n € w | h(n) > fa(n)} es infinito para todo A € &, lo cual termina la
prueba. O

Lema 3.23. En el espacio topolégico 2 existen dos subconjuntos densos, nu-
merables y disjuntos.

Demostracion. Sean

Q={ze2¥|(@Enew)(im>n—z(m)=0)},
Q' = {ye2*| @newlm>n—y(m) =1}

En @ estan todas las sucesiones de ceros y unos que son eventualmente cero y
en Q' las que son eventualmente uno, por lo tanto QQ y Q' son disjuntos.
Sea U un subconjunto abierto béasico de 2¥. Se sabe que U es de la forma
-1

Tt (i) N ... N 7w, (i) donde m,ng, ..., 0y € W € dg,...;ip € 2. Ahora sea

ry : w — 2 definida de la siguiente manera:

i; si(3jem+1)(n=n,)
zy(n) =
0  en otro caso.

Claramente, puesto que zy(n) # 0 sélo para finitos n, zy € @, lo cual prueba
que UNQ # B, y asi Q es denso. Definiendo yy de forma andloga se prueba que
Q@' es denso también.

Sélo falta ver que son numerables, lo haremos sélo para ) y una prueba
idéntica servird para Q'. Sea @, = {z € 2* | m > n — x(m) = 0}. Es claro que
Qn es finito, de hecho tiene cardinalidad 2", ademas Q = J,,c,, @n, luego Q es
una unién numerable de finitos y consecuentemente es numerable. O

Teorema 3.24. 0 <.

Demostracion. Supongamos que I es una familia independiente de cardinalidad
menor que 0, probaremos que no es maximal, es decir, buscamos un conjunto
Z C w tal que para cada E € ENV(I) se tenga que E intersecte a Z y w\ Z
en infinitos puntos®.

5Note que si Z y w\ Z intersectan a todo E € ENV (I) en infinitos puntos automaticamente
se tiene Z ¢ I.
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Sea 9 = {D,, € I | n € w} una subfamilia numerable de I ¢ I’ = I \ 2.
Ahora, puesto que |[ENV(I')| = |I'| < |I| < 9, para cada funcién x : w — 2
podemos aplicar el Lema 3.22 a las familias

{ﬂ pr® ‘ ne w}, ENV(I');

ken

de donde se sigue que existe un conjunto B, C w tal que cumple las siguientes
condiciones:

1. By € Myen DFY.
2. B, tiene interseccién infinita con cada elemento de ENV (I').

De la primera condicién se tiene que si x,y : w — 2 son distintos, B, y B, son
casi disjuntos, esto se debe a que existe k € w tal que z(k) # y(k), digamos que
por ejemplo z(K) =0y y(K) =1, y entonces B, C* Dy, y By C* w\ Dy y por
lo tanto B, N B, C (B, \ Di) U(By \ (w\ Dg)), pero ambos uniendos son finitos
y consecuentemente B, N B, también lo es. Ahora sean @ = {xo,...,%n,...} ¥
Q" ={vo, -, Yn, ...} dos subconjuntos de 2* disjuntos, numerables y densos (con
la topologia usual). Para cada z; € ) definamos:

Ba/ci = Ba, \ U(B:cj U Byj)
jei
y, anélogamente, para cada y; € Q' sea:
B:h = Byi \ U(ng U ng)
j€i

De esta forma estamos removiendo finitos elementos de cada B, y de cada By,
de tal manera que ahora los elementos de {B;, | i € w} U{B,, | i € w} son
disjuntos a pares y no sélo casi disjuntos.

Sean Z = {J;c,, By, v 2" = U;eo, By, - Claramente Z y Z’ son disjuntos por
el parrafo anterior. Vamos a probar que Z tiene interseccién infinita con cada
elemento de ENV(I). Sea E € ENV(I). Sabemos que F es de la forma

E=ANn..NA4A,N(w\By)N..N(w\ Bn)

para algunos elementos A;, B; € I. Sean X = {Ay,...,A,}, Y = {By, ..., B},
X' =X\2yY =Y\ 2. Note que definiendo los conjuntos Gx = {k € w |
Dy e X}y Gy ={ke€w|Dye€Y} se cumple que

( N mzl(t))) m( N Tr,zl(l))
keGx keGy

es un abierto no vacio® en 2v.

SNo importa que Gx 6 Gy sean vacios, pues la interseccién del vacio es 2.
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Por otro lado, si Gx UGy # 0, elijase
N=méx{kcw|ke XUY}+1

y en otro caso N = 1.
Ahora, usando la densidad de @, se tiene que existe un « € @ tal que
z € (Mreay 1 (0) N (Nkeay 7.1 (1)). De todo esto se sigue que:

E-Nx\Ur=(Nx\UY) m( N Di(’”) >

keGx UGy

> (ﬂX’\UY’) N (szDZ(k)) o (ﬂX’\UY’) NB, 2
> (ﬂX’\UY’) nB.

Y la pentltima interseccién es infinita por la segunda propiedad de B,, ademés
como B, y B! solo difieren finitamente, la tiltima interseccién también es infi-
nita. Asi tenemos que un conjunto infinito (((\ X'\ UJY”') N B.) que estd casi
contenido en Z N E, asi Z N E es infinito. Andlogamente Z’' N E también es
infinito, pero Z/ N E C (w\ Z) N E, asi (w\ Z) N E es infinito, lo cual termina
la prueba. O

Se tienen asi un par de cotas para i, ya que 0 < iy v < i. Es importante
resaltar que estas dos desigualdades son independientes, es decir, no se puede
deducir una de la otra, ya que, como se puede consultar en [2], tanto d < t como
t < 0 son consistentes en ZFC

Otros dos cardinales importantes son u, conocido como ultrafilter number, y
a, conocido como almost-disjoint number, los cuales se definen a continuacion.

u = min{|#| | & es base de un ultrafiltro no principal},

a = min{|«/| | & es una familia casi disjunta maximal}.

Estos dos cardinales existen pues los conjuntos sobre los que se toma el minimo
son no vacios. La comparaciéon de i con estos dos cardinales son en realidad
resultados de consistencia: tanto u < i como i < u son consistentes ([2], [17]).
Por otro lado, Kunen probé la consistencia de a < i, pero es una pregunta
abierta si también es consistente i < a o si en realidad se puede probar en ZFC
que a < i.

3.4. Familias independientes selectivas

En esta seccién se estudian algunas propiedades de las familias independien-
tes usadas en [17] para probar la consistencia de la desigualdad i < u. Para
completar dicha prueba Shelah buscaba familias con una propiedad mas fuerte
a la maximalidad, por ello, no es de sorprender que lo més natural haya sido
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tratar de generalizar las propiedades que caracterizan la maximalidad, es decir,
las propiedades (2) y (3) del Lema 3.7, en busca de definir estas familias mds
fuertes. Empezamos con una generalizacién de la propiedad (2) de dicho lema.

Definicién 3.25. Sea I una familia independiente y h € FF(I). Decimos que I
es independiente maximal en I" si para todo A C I" existe otra funcién parcial
finita k € FF(I) tal que h C k y ademds I* C A o I*N A= .

Definicién 3.26. Sea I una familia independiente. Decimos que I es indepen-
diente mazimal en todas partes si es independiente maximal en I" para toda
he FF(I).

Proposicion 3.27. Sea I una familia independiente. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

1. I es independiente maximal en todas partes.

2. Para todo A C w y toda h € FF(I) existe k € FF(I) tal que h C k y
ademds IF CAoI*NA=0.

Demostracion. (1) = (2) Sean A Cwy h € FF(I) fijos y sea B = ANI". Ahora,
como B C Ih, la maximalidad de I en I* garantiza la existencia de k € FF(I) tal
que h C k y que cumple que I¥* C B o I*NB = (). Si sucede que I* C B, entonces
I* CAyaque BC A Enelotrocaso ) =I*NB=1kN(I*NA)=1"NA.
(2) = (1) Sea h € FF(I) fijo. Como para todo A C w se cumple que existe
k€ FF(I)tal que h Ckyque I¥ C Ao I* N A=), en particular se cumple
para los A C I, lo cual prueba que I es independiente maximal en I", ahora
como h fue arbitrario I es independiente maximal en todas partes. O

Proposicion 3.28. Sea I una familia independiente. I es una familia indepen-
diente mazimal en I" para algin h € FF(I) si y sdlo si es mazimal.

Demostracion. =] Por el Lema 3.7 es suficiente probar que para todo A C w
existe un conjunto E € ENV(I) tal que E C Ao ENA = (. Sea B =
AN I" Sabemos que existe k € FF(I) talque h CkeI* C BoI*NB = .
Andlogamente a como se hizo en la Proposicién 3.27, si sucede que I* C B,
entonces, como en particular B C A, se sigue que I* C A. En el otro caso
D=1 NB=1I"N(I"NA)=1T1FNA. Asf se tiene que:

(I*C A v (I*nA=0).

Tomando E = I* se tiene el resultado.
<] Basta tomar h = (. O

Corolario 3.29. Toda familia independiente mazximal en todas partes es mazi-
mal.

Asi las familias independientes maximales en todas partes surgen como una
generalizacién de la propiedad (2) del Lema 3.7. Otro tipo de familias provienen
de generalizar la propiedad (3).
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Definicién 3.30. Sean I una familia independiente y h € FF(I). Decimos que
I es una familia independiente selectiva en I si para toda funcion f :w — w
eziste un k € FF(I) tal que h C k y ademds f | I* es inyectiva o constante.

Definicién 3.31. Sea I una familia independiente. Decimos que I es selectiva
si siempre que f : w — w existe A € ENV(I) tal que f | A es uno a uno o
constante.

Proposicion 3.32. Una familia independiente es selectiva si y sélo si es selec-
tiva en I" para alguna h € FF(I).

Demostracion. =>| Basta tomar h = ().

<] Sea f :w — w. Como I es selectiva en I" para alguna h € FF(I), existe
k € FF(I) tal que f | I* es uno a uno o constante. Tomando A = I* se tiene
el resultado. O

Proposicion 3.33. Sea I una familia independiente. Las siguientes condiciones
son equivalentes.

1. I es independiente selectiva.

2. Si E es una relacion de equivalencia sobre w, entonces existe un A €
ENV(I) tal que E | A tiene una sola clase de equivalencia o es la relacidén
igualdad.

3. Si {A, | n € w} es una particion de w, entonces existe un conjunto A €
ENV(I) tal que A C A,, para alginn € w o |ANA,| <1 para todo n € w.

Demostracion. (1) = (2) Sea E una relacién de equivalencia. Sabemos que E
genera una particién de w; sea {A,, | n € w} una numeracién de dicha particién
(posiblemente algunos A,, = (}). Sea fg una funcién definida como sigue:

fe(m)=n&meA,.

Como I es independiente selectiva, existe un A € ENV(I) tal que fg [ A es
uno a uno o constante. En el caso de que sea uno a uno, para n,m € A se tiene
que fr(m) # fg(n), es decir, m y n no estdn en la misma clase de equivalencia,
consecuentemente cada clase de equivalencia tiene un solo elemento, y luego
E | A es la relacién igualdad. Si fg [ A es constante, todos los m € A estdn en
la misma clase de equivalencia.

(2) = (3) Sea {A, | n € w} una particién de w y sea E la relacién de
equivalencia definida por:

KEl < (3In € w)(k,1 € Ay).

Por la hipétesis existe una A € ENV(I) tal que E | A tiene una sola clase de
equivalencia o es la relacién igualdad. Si tiene una sola clase de equivalencia,
para todo k,I,m € A se cumple que kEIEm, es decir, existen ni,no € w tales
que k,l € A,, yl,m € A,,, pero en ese caso | € A, yl € A,,, y por ser
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{A,, | n € w} una particién, ny = n = ny. As{ todo k € A es tal que k € A,,
luego A C A,,. Ahora supongamos que E [ A es la relacién igualdad. Si sucediese
que |[AN A,| > 2 para algin n € w, existen dos elementos distintos k,I € A
tales que kEl, pero entonces E | A no es la relacién igualdad, lo cual es una
contradiccién.

(3) = (1) Sea f : w — w arbitraria. Consideremos A, = {m € w | f(m) =
n}, a saber, A, es la imagen inversa bajo f del conjunto {n}. Claramente
{A,, | n € w} es una particién de w y consecuentemente, por la hipdtesis, existe
un A € ENV(I) tal que A C A, para algin n € w o |AN A,| < 1 para todo
n € w. En el primer caso, como A C A, se sigue que Vm € A(f(m) = n),
luego f | A es constante. Para el segundo caso vamos a suponer que f [ A no
es inyectiva, es decir, existen k,l € A distintos tales que f(k) =n = f(I) para
algiin n € w; pero esto ultimo significa que k,l € AN A, luego |[ANA,| > 2, lo
cual es una contradiccion. O

Definicién 3.34. Sea I una familia independiente. Decimos que I es una fa-
milia independiente selectiva en todas partes si es independiente selectiva en I"
para todo h € FF(I).

Una vez que hemos generalizado las propiedades (2) y (3) del Lema 3.7 es
natural preguntarse cudles familias son mds fuertes, si las selectivas en todas
partes o las maximales en todas partes, el siguiente lema justo contesta a esto.

Lema 3.35. Sea I una familia independiente. Entonces:

1. I es selectiva en todas partes = I es maximal en todas partes = I es
maximal.

2. I es selectiva en todas partes = I es selectiva = I es mazimal.

Demostracion. (1) Supongamos que I es selectiva en todas partes, vamos a usar
el Lema 3.27 para probar que es independiente maximal en todas partes. Sea
pues A Cwy h € FF(I). Si fa es la funcién indicadora de A, entonces como
I es selectiva en I", existe k € FF(I) tal que h C Ky f | I*¥ es uno a uno o
constante; pero f | I* no puede ser uno a uno pues I* es infinito y f(I*) C 2,
luego f | I* es constante y consecuentemente (f [ I* = 1)V (f | I¥ = 0), lo
cual equivale a que (I* C A) v (IF N A = ), que era lo que se querfa. Ahora,
por el Corolario 3.29, toda familia independiente maximal en todas partes es
maximal, lo completa la primer parte del lema.

(2) Claramente por la definicién y por la Proposcién 3.32 se tiene que toda
familia independiente selectiva en todas partes es selectiva. Sélo falta ver que
si es selectiva entonces es maximal, para esto vamos a ver que I satisface la
propiedad (3) del Lema 3.7. Sea f : w — 2. Como I es selectiva, y como en
particular f : w — w, existe un conjunto A € ENV(I) tal que f | A es uno a
uno o constante. Pero igual que antes f [ A no puede ser uno a uno ya que A
es infinito y f(A) C 2, luego f | A es constante, que era lo que se queria. O

Son preguntas abiertas si las familias independientes maximales en todas
partes, las selectivas en todas partes y las selectivas existen en ZFC. Se sabe
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que bajo varias hipdtesis si se puede demostrar la existencia de este tipo de
familias, pero no en general, por lo tanto los siguientes cardinales no estian
necesariamente bien definidos, sin embargo serd de utilidad tenerlos en cuenta.

ic = min{|I| | I es una familia independiente maximal en todas partes},

iser = min{|I| | I es una familia independiente selectiva},
ieser = min{|I| | I es una familia independiente selectiva en todas partes}.

Por el Lema 3.35 se tiene que:
iesel > ie > i,

1.'esel Z isel Z i.
Ademaés tenemos otra cota para el cardinal ig;.

Definicién 3.36. Una familia H C [w]* se dice homogénea si para cualquier
frw—w hay un conjunto H € H tal que f | H es uno a uno o constante.

Definicién 3.37. FEl cardinal de homogeneidad hom, . es el minimo cardinal
para el cual existe una familia homogénea con esa cardinalidad, es decir:

hom; . = min{|H| | H es una familia homogénea}.
Teorema 3.38. Si I es una familia independiente selectiva, hom; . < |I].

Demostracion. Basta notar que si I es una familia independiente selectiva en-
tonces ENV(I) es homogenea, luego hom,; . < [ENV(I)|, pero sabemos que

|[ENV(I)| = |I|, de donde se sigue el resultado.

Corolario 3.39. hom; . <.

3.5. Familias independientes a partir de CH

Sabemos que el cardinal i es no numerable, es decir, Ny < i, ademas como
las familias independientes son subconjuntos de P(w), entonces tienen cardina-
lidad a lo més 2%°, de donde se sigue que Ry < i < 2%, consecuentemente si
asumiésemos la hipétesis del continuo (2% = R;) trivialmente se seguiria que
i=2% =N;. Sin embargo la demostracién de la existencia de las familias inde-
pendientes maximales que se mostrd en la Proposicién 3.10 es usando el Lema
de Zorn y la que a continuacién se muestra prescinde de éste (o de cualquier
equivalencia del Axioma de eleccién)”; por lo tanto la ventaja de esta demos-
tracion es que muestra la forma de las familias independientes maximales y no
simplemente su existencia.

"Es importante notar que este comentario es no trivial ya que C'H no implica el axioma,
de eleccién.
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Teorema 3.40. CH implica i = Ny.

Demostracién. Primero notemos que podemos partir P(w) en dos conjuntos: los
co-finitos (€%in) y los co-infinitos (%,s). Ademds hay una biyeccién entre los
co-finitos y los finitos (fin), luego |€fin| = |fin| = Ny, asi:

Ry = [P(W)| = [€rin U Cing| = [Cpin| + [Cing| = Ro + [Giny| = max{Ro, [€iny[}

y consecuentemente Ry = |%n¢|. Sea (Xu)acw, una enumeracién® de %, ¢.
Vamos a crear una familia independiente por induccién.

Sea Iy = (). Para todo « € wy sea In11 = [, U{X,} si es que I, U{X,} es
independiente, en caso contrario sea I,y = I,. Ahora si a € w; es un ordinal
limite, sea I, = Uﬁea Ig. Asi I, es una familia independiente maximal de
tamano Nj.

Primero veamos que I, es independiente. Sea h € FF(I,,), y sea a =
max dom(h), entonces h € FF(a + 1) y consecuentemente I = I |,y como
I,+1 es independiente, Ifjl es infinito, que era lo que se queria. I, es maximal
ya que si no fuese asi, existirfa un conjunto A ¢ I, tal que I, U {A} es
independiente, pero como A debe ser co-infinito, A = X, para algin «a € wy,
luego I,U{X,} = I,U{A} C I, U{A} es independiente, y asi [,U{X,} = I,+1,
y luego, por la construccién de 1, , se tiene que I,41 C I, , lo cual en particular
implica que A € 1, , que es una contradiccién.

Como 1, es maximal, y como sabemos que ninguna familia independiente
numerable es maximal, entonces es no numerable; ademas I, C iy, luego:

Nl < |Iw1| < |(€znf| - Nl

y asi Ny <[, O

nt

La clave de esta prueba constructiva viene dada de dos fragmentos de in-
formacion. La primera es considerar todas los posibles conjuntos que podrian
estar en la familia independiente (y por lo tanto todos los conjuntos que podrian
hacer que la familia fuese o no maximal), y la segunda saber que siempre hay un
conjunto que hace que la construccion contintie, es decir, que en cualquier paso
intermedio siempre podremos agregar un conjunto a la familia independiente,
esto ultimo no es tan explicito en la prueba del Teorema 3.40, pero si lo es en
la del Lema 3.9, el cual fue crucial.

Esta prueba constructiva nos hace preguntarnos si acaso se podra hacer un
argumento analogo para construir algunas de las familias vistas en la seccion
anterior, cuya existencia no se puede garantizar en ZFC; y la respuesta es si,
pues sorprendentemente estas familias si existen en ZFC 4+ CH.

El siguiente lema de Shelah, cuya demostracién se puede consultar en [17],
y para el cual en este trabajo presentamos una prueba alternativa en la Seccién
5.2, nos permite hacer justo eso: una construccion similar a la del Teorema 3.40
para probar la existencia de familias selectivas en todas partes via la hipdtesis
del continuo.

8Recuerde que wi y Ni son iguales como conjuntos, pero la notacién w; indica que se
estd pensando en su estructura como ordinal y Ry como cardinal.
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Lema 3.41. (Lema de Shelah). Si I es una familia independiente numerable,
ho € FF(I), y E es una relacién de equivalencia sobre w, entonces existen un
conjunto B C w y una funcion hy € FF(I) tales que hg C hy, B ¢ I, I U{B}
es independiente y E | (I" N B) es la relacién de equivalencia igualdad o tiene
solo una clase de equivalencia.

Teorema 3.42. CH implica la existencia de una familia independiente selectiva
en todas partes.

Demostracion. Consideremos el conjunto ¥ definido como
U = {(E,h) | (E es una relacién de equivalencia sobre w) A (h € FF(w1))}.

Sabemos que la cantidad de relaciones de equivalencia sobre w coincide con la
cantidad de funciones de w en w, la cual, bajo la hipétesis del continuo es N;. Por
otro lado, por la Proposicién 2.20, sabemos que |F'(w1)| = N1, consecuentemente
|[P] = 8y x 8y = Ny, y asi podemos enlistar a U como {(E,, hs) | @ € wi}.
Ademsds, sin perdida de generalidad, podemos asumir que dom(h,) C a.

Ahora sea Iy una familia independiente numerable y para cada o € wy sea
el conjunto B, como en el Lema 3.41 para el par (E,, hq).

Vamos a construir la familia recursivamente, igual que como en el Lema 3.40,
es decir, para cada a sea In11 = I, U{B,} vy si 8 € w es ordinal limite entonces
Is = Ugue 5 Lo Veamos que I, es una familia independiente selectiva en todas
partes.

Sea E una relacién de equivalencia sobre w y h € FF(w), entonces existe
a € wy tal que E = E, yv h = h,. Pero luego B, cumple que B, € Io4+1, ¥y
ademds, por el Lema 3.41, se tiene que existe hy 2 h, con h; € FF(a), tal que
E | (IMNB) tiene una clase de equivalencia o es la relacién igualdad. Definiendo
ha = hy U{(B,0)} se sigue que hy € FF(a+ 1) y I2 = I’o"jil es un testigo de
que I,, es independiente selectiva sobre h. Como h se eligié arbitrariamente,
1, es una familia independiente selectiva en todas partes. O

Note que, como I en la demostracién anterior fue una familia independiente
numerable arbitraria e Iy C I,,, entonces en realidad se ha probado algo més
fuerte.

Corolario 3.43. En ZFC + CH toda familia independiente numerable se puede
extender a una familia independiente selectiva en todas partes.

El Lema 3.35 nos dice que las familias independientes selectivas en todas par-
tes son las familias independientes més robustas, por lo tanto también tenemos
el siguiente corolario.

Corolario 3.44. En ZFC + CH tanto las familias independientes selectivas co-
mo las familias independientes maximales en todas partes existen.

Aqui es importante notar nuevamente que bajo la Hipdtesis del Continuo
es trivial el hecho de que cualquier cardinal no numerable menor o igual que
¢ tiene que ser de hecho igual a ¢, en particular esto nos dice que bajo CH se
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cumple trivialmente que ¢ = R;. Aqui uno estd tentado a afirmar que entonces
trivialmente también se satisface que iese; = ise; = ie = ¢, sin embargo esto
no es trivial, pues no es obvio que los cardinales icse;,ise; ¥ ie ya existan bajo
CH; esto se debe a una diferencia cualitativa entre el cardinal i y los cardinales
iesels lsels te, ¥ €S que mientras que la existencia de i se garantiza gracias al
Axioma de Eleccién (mds particularmente al Lema de Zorn), la existencia de
los otros cardinales no la hemos demostrado en ZFC.

Por lo tanto, la igualdad icse; = ise; = ie = ¢ suponiendo CH tiene implicitas
dos componentes, una trivial y otra no. No es trivial que los cardinales existan,
pero una vez que existen, y dado que son no numerables, entonces ya es trivial
que todos ellos son iguales a c.

Aqui surge una pregunta natural, el axioma de eleccién nos permitié demos-
trar la existencia del cardinal i, pero no la del cardinal is.;. Por otro lado, gracias
al Lema 3.35, se tiene que la existencia del cardinal i.5; (0 la de i5;) también
implica la existencia de i, entonces, ;no serd que la existencia de iz sea mds
fuerte que el axioma de eleccion? Es decir, jserd que dada la existencia de igse;
(o la de is;) podamos demostrar el axioma de eleccién al menos en su versién
numerable?

Otra razén para sospechar que la pregunta anterior podria ser cierta es que,
quizds asumiendo la Hip6tesis Generalizada del Continuo (GHC) es decir, que
para todo cardinal s se satisface que kT = 2%, se pueda demostrar la existencia
de familias independientes selectivas en todas partes sobre cualquier cardinal
infinito k, pero ya sabemos que GHC si implica el axioma de eleccién. Esperamos
trabajar esta pregunta en ulteriores trabajos.



48

CAPITULO 3. FAMILIAS INDEPENDIENTES MAXIMALES



Capitulo 4

Familias independientes e
ideales

Como veremos en la cuarta seccién de este capitulo, se puede asociar de
una manera natural un ideal a una familia independiente, y esta asociacion es
util y conveniente para abordar aspectos sobre cardinales relacionados con las
familias independientes, sin embargo creemos que antes de comenzar a explorar
estas técnicas es conveniente explorar el concepto de ideal por si solo.

Ademas, como la nocién de ideal surgié en la teoria de anillos, comenzaremos
con conceptos de esta rama para después compararlos con ideas mas conjuntistas
de los mismos objetos. Esperamos que esta comparacién sirva de justificacion
del llamarles ideales a algunos objetos que no estan obviamente relacionados
con la teoria de anillos. Algunos de los resultados de este capitulo se pueden
consultan en [14] y en [16].

4.1. Ideales en anillos

Definicién 4.1. Una terna (R, +, x) es un anillo si R es un conjunto no vacio y
+, % son dos operaciones binarias sobre R tales que (R,+) es un grupo abeliano
Yy * es asociativa y distributiva por los dos lados respecto a +.

Como (R,+) es un grupo, entonces para todo a € R existe b € R tal que
a + b = e, donde e es la identidad, a b le denotaremos con —a y escribiremos
a + (—a) simplemente como a — a.

Ejemplo 4.2. El conjunto de los enteros Z con las operaciones de suma y
multiplicacion usuales es un anillo.

Definicién 4.3. Sea (R, +,*) un anillo e I un subconjunto de R. Decimos que
I es un ideal si cumple las siguientes dos condiciones:

1. I es un subgrupo de R.

49
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2. Siael yr e R, entoncesaxr,r+a € I.

Ejemplo 4.4. Sea p es un nimero primo y sea I, = {mp | m € Z}. Entonces
I, es un ideal en Z.

Recordemos que si R es un anillo e I es un ideal sobre R, I induce una relaciéon

de equivalencia ~ sobre R de tal forma que el conjunto & = {[X] | X € R}

vuelve a ser un anillo, en donde [X] denota a la clase de equivalencia de X.
Dicha relacién de equivalencia estd definida por X ~Y < X —Y € [.

Definicién 4.5. Un anillo (R, +,x*) se dice booleano si para todo r € R se
cumple que rxr =1.

Lema 4.6. Sea X un conjunto no vacio y P(X) su conjunto potencia. Si defi-
nimos + y * como:

A+B=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ 4),
AxB=ANB,
(P(X),+,*) es un anillo booleano.
Demostracion. Primero es necesario ver que (P(X),+) es un grupo abeliano.
Para probar la asociatividad vamos a usar la notacién A° = X\ A y las siguientes
dos igualdades de conjuntos:
A+ B = (AN B U (A°N B), (A+ B)° = (AN B) U (A°n B).

Sean A, B,C € P(X). Sabemos que

(A+B)+C=[(A+B)NCIU[(A+ B)nC].
Veamos qué son [(A+ B)NC°y [(A+ B)°NC| por separado. Notemos que

(A+ B)NC°*=[(ANB)UA°NB)NC°*=(ANB°NC°)U(A°NBNC°),
(A+B)°NC=[(ANB)U(A°NB°)|NC =(ANBNC)U(A°NB°NC).

Por lo tanto

(A+B)+C=(ANB‘NCHYU(A°NBNCY)UANBNC)U((A°NB°NC)
:[(AmBnC) (ANB°NCHIU[(A°NBNCYU(A°NB°NC)
=[AN((BNC)U (B NCHOUA°N((BNC°)U(B°NQC))]

=[AN(B+O)°JUA°N(B+C)]=A+ (B+ ().

El elemento neutro para + es el vacio, pues, para todo A € P(X) se cumple que
A+0=(AUD)\(ANP)=A\0D=A.

Falta probar la existencia de un inverso, pero para todo A € P(X) se cumple
que A+ A=(AUA)\ (AN A)=A\ A=0. Ademds es claro de la definicién
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de 4+ que esta operacién es conmutativa, por lo tanto (P(X),+) es un grupo
abeliano.

Es claro que * también es asociativa, por lo tanto lo inico que resta ver es que
es distributiva bilateral respecto a +. Vamos a demostrar tinicamente que * es
distributiva por la izquierda (para la derecha la demostracién es completamente
andloga). Veamos que:

Ax(B+C)=An((BNCYU(B°NC)=(AN(BNC))U(ANB°NC).
Por otro lado, se tiene que:

(AxB)+(AxC) = (AmB)+(AmC) = [(ANB)N(ANC)9)JU[(ANB)*N(ANC)]
[(ANB)N(A°UB)U[(A°UB°)N(ANC)]

=[((ANnB)N A ) (ANB)NCHIU[((ANC)N A9)U (AN C)N B9
=[DU((ANB)NCHIUDU((ANC)NBY)] = ((ANB)NC°)U(ANC)N B°).

Y asi Ax (B+C) =A% B+ AxC que era lo que se querfa.
Ademés para todo A € P(X) se cumple que Ax A = ANA = A, lo que
prueba que el anillo es efectivamente booleano. O

Notemos que si I es un ideal sobre el anillo booleano (P(X), +, %), la relacién
de equivalencia inducida por I es

XY o X-YelosX+Yela (XUuY)\(XNY)el.

4.2. Ideales en algebras booleanas.

Ademis de la nocion de ideales que se tiene en teoria de anillos también hay
una nocién de ideal para algebras booleanas. A continuacién veremos que estos
dos conceptos coinciden en algunos conjuntos que admiten estructura de anillos
y también de algebras booleanas.

Definicién 4.7. Un dlgebra booleana es un conjunto B con dos operaciones bi-
narias + y * (suma y multiplicacion booleanas), una operacion — (complemento)
y dos elementos distinguidos 1,0 que cumplen las siguientes condiciones:

1. u+u=u=uxu;

UFV=V+UYUXV=0V*US
ut(v+w)=(u+v)+wyux(vxw)=(u*xv)*w;
(utv)*xw=(usxw)+ (V*w) y(u*xv)+w=(utw)x*(v+w);

u+ (uxv) =u=ux*(u+t+wv);

S Gvo o e

u+(—u)=1yux*(—u)=0;
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7. —(u+v)=(—u)*(—v) y —(u*xv) = (—u) + (—v);
8. —(—u) =u;
9. uxl=uyu+0=u;

Si se tiene un algebra booleana se puede introducir un orden parcial (<) de
manera natural dado por
u<vesEutv=v

o equivalentemente
U< vE UKV =U.

Ejemplo 4.8. Para cualquier conjunto X se cumple que P(X) con U como
suma, N como multiplicacion yVA € P(X)(—A := X\ A) es un dlgebra booleana.
Ademds aqui < es simplemente la contencion de conjuntos.

De hecho la idea de algebra booleana surge como una forma de generalizar
las estructuras que se comportan como (P(X),U,N), es decir, esta es la dlgebra
booleana canénica.

Definicién 4.9. Un ideal I en un dlgebra booleana B es un subconjunto no
vacio de B tal que:

1. uel yv<uimplicav €1;
2. u,v €I implica u+wv € 1.

En este trabajo trabajaremos principalmente con el dlgebra booleana del
Ejemplo 4.8. La siguiente proposicién es simplemente una traduccién trivial,
pero muy util de lo que es un ideal en esta algebra booleana.

Proposicién 4.10. Un subconjunto I de P(X) es un ideal si y sdlo si se cum-
plen las siguientes dos condiciones:

1. SiAel yBCA, entonces Be€ I;
2. Si A,B € I, entonces AUB € 1.

Asi, de acuerdo a la Proposicién 4.10, un ideal es una familia de conjuntos
que es cerrada bajo subconjuntos (o cerrada por abajo) y cerrada bajo uniones
finitas.

A continuacién presentamos un resultado que justifica que ambos conceptos
compartan nombre y que ademds da una idea de por qué llamarle ideales a
algunos subconjuntos de un algebra booleana.

Teorema 4.11. Sea X un conjunto no vacio, P(X) su potencia e I un subcon-
Junto no vacio de P(X). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. I es un ideal en el sentido algebraico en el anillo (P(X),+,*)!.

1Las operaciones son las que estdn definidas en el Lema 4.6



4.2. IDEALES EN ALGEBRAS BOOLEANAS. 53

2. I es un ideal en el sentido de dlgebra booleana en (P(X),U,N).

Demostracion. (1) = (2) Es necesario ver que I es cerrado por abajo y cerrado
bajo uniones finitas. Sean A, B € I y C' C A. Como en particular C € P(X) e
I es absorbente con la multiplicacién, C' = ANC = AxC € I, es decir, [ si es
cerrado por abajo. Ahora que ya sabemos que I es cerrado por abajo, D = A\ B
también es un elemento de I, y luego como (I, +) es grupo:

AUB=(A\B)UB=((A\B)UB)\0 = ((A\B)UB)\ ((A\ B)NB))
— (DUB)\(DNB)=D+Bel

lo cual significa que I es cerrado bajo uniones finitas.

(2) = (1) Es necesario verificar dos condiciones, la primera es que I es
un grupo con la operacién + y la segunda es que es absorbente con *. Sean
A,BelyCeP(X). Como I es cerrado bajo uniones finitas, AUB € I, ahora
notemos que A+ B =(AUB)\(ANB)C AUB €I,y como I es cerrado por
abajo entonces A + B € I, lo cual prueba que (I,4) es grupo. Por otro lado,
AxC=ANC C A €1,y de nuevo, como [ es cerrado por abajo, AxC € I, es
decir, I es absorbente con x. O

4.2.1. Cocientes en algebras booleanas

Naturalmente en teoria de anillos le llaman ideal a un objeto ya que si R
es un anillo e I es un ideal sobre él, entonces ? vuelve a admitir estructura de
anillo, veremos que esto también sucede en las dlgebras booleanas P(S), donde
S es un conjunto no vacio, y ademds ambos conceptos coinciden.

Sea I un ideal propio de un algebra booleana P(S). Vamos a definir una

relacién de equivalencia ~ en P(S) como sigue:
X~Y < (3]1,[2 S I)(XUIl :YUIQ).

Claramente ~ es reflexiva, pues basta tomar Iy = I, =0 € [ y luego X U I} =
X U I5. También dada la definicién de ~ se tiene directamente la simetria.
Veamos que también es transitiva. Si X ~Y y Y ~ Z, existen Iy, 15, I3, 1, € 1
tales que XU =Y ULy YUI3=ZU Iy, de esto:

(XULUI;=(YUL) UL =(YUI) UL =(ZUI)UI

asi XU ([4 UI3) = ZU (Io U 1), pero Iy U I3, I, U Iy € I, lo cual prueba que
X~Z.

Lema 4.12. Si A ~ B, entonces AUX ~BUX y AnX ~ BN X para todo
X e P(S).

Demostracion. Como A ~ B, AUl = BUI, para algunos I, I € I, luego para
todo X € P(S) se cumple que (AUX)UI; = (BUX)U, yasi AUX ~ BUX.
Similarmente (AUIL1)NX = (BUI3)NX y asi

ANX)u(LHNX)=(BNX)U((ILNX)
pero como [ es cerrado por abajo, [1 N X, [bNX € I, luego ANX ~BNX. O
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Como usualmente se hace, vamos a denotar por [X|; a la clase de equivalencia
de X, es decir, al conjunto {Y € P(S) | X ~Y}.

Lema 4.13. I = [()];.

Demostracion. Si X € I, X U = QU X, lo que prueba que X ~ @ y luego
I C [0];. Ahora sea X € [(];; existen I1,I, € T tales que DU I = X U Iy,
es decir, [y = X U I, pero entonces X C I; € I, consecuentemente X € I,
asf [@]; C I, lo cual termina la prueba. O

Una vez que tenemos a las clases de equivalencia cabe la pregunta de si
este conjunto admite una estructura de algebra booleana, es decir, si existen
operaciones + y % que se comporten bien, y la respuesta es que si y estas
operaciones son tan simples como las de P(S), y de hecho, tal como pasa en
teoria de anillos, el resultado de las operaciones entre clases de equivalencia es
simplemente la clase de equivalencia del resultado de las operaciones en P(S).

Sea P9 — ([X]; | X € P(S)} y sea [A]; + [B]; = [AUB]; y [Al; % [B]; =
[A N B}].

Lo primero que debemos de probar es que las operaciones + y * no dependen
de los representantes, es decir, si A ~ A’y B ~ B, entonces [AUB]; = [A'UB’|;
y [AN B|; = [A’ N B’]; , pero para ver esto dltimo es suficiente notar que
AUB ~ A UB y ANnB ~ A’ N B’. Ahora, por el Lema 4.12, sabemos que
AUB ~ AUB ~AUB yque ANB~ ANB ~ A" N B, luego (por la
transitividad) se tiene que AUB ~ A’UB" y que AN B ~ A’ N B’, como se
queria.

También es clara la conmutatividad de + y *, pues U y N lo son. Veamos la

distributividad de una operacién respecto a la otra. Sean [A];, [B];,[C]s € @

[Alr + ([Blr * [Cl1) = [Al; + [BNC]r = [AU (BN C)]r =
[(AUB)N(AUC)|; = [AU B+ [AUC]r = ([A]r + [Bl1) = ([l + [C).

Por otro lado, se tiene que:
[Alr = ([B]r + [C]1) = [Al; * [BUC] = [AN(BUC)|; =
[(ANB)U(ANO)]r =[ANBlr +[AUC]; = ([A]l;r * [B]r) + ([A]1 *[C]1).

Ademés existen [}]; =Ty [S]; =S en @ tales que

[Alr + [0]r = [AU0]; = [Al

[A]r = [S]r = [ANS]; = [4]r.

También, eligiendo A" = S\ A se tiene que [A];+[A']; = [S]r y [A]r*[A"]; = [0];.
Esto prueba la existencia de los elementos neutros y de los inversos.
En resumen hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 4.14. Sea I un ideal sobre un dlgebra booleana P(S). Se tiene en-
tonces (@, +, %) es también un dlgebra booleana con elemento cero [0]; =1 y

elemento unitario [S]y.

Esta dlgebra booleana es llamada el dlgebra cociente de P(.S) sobre I.

El hecho de que un conjunto P(S) admita una estructura de dlgebra booleana
y que un subconjunto I de P(S) cumpla que @, definido adecuadamente,
vuelva a admitir estructura de dlgebra booleana, justifica el hecho de llamarle
a I un ideal.

Por ultimo veamos que las clases de equivalencia definidas para el anillo
booleano son las mismas clases de equivalencia como &algebra booleana en el

caso de que se trabaje sobre P(X).

Lema 4.15. Sea X un conjunto no vacio e I un ideal’ sobre P(X). Y sean
A,B C X. Entonces A~ B si y solo si A~ B.

Demostracion. Recordemos que:
Ax~B+< A+ B=(AUB)\(AnB)el

¥y que
A~ B+ (3[1,[2 EI)(AUIl :BUIQ).

=] Basta elegir Iy = I = (AUB)\ (ANB),pues AU =AUB=BUL y
consecuentemente A ~ B.

<] Supongamos ahora que existen I;,I; € I tales que AUI; = BU L.
Usaremos de nuevo la notacién B¢ = X \ B. Notemos que como AUI; = BU I,
entonces A C B U I, luego, intersectando con B¢, se sigue que:

ANB*C (BUL)NB*=(BNB°)U(B°UL)=0U(B°UIlL)=B°UIl, CI.
Y andlogamente A° N B C I;. De esto se sigue que:
A+B=(ANB)U(A°NB)C L UL €1,

pero como I es cerrado bajo subconjuntos, A+ B € I, que era lo que se queria.
O

Estas dos secciones muestran que el considerar los ideales de acuerdo a la
Proposicién 4.10 es consistente con todo el trabajo que se tiene en teoria de
anillos y de algebras booleanas de estos objetos.

4.3. Algunos ideales importantes

Gracias a la Proposicion 4.10 es muy facil saber cuando un coleccién de
subconjuntos de un conjunto X es un ideal. Note ademas que, en simetria con

2Note que gracias al Teorema 4.11 ya no es necesario aclarar si es un ideal en el sentido de
anillos o de dlgebra booleana.
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el concepto de filtro, y desde el enfoque de la Proposicién 4.10, la nocién de
ideal lo que trata de capturar es la idea de pequenez.

Dependiendo el contexto en el que se trabaje, la idea de pequenez puede
variar mucho, pero resulta que las propiedades de un ideal son algo comun a
todas estas nociones, y justo los ejemplos que se muestran tratan de ilustran
esto.

Ejemplo 4.16. En P(X) la coleccion de todos los conjuntos finitos es un ideal.
A este ideal le denotaremos como fin.

Ejemplo 4.17. En P(X) la coleccion de todos los conjuntos a lo mds numera-
bles es un ideal.

Ejemplo 4.18. En P(R) la coleccidon de todos los conjuntos que tienen medida
cero sequn Lebesgue es un ideal.

Ejemplo 4.19. Sea (X, 1) un espacio topoldgico. En P(X) la coleccion de todos
los subconjuntos densos en ninguna parte es un ideal.

Es particularmente interesante el Ejemplo 4.18 ya que surge una pregunta
natural: ;Serd que si se comienza con un ideal I en P(X) existird alguna medida
wtal que I = {A C X | u(A) = 0}? Veamos que la respuesta es afirmativa si el
ideal cumple una propiedad adicional.

Definicién 4.20. Sea un I un ideal en P(X). Al complemento de I ( es decir,
P(X)\I) le llamaremos el coideal de I y lo denotaremos por 1.

Teorema 4.21. Sea I un ideal propio en P(X). Si IT es un filtro, entonces
existe una medida bivaluada v : P(X) — 2 tal que I = {A C X | p(A) = 0}.

Demostracion. Es suficiente notar que en la demostraciéon que se hizo para el
Lema 2.49 nunca se uso el hecho de que U fuese un filtro maximal, sino sim-
plemente un filtro, por lo tanto esa misma demostracion también aplica para la
funcién p : P(X) — 2 definida como sigue:

0 si Ael

n(A) =
1 si Ael™.

Es decir, p es efectivamente una medida, y ahora es claro, por construccién, que
I={AcC X |p) =0} O

Una pregunta interesante es si se puede hacer algo andlogo a esta cons-
truccién para el ideal del Ejemplo 4.19, es decir, si I es un ideal sobre X,
jexistird alguna topologia 7 sobre X tal que

I={AC X | Aesnuncadenso en (X,7)}?

Esta es un problema que nos gustaria estudiar en futuros trabajos.
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4.4. Ideales inducidos por familias independien-
tes

Como se dijo al comienzo de la seccién anterior, se puede asociar un ideal
a una familia independiente de manera mas o menos natural, lo bueno de esta
asignacion es que propiedades de la familia independiente se ven reflejadas en
propiedades de su ideal.

Sea pues I una familia independiente y sea

idi={ACw|VE€ ENV(I)(3BC E(Be ENV(I))BNA=0)}.
Proposicion 4.22. id; es un ideal sobre w.

Demostracion. Sea A € idy y sea B C A, queremos ver que B € idj. Sea
C € ENV(I);como A € idy, existeun D € ENV(I) talque D C C'y DNA = (),
pero DN B C DN A, consecuentemente D N B = (), 1o cual prueba que B € id.
Sean A, B € id; y C € ENV(I), queremos ver que AU B € id;, es decir, que
existe D € ENV(I) que cumple D C C'y DN(AUB) = ). Como A € idy, existe
E e ENV(I)talque ECCy ENA=. Ahoracomo B €id;y E € ENV(I),
existe D € ENV(I) de forma que D N B = {), consecuentemente:

DN(AUB)=(DNA)U(DNB)=(DNA)UP=DNACENA=,
que era lo que se queria. O

Note que la definicién de id; también la podemos dar en términos de FF(I),
es decir, A € idy si y sblo si para toda h € FF(I) existe otra k € FF(I), con
hCk, tal que I*NA=0.

Ahora podemos observar una relacién entre z'd}r y el envolvente de la familia
independiente, ademas de otras propiedades de id; y de id}r, pero antes de eso
necesitamos un par de definiciones.

Definicién 4.23. Si A es una coleccion de subconjuntos de w, entonces
AT={XCw|FAcA(ACX)}
es llamada la clausura ascendente de A.

Definicién 4.24. Si A € id], entonces eviste un E € ENV(I) tal que para
todo F C E, con F € ENV(I), se satisface que F N A # 0. A dicho E le
llamaremos un testigo de que A € id?.

Note que, gracias el Corolario 3.4, y usando la notacién de la Definicion 4.24,
sabemos que de hecho F' N A debe ser infinito, pues si fuese finito existiria un
Fy C F (y por lo tanto Fy C F) tal que Fy € ENV(I) y ademds FyNA =10, lo
cual serfa una contradiccién. Otra observacién es que si F es un testigo de que
A€idf y Fe€ ENV(I) es tal que F C E, F también es un testigo de A € id .

Lema 4.25. Sean I y J familias independientes sobre w, entonces se cumplen
las siguientes condiciones:
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1. SiI C J, entonces idy Cidy.
2. ENV(I)1C idf .

Demostracion. (1) Sea A € idy y sea B € ENV(J). Como B € ENV(J),
entonces B = J" para alguna h € FF(.J), ahora podemos ver que

h={(A,h(A) | A€ dom(h) NI} U{(A h(A)) | A€ (dom(h)n (J\ )},

es decir, h es la unién de una funcién en FF(I) (posiblemente vacia) y otra en
FF(J\I) (también posiblemente vacia). Sean

ho = {(A, h(A) | A € dom(h) NI},

hi = {(A, h(A)) | A € (dom(h) N (J\ I)}.

Como hg € FF(I) y ademds A € id;, existe una funcién k € FF(I) tal que
ho C k y ademas I*N A = 0. Si definimos s = kUh-, y puesto que k y hy tienen
dominios disjuntos, tenemos que s es una funcién tal que s € F'F(J) y ademds
h C s, consecuentemente J* C Jhy Js = JmnIk C I*yasi J'NACIFNA=10
lo cual prueba, por la arbitrariedad de h, que A € id;.
(2) Primero veamos que id? es cerrado por arriba; para esto sea A € id? y
B D A. Como A € id}, entonces A ¢ idr; si sucediese que B € idy, como id; es
cerrado por abajo, también se tendria que A € idy, lo cual es una contradiccién?.
Ahora notemos que si E € ENV(I), entonces E ¢ idy. En efecto, E mismo es
testigo de que E € id?, va que para todo FF C E, con F € ENV(I), se cumple
que ENF = F es infinito, lo cual implica que E ¢ id; y consecuentemente
FE e id}*‘, y ast ENV(I) C id?‘, ahora, usando el hecho de que id}' es cerrado
por arriba, concluimos que ENV (1) 1C id} .
O

Dada la segunda parte del Lema 4.25 surge una pregunta natural, ;jserd que
en realidad ENV(I) 1= idf? La respuesta en general es no, de hecho esto
s6lo pasa para familias independientes maximales en todas partes y es una
caracterizacion de ellas.

Lema 4.26. Sea I una familia independiente. Entonces I es independiente
mazimal en todas partes si y sélo si ENV (I) 1= id .

Demostracion. =] Supongamos que I es independiente maximal y sea X € id}'.
Como X € id}, existe un B € ENV(I) tal que para todo C € ENV(I) con
C C B se cumple que CNX es infinito. Como I es maximal en todas partes, debe
existir un Cy € ENV (I), con Cy C B, de modo que Cy € X o CoNX = (; pero
por la condicién de antes no puede suceder que Cy N X = (), consecuentemente
Cp C X, lo cual prueba, como C' € ENV(I), que X € ENV(I) 1.

<] Supongamos que ENV (I) t=id] y sean X C wy E € ENV(I) arbi-
trarios. Si existe un F € ENV(I), con F C E, tal que F N X = (), entonces

3Note que esta prueba es vélida para cualquier ideal, no sélo los de la forma id; para
alguna familia independiente I; es decir, si id es un ideal, entonces idt es cerrado por arriba.
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ya terminamos. En caso de que no, F'N X es infinito para todo F' C E con
F € ENV/(I), consecuentemente E N X € id; y E mismo es un testigo de
esto, ya que FN(ENX)=FNX # 0. Ahora como EN X € idf, y ademds
ENV(I) t= id], necesariamente existe un Fy € ENV(I) tal que Fy C BN X.
Asi en particular Fy C E'y Fy C X, lo cual prueba que I es independiente
maximal en todas partes. O

En la literatura existen muchas definiciones de lo que es un ideal selectivo,
estas definiciones son equivalentes en el caso de que el ideal sea el complemento
de un ultrafiltro, pero no lo son en general, es por ello que es necesario tener
claro cudles son las implicaciones entre estas distintas definiciones. Antes de
aclarar esto es necesario recordar que si < es una relacién reflexiva y transitiva
sobre un conjunto P, decimos que la pareja (P, <) es un preorden.

Definicién 4.27. Sea (P, <) un preorden y sean D,U C P.
1. Decimos que D es denso si para todo p € P existe un d € D tal que d < p.
2. Decimos que U es abierto si siempre que uw € U y v < u, entonces v € U.

Definicién 4.28. Un ideal id sobre un conjunto X se dice no principal si sucede
que Jid = X.

Usando la notacion del Ejemplo 4.16 y la Definicion 4.28 tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 4.29. Sea id un ideal sobre un conjunto X. Entonces id es no
principal si y solo si fin C id.

Demostracion. Supongamos que id es no principal y sea A un subconjunto finito
no vacio de X. Asi{ A = {ay,...,an—1} para algin n € w. Puesto que A C X =
Jid, para cada m € n existe B,, € id tal que a,, € B, ahora, como id
es cerrado bajo uniones finitas se sigue que A C |J,,¢,, Bm € id y como id es
cerrado bajo subconjuntos, A € id, lo cual prueba que fin C id. Reciprocamente
si fin C id, entonces X = | fin C |J1id, asi, X = |J1id, lo cual prueba que id
es no principal. O

Definicién 4.30. Sea id un ideal no principal e id% su coideal. Entonces:

1. id es primero selectivo si siempre que Ag D A1 D As D ..., con A, € idT,
existe un B € idy tal que B\n C A,,.

2. id es segundo selectivo (o semiselectivo) si para toda coleccion {D, | n €
w} de conjuntos densos y abiertos en (id*,C*) y para todo A € id™ emiste
un B € id™ tal que B C A y ademds B\n € 9,,.

3. id es tercero selectivo (o Ramsey) si para todo A € id* y toda f : [A]? — 2,
existe un B € id" tal que f | [B)? es constante.

4. id es cuarto selectivo si para todo A € idt y toda f : A — w, hay un
B cidT tal que f | B es inyectiva o constante.
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5. id es quinto selectivo si siempre que f : w — w, hay un B € id* tal que
f | B es inyectiva o constante.

Lema 4.31. Sea id un ideal, entonces se cumplen las siguientes implicaciones:
(1) id es primero selectivo = (2) id es segundo selectivo,
(3) id es tercero selectivo = (4) id es cuarto selectivo = (5) id es quinto
selectivo.

Demostracion. (1) = (2). Sea A € id" y sea {%, | n € w} una coleccién
de conjuntos densos y abiertos en (id™, C*). Como en particular %, es denso,
existe un Fg € %y tal que Ey C* A, es decir, Ey \ A es finito. Ahora como
Ey = (EoNA)U (Ep \ A), necesariamente Fy N A € id", ya que si no fuese
asi (es decir, si Eg N A € id), como Ey \ A es finito y el ideal es no principal,
Ep\ A € id, luego tendriamos que Ey = (EgNA)U (Ey \ A) € id, lo cual es una
contradiccién, pues Ey € idT. Sea Dy = EyN A. Analogamente, y siguiendo esta
misma construccién, debe existir D1 € 2, tal que D; C Dg; mas aun, existe
una sucesion
ACDyC D1 C--CDyCDpy1 S

tal que D,, € 2, para todo n € w. Como id es primero selectivo, existe un
B e id" talque BC Ay B\n C D, € %, para todo n € w, ahora, usando
el hecho de que 9, es abierto, se concluye que B\ n € %, que era lo que se
queria.

(3) = (4) Sean A € id* y f: A — w y definamos g : [A]> — 2 como sigue:

0 sif(a) = f(b)
9({a,b}) =

1 en otro caso.

Puesto que id es tercero selectivo, existe un B € id* tal que g | [B]? es constante.
Si g I [B]* = 0, entonces Va,b € B(f(a) = f(b)) , ysig | [B]* =1, f(a) # f(b)
para cualesquiera a,b € B con a # b, esto quiere decir, que f [ B es uno a uno
o constante, como se queria.

(4) = (5) Este implicacién es clara, pues basta tomar A = w € id" y usar
que id es cuarto selectivo. O

Desde el punto de vista del estudio de las familias independientes, lo impor-
tante de las propiedades de selectividad de los ideales es que si se tiene un ideal
proveniente de una familia independiente y este ideal cumple alguna propiedad
de selectividad, podemos conocer propiedades de selectividad de la familia inde-
pendiente. Esto tiene la ventaja de que los ideales, como ya se demostro en las
primeras secciones de este capitulo, se pueden estudiar desde distintos puntos
de vista. Los siguientes dos resultados dan testimonio de esto, ademds de tener
consecuencias interesantes.

Lema 4.32. Si I es una familia independiente selectiva, id; es quinto selectivo.

Demostracion. Sea f : w — w. Como I es selectiva se tiene que existe £ €
ENV(I) tal que f | E es uno a uno o constante, ahora como ENV (I) C id,
E e id}", lo cual da el resultado. O
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Teorema 4.33. Sea I una familia independiente. Entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

1. I es independiente selectiva en todas partes.
2. I es independiente maximal en todas partes e idy es cuarto selectivo.

Demostracion. (1) = (2) Ya se probé en el Lema 3.35 que si I es selectiva en
todas partes, es maximal en todas partes, por lo tanto lo tinico que resta ver es
que id; es cuarto selectivo. Sea A € id}”‘ v f: A — wy definamos

fln) sine A

g(n) =
0 en otro caso.

Como ya sabemos I es independiente maximal en todas partes podemos apli-
car el Lema 4.26, por lo tanto existe h € FF(I) tal que I" C A. Como I es
independiente selectiva en todas partes, en particular lo es en h, consecuente-
mente existe k € FF(I), con h C k, tal que g | I*¥ es uno a uno o constante,
pero como I¥ C A, entonces g | I*¥ = f | I*, lo cual termina la prueba pues
I* € ENV(I) Cidf .4

(2) = (1) Sea h € FF(I) y f : w — w. Queremos probar que existe k €
FF(I)tal que h Cky f | I* es uno a uno o constante.

Para ello sea A = I". Es claro que A € idf, pues ENV(I) C id;. Ahora
sea g = f | A. Como id; es cuarto selectivo, existe un B € z'd}Ir tal que g [ B es
uno a uno o constante. Nuevamente, como I es independiente maximal en todas
partes, podemos usar el Lema 4.26 y por lo tanto existe una k € FF(I) tal que
I* C B. Asi se tiene que g | I* C ¢ | B, por lo tanto g | I* también es uno a uno
o constante, de aquf se tiene la prueba, pues como I* C A, g [ I*¥ = f [ I*. O

Es gracias a esta caracterizacién que las familias independientes pueden ser
objetos de estudio de la técnica conocida como forcing. Esta técnica conjuntis-
ta nos permite conocer la independencia y consistencia de ciertas afirmaciones,
como por ejemplo podemos preguntarnos si es consistente que ig; < ¢. Lo im-
portante del Teorema 4.33, y de toda esta seccién, es que conecta los ideales con
las familias independientes, y los ideales son objetos que se han estudiado mu-
cho y que se entienden en la 6ptica del forcing. De hecho es este trabajo es solo
una parte de todo este proyecto, posteriormente ya se trabaja con ideales cuarto
selectivos en distintos modelos de la teoria de conjuntos, en uno de los cuales
efectivamente sucede que ig; < ¢, lo cual, en particular, implica la consistencia
dei<c.

4Note que no jugé ningiin papel el cémo estéd definida g fuera de A, por lo tanto se pudo
haber usado g como cualquier extensién de f a todo w.
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Capitulo 5

Una interpretacion
topoldgica

Cuando se profundiza en el estudio de las matematicas se encuentran teore-
mas que muestran las relaciones entre conceptos de distintas dreas, en el caso
del envolvente de una familia independiente se puede notar la enorme semejan-
za con el concepto topoldgico de base, donde # C P(X) es base para alguna
topologia sobre X si y sélo si cumple las condiciones:

1. U8B =X

2. Si By, By € % son tales que By N By # (), existe By € % tal que § # B; C
B1 N Bs.

El siguiente lema prueba que efectivamente estos dos conceptos estan estre-
chamente relacionados.

Lema 5.1. Si I es una familia independiente sobre w, entonces el envolvente
de I es base de alguna topologia sobre w.

Demostracion. Puesto que ENV(I) = {I" | h € FF(I)}, en particular I? =
w € ENV(I), por lo tanto w = UENV(I). Por otro lado, si se tienen dos
funciones hg, h; € FF(I) tales que I" N 1" # (), k = hg U hy es una funcién.
En efecto, si no fuese asi es porque existe A € dom(hg) N dom(hy) tal que
ho(A) # hi(A). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que ho(A) = 0y
hi(A) = 1. Luego I" C AMA) = A0 = Ay M C AMA) = AT = )\ A,
consecuentemente 170 N " = (), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto k
es funcién y hg, hy C k, luego, por la Proposicién 3.2, se tiene que I* C I e
Ik C Ihl7 as{ I¥ C "o N M, Como I* € ENV(I), se tiene el resultado. O

En esta seccién los conjuntos densos en ninguna parte jugaran un papel cru-
cial, por ello es preciso recordar su definicién y una caracterizacién importante.

Definicién 5.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y N C X. Decimos que N es
un conjunto denso en ninguna parte si el interior de su clausura es vacio.

63
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Proposicién 5.3. Sea (X, T) un espacio topolégico y N C X. N es denso en
ninguna parte si y sélo si para todo abierto no vacio A existe otro abierto B # ()
contenido en A tal que NN B = .

Demostracion. Recordemos que
AN)={zeX |VWer(zeV =>VNN#0D)}

=] Por contradiccién. Supongamos que existe un conjunto A # @ abierto tal
que para todo B # ), con B C A, se cumple que BN N # (). La afirmacién es
que en este caso A C cI(N) y consecuentemente, como A es abierto, ) C A C
int(cl(N)), lo cual serfa una contradiccién. En efecto, seaa € Ay seaV €1
tal que x € V. Ahora, tomando B = V N A, se tiene que B # {) (pues a € B) y
ademds B C A, luego, por la hipdtesis, BONN # () y asi VNN # (), por lo tanto
x € cl(A).

<] Por contradiccién. Supongamos que N no es denso en ninguna parte, es decir,
que @ £ A = int(cl(N)). Vamos a demostrar que A es tal que para todo B # ()
contenido en A se cumple que BN N # (), lo que supondrd una contradiccién
(pues A es abierto). En efecto, sabemos que:

) £ B C A=int(cl(N)) C cl(N),

luego B C ¢l(N). Ahoraseaxz € ByseaV € 7 tal que z € V. Como =z € VN B,
V N B es abierto y « € cl(N), entonces (VNB)NN # (yast BAN # (), lo
cual termina la prueba. O

Corolario 5.4. Sea (X,T) un espacio topoldgico y N C X. N es denso en
ninguna parte si y sélo si para todo abierto basico no vacio A existe otro abierto
bdsico B # ) contenido en A tal que NN B = .

Lema 5.5. Sea I una familia independiente y sea 7y la topologia generada por
ENV(I). Entonces se cumple lo siguiente:

1. Si ACw, con A¢g I, entonces I U{A} es independiente si y sdlo si A y
w\ A son ambos densos en (w,7r).

2. S5i A Cw, entonces A € idy si y sélo si A es denso en ninguna parte en
(w, 7).

3. (w,7r) no tiene puntos aislados.

4. (w, 1) es cero dimensional*.

Demostracion. 1. Notemos que esto es un resultado del Lema 3.5, pues que
I U{A} sea independiente es equivalente a que A y w \ A tengan interseccién
no vacfa con cada elemento de ENV (), pero los elementos de ENV (I) son los
abiertos bésicos de (w, 77), luego, esta condicién es equivalente a que Ay w\ A
sean densos en (w, 7).

1Un espacio (X, 7) es cero dimensional si admite una base de conjuntos clopen.
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2. Basta recordar que
idi={ACw|VE€ ENV(I)(ABC E(B€ ENV(I))BNA=0)}.

Ahora, la condicion VE € ENV(I)(3B C E(B € ENV({I))BN A = {)) es
equivalente, en términos de (w, 77), a que para todo abierto bésico E exista otro
abierto basico F C E tal que AN F = 0, la cual es la caracterizaciéon? de los
conjuntos nunca densos del Corolario 5.4.

3. Es suficiente notar que para todo n € w se tiene que {n} no es un conjun-
to abierto, pues todos los abiertos bésicos en (w,77) son infinitos por ser los
elementos de ENV(I), por lo tanto n no es aislado.

4. Basta probar que todos los elementos de ENV(I) son clopen. Sea E €
ENV (I), entonces:

E=XoN--NX,N(w\Yo) NN (w)\ Vi),

en donde Xo,...,X,, Yo,...,Y,, €I son todos distintos.

Ahora, puesto que para cada par (i,j),coni en+1lyjem+1, X;yY;
son conjuntos clopen (ya que X;, (w\ X;),Y;, (w\Y;) € ENV(I)), E es una
interseccién finita de conjuntos clopen y por lo tanto es clopen, como se queria.

O

Este primer lema nos da indicios de que ciertas propiedades importantes de
una familia independiente quedan caracterizadas por el espacio topoldgico que
generan. Las siguientes definiciones y resultados dan testimonio de esto.

Definicién 5.6. Sea (X7) un espacio topoldgico.

1. Decimos que (X, 1) es irresoluble si X no puede ser escrito como la union
de dos conjuntos densos disjuntos.

2. Decimos que (X, T) es fuertemente irresoluble si para todo conjunto abierto
U # 0 se tiene que U, con la topologia de subespacio, es irresoluble.

Proposicién 5.7. Sea I una familia independiente.
1. I es mazimal si y sdlo si (w,7r) es irresoluble.
2. I es mazximal en todas partes si y solo si (w,Ty) es fuertemente irresoluble.

Demostracion. 1. I es maximal si y sélo si para todo A C w, con A & I, se
cumple que T U {A} no es independiente, lo cual, por la parte (1) del Lema 5.5,
es equivalente a que A y w \ A no sean simultdneamente densos®, esto es, que
(w, 1) sea irresoluble.

2. =] Primero notemos que es suficiente verificar la irresolubilidad de los
abiertos basicos. Supongamos entonces que I es maximal en todas partes y

2 Aqui no es necesario pedir que E y F sean no vacios pues eso es algo que ya se tiene por
ser elementos del envolvente.
3Note que ningiin elemento en A € I va a ser denso, puesto que w \ A es abierto.
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sea h € FF(I). Queremos probar que I" es irresoluble. Sea pues A C I" y
B = (I"\ A). Como I es independiente maximal en h, existe k 2 h tal que
(I* € A)v (I* N A = (). Si A fuese denso, en particular no puede suceder que
I*N A =0, ya que I*¥ es un abierto no vacio en I", por lo tanto I* C A y luego
BN I* =), consecuentemente B no es denso.

<] Ahora supongamos que (w,77) es fuertemente irresoluble y sea h €
FF(I). Probaremos que I es maximal en h. Sea A C I" y B = "\ A. Co-
mo A y B no son ambos densos, debe existir un abierto basico I*, con k D h*,
tal que IFNA =0 o0 I*N B = 0. En el primer caso ya se tiene lo que se querfa,
en el segundo caso I¥ C I"\ B = A. O

Definicién 5.8. Decimos que un espacio topoldgico (X, T) es selectivo si para
toda coleccion numerable de conjuntos fronterizos® cuya union cubre a X, se
cumple que existe un conjunto abierto U # () tal que U intersecta a cada uno de
esos fronterizos en a lo mds un punto.

Proposicion 5.9. Sea I una familia independiente. Entonces I es selectiva en
todas partes si y solo si para toda h € FF(I) se cumple que I", con la topologia
de subespacio, es selectivo.

Demostracion. =] Supongamos que I es selectiva en todas partes y sea h €
FF(I).Sean {K,, | n € w} una familia de conjuntos fronterizos en I", f : I" — w
la funcién definida por f(n) =m < n € K, y g cualquier extensién de f a todo
w. Como I es selectiva en todas partes, en particular lo es en I", por lo tanto
existe k € FF(I), con k D h, tal que g [ I*¥ = f [ I* es uno a uno o constante®.
Si f | I* fuese constante, es decir, si para todo n € I* se cumple que f(n) = m,
entonces I* C K,,, pero en ese caso K,, no es fronterizo en I", pues I* es un
abierto no vacio en I" e I* C K,,, consecuentemente ) # I* C K,,, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto f [ I*¥ es uno a uno. Si para algin m € w
sucediese que |I* N K,,| > 2, elfjase a,b € I¥ N K,,, con a # b, luego, por la
definicién de f se tendria que f(a) = m = f(b), lo cual es una contradiccién
pues f es inyectiva en I*.

<] Sea h € FF(I). Sabemos que I, con la topologia de subespacio, es
selectivo y queremos probar que I es selectiva en h. Sean f : w — wy K, =
fr({n}) N I". Si existe un abierto béasico I* en I" tal que I* C K, para
algin m € w, entonces hemos terminado, pues f | I* serfa constante. En caso
contrario, cada K,, es fronterizo en I" y por lo tanto, aplicando que I" es
selectivo, existe un abierto basico I* tal que |[I* N K,,| < 1 para todo n € w.
Sean a,b € I*, con a # b, entonces, por la condicién anterior, a € K,, y b € K,
con n # m, consecuentemente f(a) = n # m = f(b), lo que prueba que f | I*
es inyectiva y por lo tanto I es selectiva en h, como se queria. O

4Note que efectivamente estos son los abiertos bdsicos en I", pues son los abiertos basicos
de (w,77) que intersectan a I intersectados con I".

5Recodemos que un conjunto es fronterizo si su interior es vacio.

6Pues Ik C 1",
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Note que, de hecho, hemos probado algo mds fuerte: si h € FF(I), I es
selectiva en h si y sélo si I es selectivo con la topologfa de subespacio. Por lo
tanto tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.10. Sea I una familia independiente. Entonces I es selectiva si y
solo si (w,Tr) es selectivo.

Demostracion. Basta recordar que si I es selectiva, entonces es selectiva en I"
parah=0e I = w. O

5.1. Familias independientes numerables

Siguiendo la misma notacién se tiene el siguiente resultado.
Lema 5.11. I es numerable si y sélo si (w,7r) es primero numerable.

Demostracion. =] Notemos que como consecuencia de la Proposicién 2.20 sa-
bemos que para toda familia independiente” I se tiene que |I| = |[ENV(I)],
por lo tanto si I es numerable ENV(I) también lo es, asi (w,7r) es segundo
numerable y por lo tanto primero numerable.

<] Sea I = {X,}aes una familia independiente y supongamos que (w,7r)
es primero numerable. Ahora, como para cada n € w existe %, base local de n,
entonces C = J,,c,, #n es una base numerable del espacio y por lo tanto (w, 77)
es segundo numerable. Definamos, para cada « € J, el conjunto H, como:

Ho=X.n| |J W\Xy)
yeJyFa

Vamos a demostrar que H, es un abierto no vacio. Primero notemos que

H, =X, \ ﬂ X, =XoN [w)\ ﬂ X))
yeJyF#a yeJ yFa

Como cada X, con v # a es cerrado, entonces | ) X, lo es, luego w\

vESVFa
(nweréa X’y) es abierto, y por lo tanto H, es la interseccién de dos abiertos,

luego es abierto. Por otro lado, H,, es no vacio, ya que si lo fuese se tendria que

XaC [ X,
YEJ VAo

en particular, X, C X, para algin v # «. Pero en ese caso X, N (w\ X,) €
ENV(I), lo cual es imposible.
Ahora si «,y € J con « # v, entonces H, N H, = (). En efecto, basta notar
que
Ho N H, C (Xo N (0 X)) N (X, 0 (@) X)) = 0.

"Recordemos que todas las familias independientes que consideramos son infinitas.
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Como C es una base y cada H, es un abierto no vacio, existe ) # C, € C tal
que Cy C H,. Dado que si a # v, entonces Ho N H., = (), se tiene que Cy # C.y;
esto muestra que la asignacién F : J — C dada por F(a) = C,, es inyectiva y
por lo tanto J, y consecuentemente I, es numerable, como se queria. O

Gracias a los Lemas 5.5 y 5.11 y al siguiente teorema de Sierpinsky, cuya
prueba se puede consultar en [5], obtendremos un resultado importante sobre
las familias independientes numerables.

Teorema 5.12. El conjunto de los numeros racionales Q, dotado de la topo-
logia de subespacio que hereda de (R, 74), es el unico espacio topoldgico, salvo
homeomorfismo, que es numerable, primero numerable, regular y sin puntos ais-
lados.

Corolario 5.13. Sea I una familia independiente. Entonces I es numerable si
y sdlo si (w,77) es homeomorfo a Q.

El Corolario 5.13 es una herramienta para poder decir cuando una familia
independiente es numerable: si una familia independiente es numerable sabemos
que no es selectiva en todas partes, ni maximal en todas partes, ni selectiva, ni
maximal.

Por otro lado, se puede observar que si I es numerable, entonces para cada
h € FF(I) se tendra que I", con la topologia de subespacio, también serd nu-
merable, primero numerable, regular y sin puntos aislados; esta observacion
permite que podamos mejorar el Corolario 5.13.

Lema 5.14. Sea I una familia independiente. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. I es numerable.
2. (w,77) es homeomorfo a Q.

3. Para toda h € FF(I) se cumple que I", con la topologia de subespacio, es
homeomorfo a Q.

4. Para alguna h € FF(I) se cumple que I, con la topologia de subespacio,
es homeomorfo a Q.

Demostracion. Es claro que (1) = (2) = (3) = (4), por lo tanto lo dnico que
resta probar es que (4) = (1), para ello haremos una prueba completamente
andloga a la del Lema 5.11.

Sean I una familia independiente y hg € FF(I) tales que I", con la topo-
logfa de subespacio, es homeomorfo a Q. En particular I es primero numerable,
y por ser numerable, es segundo numerable. Sean C una base numerable de I"0
e Ip = I\ dom(hg). Como dom(hg) es finito, entonces |Iy| = |I|. Considere
Iy = {X, | @ € J} una indexacién de I. Para cada a € J sea

Ho=X.n| |J w\Xy)|nI",
veJyFa
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el cual, gracias a lo probado en el Lema 5.11, es un abierto en el subespacio 1"0.
No puede suceder que H, = (), ya que si asi fuese:

X, NI C ﬂ X,
YEJ,vFa

pero en ese caso, para un vy € J fijo, con v # «, se tiene que X, NI C X,
lo cual, a su vez, implica que ) = X, N I" N (w\ X,) € ENV(I) y esto es una
contradiccién.

Nuevamente para «,y € J, con o # v, H, N H, = .

Ahora, como C es una base de 1" y cada H, es un abierto no vacio en
I existe ) # C, € C tal que C, C H,. Finalmente por la condicién de que
HoNH, =0sia#~,Cy # Cy. Esto muestra que la asignacién F : J — C dada
por F(a) = C, es inyectiva y por lo tanto J es numerable, y consecuentemente
Iy lo es y por lo tanto I también, como se queria. O

5.2. Familias densas independientes

Es claro que, en principio, podemos considerar familias independientes sobre
cualquier conjunto X, en particular podemos considerarlas en el caso de que
X = Q, pero es importante darse cuenta de que si J es una familia independiente
sobre Q, y si H : Q — w es una biyeccidn, entonces H(J) = {H(X) | J € J}
es una familia independiente sobre w, y viceversa, si I es una independiente
sobre w, H~1(I) lo es sobre Q. Lo que quiere decir esto es que, en principio,
no se gana nada al pensar en las familias independientes sobre un conjunto
numerable u otro, y esto se debe a que lo Uinico que captura la definicién de
familia independiente es una nocién de tamano.

Por otro lado, en la seccién anterior se vio que existe una relacién entre las
familias independientes sobre w y la topologia sobre Q. Esta observacién sugiere
que si lo que se quiere es utilizar la estructura que conocemos de @, entonces
no debemos considerar a todas las familias independientes sobre este conjunto,
sino solo a aquellas que ademés cumplen alguna propiedad topolégica, es decir,
aprovechar el hecho de que Q no es cualquier conjunto numerable, sino uno muy
particular cuando se le ve como espacio topoldgico.

Ahora surge el problema de decidir cudl es la propiedad topoldgica que
serd de utilidad o que seria importante analizar, y es natural suponer que esta
propiedad topolégica deberia estar inspirada en la seccién anterior. La siguiente
definicién es entonces clara en perspectiva del Lema 5.5.

Definicién 5.15. Sea I una coleccion de conjuntos densos de Q. Decimos que
I es una familia densa independiente si todo conjunto de ENV (I) es denso en

Q.

Aqui ENV (I) denota igualmente al conjunto

{ﬂA\UB|(A,Bgf)A(AﬂB:@)A(A,Bson ﬁnitos)}.
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Note que en la definicién de familia densa independiente no se pide directamente
la independencia, sin embargo, como los elementos de ENV(I) son densos,
en particular son infinitos, por lo tanto si I es densa independiente sobre Q,
entonces es independiente.

Lema 5.16. Si I es una familia independiente numerable sobre w y A C Q,
entonces existen un conjunto B C w y un conjunto E € ENV(I) tal que ITU{B}
es independiente y HENB)C Ao HENB)NA=0, donde H : (w,71) > Q
es un homeomorfismo.

Demostracion. Haremos la demostracién en dos casos: cuando A es denso en
ninguna parte y cuando no lo es.

Caso 1) Supongamos que A C Q es denso en ninguna parte. Como H es un
homeomorfismo, se tiene que H~!(A) es denso en ninguna parte sobre (w,77).
Por la parte (2) del Lema 5.5 se sigue que H'(A) € id;. Ahora como w €
ENV(I), existe un Fy C w, con Fy € ENV(I), tal que Fp N H~1(A) = (. Por
otro lado, como I es numerable, por el Lema 3.9, existe B C w, con B ¢ I, tal
que I U {B} es independiente. De todo esto se sigue que:

FonH Y (A)=0=FNBNH YA =0= H(FyNnB)NA=0,

que era lo que se queria.

Caso 2) Supongamos que A no es denso en ninguna parte. Nuevamente, como
A no es denso en ninguna parte en Q, H=1(A4) no lo es en (w,77). Usando de
nuevo la parte (2) del Lema 5.5, se sigue que H™1(A) € idf. Sea E € ENV(I)
un testigo de que H~1(A) € id}r. Esto significa que para todo ' C E con
F € ENV(I) se cumple que H 1 (A)NF # ().

Si existiese algin Fy € ENV(I) tal que Fy C H~1(A), bastarfa considerar
dicho Fy v a cualquier B C w tal que I U {B} sea independiente, ya que en ese
caso se tendria que:

FoCH A= FNBCH YA = H(F,nB) CA.

Supongamos que no existe dicho Fj, es decir, supongamos que para todo F' C E,
con F € ENV(I), se cample que F N (w\ H~1(A)) # 0, lo cual equivale a
decir que todo elemento del envolvente contenido en E ademaés de intersectar a
H~1(A) también intersecta a su complemento.

Sea By C w cualquier conjunto tal que I U {By} sea independiente, con
By € I y sea By = By \ E. Consideremos el conjunto B = By U (H 1(A) N E)
y veamos que éste es el conjunto buscado. Primero obsérvese que:

ENB=H YA NECH YA = HENB)CHH'A)=A4,

por lo tanto sélo resta ver que I U{B} es independiente, es decir, que para todo
S e ENV(I) se cumple que SN B # 0 # SN (w\ B).

Sea S € ENV(I). Definiendo Sy = SNE y S; = SN (w\ E), se tiene que
S =SyUS; yademéds So # 0 6 S # 0.
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Supongamos que Sy # 0, luego Sy € ENV(I), y como Sy C E, Sy N
H71(A) # 0 y también Sy N (w\ H~1(A) # 0. Consecuentemente:

D#£SoNH Y (A)=SynH Y ANECSN(H Y ANE)CSNB
y ademas:
0#SoN((w\H YA) =5 nNw\H A)NE)C Syn(w\B)CSn(w\B).

Del mismo modo, si S1 # 0, S; € ENV(I), y por lo tanto existe un b € By
tal que b € S1, perocomo b€ S; =SN(w\ E),be By\ E = By, y luego:

beSiNB; CSNB.

También sucede que, como I U {By} es independiente, S; N (w\ By) # 0, pero,
como S7 C (w\ E) se sigue que

0 # S1N(w\Boy) = S1N(w\Bo)N(W\E) = S1N(w\B1) C S1N(w\B) C SN(w\B).

Esto prueba que SN B # 0 # SN (w\ B), es decir, I U {B} es independiente,
que era lo que se queria. O

Note que ademas esta ultima demostracién nos permite saber cuando sucede
H(ENB)C Aycuindo H(EN B)N A =0, por lo tanto, adaptando la prueba
del caso en que A no es denso en ninguna parte y recordando lo establecido por
el Lema 5.14, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 5.17. Si I es una familia independiente, A C Q es un conjunto
que no es denso en ninguna parte y hg € FF(I), entonces existen B C w y
hy € FF(I) tales que I U {B} es independiente, hg C hy y H(I"* N B) C A,
donde H es el homeomorfismo de I, con la topologia de subespacio, a Q.

Puesto que el envolvente de una familia independiente numerable es nume-
rable, podemos aplicar el Corolario 5.17 para cada h € FF(I), de hecho, lo
podemos aplicar recursivamente y obtener el siguiente resultado.

Corolario 5.18. Si I es una familia independiente numerable y A C Q, existe
una coleccion numerable {By, | n € w} de subconjuntos de w tal que I U {B,, |
n € w} es independiente y ademds para cada hg € FF(J) existe hy € FF(J)
tal que H(J" C A) o H(JM)N A = 0.

En completa analogia a la Proposicion 3.10, podemos verificar que las fami-
lias independientes densas satisfacen el Lema de Zorn, por lo tanto, al igual de
como definimos i, podemos definir el siguiente cardinal:

ip = min{|I] | I es una familia densa independiente maximal}.

Uno esta tentado a decir que, puesto que toda familia independiente densa es
independiente, entonces i < ig; sin embargo, no sabemos si en realidad toda
familia independiente densa maximal también es maximal en el sentido de las
familias independientes. Vamos a probar que en realidad si, y que ademds no
solo se da la desigualdad sino la igualdad.
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Lema 5.19. Hay una familia independiente maximal sobre w de cardinalidad k
st y solo si hay una familia densa independiente mazximal de cardinalidad k.

Demostracion. =] Supongamos que I es una familia independiente maximal
sobre w y supongamos que |I| = k. Sea J C I numerable y sea H : (w,77) = Q
un homeomorfismo. Entonces T' = {H(X) | X € I\ J} es una familia densa
independiente maximal.

Lo primero que hay que probar es que T es densa independiente, lo cual
significa que cada elemento E € ENV (T) es denso en Q; para ello basta verificar
que H'(E) es denso en (w,7s). Pero H-Y(E) = I donde Iy = I\ J y
ho € FF(Iy). Ahora Ié’o es claramente denso, pues intersecta a cada abierto
bésico (los elementos de ENV (J)) por la independencia de I.

Si T no fuese maximal, existirfa A C Q, con A ¢ T, tal que T* =T U {A}
fuese densa independiente. Pero en ese caso I U {H ~'(A)} serfa independiente.
Para ver que I U {H !(A)} serfa independiente basta notar, por la Proposicién
3.5, que cada elemento de ENV (I) intersecta a H1(A) y aw\ H 1(A). Adem4s
sabemos que:

I =JUly.

Por lo tanto cada elemento del envolvente de I se obtiene al intersectar uno del
envolvente de J con uno del envolvente de Iy. Sean entonces E € ENV(J) y
F € ENV(Ij). Queremos observar que

EnFnH(A), ENFn(w\H A)

son ambos no vacios; veamos que E N F N H~1(A) # (), el otro caso es analogo.
Es claro que ENF N H(A) # 0 es equivalente a que:

HENFNH YA)=HE)NH(F)NA# 0.

Pero H(F)N A es un elemento de T*, y esta ultima es densa independiente, por
lo tanto H(F') N A es un conjunto denso sobre Q. Por otro lado, como E es un
abierto no vacio en (w, 7¢), H(E) es un abierto no vacio en Q, y la interseccién
de un denso y un abierto no vacio es no vacia, luego

ENFNH(A) #0,

que era lo que se querfa. Pero luego I U{H 1(A)} es una familia independiente

sobre w y ademds, puesto que A &€ T, H=1(A) ¢ Iy. Por otro lado, H 1(A) no

puede ser un elemento de C, ya que los elementos de C' son abiertos propios (en

(w,T¢)) v ningtn abierto propio es denso (y H~!(A) es denso en (w,7¢)). Por

lo tanto, H=*(A) € I e IU{H 1(A)} es una familia independiente, pero I es

maximal, ésta es una contradiccién derivada de suponer que T no es maximal.
Por lo tanto, T es una familia densa independiente maximal y adema&s

== Io| +[C| = [T| + Ro = max{[T]|,Ro} = [T];

es decir, |T| = &, que era lo que se querfa.
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<] Sea I una familia independiente densa maximal sobre Q de cardinalidad
k. Sean C una familia independiente numerable sobre w y H : (w,7¢) = Q un
homeomorfismo. Entonces J = C'U H~1(I) es independiente. En efecto, basta
notar que un elemento del envolvente de J se obtiene al intersectar uno del
envolvente de C' con otro del envolvente de H~!(I). Ahora, puesto que cada
elemento de ENV(I) es denso en Q, cada elemento de ENV (H (1)) lo es
en (w,7c), lo que en particular dice que intersecta en infinitos puntos a cada
abierto bésico (no lo podria intersectar en finitos puntos por el Corolario 3.4),
pero los abiertos bdsicos son precisamente los elementos de ENV(C).

Si J no fuese maximal, sea A C w un testigo de esto, es decir, A ¢ Jy JU{A}
es independiente. Entonces JU{H(A)} es una familia densa independiente. Basta
notar que para todo £ € ENV (I) se cumple que ENH(A) y EN(Q\ H(A)) son
densos en Q, pero a su vez esto es equivalente a que H-Y(E)NAy H Y(E)N
(w\ A) sean densos en (w,7¢), lo cual a su vez equivale a que H-1(E)N Ay
H7Y(E)N (w\ A) intersecten a cada F € ENV(C). Pero esto tltimo es cierto
pues

[HYE)NAINF,[HYE)n(w\ A)]NF € ENV(JU{A}),

y los elementos de ENV (JU{A}) son infinitos por la independencia de JU{A}.
Esto prueba que I U {H(A)} es una familia densa independiente, pero co-
mo A ¢ J, entonces H(A) ¢ I, consecuentemente I no es una familia densa
independiente maximal, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, J es una familia independiente maximal y ademés

|J| = |C| + |H YI)| = |C| + |I| = R + & = max{Ro, k} = &,
que era lo que se queria. O
Corolario 5.20. i = ig.

Gracias al Corolario 5.20 tenemos una nueva forma de encontrar cotas para
i: encontrar cotas para ig. Ya habfamos probado que t <1, y en el contexto de
las familias independientes densas sobre Q podemos encontrar una cota similar,
ipero sorprendentemente distinta y mejor!

Definimos el cardinal rg como la cardinalidad mas pequena para la cual
existe una familia segada sobre P(Q) \ NW D, donde

NWD ={X CQ| X es denso en ninguna parte}.

Es importante notar que una familia segada # sobre P(Q) \ NW D es aquella
para la cual no existe A € P(Q)\NW D tal que ANR, AN(Q\R) € P(Q)\NW D
para todo R € Z.

Resulta que en [1], se prueba que t < tgp < ig, pero lo més impresionante es
que es consistente con ZFC que v < tg, es decir, tg es en realidad una mejor
cota para i.

De la misma manera, e inspirados en el Corolario 3.39, surgen la siguientes
definiciones.
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Definicién 5.21. Sea I una familia de subconjuntos de Q. Decimos que I es
una familia independiente densa selectiva si es independiente densa y ademds
para toda funcién f : Q — Q se cumple que existe un elemento E € ENV(I)
tal que f [ E es uno a uno o constante.

Como es de esperarse, y del mismo modo que antes, no podemos asegurar la
existencia de las familias independientes densas selectivas, sin embargo conviene
considerar el siguiente cardinal:

iser,0 = min{|I| | I es una familia densa independiente selectiva}.

Recordemos que las familias selectivas tienen una relacién con las familias ho-
mogéneas, por lo tanto, no es de sorprender que se tenga esta misma relacion
para las familias densas independientes selectivas. Més precisamente si definimos
hom, o como

hom, o = min{|H| | H es una subfamilia homogénea de P(Q) \ NW D},
tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 5.22. tg < hom, g < iserq-

Demostracion. Para la primera desigualdad es suficiente notar que toda familia
homogénea es también una familia segada, lo cual se probara por contradiccion.
Supongamos que H C P(Q) \ NWD es una familia homogénea y supongamos
que no es segada, es decir, que existe un conjunto A C Q, con A ¢ NW D, tal
que para todo H € H se cumple que |[HNA| = |HN(Q\ A)| = Ry. Ahora sea
f:Q — Q la funcién indicadora de A, es decir, f(¢) =1sige€ Ay f(q) =0 si
q¢ A

Puesto que H es homogénea, necesariamente existe Hy € H tal que f [ Hy es
inyectiva o constante. Pero f [ Hy no podria ser inyectiva ya que Hj es infinito
y el rango de f [ Hp estd contenido en el conjunto {0,1}. Por lo tanto f [ Hy
es constante, es decir, Hy C A o HyN A = (), en otras palabras, (|H N A| =
0)V(IHN(Q\ A)| =0), lo cual es una contradiccién.

Para la segunda desigualdad basta notar que si I es una familia densa in-
dependiente selectiva, ENV(I) es una familia homogénea, |I| = |[ENV(I)|, y
ademéds ENV(I) C P(Q) \ NWD. Esto ultimo se debe a que los elementos de
ENV(I) son densos sobre Q, lo que implica que, en particular, no son densos
en ninguna parte. O

Ya sabemos que is¢;,@ NO estd necesariamente bien definido pues no podemos
garantizar la existencia de familias densas independientes selectivas, entonces
surge naturalmente la necesidad de saber si hom,;  si lo estéd. El siguiente lema
da una respuesta afirmativa a esta cuestién.

Lema 5.23. Sea f: Q — Q. Entonces existe un conjunto B C Q tal que B no
es denso en ninguna parte y f [ B es uno a uno o constante.
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Demostracion. Puesto que Q es segundo numerable, existe Z = {O,, | n € w}
una base numerable. Haremos la demostracion por casos.

Caso 1) Para todo n € w se cumple que f | O,, tiene rango infinito. Aqui po-
demos elegir de forma inductiva a,, € O,, tal que f(a,) # f(a;) para todo i < n.
Sea B = {a, | n € w}. Es claro que f | B es inyectiva, y ademds para todon € w
se cumple a,, € BN Oy, lo que prueba que B es denso en Q, pues intersecta a
cada abierto basico, luego en particular no es denso en ninguna parte.

Caso 2) Existe un ng € w tal que f [ O,, tiene rango finito. Sea pues
{ko, ..., km} elrango de f | O,, y sea A; = f~1({k;}) N Oy, parai < m. Ahora
notemos que | J,;.,, Ai = Oy, por lo tanto no puede suceder que cada A; sea
denso en ninguna parte, pues entonces O,,, lo serfa, lo cual es imposible. Por lo
tanto existe ig < m tal que A;, no es denso en ninguna parte. Tomando B = A,
se tiene el resultado. O

Corolario 5.24. P(Q) \ NWD es una familia homogénea sobre Q.
Corolario 5.25. hom, ¢ estd bien definido.

Aqui es bueno detenerse un poco para preguntarse por qué es importante
considerar las familias que hemos tratado como subfamilias de P(Q) \ NW D
y no simplemente como subfamilias de P(Q); la respuesta es que queremos
utilizar la estructura topoldgica de Q y queremos que algunas cosas ocurran
en conjuntos grandes, entonces es natural quitar a los conjuntos pequerios, que
desde el punto de vista topoldgico son precisamente los densos en ninguna parte.
Es importante también senalar que esta nocién de pequenez es mas fina que la
que deriva simplemente de la cardinalidad, pues todo conjunto finito es denso
en ninguna parte pero no al revés.

Antes de que veamos qué relacién existe entre los cardinales iy, iser,, hom, .
y bom, o recordemos que en la Seccién 3.5 se menciond que se presentarfa una
demostracién del Lema 3.41 alternativa a la que muestra Shelah en [17], ahora
estamos ya en condiciones de presentar dicha prueba.

Lema de Shelah. SiI es una familia independiente numerable, ho € FF(I), y
E es una relacion de equivalencia sobre w, entonces existen un conjunto B C w
y una funcién hy € FF(I) tales que hg C hy, B & I, I U{B} es independiente
yE | (I"™ N B) es la relacion de equivalencia igualdad o tiene sélo una clase de
equivalencia.

Demostracion. Si consideramos a f como la funcién que a cada elemento de
IM0 le asocia su clase de equivalencia, entonces, puesto que I" es numerable, se
puede suponer, sin pérdida de generalidad, que las clases de equivalencia estan
indexadas con el mismo I, es decir, se puede suponer que f : Ih0 — "o,

Si H : I"* — Q en un homeomorfismo®, entonces se cumple que:

g=H(f(H™)):Q—>Q,

8Considerando a I con la topologia de subespacio heredada por (w, 71).
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luego, por el Lema 5.23, existe un conjunto A C Q que no es denso en ninguna
parte en el que g es uno a uno o constante.

Aplicando el Corolario 5.17 se tiene que existen un conjunto B C w y una
funcién hy € FF(I) tales que I U{B} es independiente, hy D hg y

H(I" nB) C A.

De esta tiltima contencién se sigue que I"*NB C H~!(A). Pero claramente, como
g es uno a uno o constante sobre A, f lo es sobre H~!(A), y consecuentemente
también lo es sobre 1" N B.

Pero, por la construccion de f, el hecho de que f sea uno a uno o constante
sobre I" NB es equivalente a que E | I" N B s6lo tenga una clase de equivalencia
o sea la relacién igualdad. O

Volviendo nuevamente al estudio de los cardinales s, ise1,0, homl)c v homLQ
es importante senialar que mediante una prueba andloga a la del Lema 5.19 se
puede demostrar el siguiente lema, el cual ya empieza a dar muestra de las
relaciones entre dichos cardinales.

Lema 5.26. FExiste una familia independiente selectiva sobre w de cardinalidad
K sty solo si existe una familia densa independiente selectiva de cardinalidad k.

Corolario 5.27. iz = ise1,0-

Lema 5.28. Si existe una familia homogénea sobre Q de cardinalidad k formada
por conjuntos que no son densos en ninguna parte, entonces existe una familia
homogénea sobre w de cardinalidad k.

Demostracion. Sea X C P(Q)\ NWD tal que para cada g : Q — Q hay un
A C X tal que g [ A es uno a uno o constante. Ademas sean H : w — Q una
biyeccion y Y = H™1(X) = {H '(A) | A € X}. Vamos a probar que Y es una
familia homogénea sobre w.

Sea f :w — w fijay g : Q — Q definida por g(n) = H (f (H~*(n))). Usando
la hipétesis que se tiene sobre X, se sigue que hay un conjunto Ag € X tal que
g | Ap es uno a uno o constante.

Supongamos que g | Ag es uno a uno y vamos a demostrar que f | H~1(Ap)
también es uno a uno.

Si f | H (Ap) no fuese uno a uno, existen a,b € H~1(Ag) distintos tales
que f(a) = f(b). Pero como a,b € H~*(Ap), dado que H es biyectiva, se cumple
que existen ¢, d € A, con ¢ # d, tales que a = H~!(c) y b= H~1(d).

Pero entonces ¢,d € Ag son tales que:

g(c) = H (f (H'(c)) = H(f(a)) = H(f(b)) = H (f (H™(d))) = g(d),

lo que implica que g | Ag no es uno a uno, lo cual es una contradiccion. El
caso en el que g | Ap es constante es completamente andlogo. Ahora, usando
de nuevo que H es biyectiva, se cumple que | X| = |Y] y asi |Y| = &, como se
queria. O
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Corolario 5.29. hom, . < hom, .

Entonces f)omLc < homl’(@ <ige1,0 = iser- Una buena pregunta, en analogia
a lo probado en [1], serfa saber si en realidad sucede que hom; . = hom; g o
si de hecho f)oml,@ es una mejor cota para ig, es decir, si es consistente que
hom, . < homy .
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Conclusiones

Sin duda las familias independientes son objetos que estan ampliamente
conectados con muchos otros conceptos y cuyo estudio se puede hacer desde
varias perspectivas distintas. Hemos presentado las principales propiedades que
cumplen estas familias per se y algunas otras cuando se les mira en relacién con
otros objetos matematicos. Dada la riqueza de su estructura, muchas preguntas
siguen aln sin contestar, como por ejemplo si se pueden conseguir mejores cotas
para i encontrando cotas para ig, es decir, si ademas de tgp existe algin otro
cardinal definido sobre P(Q)\ NW D que acote mejor que el respectivo cardinal
definido sobre w, esto es, nos gustaria saber qué tanto se puede ezplotar la
estructura topoldgica de Q en propédsito de estudiar el cardinal i.

Queda también abierta la pregunta de si es posible que la HipStesis Genera-
lizada del Continuo implique la existencia de familias independientes selectivas
(0 algtin equivalente de estas) sobre cualquier cardinal infinito &, lo cual creemos
podria pasar por probar alguna generalizacién adecuada del Lema de Shelah.
Es también de nuestro interés estudiar la relacién que existe (si es que la hay)
entre las familias independientes selectivas, las selectivas en todas partes y las
maximales en todas partes con el Axioma de Eleccién; en particular nos gus-
tarfa estudiar si la existencia de algunas de estas familias pueda implicar dicho
axioma al menos en su versién numerable, o mas aun, si para cada cardinal
infinito x se de una implicacién (o una doble implicacién) entre la existencia de
funciones de eleccién para conjuntos de cardinalidad k y la existencia de familias
independientes con cierta propiedad de selectividad sobre tal cardinal.
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Apéndice A
Teoria de conjuntos

La mayor parte de las matemdticas contemporaneas encuentra sustento en la
teoria de conjuntos, en particular en el sistema axiomatico de Zermelo-Fraenkel.
Este sistema contiene unicamente un término indefinido, a saber, conjunto; y
una relacién indefinida €, llamada pertenencia. Por esta razén todos los objetos
en esta teoria son conjuntos, en particular, cualquier conjunto tiene como ele-
mentos a otros conjuntos. A continuacién presentamos los axiomas, definiciones
y resultados importantes, cuyas pruebas pueden consultarse en [11] y [13].

A.1. Axiomas

Axioma A.l. (de Ezistencia). Existe un conjunto que no tiene elementos.

Axioma A.2. (de Extensidon). Si todo elemento de X es un elemento de Y y
todo elemento de'Y es un elemento de X, entonces X =Y.

Axioma A.3. (Esquema de Comprension). Sea P una férmula. Para cualquier
conjunto A hay un conjunto B tal que x € B si y solo si x € A y x satisface la
formula P.

Axioma A.4. (del Par). Para cualesquiera conjuntos a y b hay un conjunto C
tal que x € C si y solo siz=a ox =0b.

Axioma A.5. (de Unidn). Para cualquier conjunto S, existe un conjunto de-
notado por |J S tal que x € |JS siy sdlo si x € X para algin X € S.

En particular, cuando el conjunto S es una familia indexada de conjuntos,
digamos S = {F; | i € J}, US denota lo que usualmente se escribe como

Uie]Fi o UFesF-

Axioma A.6. (del Conjunto Potencia). Para cualquier conjunto X, existe un
conjunto S tal que A € S siy sdlo si A C X.

Al conjunto S le llamaremos el conjunto potencia de X y lo vamos a denotar
por P(X).
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Axioma A.7. (de Fundacion). En cada conjunto o vacio A existe u € A tal
que u y A son ajenos.

Axioma A.8. (de Infinitud). Ezxiste un conjunto inductivo.

Axioma A.9. (Esquema de Reemplazo). Sea P(x,y) una férmula tal que para
todo x existe un tnico y para el cual P(x,y) se satisface.

Para todo conjunto A, existe un unico B tal que, para todo x € A, existe
y € B para el cual P(x,y) se satisface.

Al sistema axiomatico determinado por estos nueve axiomas se le conoce
como ZF.

Axioma A.10. (de Eleccidn). Todo conjunto no vacio tiene una funcién de
eleccion.

Al sistema axiomadtico determinado por ZF y el Axioma de Eleccién (AC) se
le conoce como ZFC.

A.1.1. El Lema de Zorn

El Axioma de Eleccién tiene algunas equivalencias, que segun el contexto,
pueden ser més convenientes que el propio axioma. Resulta de particular interés
para este trabajo el Lema de Zorn.

Definiciéon A.11. Una relacion < en A, que es reflexiva, antisimétrica y tran-
sitiva se llama orden (parcial) en A. El par (A, <) se llama conjunto (parcial-
mente) ordenado.

Definiciéon A.12. Sean a,b € A y sea < un orden parcial en A. Decimos que
a y b son comparables en el orden < (o que son <-comparables) si:

a<b 0 b<a.

Definiciéon A.13. Sea B C A, donde A estd ordenado por <. B es una cadena
en (A, <) si cualesquiera dos elementos de B son <-comparables.

Definiciéon A.14. Sean < un orden en A y B C A.

1. a € A es una cota superior de B en el conjunto ordenado (A, <), six < a
para todo x € B.

2. b€ B es un elemento maximal de B en el orden <, si no existe x € B tal
queb<x yx#b.

Lema de Zorn. Cualquier conjunto (parcialmente) ordenado y no vacio en el
cual toda cadena tiene una cota superior tiene un elemento mazximal.
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A.2. Numeros naturales

Definicién A.15. Para todo conjunto x definimos el sucesor de x como S(z) =
U {z}.

Los numeros naturales se construyen recursivamente utilizando la definicién
anterior, de la siguiente manera 0 = (), 1 = S(0) = {0}, 2= S(1) =1U {1} =
{0,1}, 3=5(2) =2U {2} = {0,1, 2}, etc.

En general se puede verificar que el nimero natural n + 1 tiene como ele-
mentos a los nimeros naturales anteriores, es decir, n+1 = {0,1,2,--- ,n}. En
este contexto, n < m significa n € m.

Al conjunto formado por todos los niimeros naturales, cuya existencia esté ga-
rantizada por el Axioma de Infinitud, lo denotamos por w.

Definicién A.16. Decimos que un conjunto X es finito si existe una funcion
biyectiva f : X — n, en donde n es algun numero natural. En caso contrario
diremos que X es infinito.

A.3. Cardinales

Es posible construir en ZFC conjuntos llamados nimeros cardinales con la
propiedad de que para cualquier conjunto X, hay un tnico cardinal |X| (el
nimero cardinal de X), y para cualesquiera conjuntos X y Y | son equipotentes
si y sélo si | X]| es igual a |Y]|. En particular se pueden definir un buen orden
< sobre la clase de los nimeros cardinales, ademds de tres operaciones (suma,
producto y exponenciacién) que presentamos a continuacion.

Definicién A.17. Sean A y B conjuntos tales que |A| = &, |B| = \. Entonces:
1. SiANB=0,k+A=|AUDB]|.
2. k- A=|Ax B|, en donde A x B es el producto cartesiano de A con B.
3. k* =|AB|, en donde AP ={f | f: B — A}.
Las operaciones asi definidas cumplen las siguientes propiedades.

Teorema A.18. Si k, A y u son numeros cardinales entonces:

~

K+A=A+k.
A+ p)=(k+A) +p.

k< K+ A

2
3
4. Si k1 < Ko y A1 < Ao, entonces k1 + A1 < Ko + Aa.
J. K- A= XK.

6

) = (ke N) -
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7 k-(A+p)=r-A+K-p.
8 k<K-AsiA>0.
9. Si k1 < Ko y A < Ao, entonces k1 - A1 < Ka -+ Ag.
10. k+K=2" K.
11. k+ k< K-K St k> 2.
12. k < K™ si A > 0.
18. A <k sik > 1.
14. Si k1 < ko y A\ < A, entonces /{1\1 < ng‘z.
15. k- Kk = K2,
16. KMH = kA - KM
17. (KMH = rMH,
Teorema A.19. Si |A| = k, entonces |P(A)| = 2°.

De manera anéloga a la definiciéon de 4, podemos definir la suma infinita de
cardinales.

Definicién A.20. Sea {A;}icr una familia de conjuntos ajenos por pares, y
sea |A;| = k; para cada i € 1. Definimos la suma de {k;}icr por

> ki=|J A

i€l i€l

Teorema A.21. Sea \ un cardinal infinito, sea k. un cardinal no nulo para
cada a < A, y sea k = sup{kq | @ < A}. Entonces

Z/—@a:/\~/@:)\~sup{na|oz</\}.
a<

Teorema A.22. El cardinal de los numeros naturales es el primer cardinal
infinito y lo denotamos por Ng.

Definiciéon A.23. Al cardinal de los nimeros reales le llamamos continuo y lo
denotamos por c.

Teorema A.24. 280 = .

Hipétesis del Continuo. No eziste un cardinal  tal que Xy < k < 280,
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La Hipdtesis del Continuo (CH) fue formulada por Cantor en 1900 y no
fue sino hasta 1939 que K. Godel ([8]) demostré que es consistente con los
axiomas de la teoria de conjuntos; esto es, usando los Axiomas de ZFC no se
puede probar que la Hip6tesis del Continuo es falsa. En 1963, P. J. Cohen ([4])
demostroé que la Hipdtesis del Continuo es independiente de los axiomas de ZFC,
es decir, que no se puede deducir usando estos axiomas. Mas atn, los trabajos
de Godel y Cohen, muestran que en realidad no sélo la Hipétesis del Continuo,
sino su generalizacién (GCH), que presentamos a continuacién, es consistente e
independiente de ZFC.

Hipétesis Generalizada del Continuo. Para todos los cardinales infinitos
k se tiene que si kK < X\ < 2% entonces A =Kk o A = 2%
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