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Resumen

El control de temperatura en los intercambiadores de calor es fundamental para reducir
el consumo energético, los costos y el impacto ambiental en procesos industriales. Imple-
mentar un controlador adecuado permite reducir los tiempos de respuesta del sistema.
Mediante el analisis de los retardos y la identificacion de parametros de la planta, se pue-
de construir un modelo matematico que facilite sintonizar un PI éptimo, para obtener la
ganancia proporcional e integral y aplicarlo a un controlador comercial PID REX-C100,
asi como aplicar una ley de control éptima.

Se utilizo el enfoque de programacion dinamica para construir la funcional de Bellman y
solucionar el problema de horizonte infinito. Para ello se aplicaron las condiciones suficien-
tes de optimalidad y la solucién en la forma de Cauchy para obtener un control éptimo
para sistemas lineales con retardo, empleando un indice cuadratico modificado por A. V.
Kim el cual permite obtener una solucién analitica a la ecuacién del tipo de Riccati.

Se concluye que es posible implementar una ley de control éptimo y aplicarla en un sis-
tema térmico. De igual manera, se puede obtener un controlador PI éptimo para lograr

buenos resultados en cualquier proceso que requiera regular temperatura.
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CA: Corriente alterna.

CD: Corriente directa.
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SP: Punto de referencia (por sus siglas en inglés Set Point).

PV: Variable del proceso (por sus siglas en inglés Process Variable)

P: Control Proporcional
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PID: Control Proporcional Integral y Derivativo.
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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo y la evolucion de los procesos térmicos se han convertido en una prioridad
para la industria, ya que se busca constantemente un manejo y control mas eficiente de

la energia térmica [1].

En [2] se menciona que se utilizan grandes cantidades de energia térmica en procesos
industriales de transferencia de calor, lo cual genera un consumo energético excesivo. Una
solucién es el uso de intercambiadores de calor (placa, espiral, carcasa y tubo, etc.). El
intercambiador de placas es utilizado ampliamente debido a su eficiencia térmica, mejor
adaptabilidad, calidad y mejores tiempos de respuesta de los procesos [3]. Esto se debe
a la barrera delgada de metal que existe entre los fluidos, ya que, al no existir contacto
directo entre sustancias, se evitan problemas de contaminacion entre fluidos y se garantiza
homogeneidad de calor. Como resultado, se logra un menor consumo energético y un menor
desperdicio de productos, lo cual previene la contaminacion del medio ambiente. En la
industria moderna, la optimizacién de estos procesos permite mejorar la produccion y

reducir los gastos operativos [4].

La necesidad de mantener los procesos bajo estrictas condiciones de temperatura,
como se menciona en [5], consiste en poder almacenar y transportar alimentos evitando
el crecimiento de microorganismos, la desnaturalizacion de proteinas y la alteracion de
nutrientes. Asimismo, en [6] se menciona que en la industria quimica numerosas reacciones
se llevan bajo condiciones térmicas rigurosas para garantizar un rendimiento adecuado y
prevenir la formacion de subproductos no deseados, cumpliendo con estdndares sanitarios

y de calidad en los productos [7].



Debido a la necesidad de optimizar los procesos, los modelos matematicos para inter-
cambiadores han cobrado relevancia, ya que permiten comprender la interaccion de las
corrientes en el proceso, donde una acttia como una fuente de calor y otra como receptora.
Asi, el calor se transfiere a través de las paredes del intercambiador mediante la conduc-
cién y conveccién, siempre que haya una diferencia de temperatura [8]. No obstante, los

intercambiadores de calor presentan dinamicas con retardos inherentes al proceso.

Para abordar la complejidad que implica resolver las ecuaciones de los sistemas con
retardos, en [9] se presenta una solucién exacta para el problema de control lineal cua-
dratico en sistemas con retardo en el estado, lo que permite resolver las ecuaciones del
tipo de Riccati dadas en [10]. De igual modo, en [11] se propone una alternativa subépti-
ma mediante la construccién de una funcional aproximada. En [12] se contribuye con un
método de construccion de la funcional de Bellman, apoyado en la solucion de Cauchy,
brindando asi una herramienta analitica adicional para abordar el problema de control
optimo para sistemas lineales con retardo en el estado.

1.1. Estado del arte

En [13], se analizan las diversas maneras de implementar el intercambio térmico en
una planta para regular la temperatura del flujo. Por otro lado, en [14] se han estudiado
diversas técnicas de control clasico, exponiendo los problemas comunes que tienen los
intercambiadores de calor, ya que al desconocer el modelo o ignorar la dindmica del
sistema, se dificulta proponer una estrategia de control o una adecuada sintonizacién de
los algoritmos de control.

En [15], se destaca que el control proporcional integral y derivativo (PID, por sus siglas
en inglés Proportional Integral Derivative) ha sido una herramienta muy utilizada en las
industrias debido a su facil implementacion y bajo costo. Sin embargo, ante los cambios
dinamicos que representan los intercambiadores de calor, el desempeno del PID puede
verse limitado y no siempre se obtiene el resultado deseado.

Debido a las dificultades que implica sintonizar correctamente el PID ante los retardos
inherentes a los intercambiadores de calor, se complica implementar un control eficiente.
Por ello en [16] se aplica un control predictivo robusto en redes de intercambiadores de

calor, considerando la incertidumbre en los parametros del sistema, siendo este un enfoque



adecuado. Sin embargo en [17], se demuestra que se pueden implementar de mejor manera
las estrategias de control avanzado en el control robusto con el control 6ptimo mediante la
identificacion de parametros, como son los minimos cuadrados recursivos y la sintonizacion
adaptativa de los controladores. Esto permite desarrollar algoritmos capaces de ajustar
ganancias en tiempo real y mantener la temperatura deseada.

Al existir diversos métodos, en [18] se propone un enfoque éptimo basado en el regu-
lador cuadrético lineal (LQR, por sus siglas en inglés Linear Quadratic Regulator), para
minimizar la funcién de costo del sistema. Este método utiliza la ecuacién de Riccati que
permite calcular las ganancias éptimas para minimizar una funciéon de costos cuadratica

para sistemas lineales.

En [19] se realizan pruebas experimentales en un intercambiador de calor, demostrando
que el control proporcional integral PI 6ptimo minimiza el indice de desempeno y, de este
modo, permite obtener ganancias 6ptimas para el controlador PI. Esto evidencia que
proporciona mejor desempenio que el PID clasico ante los retardos y perturbaciones, lo
cual facilita obtener un desempeno predecible y repetible, algo que no siempre se logra
con métodos semi-heuristicos como el de Ziegler-Nichols. Asimismo, se implementa un
control adaptativo el cual permite automatizar el proceso térmico. Esta estrategia tiene la
ventaja de reajustar las ganancias en tiempo real, respondiendo a cambios de la dindmica
del sistema y ante perturbaciones, proporcionando asi mejores condiciones de operacién
incluso cuando el sistema no es completamente conocido o existen incertidumbres en los

parametros.

Los intercambiadores de calor de placa cada vez tienen mayor relevancia en los pro-
cesos, ya que facilitan el cumplimiento de estandares en los productos. Sin embargo, la
operaciéon de estos equipos presenta limitaciones debido al comportamiento dinamico del
sistema, ya que, presentan una respuesta lenta debido a su naturaleza térmica, lo cual
genera retardos en la respuesta ante los cambios de temperatura. Para solucionar esta di-
ficultad, en [20] se han implementado sistemas de control avanzado, control predictivo y el
uso de sensores inteligentes, permitiendo obtener una mejor sintonizacion y respuesta ante
las variaciones durante la operacién del sistema. De igual manera, en [21] se desarrolla un
método analitico de estrategias éptimas de control para mitigarlos; asimismo, en [10] se
desarrolla la funcional de Bellman con el propésito de afrontar de manera sistemética el

problema.



Para abordar el problema de control 6ptimo, R. Bellman utiliza el enfoque de la pro-
gramaciéon dindmica para encontrar el control éptimo para sistemas libres de retardo [22].
Este método incorpora la funcional de Bellman, la cual es esencial para resolver problemas
de control 6ptimo. Sin embargo, al trabajar con sistemas con retardo, no existe un método
particular para darle solucién, por ello en [23] se utiliza el control de horizonte finito para
dar solucion a esta problematica, pero no se propone una metodologia de coémo realizarla.
N.N. Krasovskii [21] propone una funcional para obtener condiciones suficientes de esta-
bilidad para el control éptimo de horizonte infinito en sistemas con retardo puntuales. A
partir del trabajo de N.N. Krasovskii, D.W. Ross [10] define una ley de control para el
problema de sistemas con retardo puntuales, donde realiza la construccion de la funcional
de Bellman a partir de aproximaciones de Riesz.

En [24] se propone la construccién de la funcional de Bellman a partir de la solucién en
la forma de Cauchy para sistemas lineales con retardo en problemas de horizonte finito,
analizando bajo qué condiciones las ecuaciones del tipo de Riccati tienen al menos una
solucién. De igual manera, en [9] A.V. Kim propone una solucién analitica para dichas

ecuaciones, con base en el trabajo de D.W. Ross [10].

Aunque los avances tedricos en control éptimo para sistemas con retardo han sentado
bases metodoldgicas, estos se han desarrollado principalmente bajo condiciones ideales en
simulaciones sin considerar su implementacion en plataformas experimentales reales. De
igual manera, la implementacion practica en sistemas multivariables con retardo sigue
presentando limitaciones significativas, ya que los métodos tedricos existentes no resuel-
ven completamente los problemas derivados de la interaccion simultanea entre multiples
variables y el retardo inherente a la dinamica del proceso. Particularmente, en el control
de temperatura de intercambiadores de calor de placas, la presencia del retardo complica
la formulacién e implementacién de una ley de control 6ptima. Ademas, al formular la
funcional de Bellman para estos sistemas, las ecuaciones del tipo de Riccati resultantes
se encuentran acopladas, lo que dificulta obtener una solucion numérica. Es por ello que
el desarrollo de un método de control éptimo que incorpore explicitamente el retardo es
fundamental para mejorar la eficiencia energética y la estabilidad de estos equipos en
procesos industriales. Se propone utilizar el método de A.V. Kim [9] para desacoplar es-
tas ecuaciones de Riccati, lo cual facilita la implementacién practica de la ley de control

optimo.



1.2. Motivacion

En procesos industriales como la pasteurizacién, mantener el control de temperatura
en un intercambiador de calor es fundamental para mantener la calidad del producto. Sin
embargo, estos equipos presentan retardos inherentes al proceso que generan oscilaciones
y sobreconsumo energético, impactando directamente en costos operacionales y en la
eficiencia de la planta. Por tanto, en este trabajo se implementa una ley de control éptima
para compensar estos retardos.

1.3. Planteamiento del problema

La dindmica inherente de los intercambiadores de calor introduce retardos en la res-
puesta del sistema que complican significativamente el control. Es por ello que es funda-
mental mantener el control de temperatura para garantizar la calidad del producto, evitar
un sobreconsumo energético y cumplir con normativas ambientales y sanitarias [25]. A
pesar de la importancia de este control, los métodos tedricos existentes no resuelven com-
pletamente los problemas derivados de estos retardos inherentes a la dinamica del equipo,

lo que dificulta disenar estrategias de control 6ptimas [26].

Las soluciones tradicionales, basadas en controladores convencionales o aproximaciones
simples, presentan limitaciones ante los retardos, ocasionando respuestas lentas, inestabi-

lidad o impidiendo mantener los parametros del proceso dentro de los limites establecidos
[20].

Ante la necesidad de lograr un control eficiente que permita regular la temperatura en
los intercambiadores de calor considerando los retardos inherentes del proceso, se plan-
tea abordar la problemética mediante la programacién dindmica. Basdndose en [12], se
construird la funcional de Bellman considerando el método descrito en [10], con el fin de
resolver la ecuacion del tipo de Riccati que se obtiene en el control 6éptimo y aplicar el
método de control [9].

1.4. Justificacion

Los sistemas con retardo temporal existen en los procesos industriales, su importancia

radica en que pueden afectar la estabilidad y eficiencia de los sistemas de control. Aunque



se han propuesto diversas soluciones, la mayoria no han sido corroboradas experimental-
mente [27].

En [15] se menciona que entre el 90 % y el 95% de los controladores utilizados en la
industria son del tipo PID, ya que son faciles de implementar. De igual manera, los inter-
cambiadores de calor son ampliamente utilizados por su aplicacién en diversos procesos;
sin embargo, la presencia de retardos dificulta tanto el uso del PID como el disefio de una
estrategia de control 6ptima.

Por ello, con un intercambiador de calor se va a comprobar experimentalmente que el in-
dice de desempeno propuesto por A.V. Kim [9], el cual permite desacoplar las ecuaciones
de Riccati que resultan de la funcional de Bellman para control 6ptimo, puede ser aplicado
a sistemas reales y facilita su implementacién practica. De este modo, los resultados no
solo se quedan de forma tedrica o simulados, sino que se implementaran en un sistema
real.

Esto permitira identificar situaciones reales que pueden suceder en los procesos, asi como
identificar limitaciones y oportunidades de mejora, facilitando la adaptaciéon de los mo-

delos tedricos a diversos procesos industriales.

1.5. Hipobtesis

Mediante la validacién experimental en un sistema de temperatura aplicado a un
intercambiador de calor de placas con modelo multivariable con retardos, se comprobara si
el indice de desempeno propuesto por A.V. Kim, que permite generar soluciones analiticas
del tipo de Riccati, proporciona resultados favorables en el desempefio del control frente

al control PI 6ptimo con ganancias sintonizadas en PID REX-C100.

1.6. Objetivos

Objetivo general

Validar experimentalmente el control éptimo obtenido del indice de desempeiio pro-
puesto por A.V. Kim, mediante el desacoplamiento de las ecuaciones del tipo de Riccati
para controlar la temperatura de entrada y salida de los fluidos en un intercambiador de

calor de placas.



Objetivos especificos

1. Desarrollar un modelo mateméatico multivariable que permita implementar la ley de
control 6ptima mediante el método de A.V. Kim para resolver de forma analitica la

ecuacion del tipo de Riccati, y asi aplicarla a un intercambiador de calor de placas.

2. Implementar un controlador 6ptimo utilizando el software LabVIEW en un inter-
cambiador de calor con el fin de mejorar el desempenio del control automético de

temperatura.

3. Comparar experimentalmente el desempeno del controlador 6ptimo frente al control
PI 6ptimo en un intercambiador de calor de placas con modelo multivariable con

retardos.

4. Validar experimentalmente la efectividad de la soluciéon propuesta mediante la me-
dicion y el andlisis de los resultados obtenidos en el sistema experimental.

1.7. Metodologia de la soluciéon propuesta

Una vez obtenidas las ecuaciones del tipo de Riccati, y solucionadas analiticamente
con el método propuesto por A. V. Kim [9], se implementé una ley de control 6ptima que
consideraba el retardo en el estado para que el proceso mantuviera estabilidad. Posterior-
mente se implementd en el software LabVIEW mediante una computadora personal para
regular la temperatura de entrada y de salida en el intercambiador de calor de placas. El
contenedor que llevaba el agua caliente, se calenté mediante una resistencia calefactora
alimentada con voltaje de corriente alterna VCA, y la salida fue controlada con bombas
de diafragma de corriente directa VCD para regular la temperatura del agua a calentar
por medio del intercambiador de calor.

El sistema se controlé con su variable del proceso PV mediante un relevador de estado
solido SSR de corriente alterna CA que prendia y apagaba la resistencia calefactora para
que el contenedor de agua caliente mantuviera la referencia solicitada por el usuario. Para
el contenedor que se calentaba por medio del intercambiador de calor se utiliz6 un SSR
de corriente directa DC que prendia y apagaba la bomba que hacia fluir agua a través
del intercambiador de calor. Esto hizo que ambos alcanzaran un punto de referencia SP
mediante la ley de control. Los resultados obtenidos se recopilaron mediante una tarjeta
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de adquisicion de datos DAQ modelo DAQ-6008 y un sensor de temperatura LM35. De
este modo, se pudieron comparar los resultados obtenidos del controlador propuesto con
los obtenidos del PID REX-C100 sintonizado con el método del PI 6ptimo, contrastando
asi el desempeno de cada uno.

1.8. Organizacion de la tesis

En el Capitulo 2 se realiza el andlisis de los diferentes tipos de intercambiadores de
calor con la finalidad de saber su funcionamiento y asi obtener un modelo matemaético
multivariable que permita implementar una ley de control éptima.

En el Capitulo 3 se estudia el problema del control éptimo de sistemas lineales con
retardo distribuido para el caso de horizonte infinito y se construye la funcional de Bellman
para este tipo de sistemas. De igual manera, se realizan las condiciones suficientes para
la estabilidad en lazo cerrado.

Los resultados experimentales se presentan en el Capitulo 4.

Finalmente, las conclusiones y trabajo futuro se encuentran en el Capitulo 5.



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se describen los métodos utilizados para analizar el funcionamiento
de un intercambiador de calor de placas para asi obtener un modelo matematico multi-

variable que describa su comportamiento.

2.1. Intercambiador de calor

Un intercambiador de calor es un equipo utilizado para transferir energia térmica entre
dos fluidos que se encuentran a diferente temperatura sin que estos se mezclen [28].

En [13] se describe que existen diferentes tipos de intercambiadores, los cuales se clasi-
fican en funcién del flujo: flujo paralelo, contraflujo y flujo cruzado. Asimismo, se analizan
segiin su construccion: paso simple, paso miltiple, tipo regenerativo, intercambiador re-
generativo y no regenerativo.

La funcién principal de estos equipos es: elevar la temperatura de un fluido frio con otro
de mayor temperatura, disminuir la temperatura de un fluido caliente mediante otro de
menor temperatura, llevar un fluido hasta su punto de ebullicién utilizando un fluido de
mayor temperatura, y condensar un fluido gaseoso a liquido por medio de un fluido de

menor temperatura.

Dependiendo del proceso que se va a realizar, cada uno tiene un proposito diferente,

tal como se describe a continuacion:



= Enfriador: reduce la temperatura de un fluido; por lo general, se utiliza agua o aire
frio para extraer el calor del proceso [29].

= Condensador: facilita la conversion de vapor a estado liquido; usualmente, se trans-
fiere el calor del vapor hacia un refrigerante de menor temperatura [30].

» Vaporizador: convierte parte de un liquido en vapor mediante la adiciéon de calor
controlado [31].

= Rehervidor: proporciona el calor necesario para generar la ebulliciéon que separa

los liquidos en el proceso de destilacion [32].

2.1.1. Clasificacién de intercambiadores de calor segiin su cons-

truccion
Intercambiador de calor de carcasa y tubo

De acuerdo con [33], el intercambiador de calor de carcasa y tubo contiene un conjunto
de tubos fijados mediante placas que mantienen su posiciéon dentro de una carcasa. Un
fluido circula por el interior de los tubos, mientras que el segundo fluido fluye a través de
la carcasa, permitiendo asi la transferencia de calor entre ambos. Asimismo, este diseno
facilita el mantenimiento y permite operar bajo altas presiones y temperaturas. Este
disefio se puede observar en la Figura 2.1.

Entrada de carcasa i
(fluido caliente) |

—’qé E@ Salida de carcasa
(fuido tibio)
Entrada de tubos
(liquido frio)

Figura 2.1: Intercambiador de calor de coraza y tubo
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Intercambiador de calor de placas

La informacién proporcionada en [34] describe que el intercambiador de placas esta
constituido por placas fijas con pasos corrugados de acero inoxidable, lo que genera tur-
bulencias en el fluido y mejora la transferencia de calor. Asimismo, las placas separan
fluidos caliente y frio evitando que se mezclen, ya que estan dispuestas en paralelo y se-
paradas por juntas. Esto permite que el fluido frio quede rodeado por dos corrientes de
fluido caliente (o viceversa), lo que resulta en una alta eficiencia térmica. Ademads, este
intercambiador de calor es compacto en comparacion con el de carcasa y tubos, su diseno

se aprecia en la Figura 2.2.

Placa fija

Salida
{liguido tibio)
Entrada
(flujo caliente)

Entrada
(liquido frio) d
- -
Salida
(fluido tibio)

Figura 2.2: Intercambiador de calor de placas

2.1.2. Intercambiadores de calor segiin su operacion

Otra manera de clasificar los intercambiadores de calor es segtin su forma de operar:

Flujo paralelo

Los fluidos que circulan por el interior del tubo y por la carcasa se desplazan en la
misma direccion, como se muestra en la Figura 2.3. De este modo, el fluido que tenga mayor
temperatura transfiere calor al que tiene menor temperatura, de manera que, conforme
avanza el proceso, ambos tienden a alcanzar el equilibrio térmico [34].
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Salida

(liquido tibio)
Entrada Salida
(fluido caliente) [ (fluido tibio)
—= (] — - )—

LTJ — |

Entrada
(liguido frio)

Figura 2.3: Intercambiador de calor paralelo

Contraflujo

Conforme a lo expuesto en [34, 26|, en el intercambiador de calor por contraflujo, la
transferencia de energia térmica entre dos fluidos se da cuando estos circulan en direcciones
contrarias dentro del equipo, tal como se muestra en la Figura 2.4. Los fluidos ingresan por
extremos opuestos del intercambiador, de manera que el fluido con menor temperatura
sale por el extremo opuesto al que ingresa el fluido caliente. De este modo, se da la

transferencia de calor hasta que ambos alcanzan un equilibrio térmico.

Entrada
(liquida frio)
1
Entrada Salida
(fluido caliente) (fluido tibio)
[ -—

- I
g

Salida
(liguido tibio)

Figura 2.4: Intercambiador de contraflujo

Paso simple (un solo paso)

En [13] se describe que un intercambiador de calor de paso simple es un equipo que
permite el intercambio de calor entre dos fluidos a diferentes temperaturas mediante un

12



Unico paso por el intercambiador. Los fluidos pueden circular en direcciones opuestas o

paralelas, como se muestra en la Figura 2.5.

Entrada
(liquido frio)

/lJ —
Salida Entrada

{fluido tibio) | * [ | — — I - (fluido caliente)
/_
E— _\'
|

Salida
(liquido tibio)

/T/
T

Figura 2.5: Intercambiador de calor simple

Paso maultiple

De acuerdo con [13], el intercambiador de calor de paso miltiple permite que los
fluidos circulen a través del equipo realizando varios recorridos, ya sea en un solo sentido
o en contraflujo, como se muestra en la Figura 2.6. Este diseno incrementa la interaccion

térmica entre fluidos, obteniendo asi una mejor transferencia de calor.

Entrada
(liquido frio)

Rt

Salida
(liquido tibio) *\: k

Zms |

E d.
I I /01 1 ‘*(ﬂumgtg\éme)
I ]

Salida
(fluido tibio)

Figura 2.6: Intercambiador de calor multiple pasos

Regenerativos

Conforme a lo descrito en [13], este sistema opera con el mismo fluido que circula de
manera continua en un circuito cerrado para transferir calor a través del intercambiador
de calor. Durante el proceso, el fluido cede su energia térmica al fluido que tiene menor
temperatura mediante el intercambiador de calor y continiia su recorrido ciclico, como se
muestra en la Figura 2.7.
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Intercambiador de
calor regenerativo

Entrada desde la linea A AN
. . Lo /
principal del proceso \

Salida hacia la Iinea
principal del proceso

| Recipiente

Figura 2.7: Intercambiador de calor regenerativo

No regenerativo

En [34, 13], se describe que este sistema emplea refrigerante externo para extraer el
calor acumulado durante el proceso, por lo que no existe una recuperacién energética en
el sistema, tal como se muestra en la Figura 2.8.

‘ Sistema de enfriamiento

Entrada desde la Ao A
linea principal del
proceso

Intercambiador de
calor no regenerativo

Salida hacia la linea | -
principal del proceso I@_

Figura 2.8: Intercambiador de calor no regenerativo

Para el desarrollo de este trabajo de tesis se emple6 un intercambiador de calor de
flujo paralelo modelo 588215. Este equipo fue seleccionado debido a su disponiblidad en
el laboratorio de la UAEH. Asimismo, su comportamiento dindmico se describe mediante
un modelo matematico suficientemente lineal, lo cual resulta adecuado para implementar

la estrategia de control propuesta.
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2.2. Modelo matematico multivariable para el siste-

ma térmico del intercambiador de calor

El sistema propuesto en esta tesis puede observarse a continuacion:

(T8
L/
k.
|
1
Te(t) V
__|—
A O
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | T Bomba 2
_I__ .-l.( — -
) C =
Intercambiador de placas
Bomba 1

Tanque de agua fria

Tty

Figura 2.9: Diagrama de la plataforma experimental

En la Figura 2.9 se presenta el esquema del prototipo utilizado, en el cual se identifican
tres elementos para su funcionamiento. Los dos primeros componentes son la resistencia
eléctrica y el sensor, los cuales permiten medir la temperatura dentro del recipiente (tan-
que de agua caliente). El segundo componente corresponde al intercambiador de placas,
donde se realiza el intercambio de calor entre ambos tanques. Finalmente, el tercer elemen-

to corresponde al tanque de agua fria que recibe el fluido tras pasar por el intercambiador
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de placas.

En la Figura 2.9, el tanque de agua caliente regula la temperatura 7,(¢), la cual debe
tener una referencia mayor a la de T;(t) para que se pueda calentar dicho fluido. Es decir,
este es un lazo de control con un sensor y un controlador; el agua del tanque de agua
caliente, que tiene la temperatura T,(t), se hace circular al intercambiador de calor por
medio de la bomba 2. Después, al retornar al tanque debido a la longitud de la tuberia,
se considera que es la temperatura T.(t) pero retardada h segundos, es decir, T.(t — h).
Obsérvese que T,(t), al entrar en contacto con el fluido de menor temperatura T;(t),
transfiere su energia calorifica. La posible perturbacion de T;(t) sobre T.(t) se despreci6
por la segunda ley de la termodindmica (el calor fluye del cuerpo mas caliente al més frio,
nunca al revés [34]).

Para la temperatura del agua més fria del tanque de agua fria, se considera que es
T;(t), pero con un retardo de h segundos, es decir, T;(t — h) debido a la longitud de la
tuberia. La bomba 1 garantiza un flujo constante de agua fria hacia el intercambiador
de calor. Asimismo, la temperatura T;(t) presenta una interaccién con T,(t), la cual se
detallara junto con el modelo matematico en la siguiente seccién.

Las longitudes de las tuberias fueron ajustadas de tal forma que los dos retardos, tanto
de T;(t) como de T,(t), son iguales.

2.2.1. Modelo matematico para la temperatura de un intercam-
biador de calor
Para obtener el modelo matemaético del intercambiador de calor de la Figura 2.9, este

se modela como un sistema térmico [35, 28], el cual opera con agua dentro de un rango

de temperatura de 20°C a 60°C. Se establecen los siguientes supuestos:

= Las temperaturas de entrada y de salida mantienen capacidades calorificas y densi-
dades constantes, ya que estas varfan menos del 2% en dicho intervalo [28].

= Kl agua se considera incompresible, y su densidad p se asume constante en todo el
rango de temperatura de operacion.

» La capacidad calorifica especifica del agua C, permanece constante, dado que su
variacion en el rango de temperatura considerado es suficientemente pequena para

la precisién requerida del modelo [1].
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La bomba 2 opera en una condiciéon de funcionamiento fija y mantiene un caudal

volumétrico aproximadamente constante, por lo que:

Vi, = Voue = V = constante. (2.1)

El volumen de liquido efectivo V, dentro del volumen de control considerado perma-
nece constante. Dado que los caudales volumétricos de entrada y salida son iguales,
se cumple que: .
P
i 0. (2.2)
El fluido dentro del volumen de control considerado estd perfectamente mezclado.
En consecuencia, su temperatura es espacialmente uniforme y esta representada por
la temperatura medida T;(t).

Se considera un modelo lineal local alrededor de un punto de operacién nominal.

Se supone que los parametros del modelo permanecen constantes dentro del rango

de operacion considerado en este estudio.

Se desprecian las pérdidas de calor hacia los alrededores y el almacenamiento de
energia térmica en las placas del intercambiador de calor y en las tuberias de cone-

xion.

Bajo los supuestos de densidad y volumen de liquido efectivo constantes, se aplica el

principio de conservacién de masa [36], el cual establece que:

masa en el proceso al proceso del proceso

(Tasa de cambio de la) B ( Masa de entrada) B ( Masa de salida)

A partir de la ecuacién anterior, se tiene que:

d ) )
23 (PVe) = pVin = pVou =0, (2.3)

donde
p: densidad constante del agua [kg/m?].

C,: capacidad calorifica especifica del agua [J/(kg °C)].

Vin, Vour: volumen de liquido efectivo constante de entrada y salida respectivamente

[m].
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Dado que tanto p como V}, son constantes, se deduce que:
Vin = Vous = V = constante = z, (2.4)

donde z; es el caudal volumétrico constante en [m?/s].

Ademas, se considera que el volumen del sistema permanece constante debido al flujo
establecido por la bomba 1 en el intercambiador de calor tal como se observa en la Figura
2.9. A medida que el fluido pasa por las placas del intercambiador de calor, este proceso
hace que la temperatura de salida T;(t) responda ante los cambios de temperatura de

entrada T.(t) [25], tal como se muestra en la Figura 2.10.

bl 1
—— — ¥

— — —_— Ti(t) —_— —_— —_—
I — — Tt — 1]

Figura 2.10: Esquema bésico de transferencia térmica

Se emplea el principio fisico del balance de energia térmica para describir matemati-
camente la relacion entre las temperaturas de entrada y de salida del sistema.

( Tasa de cambio de la) B ( energia de entrada ) ( energia de salida) (2.5)

energia en el proceso al proceso del proceso

Aplicando este principio, se obtiene la siguiente ecuacién de balance:

dT;(t)

= pCpaT(t) — pCpanTi(t), (2.6)

donde

T.(t), T;(t): son las temperaturas de entrada y salida del agua, respectivamente [°C].
p: densidad constante del agua en [kg/m?].

C,: capacidad calorifica especifica del agua en [J/(kg°C)].

V, es el volumen de liquido efectivo constante en [m?].

z1: Caudal volumétrico constante en [m?/s].

Para resolver la ecuacion (2.6), se analiza el comportamiento del sistema en estado

estacionario, condicién en la cual las variables ya no cambian con el tiempo. Es decir, la
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energia que entra es exactamente igual a la que sale, por lo que la diferencia se iguala a
cero:
psz1TC — pszﬂ_} =0, (2.7)

donde:

T.: temperatura de entrada en estado estacionario [°C].

T;: temperatura de salida en estado estacionario [°C].

Al sustraer la ecuacion (2.7) en (2.6), se obtiene lo siguiente:

d(Ty(t) - T))
dt

A continuacion, se definen las variables de desviacién como:

en’ — pCpa(T(t) = To) — pCyn (Ti(t) — T). (2.8)

T.(t) = To(t) — Te. (2.10)
Al sustituir ecuaciones (2.9) y (2.10) en (2.8), se obtiene:

dT;(t)
dt

pCpVyp = pCp21 Te(t) — pCpaTi(2), (2.11)
donde T;(t) y T.(t) son las desviaciones de las temperaturas de salida y de entrada,
respectivamente, respecto a sus valores en estado estacionario.
Debido a que p y C, son constantes y aparecen en ambos lados de (2.11), la ecuacion
de balance de energia se simplifica a:
dT;(t T.(t) — T;(t

21

La ecuacién (2.12) describe los cambios de temperatura del sistema conforme transcu-
rre el tiempo, donde la temperatura de entrada T.(¢) acttia como funcién de forzamiento

que determina la variacion en la temperatura de salida T;(t).

Es posible considerar que la temperatura del agua T.(t) es linealmente proporcional
a la senal de control aplicada, siendo:

T. a u(t),
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donde u(t) estd dada por volts.
Para mantener una consistencia dimensional, se incorpora la constante de proporcio-
nalidad K, obteniendo:
T.(t) = Ku(t). (2.13)

donde:
K: constante de proporcionalidad [5¢].
u(t): senal de control [V].

Al establecer que T.(t) es igual a la senal de control aplicada, la bomba de agua se
mantiene activa para llevar el agua caliente al intercambiador. Este proceso fisico introduce
un retardo h al pasar de la bomba al intercambiador, tal como se muestra en la Figura
2.11.

DAQ | PC
@ g @‘_ 6008 |© LabVIEW

h

Figura 2.11: Retardo de la bomba hacia el intercambiador

Al incorporar el retardo, la ecuaciéon (2.13) queda de la siguiente manera:

A

T.(t) = Ku(t—h). (2.14)
Se sustituye la ecuacion (2.14) en (2.12), se tiene:

dTi(t)  T.(t) — Tu(t)
= v . (2.15)

21

Se aplica la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial (2.15), obteniendo

e‘ﬁs S (s
ST(s) - Ty(0) = LU Tls), (2.16)
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considerando que T;(0) = 0, ya que se interesa analizar la respuesta del sistema ante
los cambios de entrada, y al agrupar términos semejantes para expresarla como funcién

de transferencia, se obtiene:

Ti(s) Ke™hs
CN G

Se define 7 = ‘Z/—i’ como la constante de tiempo del sistema, ya que indica la rapidez con
la que el fluido transita por el intercambiador. Por lo tanto, la funcién de transferencia
queda expresada como:

(2.17)

donde:
T,(s): temperatura de salida [°C].
U(s): senal de control [V].
h: retardo de tiempo en el sistema, |[s].
7: constante de tiempo del sistema [s].

2.2.2. Modelo matematico del contenedor

Para obtener el modelo matematico del contenedor, este se considera como un sistema
térmico [37], el cual sigue el principio fisico del balance de energia (2.5).

Se considera que el sensor tiene una temperatura T.(t) al sumergirse en el agua, la
cual estd a temperatura ambiente T'(¢). Existe una resistencia térmica del flujo de calor
del liquido al sensor denominada R. Por lo tanto, entre el liquido y el sensor existe un
flujo de energia térmica ¢ por unidad de tiempo, tal como se muestra en la Figura 2.12.

Sensor

Figura 2.12: Representacion del tanque con sensor de temperatura
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El flujo de calor que se produce entre el sensor y el liquido, queda descrito por la

siguiente ecuacion:

(2.18)

donde

¢: flujo de calor [Z].

T'(t): temperatura del agua [°C].
T.(t): temperatura del sensor [°C].
R: resistencia térmica [J—fs]

Se emplea el principio fisico del balance de energia térmica descrito en la ecuacion
(2.5) para analizar la diferencia de energia térmica que existe entre el agua y el sensor.
Este fenémeno fisico puede representarse matematicamente de la siguiente manera:

Cd]:;t(t) =1 — g2, (2.19)
donde:
C': capacitancia térmica del sensor [£].
%t(t): diferencia de temperatura con respecto al tiempo [%]

J].

S

¢1: energia térmica del agua [

¢o: energia térmica del sensor [Z].

Se considera que unicamente existe transferencia de energia térmica desde el agua
hacia el sensor, es decir, el sensor no genera calor. Ante esta consideracion, se tiene que
@1 =qy g2 =0, por lo que la ecuacién (2.19) queda de la siguiente manera:

dT.(t)
C =q. 2.20
ik’ (2.20)
Dado que ¢ esta definido por la ecuacién (2.18), al sustituir en (2.20), se obtiene:

dl.  T(t) —T.(t)
dt  RC
Reordenando la ecuacion diferencial, se tiene:

C

dl.(t) T(t) T.(1)
d¢ ~ RC RC" (2.21)
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La ecuacién (2.21) describe como se produce el cambio de temperatura del sensor T, a
medida que aumenta o disminuye la temperatura del agua T'. Es posible considerar que la
temperatura del agua T' es linealmente proporcional a la senal de control aplicada, siendo:

T o« wut),

donde u(t) esta en volts.

Para que la ecuacion anterior sea una igualdad y sus unidades concuerden en ambos
lados de la ecuacion, se incorpora la constante de proporcionalidad K, obteniendo:

T(t) = Kult), (2.22)

donde:
K: constante de proporcionalidad [<¢].
u(t): senal de control [V].

Considerando que T'(t) es igual a la senal de control aplicada, se asume que la resis-
tencia calefactora transfiere energia térmica al agua, aumentando su temperatura. Este
calor se transfiere hacia el sensor, generando un retardo temporal h, tal como se muestra

en la Figura 2.13.

Sensor

Figura 2.13: Representacién del sistema térmico con retardo

Al incorporar el retardo en la ecuacion (2.22) se expresa como:

T() = Kult—h), (2.23)

sustituyendo la ecuacién (2.23) en (2.21), se obtiene:
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dT.(t)  Ku(t—h) T.(t)
d¢ RC  RC’ (224)

Dado que el modelo de la ecuacién (2.24) es una ecuacién diferencial lineal, se aplica
la transformada de Laplace para resolverla, obteniendo:
Ke ™U(s)  Tu(s)
T.(s)—T.0)= — ,
sTe(s) —1e(0) 70 RO

considerando que 7.(0) = 0, para analizar cémo responde el sistema ante los cambios

en la entrada, se tiene:

Ke MU(s T.(s
() = KT T

reagrupando términos, la funciéon de transferencia se expresa como:

T.(s)  Ke™s

U(s)  (RCs+1)

Se define 7 = RC' como la constante de tiempo, ya que indica la rapidez con que

el sensor de temperatura detecta y responde ante los cambios térmicos. Por lo tanto, la
funcion de transferencia es:

= (2.25)

donde:

T.(s) : temperatura del sensor [°C].

U(s) : senal de control [V].

h : retardo de tiempo en el sistema, el cual se desprecia [s].
7 : constante de tiempo del sistema [s].

2.2.3. Modelo matematico de la planta

Para obtener el modelo matématico de la Figura (2.9), se considera la ecuacién (2.25)
que describe el modelo matematico del contenedor, y la ecuacion (2.17) que representa el

modelo del intercambiador de calor, ambas ecuaciones son de primer orden.
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Una vez definido que toda la plataforma experimental se comporta como un sistema
de primer orden, se definen las siguientes variables: T.(t) : temperatura del tanque de
agua caliente, y T;(t) : temperatura del tanque de agua fria.

Tangue de agua caliente

Te(t)

T o

Bomba 2

I__

Figura 2.14: Anélisis de la temperatura del agua T.(t)

En la Figura 2.14, se considera que no hay cambios bruscos debido a que la capacidad
calorifica volumétrica del agua es alta y la temperatura es homogénea en el tanque al ser
pequeno, ya que las dimensiones fisicas son reducidas. A partir de que la bomba succiona
el agua del contenedor y la transporta hacia el intercambiador, la temperatura se mantiene
igual, debido a que es una distancia pequefia. Por lo tanto T.(t) = T.(t).
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2 2
Telt-hq)
JE 2

Tanque de agua caliente

Te(t)

ST e

Bomba 2

Intercambiador de placas

Figura 2.15: Analisis de la temperatura del agua T.(t — hq)

Una vez que el agua con temperatura T.(t) circula a través del intercambiador de calor,
se considera que transcurre un tiempo hy para llegar a la salida y volver al tanque. Por lo
tanto, T,(t — hy) representa esa temperatura retardada. En estado estable, la temperatura
T.(t — hy) alcanzard un valor aproximado a T.(t), por lo cual T,(t) =~ T.(t — hy). De este

modo, se considera lo siguiente:
= T.(t) o< T.(t), debido a que es un sistema de primer orden.
. Tc(t) x T.(t — hy), debido a la recirculacién del agua.

. Tc(t) o uy(t), debido a que la resistencia afecta a 7.

El cambio de temperatura para Tc(t) es el resultado de lo que ocurre simultaneamente

en el proceso, obteniendo:

T.(t) = agTe(t) + ayTe(t — hy) + byuy (t). (2.26)

Ahora se obtiene el modelo matematico para el tanque que tiene el agua a temperatura

ambiente.
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l_h .* R : Q
C j—
Intercambiador de placas

Bomba 1

Tanque ge agua fria

T
Figura 2.16: Anélisis de la temperatura del agua T'i(t)

En la Figura 2.16 se considera que no hay cambios bruscos debido a que la capacidad
calorifica volumétrica del agua es alta y la temperatura es homogénea en el tanque al ser
pequeno, ya que las dimensiones fisicas son reducidas, ya que se utilizan tanques de 5
litros. A partir de que la bomba succiona el agua del contenedor y la transporta hacia el

intercambiador la temperatura se mantiene igual, debido a que es una distancia pequena.
Por lo tanto Tj(t) = T;(t).

Intercambiador de placas
Bomba 1

Tanque de agua fria

A _
- - Ti(t-hy)

Figura 2.17: Analisis de la temperatura del agua T'i(t — hg)

En la Figura 2.17 se analiza que la temperatura del agua T;(t) circula a través del
intercambiador de calor, se considera que transcurre un tiempo hy para llegar a la salida
y volver al tanque. Por lo tanto, T;(t — hs) representa esa temperatura retardada.
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En estado estable, la temperatura T;(t — hy) alcanzard un valor aproximado a T;(t), por
lo cual T;(t) = T;(t — ha).

En la Figura 2.9, el tanque de agua fria intercambia calor por conveccién a través
del intercambiador con el tanque de agua caliente T,(¢). De este modo, se considera lo

siguiente:

T;(t) o T;(t), debido a que el proceso térmico es de primer orden.

T;(t) o< T;(t — hs), debido a la recirculacién.

T;(t) < T.(t), debido a la interaccién con el fluido caliente.

= T}(t) o< uy(t), debido a que la bomba 2 inyecta agua caliente.

Por lo tanto, el cambio de temperatura para Tl(t) es el resultado de lo que ocurre

simultaneamente en el proceso, obteniendo:

Ti(t) = coTi(t) + 1 Ti(t — hy) + caTe(t) + baus(t). (2.27)

Se consideran dos retardos hy y ho en la Figura 2.9. Sin embargo, en la implementacion
fisica se modifica la longitud de las mangueras para igualar los tiempos de retardo. El
retardo h; corresponde a la retroalimentacion del sistema de agua caliente T.(t — hy) y
el retardo hy corresponde a T;(t — hy), los cuales se muestran en las Figuras 2.15 y 2.17.
Al hacer esto se busca que ambos retardos sean similares. Por lo tanto hy & hs, por lo
que ahora se considera solo un retardo h. Las ecuaciones (2.26) y (2.27) se definen de la

siguiente manera:

T.(t) = agTu(t) + a1 To(t — h) + byuy(t), (2.28)

T‘Z(t) = C(ﬂ}(f) + C17}(t - h) + CQTc(t) + bgUg(t). (229)

El modelo multivariable a partir de las ecuaciones (2.28) y (2.29) se escribe de la
siguiente manera:

Tc(t> . Qo O

Ti(t)|  |e2 <o

b1 0 U1 (t)
. am
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donde w;(t) es la senal de control aplicada a la resistencia; uy(t) es la senal de control
aplicada a la bomba 2; la bomba 1 opera de manera continua proporcionando un flujo

constante de agua; y ag, ay, by, ba, co, ¢1 ¥ co son los parametros constantes a determinar.

2.3. Conclusiones

Se obtuvo el modelo matematico multivariable para el intercambiador de calor consi-
derando el retardo inherente al proceso. El retardo h; corresponde a la retroalimentacion
del sistema de agua caliente T..(t — h;), mientras que el retardo hy corresponde a T;(t — hs).
Ambos retardos pueden igualarse hy ~ hy modificando las mangueras de la plataforma
experimental, lo que permite considerar un solo retardo h.
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Capitulo 3

Control 6ptimo para sistemas con

retardo

En este capitulo se estudian los sistemas que incorpora un retardo distribuido en el
control, y asi desarrollar la funcional de Bellman para el problema de control 6ptimo para
sistemas con retardo en el estado, utilizando la solucién en la forma de Cauchy del sistema
en lazo cerrado con un control admisible. Mediante el indice de desempeno propuesto por
A.V. Kim [9], se desacopla la ecuacién del tipo de Riccati obtenida para el control éptimo

y se analizan las condiciones suficientes para la estabilidad en lazo cerrado.

3.1. Diagrama de pasos a seguir para obtener el con-

trol 6ptimo

Para obtener el control éptimo de sistemas con retardo distribuido, se sigue una me-
todologia descrita en la Figura 3.1, la cual presenta el diagrama de flujo que muestra los

pasos necesarios para obtenerlo.
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Obtener el control optimo

V' Mediante

Analisis del sistema con retardo distribuido

Y

Condiciones suficientes de optimalidad

Y
Eleccion particular del control admisible

/
| |
Y

Construir la funcional de Bellman

en la forma de Cauchy en el indice de desempeno

/
Y

Agrupar terminos semejantes para obtener V()

Analizar V() a lo largo de las trayectorias parat > 0

L 4
|
/
!

Calcular H(xt, u)

Satisfacer la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman

v
Y

Obtener las ecuaciones del tipo de Riccati

4
(

¢

(

C ,

[ Sustituir el control admisible y la solucion
c

(

:

{

(

c

. A A A A A A A A A A A

Implementar [a ley de control

é

Figura 3.1: Diagrama de flujo para obtener el control éptimo
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3.1.1. Analisis del sistema con retardo puntual

A pesar de que el modelo matemaético propuesto en la ecuacién (2.30) tiene retardos

puntuales, en esta secciéon se considera el siguiente sistema con retardo distribuido pro-

puesto en A.V. Kim [9], dado por la ecuacién diferencial:

0

() = Ax(t) + Azt —7)+ | G(s)x(t+ s)ds + Bu(t), (3.1)

donde los vectores x(t) v u(t) y las matrices A, A;, G(s) y B tienen las siguientes

dimensiones:

z(t) e R", wueR",
AeR™, A e R"™™ BeR"™,
G(s) € R™" y es continua para s € [—7,0],

con condiciones iniciales

2(s) = ¢(s), se€[-70]

donde ¢(s) pertenece a las funciones continuas a tramos en el intervalo [—7, 0] y tiene

dimensién infinita. Es decir, se expresa como:
0 € PC_rq, dim(PC) = cc.
El estado completo del sistema (3.1), se expresa de la siguiente manera

xy = {x(t);z(t+s), -7 < s < 0}.

3.1.2. Condiciones suficientes de optimalidad

Se requiere hallar un control estabilizante que minimice el siguiente indice de desem-

peno [9] sujeto al sistema con retardo distribuido dado por (3.1)

J— /0 g, u(x)) dt, (3.2)
donde
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g(as, u(zy)) =2 () Doz (t) + 227 (t) /_OT D (s)x(t + s)ds (3.3)
+ /_OT /_OT 2T (t + 8)®y(s,v)x(t +v)dsdv + u” (2,) Nu” (x,),

donde las matrices @y, ¢, y P, tienen las siguientes dimensiones y propiedades:
» Oy € RV Dy = P

n $y(s) € R™™, dy(s) es continua a trozos en [—7, 0],

» Oy(s,v) = Pl (v,s) € R™", es continua a trozos en [—7,0] x [—7, 0],

= NeR™, N=NT, N>O0.

1. Definir los controles admisibles

1. u(t) = u(zy), es decir, el control es una retroalimentacién de estado.
2. u(w;) es una ley de control estabilizante.

3. u(z) es una funcién continua (asegura la existencia y unicidad del sistema en lazo
cerrado, cuyas condiciones para la existencia y unicidad de u(z;) para esta dado
pora (3.1)).

Si un control admisible v* y una funcional V' (z;) satisfacen la ecuacion Hamilton-
Jacobi-Bellman, y se alcanza un minimo para todos los controles admisibles u, entonces
u* es 6ptimo. El siguiente teorema se basa en la prueba dada por D.W. Ross [10], se

presenta a continuacion:

Teorema 1. Si eziste un control u*(t) = u*(x;) que sea admisible, y una funcion escalar

continua V (z¢), tal que V=0 para x; = 0, entonces se satisface [10]

V(zy) + g(xy,u*(x)) =0, VE>0, (3.4)

3.1)

=u*

5 1)—!— glxg,u(xy)) < V(xt) o + g(xy,u(t)), Vt>0, (3.5)

para todo u(t) admisible, entonces se tiene que u*(t) es dptimo. Ademds V(p) =

J(p,u*) y, este es el valor dptimo del indice de desempeno J.
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Demostracion.
Para verificar que V(¢) = J(¢,u*). Se despeja la ecuacién (3.4), se tiene

V(xt) = —g(xp,u*(zy)), Vt>0,

(3.1)

u=u*

se integra desde ¢ = 0 hasta ¢t = co en ambos miembros de la ecuacion

I

dt = — /oo g(xy, u*(xy))dt,
0

(3.1)
resolviendo se obtiene:
Jim V() = V(o) = = [~ glo (@), (36)

debido a que u* es un control admisible y debe ser estabilizante en el sentido asintético,
se tiene que:
lim z(t) =0, = Jlim V(z:) = 0.

t—o00

Por lo tanto, la ecuacién (3.6) se convierte en:

V(o) = /0 (@, () dt.

Dado que la funcional V(@) = V(z), porque xy = ¢, se tiene que el indice de desem-
peno J(p,u*) es

J(p,u*) = /Ooog(ﬁt, u*(xy))dt,

el cual se reescribe de la siguiente manera
Vip) = J(p,u"). (3.7)
Por lo tanto, se tiene que V() representa el indice de desempetio J cuando u = u*.

Se comprueba la desigualdad de la ecuacién (3.5), dada por

V(xt) 5 1)4— gz, u(x)) < V(xt) o + g(zy,u(t)), V>0,

se utiliza la igualdad de la ecuacién (3.4), y se sustituye en la (3.5), obteniendo
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0<V(x) 51) + g(x,u(t)), Vt>0,

u=u(t)

reordenando la desigualdad, se tiene:

V(I't) (3.1) Z _g(xtau(t))u Vt Z 07
u=u(t)

se integra desde ¢ = 0 hasta t = co en ambos miembros de la ecuacion

I

dt > — /oog(xt,u(mt))dt,
(3.1) 0

resolviendo se tiene:

Jim Vi) = Viw) = = [~ glar,ulen)r,

reescribiendo se obtiene:

V(o) < /Ooog(xt, u(xy))dt.

Se sabe que V' (z9) = V() = J(p,u*), y que la expresion [;° g(z:, u(z;))dt corresponde
a la ecuacion (3.2). De este modo la ecuacién se puede expresar de la siguiente manera:

J(p,u”) < J(p,u(t)),

para todo u(t) admisible y toda condicion inicial ¢ € PCj_j 0. En consecuencia, V()

representa el indice de desempenio evaluado en u*, por lo tanto u* es éptimo [10]. O

3.2. Construccion de la funcional de Bellman

Observe que para resolver las ecuaciones (3.4) y (3.5), es necesario proponer la fun-
cional de Bellman V' (z;) o construirla. Los enfoques constructivos tienen la ventaja de
que dado una estructura de control admisible u(z;), siempre se conocera la estructura de
V(). Por esta razén se realiza la construccion de la funcional V' (z;) a diferencia de A.V.

Kim [9], en la cual se propone.
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Para construir la funcional de Bellman, se requiere hallar un control u*(z;) y una
funcional V(x;) que ambos satisfagan a las condiciones (3.4) y (3.5). Para ello, se debe

considerar lo siguiente:

1. Elegir una forma particular de u*(z;).
2. Construir V(zg) = J(z; u*(x;)), a partir de la forma elegida de u*(z;).

3. Utilizar las condiciones (3.4) y (3.5) como restricciones en los parametros de u*(z;).

Estos pasos se siguen para simplificar el problema del control 6ptimo, y asi obtener
una solucion expresada mediante ecuaciones del tipo de Riccati [10].

2. Eleccién particular del control admisible

En esta seccion se propone el siguiente control admisible para toda la trayectoria x;
del sistema (3.1) [9]:

w(wy) = Ca®) + [ D(s)a(t + 5)ds, (3.8)

-7

donde las matrices C' y D tienen las siguientes dimensiones:

Cc Rrxn7

D(s) € R™" y es continua en [—7,0].

Cuando 7 = 0 el control coincide con la retroalimentacion de estado clasica de los
sistemas libres de retardos, y para 7 > 0 se tiene que el retardo distribuido incluye todo

el estado ;.
3. Construir la funcional V(y)

Como se mencioné anteriormente, el articulo de A.V. Kim [9] no proporciona un
procedimiento detallado para construir la funcional, por lo que en este trabajo de tesis se
desarrolla.

Para construir V(¢), se sustituye el control admisible propuesto (3.8) en el sistema

(3.1), con la finalidad de obtener el sistema en lazo cerrado:
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(t) = [A+ BClx(t) + A;x(t — 7) + ’ [G(s) + BD(s)]x(t + s)ds,

—T

donde
E(s) = G(s) + BD(s), (3.10)
por lo que:
() = Apx(t) + Arx(t — 1) + " E(s)x(t+ s)ds. (3.11)

-7

La solucién en la forma de Cauchy del sistema [38] para la ecuacién (3.11) es:

0 0
olt,¢) = K(0e(0) + [ K(t—0-7)Ap0)d0+ [ [ K(t=0+E©)dgp(0)dd,
con condiciones iniciales K(0) = I y K(7) = 0 para todo 7 < 0.

Se puede reescribir de la siguiente manera:

0

A

z(t, ) = K(t)e(0) + K(t,0)p(0)do, (3.12)

-7

donde

K(t,0)=K(t—0—1)A, + ' K(t—0+&E(&)dE.

Se requiere hallar los pardmetros C'y D(s) de un control admisible que minimice el
indice de desempeno (3.2), a lo largo de las trayectorias del sistema (3.1) [9]. Para expresar
u(z;) en términos de la condicién inicial ¢ se sustituye la solucién en su forma de Cauchy
(3.12) en el control admisible (3.8), obteniendo:

() = C (K(t)p(0) + ’ R (t,0)0(0)d0)

+ [ Ds) (K(t+ 90 (0) + [ f((t+s,9)gp(¢9)d0) ds,

-T -7

desarrollando las operaciones y agrupando términos, se obtiene:
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CK(t) + " D(s)K(t+ s)ds

-7

u(z(t, ) = ©(0)

0 0

CK(t,0)+ | D(s)K(t+s,0)

-7

_l_

-7

p(0)dbds,

se define:

Fo(t) = CK(t) + ’ D(s)K(t + s)ds,

-7

A 0 A
Fi(t,0) =CK(t,0)+ | D(s)K(t+ s,0)ds,

-7

reescribiendo la ecuacion, se tiene:

u(z(t,0)) = Fo(t)o(0) + [ Fi(t,0)p(6)d6.

—T

(3.13)

Siguiendo la estructura del indice de desempeno descrito en la ecuacién (3.3), se cons-

truye la funcional de Bellman, considerando los siguientes términos:

Primer término:

x (1) Dox(t).

Segundo término:

227 (1) /O Py (s)z(t + s)ds.

—T

Tercer término:

/0 /0 2T (t + 8)®y(s,v)x(t + v)dsdy.

-7 J—7

Cuarto término:
ul () Nu(t).

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Entonces se sustituye la solucién en la forma de Cauchy (3.12) en el primer término

dado por(3.14):

38



2T ()P (t) =

(K<t>¢<o>+ ” ff(t,e)@(e)de) <I>0<K(t)90(0)+

—T

’ f((t,&)gp(&)d@),

-7

desarrollando las operaciones se obtiene

a" (1) Pox(t) = ¢ (0) KT (1) Do K ()p(0)
+ _0 ©T(O)KT(t,0)D0K (t)p(0) db

+ | o (O KT (@K (t, 0)p(0) db
+‘/_0 /_0 ¢T<91)KT(25’01)¢0K(t,02)@(82) dQQdQI’

se agrupan términos usando el hecho que ®; = ®f, es decir, es simétrica, esto resulta

en

ol (£)@ox(t) = o () K™ (1) Po K (t)(0)
w2 [ GORT(E,0)00K (1)p(0) df (3.18)

0 0 - -
+[ [ (0 KT (¢, 000K (1, 02)0(05) dbs ds.

Ahora se sustituye la solucién en la forma de Cauchy (3.12) en (3.15), obteniendo asi

227 (t) /O Dy (s)x(t + s)ds =

-7

-T -T -7

2 " (K(t)(p(()) + " f((t,@)gp(@)d@) Dy(s) (K(t+s)gp(0) + ' K(t+ S,Q)(p(@)d@) ds,

desarrollando las operaciones se obtiene:
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0

27 (1) /_ Bi(s)alt+s)ds =
2 [ TORT (01 (5)K (1 + 5) p(0)ds
+2/0T TO)K( [/if((t+s,6’)go(9)d0 ds
+2/_T /_ ) KT (1,0)®1(s)K (t + 5)df dsip(0)

+2[[[ (0K (£,0,)01 () K (t + 5, 02)p(62) dbo db; ds,

por lo que:

227 (t) /_OT Oy (s)z(t + s)ds =
267(0) (K7 (1) [ @u(s)K(t+5)ds ) 9(0)

207 ( (KT L L Kt +5,0)0(0) deds) (3.19)
20T (/_T/_TKTt—Fs@CI)T () K (1, «9)@(«9)d9ds>
+2/_T /_ /_ T(t,00)81(8)K (t + 5, 02)0(605) dO df ds.

En el tercer término se sustituye la solucién en la forma de Cauchy (3.12) en (3.16),

lo que resulta en

/_OT /_OT 2" (t+ 5)®(s, )zt + v)dsdy =

/OT /OT K+ )00 + [ OT K (t+ 5,61)0(61)d6,
x | K (t+v)p(0) + /_OT K(t+v, 92)go(€2)d02] ds dv.

T
(I)Q(Sa I/) X

desarrollando las operaciones se tiene:
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[ )05, v)alt +v) ds v

- /_ /_ 0)K T (t+ s)®a(s, V) K (t + v)(0) ds dv
+/_/_/_ 0)KT(t+ 8)®a(s, ) K (t + v,02)0(0s) dba ds dv
*/_T /_ / TONK T (t + 5,00)@a(s, V) K (t + v)p(0) ds dv

+/—7— /—7— /_T ,/_7— 91 t+8 61)@2(8 I/)K(t"‘l/, 02)§0<92) d@l d@g deV,

debido a la propiedad que tiene ®s(s, ) = $5(v, s), se agrupan términos, obteniendo

/(1 /OT xT t+ 8)®P(s,v)x(t +v)dsdy
— /_T /_T 0)K T (t + 5)®y(s, V) K (t +v)p(0) ds dv .
+2LT[T[T 0)K T (t 4 5)®y(s, V) K (t + v, 02)0(0) dfy ds dv

+/ / // TO)VKT(E+ 5,00) (s, v)K(t + 1, 0)p(02) 6y dby ds d.

Finalmente en el cuarto término se sustituye el control (3.13) en (3.17), obteniendo lo
siguiente

" (x(t. @) Nu(e(t, ) =
(Fott)el0) +

desarrollando las operaciones se obtiene:

’ Fl(t,elyp(el)del) N (Fo(t)cp(()) +

—T

’ Fl(t,eg)cp(Qg)dez) ,

—T

u (x(t, ) Nu(z(t, ) =

e (0)Fy () NFy(t)p(0) + [ " (0)Fy (t)NFi(t, 62)0(62) db;

+ ’ @0 (00)F, (t,0,)N Fy(t)o(0) db,

+/ / T(0))F (t,0)NF(t, 0)0(62) d6, d,
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al ser N = N7, se transpone el tercer término de la ecuacién del lado derecho y se

suma con el segundo término, lo que resulta en

u' (a(t, ) Nu(a(t, @) =

P (0)Fy ()N Fo(t)p(0) + 20" (0)Fy ()N | Fl(t 0)p(6)do (3.21)
+[ [ T(O)FT(t,01)NF(t, 02)0(0)d0,d65.

De los resultados obtenidos de las ecuaciones (3.18), (3.19), (3.20) y (3.21) se sustituyen
en el indice de desempeno (3.7), obteniendo

o=/ 0 K(0)(0)

+2 <PT(9) (8, 0) Do K (£)p(0) db
+f [ T OORT (100K (1, 02)0(0) db
+290()< 0 [ o (05 (t+s)ds) 2(0)

(K | Di(s)K(t+5,0) ds) p(0) do

TO) ([ KT+ )] () (1,6)ds ) o(6) o
*2/_/_/_ 00K (t,0,)81(s)K(t + 5, 02)p(02) dby dOy ds
- /_ /_ 0)K " (t + 5)®o(s,v) K (t + v)p(0) ds dv
+2/,[[ 0)K T (t + 8)®s(s, V) K (t 4 v, 05)(0) dbs ds dv
*/_T /_ /_ /_ (01) KT (t, 61) s (s, V)K(t—i—u, 02)p(6) dby dbs ds dv
+ T (0)Fy ()N Fo(t)(0) + 20" (0)Fy ()N Fl(t OL

+/ / T(0)FT(t, 0:)NFy(t, 05)0(6,)d6: db5 ) dt,

se agrupan términos semejantes, lo que conlleva:
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K(t)+ 2K (t )/0 By (s)K (¢ + 5)ds

—T

/{90

+/_T /_T KT (t+ 8)®o(s,v)K(t + v)dsdv + FOT(t)NFO(t)} ©(0)

+207(0) [

-7

KT (1)K (t,0) + 2K (¢) [ " By ()R (t+ 5,0)ds

0 A
+ / KT(t+5)0] (s)K(t,0)ds
oT 0 R
+ / / KT(t + 8)®a(s, 1)K (t + v,0)dsdv + F (t)NFl(t,eﬂ 0 (0)df
~ 0 . ~
+/ / 91[ (00K (1,0:) +2 [ KT(1,0)®:(5)K (¢ +5.0) ds
+/ / KTt+s,91)q>2(s,y)f%<t+u,ez)dsdwFJ(t,el)Nﬂ(t,ez)} o(05) dos doy) dt,

se reescribe de la siguiente manera

V(o) = ¢TOP0) +2070) [ D)@+ [ [ ORO:0:)0(0:) 0510,
(3.22)

KT()®oK (t) +2K " (t) / ’ P, (s)K (t + s)ds

—T

P:/oo
0

+ /_OT /_OT KT (t 4 5)®y(s, V) K (t + v)dsdv + F, (t)NFy(t)

(3.23)
dt.

D) = /0°° [KT(t)%f((t,Q) KT (1) /_O Oy (s)K (t + s,0)ds
+/_0 KT(t + s)®7 (s)K (¢, 0)ds

[0 KT s )Rt 4 v O)dsdy + ] (N1 9>] i
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—T

oo | . - 0 _ -
R(01,6’2) = / [KT(t,el)(DOK(t,02> +2 KT(t—I—8701)@1(8)K(t+8762)d8
0
(3.24)
0 0 _ ~
+/ KT(t + 5,000 (s, V) K (t + v, 05)dsdv + F (t,0:)NFy(t, 05) | dt.

Se cumple que P es simétrica y R (60y,605) = R(6s,0,).

Las matrices P, D(6) y R(01,605), las cuales se definen con la matriz fundamental K|(.)
y una integral impropia, existen siempre y cuando en un sistema en lazo cerrado sean

asintoticamente estable. Esto garantiza dado que un control admisible es estabilizante.

Se realiza la demostracion de que la matriz P de la ecuacion (3.23) es simétrica. Los
primeros tres términos se reescriben en su forma cuadratica, quedando de la siguiente

forma:

p=[ Hf Kt+s)d

Se tiene en cuenta las propiedades de simetria mencionadas con anterioridad donde

q)() (I)l(S)

@{(8) @2(571)) +F0T<t)NFO<t>

dt.
IO K(t+s)ds

[ K(t)

Dy = D, Dy(s,v) = DL (v,s) y N = NT. Al transponer la ecuacién se obtiene

r_ ™ K(t) K(t)
P _/0 HJ_OTK(Hs)ds {

J° K(t+s)ds
Al realizar las operaciones se obtiene el mismo resultado, por lo tanto P es simétrica.

T

(1)0 (131(8)

@{(8) @2(571)) +F0T<t)NFO<t>

dt.

Se realiza la demostracion de que R'(6;,60:) = R(6,,0;). Al transponer la ecuacién
(3.24) se tiene

—T

oo | . - 0 _ ~
R(91,82)T = / [KT<t, 01)@0K(t,‘92) + 2 KT(t—i-8791)<I>1(8)K(t+8,82)ds
0
0 /0 g
+ KT(t+5,00)®s(s,0)K(t + v,60)dsdv + FT(t,0,)NFy(t,05)| dt,

-7 J =7

realizando las operaciones y teniendo en cuenta que ®y(s,v) = ®2(v,s) y N = N1 se
obtiene
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oo | . - 0 . ~
R(eg,el):/O {KT(t,62)¢OK(t,91)+2 KTt + 5,00)0,(s)K(t + 5,60,)ds

—T

+/ DR+ s, 0)07 (v, )R (L + v, 0 )dsdy + FT (L 0)NFy (£, 0,) | dt.

Por lo tanto se demuestra que R' (0y,0,) = R(0s,61).

4. Obtencién de la ecuacién Hamilton-Jacobi-Bellman
En [9], el cdlculo del Hamiltoniano asocia a la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi-Bellman,
se obtiene mediante el cdlculo i-suave [9]. En este trabajo de tesis, se usa el método

tradicional usado en [21, 10].

Como ¢ = xg y 2y = z(t + 0) se obtiene V (z;) a partir de V() = V(x¢), entonces la
funcional V'(z;) es:

V() = 2(t) Pa(t)+20() | ’

—T

D(8)a(t+6)do+ / / (t460) T R(6y, 05)(t +65)d6,d65.
(3.25)
Se calcula el Hamiltoniano de la ecuacion Hamilton-Jacobi-Bellman dada por (3.4):

. 0
Hlenw=Viw)| - +al (%) +207() / O, (s)a(t + 5) ds
ufadr.m'sible -

+ /_OT /_OT xT(t + S><I)2(S, U):)Z(t + v) ds dv + uT(xt)NuT(xt)_
(3.26)

Se desarrolla V (z;) | a partir de la ecuacion (3.25), con lo cual se obtiene
(3.1
u—admisible

d 0

T d T
o = G OPO]+ [2@« () [ T

u—admisible

V() D) (t + e)de]

d 0 0
+ % l:/ / xT(t + Ql)R(Ql, 02)1'(15 + 62)d02d01:| )
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Al desarrollar las derivadas y reescribir la ecuaciéon conforme a la notacion de Newton,

se tiene lo siguiente:

Viw)| ., =FOP)+"(0)P()
u—admisible . o . 0 a
+ 237 (¢) [ D(O)a(t + 6)d0 + 27 (1) [ _D(6)5;(t + 0)db (3.27)
+/_0 /_0 gt[xT(t+91>] R(61, 02)x(t + 02)dh,db,

0 0 a
+/_T /_ QfT(tJr91)R(91,02)a [2(t + 05)] dfydb; .

Se sustituye la ecuacién (3.27) en (3.26), obteniendo el Hamiltoniano como:

H(z¢,u) =i (1) Px(t) + o (t) Pi(t)
+ 237 (¢) / "

-7

D(0)x(t + 0)do + 227 (t) /_0 D(@)gtx(t + 6)df

T /_OT /_OT gt [ffT(t + 91)} R0, 02)z(t + 05)d0odb,

+ /_OT /_OT x'(t+60,)R(6y, 92); [2(t + 0)] dBdb, (3.28)

(0 Bor(r) + 207 (1) | " By(s)a(t + 5) ds

—T

+ /OT /OT ;,;T(t + 5)Po(s,v)x(t +v)dsdv + UT(xt)NuT(xt),

Ahora, se sustituye el modelo de la planta dado por (3.1) en (3.28) para obtener el
control 6ptimo
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Aoz (t) + Arx(t — 1) + ’ G(s)x(t + s)ds + Bu ' Pzx(t)

—T

H(zy,u) =

+ 27 (t)P {Axo(t) +Ax(t—7)+ ' G(s)x(t + s)ds + Bu}

+2 [Axo(t) + Ayx(t—7)+ " G(s)x(t+s) + Bu}T /0 D(0)x(t + 0)do

—T —T

12 le(t) / ’ D(e)jt[xme)]] d

—T

+ [ OT | OT L;i[:vT(t + ) R(s,v)x(t +v) + 27 (t + 5)R(s, U)jt[x(t N U)]] duds
+ 2T (1) Pz (t) + 227 (t) / ’

—T

Oy (s)x(t + s)ds + /OT /OT 2T (t 4 5)Py(s, v)z(t + v)dsdv

+ uT Nu.
(3.29)
De acuerdo con las condiciones necesarias del cdlculo de variaciones se considera lo
siguiente:
gH(w u) =0 (3.30)
ou T T '

Sustituyendo la ecuacion (3.29) en (3.30) se obtiene:

aau[uTBTPx(t)] + ;[xT(t)PBu] + aau [2uTBT /_ OT D(0)x(t + 6)db

O r
—l—%[u Nu] =0,

desarrollando las derivadas parciales obtenemos:

0
2BT Px(t) + 2BT / D(0)x(t + 0)d6 + 2Nu = 0,

—T

finalmente despejando a u, se tiene

u(zy)* = ~N'B"Pa(t) ~ N'B " D) (t + 0)db. (3.31)

—T

Se analiza si la ecuacién es un minimo o un maximo conforme a:
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Al derivar a (3.31) se obtiene:

2
;MH(x u) =2N >0, (3.32)

por lo tanto es un minimo local.

Para que u(z;)* sea un minimo global se debe satisfacer la ecuacion Hamilton-Jacobi-
Bellman. Siendo véalido para t > 0, en particular ¢ = 0 y se considera que u = u*, siendo

ahora:

V(x:) + gy, u*(x)) = 0. (3.33)

Se sustituye la ecuacién (3.27) y (3.3) en la ecuacién (3.33):

V() + glae, u(z)) =

{on(t) YAzt —7)+ [ Gs)x(t + s)ds + Bu* (mt)r Pa(t)

—T

()P [on(t) At —7) +

0

" G(s)x(t + s)ds + Bu*(xt)}

G(s)x(t +s) + Bu*(xt)}T /0 D(@)x(t + 0)do

-7

+2[Aga(t) + Aralt ) +

+2[ ()/0 D(@)St[ (t+9)]] i

—T

+/_/_ [E% (t+s)R(s 7U)x(t—|—v)—l—xT(t—i—s)R(s,v);[x(t—i—v)]} dvds

4T (O Ber(t) + 227 (8) /0 @1(s)x(t+s)ds—|—/_0 /_0 2T (t + 8)®a(s, v)a(t + v)dsdy

+ u (2,) Nu(xy).
(3.34)

Se toma en cuenta que:

Oz(t+0) Ox(t+0)
o 00
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oxT(t+s)  dx'(t+s)
ot B 0s

oz (t+v) 02" (t+v)
ot B ov

La ecuacién (3.34) se cumple para todo ¢t > 0, en particular se cumple para t =0, y

al aplicar las igualdades de las derivadas parciales se tiene:

V(o) + g(p,u*(p)) =

40(0) + Arpl=r) + [ Glo)p(s)ds + B (o)

Pp(0)

+ O [40(0) + Aro(-7) + [ Glo)p(s)ds + Bu' ()]

/ D(0)p(8)dd

-7

+2[46(0) + Arpl=r) + [ Gls)ls)ds + Buc(e)

+257(0) [ Do)l (@))a8

0 0 a T T a
# [ [ |l GIRG0060) + 6 R(s.0) 5 0] dos
T T 0 0 0 T
+ 9T (0)0p(0) +257(0) [ @i()p(s)ds+ [ [ o7 (5)Pa(s, v)p(v)dsdu
+u* ()" Nu'(p),
donde V’(p) denota la derivada respecto a la variable 6, debido a que

dV(z)  dV(z(t+6))
dt a

Ccomao:

AV (z(t+0))  dV(z(t +6))

dt do ’

si t = 0, entonces

dV(x(0))

- V().

Al realizar las operaciones, se obtiene:
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Vi(e) + g(p u(9)) =
ST OATPo(0) + 7 (—)ATPo(0) + [ 67 (5)GT ()ds) P(0) + (' (0)) B Po(0)

+ wT(O)PAsO(O) + 0" (0)PAp(—T) + / OT @ (0)PG(s)p(s)ds + " (0)PBu* ()

+ 267 (0)A” [ DO)p(0)d + 257 (~)AT [ D(O)p(0)a0

w2( [ 6 was) ([ )+2< ()8 /_OTDw)so(e)de
+2g0()/ @(9 d0+/_T/_Td<p o(v)dvds
+/_/_ i (v)dvds

+ " (0)@02(0) + 267 (0) / ds—i—/_T /_ $)®s(s, v)p(v)dsdv
+u*(p) " Nu'(o),

se agrupan las términos semejantes, se obtiene:

V(i) + glip,u") = 2#(0)13[ 7+ [ Gleps)ds + Bu <w>}
+2/_T 0)do {Agp )+ Arp(— —i—/_T s)ds + Bu” (gp)]
+2)570 / 0 D<e>je[go<e>1] i
t |G GRG0 + R0 <v>1] s
+ 0T (0)Pop(0) + 257 (0) /_ ds+/_T/_T v)dsdv
T ()N (),

(3.35)

se sustituye la u* encontrada (3.31) en (3.35), obteniendo
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V'(0) + g(, u") = 20" (0)PAp(0) + 20" (0) PAro(—7) + 207 (0) P / ’ G(s)p(s)ds

-7

0
+2¢"(0)PB [—N—lBTP@(O) —- N 'BT /

-7

D(G)gp(&)d&]
! /_ 6) DT (6)d0 Ap(0) + 2 /_ ) DT (6)dI A, o(—)

+2/_T /_Tgo (0)D”(0)G(s)p(s)d0ds

42 70 o7 (0)D" (8)d6B {—N‘lBTPgo(O) _N'BT [ ’ D(G)gp(@)d@]
+2670) [ D(6) o0

)| IR + wT<s>R<s,v>df}[w<v>]] dsdy

+ " (0)Pop(0) + 27 (0) [T d5+[T [T Y(v)dsduv

+ [—N‘lBTPgo(O) _N- 1BT/

—T

D)y (9)d9] N

—NTUBTPp(0) - NUBT [ OT D(@)gp(@)dQ} .

X
(3.36)
Se consideran los siguientes términos de la ecuacién (3.36):

0 d

T —_
2,57 (0) /_ D(O)Z50(0)de. (3.37)

0 0 (

/ / %[SOT(S)]R(SaU)SO(U)desv. (3.38)
/ / o o, P(v)dsdv. (3.39)

Se realiza la integracién por partes, en las ecuaciones (3.37), (3.38) y (3.39) empleando

la siguiente formula:

- / " dw. (3.40)

b b
/ wdz = wz
a
a

Se empieza con la ecuacién (3.37), definiendo:
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d
—D —
wy 0), dzn deap(@)d@,
entonces
dD(6
dwy, = dé)dﬁ, 21 = @(0).

Se utiliza la ecuacién (3.36), obteniendo

257(0) [ D(6) (08
= 25" 0)D@)p(8) - 2570) [ D o(0)a0 (3.41)
= 27 (O)D(O)p(0) ~ 27 (O)D(~)e(—) ~ 27(0) [ DO gyap

Se continua con la ecuacién (3.38), definiendo:

wy = R(s,v), dz= jg(pT(s)ds,

entonces

OR(s,
dwy = (gss v) ds, z =" (s).

Se utiliza la ecuacién (3.36), se obtiene:

[ [ L GNR G, vpte)dsdo

=/ [@T(S)R(S,U) ° /OT 8Réz, v) @T(s)ds] o(v)dv

= ' (0) /O R(0,v)p(v)dv — ng(—T)/ R(—T1,v)p(v)dv — /_OT /_OT @T(S)aR(Z’ U>g0(v)dsdv.

. 8
(3.42)

—T

0
’

Finalmente se resuelve la ecuacion (3.39), se define:

d

w3 = R(s,v), dzg3= %cp

(v)dv,

entonces:
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OR(s,v)
ov

Se utiliza la ecuacién (3.36), se obtiene:

/_T /_T o(v)dsdv
- /_T (s [ $,0)p(v) ‘1 - /_OT aRéi’wgp(v)dv] ds

_/_T R(s,0)ds ¢(0) — /_OTQDT(S)R(S,—T)dsgp( /_T/;Tgp s)

dw3 =

dU, <3 SO(,U)

v)dsdv.
(3 43)

Se sustituyen los resultados de las ecuaciones (3.41), (3.42) y (3.43) en (3.36), se tiene

que:

V() + g(p,u") =
267 (0)PAG(0) + 267 (O)PArp(~7) + 26" O [ G(6)p(6)a6

—2pT(0)PBN"LBY Py(0) — 247 (0)PBN BT / " D(O)p(0)d0

-7

2 [* SO O)dA00) +2 [ F76) D O)d0A ()

i /_O /_OT ' (0)D" (0)G(s)p(s)dfds — 2 /_ OT o (0)D"(0)d BN~ B Pyp(0)

—2 /_OT /_OT ©" (s)D* (s) BN B D(v)¢(v)dsdv
267 (0)D(0)0(0) ~ 27 OD(7)e(7) ~ 27 (0) [ PO g)a

+o (0)/ R(0,0)¢(v)dv — o7 (—7) /0 R(=7,0)¢(v)dv

_// 8Rsv o) dsd

[ )R O)dsso(o) /0 #(5)R(s, —)d0ip(~7)

—T

_// 8Rsv v)dsdu

+ 97 (0)Pop(0) + 27 (0) /

—T

d0+/ / $)Do(s,v)p(v)dsdv + ..
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0
o+ T (0)PBN NN BT Pp(0) + 20" (0)PBN'NN~'B* / D(0)p(0)do

0 /0
+/ / 0T (s)DT(s)BN'NN BT D(v)p(v)dsdv,
se agrupan términos semejantes de la ecuacion (3.44), obteniendo

V(i) + g(p,u") = ¢ (0) [PA+ ATP — PBN"'B"P + D(0) + D" (0) + ®o| (0)
+ 207 (0) [PA, — D(=7)] p(~T)

+2¢7(0) /_ ’ l_d'izf) + PG(0) + (A" — PBN~'BT)D(#) + R(0,0) + @1(9)1 ©(0)do
+207(-) [ 0 [ATD(6) — R(~.0)] (6)d¥

+ /_OT /_OT " (s) [D"(5)G(v) + G"(s)D(v) — D”(s)BN~' BT D(v)

_OR(s,v)  OR(s,v)
0s v

+ @2(S7U)] p(v)dsdv = 0.
(3.44)

Para que la igualdad a cero de la ecuacién (3.44) se cumpla, para toda condicién inicial
v # 0, se tiene que cada término debe ser cero, por lo que se obtienen las ecuaciones del
tipo de Riccati:

PA+ A"P + D(0) + DT(0) + & = PBN'BTP. (3.45)

PA, = D(—7). (3.46)

dz 25> — PG(s) + (PBN"'BT — AT)D(s) = R(0, s) + ®,(s). (3.47)
ATD(s) = R(—T,s). (3.48)

OR(s,v) N OR(s,v)

Ds . = DT(5)G(v) + GT(5)D(v) = DT (s) BN ' BT D(v) + ®s(s,v). (3.49)
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Para resolver P, R(0,s) y D(s) se utiliza el método propuesto en [9], con el fin de
desacoplar las ecuaciones (3.45), (3.47) y (3.49). Esto requiere una eleccién particular de
las matrices @, ®(s); y ®(s,v)2. M debe ser una matriz definida positiva, esto lleva a

by = M — (D(0) + D*(0)), (3.50)
®,(s) = —PG(s) — R(0, s), (3.51)
®y(s,v) = DT (s) BN BT D(v) — D" (s)G(v) — GT(s)D(v). (3.52)

Mediante una eleccién particular de estas matrices (3.50), (3.51) y (3.52) al sustituirlas
en las ecuaciones (3.45), (3.47) y (3.49) se logra la cancelacién de los términos cruzados.
Como resultado, las ecuaciones se desacoplan, obteniendo:

PA+ AP+ M = PBN'BTP, (3.53)
D
d dis) + (PBN'BT — AT)D(s) = 0, (3.54)
0 o)
aR(S,Tﬁ + %R(S, U) = 0, (355)
donde
K = BN BT,

con las siguientes condiciones de frontera:

PA, = D(—7), (3.56)

ATD(s) = R(—T,s). (3.57)

Siempre que el par (A, B) sea controlable [39] existe una solucién P a una ecuacién
algebraica de Riccati dada por (3.53), y por lo tanto, es posible sustituir esta ecuacién en
(3.54), de esta forma, (3.54) es una ecuacion diferencial de primer orden matricial cuya
solucién es posible hallar en forma directa. La ecuacién diferencial parcial (3.55), tiene la
forma de una ecuacién de transporte, la cual puede solucionarse de forma directa. Esto
se establece en el siguiente teorema propuesto por A.V. Kim [9]:
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Teorema 2 (A.V. Kim [9]). Si P es solucion de la ecuacion matricial (3.53), las matrices
D(s) y R(s,v) que son soluciones del sistema (3.54), (3.55), (3.46) y (3.48) tienen la

siguiente forma:

D(s) = e [PE-AT]stn p g (3.58)
s)D(v), s,v) € €y,
R(s.) = Q(s)D(v) (s,v) € (3.50)
DT(s)QT(v), (s,v) € o,
Oy ={(s,v) € [-1,0] x [-7,0] : s —v < 0}, (3.60)
Qy = {(s,v) € [-7,0] X [-7,0] : s —v > 0}, (3.61)
Q(s) = AyelPE-ALll+n), (3.62)
Demostracion.
Matriz D(s): se asume que P es solucion a la ecuacién (3.53), se tiene que:
dD
d<3) — —(PBN7'BT — AT)D(s),
s
tiene solucion de la forma exponencial
D(s, D(s0)) = e PENTEADET 0 D(s,),
con condicion de frontera PA, = D(—71) y s € [—7,0], esto implica que sy = —7, por
lo tanto se tiene
D(s,D(—7)) = 6—(PBN*13T—A”{)(5+T)D(_7_) _ e—(PBN*IBT—ATf)(s-H—)PAT‘ (3.63)

Matriz R(s,v): se verifica que la matriz (3.24) es soluciéon del sistema (3.55), esto

implica demostrar que §2; (3.60) cumple lo siguiente:
R(s,v) = Q(s)D(v), (3.64)
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se sustituye (3.64) en (3.55), obteniendo

dQ(s) dD(v)
T p — 0. -
22 Do) +Q(s) 5 2 =0 (36
De forma andloga se utiliza (3.54) para obtener dgfj“), por consecuencia se tiene:
dD(v) T
= = —[PK — ATID(v), (3.66)

se reemplaza la ecuacion (3.66) en (3.65) obteniendo

(d?lis)> D(v) — Q(s)[PK — AT]D(v) = 0, (3.67)
reescribiendo se tiene:
[dii‘g) — Q(s)[PK — AT]| D(v) =0, (3.68)
como D(v) # 0, Q(s) satisface:
dQ(s)

— "~ Qs)[PK ~ AT =0, (3.69)

cuya solucién en el intervalo [—7, 0] es:

Q(5,Q(—71)) = Q(—r)elK-Altn), (3.70)
la condicion inicial se fija por la condicién de frontera:

Q(—7) = AL (3.71)

Por lo tanto la matriz R(s,v) (3.55) tiene la forma de €; (3.60).

Se demuestra que €2y cumple lo siguiente:

R(s,v) = DT(5)Q" (v), (3.72)

se sustituye la ecuacion (3.72) en (3.55), obteniendo:

dD"(s) ¢ 7, Q" (v)
2QT(0) + DT (s) = = =0, (3.73)

Se despeja %ﬁs) de la ecuacion (3.55), siendo
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22— —[PK — ATID(s)
transponiendo se tiene:
dD™(s) T T
—= = —D"(s)[PK - A]T", (3.74)

se sustituye la ecuacion (3.74) en (3.73), obteniendo

-DT(s)[PK — ATTQ"(w) + D7(5) 1) — g

reescribiendo se tiene:

0 () (") - DK - AT Q) o,

como D(s) # 0, se tiene Q7 (s) es solucién de la siguiente ecuacion:

D™(s) ldQ;J(w — [PK — AT)Q" (s)| =0, (3.75)

debido a que la ecuacién (3.75) es la transpuesta de (3.68) en consecuencia la matriz
R(s,v) en el dominio €, forma a (3.64).

Se verifica que R(s,v) = R* (v, s) como:

DT 4 ) ) € )
Ri(s.0)= {0 WG, (50 e (3.76)
Q(v)D(s), (s,v) € Qo,
Al intercambiar s y v por consecuencia €2; y {25 se intercambian, obteniendo
DT r ) ) € 2 )
R (v,s) = (5)@7(0), (5,) 2 (3.77)
Q(s)D(v), (s,v) € .
por lo tanto se satisface R(s,v) = R (v, s). O
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3.3. Condiciones suficientes para la estabilidad en la-

7o cerrado

Debido a que hasta el momento no existe una forma de verificar que la funcional
V(¢) dada por la ecuacion (3.22) sea definida positiva, y ademés g(x,u) en (3.26) no se
ha demostrado que sea definido positivo, no es posible concluir estabilidad asintotica del
sistema en lazo cerrado con el control éptimo u(z;)* dados por (3.31). Es por ello que
se demostrard que u(z;)* es estabilizante (por lo tanto admisible) mediante condiciones
suficientes de estabilidad del sistema en lazo cerrado.

Se considera el siguiente sistema descrito en la ecuacién (3.11), conforme a la notacion
matematica dada en [40], se realiz6 un cambio de variable 0 =t +s = do =dsy
se calculan los limites inferior (o =t — 7) y el limite superior (c =t)y s =0 -t =
[} _E(oc —t)z(o)do y luego hasta s = o, para obtener:

t—1

#(t) = Agr(t) + Aca(t — 1)+ [ Bls — t)a(s)ds (3.78)

t—1
donde
x(t) es un vector en R™.
Ao v A, son matrices constantes de dimension n x n.
7 es un valor positivo mayor que cero.

E(s —t) es una matriz de dimensién n x n con elementos continuos.

Se probara la estabilidad asintotica del origen del sistema en lazo cerrado adecuando

la funcional de Lyapunov—Krasovskii y derivando una condicion del tipo de Riccati.

Se propone V = V| + V, con:

Vi(z,) = 27 (t)Px(t), P=P" >0, (3.79)

Va(zy) = /; o (s)Na(s)ds + [ /,: 7(€) Sy (€) deds, (3.80)
donde N=NT >0y S =S >0.

Aqui V' es positivo definido y radialmente no acotado en el espacio de funciones
C([—h,0],R™). En efecto las cotas inferior y superior son dadas por:
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an([lz(®)ll) = =" Px(t)

ax([[z(t)]) = Hx(t)H}zz[/\max(P) + hAimaz (R) + hz)‘maz’(s)]
yasi: a1(.) <y(xy) < ao(.) VaeR™
Para verificar que el estado sea decreciente, se verifica la negatividad de V(z,). Para

ello se calcula V usando la dindmica y la regla de Leibniz para integrales con limites

dependientes del tiempo, obteniendo

Vi(a) = T () Pi(t) + 27 (£) Pi(t), (3.81)

Se sustituye la ecuacién (3.78) en (3.81); resolviendo se obtiene:

Vi(ze) =" (O[AT P + PAJa(t) + [Ava(t — ) + [ Bls — t)a(s)ds]” Pr(t)
. T (3.82)

2T (t)P[A;x(t —7) + E(s —t)x(s)ds],

t—1

y se tiene que para:

Vz(xt):i[/;ﬂ() ] U /t 7Sy (r)dr ds| (3.83)

Para resolver la ecuacién (3.83) se aplica la regla de Leibniz al primer término
4 [ft’; xT(s)Nx(s)ds}, lo cual resulta en:

eT()Nx(t) — 27 (t — 7)Na(t — 7).

Ahora, para el segundo término de la ecuacién (3.83), la derivada se introduce en la

integral interior:

dt U /t ,@ (Dol d”is} :/OTjt Uti 2! (1)S1x(T)dr| ds.

Se aplica la regla de Leibniz a la integral interior y se obtiene:
2T (#)S1a(t)T — / 2T (t — 8)Sia(t — 5)ds.
0
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Obteniendo asi:
Va(zy) = mT(t)Na:(t)—xT(t—T)N.:E(t—T)—i—a:T(t)Slx(t)T—/OT o? (t—s5)S 2 (t—s)ds, (3.84)

se considera que:

oc=t—s, do=—ds,
sis=0 = o=t,

sis=717, —o=t—T1,

se obtiene

Vg(a:t) =27 (t) [N + Si7]x(t) — 27 (t — 7)Na(t — 7)
; (3.85)
- 2¥(0)S12(0)do

t—7

dado los resultados obtenidos de las ecuaciones (3.82) y (3.85), al sumarse se obtiene
lo siguiente:

V() = " ()[AT P+ PAy + N +781]a(t)
' P(t)

+ |Ax(t—71)+ t E(s —t)x(s)ds

t—7

_ t (3.86)
+ 2T ()P [ATJ:(t —7)+ E(s— t)x(s)ds}
t—1
t
— 2" (t —7)Na(t —7) — / 27 (0)S 2 (0)do
t—1
Se realizan las operaciones matemaéticas de la ecuacion (3.86), obteniendo
V(zy) = 2T () AT Pa(t) + 27 () P Aoz (t) + 2T (t)Nx(t) + 2T (t)7512(t)
. t .
+ 2T (t —7)ATP + 2T (s)ET (s — t) Px(t)ds
t—7
(3.87)

() PAa(t — ) + 2T ()15/ E(s + t)a(s)ds

o' (t — T)Na(t —7) — (0)ET (s — t)Pz(t)ds



se agrupan términos semejantes para x(t — 7), se tiene lo siguiente:

—2T(t — T)Na(t — 1) + 27 (t — 1)AT Px(t) + 2T (1) PAx(t — 7),

se puede reescribir de la siguiente manera:
—[ATPx(t) — Na(t — 7)]" N7 AT Px(t) — Na(t — 7)) + 27 (t)PA.N AT Px(t). (3.88)

Del mismo modo, se agrupan para los términos que corresponden a las integrales, con

lo cual se obtiene:

/ti (27 (5)ET (s — 1) Pa(t) + 27 (1) PE(s — t)a(s) — 27 (s)S12(s)] ds,

la ecuacion anterior se puede reescribir de la siguiente manera:

_ [ [ET(S —t)Px(t) — Slx(s)]T St [ET(S —1)Px(t) — Slx(s)} ds

t—1

(3.89)
+ 27 (s)

6 .

| PB(s—1)si B (s - t)ds] Pa(t).
t—r

La ecuacion (3.87), utilizando las ecuaciones (3.88) y (3.89) se puede reescribir como:

. ~ ~ ~ - t . ~
V() = 2" (1) [Aé“P +PAy+ N +78, + PANTATP + | PE(s—t)S; E" (s — t)dsP| x(t)

t—1

— {Afﬁa:(t) — Nz(t — T)}T Nt [ATPx(t) — Nx(t — 7)}

T

- ; [ET(s — ) Px(t) - Slx(s)]T Syt ET (s — 1) Pa(t) — Six(s)| ds

(3.90)

Finalmente V (z,) se puede mayorizar de la siguiente manera;

. . . . 0 .
Vwr) < 27 (1) {AOTP FPA+ N 478+ P <ATN—1AZ + E(a)s;lET(a)da) P} (1)
(3.91)

Como la matriz E(o) del sistema en lazo cerrado se asume conocida de la ecuacion
(3.10), la integral definida puede resolverse y este término resultar una matriz constante.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, es posible establecer el siguiente teorema:
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Teorema 3. Se asume que dadas las matrices N > 0, S; > 0, y M > 0 existe una
solucion simétrica P > 0 a la ecuacion algebraica:

. . . 0 .
AYP+PAy+ N +hS, +P (ATN‘lAf + / E(U)S;lET<a)da) P=-M, (392
—h

entonces el control optimo u* es estabilizante y por lo tanto admisible.

3.4. Conclusiones

Se desarroll6 la teoria necesaria para obtener el control 6ptimo para sistemas lineales
con retardos distribuidos. Se construyo la funcional de Bellman y, mediante el indice de
desempeinio propuesto por A.V. Kim, se desacoplaron las ecuaciones del tipo de Riccati,
lo que permitié obtener una solucién analitica. Se establecid que si existe una solucion
simétrica P > 0 a la ecuacién algebraica de Riccati que involucra retardos, entonces el

control 6ptimo u* es estabilizante y por lo tanto admisible.
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Capitulo 4

Resultados experimentales

En este capitulo se identifican los retardos mediante una entrada tipo escaléon a la
planta. Los parametros K y T se obtienen de esta entrada para sintonizar un PID indus-
trial REX-C100 usando el método de control PI éptimo [18].

Se estiman los parametros de la planta con el algoritmo de minimos cuadrados recursivos,
lo que permite implementar la ley de control éptimo [9].
Se realiza un andlisis de estabilidad y se compara el control éptimo con el PI 6ptimo

mediante el indice IAE.

4.1. Descripcién de la plataforma experimental
En la Figura 4.1 se muestra la planta implementada, la cual esta conformada por

= Sensores de temperatura: LM35, que constituyen los elementos primarios del sistema

de medicion. Sus especificaciones técnicas se detallan en la seccién B.1.

= Controladores: PID REX-C100, es el sistema de control. Sus especificaciones técnicas
se detallan en B.2.

s Modulo de adquisicién de datos: NI DAQ 6008. Sus especificaciones técnicas se
detallan en B.3.

= Actuadores: resistencia calefactora de 1500 W, bomba de agua de diafragma FL-
3210 con una capacidad de 6 L/min, relevador de estado s6lido DC-AC FQFER de
40A, y relevador de estado solido DC-DC FQFER de 60A. Estos son los elementos
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de control, cuyas especificaciones técnicas se detallan en las secciones B.4, B.5, B.6
y B.7, respectivamente.

ey [\ d

Intercambiador
de calor -

Figura 4.1: Plataforma experimental

Se identifican las variables controladas y manipuladas en ambos lazos de control. En
ambos tanques, la variable controlada es la temperatura y las variables manipuladas son
el flujo y el voltaje.

4.1.1. Descripciéon del intercambiador de calor

En la tabla 4.1 se muestran las caracteristicas del intercambiador de calor que se
encuentra en la UAEH, modelo 588215 (6532-00) marca FESTO. Su modo de operacién
es en paralelo. Asimismo, las entradas son 1y 3, y las salidas 2 y 4, respectivamente. Este
equipo se muestra en la Figura 4.2.
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Salida _— Salida
4 . 2
T
/
Entrada Entrada
3 1

Figura 4.2: Intercambiador de placas

Parametro

Valor

Tipo de intercambiador

Placa soldada

Superficie nominal

0.21 m? (2.3 ft2)

Numero de canales

4 canales para el lado A y 3 para el lado B, total 8 placas

Tabla 4.1: Datos del intercambiador de calor

4.2. Identificacion de los retardos

Para identificar los retardos en la entrada del intercambiador de calor se mete una

entrada del tipo escalén. En la Figura 4.2 corresponde a la entrada 1 y 3. Después de

realizar la prueba se obtuvieron los siguientes resultados.

66




45 T T T T

Temperatura (°C)
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0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900
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Figura 4.3: Respuesta de los retardos en la entrada

Para obtener los tiempos del retardo para la temperatura T, y T;; respectivamente, se

realiza en la Figura 4.3 una ampliacién en la regién de interés. Obteniendo asi la Figura
4.4.

241 rJ '
al ]

L X28
Y 20.6892

[+
(=}

Temperatura (°C)

14 | X2.9
Y 14.8213

50 100 150 200 250 300
Tiempo (s)

Figura 4.4: Identificacion de los retardos en la entrada

Se observa en la Figura 4.4 que el retardo para la temperatura 7, y T} es de 2.8s y 2.9s
respectivamente. Al ser un retardo pequeno, se decidié no considerarlos en este trabajo
de tesis.
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De igual manera, se identifican los retardos en la salida del intercambiador de calor.
En la Figura 4.2 se muestran las salidas 2 y 4. A continuacién se muestran los resultados
obtenidos.

40 T T T T

Temperatura (°C)

10 I . I . . I . I
100 200 300 400 500 600 700 800 900

Tiempo (s)

Figura 4.5: Identificacién de los retardos en la entrada

Para obtener los tiempos del retardo para la temperatura T, y T; respectivamente, se

realiza en la Figura 4.5 una ampliacion en la region de interés. Obteniendo asi la Figura
4.6.

T T T T T
T ]
18, X 16.1 I |
| Y 18.7256
s |
o 185 { :
g \
r
"é 18+ r g
@ ar—
= u
|
17571 X148 1]
c
Y 17.5703 T
17 L i 1 L ] i B
0 10 20 30 40 50 60
Tiempo (s)

Figura 4.6: Identificacién de los retardos en la salida
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Se observa en la Figura 4.6 que los retardos para las temperatura 7, y 7; son de 14.8s y
16.1s respectivamente. Al ser retardos significativos, se decidié tomar el de mayor tiempo:
16.1s. Estos representan los retardos en el estado.

4.3. Sintonizacion del PID REX-C100

4.3.1. Resultados obtenidos por el método PI 6ptimo

Para implementar el control PI éptimo [18] en el controlador industrial REX-C100 se

considera el siguiente modelo, obtenidos mediante la respuesta al escalén unitario:

KefTS

donde G(s) es la funcion de transferencia, K es la ganancia estatica, 7 es el retardo y

(4.1)

T es la constante de tiempo [35].

Los parametros obtenidos para el contenedor T al aplicar una entrada del tipo escalon

unitario al sistema son:

Parametro T K T
Valor 400s | 0.43 | 2.3s

Tabla 4.2: Parametros identificados para Tc

Se sustituyen los pardmetros obtenidos en la Tabla 4.2 en la ecuacion (4.1) obteniendo:

B 0.43¢23s
©400s +1°

Con la ecuacién (4.2), al aplicar el algoritmo del control PI éptimo [18] se obtuvieron

G(s) (4.2)

los parametros Bp = 86 (banda proporcional) y T; = 248 para configurar el PID REX-
C100.
Los parametros obtenidos para el contenedor T; al aplicar una entrada del tipo escalon

unitario al sistema son:

Parametro | T K T
Valor 900s | 0.38 | 16.1s
Tabla 4.3: Parametros identificados para T;
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Se sustituyen los parametros obtenidos en la Tabla 4.3 en la ecuacién (4.3) obteniendo:

G(s)

B 0.38616'13
©900s + 1

(4.3)

Con la ecuacién (4.3), al aplicar el algoritmo del control PI éptimo [18] se obtuvieron

los pardmetros Bp = 76 y T; = 497 para sintonizar el PID REX-C100.

En la Figura 4.7 se muestran los resultados de la sintonizacion del control PI 6ptimo,

donde se establecieron referencias de SP = 40°C para T, y SP = 35°C para T;.

Control Pl 6ptimo

50
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[+ w [} £ o
o o (4] o a
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I I
I I
I I
I
I
I
r
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

%]
o
=

o
T
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— = = ‘Referencia Tc
— — — -Referencia Ti

- = - Temperatura T_| |

10 . . I I I . | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
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Figura 4.7: Grafica de los datos obtenidos en tiempo real

Solo se grafican las temperaturas del PI 6ptimo, y no la sefial de los controladores

debido a que cuando se conecta la DAQ-6008 al circuito de control del relevador de

estado sélido para el caso de corriente directa y alterna, se produce una caida de voltaje

dado que se supera la capacidad de suministro de corriente de salida del REX-C 100, por

consecuencia no se activa el SSR.

4.4. Identificacion de parametros

Ahora se considera el siguiente modelo matematico obtenido en la ecuacién (2.30):
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T.(t)

o Qo 0 + aq 0 Tc<t—h) + bl 0 U1l
N Co C2 T‘Z(t) 0 C1 T‘Z(t—h) 0 bQ (5) ’

Se observa que los pardmetros de T, y T, son independientes entre si, por lo que se

pueden obtener dos ecuaciones separadas:

Tc(t) = CL()TC(t) + ach(t — h) + blul (t) (44)

T(t) = coTi(t) + erTy(t — h) + e To(t) + bous(t). (4.5)

Para identificar los parametros de la planta, es necesario discretizar las ecuaciones

(4.4) y (4.5).
Para discretizar la ecuacion (4.4) se hace mediante el método de Euler hacia adelante,

se aplican los siguientes pasos:

1. Aproximar la derivada:
To(k+1)—T.(k)

T(t) ~ == (4.6)
2. Sustituir la ecuacién (4.6) en (4.4), obteniendo
Lok + zt_ Tetk) _ o) + axTu(k — B + by (K).
3. Despejar T.(k + 1):
T.(k+1) = (1+ Atag)T.(k) + At a,T.(k — h) + At byuy (k). (4.7)

4. Dejar la ecuacion (4.7) en la muestra actual:

T.(k) = (1 + Atag)T.(k — 1) + At a,To(k — h — 1) + At byug (k — 1). (4.8)

5. Definir los parametros:

Qp = 1+ At agp,
o) = At ai, (49)
/81 - Atbl
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6. Sustituir los parametros (4.9) en (4.8), con lo cual se obtiene:

To(k) = aoTu(k — 1)+ anTo(k — h — 1) + Brun(k — 1) (4.10)

donde los parametros aqg, a1 v B1 son equivalentes a los parametros ag, a1 v by de la
ecuacién (4.4) con un tiempo de muestreo At = 500ms, y h es el retardo del sistema
expresado en nimero de muestras.

Se aplica el algoritmo de minimos cuadrados recursivos descrito en el Apéndice A.1.1.
Para ello es necesario excitar el sistema con una senal persistente senoidal con un tiempo

de muestreo de 500 ms. En la Tabla 4.4 se muestran los pardametros obtenidos:

Parametro | Valor
Qg —0.26076
o 0.26006
ot 0.03030

Tabla 4.4: Pardametros obtenidos para 7.

Se realiza el mismo procedimiento de discretizar la ecuaciéon (4.5) con Euler hacia
adelante, se aplican siguientes pasos:

1. Aproximar la derivada:
. T:(k+1) —T;(k)
T:(t) ~
i(t) At

(4.11)

2. Sustituir en la ecuacién (4.11) en (4.5), obteniendo

Ti(k +1) — Ti(k)
At

= CQT‘Z(k’) + ClT;‘(kf — B) + CQTc(k’) + bQUQ(k’)

3. Despejar T;(k + 1):

Ti(k +1) = (1 4+ Atco)Ty(k) + At erTy(k — h) + At coTo(k) + At byug(k).  (4.12)
4. Obtener el ecuacion (4.12) en la muestra actual:

Ti(k) = (14+-At cg)Ty(k—1)+ At e, Ty(k—h—1)+ At e To(k—1)4+At byug(k—1) (4.13)
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5. Definir los pardmetros:

Yo = 1+ At Co
= Atc
n ' (4.14)
Y2 = At cy
Ba = At by

6. Sustituir los pardmetros (4.14) en (4.13), con lo cual se obtiene:

Ti(k) = voTi(k — 1) + nTi(k — h— 1) + wTolk — 1) + Bous(k — 1) (4.15)

donde los parametros 7, 71, 72 v B2 son equivalentes a los parametros cg, ¢, ¢2 v by
de la ecuacién (4.5), con un muestreo de At = 500ms, y h es el retardo del sistema
expresado en nimero de muestras.

Se aplica el algoritmo de minimos cuadrados recursivos descrito en el Apéndice A.1.1.
Para ello es necesario excitar el sistema con una senal persistente senoidal con un tiempo

de muestreo de 500 ms. En la Tabla 4.5 se muestran los pardametros obtenidos:

Parametro | Valor
Y —0.25824
" 0.20898
Y2 0.0384
Do 0.04221

Tabla 4.5: Parametros obtenidos para T;

Al sustituir los pardmetros obtenidos en las Tablas 4.4 y 4.5 en el modelo multivariable
(2.30), considerando un retardo h = 16.1s, se obtiene:

{Tc(t)} B {0.26076 0 } [Tc(t)} N {0.26006 0 } [Tc(t 16.1)} N [0.03030 0 } {ul}

Ti(t)| | 0.03846 —0.25824]| |T;(¢) 0  0.20808| |Ti(t —16.1) 0 0.04221| |us

(4.16)

4.5. Implementacion del control 6ptimo
Se implementa la siguiente ley de control obtenida en la ecuacion (3.31)
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0 —1
u%@)z-JVJBTRuo—Jv4BT/ o~ [PENTBN)-ATI6+h) p A, 14 4 9)do.

Esta ley de control se implemento en el software LabVIEW por lo cual fue necesario
discretizarla, obteniendo

m—1
u(zy) = —N"'B"Pa(k) — N7'BT Y. ¢ [PBNTBO-AT|@AM p A, (1 4 6,) Ts. (4.17)
i=0
donde £ son las muestras que toma el programa, h es el retardo de 16.1s y m es nu-
mero de intervalos a discretizar. T's correponde a un tiempo de muestreo de 0.5s, siendo

Ts =&y 0= parai=0,1,2,..,m— 1.

Al implementar la ley de control (4.17) en el software LabVIEW y aplicarla en la
plataforma experimental mostrada en la Figura 4.1, se propusieron las siguientes matrices:

1
_ {10000 800 (4.18)
800 80
y
N 05T 0] (4.19)
0 07

siendo ambas definidas positivas. Para el contenedor 7T, se estableci6é un SP = 40°C,
mientras que para 7T; se fijé en 35°C. Debido a que la ecuacién (4.17) corresponde a una
ley de control por realimentacién de estados del tipo Kz(t), es necesario agregar un offset
para alcanzar las referencias deseadas. Estos valores se determinaron de manera heuristica
mediante experimentacion, resultando en 0.3V para T, y 0.4V para T;.

El experimento duré 5000 segundos, el programa utilizado se muestra en C.1 y C.2.
Se obtuvieron los siguientes resultados:
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Voltage (V)

Temperature (°C)

bl L L L L T e
30 =
25 .
Temperatura Tc
20 — = :Referencia T :
Temperatura Ti
15 b Referencia Ti 4
------- Tolerancia del 2%
10 L L L L

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo (s)

Figura 4.8: Gréfica de seguimiento de referencia

5.5 T T T T T T T T

Sefial de control TC

Sefial de control Ti

0 . . . . . . . . .

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo (s)

Figura 4.9: Gréfica de la sefial de control
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Figura 4.10: Gréfica del error

4.6. Analisis de estabilidad

Conforme a la ecuacion (3.92), el Teorema 5.1 [40] establece que si existe una solucién
simétrica P > 0 a la ecuacién algebraica que involucra los retardos del sistema, entonces
el control 6ptimo u* es estabilizante y por tanto admisible. Para calcular P es necesario
definir de la ecuacion (4.16), lo siguiente:

—0.26076 0
Ag = , (4.20)
0.03846 —0.25824

A = 0.26006 0 ’ (4.21)
0 0.20898
y
B 0.03030 0 . (4.2)
0 0.04221

Previamente se habfan definido las matrices M y N en las ecuaciones (4.18) y (4.19)
respectivamente. Se propone
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Sy = (4.23)

0 700

700 0]

la cual es simétrica y definida positiva.

Se reemplazan las matrices (3.10), (4.18), (4.19), (4.20), (4.21), y (4.23) en (3.92). Al
realizar los cdlculos en el software MATLAB se obtiene:

5 05.2232  —21.4964
| =21.4964 418.1876 |

Sus valores propios son:

A p = 93.7987.

Ay p = 419.6121.

Con esto se confirma que P > 0 y que el control 6ptimo u* es estabilizante y por tanto
admisible.

De igual manera se analizan las matrices @y, ®1(s) y ®a(s, ) seleccionadas de acuerdo
con las ecuaciones (3.50), (3.51) y (3.52).

Se realizan los célculos para obtener @y conforme a la ecuaciéon (3.50) en el software
MATLAB, obteniendo:

~110033.8000 802.5466

= (4.24)
802.5466  80.2239

0

Sus valores propios son:

AL, = 15.9307.
Ao.a, = 10098.0932.

Con los valores obtenidos para A\; ¢, ¥ A2.¢,, s¢ demuestra que es simétrica y definida
positiva.
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Posteriormente se realizan los cdlculos para ®4(s) en el software MATLAB, conforme
a la ecuacion (3.51). Los valores propios para el intervalo de 16.1 a 0, que corresponde al
retardo, se muestran en la Figura 4.11.

Valores propios A1
Valores propios Az

Valores propios
B

Figura 4.11: Valores propios para ®;(s)

Finalmente se realizan los cdlculos para obtener ®,(s, v) conforme a la ecuacién (3.52)

en el software MATLAB, cuyos valores propios se muestran en la Figura 4.12.

400 i
300 e
200
200
100
150
100
: 0
-10 5 =
-10
15 s

v -20 20 s

Valores propios

Figura 4.12: Valores propios de ®5(s,v)

Con los valores obtenidos para A ae,(sw) ¥ A2,0,(s,0), Mmostrados en la Figura 4.12 se
demuestra que es definida positiva.
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4.6.1. Analisis de estabilidad mediante la btusqueda de raices
Para determinar la ubicacion de las raices del sistema en lazo cerrado, se aplica la
transformada de Laplace a la ecuacién (3.11), obteniendo asi el cuasipolinomio del sistema:

0
P(s) = det (sI —Ag—Ae™ — E(0)e d9> =0. (4.25)

Se sustituyen las ecuaciones (3.10), (4.20) y (4.21) en (4.25) para implementar el
algoritmo QPmR (Quasi-Polynomial mapping based Rootfinder) [41] y obtener las raices
del sistema mediante el software MATLAB. Los resultados se muestran en la Figura 4.13.

2
.
1:6: . g
1k ' |
..
0.5 | A
o | X -0.00355534
= Y -0.000397984
= 0Ff — =
B .
-05 =1
..
-1r .. i
15 ¢ .. =
13

-05 -04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Re(s)

Figura 4.13: Raices del sistema.

En la Figura 4.13, todas las raices calculadas se encuentran ubicadas en el semiplano
izquierdo del plano complejo. Dado que el polo méas cercano al origen se ubica en s =
—0.003555 — 0.000398, se corrobora que el sistema es estable.
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4.7.

optimo

Comparacién entre controladores 6ptimo y PI

Se analiza el seguimiento de referencia de ambos controladores en la Figura 4.14 se

muestran las graficas

Comparacion de temperaturas (Tc)

50
o
< 40 ) PR . oy e )
m
5
T
5 30 .
o Control dptimo
E = = =« Control Pl optimo
Fag——1— 11—+ Referencia

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Tiempo (s)

i Comparacion de temperaturas (Ti)
§ 35 LT el
m
s 30
T
a 25 Caontrol optimo
E 20 = = = :Control Pl aptimo
=== [ Referencia

15 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Tiempo (s)

Figura 4.14: Comparacién de datos

Para evaluar el desempefio de las estrategias de control, se analiza el indice TAE.
A partir de los resultados obtenidos en la Tabla 4.6, se observa que el control Optimo

presenta un mejor rendimiento frente al control PI 6ptimo en ambas temperaturas.

Estrategia de Control Parametro TAE
Control Optimo Temperatura (7;.) | 6015.25
Control PT Optimo Temperatura (7;.) | 11449.45
Control Optimo Temperatura (7;) | 11416.28
Control PT Optimo Temperatura (7;) | 11982.01

Tabla 4.6: Tabla comparativa
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4.8. Conclusiones

Se validé experimentalmente la implementaciéon del control éptimo en la plataforma
del intercambiador de calor. Se verificé que la matriz P es definida positiva, confirmando
que el control éptimo es estabilizante y admisible. Asimismo, se comprob6 que @y, ®; y
®, son definidas positivas. De igual manera, mediante el algoritmo QPmR se obtuvieron
las raices del sistema, las cuales resultaron estar en el semiplano izquierdo, corroborando
que el sistema es estable. Finalmente, se observo que el desempeno del control 6ptimo es
superior al del control PI 6ptimo para ambas variables de temperatura, T, y T;.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones
A continuacién se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro que se tiene planeado.

= Es posible desacoplar las ecuaciones del tipo de Riccati obtenidas del control 6ptimo
con el indice de desempeno modificado por A.V. Kim.

= Se puede construir la funcional de Bellman para sistemas con retardos distribuidos.

= Se valid6 experimentalmente una ley de control 6ptima mediante LabVIEW en una

plataforma experimental con un sistema multivariable que incluye retardos.

= El controlador 6ptimo demostré un mejor desempeno que el PI 6ptimo en ambas
variables (T, y T;), segtn el indice TAE.

= Kl andlisis tedrico junto con la validacion experimental demuestran que el sistema

es estable.

Trabajo a Futuro

= Obtener un modelo multivariable que permita caracterizar el intercambiador de

calor y el enfriador simultaneamente.

= Implementar una ley de control que contemple multiples retardos.
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= Implementar una ley de control que considere retardos neutrales.

= Implementar un control distribuido mediante PLCs para analizar el comportamiento

del sistema ante diferentes retardos.
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Apéndice A

Algoritmo para la identificacién de

parametros

A.1. Identificacién de parametros

En [19] se explica el proceso para determinar los pardmetros del modelo matemaético,
lo cual es esencial para describir el comportamiento real de una planta o proceso y, de
este modo desarrollar un control el cual permite anticipar como respondera la planta ante

estimulos o cambios externos.

En la Figura A.1 se muestra la estructura general, donde u(t) es la entrada de con-
trol, y(t) respuesta del sistema, v(¢) es una perturbacién observable, D(t) perturbaciones

derivadas y e(t) es una senal de ruido aleatoria. .

u(t)
& P> A

v(t) D -}
o »| = ~d v(t)

D(t)

& +
e (t) C T

—Pp A

Figura A.1: Representacién general del sistema
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Se debe de tener en consideraciéon que el tamaiio de la matriz (X Tx ) esta de-
mXxXm

terminado por el niimero de pardmetros a estimar para formar una matriz cuadrada. La
senal de entrada u(t) debe tener suficiente variabilidad (sefial persistente o senal de en-
trada excitada) para garantizar que el determinante de la matriz X7 X no sea nulo y,
asi, exista su inversa, ya que de lo contrario, puede no tener rango completo y volverse

singular [19].

Para identificar los pardmetros se considera el modelo generalizado

y(t) = m (But) + D(t) + D(t) + Ce(t)).
donde:

A=1+az"+ - +a,z",
B=by+bz" 4+ 4 b, 2™,
D=dy+dz"" 4+ +dy,z",
C=1+ciz "+ 42

donde a;, b;. d;, y ¢; son los coeficientes de regresién de y(t), u(t), v(t) y e,(t) respec-
tivamente y ng, ny, ng ¥ n. corresponden a su orden de regresion.

Cuando los parametros de la planta no son conocidos, deben determinarse mediante

estimaciones o mediciones (identificacién de la planta).

Para hacer la estimacion, se representa el modelo de la siguiente manera

y(t) = X1 ()0 +e(t)

donde el vector de parametros se define como

QT: [—al,...,—ana, bo,...,bnb, do,...,dnd, Cl,---;cnc] (Al)

Por otro lado, X%(t), conocido como vector de regresién, se elabora a partir de los

datos medidos tanto de entrada como de salida, esta definido como

X't =yt —=1),...,y(t —ng), ult = 1),...,u(t —ny — 1),
v(t),...,v(t —ng), e(t—1),...,e(t —n.)] (A.2)

89



En la practica, debido a la dificultad de obtener mediciones pasadas como se muestra
en la ecuacién (A.2) y (A.1) de la senal de ruido, se suele considerar que estos términos

no son relevantes en el momento actual, es decir, son cero, asi que los vectores toman la

forma
XTt)=[y(t—1), ..., y(t —ng), ult — 1), ..., u(t —ny — 1),
v(t), ..., vt —ng), e(t—1), ..., et —n.)], (A.3)
y
0= [—al,...,—ana, bo,...,bnb7 do,...,dnd] (A4)

Se asume que la ecuacién (A.1) describe de forma exacta al sistema, por lo cual se
requiere estimar el vector de parametros 6 para conocer los verdaderos parametros del
sistema. Para lograr esto, se debe asumir que la siguiente ecuacién también obtiene la

salida del sistema:

y(t) = XT(0)8 + e(t) (A.5)

donde 0 es el vector estimado de pardmetros y é(t) representa el error de modelado en
el instante t. Se busca elegir 0 tal que el error sea lo més pequeiio posible para obtener
las ecuaciones (A.6) y (A.7) .

0=2xT1)0— X7 ()0 —é(t) (A.6)
é\(,t-)/ =X7(t) (0 0) (A.7)

El error de modelado, por tanto, dependera de la diferencia entre los parametros
verdaderos y los estimados, asi como del ruido en las mediciones de X7 (¢).

Si el sistema responde segin y(t) = X7 (¢)f durante un periodo y se obtienen N
mediciones, al emplear el modelo y(t) = X7 ()0 + é(t) estos valores observados pueden

representarse en forma matricial descritos a continuacion
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y(1) XT(1) e(1)

CIMEECIPRILC "

y(N) XT(N) é(N)
Para identificar de manera tinica el conjunto de parametros, la cantidad de ecuaciones
de medicion N debe ser igual o mayor al nimero total de parametros desconocidos en

0. En el caso ideal en que e(t) = 0, la ecuacién (A.8) se resuelve como un sistema de

ecuaciones lineales con N = m incognitas

m=ng+ (ny+1)+ (ng+1)+ (n.+ 1) (A.9)

suponiendo que en la ecuacion (A.9) n. = 0, pero considerando que en la préactica suele
cumplirse N > m, se recurre a técnicas distintas para estimar los parametros cuando las

observaciones superan ampliamente al nimero de incégnitas. Se reformula la ecuacion
(A.8), siendo
y=X0+é. (A.10)

Con lo anterior se define

XT(N)
A partir de las ecuaciones (A.10) se deduce lo siguiente:

A

e=y— X60. (A.11)

Se busca determinar el vector de parametros estimados 6 que minimice el siguiente

criterio de optimizacién
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J = i e*(t) =eé"e (A.12)

Sustituyendo de la ecuacién (A.11) en (A.12) se obtiene:

J=&=(y-x0) (y— x0) (A.13)

Desarrollando la expresién de la ecuaciéon (A.13) conduce a:

J=yTy —0"XTy —yTx0+ 0T x" X0

reescribiendo se tiene:

J=yTy— 297 x0+ 0" X" x0 (A.14)
Aplicando el teorema fundamental del calculo de variaciones para el algebra vectorial,

para encontrar un minimo se iguala la derivada parcial de la ecuacion (A.14) respecto a

0 y se iguala a cero, es decir,

o _ —2XTy +2xTx0 =0
o0

despejando la igualdad se obtiene la siguiente ecuacion

XTy=xTx0 (A.15)

Se calcula la segunda derivada con respecto a 6 de la funcién costo de la ecuacién
(A.14)

2‘9{ =2(x"x). (A.16)

El resultado de la ecuacion (A.16) indica que es una matriz definida positiva, por lo

cual se concluye que la estimacién éptima de los pardametros de (A.15) es:

b= (x7x)" X"y,

Finalmente, los errores de modelado se representan como
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A.1.1. Minimos cuadrados recursivos (RLS) y el lema de inver-
si6én matricial

Sistema

() y(t)
S e o

Modelo/'

— Gt-1)

PO=2(0d(t-1) &(t)

Mecanismo de
Actualizacién

_—
-l

Figura A.2: Minimos cuadrados recursivos

En [19] se describe que la estructura mostrada en la Figura A.2 es el esquema de los
minimos cuadrados recursivos. La estimacion de parametros se expresa de la siguiente

manera:

A —

0(t) = (X7 ()X (1)) () y(0). (A.17)

donde X (t) indica la medicién hasta el tiempo discreto ¢, siendo

(1) J(1)
PO A T
(1) (0

Para generar el algoritmo recursivo en la ecuacién (A.1.1) se debe hacer en el instante
t+ 1.
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C AT ]
) X
Fern=1 1 |= QZT(t(Ji 1)
.)?T(t) L
XT(t+ 1))
| ow
yt) = y(t + 1)_

A continuacién se calcula el vector de parametros estimados en el tiempo ¢ + 1 siendo

Bt +1) = (XT(t + )X+ 1)) X7+ Dy(t+ 1) (A.18)

Desarrollando la ecuacién (A.17) se obtiene:

X+ D)Xt +1) = [XT(0)X(t+1)] = XT0)X () + Xt + DA (t+1). (A19)

Y de la ecuacion (A.19) sugiere que X7 (t 4+ 1)y(t + 1) cumple con:

XTI+ 1)yt +1) = [Tyt +1)] = X7 (0y(t) + X(t+ Dy(t+1). (A.20)
Supodngase que se emplea la siguiente notacion:

P(t) = (F10X@0) . B(R) = X (@y(t) (A21)

Con la ecuacién (A.21), la estimacion de los parametros de la ecuacién (A.18) puede

escribirse como:

A

0(t+1)=Pt+1)B(t+1), 0(t)=P(t)B(t) (A.22)

Al incorporar una nueva observacion en la ecuacion (A.22), las matrices se actualizan

de acuerdo a

XT(t+ D)Xt +1) = XT)X0) + X+ 1)XT(t+1) (A.23)

Por tanto la ecuacion (A.23) se rescribe como
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Pt +1) = P71t + X(t + DAt + 1)

De manera andloga, la ecuacién (A.23) define el vector B(t + 1) por lo que se escribe

B(t+1) = B(t) + X(t + y(t + 1) (A.24)

Para simplificar el calculo de P(t + 1) de la ecuaciéon (A.22), se emplea el lema de

inversion de matrices, obteniendo

(A+BCD) ' =A"1'— A 'B(C'+ DA 'B)'DA! (A.25)

En la ecuacién (A.25), se consideran las siguientes variables para obtener la forma

recursiva para P(t+ 1)

C POX(t+ D)XT(t+1)P()
1+ XT(t+1)P)X(t+1)

Otra manera de representar la ecuacion es

P(t+1) = P(t)

X(t+1)XT(t+1)P(t)

P(t+1)=P(t) |, — 1+ X7(t+ ) P(H)X(t + 1)

(A.26)

Se define el error de estimacién e(t + 1) como

et+1)=yt+1)—XT(t+1)0(t).

Entonces B(t + 1) en la ecuacién (A.24) queda como

B(t) = B(t) + X(t + Dyt + 1) + X(t + 1)XT(t + 1)4(t).

De la ecuacién (A.22) se sustituye las ecuaciénes (A.24) y (A.26), obteniendo la si-

guiente ecuaciéon
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O(t+1)=P(t+1)B(t+1),

— P(t+ 1) |B(t) + X(t + Vet + 1) + X(t + 1)XT (¢ + 1)@@)},
= P(t+1)|B(t) + X(t + DAT(t + 1)@@)} +P(E 4+ 1)X(t + 1)e(t+ 1),

— P(t+ 1) P 0)0() + Xt + )X (1 + 1)@(75)] b P+ DX+ De(t+ 1),

= P(t+ D) BT X0) + Bt + DA+ 1) é(t)} +P(t+1)X(t+ De(t + 1),

P=1(t+1)

O(t+1)=0(t) + Pt + )X (t + 1)e(t + 1).

Para aplicar los minimos cuadrados recursivos en el tiempo ¢ + 1. En [19] se describen

los siguientes pasos:

1. Formar X'(t + 1) usando nuevos datos capturados de mediciones del sistema.

2. Formar €(t + 1) usando

et+1) =yt +1)— XT(t+1)0(t,).

3. Formar P(t + 1) usando

Pl 1)= P0) |1, — X(t+1)XT(t+1)P(t)
T+ AT+ 1) P)X(E+1)

4. Actualizar 0(t) usando

Ot +1) = 0(t) + P(t + 1)X(t + De(t + 1).

5. Esperar a la siguiente muestra y regresar al paso 1.
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Apéndice B

Descripcion de los componentes

utilizados

En la tabla B.1 se especifican los datos técnicos de los sensores LM35.

Parametro Valor

Voltaje de alimentacion 5Vai3lV
Salida lineal 10mV/L

Rango de medicion —30°C a 120°C
Precision 0.5°C
Encapsulado Acero inoxidable

Longitud de la sonda metalica | 50 mm

Didametro de la sonda metélica | 6 mm

Longitud del cable 1m

Configuracion del cable Negro = GND ; Rojo = VCC ; Amarillo = Senal de salida

Tabla B.1: Especificaciones técnicas sensor LM35

Figura B.1: Sensor LM35
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En la tabla B.2 se especifican los datos técnicos de los PID REX-C100.

Simbolo Nombre Rango de ajuste Descripcion Valor de fabrica
HbA | Alarma de ruptura de calentador (HBA) 0021000 A Valor de alarma segim entrada del transformador de corriente (CT). Solo monofasico. 0.0
LbA Alarma de ruptura de lazo (LBA) 0.1 a 200.0 min Ajuste del tiempo de alarma de ruptura de lazo de control. 50
TC/RTD: 0 a 9999 °C [°F ]
Lbd Banda muerta / ? CF) Area sin salida. Banda diferencial: TC/RTD: 0.8 °C [°F], Voltaje/Corriente: 0.8 % del rango. 0
Volt/Corr: 0 a 10.0% del rango
0: Fin/cancela
At Autotuning (AT) vlfl/bd_mc “ Enciende o apaga el autotuning. 0
1: Inicio/ejecucién
TC/RTD: 1 (0.1) a rang
/ (0.1) & rango Para PL, PD o PID. Frio/Calor: banda
Resol.: 0.1 °C [°F] hasta . )
) proporcional lado calor. Dif. ON/OFF: TC/RTD: 30 (30.0)
P Banda proporcional 999.9 °C [°F]
TC/RTD: 2 (0.2) °C [°F], Volt/Corr: 3.0
Volt/Corr: 0.1 a 100.0% del rango Volt/Conr: 291 ram;
0 (0.0): ON/OFF olt/Corr: 2% rango.
1 Tiempo integral 1a 3600 s (0: accion PD) Elimina el offset en control proporcional. 240
d Tiempo derivativo 12 3600 5 (0: accion PI) Estabilidad anticipando cambios. 60
) ) ! Ta 100% banda prop. calor - ;
Ar Anti-reset windup (ARW) ) Limita sobrepaso y subpaso por efecto integral. 100
(0%: integral OFF)
Tal0s RelAL 20
T Ciclo propore. calor oA Ajusta el ciclo de salida de control (calor). N
(no si salida es corriente) Pulso: 2
Pc Banda proporcional frio 1 a 1000 % banda de calor Banda proporcional lado frio (calor/frio PID). 100
TC/RTD: 10 a +10 °C [°F
/ ot [F] Muerta entre bandas prop. de calor y frfo.
b Banda muerta 0-10.0 a +10.0 °C [F] " 0000
) Negativo = solapamiento.
Volt/Corr: ~10.0 a +10.0 % rango
i - Tals ) } R N
t Ciclo propore. frio o Ciclo de salida lado frAno (calor/frAno PID).
(no si salida es corriente) Pulso: :
0100: Sin bloqueo
LCK Bloqueo datos (LCK) 0101: Todo bloqueado Permite o impide cambios de parimetros. 0100
0110: Solo SV
Visualiza entrada del transformador de
or Monitor entrada CT 0.0 2 100.0 A (solo visual) corriente (CT). Solo si hay alarma
de ruptura calentador.
TC/RTD: desviacion/proceso:
1999 a +9999 °C [°F] o Ajusta alarma 1 y 2. Banda diferencial:
: [Fl Jus ¥ = Banda di TC/RTD: 50 (50.0)
ALL Valor alarma 1 (ALM1) 2199.9 a +999.9 °C [°F, TC/RTD: 2 0 2.0 AiC [AiF), olt G 5.0
Volt /Corr: desv:: ~199.9 a +200.0% Volt /Corr: 0.2 % rango. O /Lor o
proc:: ~199.9 a +300.0%
AL2 Valor alarma 2 (ALM2) Tgual a ALL Tgual a ALL Igual a ALL

Tabla B.2: Configuracién de parametros REX-C100

Figura B.2: PID REX-C100
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En la tabla B.3 se especifican los datos técnicos de la tarjeta de adquisicion de datos

DAQ 6008.

Datos Valores

Ntmero de modelo USB-6008

Canales de entrada 8 entrada analdgica (12 bits, -10 — 10 V)
Canales de salida salida analégica de 2 canales (12 bits, 0 — 5 V)
Precision +0.0625°C (de -10°C a 85°C)

Error (-10°C a 85°C) +0.5°C

Error (-55°C a 125°C) +2°C

Comunicacién inalambrica | Control de cable.

Alimentacion 5V

Tabla B.3: Datos de NI USB-6008 OEM.

- B NATIONAL . P
§ ,msvmmims I .

i usB.008

Figura B.3: Tarjeta de adquisicion de datos 6088
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En la tabla B.4 se especifican los datos técnicos de la resistencia eléctrica.

Material | Acero inoxidable, cable cobre puro, cubierta de cable PCV
Voltaje 127220 V

Marca QEWDAEQ

Color Amarillo

Potencia | 1500 W

Tabla B.4: Datos técnicos resistencia eléctrica

Figura B.4: Resistencia
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En la tabla B.5 se especifican los datos técnicos de las bombas.

Parametro Valor

Voltios 12V CC
Amplificadores / Potencia nominal | 5A / 60W

Presién maxima 0,8 MPA (120 PSI)
Flujo maximo 5 L/min

Tamano de entrada y salida 10 mm
Dimensiones 16,5 x 10 x 6,2 cm

Tabla B.5: Especificaciones técnicas bomba

Figura B.5: Bomba de diafragma
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En la tabla B.6 se especifican los datos técnicos de los relevadores de estado sélido
DC-AC.

Especificacién Detalle
Material Carcasa de metal de alta calidad con disipador de calor para una disipacién de calor eficiente
Salida Relevador de estado sélido 40A con capacidad de salida 40A
Gama del voltaje Entrada versatil de 3-32VDC y de 24-480VAC, conveniente para los diversos usos.
Monofésico Disefiado para la conversién monofasica de DC a AC
Tabla B.6: Especificaciones del relevador de estado sélido DC - AC

P

1~ 24~380VAC ~ ,
1
HIFER
SSR-4
swiusea:?rgﬁle c €
Made in China
[
, — @

3G e 3

DAL

Figura B.6: Relevador de estado sélido DC - AC
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En la tabla B.7 se especifican los datos técnicos de los relevadores de estado sélido

DC-DC.

Caracteristica Descripciéon
Tipo Relevador de estado sélido 10A / 60A
Salida maxima 60A

Rango de voltaje de entrada | 3-32 VDC
Rango de voltaje de salida 5-60 VDC

Fases Monofésico

Conversion De corriente continua (CC) a corriente continua (CC)
Tabla B.7: Especificaciones relevador de estado sélido 10A SSR 60A

@l

1 - 5~60VDC + 2]
L

EOIER C€

SSR- 600D e |

Solid State Module (, us
a

Made in chin:
Input ]

4 _ 3-svoc + 3

Figura B.7: Relevador de estado sélido DC - DC
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En la tabla B.8 se especifican los datos técnicos de la fuente de poder regulada.

Datos Valores
Fabricante Hong

Voltaje Operativo 127-220V
Peso del producto 300 gramos
Potencia 1500 W
Corriente 11.81-6.8181A
Tiempo maximo de operacién | 3 horas

Tabla B.8: Datos técnicos fuente de poder regulada

Figura B.8: Fuente de poder regulada
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Apéndice C

Implementacion del programa

utilizado

En las Figuras C.1 y C.2 se muestran la interfaz de usuario y el programa implementado
en el software LabVIEW para la ley de control 6ptima obtenida en la ecuacion (4.17).

File Edit View Project Operate Tools Window Help E Fle Gt View Project Operate Took Window Hep
> & () N [15ptApplication Font ~ | Sov hov - h A ? D@ @ N @ 2 wam o[ 15pthpplicationFont ~ | Iov Hor G~ EY - 4 ?
Condiciones Matrices — N & H T [MATLAB script |
T Ti 3 = = B~ A=[-0.26076 0 ; 0.03846 -0,
m; L H ™ R = P B A_h=[0.26006 0; 0 0.20898;
y F N . L g0 1405 3 T B=[0.030300; 00.04221]
Bos &o19 den o100 [0 v .‘]os‘ _,vlo Compression o I
ref Tee el Ti oo [0 g° o o7 =] \Tv“lz i
l/‘o.x ’,)n.zs ‘ Te P = x2/xl;
218} . Ts=05
520,
Te =floor(h1/
verhoeTc = h=floor(h1/Ts);
g0 Jozs~ Jozs o5 o5 o5 Jozs  Jozs  Jozs  Jozs  Joas Joas  Jozs  Jo
error Tec
2
r) 0 Jo24262« Jo.24262: | 0.24262« f0.24262: | 0.24262« J0.24262: | 0.24262 J0.24262: ] 0.24262+ f0.24262: f0.24160¢ f0.24160¢ Jo. K=B"inv{N) "B’
H Tee lambda=P"K-A";
Sample O
A== thoeTs Compression3
o
g0 Jois Jois Jots Jots Jois Jois Jots Jots Jois Jois Jots fois Jo JDAG Tee PWM
g per vestrhoe= [verhoeT< ; verhoeTil:
exeTi | Tec DAQPYM vestxe=[vexeTc ; verhoeTi):
A WM
90 Joasse fo.1ss61¢ fo.15561¢ fo.15561¢ fo.155614 fo.15561¢ f0.15561¢ Jo.15561¢ J0.155614 f0.15561¢ f0.15561¢ Jo.15561¢ fo. vl forkeTh
Dtheta(:,:, k)= expm(-lambda*(intesp(k)+ ) "P*A_h; 1
i end
et o 2 DAQ Ti PWM|
Tt Plot0 | 3 'L = —r— mint = zer05(2, i)
; | s sumint = zeros(2, 1);
Sample
Compressiond uZTiDAQPWM h! forj=1:i y
= )} ifj<=h
" I mint(s]) = DthetaC,; ki) “ vestrhoe(:;
ol else 1
X ki = mod(-1, h)
K N i mintf; ) = Dthet
2 — 4 end
3
& Hi<zh
ethoe Ti | verhoeTi sumint = sumint + mint(; )
| B ’ else
-\

Figura C.1: Interfaz de usuario en el software LabVIEW
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ref Tee

ciTee [
,

verhoeTi
fow]

eror Ti

erhoeTc
o

emor Tee
Jioui]

ut1 Resistencia

IMATLAB script]
A=[-0.26076 0 ; 0.03846 -0.25824];
A .26006 0 ; 0 0.20898];
.030300; 00.04221];

ham=[A N;M -AT;
[x1, 2] = ric_schr(ham);

=x2/x1;

Ts=05;
h=floor(h1/Ts);

dthetaespi=h1/h;
intesp=linspace(-h,0,h);
Dtheta=zeros(2,2,h);

K=B*inv(N) "B’
lambda=P*K-A’;
Kl=inv(N)*8"P;
K2=inv(N)*B’;

vestrhoe=[verhoeTc ; verhoeTil;
vestxe=[vexeTc ; verhoeTil:

fork=Th
Dtheta(:,;,k)=expm(-lambda*(intesp(k)+ h))*P*A_h;
end

mint = zeros(2, i);
sumint = zeros(2, 1);

e
ki = mod(-1, h) + 1;
mint(:j) = Dtheta(:: ki) * vestxe(: j);
end

erhoeTi] .y

sumint = sumint + mint(; );
else

sumint = sumint - mint(;j-h) + mint(: );
end

intf = sumint * dthetaespi;
peins

2= -K2 " intf;
ul = K1 * vestee(:);
ut=ul+u
utl = ut(1);
ut2 = ut(2);
end

==
vexeTc

fmecy| e

ut2 bomba

(Ao

ul Tec kim

)

u2 Ti kim

, data

<1 umin=0;

==

ul=(((ut1-umin)/(umax-umin))*100)+6; [

if eTc>0
ul=zul;
<71 elseif eTc<0
ul=e; B
end

u2=(((ut2-umin)/(umax-umin))*100)+8;
12]if eT>0
w2=u2;
elseif eTi<0
u2=6;

e
I Simulate
M’ 12
Square  BEr))
(o g s
(EEEH o]
WM B por

)
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Figura C.2: Programa implementado en el software LabVIEW




	Agradecimientos
	Resumen
	Acrónimos
	Índice general
	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Introducción
	Estado del arte
	Motivación
	Planteamiento del problema
	Justificación
	Hipótesis
	Objetivos
	Metodología de la solución propuesta
	Organización de la tesis

	Marco teórico
	Intercambiador de calor
	Clasificación de intercambiadores de calor según su construcción
	Intercambiadores de calor según su operación

	Modelo matemático multivariable para el sistema térmico del intercambiador de calor
	Modelo matemático para la temperatura de un intercambiador de calor
	Modelo matemático del contenedor
	Modelo matemático de la planta

	Conclusiones

	Control óptimo para sistemas con retardo
	Diagrama de pasos a seguir para obtener el control óptimo
	Análisis del sistema con retardo puntual
	Condiciones suficientes de optimalidad

	Construcción de la funcional de Bellman
	Condiciones suficientes para la estabilidad en lazo cerrado
	Conclusiones

	Resultados experimentales
	Descripción de la plataforma experimental
	Descripción del intercambiador de calor

	Identificación de los retardos
	Sintonización del PID REX-C100
	Resultados obtenidos por el método PI óptimo

	Identificación de parámetros
	Implementación del control óptimo
	Análisis de estabilidad
	Análisis de estabilidad mediante la búsqueda de raíces

	Comparación entre controladores óptimo y PI óptimo
	Conclusiones

	Conclusiones y trabajo futuro
	Conclusiones

	Bibliografía
	Algoritmo para la identificación de parámetros
	Identificación de parámetros
	Mínimos cuadrados recursivos (RLS) y el lema de inversión matricial


	Descripción de los componentes utilizados
	Implementación del programa utilizado



