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RESUMEN

El presente trabajo corresponde a una tesis de maestria cuyo propoésito es analizar y
concientizar al profesorado sobre la ensefianza y comprension del signo igual como relacién
de equivalencia. El estudio incluyd las bases de la ingenieria didactica y la indagacion
mediante un instrumento de investigacion con cuatro grupos de estudiantes de nivel
secundaria, asi como con docentes de nivel bachillerato a través de un taller reflexivo en la

region de Pachuca, Hidalgo.

La revision bibliografica permitié identificar que las dificultades en la interpretacion del
signo igual han sido caracterizadas como obstaculos didacticos, derivados de la ensefianza
recibida en la aritmética. Diversos estudios sefialan que los estudiantes suelen asociar el uso
del signo igual como indicador de un resultado, en consecuencia, manifiestan una lectura
unidireccional de las igualdades numericas y métodos de solucion centrados en la realizacion

de operaciones, lo cual condiciona la construccion de su significado algebraico.

A partir de las producciones de los estudiantes se evidencio la persistencia de dificultades en
la transicion de la aritmética al algebra, en particular desde la comprension del signo igual
como operador hasta la resolucién de problemas mediante estrategias inconsistentes que no
contribuyen a la concepcién de equivalencia. Por otra parte, se observé que el aprendizaje
basado en igualdades que propician el significado de equivalencia numérica y la
contextualizacién de situaciones reales favorecen a la resignificacion algebraica del signo

igual.

En sintesis, la imparticion del taller y la recopilacion de respuestas contribuyo a la
confrontacion y reflexion docente acerca de la necesidad de comunicar y promover el signo
igual en términos de equilibrio e incorporar metodologias didacticas que enriquezcan su
concepcidn, reconociendo sus propiedades, asi como su papel fundamental en el proceso de

ensefianza y aprendizaje de las matematicas.



ABSTRACT

This project is a master’s thesis whose purpose is to analyze and raise teachers” awareness
regarding the teaching and understanding of the equals sign as an equivalence relation. The
research was based on the phases of didactic engineering and explored the meanings
expressed by students from four secondary school groups through the application of a
research instrument and conducting a reflective workshop with high school teachers in the

Pachuca region of Hidalgo.

The literature review revealed learning difficulties that have been classified as didactic
obstacles, generated through the teaching of arithmetic. Several studies have pointed out that
students often associate the equals sign with indicating a result; which leads to
misconceptions about numerical equalities and problem-solving processes focused on the

performing operations, thereby hindering the construction of algebraic meaning.

The students’ responses revealed the persistence of difficulties in the transition from
arithmetic to algebraic knowledge; in particular, these difficulties were reflected in the
interpretation of the equals sign as an operator as well as in the use of inconsistent problem-
solving strategies that do not contribute to the conception of equivalence. On the other hand,
it was shown that learning based on equalities, which encourages the meaning of numerical
equivalence and the contextualization of real situations, improves students’ understanding

through the algebraic re-signification of the equals sign.

Overall, the workshop sessions and the findings contributed to reflection and confrontation
regarding the need to communicate and promote the meaning of the equals sign as an
equivalence relation, as well as to incorporate didactic methodologies that enrich this
conception and recognize its fundamental role in the teaching and learning of mathematics.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1 Motivos de la investigacion
En el aula los docentes enfrentan diversas dificultades asociadas a la interpretacion que los

estudiantes conciben de los conceptos matematicos. Durante la clase, es comun que ellos
pregunten ¢ Cual es el resultado?, como una expectativa orientada a obtener una respuesta, en

lugar de comprender la naturaleza del proceso matematico.

En este sentido, la didactica de las matematicas se constituye como una disciplina que estudia
las formas en que los estudiantes construyen conocimiento. En suma, se analizan los efectos
de la ensefianza. En este contexto, una de las problematicas mas frecuentes es la reproduccion
de estrategias y actividades centradas exclusivamente en obtener una solucion, junto con la
practica exhaustiva de la memorizacion de algoritmos y formulas. Esta situacion suele
replicarse tanto en docentes con amplia experiencia como en profesores en formacion (Osorio
y Moreno, 2022).

Con base a los trabajos de Molina (2006), Kieran (1981), Bachelard (1938) y Brousseau
(1983), se establecieron dos ejes centrales para este estudio: la interpretacién del signo igual
y el andlisis de las dificultades en el aprendizaje, particularmente aquellas que se clasifican

como obstaculos didacticos.

Diversos investigadores Burgell y Ochoviet (2015) y Parodi et al. (2017) han documentado
que los estudiantes suelen asociar el uso signo igual con la idea de identificar un “resultado”.
En consecuencia, desarrollan una lectura unidireccional de las igualdades numéricas, asi
como de las expresiones algebraicas (véase tabla 1). Esta interpretacion obstaculiza el

aprendizaje y genera un significado inadecuado de los procesos matematicos.

Tabla 1. Ejemplo de expresiones comunes en la aritmética

54+43=8
Lado izquierdo como primer miembro Signo Lado derecho como segundo miembro
“operacion” igual “resultado”
543 = 8




En un primer momento, dentro de la formacion del conocimiento aritmético, el aprendizaje
de los estudiantes suele implementarse mediante la resolucion de operaciones, sin reconocer
su papel fundamental, significado, o bien sus propiedades. Estas nociones se ven reflejadas
en las actividades y material didactico (libros de texto y ejercicios) que promueven una
estructura estandarizada de las igualdades numéricas, ejercicios del tipo: a+ b =c,
ensefianza que conduce a un enfoque restringido como operacién = resultado, en lugar
de promover un sentido bidireccional del signo igual como equivalencia, presente en
expresiones como a+b =c+d, que enriquecen la comprension y fomentan una

articulacion con base al constructo expresion = expresion.

En un segundo aspecto, dentro la ensefianza del algebra se introducen procedimientos para
la resolucion de ecuaciones, mediante estrategias efectivas y simplificadas, sin embargo,
algunos de estos métodos de solucion presentan inconsistencias y, por lo tanto, limitan la
construccién del conocimiento apropiado, tal es el caso de metodologias basadas en la
transposicion de términos, las cuales pueden entrar en conflicto con la simetria y transitividad
de la igualdad. En relacion, los estudiantes suelen adoptar acciones como “trasladar términos
de un miembro a otro de la igualdad” sin una comprension Optima de las transformaciones

equivalentes que sustentan dichos procedimientos.

Al respecto, la tabla 2, ejemplifica dos métodos habituales que manifiestan los estudiantes en
la resolucion de ecuaciones: por un lado, se presenta la resolucion mediante un proceso
operativo, por otro lado, se muestra un proceso fundamentado en el balance y equilibrio de

la ecuacion.

Tabla 2. Ejemplo de Transposicion de términos

Resuelve la ecuacion Solucion por balance de la ecuacion
3x+5=14 3x+5=14
3x+5=14 3x+5-5=14-5
3x=14-5 3x =9

. 3x 9
3 3 3
x =3 x =3




Estos procedimientos evidencian la diferencia entre un caracter operativo y un pensamiento
relacional; los hallazgos de diversas investigaciones sugieren que promover una comprension
profunda del signo igual favorece al desempefio estudiantil y facilita la transicion del

aprendizaje aritmético hacia el algebraico.

En esta linea, expertos en el estudio del &lgebra, como Serres (2011), sefialan que una de las
principales dificultades en la construccion del conocimiento algebraico radica en la
concepcion inadecuada del signo igual. Esta dificultad se relaciona con la réplica de métodos
y rutinas producto de la ensefianza recibida en la aritmética, lo que sitla a los estudiantes en

una zona de transicion que condiciona el aprendizaje.

Con base a estos antecedentes, y con el propdsito de contribuir al analisis de las dificultades
asociadas a la interpretacién del signo igual y su caracterizacion como obstaculo didactico,
se desarrollo el presente proyecto.

1.2 Revision de literatura
La revision de literatura es un componente fundamental de una investigacion, en palabras de

Sanchez y Molina (2012) sefialan que las revisiones bibliograficas definen en gran medida la
calidad de una investigacién educativa. Al respecto, se realiz6 un proceso de busqueda. Con

base a la metodologia ¢Qué se busca?, ;Donde buscar? y (Coémo buscar?
¢Qué se va a buscar?

Para emprender una busqueda bibliogréafica, resulta vital definir qué se busca, las palabras
clave y el planteamiento del problema. En este caso la interpretacion del signo igual y
obstaculos didacticos. Cabe mencionar que términos como comprension y concepcion

fueron de utilidad para completar la busqueda de informacion.
¢ Donde buscar?

Las fuentes de informacion a las que se pueden recurrir para desarrollar una revision
bibliogréafica son diversas. Estas fuentes varian dependiendo del tema a investigar, en

términos de esta investigacion se agruparon en cuatro categorias:

- Revistas especializadas

- Libros especializados



- Memorias de congresos
- Tesis de posgrado

En suma, se elabord un cuadro de andlisis descriptivo (tabla) en cada categoria. Donde se
describen dos secciones: la primera corresponde la autoria, el afio y el pais, el segundo
apartado corresponde al: Titulo, la fuente de informacion (revista, libro, memoria o tesis), la
Metodologia, las Caracteristicas clave del documento (pregunta de investigacion, objetivos
y conceptos relevantes) y los aportes, resultados / conclusiones importantes para la

investigacion.

Tabla 3. Ejemplo de las categorias descriptivas del documento.

I. Titulo
I1. Fuente de informacion (revista, libro, memoria o tesis)
Autor .
(Afi0) 1. Metodplo_grla _ o o
Pais IV. Descripcidn del documento (pregunta de investigacion, objetivos y conceptos
clave).
V. Aportes, Resultados / conclusiones

1.2.1 Revistas especializadas
Las revistas especializadas en investigacion en didactica de las matematicas deben ser una

fuente de informacidn basica para toda revision bibliografica. Existen revistas que por el
impacto dentro de su area tematica generan un gran interés para la basqueda, en este caso
revistas de educacion matematica como: Revista Ensefianza de las Ciencias, Boletin de
Educacién Matematica Universal Estatal de So Paulo, Brasil. (Bolema), ZMD Mathematics
Education. Springer Holanda, etc. Por mencionar algunas de las fuentes méas relevantes
consultadas en este trabajo. En la siguiente seccion se describen los resultados y aportes

especificos de los articulos revisados.

Kieran (1981), en su investigacion, analiz6 los conceptos que atribuyen al uso del signo igual
en estudiantes de ensefianza primaria. La autora describié que, para ellos, el simbolo “=”
significa una accion de hacer algo, como un operador o como un indicador de resultado, en
lugar de comprender en términos de una relacién de equivalencia, la cual cumple las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. En consecuencia, los estudiantes no logran
interiorizar expresiones que no reflejen un orden que habitualmente adoptan, realizando los

calculos de un lado del signo igual y su consecucion del otro lado obteniendo su “resultado”,



expresado literalmente con un solo término numérico. En otras palabras, los estudiantes
desarrollan una lectura unidireccional de izquierda a derecha centrada en las operaciones,
interpretacion que condiciona que no le atribuyan significado a expresiones como: a =
a;a+b=c+d; ya=>b+c. La primera expresion es rechazada al no presentar
operaciones, hecho que obstaculiza el identificar la propiedad reflexiva. En el segundo caso,
el obstaculo se presenta cuando él o los estudiantes rechazan la presencia de operaciones en
ambos miembros de la igualdad, dificultad que prevalece y obstruye la concepcion de la
propiedad simétrica. Por Gltimo, la dificultad de concebir un orden estricto, al no asimilar
una lectura bidireccional, difiere en un rechazo al considerar un orden inverso, en este caso,
el estudiante tiende a reacomodar la expresion para tratar de validar la expresion y concluir

enb+c=a.

La autora agreg6 que en estudios realizados estudiantes entre 6 y 10 afios presentaron
dificultades para comprender expresiones como (por ejemplo, 4 + 5 = 3 + 6), debido a la
tendencia de expresar un unico niimero, posterior al signo “=". En conclusion, los estudiantes
continuaron considerando al signo igual como un operador, en vez de una relacion de

equivalencia.

Finalmente, Kieran sostiene que en una etapa dentro de la ensefianza secundaria entre los 12
y 15 afios muchos estudiantes se encuentran en un periodo de transicion, entre la aritmética
y el algebra. Esta investigacion expone la problematica de los significados que prevalecen y
obstaculizan la interpretacion del signo igual, separando aquellos que favorecen su

concepcion como equivalencia.

Essien y Setati (2006) exploraron los significados e interpretaciones que 17 estudiantes de
octavo a noveno grado atribuyeron al signo igual en una secundaria de Johannesburgo,
Sudafrica. En la metodologia se trabajo con actividades de completar y preguntas sobre el
significado de igualdades El estudio mostrd que gran parte de los estudiantes interpretaron el
significado de “hacer algo” en las igualdades propuestas, en lugar de concebir una
equivalencia. Las conclusiones de este estudio resaltan que una de las causas de la
interpretacion de los estudiantes proviene de la relacion entre el lenguaje verbal y el

conocimiento matematico recibido.



Molina et al. (2009), la revision de este articulo dejo al descubierto una discusion relevante
en la interpretacion del signo igual con estudiantes de educacion primaria, se menciond que
los estudiantes que participaron en este estudio manifestaron varios significados, algunos de
ellos se pueden encontrar implicitos en libros y materiales didacticos. Los investigadores
caracterizaron al menos once significados del signo igual: (1. Propuesta de actividad, 2.
Como operador, 3. Separador de operaciones, 4. Expresion de una accion, 5. Expresion de
una equivalencia condicional, 6. Expresion de una equivalencia, 7. Definicion de un objeto
matematico, 8. Expresion de una relacion funcional o de dependencia, 9. Indicador de cierta
conexion o correspondencia, 10. Aproximacion y 11. Asignacién de un valor numérico). La
investigacion clasificé estos significados en comprensién operacional y comprension
relacional. Basados en los resultados, los estudiantes atribuyeron significados de operador,
expresion de una accion, equivalencia numérica y otros. La investigacion al comparar las
respuestas destacé que estudiantes con una concepcion adecuada en términos de
equivalencia, favorecio en validar expresiones numéricas (por ejemplo: 53 + 41 = 54 +
40), en palabras de los estudiantes, “consider6 que la igualdad es verdadera por que las sumas
expresan los mismo”, mientras que algunos estudiantes manifestaron dificultades en otras
igualdades por ejemplo al no acreditar con operaciones en ambos lados la equivalencia de
17 — 12 = 16 — 11, en palabras de los estudiantes “esta igualdad es falsa porque 17 - 12
noesigual a 16 - 11, larespuesta correctaes 17 = 17”. En reflexiones finales, los autores
explicaron que estudiantes con una comprension relacional ofrecieron desempefio favorable,

con relacion, a aquellos que manifestaron una comprensién operacional.

Matthews et al. (2012), disefié un instrumento de exploracion, con base en cuatro niveles de
comprension: operacional rigido, operacional flexible, relacional béasico y relacional

comparativo.

El primer nivel (operacional rigido) describe una lectura unidireccional, de izquierda a
derecha. Los estudiantes atribuyen un significado de indicador de resultado, una sefial de
hacer algo, o separador. Sumado a estos significados tienden a asociar palabras como
resultado y solucién. En este nivel de comprension el estudiante se centra en la resolucién de

calculos y un formato estandar de expresiones matematicas tipo a + b = c.



El segundo nivel (operacional flexible) se caracteriza por una lectura unidireccional y
operacional, esta comprension facilita el resolver una ecuacion. Sin embargo, persiste una
dificultad debido a que en ocasiones las igualdades tipo ¢ = a + b, son rechazadas o re-

escritas en formato a + b = ¢ para aceptar su validez.

El tercer nivel (relacional basico) posibilita una lectura bidireccional, en la que se logra
concebir una equivalencia numérica. Esta comprension favorece a dar sentido a igualdades
con operaciones en ambos miembros, tipo: a + b = ¢ + d. Ademas, permite reconocer el

significado de la solucién de una ecuacion.

El cuarto nivel (relacional comparativo) los estudiantes que expresan estad comprension
analizan y comparan las cantidades de una igualdad numérica, sin la necesidad de realizar
calculos. En suma, logran reconocer las propiedades de una relacién equivalencia.

concepcion que favorece transitar los conocimientos de la aritmética al algebra.

Este estudio involucré 224 estudiantes de educacion basica entre 2° a 6° grado, con un
promedio de edad menor a 11 afos. Los autores sefialaron que estudiantes ubicados en el
cuarto nivel de comprension lograron resolver con éxito igualdades que incluian letras y
valores desconocidos, tareas que requerian desarrollar un pensamiento relacional. En
conclusion, los resultados de este estudio, constatan que una comprension profunda del signo

igual favorece al aprendizaje del &lgebra.

Burgell y Ochoviet (2015), la investigacion presenté resultados de una exploracion de los
significados en estudiantes del primer afio de ensefianza secundaria en Uruguay entre 12 y
13 afios. Sus respuestas evidenciaron un apego a reconocer el signo igual como formato
estandar unidireccional, operador y de propuesta de una accion. En contexto, se observo que
estudiantes orientados a una comprension relacional ofrecieron un desempefio favorable en
igualdades formato a + b = ¢ + d, sumado a que requieren reconocer al signo igual como
equivalencia, por ejemplo, completar 17 +4 =13+ __. En conclusiones los autores
sefialaron que un tercio de los estudiantes no consolidaron adecuadamente el significado de
una equivalencia numérica, mientras que, otra parte lograron resolver correctamente y
relacionar este concepto. En relacion, recomend6 trabajar y disefar actividades que logren

generar conflicto y desequilibrio favorable a resignificar el signo igual como equivalencia.



Baiduri (2015) realizé un estudio en una universidad de indonesia con 167 estudiantes del
primer semestre en educacion matemaética, el andlisis de esta investigacion se centra en
evidenciar una comprension operacional en comparacion al desempefio de estudiantes
identificados con una comprension relacional, entre otras. Las preguntas y actividades
incluyeron ¢Cual es el significado del simbolo “="? y ecuaciones. Las respuestas a las
preguntas se evaluaron conforme a las palabras escritas en comprensiones operacional (O),
simultanea operacional-relacional (O-RE) y relacional (RE). En cuanto a la resolucion de
ecuaciones se clasificaron segun las estrategias empleadas en solucion comparativa (SC),
reconocimiento de equivalencia (RE) substitucion (SU), solo respuesta (AO) y otras. En
general, los resultados ofrecieron un porcentaje cerca del 35% como una comprension RE.
Sumado, un 24% de respuestas ubicadas en O-RE, ademas, cerca de 37% manifesté una

comprension O, finalmente, el restante fue clasificado dentro de otra comprension.

Broitman et al. (2017), investigacion que se profundizo en el conocimiento de los procesos
constructivos de la igualdad en edad escolar. Se destaco el analisis metodoldgico con
ingenieria didactica en entrevistas y monitoreo de clases en aulas de México. El trabajo
involucrd actividades que promueven analizar la validez de equivalencias, bajo la restriccion
de no hacer calculos, ni obtener resultados numéricos. Los investigadores advierten que
atribuir un significado de “indicador de resultado”, hace producir dificultades en el
aprendizaje como la lectura unidireccional. Sefialan que esta interpretacion obstaculiza la
resolucion de igualdades, lo que requiere una ampliacion de su conocimiento aritmético
relacionado con comprender una equivalencia numérica, por ejemplo, el trabajo con
expresiones como: 124 — 98 = 125 — ___, donde se requiere reconocer una comparacion
de cantidades, en lugar de calcular un total. Los resultados de esta investigacion muestran
que gran parte de las respuestas y justificaciones escritas por los estudiantes en las actividades
propuestas evidenciaron un enfoque orientado a obtener una respuesta, para después restar
las cantidades conocidas, en lugar de observar y comparar la diferencia minima entre las
cantidades para identificar el valor que mantiene la igualdad. Posteriormente, las
conclusiones de esta investigacion subrayan que, de prevalecer esta interpretacion del signo
igual, se constata la relacion de obstaculos didacticos provenientes de la ensefianza previa en

la primaria.

10



Vermeulen y Meyer (2017), realizé un estudio en una escuela primaria en Sudéafrica donde
se destaca la participacion de 57 estudiantes y tres profesores de matematicas. La
investigacion incluyd una serie de preguntas y entrevistas, las encuestas en los estudiantes
revelaron una comprension operativa del signo igual en las respuestas escritas por los
estudiantes, mientras que el estudio con maestros explora si son capaces de identificar y
corregir la comprensién operacional con base a la metodologia referente al conocimiento del
profesor, sin embargo, los resultados mostraron contrariedad en los docentes, ya que en
ocasiones no lograron detectar en su totalidad las dificultades en el aprendizaje de los
estudiantes. Por lo tanto, al concluir este estudio los autores resaltaron la preparacion y
conocimiento matematico como aspecto fundamental para atender esta problemaética,
argumentando que los conocimientos del profesor y el material didactico (libros) comunican
en varios sentidos un significado unidireccional o adecuado del signo igual. Ademas,
sefialaron que es importante atender la formacion docente bajo una reflexion que lleve a
construir la comprensién relacional del signo igual y no darla por hecho en los estudiantes

para un desempefio favorable en estudios avanzados de matematicas como el algebra.

Parodi et al. (2017), elabor6 un estudio para indagar los significados que atribuyeron al signo
igual, un grupo de estudiantes de ensefianza secundaria entre 13 y 14 afios en Uruguay, al
resolver un instrumento disefiado en un contexto algebraico. El andlisis se apoyd en los
significados reportados por publicaciones de Molina (2009). Las actividades y preguntas
incluyeron actividades de completar, comparar, encuestas de verdadero/falso y ecuaciones.
Posterior al cuestionario se realizaron entrevistas que evaluaron la capacidad de reconocer o
distinguir una expresion de equivalencia, con respecto a una expresion de equivalencia
condicionada. Los autores sefialaron que aun en el contexto algebraico los estudiantes
atribuyeron el significado de resultado a la reduccion de una ecuacion, lo que podria estar
relacionado con su comprension operacional y conocimiento de la aritmética. En
consecuencia, se observo un problema de aprendizaje para los estudiantes, dificultades que

obstaculizan la comprension del significado de la solucién de una ecuacion.

Fyfe et al. (2020), realizaron un estudio con 182 estudiantes adultos de una universidad
pablica en Estados Unidos. Los resultados sefialan de manera relevante que el conocimiento
del signo igual estuvo relacionado con el desempefio de los estudiantes en la prueba. Las

respuestas reflejaron una comprension relacional, sumado a una comprension simultanea
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operacional-relacional del signo igual, logrando un desempefio 6ptimo del 56% de respuestas
ubicadas dentro de esta categoria, con respecto, a un 35% que se clasific6 como una
comprension operacional, porcentaje que evidencid las dificultades del aprendizaje en
estudiantes de educacion avanzada. Esta concepcion que segun la investigacion se resalta
como inadecuada. Las conclusiones, sugieren una necesidad de explorar la interpretacién del
signo igual, incluyendo la ensefianza de la aritmética, el algebra y niveles superiores de

matematicas.

Parodi et al. (2020), una investigacion semejante a la reportada en Parodi et al. (2017), esta
vez, basado en trabajo con polinomios. Los autores exploraron las interpretaciones de un
grupo de estudiantes entre 13 y 14 afios en Uruguay. Se aplico un cuestionario y entrevistas
que dejaron entredicho la comprension del signo igual en este tipo de estudiantes. la
investigacion compard entre estudios de caso, pertenecientes a una comprension operacional
y la ampliacion de una comprension relacional. Por un lado, la comprension operacional
manifestada por un estudiante entrevistado dej6 al descubierto la asociacion de la palabra
resultado a la accién de simplificar un polinomio, se mencioné que este significado puede
estar vinculado con su interpretacion de percibir el signo igual como un operador o propuesta
de actividad, a su vez, se manifesté como una dificultad de reduccion de términos semejantes

al resolver con una simplificacion inadecuada (por ejemplo, 5 + x = 6x).

Por otra parte, la comprension relacional observada en un segundo caso de estudio evidencid
expresar al signo igual “=" como una expresion de equivalencia simbolica. En relacion, el
estudiante ofrecid un desempefio favorable al comparar y reconocer propiedades de
equivalencia. En conclusion, la investigacion demostré que un conocimiento relacional
favorece a la capacidad de reconocer al signo igual como una relacion de equivalencia en la

ensefianza del algebra.

Wardat (2021), realiz6 una investigacion con 18 estudiantes entre 15 a 18 afios de octavo y
noveno nivel en Emiratos Arabes, en este trabajo se analizd los significados que atribuyeron
al signo igual. La investigacion involucro actividades, donde se busca completar una igualdad
y la resolucion de ecuaciones. En las reflexiones, de la investigacion se evalud la relacion de
atribuir el significado del signo igual como una “sefial de hacer algo”, es decir, si este

significado implica la tendencia de realizar operaciones del lado izquierdo de una igualdad y
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la consecucion del lado derecho. Ademas, la presencia del signo igual es vista como una
secuencia en un solo sentido. Hecho que obstaculiza la validacion de expresiones como a =
b + c, para estudiantes en este significado, solo es correcta si se escribe en laforma b + ¢ =
a, donde la operacion debe realizarse de izquierda a derecha. Este significado unidireccional
provocaria la concepcion inadecuada de cadenas de igualdadescomo 5+9 =14 +2 =7 x
3 = 21. En relacién a este hecho, la investigacion sefialé que gran parte de los estudiantes
encuestados aceptd la expresion. Por ejemplo, un estudiante explicé que la igualdad es

correcta porque:
“5 + 9 es 14, luego divido en 2, da 7, y al multiplicar por 3 es 21”

La investigacion promueve sugerencias y recomendaciones sobre la necesidad de analizar el
curriculo institucional. Asimismo, resulta importante reconocer que se requiere mas
investigacion sobre métodos y estrategias didacticas favorables a que los estudiantes

comprendan el signo igual como equivalencia.

Madej et al (2022), realiz6 un estudio de caso con 291 estudiantes de escolaridad basica en
Suecia en 3° y 6° grado, con el fin de evaluar el rendimiento de los alumnos de diferentes
escuelas que difieren en el nivel socioecondmico, la investigacion en este articulo también
incluyé un estudio comparativo con resultados de estudiantes de Corea del Sur. Ambas
naciones destacan con buenos resultados en las pruebas del Estudio Internacional de
Tendencias en Matematicas y Ciencias (TIMSS, por sus siglas en inglés) y el Programa para
la Evaluacion Internacional de los Estudiantes (PISA). Los autores de este articulo resaltan
que gran parte del buen rendimiento de los estudiantes evaluados se debe a la importancia
del estudio de conceptos matematicos incluyendo el significado del signo igual en los libros
de texto, se menciona que el contenido para desarrollar una comprension relacional del signo
igual debe incluir expresiones como: 3 + 5 = __ + 2, en vez de operaciones abiertas que
pueden incitar a una comprensién operacional. Sin embargo, la investigacion contrasta que
existe una diferencia importante con los estudiantes coreanos y que esto podria deberse al
nivel del razonamiento relacional comparativo de expresiones algebraicas y el signo igual; el
autor menciona que el reconocer el significado del signo igual como “es lo mismo que” no

garantiza el uso completo de su relacion de equivalencia.
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Milinkovic et al. (2022) realizaron una investigacion sobre la comprension operacional en
los estudiantes de educacién primaria en Serbia con una poblacién de 157 estudiantes, en el
experimento realizado se encontrd que un gran nimero de los encuestados concibieron el uso
del signo igual como indicador de una respuesta a un calculo matematico, sin embargo, en la
prueba se evalué con un problema vinculado a situaciones reales. En la conclusion se destaco
que este tipo de actividades favorece a desarrollar un significado del signo igual con la
oportunidad de relacionar objetos no matematicos con la solucion a un problema propuesto

dentro del algebra.

Donovan et al. (2022). Los autores realizaron un analisis cualitativo acerca de la capacidad
de los estudiantes para sustituir una igualdad dentro de una ecuacion. Segun la investigacion,
esta comprension puede favorecer al desempefio de los estudiantes al proporcionar una
comprension sofisticada del signo igual. En particular, se plante6 que una habilidad
sustitutiva, simultanea con una comprension relacional favorece al proceso de solucién de
una ecuacion. El instrumento ofreci6 actividades de igualdades que permiten intercambiar
valores numéricos por una equivalencia propuesta, sin alterar el sentido de la ecuacion. Esta
dualidad abrié oportunidades para explorar si un razonamiento algebraico centrado en la

habilidad de sustituir profundiza en la ensefianza y aprendizaje del algebra.

Lee y Pang (2023), dos investigadores que aplicaron pruebas con 30 estudiantes de primaria
en Corea del Sur, destacan un analisis de caso, en el cual se observé una transicion de una
comprension operacional a una comprension relacional comparativa durante el desarrollo de
las pruebas. En esta investigacién documento seis niveles de comprension del signo igual:
operacional rigida, operacional flexible, relacional sustitutiva, relacional béasica, relacional
comparativa y relacional completa. Se destacd, que una intervencion articulada con
actividades de completar cadenas de igualdades y valores desconocidos favorece a explorar
acerca el transito de una igualdad numérica a una expresion de equivalencia con la
oportunidad de consolidar una comprension relacional completa del signo igual. Los autores
concluyeron que las comprensiones operacional y relacional podrian manifestarse de manera
simultanea hasta profundizar su significado, después de una adecuada intervencion sobre el

concepto de equivalencia.

14



Parodi et al. (2024), En este trabajo se evalud la habilidad docente conocida como mirada
profesional, la cual permite interpretar, percibir y decidir sobre la comprension del signo
igual. Los participantes fueron estudiantes en formacion correspondientes al dltimo curso de
la carrera de profesor de matematicas en Uruguay. Basados en identificar los niveles de
comprension documentados por Matthews et al. (2012). Se disefi6 una secuencia de
actividades que involucro la imparticién de un taller para analizar los casos y entrevistas
realizadas a la poblacion de estudio. Lo primero que se analiz6 fue la capacidad para percibir
conceptos relevantes dentro de los conocimientos matematicos acerca de los significados del
signo igual. Este analisis ofrecid una perspectiva articulada con la validacion y justificacion
de una equivalencia numérica, a los docentes se les solicitd justificar sus respuestas con
respecto a un analisis de caso de los procesos de solucion de estudiantes. Posteriormente se
planted la comprension de los aspectos relacionados con las dificultades de una estrategia de
solucidn en expresiones equivalentes (por ejemplo, validar 2x + 15 —9 = 31 — 9, a partir
de 2x + 15 = 31). Se establecié entonces un significado que exigio una comprension
relacional del signo igual al relacionar un concepto de simetria y balance de la ecuacién. por
ultimo, se examind la capacidad de decidir sobre las estrategias de solucion al considerar
variables y valores desconocidos en ecuaciones tipo ax + b = cx + d, para intervenir en una
comprension operacional del signo igual. En conclusion, se promueve un proceso de
reflexion capaz de ofrecer un panorama sobre la interpretacion y capacidad de analisis de los

profesores con respecto al conocimiento del signo igual.

Por otra parte, la revision de articulos se centrd en la busqueda de informacion para los

términos de obstaculos didacticos:

Andrade (2011), realiz6 una investigacion cualitativa sobre los obstaculos didacticos en el
aprendizaje de las matematicas y como se pueden evitar con una adecuada formacion de
docentes. La autora sefialé que aquellas dificultades que no se logran superar, se convierten
en obstaculos debido a que limitan el avance y la construccion del conocimiento. Estos

obstaculos se clasifican en: ontogenéticos, epistemologicos y didacticos.

Los estudios sefialan que los obstaculos didacticos provienen de la ensefianza y se estudian a
través del analisis de los errores y dificultades mas frecuentes de los estudiantes, dichos

errores pueden clasificarse en metodolégicos, curriculares o conceptuales
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Los errores metodoldgicos surgen por el uso de palabras inadecuadas y estrategias inherentes
por parte del docente; por ejemplo: el significado que comunica de los signos (=, <,>), el
término “fraccion” adaptado para referirse a los numeros racionales, los métodos de suma,
donde se instruye al estudiante el llevar o prestar unidades, en vez de sumar decenas, entre
otros. Mientras que, los errores curriculares se producen en el disefio de planes de estudios

que limitan la concepcion de los estudiantes.

En la metodologia se realiz6 un anélisis con base a la didactica de Federici; a medida, la
investigacion sugiere la construccion del significado de los conceptos a partir de la
interaccion entre docente y alumno, por lo que es necesario integrar todos los tipos de

pensamiento matematico: numérico, espacial, métrico, variacional y aleatorio.

La reflexion final, concluyd en la discusion sobre el origen de los obstaculos didacticos,
mediante una formacion adecuada con el propdsito de generar conciencia de lo que se ensefia

y cOmo se comunica.

Larez (2017), realizé un estudio cualitativo acerca de obstaculos que limitan el aprendizaje
efectivo de la mateméatica mediante un analisis documental en diversas herramientas digitales
de busqueda. La investigacion sefialo la definicion de obstaculos de aprendizaje como todos
aquellos factores que, con o sin intervencion didactica, inhiben, limitan o impiden a un
individuo construir efectivamente un saber. Dichos factores los clasifico en epistemoldgicos,

didacticos, cognitivos, emocionales y ecoldgicos.

A partir del analisis se definid a un obstaculo epistemoldgico como un factor de origen
psicologico donde el estudiante hace una concepcion inadecuada de los conceptos

matematicos comunicados por el docente.

En los factores de tipo cognitivo se sefialo aquellas dificultades para aprender debido a que
el estudiante carece de un esquema de planeacion y organizacién de informacion derivada de

su propio desarrollo del pensamiento.

Dentro de los factores didacticos se incluyd aquellos que influyen en el aprendizaje de la

matematica, referido a la informacion que el estudiante recibe de la ensefianza.
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Para los factores emocionales se identifico a las conductas y comportamientos que
obstaculizan la capacidad de aprender; por ejemplo: la ansiedad, el desinterés, la frustracion,
entre otras, perturbaciones negativas de origen afectivo.

Finalmente, los factores ecologicos que constituyen el aspecto institucional, social o

gubernamental y todas aquellas condiciones que intervienen en el ambito de la educacion.

Como conclusién, la investigacion sefiald que todos estos factores influyen directamente en
el proceso de construccion de los conocimientos y habilidades matemaéticas, incluso de
manera simultanea y que es necesario indagar con el fin de favorecer los procesos de

ensefianza y aprendizaje.

Galvez et al. (2020), realiz6 una revision sistematica abordando los aportes tedricos sobre
obstaculos en la ensefianza y aprendizaje de la matematica mediante una investigacion
cualitativa. A partir de los estudios acerca de los obstaculos se constatd que un conocimiento,
el cual ha sido aplicado para resolver un cierto tipo de problema, pero que falla al tratar de
aplicarlo en otro contexto, presenta dificultad y persistencia para superar, por lo que se

convierte en una barrera.

La investigacion retom0 la clasificacion inicial acerca de los obstaculos matematicos
(epistemoldgicos, ontogenéticos y didacticos). En suma, caracterizo otros factores de origen
cognitivo, pedagogico, psicolégico, semiotico, comunicativo, tecnoldgico, entre otras
dificultades que incluyen el lenguaje empleado por docentes y estudiantes que pueden
entenderse como un obstaculo en la construccion del conocimiento matematico. Ademas, la
autoria sefiald6 que es importante mencionar aquellas dificultades que en consecuencia
permiten la presencia de obstaculos cognitivos y ontogenéticos, entre los que se encuentran
la alteracion en las habilidades debido a lesiones cerebrales denominada como acalculia, y la
discalculia como la dificultad para realizar calculos debido a factores verbales, 1éxicos o

interpretativos, etc.

Esta investigacion permitio identificar los procesos de formacion ideales para crear

estrategias que contribuyan a la construccion adecuada del conocimiento matematico.

Osorio y Moreno (2020), realizaron una investigacion etnogréafica acerca de los obstaculos

que enfrentan los docentes en su préactica mediante la observacion y analisis directo en las
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aulas, durante la metodologia se elaboré un registro de diversas valoraciones y habitos de los

docentes que no favorecen al proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Dentro de esta exploracion se reconocieron cinco obstaculos derivados de las condiciones en

las que se desarrolla la relacion docente y alumno:

El primer obstaculo se identificé de acuerdo a la formacion docente inconclusa y la docencia
como una practica profesional que nunca se domina, dentro de esta caracterizacion se asigno
aquellos conjuntos de habilidades, talentos y agudezas vinculados a la formacion pedagogica
o falta de ella. Este factor marco una brecha entre la capacidad de crear ambientes favorables
que permitan motivar el interés por el aprendizaje por parte de los estudiantes, motivo por el

cual puede considerarse como necesaria en la formacion del docente.

Como segundo obstéaculo se involucro a la experiencia, cuyo factor se sefialo por aquellas
reproducciones en donde el docente comunica el conocimiento de la misma manera en como
fue instruido, sin actualizacion ni dominio. Este principio se caracterizO como un habito
insuficiente en la labor de ensefiar, cuya experiencia quedo en desventaja por la desatencion
a una formacion reflexiva sobre los procesos de ensefianza y la posibilidad de generar

cambios a su practica.

Dentro del tercer obstaculo se considerd al fetichismo de la practica docente, donde suele
tomar el protagonismo sin favorecer la interaccion con los alumnos, desde esta dimension se
analiz6 el recurso constante de recurrir a la lectura y exposicion como proceso en desventaja

derivado de las rutinas y creencias con las que el docente fortalece la barrera.

En el cuarto obstaculo se agrupd la mediacion entre intereses institucionales, profesionales y
personales, donde la competencia personal por el desarrollo profesional de cada docente
deriva en el descuido de la ensefianza en el aula, esta propuesta pone de manifiesto un
conflicto de interés y gestion institucional que radica en las metas y creencias que los

profesores aspiran.

Finalmente, el quinto obstaculo sefial6 a la subjetividad como inherente a la condicion
humana aquellos factores emocionales, culturales, afectivos y de creencia por parte de los
docentes; En este sentido, el docente debe gestionar su vida personal sin llegar alterar su

propio desemperio.
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La investigacion afirmé que la presencia de obstaculos siempre esta abierta a situaciones de

conflicto que no pueden superarse de acuerdo a uno 0 méas de los factores valorados. Por

consiguiente, es primordial establecer un proceso de reflexividad capaz de integrar la

autoconciencia considerando que el descubrimiento y la construccién del conocimiento no

se limita en el protagonismo, la lectura, la experiencia, ni recae en las creencias del docente.

Tabla 4. Revision bibliografica de revistas especializadas en Educacién Matematica.

Autor
(Arjo, Informacioén
Pais)

I. “Concepts associated with the equality symbol”.

Kieran . Educa;ione_lI,Studie_s ir_1 Mathematics

(1981) Il. Invest_lgamon cualitativa. _ _ _ _

Canada V. ESFUdIO Qe Iqs’ conceptos gue asocian los estudlante_s al signo |gual. . _

V. La investigacion analiza los conceptos que los estudiantes asocian al signo igual y
clasifica la forma de comprender el simbolo de forma operativa y relacional.

1. “Revisting the equal sign: some grade 8 and 9 leaners’ interpretations”.

1. African Journal of Research in SMT Eduacation

Essien y I11. Estudio de caso. - _ _ _

Setati IV. Explorar la interpretacion del signo igual de estudiantes de octavo y noveno grado

(2006) en una secundaria de thannesbur_go. - _ i

Sudafrica V. Los resultados obtemdos a part_lr_ de prue_bas escrlltas y_Ias er_1treV|s,ta_s sefialaron que
gran parte de los estudiantes participantes interpretd el signo igual Unicamente como
un indicador de un resultado. El articulo recomienda enfatizar la ensefianza como una
representacion de una relacién de equivalencia.

I. “Como entienden los alumnos de primaria el signo igual en las ecuaciones
numeéricas’”.

Molina | Il. Electronic Journal of Research in Educational Psychology

et al. I11. Estudio de caso.

(2009) IV. (Qué tipo de dificultades manifiestan los estudiantes en el desarrollo de su

Espafia | comprensién del signo igual?

V. Descripcion de once significados que asocian los estudiantes de educacion basica
al signo igual.

I. “Measure for measure: what combining diverse measures reveals about
children’s understanding of the equal sign as an indicator of mathematical
equality”.

Matthews | !I- Journal for research in mathematics education

etal I11. Investigacion cualitativa.

(2012) IV. Desarrollar y validar un instrumento de evaluacién capaz de medir los

Estados | conocimientos de los estudiantes sobre el signo igual.

Unidos | V- Se realiz6 un estudio con 224 estudiantes de educacion. El trabajo realiza una
descripcion detallada de niveles de comprension del signo igual: operacional rigido,
operacional flexible, relacional béasico y relacional comparativo. Los resultados
sefialan que es importante atender la comprension operacional del signo igual y
favorecer a la comprensién de una relacion de equivalencia.
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Burgell y
Ochoviet
(2015)
Uruguay

1. “Significados del signo igual y aspectos de su enserianza. Un estudio realizado con
estudiantes de primer afio de ensefianza secundaria y sus profesores”.

I1. Ensefianza de las ciencias

I11. Estudio de caso

IV. ¢Qué significados atribuyen al signo igual los estudiantes?, ; Cual es el enfoque de
la ensefianza adoptado por los docentes?

V. Los resultados obtenidos a partir de 36 pruebas escritas a estudiantes de secundaria
entre 12 a 16 afios sefialaron que la mayoria de los estudiantes participantes interpretd
el uso del signo igual como invitacion al calculo, ademas, se realizaron entrevistas que
evidenciaron la falta de atencion de la didactica sobre la comprensién de una relacion
de equivalencia. El estudio recomienda que es importante trabajar con actividades que
generen desequilibrios cognitivos que favorezcan la comprension relacional.

Baiduri
(2015)
Indonesia

I. “Mathematics eduaction students’ understanding of equal sign and equivalent
equation”.

I1. Asian Social Science

I11. Estudio de caso.

IV. ;Coémo los estudiantes de educacion basica entienden el signo igual? ;Coémo los
estudiantes de educacion bésica resuelven problemas de ecuaciones equivalentes?
¢Existe alguna relacion entre la comprension del signo igual por parte de los
estudiantes de educacion bésica y la solucion de los problemas de ecuaciones
equivalentes?

V. A partir de la aplicacion de una secuencia de actividades y entrevistas a estudiantes
para explorar el significado que atribuyen al signo igual. Los resultados obtenidos
destacan que es importante corregir la ensefianza del signo igual para que el estudiante
desarrolle una comprension relacional.

Broitman
et al.
(2017)
Argentina

|. “Hacia la ampliacion de sentidos del simbolo igual en los primeros grados de la
escuela primaria”.

Il. Yupana

I11. Ingenieria didactica.

IV. ¢Es posible lograr una ampliacién de los significados de la igualdad en los
primeros grados de la escuela primaria?

V. Los resultados destacan que el trabajo con actividades de completar y comparacion
en la aritmética facilitan el aprendizaje de una comprension relacional del signo igual.

Vermeulen
y Meyer
(2017)
Sudafrica

|. “The equal sign: Teachers knowledge and students’ misconceptions”.

I1. African Journal of Research in Mathematics, Science and Technology Education
I11. Investigacion cualitativa.

IV. ¢Qué concepciones tienen los estudiantes de sexto grado sobre el signo igual?
¢ Cuél es la naturaleza del conocimiento matematico de los profesores de quinto y sexto
grado para la ensefianza del signo igual? ¢Podria la naturaleza del conocimiento
matematico de los profesores influenciar en las concepciones del signo igual en los
estudiantes?

V. A partir de un estudio con 57 estudiantes de educacion primaria. Los resultados
destacaron que los participantes manifestaron una comprensién operacional, ademas,
la investigacidn destaco la falta de curriculo por lo cual recomienda una intervencién
docente enfocada al conocimiento del profesor (Mathematical knowledge for teaching
MKT) capaz de ofrecer y disefar estrategias que ayuden al profesorado.

Parodi
et al.
(2017)
Uruguay

I. “La comprensién del signo igual en la entrada al algebra: el disefio de tareas y la
conversacion en la clase de matematica”.

I1. Ensefianza de las Ciencias

I11. Estudio de caso.
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IV. ¢Qué significados atribuyen al signo igual, en un contexto algebraico de
ecuaciones y polinomios, un grupo de estudiantes de 13 y 14 afios?

V. Los resultados a partir de dos sesiones de trabajo de tareas enfocadas a indagar la
comprension del signo igual. Sefialan que asociar el significado del signo igual como
un indicador de resultado obstaculiza la transicién de la aritmética al algebra, por lo
cual se recomienda disefiar actividades de comparacién con el fin de enriquecer la
comprension relacional.

Fyfe
et al.
(2020)
Estados
Unidos

I. “College Developmental math students’ knowledge of the equal sign”.
I1. Eduacational Studies in Mathematics

I11. Estudio de caso.

IV. ;Cudles son las diferencias en conocimiento de estudiantes universitarios sobre el
significado del signo igual?

V. Se realiz6 un estudio con 182 estudiantes universitarios de primer semestre con el
propdsito de explorar su nivel de comprension del signo igual. Los resultados muestran
que la comprension operacional continGia siendo una problematica presente en esta
poblacién adulta y, ademas, es la menos atendida, pues suele asumirse que el
estudiante desarrolle dicha comprension Unicamente a partir de la experiencia y del
avance académico. En consecuencia, se invita a profundizar en la investigacion con
estudiantes universitarios y docentes, a fin de atender esta dificultad y enriquecer los
procesos de ensefianza y aprendizaje.

Parodi
et al.
(2020)
Uruguay

L. “Interpretaciones del signo igual en un contexto algebraico de polinomios”.

I1. Boletin de Educacion Matematica, Bolema

I11. Estudio caso.

IV. ¢Qué relacion existe entre los significados que se le atribuyen explicitamente al
signo igual y el trabajo con este signo en un contexto algebraico de polinomios?

V. Se aplicd un cuestionario a 26 estudiantes de educacién secundaria, de entre 13 y
14 afios, en Montevideo, Uruguay. Los resultados evidencian que la comprension
relacional favorece el desempefio de los estudiantes en el trabajo con expresiones
equivalentes dentro del contexto algebraico de los polinomios. El articulo recomienda
promover, desde los inicios del estudio del algebra, actividades que impliquen una
lectura bidireccional de las expresiones.

Wardat y
Jarrah
(2021)

Emiratos
Arabes

|. “Understanding the meaning of the equal sign: a case study of middle school
students in the United Arab Emirates”.

I1. European Journal of Educational Research

I11. Investigacion cualitativa.

IV. ¢Qué piensan los estudiantes sobre la connotacion del signo igual? ;Qué hacer
para que los estudiantes desarrollen una cultura en la comprension del signo igual?
V. A partir de una revision literaria sobre la comprension del signo igual, se realiz6
una prueba escrita con 18 estudiantes de grado 6, 7 y 8. Los resultados obtenidos
evidenciaron que gran parte de los estudiantes interpreté unidireccionalmente el uso
del signo igual. Los investigadores mencionan que la comprension del signo igual
recibe poca atencion en los libros de texto y que es importante trabajar un lenguaje
adecuado sobre la equivalencia para mejorar su desempefio.

Madej
(2022)
Suecia

I. “Primary School students’ knowledge of the equal sign - the Swedish case”.

I1. International Journal of Science and Mathematics Education

I11. Investigacion cualitativa.

IV. Cdémo los estudiantes de Suecia describen y usan el signo igual? ; Qué diferencias
podemos observar en los estudiantes sobre el nivel de conocimiento del signo igual
dependiendo de cada escuela en la que estén inscritos? ¢Cuéles son las similitudes y
diferencias entre los casos de Corea del Sur y Suecia?
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V. Se realiz6 un estudio comparativo con estudiantes de diferentes niveles
socioeconomicos con el fin de evaluar el nivel de comprension del signo igual con la
ayuda de un material didactico (libro). Los resultados obtenidos se compararon con un
estudio realizado en Corea del Sur. En conclusién, se destaca que la mayoria de
estudiantes participantes fueron capaces de manifestar un pensamiento relacional,
también se demuestra que el nivel de comprensién puede variar segin el nivel
socioecondmico y curriculo docente, finalmente se invita a futuras investigaciones.

Milinkovic
et al.
(2022)
Serbia

|. “The equals sign - the problem of Early algebra learning and how to solve it”.

I1. Teaching Innovations

I11. Investigacion cualitativa.

IV. Servir como guia para mejorar el desempefio y comprension del signo igual con
metodologias de modelacion de situaciones de la vida real.

V. Los estudios se centraron en demostrar como metodologias con manipulativos,
balance y contextualizacion de situaciones de la vida cotidiana favorecen a la
comprension del signo igual.

Donovan
et al.
(2022)
Estados
Unidos

I. “Is a substitute the same? Learning from lessons centering different relational
conceptions of the equal sign”.

I1. ZDM-Mathematics Education

I11. Investigacién cualitativa.

IV. ¢Las intervenciones enfocadas en una concepcion semejante o en una comprension
dual de igualdad y sustitucién del signo igual promueven una mayor comprension del
signo igual y un aumento en la aplicacion de estrategias estructurales para resolver
ecuaciones, en comparacion con una condicion controlada? ¢Una intervencién
centrada en una concepcion dual del signo igual promueve una mayor comprension
del signo igual y un incremento en la aplicacion de estrategias estructurales de
resolucion de ecuaciones, en comparacién centrada Gnicamente en la concepcién de
igualdad?

V. Se realizé un estudio con 163 estudiantes de educacion secundaria con el propoésito
de comparar y evaluar el nivel de comprension del signo igual con una metodologia
gue promueve la habilidad sustitutiva del signo igual en la resolucidn de ecuaciones.
Los resultados obtenidos ofrecen una posible comprension sofisticada sobre el nivel
de comprensidn sustitutiva del signo igual por lo cual resalta el trabajo de construir
una comprension relacional del signo igual.

Leey
Pang
(2023)
Corea del
sur

. “What is so complicated in developing students’ conception of the equal sign?”.

I1. International Journal of Science and Mathematics Education

I11. Estudio de caso.

IV. ¢ Qué tipos de cambios ocurren en el aula de clase con respecto a la concepcion de
los estudiantes sobre el signo igual? ;Qué obstaculiza el avance en la concepcion del
signo igual?

V. A partir de un cuestionario realizado con 30 estudiantes de 15 afios de educacién
secundaria. El estudio resalta 6 niveles de comprensién del signo igual: operacional
rigida, operacional flexible, sustitutiva relacional, simultanea operacional — relacional,
relacional bésica, relacional comparativa y relacional completa. Los hallazgos
destacan que es posible ayudar a los estudiantes a transitar en la comprensién del signo
igual y que es importante considerar el disefio de estrategias que generen
conocimiento.

Parodi
et al.
(2024)
Uruguay

|. “Mirada profesional del futuro profesor en torno al signo igual”.
I1. Ensefianza de las ciencias
[11. Estudio de caso.
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IV. ¢(Qué y como son capaces de percibir e interpretar? ;Qué y como son capaces de
decidir? ¢Existen cambios en sus maneras de percibir e interpretar y decidir?

V. El estudio analiza la capacidad de ejercer una practica reflexiva en la mirada
profesional respecto al trabajo de ensefianza del signo igual. Los resultados sefialan la
importancia de implementar un proceso de reflexion docente que le permita percibir,
interpretar y tomar decisiones sobre el aprendizaje del signo igual, con el fin de
favorecer su comprension.

I. “Obstéculos didacticos en el aprendizaje de la Matematica y la formacion de
docentes”
Il. Acta Latinoamericana de Matematica Educativa ALME.

Andrade . L
I11. Investigacion cualitativa.
(2011) 9 . s o -
) IV. Reflexion sobre los obstaculos didacticos en el aprendizaje de la matematica y
Colombia como poder superarlos con una formacién docente adecuada.
V. Los obstaculos didacticos provienen de la ensefianza y se estudian a partir de los
errores mas frecuentes de los estudiantes: metodoldgicos, curriculares y conceptuales.
I. “Algunos obstaculos que imposibilitan el aprendizaje efectivo de la matematica”.
Larez— | Il. Investigacion y Postgrado
Villarroel | II1. Investigacidn cualitativa.
(2017) IV. Ofrecer un analisis sobre los obsticulos de aprendizaje de las matematicas.
Venezuela | V. Descripcion detallada de factores que dificultan el aprendizaje de las matemaéticas:
obstaculos epistemoldgicos, didacticos, cognitivos, emocionales y ecolégicos.
I. “Obstaculos en la enserianza — aprendizaje de la matematica. Revision sistematica”.
Il. Acta Latinoamericana de Matematica Educativa ALME
Plaza Il. Investiga_ci()n cualitativa.
Galvez et | M- (;Q_ué_ tipo de obsté}c_ulos se han detectado en los procesos de ensefianza -
al aprendlza!e o_Ie la matematica? o _ _ _
: IV. Descripcion de los obstaculos en la didactica de las matemaéticas: epistemol6gicos,
(2020), didacticos, ontogenéticos; ademas de caracterizar otros obstaculos en la ensefianza y
Colombia | o aprendizaje: cognitivos, pedagdgicos, psicolégicos, mentales, epistemofilico,
semiético, en la comunicacion, el uso de la tecnologia, el formalismo y dificultades
matematicas (acalculia y discalculia).
|. “Habitus académico y obstdculos en la prdctica docente” .
I1. Dialogos sobre educacion
Osorioy | Ill. Investigacion etnogréfica.
Moreno | IV. Analizar algunos obstaculos que experimentan los docentes en su practica.
(2022) V. Se identificaron cinco obstaculos que enfrentan los docentes: formacion inconclusa,
México la experiencia, practica docente fetichizada, mediacién entre intereses institucionales,

profesionales y personales y la subjetividad. Se describe que en ocasiones el profesor
recurre a ensefiar como le ensefiaron, lo cual limita sus metodologias de ensefianza.

1.2.2 Libros especializados

Los libros especializados son otra fuente basica para una revision bibliografica, ofrecen

actualizacion y una panoramica general de los avances y estado del arte de distintas areas de

la disciplina. Los libros o capitulos de esta categoria son:
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Molina et al. (2007) es un capitulo del libro Humanidades y Ciencias. Aspectos Disciplinares
y Didacticos, donde se recopil6 la historia del signo igual en la investigacion se documento
el origen y primera aparicion del signo en la obra de Robert Recorde en 1557, quien con el
proposito de acotar el uso de palabras y frases como “es igual” o “equal” en latin, justificé el
uso de dos segmentos paralelos de la misma longitud uno arriba del otro con una ligera
separacion. En palabras explicd en su obra se menciona que “no habia dos cosas mas

idénticas que dos lineas paralelas”.

En su obra, Recorde también utilizo signos de adicion y diferencia méas extensos en su tamafo
de lo que son actualmente. Finalmente, la adopcién del signo igual actual “=" se acord6 a
finales del siglo XVII por Leibniz (1646-1716) uno de los mas grandes exponentes del
célculo.

The Arte

as theiy fwokes doe extende ) to biffinde it onely (nto
tiooo partes. WLhereof the firlte is, when ome womber is
eqnalleynto one stber. AND the feconde (s, when one wows
ber is compared as equalle yato.2.0thernambers,

Alwates willpng pou to remeber, that pou reduce
pout nombers , to thetr lealte denominations, and
(mallefe fomes,befoze you p2ocede any facther.

And again,if your equssion be (oche, that the greas
tefte benomination Cofiike, be ioined to anp parte of a
contpounde nomber , pou fhall tournet o, that the
nomber of the greatefte figne alone, mate Fanve as
cqualic to the reffe.

Anv this is all that neadeth to be taughte , concer:
npng this woozke.

1oiobeit,fo; ealic alteratia of equations. Y Wwill pro-
pounde a fetve erdples,bicaule the ertrasion of thete
rootes,maie the mozc aptly bec Wyoughte. Andtoar
uotde the tedioule repetition of thele lwoodes : ises
gualle te: 3 Wil fette as 3 voe often in Wwooke ble,a
paire of paralleles, 02 Gemotoe lines of enc lengthe,
thus:=————=,bicaule noe.2. thynges,can be moare
equalle. Andnoiv marke thele mombers,

I 1450 —F—15.8=-===7 1.9,
2020 ——18.§=—==102.4.
26,5 —t—1o%g ~=9F—1loe——2134.
19:20 ——192.§~===1 05— —Ic8§—19 3
18,5 —}—2 4.8 ~2==8. 5 ——2.%0.

34— 12%p~=—=40x0 ——480§—0.3
I 3 the fivee theve appeareth, 2, nombers , that {s
145,

Figura 1. Primer uso del signo igual documentado por Recorde en su obra

2 AR g )

“The Whetstone of Witte”, (Molina et al. 2009)

En conclusién, la investigacion sefialo que el signo igual ha sufrido varios cambios en su
simbologia a lo largo de su historia. En suma, su acotacion en un simbolo marcé un hito en

la interpretacion de su uso. En este sentido, la investigacion document6 una variedad de
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significados reconocidos en las matematicas, entre los cuales se incluyen aquellos que son

atribuidos por los estudiantes o que aparecen en los libros de texto de matematicas.

Mufoz (2011), este libro ofrece una variedad de actividades disefiadas para intervenir y
analizar los significados del signo de estudiantes que se encuentren en educacion basica en
el trénsito de la aritmética al algebra. Este libro segun el autor sirve como una guia de
actividades con igualdades de completar, verificar expresiones de verdadero/falso, examinar
cadenas de igualdades, entre otras, actividades que requieren el significado de equivalencia
numérica del signo igual. Ademas, la consulta de esta herramienta ofrecié informacion
tedrica acerca de los problemas y dificultades se enfrentan en el aprendizaje del algebra en

educacion basica.

Por otra parte, en la busqueda de libros especializados con respecto a la caracterizacion de
obstaculos didacticos se ubicd en el analisis de dos obras esenciales en la didactica de las
matematicas como la formacion del espiritu cientifico por Gaston Bachelard en 1938 y la

Teoria de situaciones didacticas de Guy Brousseau.

En un principio se analizd la concepcion de obstaculo epistemol6gico propuesta por
Bachelard (1938) en su obra, el autor sefiald que un obstaculo epistemoldgico se manifiesta
como parte del conocimiento de un individuo y, por lo tanto, este puede ser considerado sano
y de buen uso, sin embargo, esta nocion al no estar ligada al caracter cientifico carece de

argumentacion y obstaculiza la adquisicion de un nuevo conocimiento.

A partir de esta definicion Brousseau (1983) estableci6 la clasificacion de obstaculos en el

aprendizaje en: ontogenéticos, epistemoldgicos y didacticos.

Retomando los aportes de Bachelard, el investigador reconocié a los obstaculos
epistemoldgicos como parte de un conocimiento, el cual persiste al cambio e impide la

construccion del nuevo conocimiento.

En los obstaculos de origen ontogenético se agrup6 a todos aquellos factores que condicionan
el desarrollo cognitivo del sujeto y que conducen a la valoracion de la génesis de sus
conocimientos. Estas limitaciones ponen de manifiesto la construccion del conocimiento
mediante procesos de asimilacién y acomodacion adecuados, pero restringidos por la

capacidad de su edad o estadio cognoscitivo.
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Por ultimo, la categorizacion de obstaculos didacticos reconocid a los factores involucrados

en la ensefianza, manifestados en las concepciones inadecuadas de los estudiantes, a partir de

las metodologias y comunicacién del docente. En este sentido, el obstaculo didactico refleja

las decisiones pedagogicas y procesos de solucidn no apropiados, ademas, de evidenciar un

enfoque sistematico que no favorece a la construccion del conocimiento matematico en el

estudiante.

Tabla 5. Revision bibliografica de libros especializados sobre la interpretacion del signo igual y

obstaculos didacticos

Autor
(Ao, L
. Informacion
Pais)
1. “Historia del signo igual”
Molina Il. Humar)idaqus y Ci_enc_ias. Aspectos Disciplinares y Didacticos
ot al. I1. Invc/as-tl_gacmn cgal_ltatlva. . 3 . '
(2007) V. AnaI|_3|s_cron0Iog|co _sot?re el origeny comprension del signo |gual._ _
~ V. Descripcion de los principales aportes e investigaciones sobre el origen del signo
Espana | . g iy : . .
igual, El articulo relata la evolucion del signo igual desde su primer uso en 1557 por el
matematico Robert Recorde, hasta desarrollar un analisis de su comprension actual.
|. “El significado del signo igual, primeros pasos en el algebra”
I1. Particulas elementales
~ I11. Manual de aprendizaje
Munoz . . . .
(2011) I\_/. Servir como pro_puesta,de disefio de actividades orientadas a evaluar y elevar los
Chile mveles/ (_je_ aprendizaje de_l glgebra. o , _ _
V. Anélisis de algunas dificultades en el aprendizaje del algebra. El trabajo describe
las comprensiones operacional y relacional del signo igual con el fin de disefiar una
propuesta de actividades que eleven el nivel de aprendizaje.
I. “La nocion del obstaculo Epistemologico”.
Bachelard | M- L2 Fgrmacién_ del espiritu cientifico
(1938) M. Cap_ltglc_ylde libro. ’ _ o
Francia IV. Definicion del_obstacuIo_eplstemologlco. _ o
V. El obstaculo epistemoldgico es una barrera interna al conocimiento que se genera a
partir de los saberes previos, experiencias propias y creencias, lo cual obstruye la
construccion del nuevo conocimiento.
I. “Les obstacles épistémologiques et les problémes en mathématiques”
Il. Teoria de situaciones didacticas
Brousseau | ) “canitulo del libro
(1983) IV. Clasificacion de los obstaculos en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Francia | v/ segtin Guy Brousseau, en la didactica de las matematicas se distinguen tres tipos de
obstaculos: epistemoldgicos, didacticos y ontogenéticos.
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1.2.3 Memorias de congresos
Las memorias de congresos son relevantes ya que se concentran grupos de discusion o

trabajos especializados. En esta busqueda sobre la interpretacion del signo igual, se

encontraron las siguientes:

Abrate et al. (2008), investigacion que recopilé los datos mediante un analisis cualitativo,
estructurado en un estudio de caso que advierte acerca de las dificultades y obstaculos que se
generan por el empleo de metodologias como la transposicion de términos y las practicas de
despeje de incAgnitas en ecuaciones de un solo valor desconocido. Los investigadores
examinaron 429 producciones escritas por estudiantes, aspirantes a ingresar a nivel
universidad en Argentina, ademas de revisar 60 libros que abordan la resolucion de
ecuaciones. En el estudio se comparé entre dos estrategias de solucién: por propiedades de
un objeto matematico y por transposicion de términos (TT). Los resultados reportaron un uso
aproximado del 80% vinculado a resolver con la estrategia TT, Los investigadores sefialan
que el empleo de este proceso podria estar ligado a una comprension operacional al
“manipular”, “pasar”, “omitir” o “trasladar” los miembros de una ecuacién sin atribuir un
sentido de equivalencia. proceso que viola las propiedades simétrica y transitiva de la
igualdad, mientras que, una resolucién por propiedades de un objeto matematico ofrece una
interaccion abierta con las propiedades de equilibrio de una ecuacion, situacion que favorece
a la comprensién relacional. En conclusion, si la didactica se apoya de metodologias como
TT, entonces podria generar dificultades y obstaculos que prevalecerian de un significado

operacional, en lugar de favorecer a la construccion de un conocimiento relacional.

Tabla 6. Revision de literatura en memorias de congreso

Autor
(Ao, .,
; Informacion
Pais)
I. “Obstaculos y dificultades que ocasionan algunos modelos y métodos de resolucion
de ecuaciones”.
Abrate et | Il. Reunion Pampeana de Educacion Matematica REPEM
al. I11. Investigacion diagnostica y descriptiva.
(2008) IV. ¢Cuéles son los modelos y métodos de resolucion de ecuaciones que utilizan los
Argentina | alumnos?, ;Qué obstaculos y dificultades producen estos modelos y métodos de
resolucion de ecuaciones sobre los alumnos? y ¢ Qué modelos y métodos de resolucion
de ecuaciones utilizan los libros de matematicas cuando abordan estos temas’
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V. La investigacion analiza los métodos de solucién que emplearon un grupo de
estudiantes, aspirantes a la universidad para resolver ecuaciones de una incégnita. Los
resultados sefialan que el uso de métodos como la transposicion de términos limitan la
comprension de procesos matematicos.

1.2.4 Tesis de posgrado
Una fuente de informacién que puede resultar muy valiosa durante el desarrollo de una

revision bibliografica es consultar tesis de investigadores que tengan experiencia. Estas
investigaciones pueden ser encontradas en los repertorios correspondientes a instituciones
académicas. Para ello, se recopilaron tres trabajos referentes al tema de la interpretacion y

comprension del signo igual, los cuales fueron:

Molina (2006), Tesis de posgrado (doctorado) por parte del Departamento de didactica de la
matematica en la facultad de ciencias de la educacion, Universidad de Granada, Espafia. En
esta investigacion se analizé la comprension del signo igual y su relacion con respecto al
pensamiento relacional por alumnos de educacion primaria. A partir del disefio de actividades
que involucro el trabajo con igualdades numéricas cerradas para verificar (verdadero/falso)
y abiertas para completar (por ejemplo, 13 — 7 = __ — 6). Durante las sesiones de trabajo
explord los significados que atribuyeron los estudiantes detallando un total de once (tabla 7),
los cuales distribuyd en: 1. Propuesta de actividad, 2. Como operador, 3. Separador de
operaciones, 4. Expresion de una accion, 5. Expresion de una equivalencia condicional, 6.
Expresion de una equivalencia, 7. Definicion de un objeto matematico, 8. Expresion de una
relacién funcional o de dependencia, 9. Indicador de cierta conexion o correspondencia, 10.
Aproximacion y 11. Asignacion de un valor numérico. Documento que estos significados se

clasifican en comprension operacional y relacional.

Tabla 7. Significados del signo igual y su comprension (Molina, 2006)

Significado Descripcidn Ejemplo Comprension
del signo igual
Op. R.
Propuestade | Se caracteriza por el uso del 15+7 =
actividad signo igual en expresiones X
que promueven una actividad 3x(x+2) =
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junto con una cadena de
nimeros y simbolos de
operacion Unicamente del
lado izquierdo y lado derecho

de la igualdad se deja abierto.

Operador

Este significado se identifica
cuando se presentan una o
méas operaciones del lado
izquierdo de una igualdad, en
ocasiones  los  simbolos
forman una secuencia de
operaciones y un resultado a
la derecha del signo igual.

5x4=20

2(x+6)+3x=5x+12

Expresion de

una accion

Este significado permite una
lectura bidireccional de la
expresion que conforma una
igualdad, sin  embargo,
solamente se encuentran las
operaciones en un solo
miembro de la igualdad ya sea
el lado izquierdo o el derecho
y en otro miembro su

resultado.

11=8+3
8+3=11

12x = 5x + 10x — 3x

Separador

Este significado del signo
igual se identifica cuando se
usa indiscriminadamente el
signo para encadenar una
secuencia de operaciones
aritméticas, también puede
presentarse en el contexto

algebraico.

12+5=17+3 =20

2(x+6) =2x+ 12

Expresién de

una

El uso del signo igual se
caracteriza por la formacién

de expresiones en donde solo

5 +3 =13

x2+3x=2x—-1
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equivalencia

condicional

ciertos valores cumplen una
ecuacion en el contexto del

algebra.

Expresién de
una

equivalencia

Se refiere al uso del signo
igual para relacionar dos
representaciones de una
expresion matematica. Se
presentan cuatro

aceptaciones.

a) Equivalencia

numeérica

Relaciona dos expresiones
numéricas, las cuales

representan el mismo valor.

547=10+2
at+b=c+d

b) Equivalencia

Relaciona la obtencion del

7x+2=5x—4

simbdlica mismo valor numérico en dos
diferentes expresiones
algebraicas.
c) Identidad Relaciona el mismo objeto 5=5
estricta matematico  utilizando la a=a
misma representacion en x+2=x+2
ambos miembros de una
igualdad.
d) Equivalencia | EI signo igual se utiliza para 1m=100cm
por definicion o | definir  una  equivalencia
notacion determinada por un contexto.
Expresién de | El signo igual se utiliza para A =mr?
una relacion la formacion de expresiones
funcional o que permiten comprender una y=mx+b
dependencia | dependencia entre variables.
Este significado permite la
construccion de férmulas.
Indicador de una | Este significado del signo S8 &=3

cierta conexion

igual permite el uso para

relacionar

ndmeros y
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0 términos  algebraicos con

correspondencia | objetos no matematicos.

Aproximacion | El signo igual se utiliza para

—=0.6667
relacionar un valor numérico
y otra expresion  que X
representa una aproximacion
a su valor real.
Definicion de un | El signo igual se utiliza para f(x) =2x+3
objeto la formacién de funciones y Sp=2n+1 X v

matematico otros objetos matematicos.

Asignacion de | El signo igual se utiliza para ¢Cudl es el valor de la
un valor asignar un valor numérico | expresion x+2, si x = 3?
numérico para después aplicarlo en una X

expresion  algebraica  de

correspondencia.

La autora argument6 que los estudiantes tienden a manifestar una tendencia a reconocer el
signo igual de forma operacional y mostrar una resistencia a desarrollar el significado de una
equivalencia numérica. En otras palabras, explico que algunas de las dificultades que se
manifestaron en las respuestas de los estudiantes radican, probablemente, en el tipo de
ensefianza recibida. En los resultados de este trabajo reconocieron al menos cuatro
significados relevantes (operador, expresién de una accion, equivalencia numérica y
similitud numérica). los cuales les permitieron realizar un analisis cualitativo con respecto a
su desempefio relacionado con el pensamiento relacional y su nivel de comprension del signo
igual. En comparacion, se detallé que en el contexto de la aritmética y el algebra, se pueden
identificar nueve conceptos que van del: pensamiento cuantitativo, el calculo flexible, el
calculo mental, sentido numérico, sentido operacional, sentido simbdlico, sentido estructural,
pensamiento cuasivariable y meta-estrategias conceptuales. Por dltimo, destacé que el
empled de estas estrategias como el calculo mental requieren que el estudiante desarrolle el
reconocimiento del significado de propiedades como la conmutatividad o la asociatividad de
la suma. Particularidad que favorece al desempefio y comprension del signo igual como

equivalencia.
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Parodi (2016), tesis de posgrado (maestria) perteneciente al centro de investigacion en ciencia
aplicaday tecnologia avanzada del instituto politécnico nacional de México. La investigacion
explor6é los significados del signo igual atribuidos por 31 estudiantes de ensefianza
secundaria. ldentificados en las respuestas escritas en cuestionarios que involucraron
preguntas e igualdades cerradas de verdadero/falso y abiertas de completar, sumado a la
grabacion de entrevistas donde se analizaron dos casos, donde se examind el nivel de
comprension del signo igual clasificado en operacional y relacional. El autor se basé en
estudios previos retomando los significados del signo igual documentados en (Molina, 2006)
y los niveles de comprension del signo igual en (Matthews et al., 2012). En los resultados, se
detall6 que gran parte de los estudiantes manifestaron una comprension relacional del signo
igual, mientras que al menos un tercio de las justificaciones escritas dejaron entrever una
comprension operacional. En este sentido, el trabajo realizado con igualdades numéricas
examin0 la capacidad de reconocer el signo igual como una equivalencia numérica, en
consecuencia, se detall6 los estudiantes que manifestaron dificultades atribuyeron el
significado del signo igual como operador o como propuesta de actividad. Por otro lado, en
el trabajo se plantearon ecuaciones, en este analisis los métodos de solucion evidenciaron un
uso del “principio de balanza”, asimismo, se observo la “transposicion de términos”. El autor
sefiald6 que la practica de resolver ecuaciones en formato ax + b = ¢, donde el valor
desconocido “x” se encuentra en el lado izquierdo, o la necesidad de visualizar una sola
cantidad numérica a la derecha de la igualdad, podria estar ligada a una comprension
operacional, sumado, al caracter de concebir la solucién de la ecuacion como un resultado.
A diferencia en las respuestas caracterizadas dentro de una comprensién relacional, se
observo la necesidad de verificar la igualdad con el valor encontrado en la solucién. En
conclusion, se explicd que la comprension del signo igual esta ligada a los métodos de

solucion que desarrollan los estudiantes cuando resuelven ecuaciones.

Finalmente, en las reflexiones finales de este trabajo el autor reconoce que los estudiantes
manifestaron una comprension operacional o relacional dependiendo del formato y el
contexto de la actividad. Destaco que en relacion a la aritmética los estudiantes tienden a
identificar las operaciones de un lado de la igualdad (lado izquierdo) y en el otro un solo
término numérico (resultado). En este sentido, la interpretacion del signo igual conlleva a

que el estudiante manifieste practicas vinculadas a la ensefianza recibida.
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Tabla 8. Revision de literatura de las tesis de posgrado

Autor
(Ao,
Pais)

Informacién

Molina
(2006)
Espafia

1 “Desarrollo de pensamiento relacional y comprensidn del signo igual por alumnos
de tercero de educacion primaria”.

Il. Departamento de didactica de la matematica en la facultad de ciencias de la
educacion, Universidad de Granada

I11. Tesis de doctorado

IV. Estudio del uso y desarrollo de pensamiento relacional y de los significados del
signo igual que los estudiantes ponen de manifiesto, en el trabajo con igualdades
numericas.

V. Reflexién del uso y desarrollo del pensamiento relacional, ademas, el trabajo
describe once significados que estudiantes de educacion basica manifiestan en el
trabajo con igualdades numéricas (Propuesta de actividad de calculo, operador,
separador, expresion de una accién, ecuacién, expresion de una equivalencia,
definicion de un objeto matematico, expresion de una relacion funcional, indicador de
una correspondencia, aproximacion y asignacion de un valor numérico). Estos
significados son clasificados dentro de las comprensiones del signo igual en
operacional hacia lo relacional.

Parodi
(2016)
México

1. “Significados del signo de igual en la entrada al dlgebra: un estudio de casos con
estudiantes de segundo arnio de ensefianza secundaria”.

1. Centro de investigacion en ciencia aplicada y tecnologia avanzada del instituto
politécnico nacional

I11. Tesis de maestria

IV. Aportar conocimiento y desarrollo del pensamiento algebraico dirigido a
estudiantes y docentes de ensefianza secundaria sobre la comprensién del signo igual,
¢Qué tanto avanzan los estudiantes de segundo afio en la comprension del signo de
igual, luego de incursionar en el estudio del algebra? ¢Qué dificultades genera una
concepcion inadecuada del signo de igual, cuando los alumnos de segundo afio
trabajan en contexto algebraico? ¢ Cémo favorecer la comprension del signo de igual
en contexto algebraico, que contribuya a superar esas dificultades?

V. Las conclusiones del trabajo distinguen una dificultad en el aprendizaje cuando los
estudiantes asocian el significado del signo igual como un operador condicional, el
cual se manifiesta cuando el signo igual es interpretado como el indicador de un
resultado dentro del contexto de una ecuacion, en lugar de comprender una expresion
de equivalencia. La investigacidn destaco que una comprension relacional permite a
estudiantes aplicar propiedades, mejorar su desempefio y comprension de los procesos
algebraicos en una ecuacion.
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1.2.5 Conclusiones de la Revisiéon de Literatura

Durante y después de la revision de literatura es necesario dar respuesta a las siguientes
interrogantes:

¢Cuales son ¢EXisten
los vacios? antecedentes?
Revision de
Literatura
¢Qué
¢Quiénes han dimensiones
investigado? abordar en él
estudio?

Figura 2. Interrogantes de una revision de literatura. (elaboracion propia)

En conclusion, la revisién de literatura evidencid que la comprension del signo igual es una
problematica a nivel global, la cual se estudia a partir de las respuestas y explicaciones por
estudiantes de educacion bésica. En general, las dificultades y concepciones inadecuadas se
vinculan al significado y ensefianza que se centra en la ejecucion de operaciones, en lugar de
promover un significado de equivalencia. En gran parte de los estudios se resaltd que una
comprension relacional favorece al desempefio del trabajo con el signo igual, al ofrecer una
capacidad cognitiva Optima para comprender los conceptos de los signos y simbologia
matematica, sin embargo, esto no siempre es asi, debido a que los estudiantes adoptan
significados y palabras para hacer referencia a algunos de estos signos y simbolos. Por
ejemplo, en el caso del signo igual algunos estudiantes tienden a interpretar la palabra
“resultado” como complemento del uso del signo igual después de realizar actividades y
ejercicios desde sus estudios de la aritmética desarrollando asi una vision unidireccional e
inadecuada para el estudio del algebra. Las investigaciones de Kieran (1981); Essien y Setati
(2006); Molina et al. (2009); Matthews et al. (2012); Burgell y Ochoviet (2015); Baiduri
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(2015); Broitman et al. (2017); Vermeulen y Meyer (2017); Parodi et al. (2017, 2020 y 2024);
Madej (2020); Donovan et al. (2022); Fyfe et al. (2020); Milnkovic et al. (2022); y Lee y
Pang (2023), concordaron que los estudiantes tienden a desarrollar dos comprensiones
importantes: operacional y relacional del signo igual. En palabras, una concepcion
inadecuada del signo igual puede ser clasificada como una dificultad en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en todos sus contextos principalmente y desde la aritmética,
esta problematica también, puede estar asociada con la didactica en el uso del material
didactico, el curriculo y conocimiento del docente, ademas de su nivel de comprension del
signo igual, el lenguaje que utiliza en clase, las metodologias y estrategias, por ultimo, el
poco interés que se presta para que los estudiantes desarrollen una comprension relacional
desde sus primeros estudios hasta su propia adultez. Ante la presente y desarrollo de este
problema de investigacion, surge el interés de analizar la interpretacion del signo igual como
una dificultad en la ensefianza y aprendizaje, la cual prevalece y obstaculiza una transicion
del conocimiento del aritmética al &lgebra y que es necesario tomar conciencia y reflexion
con los docentes sobre la necesidad de desarrollar una comprension relacional del signo igual
en los estudiantes y que tengan un nivel adecuado para el estudio del lgebra y para préximos

niveles académicos.

1.3 Planteamiento del problema
Durante los primeros afios de ensefianza de las matematicas, los estudiantes interactan con

nameros y simbolos desarrollando significados asociados a los usos y procesos de solucion
de las actividades, particularmente, en la aritmética gran parte de los estudiantes centran su
atencion en la simplificacion de operaciones al tratar de concluir la operacion con un
resultado considerando que es el objetivo mas importante dentro de una actividad
matematica, como consecuencia a este enfoque, interpretan que el uso de simbolos son una
sefial para “hacer algo” con los nimeros. A esto se suma el uso iterativo de los simbolos de
adicion (+), diferencia (-), producto (x) y division (=), empleados para representar las

operaciones basicas de la aritmética.

En este sentido, los estudiantes tienden a concebir dichos simbolos como operadores que
desencadenan una accion inmediata sobre los nimeros, incluso llegan a asociar el significado

de operador con el signo igual. Es decir, el uso de igualdades y operadores se asume como
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una instruccion de célculo, lo que dificulta la posibilidad de reconocerlos como parte de un
conocimiento profundo que permite expresar propiedades, equivalencias y generalizaciones.
Esta comprension parcial, aunque en un principio funcional para resolver ejercicios
rutinarios, puede convertirse en un obstaculo para el aprendizaje, sobre todo cuando se
requiere ampliar en su significado, por ejemplo, el caso del signo igual (=) para expresar una
equivalencia, o la formalizacion de los operadores como simbolos de una relacidn

estructurada y no Unicamente de procedimientos.

La revision bibliografica permitio describir los significados que los estudiantes atribuyen al
uso del simbolo “=”, asi mismo, clasificarlos en niveles que van de lo operacional a
relacional. Los resultados documentados en diversos estudios sobre la concepcion
inadecuada del signo igual dejaron al descubierto una clara problematica para el analisis de
dificultades como asociar la palabra resultado, interpretar unidireccionalmente las
expresiones matematicas y su vinculo con la ensefianza recibida. Con base a este problema

la pregunta de investigacion es.

¢;De qué manera la ensefianza vy los significados qué asocian los estudiantes al signo igual

revelan las dificultades que persisten en el transito de la aritmética al algebra?

1.4 Objetivo
e Analizar las dificultades en el aprendizaje que se manifiestan en los procesos de

solucion de los estudiantes, con el propdsito de identificar el caracter de obstaculo
didactico, en especial, las que se vinculan con la interpretacion y comprension del

signo igual.

1.4.1 Objetivos especificos
e Explorar los significados que los estudiantes atribuyen al signo igual en contextos

aritméticos y algebraicos.

e Identificar las dificultades que los estudiantes manifiestan en sus procesos de solucion
de actividades que involucran el uso del signo igual.

e Reconocer los métodos de ensefianza que obstaculizan el desarrollo de una

concepcién adecuada del signo igual
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e Describir y caracterizar un proceso de reflexion docente sobre la interpretacion del
signo igual que limita o favorece al transito del conocimiento aritmético hacia el

algebraico.

1.5 Justificacion
Las matematicas son la base de las ciencias exactas y su estudio es primordial para el

desarrollo del razonamiento l6gico, abstracto y relacional. Es conveniente que los estudiantes
cuenten con una adecuada base de conocimientos sobre los conceptos y significados de la
simbologia usados en matematicas. Un simbolo y a su vez un concepto muy importante es la

comprension del signo igual (Serres, 2011).

En muchos casos algunos estudiantes asocian el significado del signo igual como el indicador
de una accion o resultado (Molina, 2006). Desde el estudio de la aritmética los estudiantes
presentan dificultades en la comprension del uso de operadores y simbologia al no
conceptualizar de forma generalizada las propiedades de los operadores basicos (asociativa,
conmutativa y distributiva); y en el caso del signo igual sus propiedades transitiva, reflexiva
y simétrica. Es importante considerar que los estudiantes cruzan una zona transicional de la
aritmética al algebra en la que los operadores y el uso del signo igual en la modelizacién de

expresiones algebraicas expresan una relacion de equivalencia (Godino et al., 2012).

Socas (2007) sefiala que las dificultades en el aprendizaje, pueden clasificarse como
obstaculos que limitan la construccion del conocimiento y persisten al cambio conceptual de
los estudiantes. El estudio de las concepciones inadecuadas de los estudiantes requiere un
analisis profundo.

Las investigaciones centradas en la comprension de los estudiantes con respecto al signo
igual, y las dificultades en su aprendizaje, dejan al descubierto un amplio campo de estudio
para la didactica de las matematicas. En primera instancia, tanto el significado que se atribuye
a la igualdad matematica como la manera en la que se comunica debe permitir al estudiante
desarrollar un nivel de comprensién adecuado, pues es una condicion que favorece al
desempefio y conocimiento desde la aritmética hacia el algebra (Kieran, 1981; Molina et al.,
2009; Essien y Setati, 2006; Mathews et al. (2012), Burgell y Ochoviet, 2015; Parodi, (2015,
2020, 2024); y Lee y Pang,2023).
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El método de solucion influye en que los estudiantes, pues adoptan algoritmos, aprenden
patrones y desarrollan ideas y creencias que pueden preservar durante su formacion, sobre
todo, si son précticas funcionales para resolver actividades propuestas de forma habitual
(Kieran, 1981; Abrate et al., 2008, Broitman et al., 2017; Vermeulen y Meyer, 2017; y
Milinkovic et al., 2022).

En este trabajo se planted el analisis de la interpretacion del signo igual y su vinculo con
dificultades en el aprendizaje, particularmente aquellos que son identificados como
obstaculos producto de factores condicionantes como la imparticion del aritmética con
ejercicios rutinarios, las metodologias tradicionales orientadas a la obtencion de un resultado,
el uso inadecuado de un lenguaje matematico y su relacién con el desempefio de los
estudiantes en el transito de la aritmética al algebra con el propdsito de concientizar a
docentes sobre la necesidad de trabajar y disefiar metodologias que favorezcan a la

construccion del conocimiento y comprension profunda del signo igual.
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CAPITULO 2. MARCO DE INVESTIGACION

¢ Qué es un marco de investigacion?

Segun Lester (2005), un marco de investigacion se define como “una estructura de ideas que
sirven como fundamento para el fenomeno que se va a investigar”. Al respecto, Sanchez
(2012) cit6 la idea: “un marco de investigacion puede extenderse como una estructura tedrica
que se utiliza en una investigacion”. Ambos autores concuerdan en que el marco de
investigacion debe concentrar las ideas y aspectos clave que debe cubrir un estudio. En este
sentido, dentro de toda investigacion se debe presentar un marco, el cual segin sus

caracteristicas y fundamento se clasifican en: tedrico, practico y conceptual.

2.1 Tipos de marcos de investigacion
A partir de Eisenhart (1991), se distinguen tres tipos de marcos de investigacion: tedrico,

practico y conceptual.

La autora define a un marco tedrico como una estructura que guia la investigacion y que se
basa en una teoria formal, a partir de explicitaciones que le dan coherencia de ciertos
fendmenos y relaciones. Por ejemplo, en didactica de las matematicas podemos encontrar la
teoria del desarrollo cognitivo de Piaget, la teoria sociocultural de Vigotsky, la teoria de
situaciones didacticas de Brousseau, entre otros. Estos marcos tedricos pueden servir como

sustento a una investigacion, la cual implica una base formal de sus antecedentes.

Marco practico: Este marco se construye a partir de las experiencias de aquellos que estan
involucrados en la préctica. En este tipo de marco se hace referencia al conocimiento
acumulado por profesionales, profesores e investigadores, no esta constituido por una teoria
formal, se pueden establecer preguntas de investigacion que favorezcan la sustentacion de un
marco practico. Un ejemplo base en la didactica de las matematicas es la resolucion de
problemas de Pdolya en 1945, quien formulé un modelo articulado con cuatro fases que
abordan desde comprender el problema, disefiar un plan, ejecutar el plany revisar. Estas fases

constituyen una guia para la investigacion y sustenta las ideas practicas dentro de ella.

Marco conceptual: este marco sirve como guia de justificacion, incluye los conceptos y
recopilaciéon de datos en particular del problema de investigacion. Al igual que un marco
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tedrico se elabora a partir de literatura previa e investigaciones. En un marco conceptual se
puede adoptar diferentes teorias y argumentar en diversos conocimientos practicos para una
investigacion. Esta ventaja ofrece flexibilidad en la consulta de fuentes literarias y

recopilacién de datos.

La concentracion de conceptos es una de las funciones basicas de un marco conceptual, su

elaboracion sirve como base argumentativa en la investigacién y definiciones importantes.

Daros (2002) describe que en las investigaciones descriptivas se construye un marco
conceptual, en el cual se analizan y organizan los conceptos clave del tema de estudio. El
autor debe consultar los antecedentes, reunir los datos de la teoria, los conceptos y dar
coherencia, asi mismo, los convierte en bloques que servirdn como sustento de la

investigacion que desarrolla.

A partir de las caracteristicas descritas un marco conceptual favorece a la organizacion de la
informacidn dentro de una investigacion, ademas permite comparar y sustentar las ideas, lo
que es Util para analizar diferentes autores, definiciones o enfoques, por ejemplo, las distintas

definiciones de las matematicas.

2.2 Elementos de un marco conceptual
A continuacion, se describen las bases que sustentan un marco conceptual constituido por

tres importantes dimensiones: ontoldgica, epistemoldgica y didactica. Con respecto, a la
dimension ontoldgica se busca dar respuesta a la pregunta ¢Qué son las matematicas?, en
cuanto a la dimension epistemoldgica se busca dar explicacién a la pregunta ;Cémo se genera
el conocimiento?, por altimo, en la dimension didactica se establecen las orientaciones que
intervienen en el proceso de ensefianza — aprendizaje, buscando un enfoque en los

conocimientos que el docente debe reconocer y comunicar a los estudiantes.

2.2.1 Dimensién ontoldgica
Desde una perspectiva ontoldgica, resulta fundamental reflexionar sobre el origen y

significado de las matematicas y el tipo de entidades que constituyen su objeto de estudio.
En primer lugar, un analisis etimoldgico del término permite aproximarse a su significado
original. De acuerdo con Godinez (1997), etimoldgicamente la palabra matemética proviene

del griego manthanein, que significa aprender, lo cual se relaciona con el estudio, la practica
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y la observacion. En suma, el término mathema se asocia con nociones como ciencia,
conocimiento, aprendizaje, ensefianza, talento y disciplina. En palabras del autor, la palabra
matematica significa estudiosa o ciencia por excelencia. En este sentido, desde su origen la
matematica se vincula con la actividad intelectual orientada a comprender y organizar el

conocimiento.

En la antigua Grecia, esta concepciéon se manifestd en la organizacion del conocimiento.
Platén consideraba a la matematica como una agrupacion de tres ciencias: la aritmética, la
geometria y la astronomia. Esta designacion permitié el nombramiento como ciencias
matematicas, o bien simplemente matematicas. Posteriormente, los pitagoricos ampliaron
esta agrupacion al incorporar la masica, estableciendo asi cuatro ciencias que conformaban
el nucleo de los saberes matematicos. A su vez, el término mathematikos, del cual deriva la
palabra matematico, hacia referencia segun Platdn, a quien se dedica al trabajo intelectual y

al aprendizaje (Godinez, 1997).

Con el paso del tiempo, el campo de las matematicas se amplié y diversificd. Durante el siglo
XVI1I se integré el algebra como parte fundamental dentro de esta ciencia y, hacia finales del
mismo siglo, se incorporo el calculo diferencial e integral, lo cual marcé una transformacion
significativa en la manera de comprender y estudiar los fendmenos matematicos. Este
proceso evidencia que las matematicas no constituyen un conocimiento estatico, sino una

construccion del conocimiento en constante evolucion.

Tradicionalmente, hasta la segunda mitad del siglo X1X, las matematicas eran definidas como
la ciencia de los numeros, la magnitud y la forma. Sin embargo, el desarrollo de enfoques
tedricos condujo a concepciones amplias vinculadas con la l6gica y las estructuras formales.
En este sentido, el grupo Bourbaki define a las matematicas como la ciencia que estudia,
mediante el razonamiento deductivo, las propiedades de entes abstractos — como ndmeros,
figuras geométricas, funciones o espacios — y las relaciones que se establecen entre ellos.
Otra definicidn la proporciona Santiago Valiente, quien sostiene que las matematicas pueden
entenderse como la ciencia que estudia, analiza e interpreta las abstracciones numeéricas,
espaciales y funcionales de las leyes de la naturaleza, de la sociedad y del pensamiento
(Godinez, 1997).
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Por otra parte, las matematicas se plantean como una herramienta para reflexionar, analizar
y explorar el mundo que nos rodea, pues ofrecen una forma de pensar clara frente a las
situaciones (Ani, 2021).

Expertos en matematicas, las describen como la ciencia de los patrones (Steen, 1988). En
una linea similar, Devlin (1994) sefala que el papel fundamental de un matematico radica en
examinar patrones abstractos que pueden ser numéricos, geométricos, de movimiento o de
comportamiento, entre otros. Estos patrones pueden existir dentro como fuera del espacio
fisico y pueden ser reales o imaginados, visuales 0 mentales, cualitativos o cuantitativos. De
esta forma, las matematicas se conciben como una ciencia que busca identificar regularidades

y estructuras en distintos contextos.

A partir de estas definiciones, puede afirmarse que las matematicas se configuran como un

campo de conocimiento que estudia entidades abstractas, relaciones y patrones mediante

procesos de razonamiento I8gico. Esta caracterizacion abre paso a una reflexion sobre la

naturaleza y definicién de los objetos matematicos.

Los objetos matematicos pueden entenderse como entidades que permiten organizar e
interpretar la realidad dentro de determinados contextos. Al respecto, Pecharroman (2014)
define que un objeto matematico representa una cualidad o una accién cuya funcion consiste
en organizar o interpretar un contexto. Por lo tanto, los objetos matematicos permiten la

organizacion e interpretacion del conocimiento matematico.

En general, la construccion de un objeto matematico implica una relacién entre su
representacion y un significado. Por un lado, el significado se asocia a la interpretacion que
se realiza del objeto. Por otro, la representacion corresponde a un conjunto de simbolos y
signos que facilitan la expresiony el uso del objeto dentro de un contexto. Ademas, los signos
permiten comunicar propiedades. Por lo tanto, la construccion de un objeto matemaético
consiste en asociar un aspecto representacional (simbolos y signo) y un significado a la
funcionalidad que representa. Esta conexion permite entrever una relacién triadica signo-
objeto-significado, la cual concentra el conocimiento que se tiene sobre el objeto matematico
a través del reconocimiento y su funcionalidad organizativa e interpretativa dentro del

contexto.
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De esta manera, Pecharroman (2014) describe que la interpretacion de un objeto matematico
depende en gran medida del contexto en el que se utilice. Por ejemplo, el simbolo “x” puede
representar una multiplicacion en aritmética, mientras que en el algebra puede funcionar
como una variable o un valor desconocido, el signo “+” suele indicar una operacion de suma,
aunque en otros contextos puede asociarse con relaciones geométricas, como la
perpendicularidad entre rectas. En el caso del simbolo “=" (signo igual), su significado
también varia segln el contexto. Por un lado, en la aritmética el uso tradicional de este signo
suele asociarse de manera inmediata e intuitiva. Por ejemplo, dependiendo de la
representacion puede indicar un resultado de una operacion (2 + 3 = 5), expresar una
identidad (2 + 3 = 3 + 2) o representar una relacion de igualdad dentro de una ecuacion
(2x + 3y =5).

Sin embargo, el aprendizaje de un objeto matematico también supone la manifestacion de un
significado personal, el cual se desarrolla a partir de las experiencias y procesos cognitivos
del individuo. Asi, la funcionalidad organizativa o interpretativa del objeto que se representa

se atribuye a una comprension que reconoce al aprendizaje como un medio.

En consecuencia, la comprension también permite interpretar los atributos del objeto
matematico — representacion, propiedades, relaciones, entre otros. — desde la funcionalidad

(ue representa.

En sintesis, el aprendizaje y comprension de los objetos matematicos implican la articulacion
de la relacion triadica signo-objeto-significado. La autora baso sus estudios en el siguiente

esquema (Figura 3) como representacion de la relacién.

5

Figura 3. Relacién triadica de un objeto matematico Fuente: Pecharroman (2014)
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La autora agregd que las relaciones 1y 2 se establecen desde la construccién institucional
del conocimiento matematico, la cual se desarrolla a partir de procesos culturales, histéricos
y sociales. Mientras que, las relaciones 3y 4 justifican el aprendizaje o reconocimiento del
objeto. Finalmente, las relaciones 5y 6 caracterizan la articulacion correspondiente al sentido
dado por (5) significado-objeto-signo donde el significado se atribuye al objeto y (6) signo-

objeto-significado la cual permite que el signo se interprete junto al objeto que representa.

Por ultimo, la dimensidn ontoldgica citada permite concebir a las matematicas como un
conjunto de conocimientos constituido por entidades abstractas, relaciones, patrones y
objetos, los cuales se les atribuye un significado a través del uso que se hace de ellos en
diferentes contextos y se representan mediante simbolos o signos. Como el signo igual que
se establece como una relacién de equilibrio entre dos expresiones matematicas aritméticas
y algebraicas, su significado tiende a evolucionar de acuerdo al contexto. Sin embargo, este
proceso resulta ser largo y presenta varias dificultades en su interpretacion, algunas de ellas
vinculadas a la experiencia cognitiva, didactica y empirica de los conocimientos de los
estudiantes y de los profesores. Situacion que se debe construir desde la relacion entre el

significado y su interpretacion.

2.2.2 Dimensién Epistemoldgica
En esta dimensidn se debe hacer énfasis en coémo se construye el conocimiento matematico,

al respecto, se adopta una postura de tipo constructivista, la cual sustenta que el conocimiento
se construye mediante la interaccion del individuo con los objetos y su entorno. Con base en
Piaget (1975), quien plantea que un “proceso l6gico matematico se enfatiza en la
construccién de la nocion del conocimiento, que se desglosa de las relaciones entre los
objetos y desciende de la propia produccion del individuo”. Es decir, ¢l individuo construye
el conocimiento, coordinando las relaciones que previamente ha creado entre los objetos. Al
respecto, Ausubel et al. (1998) destaca que “el aprendizaje se basa en reestructuracion activa
de los procesos mentales que se suscitan en la estructura cognitiva del ser humano”. Esto
significa que la interaccion entre la informacion, sus conocimientos previos, y las
caracteristicas personales del individuo, le permiten que su aprendizaje sea autbnomo, y
mantenga una relacion con los objetos, ademas de desenvolverse en el medio (Lugo et al.,
2019).
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De acuerdo, a Piaget todo individuo, incluso los nifios, nacen con la capacidad de organizar
el conocimiento del mundo mediante esquemas mentales, los cuales se pueden describir
como un conjunto de acciones fisicas, de operaciones, de conceptos o de ideas con las cuales
organiza la informacion que percibe acerca del mundo y su entorno. Un nifio de corta edad
explora su mundo a través de acciones fisicas que realiza manifestando capacidades innatas
y espontaneas que lo llevan a un aprendizaje. Con el tiempo, el nifio aprende a realizar
operaciones y a usar atributos cognitivos, el lenguaje, por ejemplo. Asi, a medida que el
individuo experimenta cambios en su manera de pensar y aprender va pasando por etapas;
desarrolla su capacidad de emplear esquemas complejos y abstractos que le permitiran
organizar su conocimiento (Meece, 2000). A este proceso Piaget lo llamé etapas de desarrollo
cognitivo. Proceso que describe como progresivo y adaptativo mediante dos capacidades
innatas la asimilacion y acomodacion, mismas que por factores genéticos se van
desarrollando y estimulando dentro de las etapas o también llamados estadios del desarrollo.
Por un lado, la asimilacion consiste en la interiorizacion o internalizacion de un objeto.

Mientras que, la acomodacién sugiere la modificacion del esquema para adaptarse.

Piaget (1978) afiade que el desarrollo cognitivo viene caracterizado por un desequilibrio que
conducira a un nuevo estado, equilibrando la informacion que interpreta y da lugar a un
conocimiento. De acuerdo a esta postura, el conocimiento se puede generar a partir de una
secuencia de equilibrios y desequilibrios provocados por la interaccion del individuo con su

entorno.

Dentro del desarrollo cognitivo, Piaget (1991) distingui6 cuatro periodos denominados en
inteligencia sensorio-motora que se presenta dentro los primeros dos afios de vida; se
caracteriza por el aprendizaje a través de la accion y la percepcion. Después, entre los dos a
siete afios se encuentra la etapa preoperacional, en la cual los nifios desarrollan el lenguaje y
las primeras representaciones simbolicas, aunque su pensamiento aln es intuitivo.
Posteriormente, la tercera etapa corresponde a las operaciones concretas, que ocurre
aproximadamente entre los siete y once afios, esta etapa favorece al desarrollo de las
operaciones l6gicas basadas en objetos concretos. Finalmente, se encuentra la etapa de las

operaciones formales que se establece a partir de los once afios en adelante y se distingue por
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el desarrollo del pensamiento abstracto y del razonamiento hipotético-deductivo (Piaget,
1972).

En general, el constructivismo concibe el conocimiento como una construccion propia del
sujeto, este proceso se realiza de manera permanente y en cualquier entorno que interactué.
Seguln Celi et al. (2021) un enfoque constructivista permite orientar al nifio a construir su
propio conocimiento de forma activa, analiza e interpreta la informacidn, para luego proponer

sus alternativas y resolver problematicas.

En particular, durante la educacion secundaria, los estudiantes suelen encontrarse en la etapa
de operaciones formales, lo que les permite interpretar y desarrollar significados a objetos y
expresiones matematicas. En este contexto, la interpretacion de signos matematicos como el
signo igual “=" requiere que los estudiantes reconozcan no solo su funcién operativa, sino

también su relacion de equilibrio.

Por lo tanto, desde una perspectiva epistemoldgica constructivista, la comprension del signo
igual implica que los estudiantes construyan el significado de este simbolo tomando en cuenta
los conocimientos previos y procesos de razonamiento. En conclusién, analizar cémo
interpretan el uso del signo igual permite identificar las dificultades que obstaculizan la
interpretacion en el transito del conocimiento matematico. Ademas, favorece a la reflexion
acerca de la necesidad de resignificar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la aritmética
hacia el algebra.

2.2.3 Dimension Didactica
Brousseau planted la necesidad de introducir una disciplina cientifica que sustente la

elaboracion de propuestas de aprendizaje. El investigador le llam6 entonces Didactica de las
Matematicas creando la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD). Constituida como un
conjunto de estrategias que buscan determinar las condiciones que hacen posible la
construccién de conocimientos en los estudiantes. La TSD permite la implementacion de una
situacion didactica y otra adidactica, ambas controladas por el docente. Primero la situacion
didéctica comprende al entorno del estudiante, incluyendo al docente y el sistema educativo
(Brousseau, 2007). El docente organiza un medio como una serie de elementos simbolicos o
materiales que pueden incluir un juego, un desafio, un problema, o incluso un ejercicio fisico,
entre otros; (carrera a 20, por ejemplo). Una vez implementado se deben proporcionar las
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reglas e indicaciones para que el estudiante interactte con este medio. Después, la situacion
adidactica conduce a un conocimiento determinado, el docente elige una problematica y
organiza un medio de aprendizaje, los estudiantes tratan de resolver el problema con sus
propios conocimientos, exploran, reflexionan y validan sus respuestas, sin la intervencion
directa del docente. El docente puede involucrar un proceso que oriente libremente las
decisiones de los estudiantes hasta llegar a una construccién, durante este proceso, el docente
delega la responsabilidad del conocimiento al estudiante. A este proceso Brousseau llamé
devolucion. Posteriormente, se identifica un segundo proceso necesario entre los
conocimientos gue los estudiantes exponen y el docente, quien asume la responsabilidad de
proporcionar informacion para que los estudiantes se apropien del significado produciéndose
asi la institucionalizacion, después de abordar una situacion didactica (Galvez y Block,
2024). Los autores Galvez y Block (2024) describen que, desde la perspectiva constructivista
de la TSD, el conocimiento se considera como producto de una adaptacion al enfrentar una
situacion o problema, los conceptos atraviesan procesos de descontextualizacion vy
despersonalizacion, gracias a estos procesos los conceptos generados se convierten en
saberes matematicos, lo esencial es que el sujeto (estudiante) sea capaz de construir sus
propios conocimientos mediante la adaptacion progresiva, misma que se convierta en una
estrategia eficaz para resolver un problema previamente planteado. Una de las grandes
incognitas sobre como se da el aprendizaje es ¢Qué tipo de problemas proponer para la
ensefianza?, el planteamiento de esta pregunta se identifica como un proceso necesario para
crear expectativas progresivas para dicha construccion. El docente es el protagonista
principal para crear o reproducir un problema que propicie el aprendizaje y que los
estudiantes construyan el conocimiento. Desde este enfoque se busca proyectar conciencia
sobre la problematica de la interpretacion del signo igual y la necesidad de ayudar a los
estudiantes la construccion del concepto de igualdad como relacion de equivalencia desde un
primer contexto aritmético hasta su transicion al algebra a través de una construccién logica

formal.
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2.3 Marco Conceptual
En este apartado se describen y organizan los conceptos base de la investigacion, estos sirven

de guia para dar coherencia al tema de estudio. Para el desarrollo de la investigacion fue
necesario mostrar dos enfoques: la presencia de obstaculos en el aprendizaje y su influencia
en la construccion de objetos matematicos. Este trabajo se centrd en las dificultades en el
aprendizaje, e interpretacion del signo igual con respecto a los significados inadecuados que
los estudiantes manifiestan debido a la practica, ensefianza y uso del material didactico en el
aula. En la literatura la presencia de esta situacion se identifica como uno de los principales
problemas que obstaculizan el paso de la aritmética al algebra. El signo igual y su significado
pueden favorecer al desempefio del estudiante, si este no se construye adecuadamente esta
situacion se deriva en un obstaculo para el proceso de ensefianza — aprendizaje de las
matematicas. Por lo tanto, para esta investigacion es importante describir los factores y
clasificaciones de obstaculos en el aprendizaje, asi como los significados del signo igual que
obstaculizan el entendimiento de la aritmética y su posterior uso en el estudio del algebra.

2.3.1 Obstéaculos en el aprendizaje de las matematicas
Un obstaculo se define como aquella barrera fisica que no permite continuar un camino. En

didactica de las matematicas se identifican como dificultades, las cuales obstruyen la
construccién de conocimientos, desarrollo de habilidades y destrezas, ademés de presentar
problemas de comprension. La primera idea de obstaculo epistemoldgico fue introducida en
1938 por Bachelard y hace referencia a un conocimiento, el cual resulta Gtil o exitoso en un
determinado contexto. En sus propias palabras: “llega un momento en el que el espiritu
prefiere lo que confirma su saber a lo que contradice, en el que prefiere las respuestas a las
preguntas”, por lo cual se manifiesta como una resistencia al cambio (Bachelard, 1938).
También puede considerarse como un conocimiento anterior, concepcién inadecuada, ideas
intuitivas sin fundamento tedrico, dichas nociones se conocen como obstaculos
epistemoldgicos, los cuales hacen cuestionar 0 negar un nuevo conocimiento.
Posteriormente, en la didactica de las matematicas Guy Brousseau (1983) clasifico los
obstaculos encontrados en los procesos de ensefianza y aprendizaje en obstaculos

epistemoldgicos, obstaculos ontogenéticos y obstaculos didacticos.

48



Los obstaculos epistemoldgicos en la didactica de las mateméticas se encuentran
relacionados con un conocimiento limitado que conduce al estudiante a utilizar concepciones
de una ensefianza adaptada, donde primero fueron necesarios, pero que perturban duramente
los aprendizajes y que persisten incluso despues de la comprensidn de saberes correctos sobre
conceptos, signos, simbolos y objetos matematicos (Galvez et al. 2020). Los obstaculos
ontogenéticos se caracterizan por ser propios de los estudiantes surgen en su formacion
escolar a partir de que el conocimiento supera su capacidad de analisis, abstraccion y
posiblemente su experiencia, influye la edad y su etapa de desarrollo cognitivo, por lo tanto,
el docente los puede observar mas no evitar. Andrade (2011) define que los obstaculos
didacticos provienen de la ensefianza y se estudian a través del analisis de los errores més
frecuentes de los estudiantes. Por esta razon es importante identificarlos porque si se conocen
se pueden evitar. Ademas, Osorio y Moreno (2022) mencionan que el uso inadecuado de
expresiones y la mala construccion del curriculo tradicional impide que los conceptos
necesarios se logren obtener, una situacion muy frecuente sucede cuando el docente repite lo
que aprendié de la misma manera en como le fue ensefiado. En este sentido, Larez (2018)
sefiala que uno de los factores que inciden en el aprendizaje de la matematica es la forma en
cdémo se ensefia. El autor destaca que el conocimiento didactico que posee el docente es lo
que permite seleccionar la estrategia, actividades y formas de ensefianza, de acuerdo al
concepto a comunicar. Por lo tanto, el tiempo, la ensefianza, el lenguaje y los recursos
didacticos son factores relevantes para interiorizar el conocimiento. Los obstaculos
didacticos se pueden atribuir a aspectos metodoldgicos, curriculares o también conceptuales.
Metodoldgicos cuando en el aula se hace uso de estrategias ineficientes como la practica
enfocada a la memorizacién de férmulas sin una explicacion previa, ademas de la cultura'y
las creencias propias, el uso inadecuado de palabras en el aula. Por otro lado, el disefio del
curriculo en el plan de estudios puede limitar un salto conceptual, en este caso el obstaculo
didactico se considera de indole curricular. Por ultimo, los conceptuales se presentan al
comunicar una idea o distorsion sobre un concepto u objeto. Por ello, la reflexion sobre estos
obstaculos es necesaria porque si se identifica el origen se puede adecuar el método didactico
y una efectiva formacion docente (Andrade, 2011). La clasificacion de estos obstaculos se

presenta en la Figura 4.
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_— — Conocimiento previo, ideas intuitivas,
nociones sin fundamento teodrico, la
presencia de estos obstaculos en la
ensefianza-aprendizaje de las
matematicas obstruye la construccion
de un nuevo concepto u objeto
—  matematico.

Obstaculos
Epistemoldgicos

— Tienen origen en la didactica, son

consecuencia del uso de metodologias
Obstaculos inadecuadas y por la falta de atencion en
Didacticos | la construccion de los conceptos
necesarios para la construccion de un
nuevo conocimiento.

Obstéaculos en el
aprendizaje de las —<
matematicas

Se encuentran en las concepciones de
los estudiantes, son propios de su
origen, son consecuencia de una mala
formacion escolar, la falta de
experiencia, los cuales son factores que
obstruyen el desarrollo cognitivo y la
formacion de un conocimiento.

Obstaculos _
Ontogenéticos

Figura 4. Cuadro sindptico de obstaculos en la didactica de las matematicas, Elaboracién propia.

2.3.2 Teoria de Situaciones Didacticas (TSD)

La Teoria de Situaciones Didacticas (TSD) es reconocida como una amplia teoria sobre la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas propuesta por Guy Brousseau, fundador de lo
que ahora se conoce como Didactica de la Matematicas. Santos (2023) describe que la TSD
es una propuesta constructivista desarrollada en la década del 1970, disefiada para apoyar a
los docentes, quienes motivados por el interés sean capaces de crear metodologias con base
en el disefio e innovacion de situaciones con el proposito de hacer reflexionar y comunicar
el saber matematico, en estas situaciones se espera que los estudiantes interactden con un
medio disefiado y controlado; al principio Brousseau estudio el constructivismo de Piaget el
cual se caracteriza por la apropiacion y desarrollo progresivo de la cognicion, por lo cual el
0 los sujetos son capaces de aprender al interactuar con su entorno. En relacion, la teoria de
la TSD se centra en las condiciones y caracteristicas que deben cumplir un medio de

interaccion disefiado para el estudiante, el cual se espera que conduzca a los estudiantes a la
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construccion de conocimientos de manera indirecta. La TSD contempla dos situaciones
esenciales una situacion didactica donde el interés del profesor esta en la ensefianza de un
saber matematico para el estudiante y una situacion adidactica la cual se plantea como una
estrategia indirecta con el proposito de satisfacer las condiciones de un aprendizaje por
adaptacion ya que a través de esta situacion el estudiante tiene la posibilidad de validar o
invalidar las estrategias que se ponen en practica para resolver un problema. Galvez (2024)
destaca que el profesor tiene la tarea de disefiar el medio material o intelectual con el que los
estudiantes aprenden, a este proceso de creacion y respuesta se le conoce como devolucion y
posterior a ello se concede la llamada institucionalizacion donde el docente es el responsable
de aportar la informacién a sus estudiantes. El proceso de interaccidn de una situacién dentro
de la TSD se encuentra mejor descrita en lo que se conoce como diagrama del triangulo
didactico (Figura 5).

TRIANGULO DIDACTICO
DE BROUSSEAU

“~

PROFESOR

Figura 5. Triangulo Didactico de la TSD (Basado en la TSD de Brousseau, 1983).
Elaboracion propia.

Basados en la TSD Garcia et al. (2022) describen los tipos y momentos que se presentan en

una situacion didéactica, a continuacion, se presenta dicha clasificacion:
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1. Situacion de accion: se genera por la interaccion de los estudiantes y el medio
disefiado por el profesor.

2. Situacion de formulacién: se identifica por el intercambio de ideas y comunicacion
entre los estudiantes, la adaptacion y evolucion del lenguaje.

3. Situacién de validacion: se basa en la capacidad de convencimiento de un estudiante
para demostrar sus afirmaciones y asi persuadir a uno 0 mas de sus compafneros.

4. Situacién de institucionalizacion: establece las relaciones entre los estudiantes y el
saber cultural, para ello el profesor debe supervisar que los estudiantes propongan sus

propias conclusiones después de la formulacién y la validacion.

2.3.3 La ingenieria didactica
La ingenieria didactica es una metodologia de investigacion y disefio pedagdgico que busca

desarrollar y validar estrategias de ensefianza orientadas a resolver problemas especificos de
aprendizaje, especialmente en matematicas (Leal, 2024). Surgié en los afios 80, segun
Artigue (1992) es “un enfoque experimental que permite la creacion y evaluacion de
dispositivos de ensefianza, basados en teorias educativas, cuyo es objetivo favorecer la
comprension de los estudiantes sobre conceptos especificos”. En otras palabras, autores
destacados en educacién matematica han definido esta metodologia; por ejemplo, en
Brousseau (1997) la describié como una metodologia que "permite analizar las condiciones
en las que se dan los aprendizajes matematicos y prever el comportamiento de los estudiantes
mediante la construccion de situaciones didacticas”. En suma, Sensevy (2007) la caracterizd
como un “método de investigacion cualitativa en el que el investigador crea un dispositivo
didactico particular para probar hipotesis pedagogicas”. La ingenieria didactica forma parte
de los aportes de la gran escuela francesa dentro de la cual también destacan la Teoria de
Situaciones Didécticas (TSD) de Guy Brousseau y la Transposicién Didactica (TD) de Yves
Chevallard.

Artigue et al. (1995) desarrollo y formalizo el estudio de la ingenieria didactica en su trabajo

el cual propone cuatro fases.

1. Anélisis preliminares
2. Concepcion y analisis a priori

3. Experimentacion y recoleccion de datos
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4. Andlisis y validacion a posteriori

En la primera fase de analisis preliminares el estudio se enfoca en tres aspectos: el
epistemoldgico, el didactico y el cognitivo. La segunda fase de concepcion y analisis a priori
comprende una seccion descriptiva y otra predictiva, en estas secciones se disefia la secuencia
didactica, junto con el medio fisico material o intelectual, posteriormente se espera la
devolucién del proceso que se describe en la TSD como producto de la resistencia y
validacion de las posibles respuestas de los estudiantes; para la tercera fase en la
experimentacion los estudiantes entran en la etapa de realizacién e interactian con el medio,
se establece un contrato didactico y se da registro a las observaciones durante el desarrollo
de esta fase, finalmente el analisis a posteriori después de presentarse situaciones de accion,
formulacion y validacion se presentan los datos recolectados con base a las pruebas realizadas
(cuestionarios, entrevistas, juegos, etc.) y como conclusion se establece una confrontacién de

los andlisis a priori y a posteriori.

2.3.3.1 Fases de la ingenieria didactica
A continuacion, se describen las fases de la ingenieria didactica. Segun Artigue et al. (1995)

se divide en cuatro etapas, las cuales son:

Anélisis preliminares: en esta primera fase de la metodologia con ingenieria didactica se

consideran tres aspectos importantes:

e Epistemoldgico asociado a las caracteristicas del saber matemaético.
e Didactico enfocado a la ensefianza y sus efectos.
e Cognitivo relativo al andlisis de las concepciones de los estudiantes y profesores

las cuales determinan las dificultades y obstaculos.

Todos estos analisis deben de realizarse a partir de los objetivos especificos propuestos en la

investigacion. Las siguientes preguntas también forman parte de los analisis a priori:

X/
o

¢Cudl es el problema que se identifica en cada uno de los individuos de estudio?
% ¢Qué conocimientos se deben poseer para tener éxito en las concepciones

matematicas?

X/
°

¢ Qué control se debe tener sobre la accion en el aula?

7/
o0

¢ Qué fases comprenden el estudio?
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Concepcion y analisis a priori: este analisis comprende una situacion descriptiva y una
predictiva presentes en una situacion a-didactica. Se concentra el disefio de dispositivos
didacticos con diversas actividades y las posibles respuestas o devoluciones.

Experimentacion: en esta tercera fase se entiende la puesta en escena del instrumento de
investigacion y el posterior analisis de las producciones de los estudiantes. La investigacion
debe enfocarse en los objetivos y condiciones adecuadas para la realizacion de la intervencion
en la poblacion de estudio, establecer un contrato didactico y finalmente dar pie a la

interaccion estudiantes — medio y profesor.

Analisis a posteriori y validacion: a esta fase le corresponde la recopilacion y analisis de
datos que se obtienen de la experimentacion; posteriormente se reflexiona sobre el alcance y
validacion de las suposiciones formuladas en la investigacion. La confrontacion de dos
andlisis a priori y a posteriori permite la aparicion de limitaciones conceptuales en la
poblacién de estudio. A continuacion, se muestra el diagrama de las fases de la ingenieria

didactica en la Figura 6:

Analisis epistemologico

Anélisis de lo didactico

Analisis preliminares

Analisis de lo cognitivo

Situacion descriptiva
Concepcion y analisis a
priari
Situacion predictiva

Fases de la Ingenieria
didactica

Puesta en escena del
instrumento de investigacién

Experimentacion

Poblacién de estudio

Confrontacion de los
andlisis a pripori

— Analisis a posteriori

Conclusiones y Validacion

Figura 6. Fases de la ingenieria didactica basado en Artigue (1995) Elaboracion propia.
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2.3.4 Transicion de la aritmética al algebra
La transicion de la aritmética al algebra es uno de los temas fundamentales que se han

estudiado durante los Ultimos afios (Kieran, 1989). La aritmética y el algebra comparten
varios signos y simbolos, entre estos los mas frecuentes son los signos de suma y resta, el
uso de letras, el signo de la raiz y el signo igual. Estos signos y simbolos evolucionan en su
significado al pasar de la aritmética al algebra, creando asi conflictos en su interpretacion y
dificultades en su entendimiento segin Kieran (1981), los estudiantes adoptan percepciones
diferentes dependiendo de la situacion por ejemplo en el caso del signo igual desde el
contexto aritmético algunos estudiantes consideran la presencia de este signo como el
“indicador de hacer algo”, mientras que para entender el uso del signo igual en el algebra se
necesita identificar al signo igual como una relacion de equivalencia, esta es una de las
principales causas del por qué los estudiantes experimentan un proceso que en ocasiones 10s
limita en su comprension, a este fendmeno se le ha denominado transicion del aritmética al

algebra.

La presencia de una transicion de la aritmética al algebra implica un cambio conceptual
considerable. Numerosos trabajos de investigacion han centrado su interés en la [lamada zona
transicional de la aritmética al algebra (Kieran, 1989; Serres, 2011). Lo primero que llama la
atencion es el uso de elementos matematicos que coinciden en ambas ramas los operadores
“+"y "x". En la construccion del conjunto de los nimeros reales estos operadores se definen
con propiedades conmutativa, distributiva y asociativa. El intercambio en la representacion
de cantidades con el uso de letras en lugar de ndmeros requiere un desarrollo en el
razonamiento del estudiante con expresiones generalizadas sobre términos, numeros y
operadores para la formacion de objetos matematicos. El algebra resulta ser un estudio con
alto nivel de abstraccion, dificil de entender para los estudiantes, pero necesario para estudios
posteriores de las matematicas como la trigonometria, la geometria analitica y el calculo. No
obstante, el algebra también constituye una parte muy importante en el estudio de otras
ciencias exactas como la fisica y la quimica, ademas de también influir en ciencias sociales
como economia, informatica, contabilidad, etc. EI algebra nos proporciona un gran bagaje
para representar situaciones especificas, concretas, generales y validas. Una situacién muy
relevante en la transicion de la aritmética al algebra es la comprension del signo igual y su

contribucion al aprendizaje escolar.
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2.3.5 El algebra escolar
En la ensefianza tradicional del algebra es comun encontrar un enfoque centrado en las

operaciones, los estudiantes en sus primeros estudios forman expresiones algebraicas
(monomios y polinomios) para operar, posteriormente usan el lenguaje verbal para construir
expresiones que requieren una solucion (ecuaciones). En Arcavi et al. (2017) definen que los
objetivos del algebra escolar consisten en expresar generalizaciones, establecer relaciones,
resolver problemas, explorar propiedades, demostracion de teoremas y calcular. Por otro
lado, Stacey y MacGregor (2000) sefialan que una de las principales razones por las cuales
los estudiantes no logran una concepcién adecuada de la l6gica mediante el algebra radican
en sus experiencias previas en la aritmética, donde la practica les genera un impulso a
calcular, lo cual se manifiesta en el significado que le dan a un valor desconocido, su
interpretacion de lo que es una ecuacion y sus procesos de solucion. En relacion, la ensefianza
tradicional del algebra al centrar su atencién en las operaciones con expresiones algebraicas
y la solucién de ecuaciones han dejado de lado muchos aspectos. En la investigacion en
didactica de las matematicas los estudiantes presentan obstaculos al transitar de la aritmética
al &lgebra, un obstaculo muy presente en el aprendizaje de los estudiantes es su comprension
del signo igual (Serres, 2011).

2.3.6 Usos del signo igual en el algebra
El signo igual representa usos concretos en el algebra principalmente en la formacion de

expresiones y construccion de objetos matematicos seguin Godino (2003):

1. Identidad: la igualdad resulta ser verdadera para cualquier valor que tomen las
variables ejemplo: (a + b)? = a? + 2ab + b2.

2. Ecuacion: la igualdad sélo se satisface con ciertos valores de las variables
involucradas 3x + 7 = 13.

3. Férmulas: se determina una relacion de dependencia entre dos o mas variables,
ejemplo: Ec = %mv2

4. Definicion de un objeto: el signo igual se utiliza para definir un objeto matematico

(o
como en el caso de: T = -

56



5. Funcidn: se construye el objeto matematico de funcién al determinar un proceso de
transformacion para un dominio de valores definidos y obtener una regla de

correspondencia (imagen).

Ejemplos mas comunes: funciones lineales f(x) = ax + b, funciones cuadraticas
f(x) =ax?+ bx + ¢, funciones racionales del tipo f(x)= % funciones

exponenciales f(x) = a*, etc.

2.3.7 Propiedades del signo igual como relacion de equivalencia
El pensamiento relacional del signo igual permite identificar las propiedades de la igualdad

como una relacion de equivalencia estas propiedades son:

= Reflexiva: un término numérico y/o expresion algebraica es idéntica asi misma,

tal como: a = a.

= Simétrica: dos términos y/o expresiones algebraicas son equivalentes, si
representan el mismo valor numérico, sia = bcomo b = a,asicomoa+b =c¢

entonces, c = a + b.

= Transitiva: si una entidad numérica o algebraica estd relacionada con otra
representacion equivalente, y esta a su vez tiene relacion con otra. Se concluye

quesia =byb = c, entonces, a = c.

2.3.8 Propiedades de la adicion y el producto del signo igual
Las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva del signo igual permiten adoptar diversos

escenarios donde el uso y comprension de estas propiedades para la resolucion de ecuaciones

resulta ser esencial:

= Adicion de términos: sia = b, entoncesa+c=b + ¢
= Multiplicacion de términos: si a = b, entonces ac = bc

Sustitucion: si a = b la declaracion permite sustituir “a” por "b" 0 bien "b" por “a” segin
sea el caso con el fin de sintetizar, resolver y verificar una expresion matematica.

57



2.3.9 Reflexion Docente
A partir de los trabajos de Alsina (2007) se incluyd a la reflexion docente como un proceso

de resolucion de conflictos y dudas, parte de la idea de que el profesor se convierte en el
protagonista y el impulsor de su propia formacion. A través de un anélisis profundo de sus
actos. Para ello, el autor propone la intervencidn de un ciclo reflexivo basado en Korthagen

(2001), dividido en cinco fases:

1. Experiencia de los asistentes (accion): Esta fase inicial se identifica por la puesta en
practica del docente con una serie de procedimientos y habilidades para establecer un
panorama favorable a la participacion.

2. Proceso de concientizacion de la propia actuacion (de vuelta a la accion): EIl docente
inicia con una reflexion de su propia actividad e interaccion en aula, lo que da
oportunidad a la comparacion.

3. Concientizacion de practicas susceptibles de ser modificadas (conciencia sobre los
aspectos esenciales): Esta tercera fase se produce gracias a la reflexiéon individual y
grupal, el profesor se vuelve capaz de identificar algin aspecto de su practica docente
propensa a modificar, y asi favorecer su contenido.

4. Investigacion y aplicacion de nuevo conocimiento en el aula (Disefio de métodos
alternativos de accion): El docente analiza opciones de mejora continua, para facilitar el
proceso de ensefianza y aprendizaje.

5. Reflexiones y aprendizajes finales (Ensayo): La ultima fase consiste en llevar a cabo el

proceso de reflexion sobre la practica y mejora en el aula.
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Alsina (2007) propone el siguiente esquema (Figura 7) como propuesta al proceso de un ciclo

reflexivo.

Interaccidn
con los demas, con
uno mismo y con la
teoria

Concepciones,
creencias, [ Conflictos cognitivos ]

Co-construccién

etcétera

Constraste con

\ uno mismo y con
——{ Reconstruccion )= los demas, entre
la practica y la

teoria

Figura 7. Ciclo reflexivo, Alsina (2007).

2.3.10 Reflexion sobre el proceso de ensefianza de las matematicas en el aula
La ensefianza de las matematicas en el aula se promueve en direccion a los programas de

estudio, mediante practicas y metodologias como la resolucion de problemas. Weiss et al.

(2019) considera cinco dimensiones especificas de analisis para identificar areas de

oportunidad y desarrollo:

a) Conocimiento de las nociones matematicas
Bajo este panorama se identifica a la ensefianza tradicional como una dificultad a los
docentes que hacen practica de procesos mondtonos y que como consecuencia imitan los
estudiantes, en contraste, en un proceso de reflexion se logra acceder a ser flexible sobre
los procesos de ensefianza, con el objeto de retroalimentar el conocimiento, y eludir las
nociones que obstaculizan el aprendizaje significativo. Cabe destacar que una ensefianza
tradicional se puede encontrar implicita también en el material didactico “libros”.

b) Los problemas planteados presentan limitaciones
El conflicto por el cual se deriva este andlisis se debe a la intervencion de practicas
docentes, por ejemplo, cuando el profesor aparenta un monélogo, en el cual pregunta a los
estudiantes, pero el mismo, se responde, dicta y toma decisiones, ademas de plantear
problemas excluidos de la realidad, en consecuencia, se ostenta poco espacio a la

participacion y desarrollo del aprendizaje. Es importante la reflexion del docente para
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plantear problemas con la intencién de convertirse en un desafio y resignificar la
pertenencia del conocimiento.

c) Ladiversidad de procedimientos: manifestacion de un avance
Este andlisis promueve la adaptacion y aceptacion de la diversidad de procesos para
resolver un problema de indole aritmética o algebraica, el reconocer y valorar un
procedimiento correcto de los estudiantes, favorece a la autonomia y desarrollo del
aprendizaje.

d) La ejercitacion de algoritmos: una practica continta
El cuarto andlisis pertenece al disefio de algoritmos significativos, que favorezcan los
métodos de resolucién de problemas.

e) EIl material concreto y los juegos, con algunas limitaciones
Esta dimensidn favorece al analisis para evaluar la organizacion del material didactico y
el uso de juegos didacticos que ayuden a la construccion de objetos y conceptos
matematicos.

Con base al trabajo de Chevallard (1991) sobre el tridangulo didactico. En las investigaciones

de Weiss et al. (2019) se presenta el esquema didactico (Figura 8) que describe el proceso de

analisis sobre la ensefianza de las matematicas en el aula.

1. Respuesta a
intervenciones
2. Respuesta a producciones \
3. Respuesta a errores
4. Evaluacion y
retroalimentacion

1.Validez, amplitud,
profundidad del

< conocimiento disciplinar.
2.0portunidades para hacer
matematicas, para usar el
lenguaje, etc.

Docente

p AL

1. Tarea propuesta
2. Intencion didactica
3. Accesibilidad, reto
4. Estructura y organizacion
5. Secuencia didactica

6. Estrategia didactica

Estudiantes

1.Procedimientos,
formulaciones, argumentos.
2.Interacciones

Figura 8. Esquema Didéctico, Chevallard (1991), Fuente: Weiss et al. (2019)
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CAPITULO 3 METODOLOGIA

3.1 Introduccioén

La palabra metodologia significa “ciencia del método” o “ciencia de cOmo hacer”. La
adaptacion de un “método” se relaciona mas con las herramientas de recoleccion de datos y
con las técnicas, mientras que una metodologia posee un significado mas general y filosofico
lo que permite aplicar enfoques y técnicas de investigacion basados en familias de

investigacion (Gémez 2010).

Familias, enfoque y técnicas
de investigacién

| [—1 |
Familias de Enfoques de Tecnicas de
investigacion investigacion Investigacion
- Investigacion
| | cuantitativa o accion Documentos
cualitativa
Estudio de Entrevist
casos ntrevistas
Trabajo de : ] :
| gabinete o de Experimentos Observaciones
campo
Encuestas — Cuestionarios

Figura 9. Esquema familias, enfoque y técnicas de investigacion (Blaxter, Hughes, Tight, 2000: 90)

El estudio presentado en esta tesis tiene una naturaleza cualitativa con base a la ingenieria
didactica como metodologia de investigacion que incorpora un analisis robusto en la
recopilacion de datos. Este proceso, incluyé el disefio de un instrumento con preguntas y
actividades (igualdades de completar, ecuaciones y problemas) relacionadas con los

significados del signo igual.

3.2 Poblacion de estudio
Para la aplicacion del instrumento de investigacion se optd por trabajar con estudiantes de

secundaria entre 12 a 15 afios, especialmente estudiantes de segundo y tercer grado debido a
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que se encuentran en la introduccion formal al estudio del algebra, después de haber recibido
la ensefianza de la aritmética, En estos grados se comienza el trabajo con ecuaciones y
expresiones algebraicas. A esta edad, los estudiantes reconocen igualdades numéricas y
algebraicas por lo cual presentan un nivel de cognicién ideal para la realizacidn del material.
Ademas, su conocimiento se encuentra en una etapa de transicién entre lo aritmético y lo
algebraico, donde el signo igual adquiere un papel fundamental como equivalencia. Por
ultimo, en este nivel se han registrado concepciones inadecuadas de tipo operacional, o bien
se puede manifestar una concepcion adecuada dentro de lo relacional, lo que permitio

analizar y evidenciar las producciones de los estudiantes.

En este sentido, se aplico el medio con estudiantes de educacién secundaria. Se analizé el
trabajo de los estudiantes al resolver la secuencia de actividades concentradas en el material.
En suma, se trabajé una sesién tipo taller con docentes de educacion media superior de
diversas preparatorias de la regién de Hidalgo. En este taller, ademas de la aplicacién del
instrumento, se discutio sobre las producciones de los estudiantes que manifestaron una

concepcion inadecuada del signo igual y aquellos que se identificaron de manera correcta.

3.3 Fase 1: Analisis preliminares
En esta fase se analizaron estudios relacionados con la resolucién de igualdades numéricas

69

abiertas, preguntas sobre el significado del simbolo , igualdades de verdadero/falso,
cadenas de igualdad, problemas de situaciones reales y expresién de valor desconocido tipo
figura y tipo letra (Essien, 2006; Abrate et al., 2008; Molina et al., 2009; Mathews et al.,
2012; Burgell y Ochoviet, 2015; Baiduri, 2015; Broitman et al., 2017; Vermeulen y Meyer,
2017; Parodi et al., 2017; Fyfe et al., 2020; Parodi et al., 2020; Wardat et al., 2021; Donovan
etal., 2022; Madej, 2022; Milinkovic et al., 2022; y Lee y Pang, 2023). Todos estos trabajos
permitieron establecer el orden y tipo de actividades que se utilizaron en el instrumento de

investigacion.

El instrumento se dividié en cuatro momentos, el primero de ellos relativa a las palabras y

C__9

significados que estudiantes asocian al simbolo y el uso que se le atribuye al signo con
igualdades cerradas verdadero/falso. El segundo, referente al trabajo de una equivalencia
numérica con igualdades abiertas. El tercero, asociado con expresiones equivalentes,

resolucion de problemas aplicados a situaciones reales y resolucién de ecuaciones, y el
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cuarto, dirigido a docentes con la intencion de concientizar acerca de la ensefianza y

necesidad de trabajar la interpretacion del signo igual.

El primer momento se llamo exploracion con el propdésito de indagar y dejar al descubierto
las palabras y significados que se asocian al signo igual. Por lo cual, la primera pregunta del
instrumento es: ;Qué palabras asocias y usas para referirte a este simbolo “="? Segun los
resultados de Mathews et al. (2012), Burgell y Ochoviet (2015), Baiduri (2015), Vermeulen
y Meyer (2017), Fyfe et al. (2020), Parodi et al. (2020) y Madej (2022), los estudiantes al
responder esta pregunta utilizaron palabras como: resultado, igual, igualdad, equivalencia,
entre otras. Estos estudios sefialaron que usar palabras como resultado obstaculiza la
comprension del signo igual al asociar este simbolo con significados de sefial de hacer algo,
operador, expresion de una accion. Estos significados ponen de manifiesto una concepcién
inadecuada del signo igual por los estudiantes. Mientras que, el uso de palabras igual e
igualdad seguin Lee y Pang (2023) no garantiza que se manifieste una comprension incorrecta
0 completa, incluso puede entenderse como una comprension simultanea, por altimo, el
asociar con las palabras como equivalencia o equivalente dejan entre ver una posible

concepcion adecuada del signo igual por los estudiantes.

Por otra parte, estudios con igualdades verdadero/falso como 7 + 3 = 10 + 3 (Molina,
2009); 16 = 7 + 9 (Burgell, 2015); 0 6 + 4 = 5 + 5 (Donovan, 2022). Ademas, se incluy6
el uso de cadenas de igualdades como 5+ 9 = 14 +2 = 7 x 3 = 21 reportada en Essien
(2006). Los investigadores sefialan que este tipo de igualdades dejan al descubierto la
presencia de una lectura unidireccional asociado a interpretar un orden de izquierda a derecha
tipo operacion = resultado, mientras que, expresiones tipo a = b + ¢ en este caso los
estudiantes llegaron a interpretar un orden inverso, y en algunos casos rechazaron o aceptaron
la expresion recurriendo a reescribir la igualdad de la forma b + ¢ = a, situacién que
obstaculiza una lectura bidireccional de la igualdad. Por otro lado, el rechazo en expresiones
tipo a + b = ¢ + d dejan de manifiesto dificultades en comprender la propiedad simétrica

de la igualdad.

Por Gltimo, en el uso inadecuado o aprobacidn de las cadenas de igualdad, las investigaciones
sefialaron que los estudiantes asociaron el significado de separador, ademés este orden de
realizar operaciones viola las propiedades transitiva y simétrica de la igualdad. para analizar
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estos resultados y evidenciar dichas situaciones se propusieron las siguientes cuatro

igualdades:
15—-8=74+1,22=154+7,6+5=7+4,y12+3=15+1 = 16.

El segundo momento llamado ampliacion concentr6 igualdades abiertas de completar
relacionadas con el concepto de equivalencia numérica, basados en Broitman et al. (2017)
trabajar con igualdades como 228 +49 = ___ + 50, junto con cadenas de igualdad
apropiadas como 350+__=__ x 20=__ /2 =700 (Milinkovic et al., 2022),
posibilitan una ampliacion del conocimiento y significado del signo igual en la aritmética.
En suma, Mathews (2012) destaco que este tipo de igualdades permite que el estudiante
observe una comparacion en las cantidades, sin la necesidad de recurrir al calculo, hecho que
favorece a mostrar un nivel avanzado en la comprensién del signo igual. En este sentido, las

igualdades propuestas fueron:

215+ __=175+216; 5+6=_+4=11;, 350+ _=__*20= /2 =700; y

3

Z(_) = 2; con esta Ultima, se examinaron las dificultades que se manifestaron en la

resolucion de igualdades con fracciones equivalentes y sus propiedades.

El tercer momento se llamé transicion en este apartado se concentrd con actividades de
expresiones algebraicas con ecuaciones tipo ax + b = cx + d con el valor desconocido tipo
letra en ambos lados, investigaciones como Abrate et al. (2008) han sefialado que este tipo
de ecuaciones requieren metodos algebraicos formales, como el método de la balanza o
soluciones por equilibrio de igualdades, en lugar de recurrir a modelos aritméticos, situacion
que favorece a una transicion del conocimiento y aprendizaje de la aritmética al algebra. Por
otro lado, segun Fyfe et al. (2020) y Milinkovic et al. (2022) sefialaron que el trabajo con
problemas de aplicacion con situaciones reales favorece a relacionar al signo igual con

significados mas apropiados como una expresion de correspondencia.

En suma, con base en Filloy y Rojano (1989) las nociones aritméticas no son suficientes en
ecuaciones tipo ax + b = cx + d; su resolucién implica procesos de origen fuera de la
aritmética. Esto deriva en un cambio en el concepto de ecuacion o de la igualdad entre

ndameros.
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El estudiante debe al menos comprender que ambas expresiones son de la misma naturaleza,
y que existe un significado para la igualdad mas alla de una operacion: Por ejemplo, hallar el
valor desconocido de una ecuacion significa comprobar que ambas expresiones son

equivalentes. Al respecto, se propusieron las expresiones:

e Escribe dos formas de expresar la sentencia 13y — 8y = ___.

e Resuelve: El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos girasoles
¢ Cuanto cuesta una rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos.

e Encuentra el valor de “x” que cumple la expresion: 2x + 7 = 4x — 5.

e Si(a+ b)? =a?+ 2ab + b?, consideras que la expresion (a + b)? = b% + a? + 2bes
verdadero; si no ¢Por qué?

e Completa las expresiones con el término algebraico faltante:

(x+)2=6x+9+ ;(y—5@+ )=y2-25 x>+9%x+ =((x+3)(6+ )

Las ultimas actividades del momento segtn Parodi (2020) util para la evaluacion del trabajo
con polinomios.

En el cuarto momento llamado reflexion, dirigido a docentes, con base a las investigaciones
de Vermeuleny Meyer (2017) y Parodi et al. (2024) es importante evaluar los conocimientos
y concientizar sobre los métodos de solucidn que se ensefian y las ventajas que se manifiestan
al trabajar con actividades que involucran la comprension del signo igual. En este apartado
se aplico el instrumento de investigacion en una sesion tipo taller con docentes las preguntas
fueron:

e ;Sueles ensefiar con un enfoque hacia el pensamiento relacional en clase?

e ;ldentificas si este tipo de ejercicios aparecen en los libros de texto?

e ;COmo crees que ayudarian a tus estudiantes la implementacion de actividades enfocadas
a entender una relacién de equivalencia del signo igual para el desarrollo de sus
habilidades?

e ;En clase promueves actividades que involucran las propiedades del signo igual y las de
los reales?}

Para describir este proceso se elabord la figura 10, junto con los objetivos que se plantearon

en cada momento.
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Momento 1
Exploracion

Momento 2
Ampliacion

Momento 3
Transicion

Momento 4
Reflexion

-
Analizar las nociones, ideas
intuitivas y significados de los
estudiantes que atribuyen al
simbolo "=" en el aritmética

“~

~

Identificar los niveles de
comprension del signo igual en
el aritmética

~

~
Evaluar los efectos de la
ensenanza tradicional sobre el
signo igual en los inicios del
algebra

“~

(Concientizar a los docentes
sobre |la necesidad de disenar
actividades no tradicionales que
favorezcan la concepcion de

(una relacion de equivalencia

Figura 10. Fases y propésitos de la prueba. Elaboracion propia
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3.4 Fase 2: Concepcion y analisis a priori

3.4.1 Andlisis del programa de estudios
La segunda fase comprende una situacion descriptiva y otra predictiva. En consecuencia, se

realizé una revision de los planes de estudio anteriores y actuales, los libros de texto
distribuidos por la Secretaria de Educacion Publica (SEP) y los libros que actualmente

proporciona la Nueva Escuela Mexicana (NEM).

El programa curricular de la SEP plan 2017 se organiza en tres ejes tematicos distribuidos en

doce temas:
Propdsitos generales, SEP 2017

Concebir las matematicas como una construccion social en donde se formulan y argumentan

hechos y procedimientos matematicos.

Adquirir actitudes positivas y criticas hacia las matematicas: desarrollar confianza en sus
propias capacidades y perseverancia al enfrentarse a problemas; disposicion para el trabajo
colaborativo y auténomo; curiosidad e interés por emprender procesos de busqueda en la

resolucién de problemas.

Desarrollar habilidades que les permitan plantear y resolver problemas usando herramientas

matematicas, tomar decisiones y enfrentar situaciones no rutinarias.

https://www.ipmp.gob.mx/web/acervo digital/documentos/Libros%20Digitales%20Colecci
on%20AC/Aprendizajes%20Clave%20para%20la%20Educacion%?20Integral.pdf

Tabla 9. Mapa curricular de la SEP plan 2017 (matematicas)

Numero, algebra y variacion
e Numero
e Adicion y sustraccion
e Multiplicacién y division
e Proporcionalidad
o Ecuaciones

e Funciones
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e Patrones, figuras geométricas y expresiones equivalentes
Forma, espacio y medida

e Ubicacion espacial

e Figuras y cuerpos geomeétricos

e Magnitudes y medidas
Analisis de datos

e Estadistica

e Probabilidad

Los mapas curriculares de la NEM ubican a los grados 1,2 y 3 de secundaria dentro de la fase
6 de su desarrollo con respecto a los saberes y conocimiento cientifico, la tabla 10 se elaboro

con los temas principales que se abordan:

Tabla 10. Programa de estudio para la educacion secundaria de la fase 6 (matematicas)

o Expresion de fracciones como decimales y de decimales como fracciones
e Extension de los nimeros positivos y negativos y su orden

e Extension del significado de las operaciones y sus relaciones inversas
o Regularidades y patrones

¢ Introduccién al algebra

e Ecuaciones lineales y cuadraticas

e Funciones

o Rectas y angulos

e Construccion y propiedades de las figuras planas y cuerpos

e Circunferencia, circulo y esfera

¢ Medicion y célculo en diferentes contextos

e Obtencion y representacion de informacién

e Interpretacion de la informacion a través de medidas de tendencia central y
dispersion

e Azary probabilidad
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Se analizo el contenido de los libros de texto distribuidos por la NEM identificando los

temas y subtemas que favorecen o influyen en la interpretacion del signo igual:

Tabla 11. Andlisis del contenido tematico de los libros de la NEM

Grado Temas Subtemas Comprension del signo igual que favorece
Operacional Relacional
1° Conversion de Conversion de Sentido de Solo si es exacta
nameros nameros decimales | aproximacion si la
a fracciones equivalencia no es
. exacta
Conversion de
fracciones a
nameros decimales
1° El ceroy los Ubicacion de los Asocian una Distinguen entre un
nameros nameros negativos | diferencia operativa | nimero positivo y
negativos en la recta numérica | con los signos un negativo
1° Extension del Propiedad Profundiza las
significado de la | conmutativa propiedades de los
sumay la . . nameros reales
multiplicacion Propiedad asociativa
Propiedad
distributiva
1° Introduccién a Concepto de Se definen
lamediciony el | longitud y segmento equivalencias de
calculo aplicacién en
C_oncep_to de unidades de medida
distancia entre dos
puntos
1° Jerarquia de Identificacion de la | No se define la Se subraya que hay
operaciones jerarquia de razén del orden una agrupacion
operaciones formal en la
. S_e pr(_)rpue\_/(Ia la gjecucién de las
EjempIFJ:s de S|mpllflcaCIon de operaciones
resolucion expresiones
Uso frecuente de la
palabra “resultado”
1° Operaciones Suma y resta de Adoptan el término | No definen el
bésicas positivas | fracciones de fraccion conjunto de los
Yy negativas , . nUmeros racionales
NUmeros decimales | Se encuentra
ambigledad en la
diferencia de
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Multiplicacion y
division de
fracciones

NuUmeros decimales

nlmeros negativos
Yy positivos

Formatoa+ b =c¢

Leyes de los signos

1° Porcentajes Procedimientos para | Uso de formulas Se habla de
obtener un proporcionalidad
porcentaje Cancel_ar
expresiones
Representacion
grafica
1° Sistemas de Ecuacion de la Promueve la Fomenta el uso de
ecuaciones forma Ax = B blsqueda de una procedimientos de
» solucion balance de la
Ecuacion de la ecuacion
formaAx+ B =C
. Respeta las
Ecuacion de la propiedades de
forma Ax + B = adicion y
Cx+D multiplicacion
No se realiza la
comprobacion
2° Representacion | Comprension de la
algebraica de ecuacién
areas 5 B
ax“+bx+c=0
Ejemplos de uso
2° Propiedades de | Comprension de las Reconocimiento de
los exponentes | operaciones equivalencias y
en el algebra algebraicas propiedades de los
mediante las exponentes
propiedades de los
exponentes
2° Sistemas de dos | Método de Uso de procesos Aplican propiedades
ecuaciones reduccion algoritmicos de la igualdad con
lineales con dos ] los reales
incognitas !\/Ietodq d ©
igualacién
Método de
sustitucion
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2° Proporcionalida | Célculo de la Solo se trabajan con
d inversa proporcionalidad proporcionalidades
inversa enteras
Representacion
gréfica
2° Mdltiplos y Relacion metro, litro | Uso reservado de la | Se definen
submultiplos de | y kilogramo “x” como incognita | equivalencias entre
sistemas de Sist inalg unidades de medida
medidas istema inglés
Problemas de
aplicacién
2° Sucesiones Representacion Mecanizacion de Relacién objetos no
cuadraticas algebraica con procesos matematicos
figuras
Representacion
algebraica de
sucesiones
3° Ecuaciones de la | Formula general Memorizacion de No evidencia una
forma Resolucion d una formula simetria entre la
Ax? + By 4 C esolucton de ecuaciony su
xo + Bx + ecuaciones factorizacion
h Método de
factorizacién
3° Reparto Métodos de Mecanizacion de
proporcional resolucion procesos

Problemas de
reparto proporcional

En conclusion, el analisis evidencié un contenido tematico orientado a favorecer una

interpretacion relacional del signo igual; no obstante, se continan promoviendo précticas de

caracter operativo y unidireccional en los procesos de resolucion, asi como igualdades tipo

“operacion = resultado “. Al respecto, se identificaron dos situaciones relevantes para

promover una comprension solida del signo igual en los temas de ecuaciones de la forma

“ax + b = cx + d" y en la resolucion mediante las propiedades de adicién y multiplicacion

de términos en una igualdad (Figura 11).
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Por otra parte, El andlisis sobre el contenido de los libros de la NEM permitio identificar que,
cuando los estudiantes recurren a procesos mondtonos como la reduccién de términos
semejantes o la transposicion de términos, esto puede atribuirse a la ensefianza recibida, o

bien a la practica que se manifiesta en el aula.

Si se desea encontrar la solucién que satisfaga la ecuacion 16x + 4 = 8x + 10,
es necesario agrupar los términos semejantes de la ecuacién por medio de la

propiedad aditiva y multiplicativa de la igualdad:
1Gx - 4 — 4 = 8x + 10 — 4 Se resta menos cuatro en
ambos lados de la igualdad.

16x =8x+ 6 Ecuacién resultante

Se resta ocho veces x de

16x— 8= 8x = 8x + 6 hs lados de la igualdad.

8x=06 Ecuacién resultante
Sx( 1 ) _ G(L) Se divide entre ocho en ambos
8 lados de la igualdad.
Bx _ 6 Como 8x se divide entre 8, se puede afirmar
8 8 que se cancela el ocho en la fraccién.
= _6 Ecuacién obtenida de la
8 divisién entre ocho
3
x=— Se simplifica la fraccion.

Agrupar los términos semejantes en una ecuacion ayuda a la sim-
plificacion de las operaciones por realizar; ademas, para que se
pueda sumar o restar alguna cantidad, ésta debe estar acomparia-
da de la misma incognita y tener el mismo exponente.

Figura 11. Proceso de solucion, libro saberes cientificos en ecuaciones ax + b =cx +d
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3.4.2 Justificacion del Instrumento de investigacion

Con base, a la fase predictiva de la ingenieria didactica se establecio una seccién justificada donde se especifican los objetivos de cada

momento y las igualdades del instrumento, asi como, los indicadores para identificar la comprensién del signo igual que predomina en

las respuestas de los estudiantes.

Tabla 12. Metodologia del instrumento de investigacion

verdaderas o falsas.

Molina (2006), Burgell y
Ochovieth (2015)

igualdad #1, causa
conflicto y es

Momento Actividades Justificacion Comprension Indicador y Obijetivo
del signo conocimientos
igual implicados

1. ;Qué palabras asocias y usas Kieran (1981) menciona | Operacional | Si los estudiantes | Identificar y
para referirte a este simbolo “="? que varios estudiantes al asocian el uso del | clasificar las palabras
(Burgell y Ochoviet, 2015) comenzar el estudio del signo igual con una |y usos que los
algebra después de su paso estructura estudiantes  asocian
por la aritmética  suelen operacion = al signo igual con el
interpretar el uso del signo resultado, indicador | proposito de
igual como la “sefial de de una respuesta o | evidenciar la
hacer algo” ellos conciben solucion. presencia de

que el uso de este simbolo comprension
es para separar una | Relacional | Los estudiantes | operacional y

Momento 1 secuencia de operaciones e perciben el uso del | relacional,
Exploracion. indicar un resultado, lo signo igual como una | posteriormente

gue los lleva a no relacién de | reflexionar sobre el
comprender las equivalencia, usan la | uso del lenguaje
propiedades simétrica y palabra equivalente, | adecuado para
transitiva del signo igual. balance, etc. y logran | promover una

identificar las | comprension
propiedades del | relacional en los

signo. estudiantes.
2. Determina si las igualdades son | Basados en el trabajo de | Operacional | Si la estructura de la | Identificar si la

practica de una
ensefianza
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Igualdad #1:
15-8=7+1
(Molina, 2009)

Igualdad #2
22=15+7
(Burgell, 2015)

Igualdad #3
12+3=154+1=16
(Essien, 2006)

Igualdad #4
6+5=7+4
Donovan et al. (2022)

destacan que los
estudiantes pueden
mostrar deficiencias en su
entendimiento del signo
igual si trabajan con
ecuaciones que involucren
operaciones en ambos
miembros de una
igualdad, asi  mismo,
mostrar ~ rechazo  en
estructuras de la forma
a=b + c, también
llegan a confundir el uso
del signo igual como una
secuencia e interpretarlo
como un separador de
operaciones.
Documentaron que la poca
atencion de la didactica
hace que los estudiantes
no desarrollen los
conceptos principales para
entender la evolucion del
signo igual en el algebra.

Relacional

aceptada los
estudiantes

demuestran una
visién  operacional.

Lo mismo sucede si
rechazan la igualdad
#2 por el orden en su
estructura.

También se considera
como operacional si
validan la igualdad #3
y rechazan la nimero
#4.

Rechazan la igualdad
#1 al identificar que
no expresan el mismo
valor, También, si
aceptan la estructura
de la igualdad #2 con
el argumento de que
son lo mismo,
ademas logran
identificar el mal uso
de una cadena de
igualdades en la
igualdad #3, por
altimo, si  logran,
Identificar la
igualdad #4 como
equivalente.

La presencia de estos
casos permitira

tradicional, como el
enfoque  en la
realizacion de
operaciones, influye
en la presencia de
comprensién

operacional en los
estudiantes. También
se pretende,
evidenciar malos
usos del signo igual
gue desarrollan los
estudiantes al hacer
uso del signo igual
como separador de
una secuencia de
operaciones durante
la préactica de la
aritmética 'y  por
altimo identificar si
los alumnos hacen
uso de las
propiedades del
signo igual para
resolver las
igualdades.
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identificar que los
estudiantes  pueden
llegar a desarrollar
una vision relacional

del signo igual
1. Completa cada espacio con la | Parodi et al. (2024) | Operacional | Los estudiantes | ldentificar el
cantidad faltante basados en la clasificacion enfocan sus | razonamiento de los
de Matthews et al. (2012) respuestas en la | estudiantes y mostrar
Igualdad #1 sostienen que realizacion de los | la forma en como
2154+ ___ =175+ 216 normalmente se presentan calculos. En algunas | interactian con las
cuatro niveles de ocasiones responden | propiedades del
Igualdad #2 conocimiento en la incorrectamente  ya | signo igual en el
546=_+4=11 comprension del signo gue presentan casos | contexto aritmético.
igual: de lectura
(Broitman et al., 2017) *Operacional Rigido: unidireccional.
caracterizado por una
Igualdad #3 lectura unidireccional en Las respuestas de los
350+ ___=_ =20 =1400/2 | lacual seconcibe el signo | Relacional | estudiantes presentan
=700 igual como la sefial de un  analisis  mas
Momento 2 .
Ampliacion B _ hacer algo, los estudlan_t?s profundo apoygdo en
(Milinkovic et al., 2022) en esta comprension la comparacion de
asocian el uso del simbolo términos,
Igualdad #4 entre las palabras propiedades de la
3 resultado, operacion vy igualdad y de los
Z<_> =2 respuesta, ademas de nameros reales.

enfocarse en los calculos.
*Operacional flexible: se
caracteriza por una lectura
unidireccional que se
extiende a la posibilidad

de leer en ambas
direcciones.
*Relacional basico: se

distingue por la capacidad
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de leer las ecuaciones de
forma bidireccional
favorece a la realizacion
de operaciones en ambos
miembros de la igualdad y
ayuda a su comprensién

una relacion de
equivalencia.
Relacional comparativo:

se identifica gracias a una
lectura bidireccional que
se apoya en las
propiedades del signo y de
las operaciones
disminuyendo el enfoque
en realizar célculos.

Momento 3
Transicion

1. Escribe al menos dos formas de
expresar la sentencia:

13y — 8y =

13y — 8y =

1.Serres (2011) define que
la conceptualizacion del
algebra  escolar  esta
previamente  vinculada
con la aritmética, el
enfoqgue  en  realizar
operaciones  algebraicas
como la reduccion de
términos semejantes como
Unica solucidn, presenta
dificultades al tomar un
caracter de generalizacion
esto inhibe percibir los
cambios y evolucién del
significado de los
simbolos en el algebra,

Operacional

Relacional

Los participantes
completan la
igualdad solo con una
expresion basada en
lo que se conoce
como simplificacion
de términos
semejantes 'y no

ofrecen otra
respuesta.
Los participantes

conocen la reduccion
de términos, ademas
ofrecen al menos una

Evidenciar que el
enfoque de algunos
estudiantes se centra
en la realizacién de
operaciones

algebraicas al
resolver Unicamente
con una reduccién de
términos semejantes.
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entre ellos la comprension
del signo igual.

Destaca que los
estudiantes experimentan
una etapa de transicion de
su estudio de la aritmética
al algebra.

0 dos expresiones
equivalentes

2. Resuelve y describe el uso del
signo igual en el siguiente contexto:
“El costo de tres rosas es equivalente
a comprar dos rosas y dos girasoles.
¢Cuanto cuesta una rosa?, si el costo
de un girasol es de treinta pesos”

Milinkovic et al. (2022)

a) Encuentra el valor de “x” que
cumple la expresion

2x+7=4x—-5

Parodi et al. (2017)

2. a) Milinkovic et al.
(2022) sostiene que la
modelacion de situaciones
de la “vida real”
contribuye
favorablemente a la
correcta comprension del
signo igual, sefiala que la
elaboracién de esquemas y
manipulativos logran
ayudar a los estudiantes en
identificar una relacion de
equivalencia.

2. b) Abrate et al. (2008)
sefialan que el uso de
metodologias como la
transposicion de términos
obstaculizan el
razonamiento de los
estudiantes  desde un
principio al hacer uso del
lenguaje en  acciones
descritas como “pasar
términos al otro lado de la
igualdad con operacion
contraria” ignorando las

Operacional

Relacional

Los estudiantes
analizan la redaccién
del problema y no
logran construir una
ecuacion, intentan
resolver haciendo
calculos y proponen
una respuesta que
resulta ser incorrecta
0 incompleta. En
otros casos logran
proponer la ecuacion,
pero la resuelven de
forma algoritmica y
tradicional usando las
variables  comunes
(x,y) y con el enfoque

en obtener la
solucién.

Los participantes
resuelven mediante
un razonamiento, en
ciertos casos  se
apoyan con la
elaboracion de
diagramas para

2.a) Evidenciar como
los estudiantes llegan

a usar esquemas,
diagramas y
razonamiento l6gico
para resolver
problemas de
aplicacion de
situaciones que

pueden experimentar
en el mundo real, y
esto les ayuda a un
entendimiento  mas
completo del signo
igual.

2.b) Evidenciar que
el uso de la
metodologia

conocida como
transposicion de
términos  provoca
gue los estudiantes
solo centren  su
atencion en la
solucion 'y  no
comprueban la
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propiedades de equilibrio
de la igualdad.

encontrar la
respuesta. Al resolver
una ecuacién se
realiza un
procedimiento  que
involucra el balance

de expresiones,
también llegan a
realizar la

comprobacion de la
ecuacion con el valor

expresion, también
se pretende
evidenciar que el uso
de esta metodologia
viola las propiedades
de equilibrio del
signo igual y asi
mismo, los
estudiantes no lo
perciben.

x?% 4+ 9x+

Equivalencia #3
=(x+3)(6+ )

Aké (2020)

obstaculos incluyendo la
comprension incompleta
del signo igual en el
contexto algebraico

argumentando con las
propiedades de la
igualdad y de los
ndmeros reales,

gue  cumple la
igualdad.
3. Si (a+b)?=a?+2ab+ b?, | 3y4. Ake (2020) advierte | Operacional | Los participantes | Identificar si  los
consideras que la expresion | que los estudiantes no rechazan las | estudiantes
(a + b)? = b? + a? + 2ab es | logran percibir el uso del expresiones, no | reconocen las
verdadero; si no ¢Por que? signo igual como logran identificar las | propiedades de los
identidad algebraica caracteristicas de una | reales con el uso del
debido a que en la identidad algebraica | signo igual en una
aritmética basan su | identidad algebraica.
tradicionalmente se conocimiento del
4. Completa las expresiones con el | ensefia con énfasis en algebra en la | Analizar si los
término algebraico faltante algoritmos que se apegan a memorizacion y | estudiantes resuelven
Equivalencia #1 la resolucion de secuencia de pasos. a base de
(x+ )2 =6x+9+ operaciones y | Relacional memorizacién y
posteriormente Los participantes | férmulas, las cuales
Equivalencia #2 memorizacion de aceptan las | les hacen creer un
(y=-5@+ )=y?-25 férmulas. Se generan expresiones orden estricto en la
entonces una serie de algebraicas resolucion de

expresiones
equivalentes.
Evidenciar que esto
provoca que los

78




resuelven con
eficacia las
equivalencias
propuestos aln con
modificacion en el
orden al cual se
practica en la
ensefianza
tradicional.

estudiantes no

identifican los
elementos que
conforman la
expresion.

Momento 4
Reflexiones

¢Sueles ensefiar con un enfoque
hacia el pensamiento relacional
en clase?

¢ldentificas si este tipo de
gjercicios aparecen en los libros
de texto?

¢,Como crees que ayudarian a
tus estudiantes la
implementacion de actividades
enfocadas a entender una
relacién de equivalencia del
signo igual para el desarrollo de
sus habilidades?

¢En clase promueves
actividades que involucran las
propiedades del signo igual y las
de los reales?

Vermeulen 'y  Meyer
(2017) destacan que en
algunos casos el curriculo,
la preparacion no
orientada y los propios
conocimientos del docente
resultan ser obstaculos
debido a la falta de
atencion y capacidad para
percibir e interpretar las
limitaciones conceptuales
de sus estudiantes y es una
probleméatica importante
en el estudio del algebra.

Fyfe et al. (2020)
documentaron que la
poblacion de estudiantes
adultos y profesores es la
menos estudiada porque se
atribuye que las
concepciones matematicas
se desarrollan por la
posible experiencia
académica de los
individuos y que este

Los docentes
reflexionan sobre la
influencia de Ia
didactica en la forma
de resolucién de las
igualdades por parte
de los estudiantes, se
espera la toma de
conciencia sobre los
principales factores
que se presentan para
gue los alumnos
interpreten de manera
operacional 0
relacional al signo
igual.

Evidenciar como el
uso de metodologias
tradicionales usadas
en la practica
docente afecta
directamente en el
entendimiento de los
estudiantes
provocando el
desarrollo de
interpretaciones
operacionales en los
estudiantes y la baja

presencia de
interpretaciones
relacionales. El

objetivo es promover
la préctica de una
intervencion

didéctica para
fomentar la
concepcion

relacional del signo
igual.
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resulta ser un indicador
critico de la manifestacion
operacional del signo
igual en estudios
avanzados.

Parodi et al. (2024)
Recomiendan el uso de la
mirada profesional
docente como método de
andlisis para identificar,
percibir 'y reflexionar
sobre la ensefianza del
signo igual.
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3.5 Fase 3 Experimentacion.
La aplicacion de la prueba se llevo a cabo en tres escuelas secundarias publicas del estado de

Hidalgo. Esta prueba se aplico a cuatro grupos: tres grupos de tercer grado y uno mas de
segundo grado. Con el proposito de mantener la seguridad en la identidad de los participantes
las escuelas se han nombrado como S1 (grupos 3°Ay 3°B), S2 (grupo 2°E) y S3 (grupo 3°C).
Se conto con la participacion de un total de 123 estudiantes de 12 a 15 afios de edad. En cada
institucion se adapto un aula especial para realizar la prueba bajo la supervision del personal
de direccion de cada escuela. Para los primeros dos grupos participaron 48 estudiantes, 25
del grupo 3°A 'y 23 del grupo 3°B de la S1. La aplicacion de la prueba fue durante dos
maodulos de 50 minutos para cada grupo, posteriormente la prueba se aplicé a 41 estudiantes
de segundo grado 2°E en un salon de la S2 durante un modulo de 50 minutos, por altimo, la
tercera aplicacion de la prueba se llevo a cabo en las instalaciones de la S3 se cont6 con la
participacion de 34 estudiantes del grupo 3°C durante 2 médulos de 50 minutos. La razén
por la cual se han numerado como S1, S2 y S3 fue por el orden cronolégico en como se
aplicaron las pruebas en las escuelas siendo la S1 la primera escuela en aplicarse la prueba y

asi sucesivamente,
Se presenta la tabla 13 con la informacion pertinente de la aplicacion del instrumento.

Tabla 13. Poblacion de estudio

Escuela Ubicacion | Tiempo de la Grupo Total, de
sesion estudiantes

Escuela Secundaria (S1) Hidalgo Dos modulos 3°A 48

de 50 minutos 3°B
Escuela Secundaria (S2) Pachuca Un modulo de 2°E 41

50 minutos

Escuela Secundaria (S3) Pachuca Dos modulos 3°C 34

de 50 minutos

3.6 Taller Reflexivo
Con el objetivo de reflexionar y hacer conscientes como profesores de matematicas, se disefio

una sesion dinamica tipo taller divida en cuatro momentos, durante este taller se analizaron

dos aspectos: el primero sugiere explorar las nociones, didactica y significados que poseen
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los docentes con respecto al signo igual, el segundo factor consiste en evaluar los hallazgos
recopilados de las respuestas que se obtuvieron en la aplicacién previa con los estudiantes.

La sesion contd con el apoyo de la organizacion de un coloquio de ensefianza de las
matematicas, celebrado en las instalaciones del Centro de Extension Universitaria (CEUNI)
campus perteneciente a la Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo (UAEH), Dentro de
las instalaciones del plantel en el taller de computo, la sala cuenta con un cafién adecuado
para proyectar las diapositivas que guian el tiempo e informacidn detallada de la bibliografia,
y asi también, se comparten las producciones de los estudiantes junto con el instrumento de

investigacion.

Para aplicacion del instrumento con los docentes participantes, las primera tres actividades
del taller pertenecen a los momentos de exploracién, ampliacién y transicién, descritas
anteriormente. Finalmente, el cuarto momento disefiado exclusivamente para profesores esta

conformado por cuatro preguntas:

=

¢Sueles ensefiar con un enfoque hacia el pensamiento relacional en clase?

2. ¢ldentificas si este tipo de ejercicios aparecen en los libros de texto?

3. ¢Como crees que ayudarian a tus estudiantes la implementacién de actividades
enfocadas a entender una relacion de equivalencia del signo igual para el desarrollo
de sus habilidades?

4. ¢En clase promueves actividades que involucran las propiedades del signo igual y la

de los reales? Menciona que propiedades fomentas en cada caso.

Cada profesor contd con un material impreso del instrumento (Anexo 1), asi mismo, las
actividades se llevaron a cabo durante una sesién de dos horas con treinta minutos, se anexo

la ficha técnica de participacion del taller (Anexo 2).

Por otra parte, basados en Vermeulen y Meyer (2017) y Fyfe et al. (2020) sugieren que el
trabajo sobre la poblacién adulta profesores y estudiantes de nivel superior es importante
porque en ocasiones se considera que el conocimiento y significado del signo igual se
construye conforme a la experiencia académica, sin embargo, el analisis en este taller
permitio analizar y reflexionar junto con docentes, los efectos de la ensefianza en las

respuestas de los estudiantes y concientizacion del obstaculo didactico. Ademas, la toma de
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conciencia con los profesores destacO la necesidad de disefiar actividades no rutinarias y
también la reflexidn de saber identificar las caracteristicas de los niveles de comprension del
signo igual en los estudiantes y la Importancia de trabajar las propiedades del signo igual y

de los ndmeros reales.

3.7 Categorias de Analisis
Una vez realizado el taller reflexivo con docentes se analizaron las producciones de los

estudiantes, ademas de confrontar las respuestas de los profesores. A detalle, se analizd con

las siguientes categorias basadas en los trabajos de Weiss et al. (2019) y Alsina (2007).

La primera categoria se llama Nociones del significado, (Conocimiento de las nociones

matematicas, Weiss et al. 2019) el objetivo de este andlisis se centra en identificar las
concepciones, creencias, ideas intuitivas, experiencias previas, conocimiento empirico y
formas de comunicacion de los objetos matematicos en el aula. Sefialar que bajo el nombre
de “préctica reflexiva” (Alsina, 2007), el estudio y la reflexion es un proceso necesario para
validar una posible resignificacion hacia una comunicacion asertiva del uso del lenguaje
adecuado para ensefiar matematicas de manera efectiva y asi evitar una concepcién

inadecuada del signo igual.

En la segunda categoria sobre la atencion y concientizacion de los actos (proceso de

concientizacion de la actuacion propia, Alsina, 2007) el analisis consiste en evaluar, si los
docentes son capaces de reconocer las practicas que obstaculizan o favorecen la comprension
de los procesos matematicos a ensefiar, a través de sus propios actos de solucion expuestos
en sus respuestas de las igualdades en el material impreso. Cabe destacar que, al tener la
posibilidad de comparar con las producciones previas de los estudiantes, se espera una
reflexion profunda sobre las formas de solucidn. Al respecto, Chiqui quito (2015) sefiala que
el disefio de actividades capaces de generar desequilibrios cognitivos en el conocimiento de
los estudiantes favorece a una comprension sélida. Por lo cual, es importante que el docente
sea capaz de disefiar problemas que promuevan la confrontacién y estimulen la comprension
de equivalencia. cabe destacar que, el analisis se realizo a partir de los conocimientos previos

tanto de los estudiantes como de la ensefianza.
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Para la tercera categoria sobre la diversidad de solucion en los procesos (concientizacion de

practicas susceptibles de ser modificadas, Alsina 2007; la diversidad de procedimientos:
manifestacion de un avance, Weiss et al. 2019). En Alsina (2007) este analisis resulta ser
esencial en la busqueda de una reflexién individual y grupal, a través de los procesos de
solucion que se practican en el aula y que en ocasiones es reflejada en las respuestas de los
estudiantes. El estudio de esta categoria se centra en identificar las metodologias tradicionales
que obstaculizan la comprension y el aprendizaje para facilitar una transicion de la aritmética
al algebra. Reconocer la toma de conciencia sobre la diversidad de procesos y adaptacion de
resultados posibles, asi, como el disefio de estrategias en la ensefianza que suplante la
busqueda de algoritmos y practicas de memorizacién que obstaculizan la comprension del
algebra. Weiss et al. (2019) menciona que la aceptacion de la diversidad de procedimientos

para resolver un problema es lo que caracteriza y valora la calidad de resignificacion.

La cuarta categoria reflexion sobre el obstaculo (investigacion y aplicacion de nuevo

conocimiento en el aula, Alsina 2007; los problemas se plantean con limitaciones, Weiss et
al. 2019). Con base en Alsina (2007) destaco que al promover una reflexién de manera
consciente el docente buscara respuestas para poder mejorar, lo que debe facilitar y otorgar
una vision factible para completar una comprension. Por otra parte, Weiss et al. (2019)
menciono que los problemas resueltos bajo la tutoria del docente cuando realiza operaciones
de forma tradicional en clases cierran la oportunidad a la aparicion de errores que
evolucionen en una conceptualizacion, lo que es importante para un “analisis de lo cognitivo”
en el aprendizaje de los estudiantes con el bien de fomentar y originar una autonomia. Se
elabor6 una tabla con la asignacion de categorias con respecto a los momentos del

instrumento.

Tabla 14. Asignacién de las categorias en los momentos del instrumento de investigacién

Categoria Momento
Nociones del significado Exploracién
Usos del Lenguaje Exploracion

Atencion y concientizacion de los actos | Ampliacion

Diversidad de solucion en los procesos | Transicién

Reflexién sobre el obstaculo Transicion
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CAPITULO 4 ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se presentan los resultados y evidencias obtenidas de la aplicacion del
instrumento de investigacion con los estudiantes. Este primer anélisis esta dividido en tres
momentos que fueron descritos en la metodologia: exploracion, ampliacién y transicion.
Posteriormente se realizo el analisis sobre el taller reflexivo, en donde, se concentro la
categorizacion de las reflexiones de los docentes que participaron con base a los trabajos de
Alsina (2007) y Weiss et al. (2019).

4.1 Analisis del momento 1: Exploracion
El momento 1 de exploracion consistio en dos actividades, la primera pregunta dejo al

descubierto las nociones e ideas primitivas sobre la percepciéon del simbolo de igualdad.
Mientras que la segunda pregunta permitié un analisis a priori de los significados que se

vinculan con una comprension operacional o relacional.

4.1.1 Actividad #1: Nociones del significado
El primer apartado del instrumento de investigacion fue disefiado con el propdésito de

identificar las nociones, ideas intuitivas y el conocimiento empirico que poseen los
estudiantes. Para ello, se planted la pregunta: ¢ Qué palabras asocias y usas para referirte a
este simbolo “="?

Los estudiantes tuvieron la posibilidad de escribir més de una palabra en sus respuestas. Entre
las més frecuentes se encontraron igual e igualdad, seguidas por aquellas que asocian el
simbolo con la idea de resultado. En contraste, las palabras de menor frecuencia fueron
equivalente o equivalencia y otras que aparecieron Unicamente una vez.

En conjunto, los hallazgos de esta primera exploracion evidenciaron una tendencia
predominante hacia una comprension de tipo operacional en los estudiantes, mientras que
solo en pocos casos se identificd una posible comprensidn de caracter relacional.

La tabla 15, presenta la recopilacion y frecuencia total de las palabras escritas por los

estudiantes.
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Tabla 15. Frecuencia de palabras usadas por estudiantes

S1 S2 | S3 Total
Estudiantes 25 | 23 | 41 @ 34 123
Palabras Mencionadas / Grupo 3°A 3°B | 2°E 3°C Frecuencia
Resultado 15 17 21 18 71
Respuesta 4 2 2 4 12
Operacion 5 2 7 9 23
Igual/lgualdad 13 | 16 | 37 | 31 97
Mismo 5 0 8 1 14
Equivalente/Equivalencia 0 0 8 1 9
Otras (Sobrante, Total, Idéntico, Residuo, Semejante, 4 1 1 1 7
Interrogacion)

También se elabord un gréfico de pastel (figura 12) como representacion para mostrar la
distribucion porcentual de las palabras escritas.

Otras

Equivalente/Equivalnecia / 3%
4%

Igual/lgualdad

42% \

Resultado

30%
/—

—_ Respuesta
5%

“\_Operacion
10%

Figura 12. Palabras escritas por los estudiantes

Se adjunto la tabla 16 correspondiente al andlisis descriptivo acerca de las palabras escritas

dentro de una comprension:
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Tabla 16. Andlisis sobre las palabras

Comprension Justificacion Palabras
del signo

igual

Operacional Kieran (1981) documentd que los estudiantes de nivel basico | Resultado,
suelen comprender el signo igual como una “sefal para hacer | Respuesta,
algo”, lo cual obstaculiza su concepcion como simbolo de | Operacion,
equivalencia, En consecuencia, los alumnos tienden a asociarlo | Total,

con la obtencién de un resultado, una respuesta o el fin de una | Residuo,

operacion. Sobrante, etc.

Relacional Lee y Pang (2023) sefialaron que los estudiantes que asocian el | Igual,
signo igual con significados como equivalencia, equivalente o | Igualdad.

balance desarrollan una mejor comprension de la aritmética y el

algebra. En cambio, asociarlo con términos como igual, igualdad | EAuivalente,
o lo mismo que, no garantiza una concepcion relacional del Equivalencia,
Balance, etc.

simbolo, lo que implica, la posibilidad de manifestar una
comprension simultanea, que podria facilitar u obstaculizar su

transito a una comprension mas profunda de las matematicas.

Para ilustrar este cuadro, se disefio la Figura 13, que demuestra la distribucion de palabras y

su asociacion con las comprensiones operacional y relacional.

Resultado Igual Equivalente
Respuesta |gua|dad EqUivalenCia
Lo mismo
Operacion Equilibrio

Operacional Relacional

Figura 13. Distribucion de palabras asociadas al signo igual. Elaboracion propia
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En la Figura 14 aparece la frase escrita de un estudiante de tercer grado de la secundaria S1

1. ¢Qué palabras asocias y usas para referirte a este simbolo “="?
Qucd _oaco mi lo epokro 190al Sc relere @ UN
resoltbdo de ond ~omo o @sio

Figura 14. Evidencia de las palabras asociadas con el uso del signo igual de un estudiante; caso

de comprensién operacional, Alumna M, 3°A, S1. Momento 1. Exploracién

Este escrito dejé al descubierto un significado como indicador de resultado por parte del
estudiante, su interpretacion sugiere una asociacion restringida a una comprension de tipo

operacional del signo igual.

En contraste, la Figura 15, constituye evidencia del uso de las palabras igual y equivalente lo
que sugirié una posible comprension de tipo relacional por parte de un alumno de segundo

grado de la secundaria S2.

[Ty}

1. ¢Qué palabras asocias y usas para referirte a este simbolo

e e RS

Figura 15. Uso de las palabras igual o equivalente por parte de un alumno.

Comprension de tipo relacional, Alumno M, 2°E, S2. Momento 1. Exploracién

4.1.2 Actividad #2: Usos del signo igual
En esta segunda actividad se propusieron cuatro igualdades tipo verdadero/falso con el

propdsito de observar las dificultades en el aprendizaje de los estudiantes, las igualdades
propuestas fueron previamente investigadas y clasificadas en la bibliografia. Al respecto, se
incluyd la tabla 17 como cuadro de anélisis de las comprensiones operacional y relacional,

en el cual se compararon dichas categorias con las producciones de los estudiantes.

Tabla 17. Andlisis sobre el Nivel de Comprension

Igualdad Operacional Relacional

1. “15-8=7+1” Kieran (1989) detall6 que | Broitman et al. (2017)
estudiantes en sus inicios de la | recomendé el trabajo con

aritmética interpretan la lectura | igualdades  que  presenten
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de las operaciones en un solo
sentido  generalmente  de
izquierda a derecha, sin
descartar que también lo hacen
de derecha a izquierda, en vez,

de una lectura bidireccional.

operaciones en ambos lados de
la igualdad con el objetivo de
ampliar la vision de los
estudiantes y desarrollar una
lectura  bidireccional  maés
adecuada a las propiedades de

los ndmeros.

“22=15+7”

Burgell y Ochoviet (2015)
argumentd que los estudiantes
que interpretan la lectura del
signo igual Unicamente de
izquierda a derecha, rechazan el

significado de otras igualdades

"resultado = operacion”.

En contraste, la investigacién de
(2015)

destaco que los estudiantes que

Burgell y Ochoviet

trabajan con una lectura

bidireccional comprenden el
significado de operaciones en el

lado derecho de una igualdad.

“12+3=15+1=16"

Mufioz (2011) describié que
una problematica muy presente
en el conocimiento de los
estudiantes es ver al signo igual
como un separador de
operaciones. Lo que implica
tratar de usarlo dentro de una

cadena de igualdades.

Molina (2006) resalté los
posibles beneficios que se
podrian manifestar en los

estudiantes al trabajar las
propiedades de los nudmeros
reales y los operadores desde
edades tempranas para facilitar
un desarrollo en su comprensién

de las matematicas.

“5+6=7+4”

Parodi (2020) destacé que los
estudiantes que interpretan el
signo igual como el indicador
de un resultado, les permite dar
significado a expresiones del
tipo “a+b =c”, pero que
dicha vision obstaculiza la
comprension de igualdades tipo

“a+b=c+d”, las cuales

Mathews (2012) sefial6 que los
estudiantes con una vision méas
profunda del signo igual, son
capaces de reconocer las
propiedades del simbolo como
una relacién de equivalencia, lo
que favorece su comprension y
reduce la tendencia a un enfoque

operacional.

89




requieren de una comprension

relacional

Igualdad (1) "15—-8 =7+ 1". La igualdad es falsa; sin embargo, en diversos casos
observados en los cuatro grupos, los estudiantes la aceptaron, posiblemente debido a la
apreciacion de un resultado en ambos lados de la igualdad. Por otro lado, se analizaron los

casos en donde se observo el rechazo de la igualdad.

Con base en el trabajo de Lee y Pang (2023), las respuestas de los estudiantes se clasificaron
en categorias operacional, relacional y simultanea; estd ultima corresponde a aquellos
estudiantes que evidenciaron un uso particular, pero que por su enfoque aln no prevalece una

comprension hacia lo relacional.

La tabla 18 se elabord a partir de la informacion sobre la aceptacién y rechazo, en la cual se

registraron los porcentajes correspondientes a esta primera igualdad.

Tabla 18. Aceptacién y Rechazo de la igualdad 1

Momento 1: Actividad 2: Igualdad 1

Categoria de Comprension S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C
Operacional: 7 6 7 7

Estudiantes que aceptaron la igualdad (28 %) (26 %) (17 %) (20 %)
argumentando que el resultado de las
operaciones corresponde a las primeras
cantidades después del signo igual.

Simultanea 9 9 20 18
Estudiantes que rechazaron la igualdad sin (36 %) (39 %) (49 %) (53 %)
justificacion.

Relacional 9 8 14 9
Estudiantes que rechazaron la igualdad (36 %); (35 %) (34 %) (27 %)
argumentando que no son iguales y que no
representan el mismo valor.

Total 25 23 41 34

En esta primera igualdad se observé un porcentaje relevante: cerca del 20% de los estudiantes
aceptd la igualdad lo que pone de manifiesto una lectura unidireccional, asociada con el
significado del signo igual como el indicador de resultado. En contraste, aproximadamente
una tercera parte de los estudiantes justifico el rechazo, tras haber realizado las operaciones

y concluir que las cantidades propuestas son diferentes.
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Por altimo, se identificd que alrededor de la mitad de los participantes, particularmente en
los grupos 2°E de la S2 y 3°C de la S3, rechazaron la igualdad sin ninguna justificacion, lo
cual se interpretd como una posible inseguridad en sus respuestas, es posible que los

estudiantes hayan optado por el rechazo al no percibir las mismas cantidades en ambos lados.

Igualdad (2) “22 = 15 + 7". La igualdad debio haber sido catalogada como verdadera; sin
embargo, en algunos casos observados en los cuatro grupos, los estudiantes llegaron a
rechazar la igualdad, esto debido a que para ellos es una igualdad en orden inverso y que por
lo tanto no observaron un resultado. Por otro lado, en una accion similar, los estudiantes
recurrieron a reescribir la igualdad, pero en formato tipo a + b = ¢ para tratar de afirmar su
respuesta. Por ultimo, los casos de aceptacion, quienes validaron la igualdad tras concluir

con una interpretacion de derecha a izquierda.
La Tabla 19 se elaboré como registro de la aceptacion y rechazo para esta segunda igualdad.

Tabla 19. Aceptacién y Rechazo de la igualdad 2

Momento 1: Actividad 2: Igualdad 2

Categoria de Comprension S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C

Operacional 4 5 5 3

Estudiantes que rechazaron la expresion (16 %) (21 %) (12 %) (9 %)

justificando que se trata de una operacion

invertida.

Simulténea 17 14 24 26

Estudiantes que aceptaron la expresion, pero (68 %) (61 %) (59 %) (76 %)

que recurrieron a reacomodar la igualdad.

Relacional 4 4 12 5

Estudiantes que validaron la igualdad (16 %) (18%) (29 %) (15 %)

argumentando que también se puede
manifestar una lectura de derecha a izquierda.
Total 25 23 41 34
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En esta igualdad se sefial6 el recurso a reescribir la igualdad en el formato a + b = ¢, hecho
que puso de manifiesto el habito de interpretar operaciones e igualdades de izquierda a

derecha, situacion que se clasifico como comprensién simultanea.

Igualdad (3) “12+4+3=15+1=16". Laigualdad es falsa y representa un uso inadecuado de
una cadena de igualdad; En contraste, gran parte de los estudiantes opt6 por acreditar el orden
de la igualdad, debido a que la interpretaron como una secuencia de operaciones, en la que

el signo igual funciona como un operador o separador.

Por otro lado, se identifico a los estudiantes que rechazaron la igualdad. La clasificacion de
tipo relacional se asignd a aquellos que manifestaron una interpretacion adecuada, al
justificar su rechazo sefialando que se trata de una igualdad falsa en la que no se respeta una

relacion.

La Tabla 20 se elabord a partir de la recopilacion y andlisis de las producciones de los

estudiantes en esta igualdad.

Tabla 20. Aceptacion y Rechazo de la igualdad 3
Momento 1: Actividad 2: Igualdad 3

Categoria de Comprension Sl S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C

Operacional 20 17 18 3

Estudiantes que aceptaron la expresion (80 %) (74 %) (44 %) (9 %)

manifestando el uso del signo igual como un
separador de operaciones Yy la obtencion de un

resultado.
Simultanea 1 4 14 26
Estudiantes que rechazaron la expresion, pero (4 %) (17 %) (34 %) (76 %)

gue su explicacion resulta ser poco clara,
ademas de realizar operaciones para justificar

su decision.
Relacional 4 2 9 5
Estudiantes que rechazaron la expresion (16 %) (9 %) (22 %) (15 %)

argumentando que las cantidades no
completan una relacion.
Total 25 23 41 34

En las respuestas analizadas en esta igualdad, se observd que los grupos de la S1 interpretaron
el signo igual como un separador, asocidndolo con una secuencia de operaciones. En este

sentido, se destaco que cerca de la mitad de los estudiantes del grupo 2°E de la S2 aceptd la
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igualdad al escribir justificaciones semejantes, donde describieron el uso de una cadena de
operaciones. Por su parte, el grupo 3°C de la S3 ofrecié una menor proporcién de aceptacion
de la igualdad.

Este significado se caracteriza como dificultad en el aprendizaje del signo igual, ya que los
estudiantes lo interpretan como un elemento que separa una serie de operaciones, en lugar de
reconocerlo como una relacion de equivalencia. En suma, se observé un porcentaje notable;

particularmente en el grupo 3°C de la S3 con un 91% de rechazo.

Finalmente, se sefialé que un aproximado del 15% del total argumenté la falsedad de la
igualdad.

Igualdad (4) "5+ 6 =7 +4". La igualdad debio ser catalogada como verdadera; en
contexto, en las producciones de los estudiantes se encontrd que la igualdad fue rechazada
debido a que la interpretaron como una suma o bien no presenta los mismos valores en ambos
lados de la igualdad. El principal objetivo de proponer una igualdad en este formato consistid

en analizar la adecuacion de la propiedad simétrica de la igualdad.
La tabla 21 se elaboré como registro del analisis de las respuestas.

Tabla 21. Aceptacion y Rechazo de la igualdad 4

Momento 1: Actividad 2: Igualdad 4

Categoria de Comprension S1 - S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C
Operacional 7 13 7 8

Estudiantes que rechazaron la expresion por la presenciade (28 %) (57 %) (17 %) (24 %)
operaciones en ambos miembros de la igualdad por lo cual
carece de un resultado.

Simultanea 8 3 6 6
Estudiantes que aceptaron la expresion, pero que su (32%) (13%) (15%) (18 %)
respuesta fue breve y con un enfoque operativo

Relacional 10 7 28 20
Estudiantes que validaron la expresion justificando con la (40 %) (30 %) (68 %) (58 %)
realizacion de las operaciones o bien, argumentando que se

trata de la representacion de un mismo valor.

Total 25 23 41 34

En los resultados se observé un porcentaje notable en la aceptacion de la igualdad; gran parte

de los estudiantes realiz6 operaciones para justificar su respuesta. Por otra parte, aquellos que
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rechazaron la igualdad ain mostraron una comprension unidireccional de las operaciones,

mientras que solo unos pocos no proporcionaron justificacion alguna para clasificar su
respuesta como relacional.
En conclusion, a partir de las cuatro igualdades propuestas, se ubico entre una comprension

de tipo operacional y simultdnea. Para evidenciar esta situacion, se seleccioné la respuesta
de un alumno del grupo 3°A de la S1, presentada en la Figura 16, como evidencia de un

procedimiento operativo del signo igual.

2. Determina si las sentencias son verdaderas o falsas, explica ¢Por qué?

Sentencia Justificacién

15-8=7+1 €S veydadchu @Qav que 15~ 8 da 7 Y Pues S
e roede  ReSlav 5 somay

22=15+7 fe\ sen o %uec Nne har a9 un NyMera tue
PFucia veglarlo o sumeyf

12+3=15+1=16

Uz\&ow\(m Por Yt h oy Sumas al rYuet
due veslas Poes el vesuitalo da
LOVyec YO,

GBS ET+4 FalSa @ox  “pe 645 0o cuede dar 7
'}*CV‘ é'l"‘ Gur Sci K tas

Figura 16. Evidencia de la actividad 2, Momento 1. Exploracidn caso de comprension operacional.
Alumno JE, 3°A, S1

En contraste, la Figura 17 corresponde al conjunto de respuestas de un alumno de la misma

secundaria, en este caso como evidencia de una comprension tipo relacional.

2. Determina si las sentencias son verdaderas o falsas, explica ¢,Por qué?

Sentencia ' Justificacion

15-8=7+1 S Kolsn PO \S-Q13 7*¥1=E o Cuw
(\‘\, g ko r)‘_'n,:).(,.\(;) ;/: 1:4 j:}' Nz =S ’15:3?',}(‘ J,&

22=15+7 V/j(d(_xdc‘ ) F‘,)':,‘ug,!,.n_“ \u; % j} e % C, 5. _:)
\&o m\amMo

12+43=15+1=16 [F3 Ralso POIGUE 17+ 10 €5 1gui o (&4 1

Peie 19 rl 5 ed Qo) Gy S a
i LA '_'_) 3 ¢ ~ Con g o e A N 07 §ole s QLN +
e TV OO

Gk 5T A4 S ve(dude @ porgu 61 1\ w ;

“ ! 5 J
'-.:..‘,ﬂﬂ ] L {4 '1{..-;, s

Figura 17. Evidencia de la actividad 2, Momento 1. Exploracion caso de comprension relacional.
Alumno R, 3°A, S1
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Realizando un anélisis comparativo de las evidencias seleccionadas, el estudiante JE
interpret6 inadecuadamente la funcidén del signo igual en las cuatro igualdades, mientras que

el estudiante R, justifico correctamente cada igualdad propuesta.

4.2 Analisis del momento 2: Ampliacion
Para un analisis a detalle de las producciones de los estudiantes se elaboro la Tabla 22 junto

con los aportes importantes de investigaciones relativas al trabajo y resignificacion de una

equivalencia numérica.

Tabla 22. Justificacion de las igualdades del momento 2, Ampliacion.

Autor Justificacion

Broitman et al | Destacé el trabajo con expresiones matematicas tipo a + b = ¢ + d,
(2017). para ampliar el significado del signo igual desde los estudios de la

aritmética en estudiantes de primaria.

Mufioz (2011) | Sefial6 que es importante corregir el uso de cadenas de igualdades con

el fin de resignificar las propiedades de una relacion de equivalencia.

Milinkovic et | Resaltd que es importante el trabajo con valores desconocidos tipo
al. (2022) figuras o espacio en blanco para analizar los significados del signo igual

en los estudiantes.

Mathews et al. | Caracteriz6 cuatro niveles de comprension del signo igual: Operacional
(2012) Rigido, Operacional Flexible, Relacional Basico y Relacional

Comparativo.

Igualdad (1): “215+___ = 175 + 216”. En esta igualdad, la mayoria de los estudiantes
no presentd dificultades para proponer el valor numérico correcto en el espacio. No obstante,
se identificaron algunos casos en los que estudiantes manifestaron una lectura unidireccional,
al centrarse Unicamente en la operacion del lado derecho, realizando la suma o intentando

obtener un total.

En otros casos, los estudiantes completaron la igualdad sin ofrecer una justificacion. Mientras

que, los de los alumnos restantes logro el llenado correcto del espacio; al respecto, se observo
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que para la comprobacién de su respuesta recurrieron a la manipulacién de las cantidades
mediante el traslado de valores y operaciones inversas. Finalmente, también se identificaron
estudiantes que justificaron su respuesta a partir de un analisis comparativo de las cantidades,
argumentando una haber observado una minima diferencia sin necesidad de efectuar

calculos.

La elaboracion de la Tabla 23 permiti6 concentrar la diversidad de casos, incluyendo aquellos
sin respuesta. En conclusion, en esta primera igualdad, se observd una tendencia vinculada

dentro de una comprension relacional béasica.

Tabla 23. Respuestas del momento 2 de la igualdad 1

Momento 2: Igualdad 1

Nivel de Comprension S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C

Sin Respuesta 1 0 5 0
(4 %) (12%)

Operacional Rigido 9 13 15 13

Los estudiantes manifestaron una lectura | (36 %) (56 %) (37 %) | (38%)
unidireccional completando el espacio con la suma
de las cantidades que se encuentran del lado
derecho de la igualdad.

Operacional Flexible 2 2 0 3
Estudiantes que completaron la expresion sin (8 %) (9 %) (9 %)
justificacion

Relacional Basico 11 6 19 12

Estudiantes que completaron la igualdad basados | (44 %) (26 %) (46%) | (35 %)
en la manipulacion de las cantidades al realizar
operaciones.

Relacional Comparativo 2 2 2 6
Estudiantes que argumentaron su respuesta con (8 %) (9 %) (5 %) (18 %)
base a la comparacion de cantidades.

Total 25 23 41 34

En la recopilacion de datos presentada en la tabla, se identificd que cerca del 40% del total
de los estudiantes, interpreto las igualdades de izquierda a derecha. También, se observo el
recurso de varios estudiantes debido a la manipulacion de los valores usando operaciones de

suma y resta para justificar su respuesta.

Igualdad (2) “5+ 6 = ___ +4 = 11”. Esta igualdad se elabor¢ a partir del uso adecuado

de una cadena de igualdad. En este caso, varios estudiantes completaron correctamente la
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equivalencia. En este sentido, se sefial6 la ausencia de identificar la propiedad transitiva de

la equivalencia.

En contraste, se identificaron casos de estudiantes que completaron con una cantidad errénea
al realizar la suma de las primeras cantidades de izquierda a derecha. En estos casos, se

destacd la intencion de extender la igualdad hacia otra cantidad.

La Tabla 24 presenta la clasificacion de la comprension. En conclusion, se descarto la
categoria comparativa, ya que no se observaron casos vinculados con una propiedad de la
igualdad; por ello, se consider6 que el nivel de comprension predominante en los estudiantes

corresponde a una comprension relacional bésica.

Tabla 24. Respuestas del momento 2, igualdad 2

Momento 2: Igualdad 2

Nivel de Comprension Sl S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C

Sin Respuesta 1 0 3 0
(4.%) (7 %)

Operacional Rigido 8 7 4 1

Estudiantes que manifestaron una lectura | (32 %) (30 %) (10%) | (3%)
unidireccional y completaron el espacio con una
cantidad erronea.

Operacional Flexible 6 2 4 15
Estudiantes cuya respuesta no fue justificada. (24 %) (9%) (10 %) | (44 %)
Relacional Bésica 10 14 30 18

Estudiantes que justificaron su respuesta | (40 %) (61 %) (73%) | (53 %)
realizando una lectura de derecha a izquierda
manipulando la diferencia entre las cantidades.

Total 25 23 41 34

En los hallazgos de esta igualdad se identific un predominio con enfoque relacional en los
estudiantes. No obstante, se sefialo el caso de 20 estudiantes que interpretaron al signo igual
como un separador. En suma, se analizaron los casos en los que los estudiantes Gnicamente
completaron el espacio sin justificar dentro de una comprension flexible, asi como aquellos
en los que la justificacion escrita evidencié una lectura de derecha a izquierda. Esta Gltima
razon se ubico dentro de una comprension relacional basica al no comprobar un uso de las

propiedades de una relacién de equivalencia.
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lgualdad (3) “350+__=_ x20=___ /2 =700”. De igual forma, se presenta una
cadena de igualdades de Milinkovic et al. (2022), disefiada con operaciones de multiplicacion
y division. En esta igualdad, algunos estudiantes manifestaron dudas sobre el significado de
los simbolos “*”y “/”, particularmente en su uso como representacién de la multiplicacién y
la division.

A partir de la recoleccion de datos, se elabor6 la Tabla 25, en la que se describe y clasifica el
conjunto de respuestas obtenidas:

Tabla 25. Respuestas del momento 2, igualdad 3

Momento 2: Igualdad 3
Categoria de Comprension S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C

Sin Respuesta 10 8 10 2

(40 %) (35 %) (24%) | (6%)
Operacional Rigido 9 8 9 16
Estudiantes que manifestaron una lectura | (36 %) (35 %) (22%) | (46 %)
unidireccional de izquierda a derecha completando
con una cantidad erronea.
Operacional Flexible 0 2 8 5
Respuestas incompletas y falta de justificacion (9 %) (19%) | (15 %)
Relacional Bésico 1 2 5 6
Estudiantes que escribieron en el espacio (4 %) (9 %) (12%) | (18 %)
manifestando una lectura de derecha a izquierda
manipulando operaciones entre las cantidades.
Relacional Comparativo 5 3 9 5
Estudiantes que escribieron en el espacio | (20 %) (12 %) (22%) | (15 %)
argumentando una lectura bidireccional sefialando
gue se trata de conceder una equivalencia de un
mismo valor
Total 25 23 41 34

En conclusidn, en esta igualdad se identificd a diversos casos sin respuesta y un predominio
significativo de una comprensién operacional, lo cual se relaciona con la confusién en el uso
de los operadores. Por otra parte, se sefialé a los casos que completaron correctamente la
igualdad y se determind como una comprension de tipo relacional basica al no justificar su
respuesta; mientras que se clasificé como relacional comparativa a quienes argumentaron su

procedimiento, evidenciando una lectura bidireccional de la equivalencia.
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Igualdad (4) « 3(—) = 2 ”. La equivalencia se disefid con el propdsito de observar la

interaccion de los estudiantes con fracciones equivalentes y sus propiedades. En las
respuestas, se identifico que varios estudiantes no lograron ofrecer una solucién correcta, ya
sea porque dejaron el espacio en blanco o porque expresaron “no entendi”, entre estos casos,
se incluy6 aquellos que completaron el espacio mediante una suma, la cual no corresponde a

la solucion.

Finalmente, los casos restantes completaron correctamente la equivalencia. En general, a
partir de los datos observados, se elabord la Tabla 26, en la que se presenta el registro y

clasificacion de las respuestas.

Tabla 26. Respuestas del momento 2, igualdad 4

Momento 2: Igualdad 4

Nivel de Comprension S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C
Sin Respuesta 21 15 23 4
(84 %) (65 %) (56 %) | (12 %)
Operacional 4 7 9 19

Los estudiantes completaron el espacio con | (16 %) (30 %) (22%) | (56 %)
cantidades erroneas justificando la realizacion de

una suma
Relacional Bésico 0 0 5 5
Estudiantes cuya respuesta carece de justificacion (12%) | (15 %)
Relacional Comparativo 0 1 4 6
Estudiantes que justificaron su respuesta utilizando (5 %) 10%) | (17 %)
implicitamente propiedades de los nimeros

Total 25 23 41 34

Dentro del analisis de esta igualdad, se observd un porcentaje notable de mas del 80% de
respuestas incorrectas incluyendo aquellas sin respuesta. Los datos presentados en la tabla

evidenciaron una dificultad en la comprension de fracciones equivalentes y sus propiedades.

Al respecto, se presenta la Figura 18 correspondiente al conjunto de respuestas de un alumno
del grupo 3°A de la S1como evidencia de procedimientos operacionales.
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1. Completa cada espacio con la cantidad faltante. Explica cémo obtuviste la respuesta.

o 2154390 =175+ 216 or Qe 208l e ol reathdo P{E 54216
cadmeen e complemesdn  ga Qe hire aeebey la ogevcion

. 5+5=-LL+4=%: camabe =l 44 de'!;mf cage el resoliody ner 43

oance  396=4 L ¢ = svmymm =l once amn e LY a1

? 260 00
e 350+ ff =000 = [EERP =700 prmees A Voo ave dar 30D spm

m:H‘?m‘“cﬁf\O Por CO o 'L(K95 Aue e de 4 resddadc \o d.‘u?{i@.‘; X2

Figura 18. Evidencia de respuestas, comprension operacional.
Alumna M, 3°A, S1. Momento 2. Ampliacién

En contraste, se presenta la Figura 19 como evidencia de un conjunto de procesos no

operacionales, el cual se identificd como una comprension relacional.

1. Completa cada espacio con la cantidad faltante. Explica c6mo obtuviste la respuesta.

o 215+ 176 =175+ 216 f5  Gutuse  sumack  solo ff'//”/*; U ;.?’.c Y
Al 24 foligbu 4

¥
i

e 5+6=23+4=11: Coumn te (crs Q(f?”);c{,‘l{:." % };,‘ { e [(' X

o 350 +3%=35x20=14100/2 =700 So’o Use opcyaclo Pe =

bosica s

- ¥8)=2: clo e kuscan 12 aumens Yo mu,i’/m;.».:i:a

e 12 1 Y LE fv"li 6 jCePlriscn \;..l ¥ 2"1"/"2 =a 2

Figura 19. Evidencia de respuestas de estudiante con comprensién relacional.

Alumna EA, 3°C, S3. Momento 2. Ampliacién
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A partir del andlisis de la evidencia presentada en las producciones de estudiantes
seleccionados, se identifico que el primer alumno manifestdé un orden incorrecto en la
interpretacion de las operaciones, al percibirlas como una invitacion al calculo, en lugar de
buscar establecer equivalencias. En este caso, se determind que el estudiante interpreto el

signo igual como operador o separador.

Por su parte, en el segundo caso, el estudiante clasificado dentro de una comprension
avanzada argumenté su respuesta mediante un analisis comparativo de las cantidades
propuestas en igualdad #1. En general, explicé cada solucion con base en un razonamiento

l6gico, en lugar de recurrir exclusivamente al célculo.

4.3 Analisis del momento 3: Transicion de la aritmética al algebra
Este momento del instrumento se disefid con el objetivo de evidenciar las consecuencias de

la ensefianza recibida en las respuestas de los estudiantes. Para ello, se elabor¢ el siguiente
cuadro de analisis, en el cual se destacan las justificaciones documentadas en investigaciones
de Serres (2011), Milinkovic et al. (2022), Abrate et al. (2008) y Ake (2020) y su

comparacion con los resultados encontrados.

Tabla 27. Justificacion de las actividades de Transicién

Autor

Serres (2011) | Resalté que una de las dificultades mas evidentes y comunes por la cual los
estudiantes no completan la comprension de la aritmética y su posterior estudio en
el algebra es la comprension del signo igual. Los estudiantes se enfocan en la
realizacion y busqueda de valores, lo cual obstruye el caracter generalizado del

algebra.

Milinkovic et | Resaltd que el trabajo apoyado con situaciones de la vida cotidiana, ayuda a que
al. (2022) los estudiantes manifiesten razonamientos abstractos en la solucion de los

problemas, lo que apoyaria su transicion de significados del signo igual.

Abrate et al. | Los autores estudiaron sobre el uso de la metodologia de transposicion de términos
(2008) como un obstaculo didactico que viola las propiedades de equilibrio de las
ecuaciones. Ademas, resaltan que el lenguaje informal que utilizan los docentes

refuerza una vision restringida de las expresiones. Menciona que los estudiantes
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solo se enfocan en manipular cantidades y términos en la simple busqueda de una

solucion.

Ake (2020) Sefial6 que el enfoque estricto en la memorizacion de férmulas y mecanizacion de
algoritmos son estrategias de aprendizaje que obstruyen la comprension de los
diversos usos y significados que el signo igual representa como: relacién de
expresiones equivalentes en una ecuacion, el uso como identidad y su relacion

como transformacidn de una relacion de variables.

4.3.1 Actividad 1: Expresiones equivalentes
El propdsito de esta actividad fue evidenciar la tendencia hacia el método conocido como

“reduccion de términos semejantes”, una practica comuan dentro de las aulas de clase, en la
que se instruye a los estudiantes a reducir y operar con términos algebraicos de manera

procesual.

En esta primera actividad, los casos sin respuesta fueron poco frecuentes. Si bien algunos
estudiantes proporcionaron respuestas incorrectas, la seleccion de evidencias se centro en
aquellos casos que cumplieron con los indicadores de conocimiento establecidos en la

metodologia.

Los estudiantes que, en un primer momento, se limitaron a realizar la simplificacion de
términos como accion predominante, en algunos casos, al no considerar otra forma de
expresion, recurrieron a repetir la misma respuesta. Estos casos fueron clasificados como
soluciones de tipo operacional en el contexto algebraico. La Figura 20 corresponde a la

solucion de un alumno del grupo 3°A en la secundaria S1, quien repitio la respuesta.

1. Escribe dos formas de expresar la sentencia. Explica tus respuestas

a) 13y-8y=_2u Yrav o

Figura 20. Evidencia del caso repeticion de respuesta.

Alumna J., 3°A, S1. Actividad 1. Momento 3. Transicion
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En otros casos se recopilaron las respuestas de 20 estudiantes, de las cuales se selecciono el

caso de un estudiante de la secundaria S1 que completo su respuesta mediante una expresion
distinta a la accion de reducir términos.

1. Escribe dos formas de expresar la sentencia. Explica tus respuestas

a) 13y — 8y =

13y — 8y =

Figura 21. Evidencia del caso de respuesta una expresion equivalente.

Alumno A., 3°A, S1. Actividad 1. Momento 3. Transicion

El objetivo principal de trabajar con este tipo de procesos es ampliar la vision de los
estudiantes hacia la resignificacion de expresiones del tipo “a + b = ¢ + d" en el contexto

algebraico, de modo que se favorezca su transito hacia la resolucion de ecuaciones.

Finalmente, se subray0d el caso de 17 estudiantes que propusieron dos expresiones
equivalentes, lo cual evidencié un mayor nivel de comprension de la actividad. En
consecuencia, este tipo de razonamiento se clasifico dentro del nivel relacional en el algebra,

como se observo en la Figura 22 correspondiente a las expresiones propuestas por un alumno
del grupo 3°C en la S3.

1. Escribe dos formas de expresar la sentencia. Explica tus respuestas
.\'I 2= f"" A4l < . ) £l 5 .

a) 13y -8y = 4y 3, + FC’ e TO satery PUse ezo /00r Y
eu ovo ) expreso gue aubay 0OCra -

L A [+ <, _ [ 7
con €Sl resoldedy” yeu ¢l otob)
-5 o ,/ B £ ,: -
133’—83'—;)_#‘ ePresq Qe 19 00ty Jpbe Aok

P

O m 3 07
que. "€\ T 0\ todo,# Lo
Yul C - N

Figura 22. Evidencia del caso de respuesta dos expresiones equivalentes.

Alumna V, 3°C, S3. Actividad 1. Momento 3. Transicion
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La Tabla 28 se elaboré como registro de las respuestas y expresiones propuestas por los

estudiantes, incluyendo a aquellos casos que no ofrecieron alguna respuesta.

Tabla 28. Expresiones Algebraicas momento 3: Transicion

Momento 3: Actividad 1: Expresion 1

Categoria Sl S2 S3

3°A 3°B 2°E 3°C
Sin Respuesta 0 1(4%) | 5(12%) | 2(6 %)
Respuesta Incorrecta 3(12%) | 2(9%) 3(7%) | 4(12%)
Solo escribe una respuesta | 2(8%) | 11(48 &) | 6(15%) | 5(15 %)
Repite la respuesta 16(64 %) | 6(26 %) | 5(12 %) | 13(38 %)
Escribe otra expresion 0 3(13%) | 12(30 %) | 7(20 %)
Escribe dos expresiones 4(16 %) 0 10(24 %) | 3(9 %)
Total 25 23 41 34

En términos generales, a partir de los datos y respuestas recopiladas en la tabla, se observé
que varios estudiantes recurrieron a responder mediante la reduccion de términos semejantes,
empleandolo como Unica estrategia de solucion. No obstante, este tipo de respuesta puede
estar previamente influido por la ensefianza recibida, particularmente en el topico de
operaciones algebraicas, donde se suele incitar al estudiante a simplificar expresiones
algebraicas identificando semejanzas entre los términos y aplicando operaciones de suma o

resta.

La solucién de operaciones algebraicas mediante reduccion de términos semejantes puede
entenderse como un procedimiento de caracter instrumental. Con base en Skemp (1978), las
metodologias instrumentales se caracterizan por el aprendizaje de una secuencia de reglas
especificas que permiten la obtencidn de una solucion. El proceso describe los pasos en cada
momento e incita a una decision. En consecuencia, orienta al estudiante a depender de una

orden externa, sin tomar en cuenta la comprension ideal de los procesos.

En cambio, el aprendizaje relacional implica la construccion de significados a partir de la
generacion de variables dentro de un esquema, lo que permite establecer conexiones entre el

concepto y el conocimiento de estructuras matematicas.
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4.3.2 Problema 1: Situaciones de la vida cotidiana
Problema (1). Este problema fue disefiado como propuesta de una aplicacion

contextualizada de una situacion de la vida cotidiana, con base en Milinkovic et al. (2022) el
trabajo con actividades que incluyan una adaptacion de las matemaéticas en actividades
diarias, puede en algunos casos, propiciar en los estudiantes a un pensamiento creativo y a la
vez abstracto, en este sentido, se plante6 una propuesta no algebraica para vincular conceptos

matematicos con objetos reales.

En las producciones de los estudiantes se identificaron tres casos especificos. EI primero, y
posiblemente el mas comdn, consiste en resolver el problema mediante una ecuacion de
primer grado, ya sea expresandose en lenguaje verbal o mediante el uso de una ecuacion con

valores desconocidos.

La Figura 23 presenta la solucion de una alumna del grupo 2°E de la S2, quien resolvio el

problema mediante el planteamiento de una ecuacion.

2. Resuelve y describe el uso del signo igual en el siguiente contexto

a) El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos girasoles. ;Cuanto cuesta una
rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos?

Ix = 22 2y

3% = 24 +2 (309 3xf3(co} Zx s 2

N 2(&)+ 2 By
I =-2% = 0 12C ,-:!8’0\ /ze+eé
X = (,Q’ \ IgbG

Figura 23. Evidencia resolucién con una ecuacién "situaciones de la vida cotidiana".

Alumno M, 2°E, S2. Problema 1, Momento 3. Transicion

Otro caso de interés surge cuando los estudiantes resuelven la situacion mediante el
desarrollo de una estrategia descriptiva, en lugar de proponer una ecuacion. En estos casos,

se plantea un procedimiento guiado por el pensamiento l6gico para hallar la solucién.

La Figura 24 muestra el razonamiento y la descripcion de un alumno del grupo 3°A de la S1

para hallar la solucion.
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2. Resuelve y describe el uso del signo igual en el siguiente contexto

a) El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos girasoles. ; Cuanto cuesta una
rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos?

$60 potgoe on OS] coenda la ynhad de ona YOG
Q *T 60

entoned D

Figura 24. Evidencia resolucion con un razonamiento l6gico "situaciones de la vida cotidiana”,

Alumno R, 3°A, S1. Problema 1. Momento 3. Transicion

Por ultimo, el tercer caso de interés, que incluye la solucién del problema mediante el uso de
esquemas, diagramas o dibujos que expresan el desarrollo de un pensamiento creativo al

vincular objetos no matematicos con el algebra.

La Figura 25 presenta la proyeccion de una alumna del grupo 3°B de la S1, quien elabor6 un

dibujo de los objetos descritos en el problema para hallar la solucion.

2. Resuelve y describe el uso del signo igual en el siguiente contexto

a) El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos girasoles. ¢ Cuanto cuesta una
rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos?

Figura 25. Evidencia de la actividad 2, Problema (1) “situaciones de la vida cotidiana™.

Alumna F, 3°B, S1

Basados en los estudios de Molina (2006) sobre los significados del signo igual, el empleo
de figuras, diagramas o dibujos favorece al aprendizaje debido a que los estudiantes expresan

su solucion mediante el pensamiento creativo, lo que conduce a desarrollar métodos no
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aritméticos para solucionar un problema propuesto en el algebra. Al respecto, este método de
solucion es clasificado como relacion de correspondencia y que se define como una

interpretacion favorable para el transito del pensamiento aritmético al algebra.

La tabla 29 se elabor6é como registro de la diversidad de métodos empleados por los
estudiantes, incluyendo aquellos que ofrecieron una solucién incorrecta o simplemente los

casos sin respuesta.

Tabla 29. Problema 1, Situacion de la vida cotidiana. Momento 3: Transicién

Momento 3: Actividad 2: Problema 1

Categoria S1 S2 S3

3°A 3°B 2°E 3°C
Sin Respuesta 1(4%) 0 7(17 %) 1(3 %)
Respuesta Incorrecta/incompleta | 9(36 %) 12(52%) 14(34 %) 2(6 %)
Solo escribe la respuesta 7(28 %) 1(4 %) 1(2 %) 10(29 %)
Resuelve o describe una ecuacion 2(8 %) 5(22 %) 18(45 %) 15(44 %)
Resuelve con razonamiento I6gico | 6(24 %) 3(13 %) 0 5(15 %)
Resuelve con mediante un 0 2(9 %) 1(2 %) 1(3 %)
pensamiento creativo
Total 25 23 41 34

En conclusion, en este problema se observé una tendencia predominante en las soluciones de
los estudiantes a adaptar una ecuacion producto de la ensefianza recibida. Esta practica, es
comun dentro del aula de clases; sin embargo, puede limitar el desarrollo y experiencia del

aprendizaje, ademas de obstaculizar una resignificacion no operacional del signo igual.

4.3.2 Problema 2: Caso b) Resolucion de una Ecuacion
En el segundo caso se propuso una ecuacion con términos algebraicos en ambos lados de la

igualdad mediante el planteamiento de una ecuacion del tipo “no aritmética” (expresion =
expresion). En este tipo de ecuaciones el valor desconocido se incluye en ambos miembros
de la igualdad, misma que con base en Filloy y Rojano (1989) requiere de soluciones y
métodos no operacionales. En suma, Abrate et al. (2008) sefialé que el uso de metodologias
rutinarias como la transposicion de terminos (T.T.) constituyen un procedimiento monétono,
particularmente desbalanceado si se desarrollan acciones como “trasladar términos con
operaciones supuestamente inversas, por ejemplo, si un término est4 sumando entonces pasa

restando al otro lado de la igualdad o bien si estd multiplicando pasarlo dividiendo . Este
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método orienta al estudiante a desarrollar una lectura unidireccional y guia a una solucion
que carece de un significado de equivalencia, en consecuencia, el uso desproporcionado de
la metodologia conocida como T.T. posibilita el origen de dificultades en el aprendizaje y

limita darle sentido a una ecuacion como una expresion equivalente.

En las producciones de los estudiantes se analizaron cuatro casos especificos. Los primeros
dos corresponden al uso de la T,T., mientras que el tercero a la sustitucion con un valor

numérico y el cuarto que incluye la solucion mediante un método de balance.

La Figura 26 presenta el proceso de solucion de un alumno del grupo 2°E de la S2 mediante
la estrategia T.T., trasladando los términos de la incdgnita en el lado izquierdo de la igualdad
y las cantidades en el segundo miembro manifestando en todo momento una lectura

unidireccional de la ecuacion. Ademas, de que omite el proceso de comprobacion.

b) Encuentra el valor de "X” que cumple la expresion
2x 47 =4x —5

2 - Fe = -5 -

-2y m ~f2
—Y s
s S 2
® = £

Figura 26. Evidencia Transposicion de términos lado izquierdo,

Alumno M., 2°E, S2, Problema 2. b) Momento 3. Transicion

El segundo caso analizado muestra el uso de la T.T., pero en sentido opuesto concentrando

los téerminos de la incognita en el lado derecho y los términos constantes en el lado izquierdo.

La Figura 27 presenta el proceso de solucion de un alumno del grupo 3°C de la S3 mediante
laT.T.

108



b) Encuentra el valor de "x" que cumple la PIPFESIOH
2x +7 =4x — 5

Figura 27. Evidencia de Transposicion de términos lado derecho,
Alumna V, 3°C, S3. Problema 2.b), Momento 3. Transicion

El tercer caso de incluye el proceso de solucion mediante la sustitucion del valor desconocido
con un numero que cumple la ecuacion. En este sentido, los estudiantes interactdan

directamente con la propiedad reflexiva de la igualdad “a = a” y también comprueban la
igualdad.

La Figura 28 presenta el proceso de solucion de un alumno del grupo 3°A de la S1 mediante
la sustitucion numeérica.

b) E cuentra el valor de “x” que cumple la expresion
X 4+ F ““\_C 2x+7=4x-5
[+ F =4l _C ‘ '
L2 )1 &) R L \ \)(x\b\/ (&C >< (‘) \(,j\)&\\ &g\ b
/ = ) 5 >\ k K = € enueniic, O KXCY)
19=94 -2 A.«._a%- > raQus NARAVNR(eY G’

=

Figura 28. Evidencia de solucion con valor numérico,

Alumno R, 3°A, S1. Problema 2. b), Momento 3. Transicion

Por altimo, el analisis se centrdé en los casos donde los estudiantes resolvieron la ecuacion

mediante un método de balance, hasta hallar el valor que satisface la igualdad. Este proceso
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favorece a la comprension de las propiedades de equilibrio de la igualdad como el inverso
aditivo y el inverso multiplicativo.

Al respecto, dichas producciones pueden clasificarse dentro de una comprension de carécter
comparativo, ya que los estudiantes mantienen el equilibrio de la ecuacion.

La Figura 29 muestra el proceso de solucion de un alumno del grupo 3°C de la S3 mediante

el método de balance.

b) Encuentra el valor de “x" que cumple la expresion
2x +7 =4x — 5

Figura 29. Evidencia de solucion con procedimiento de balance de una ecuacion.

Alumno C., 3°C, S3. Problema 2.b). Momento 3. Transicién

La Tabla 30 se elaborG a partir de los registros y andlisis de los procesos de solucion
manifestados por los estudiantes, incluyendo a los casos sin respuesta y aquellos que

ofrecieron una respuesta incorrecta o no terminaron el proceso.

Tabla 30. Resolucién de una Ecuacién, Momento 3: Transicién

Momento 3: Problema 2, “resolucion de una ecuacion”
Categoria S1 S2 S3
3°A 3°B 2°E 3°C
Sin Respuesta 17 11 16 2
(68 %) (48 %) (40 %) (6 %)
Respuesta 2 6 11 6
Incorrecta/incompleta (8 %) (26 %) (27 %) (18 %)
Solo escribe la respuesta 1 3 1 9
(4 %) (13 %) (2 %) (26 %)
Transposicion de términos lado 1 3 11 3
izquierdo (4 %) (13 %) (27 %) (9 %)
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Transposicion de términos lado 0 0 1 4
derecho (2 %) (12 %)
Resuelve con valor numérico 4 0 1 3
(16 %) (2 %) (9 %)
Resuelve utilizando 0 0 0 7
procedimiento de balance (20 %)
Total 25 23 41 34

4.4 Problema 3: Comprension de una identidad algebraica

Con el objetivo de trabajar una expresion particular dentro del tema de identidades
algebraicas, se abordo la estructura conocida como binomio al cuadrado y el desarrollo de un
trinomio cuadrado perfecto (TCP). En la fase de investigacion previa el disefio del material,
el trabajo de Aké (2020) sefiald6 que uno de los principales obstaculos en la evolucion del
aprendizaje del algebra radica en la practica de metodologias monoétonas, tales como el
enfoque en formulas, la memorizacion y el uso mecéanico de algoritmos.

En este sentido, Godino (2012) mencion6 que el signo igual evoluciona en tres dimensiones
fundamentales dentro del algebra: la comprension de expresiones equivalentes, la relacion
de una funcion como objeto matematico y el uso como elemento de una identidad algebraica.
No obstante, en la ensefianza de este contenido se suelen promover estrategias poco
reflexivas. Un ejemplo frecuente es el uso del enunciado: “e/ cuadrado de un binomio es
igual al cuadrado del primer término mas el doble producto del primero por el segundo mas
el cuadrado del segundo”.

Al analizar esta formulacion, se observa que conduce a los estudiantes a seguir un algoritmo
basado en la memorizacién y en la aplicacion rigida de una formula, lo que conlleva a
interpretar un orden estricto en los términos.

Al respecto, en los resultados se observo que algunos estudiantes rechazaron la veracidad de

la expresion, cuando se presentd la igualdad en un orden distinto manifestado su apego a
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interpretar esta igualdad como una féormula centrada en un orden establecido por la ensefianza
recibida.

La Figura 30 se recuperd como evidencia de las producciones de los estudiantes.

1 + b)2 = a® + 2ab + b~ onsideras que axpre + b))% = + a? + 2ab es verdadero;
S S sxpresion (a + b) 7} C d

¢ ideras que la expres
3 ( b) 1 2ab b“, cC i t

si no ¢Por qué?

Figura 30. Evidencia de rechazo a la expresion de identidad algebraica.

Alumna AJ., 3°A, S1, Momento 3. Transicion

Para la realizacion de esta seccion se trabajo exclusivamente con los grupos de tercer grado.
La Figura 31 se recuperd como evidencia de un alumno del grupo 3°A de la S1 que comprobd

la expresion sefialando a la propiedad conmutativa de la suma.

3. Si(a+ b)? = a? + 2ab + b?, consideras que la expresion (a + b)? = b* + a? + 2ab es verdadero;
si no ¢Por que?

Figura 31. Evidencia de aceptacion a la expresion de producto notable,

Alumna JE., 3°A, S1, Tarea 3. Momento 3. Transicion.

Posteriormente, se elabord la Tabla 31 que concentro el registro de la aceptacion y rechazo,

incluyendo aquellos que no ofrecieron una justificacion.

Tabla 31. Recopilacion de respuestas en la actividad 3: Expresion [ “identidad algebraica”

112



Momento 3: Actividad 3: Expresion 1 “identidad algebraica”

Categoria S1 S3
3°A 3°B 3°C

Sin Respuesta 1(4 %) 5(22 %) 1(3%)

Rechazan la expresion por el orden 14(56%) 9(39 %) 7(20%)

Aceptaron la expresion sin justificacion 0 0 3(9%)

Aceptaron la expresion con una justificacion 0 3(13 %) 6(18%)

alusiva a una operacion/resultado

Aceptaron la expresién con una justificacion 2(8%) 3 (13%) 7(20%)

a una estructura algebraica

Aceptaron la expresion con una justificacion | 8(32%) 3 (13%) 10(29%)

donde resaltaron una propiedad algebraica

Total 25 23 34

En los datos presentados en la tabla, se sefial6 que aproximadamente el 36% del total de las
respuestas de los estudiantes rechazo la veracidad de la expresion debido al cambio en el

orden de los términos.

En conclusion, el uso de metodologias rutinarias, como el enfoque en formulas, la
memorizacion y el trabajo con algoritmos, limita la comprension de los estudiantes para
identificar una identidad algebraica. Al trabajar de manera habitual con un orden rigido de
los términos, los estudiantes restringen su comprension de las propiedades de la igualdad en
las estructuras algebraicas, particularmente en lo que respecta a la equivalencia entre

expresiones.

4.5 Actividad 2: Desarrollo de expresiones equivalentes
En la dltima seccién del instrumento se disefiaron tres expresiones algebraicas especiales

para completar. No obstante, la mayoria de las respuestas correspondio a omisiones, ya que
los estudiantes dejaron en blanco este apartado. Por otro lado, se sefialé que Unicamente siete

casos lograron resolver correctamente las equivalencias propuestas.

La Figura 32 se recuperé como evidencia de las respuestas correctas de un alumno del grupo
3°AdelaS1.
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4. Completa las expresiones con sl término algebraico faltante. Explica cada respuesta

A) (x+)*=6x+9+ x:" u '(cﬁp@&«ﬁu (e CIOR XD GONY ST AT
I 3 -
Coartcdude = cutatres Aoda i wooneeyd

B) -9y + S) =y? —25:_Tor gque Y-SYy+oY Ty -¢S

C) x2 + 9x4+= (x + 3)(6+ X ?Ofﬁ_{ue’ G Mene ~enmdoy Yodks Ve
CCUOCIRA D

Figura 32. Evidencia de resolucion de expresiones equivalentes.

Alumno R., 3°A, S1. Tarea 4, Momento 3. Transicion

En los planes de estudio, estos contenidos suelen organizarse en dos secciones: “productos

notables y factorizacion”. Una desventaja de esta distribucion es que no se expresa la

equivalencia de las expresiones representada como factores y su desarrollo, en consecuencia,
la ensefianza en estas expresiones se centra en comunicar una serie de estrategias

operacionales
La Tabla 32 se elabor6 como registro de las producciones de los estudiantes.

Tabla 32. Expresiones equivalentes, Momento 3: Transicion

Momento 3: Actividad 4: Expresion 1-3 “expresiones equivalentes”
Categoria Sl S3
3°A 3°B 3°C
Sin Respuesta 14(56%) 20(87 %) 9(26%)
Respuestas Incorrectas 3(12%) 1(5 %) 7(21%)
Completan una expresién correctamente 4(16%) 2(8 %) 12(35%)
Completan dos expresiones correctamente 1(4%) 0 6(18%)
Completan las tres expresiones correctamente 3(12%) 0 0
Total 25 23 34

En estas Ultimas expresiones algebraicas, el caso mas frecuente fue la omisién de respuestas.
Aproximadamente el 90% del grupo 3°B de la S1 no contestd este apartado; de manera
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similar, en el grupo 3°A més de la mitad optd por no completar las expresiones. Por su parte,
en el grupo 3°C de la S3, poco mas de la cuarta parte también dejo espacios sin resolver.

En contexto, el segundo caso mas frecuente consistio en responder Unicamente un ejercicio,
en particular al completar la segunda expresion. Cabe sefialar que esta igualdad sélo requiere
identificar un término, por lo que se clasifico de menor exigencia, mientras que, las
expresiones 1 y 3 presentan una complejidad no rutinaria en el orden de sus términos. En
general, en las actividades habituales en clase se suele promover un orden con respecto al
grado del polinomio, lo cual se puede interpretar como una regla monétona, que limita

interactuar con la propiedad conmutativa de la identidad.

En conclusién, se recomienda promover una ensefianza que favorezca la flexibilidad en el
orden de los términos, con el fin de ampliar la comprension de sus propiedades, Ademas, de
facilitar la comprensién de estas expresiones como equivalentes, en lugar de orientar

exclusivamente al desglosarlo en productos notables y factorizacion.

4.6 Reflexiones del Analisis de Respuestas de los Estudiantes
En sintesis, el momento 1, correspondiente a la exploracion, las producciones de los

estudiantes respecto al uso de palabra para identificar el significado que se asocia al uso del
simbolo “=”, evidenciaron un predominio de interpretaciones de tipo operacional, en
consecuencia, se sefiald la frecuencia en vincular el significado del signo igual con la palabra

resultado. Mientras tanto, el uso de palabras como “equivalencia” fue menos frecuente.

En relacion con las igualdades de tipo Verdadero/Falso, se observé un poco més de la mitad
manifesto una lectura unidireccional. En particular, se observo la tendencia a interpretar el
signo igual como un “indicador de resultado” o un “separador”, este ultimo, dentro de una

cadena de igualdad.

En el momento 2, orientado al andlisis de la equivalencia numérica, se plantearon cuatro
igualdades con el propdsito de identificar el nivel de comprension de los estudiantes. En
particular, las producciones de los estudiantes manifestaron una tendencia a manipular las
cantidades, ya sea para expresar un resultado, o en algunos casos, no completar
adecuadamente la igualdad. En conjunto, las respuestas y justificaciones evidenciaron una

comprension operacional-relacional, vinculada con procedimientos de tipo aritmético.
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Por ultimo, en el momento 3, los procesos de solucion evidenciaron el uso de metodologias
rutinarias, como la reduccion de términos semejantes o la transposicién de términos. De
acuerdo con la bibliografia, este tipo de procedimientos puede obstaculizar la comprensién
de los procesos de resolucion, al conducir a enfoques mecanicos. Por otra parte, el segundo
problema de aplicacion a situaciones de la vida cotidiana se destaca por el uso de dibujos
como estrategia creativa para hallar la solucion, ya que este recurso favorece a una
comprension capaz de relacionar objetos no matematicos con el algebra, abriendo la

posibilidad de interpretar el signo igual como una relacion de correspondencia.

Finalmente, en el planteamiento de expresiones asociadas a productos notables, méas de la
mitad de los estudiantes dejo sin respuesta este apartado. Este resultado pone de manifiesto
la necesidad de disefiar actividades que faciliten la comprensidn de estos contenidos dentro
del contexto algebraico, particularmente en lo que respecta al reconocimiento de la

equivalencia entre expresiones.

En términos generales, los conocimientos previos manifestados por las respuestas escritas
por los estudiantes dentro del instrumento de investigaciéon permitieron identificar diversos
obstaculos de tipo didactico, tales como la lectura unidireccional en el contexto aritmético,
el uso predominante de algoritmos, la memorizacién y el empleo de metodologias rutinarias
en la resolucion de problemas algebraicos. En multiples casos, los estudiantes se centraron
en la reduccién de términos algebraicos mediante procesos aritméticos, lo que pone de
manifiesto tanto una comprension de tipo operacional como dificultades en el aprendizaje

del algebra.

En relacion a estos hallazgos, se decidié implementar una sesion tipo taller con el propésito
de fomentar la reflexion, el andlisis y la concientizacion sobre la necesidad de desarrollar

actividades que promuevan una comprension avanzada del signo igual.

4.7 Anélisis del taller reflexivo
En esta seccion se analizaron los datos recopilados a partir del instrumento de investigacion

aplicado a los estudiantes. Con base al analisis de resultados, se plante6 una sesion tipo taller
con una duracion de dos horas y media, en la que participaron 14 docentes de diversas

escuelas de nivel media superior.
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El objetivo principal del taller fue propiciar la reflexion en torno a los significados que
favorecen u obstaculizan la comprension del signo igual, asi como promover la toma de
conciencia sobre la importancia de identificar las dificultades en el aprendizaje, ademas de

facilitar estrategias de ensefianza y métodos de solucion no operacionales.

Para distinguir los niveles de comprension dentro de las categorias de analisis, se emple0 el

siguiente codigo de colores.

Tabla 33. Categorias y Clasificacion del nivel de comprension

Categoria Clasificacion de los niveles de comprensién

Comprension Operacional

1. Nociones del significado Comprension Simultanea

Comprension Relacional

Operacional

] o Operacional y Relacional (Simultanea)
1.1 Uso del lenguaje y la practica

Relacional
Otra

., L Relacional Operativa
2. Atencién y Concientizacion de los Actos

Relacional Comparativa

Resolucion Operacional

3. Diversidad de solucion en los procesos | Resolucion Operacional y Relacional

Resolucion Relacional

Metodologia Tradicional

4. Reflexion sobre el Obstaculo Metodologia de comprobacion numérica

Metodologia de Equivalencia

4.7.1 Categoria 1. Nociones del Significado
El primer analisis en esta fase consistié en la comparacion de las respuestas a la pregunta del

momento 1: ;Qué palabras asocias con este simbolo “="? El proposito de este apartado fue
contrastar la frecuencia de las palabras utilizadas por los docentes con aquellas registradas

en los hallazgos de las producciones de los estudiantes.
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Las Figuras 33 y 34 presentan dos nubes de palabras elaboradas con el software R version
4.5.1 a partir del registro de palabras utilizadas por los estudiantes en contraste con las
empleadas por los docentes. En particular, la primera nube de palabras corresponde a la
recopilacion de palabras escritas en material impreso por los estudiantes; la cual fue

elaborada con el registro de una tabla de frecuencia.

Por otra parte, la segunda nube corresponde a las palabras usadas por docentes, la cual fue
generada inicialmente en el sitio web Mentimeter, una herramienta digital para la creacion
de esquemas interactivos en linea. Posteriormente, esta informacion fue empleada mediante

una tabla de frecuencias y adaptada para su proyeccion en el software R.

Operacion tad

Figura 33. Nube de frecuencia de palabras que los estudiantes asociaron al signo "="
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Equivalente

Semejante

Resultadoidentico

Iguale?

3 Diferente

Lo mismo_
\

Figura 34. Nube de frecuencia de palabras que los docentes asociaron al signo "="

Equitativo

Ecuacion

Para esta primera categoria se clasificaron las palabras orientadas a una comprension
operacional, comprensién simultanea y las que favorecen a una Comprension relacional.

Los hallazgos de esta pregunta evidenciaron una tendencia general a identificar el signo “="
con los términos de igual” e “igualdad”, ademas, se observo diferencia significativa en el
uso de la palabra “resultado”, la cual se posicion6 como la segunda palabra mas frecuente en
las producciones de los estudiantes, en contraste con una menor presencia en las respuestas

de los docentes.

Por su parte. El uso de la palabra gquiVvalente se ubicé en el segundo lugar de frecuencia
dentro de las respuestas de los docentes; sin embargo, en el caso de los estudiantes, las
palabras asociadas a gquivalencia presentaron una frecuencia minima, lo cual reflejé en la

proyeccion del tamafio dentro de la nube de palabras.

A partir de esta comparacion, se concluyé que los docentes participantes manifestaron un
predominio de una comprension de caracter relacional en el uso de palabras asociadas al
signo igual. No obstante, se destacd la importancia de fomentar una mayor toma de
conciencia en el uso del lenguaje, particularmente en la incorporacion de términos vinculados

con la equivalencia, ya que estos favorecen el desarrollo de una comprension relacional y
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permiten evitar el uso reiterado de habitos que reflejan una comprension meramente

operacional.

Posteriormente, con el apoyo de diapositivas y material seleccionado de la bibliografia, se
promovid una reflexién en torno a la importancia de orientar un uso asertivo del lenguaje en

la comprension de la aritmética y en transicion hacia el estudio del algebra.

4.7.1.1 Categoria 1.1. Uso Adecuado del Lenguaje y la Practica
El proceso seguido durante esta primera fase consistio en evaluar cuatro igualdades

relacionadas con los usos y practicas correctas e incorrectas del signo igual. Las respuestas
de los docentes no mostraron ambigtiedad; por el contrario, se observo que la mayoria de las
justificaciones se asociaron con el uso del término “equivalente” para argumentar SuS

respuestas.

Las justificaciones se clasificaron en cuatro categorias, de acuerdo el uso del lenguaje y
enfoque predominante en cada respuesta: operacional (justificaciones que implican la
comprobacion mediante operaciones), operacional y relacional (justificaciones que hacen
referencia al significado de igual o igualdad), relacional (justificaciones que identifican el
signo igual en términos de equivalencia) y otra (justificaciones que no evidencian una

orientacion clara en el uso del lenguaje o que se limitan a describir acciones sin sustento).

En la categoria operacional se identificaron las respuestas de dos docentes. Estas fueron
analizadas en conjunto con las palabras que orientan hacia una concepcién inadecuada del
signo igual. Como evidencia, se elabord un listado de las justificaciones, respetando su

redaccion original tal y como fueron escritas en material impreso:
15-8=7+1

- “El resultado de la operacion del lado izquierdo del signo = es diferente a la
operacion del lado iz.” (Docente 2).

- “Porque la operacion del lado izquierdo del signo igual es 7 y la operacion del lado
derecho es 8” (Docente 9)

En la segunda categoria, correspondiente a una comprension operacional y relacional, se
clasificaron las respuestas de ocho docentes, cuyas justificaciones concluyen con el uso de

términos como “igual” o “igualdad”. De acuerdo con Lee y Pang (2023), interpretar el
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simbolo “=" Unicamente como “igual” o “igualdad” no garantiza el desarrollo de una
comprension relacional. Por el contrario, puede propiciar una comprension limitada si se
emplea para indicar el resultado de una operacién; aunque también puede favorecer a una
transicion hacia una comprension avanzada cuando se utiliza para representar una

equivalencia numérica. Al respecto las justificaciones escritas por los docentes fueron:

- “Falsa, porque las operaciones dan distinto resultado, lado izquierdo 7 y lado
derecho 8 los cuales no son iguales ” (Docente 1).

- “La sentencia es falsa, la resta del primer miembro no es igual a la suma del segundo
miembro” (Docente 3).

- “No se demuestra la igualdad ” (Docente 6).

- “Fsuma incorrecta 7 # 8 la igualdad no se esta cumpliendo” (Docente 16).

- “Falsa — Porque el siete es menor que 8 y no es una igualdad ” (Docente 15).

- “Siete noesigual a 8” (Docente 14).

- “Desde el punto de vista del signo considerdandolo no cumple como una igualdad, el
signo igual entonces no cumple la igualdad, pero si la expresion” (Docente 8).

- Falso, ya que 7 es menor que 8, 7 no es igual a 8 (Docente 7).

En la tercera categoria, correspondiente a una comprension relacional, se incluyeron aquellas
respuestas que incorporaron términos como equivalencia o equivalente, las cuales
evidenciaron una comprension del signo como una relacion de gquivalencia. En este caso,

unicamente se observa la justificacion de un docente.
- “Falsa al realizar la operacion aritmética no son gquivalentes ” (Docente 10).

Por altimo, en la cuarta categoria, otra, se agruparon aquellas respuestas que no evidenciaron
una orientacion clara en el uso de términos asociados al signo igual. En este caso, se
identificaron cuatro justificaciones escritas centradas en la descripcion de un procedimiento,
sin incorporar palabras vinculadas a algun significado del signo. Las frases escritas por los

docentes fueron:

- “Falso. 7 es una unidad menor a 8” (Docente 12).

- “Como cantidad es falso, porque un valor es menor que otro” (Docente 11).

- “Falsa 15-8 #7+1,7+1=8 ~ 15— 8 = 8.15 # 16 por transposicién 15 # 8+ 8”
(Docente 4).
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- “falsa porque 15 —8 =7y 7 + 1 = 8. (Docente 5).

Posteriormente, se llevé a cabo el andlisis de la segunda igualdad, la cual fue disefiada con
el proposito de identificar la presencia de una lectura unidireccional, asi como una lectura

bidireccional en el caso de una equivalencia numérica.

Para este analisis se retomaron las mismas cuatro categorias. En la categoria operacional, no
se identificaron respuestas orientadas a la obtencion de un resultado ni al uso de operaciones.
Por otro lado, en la categoria otra se clasificaron cuatro justificaciones de los docentes que
se limitaron a describir una accién o que no evidencian una asociacion con algun significado

del signo igual. Como evidencia, la informacion se organizo en el siguiente listado:
22=15+7

- “Vsuma correcto 22 = 22" (Docente 16)

- “Verdadero, Son representaciones diferentes de #22” (Docente 2).

- “Verdadero, 22 = 2 decenasy 2 unidades, 15 = 1 decenay 5 unidades, 7 = 7 unidades
.. 22=15+ 7" (Docente 4).

- “Verdadera porque 22 =15 + 7y 22 = 22" (Docente 5).

En la categoria operacional y relacional se incluyeron siete respuestas. Esta clasificacion se
debid al uso de términos de igual e igualdad, lo que puede clasificarse como una combinacion
de elementos operacionales y relacionales. Al respecto se presenta el listado de

justificaciones:

- “Cumple como una igualdad ” (Docente 8).

- “Ambos numeros son iguales, son lo mismo ” (Docente 14).

- “Verdadera — de un lado es lo mismo que del otro” (Docente 15).
- “Se demuestra la igualdad 22 = 22, verdadero” (Docente 6).
- “Es una igualdad el primer término es igual a la suma del segundo término la

sentencia es verdadera” (Docente 3).

“Es verdadero, porque son el miSmo valor 22 = 22" (Docente 11).

- “22 es la misma cantidad que la suma de 15 y 7" (Docente 12).

En esta categoria se reconoce que la interpretacion del signo como “lo mismo que ” puede

entenderse como una forma de comprension simultanea.
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Finalmente, en la categoria relacional se clasificaron las respuestas de cuatro docentes,
debido a su orientacion y uso del término gquivalente o equivalencia, los cuales evidenciaron

una concepcién adecuada de la igualdad. Las justificaciones fueron:

- “Verdadero, ya que si agregamos 7 a 15 tenemos 22 gquivalente ” (Docente 7).

- “Verdadera, porque la operacion del lado derecho es 22 y es gquivalente al nimero
izquierdo (lo mismo)” (Docente 1).

- “Verdadera porque el 22 es gquivalente a la suma de 15 mas 7" (Docente 9).

- “Verdadera, Son equivalentes a!/ hacer la operacion aritmética”. (Docente 10).

Como siguiente paso, se analiz6 la tercera igualdad del momento, la cual fue disefiada con

el proposito de identificar practicas inadecuadas en el uso de cadena de igualdades.

Aunque se trata de una igualdad incorrecta, los antecedentes revisados la documentaron como
una problematica recurrente, ya que los estudiantes suelen concebir el signo igual como un
separador de operaciones. Esta interpretacion obstaculiza su comprension como relacion de

equivalencia, al violar su propiedad de transitividad.

Posteriormente, las respuestas de los docentes se clasificaron en cuatro categorias
establecidas. En primer lugar, en la categoria otra se agruparon dos respuestas que
manifestaron un uso aislado sin ofrecer una justificacion como evidencia de alguna

comprension asociada al signo igual. Al respecto se presenta el listado de las justificaciones.

- “Falsa 15 # 16 = 16" (Docente 4).
- “Fsuma incorrecta 15 # 16 = 16" (Docente 16).

En la siguiente categoria, correspondiente a una comprension operacional se agruparon tres
justificaciones escritas. Esta clasificacion se asigné debido al uso de términos como

operacion y resultado, los cuales reflejaron un enfoque centrado en la ejecucion de procesos.

El siguiente listado se presenta como registro de la evidencia recuperada de las justificaciones
escritas por los docentes identificados:

- “Falso porque la primera operacion da 12 + 3 no cumple la misma condicion de las
otras dos operaciones” (Docente 9).

- “Falsa, porque el primer resultado es 15 y es diferente a los otros dos que son 16"
(Docente 1).
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- “Falsa. Es una combinacion de operaciones, pero todas son distintas al operar y
comprobar. (Docente 11).

En contraste, en la categoria relacional, se enlistaron dos justificaciones, cuyo argumento se

vinculd a términos de gquivalencia:

- “Falso el 15 es menor que 16 o bien no es gquivalente a /5+1/ " (Docente 7).

- “Falso, Solo en uno es gquivalente, /5=16 falsa, 16 = 16 verdadero” (Docente 10).

Para concluir este anélisis, en la categoria operacional y relacional se agruparon siete

justificaciones:

- “No puedo considerar que la primera parte es iQual a la segunda” (Docente 2).

- “Falsa, Porque no se cumple la igualdad entre las 3 operaciones” (Docente 5).

- “No cumple como una igualdad, pero que cambio con otro proceso, ¢Cual? Por el
momento lo desconozco ” (Docente 8).

- “Sentencia falsa con relacion al primer miembro con el segundo, pero con relacion
al segundo miembro con el tercero, son iguales es una sentencia verdadera”
(Docente 3).

- “No se demuestra la \gualdad (1° miembro y 2° miembro) Falso” (Docente 6).

- “Falso. — la primera no es igual a los otros dos resultados” (Docente 15).

- “Los tres numeros no son iguales solo se cumple una parte de la igualdad ” (Docente
12).

La cuarta igualdad de este momento se incluy6 con el proposito de trabajar la identificacion
de la propiedad simétrica en una equivalencia numérica.

6+5=7+4

En primer lugar, se enlistaron cuatro justificaciones dentro de la categoria otra, en las cuales

los docentes no emplearon términos asociados al significado del signo igual:

- “Verdadero son 2 representaciones diferentes del # 11" (Docente 2).

- “Verdadero ya que 6+5 es otra forma de expresar el 11 y 7+4 también es 11"
(Docente 7).

- “Verdadera 6 + 5 = 11 una decena y una unidad 7 + 4 = 11" (Docente 4).

- “Vsuma correcta 11 = 11" (Docente 16).
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Por otra parte, dentro de la categoria operacional se enlistaron tres justificaciones, los cuales

evidenciaron un enfoque operativo en su comprobacion:

- “Sentencia verdadera ambos miembros generan los mismos resultados en sus
sumas” (Docente 3).

- “La suma de 6 y 5 resulta idéntica al total de la suma de 7 y 4” (Docente 12).

- “Verdadera. Ambos miembros se desarrollan en partes distintas, aunque €l resultado

es igual ” (Docente 11).

Por su parte, en la categoria operacional y relacional se agruparon seis respuestas que

evidenciaron un predominio simultaneo:

“Verdadero, pues la suma de 6+5 es 11 al igual que la suma de 7y 4” (Docente 1).
- “Verdadera, si se cumple la igualdad ” (Docente 5).
- “3+3+5=3+4+4, cumple con una igualdad, tiene asociados oS mismos numeros

tanto del lado izq. Como del lado der.” (Docente 8).

“11=11, Se demuestra la igualdad, verdadero” (Docente 6).
- “11=11, Verdadera — de ambos lados me da lo mismo es igual ” (Docente 15).

“11 = 11, Ambos nameros son iguales, se cumple la igualdad ” (Docente 14).

Finalmente, se clasificaron dos casos dentro de la categoria relacional. En sus justificaciones,

los docentes emplearon términos asociados a la gquivalencia:

- “Verdadera Porque la operacion del lado izquierdo y derecho de la igualdad son
equivalentes ” (Docente 9).

- “l11=11 Verdadera al hacer las operaciones aritméticas son gquivalentes los
valores” (Docente 10).

La Figura 35 presenta el conjunto de anotaciones del docente 12 como evidencia de una

confrontacion del uso del signo igual.
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Figura 35. Notas de reflexion docente, momento 1. Exploracién

En suma, se destaco la participacion del Docente 10, quien, en sus cuatro justificaciones,
evidencié un uso adecuado del signo igual al emplear términos como equivalencia y
equivalente. Una vez recuperadas las respuestas correspondientes a este primer momento de
exploracidn, se procedio a contrastar las evidencias operacionales y relacionales identificadas

en las producciones de los estudiantes.

Como parte de esta comparacion, se proyecto el caso del estudiante JE del grupo 3°A de la
S1, con el proposito de evidenciar una comprension unidireccional en la lectura de las
igualdades, de izquierda a derecha. En colaboracion de los docentes, se analiz6 la
justificacién correspondiente a la primera igualdad, lo que permitié reflexionar sobre la
importancia de trabajar igualdades que involucren operaciones en ambos miembros de la
igualdad. Este tipo de actividades favorece a la generacion de desequilibrios cognitivos que
contribuyen a la resignificacion del signo igual y evitar concepciones inadecuadas en los

estudiantes.

En cuanto a la segunda igualdad, la reflexidn se centrd en la importancia de promover una
lectura bidireccional, con el fin de trascender estructuras del tipo “operacion = resultado".
En este sentido, se sefialdo la necesidad de disefiar actividades que involucren una
interpretacion bidireccional, fortaleciendo asi una resignificacion del signo igual y sus

propiedades.

La toma de conciencia sobre la tercera igualdad se centrd en evidenciar la problematica
asociada al uso de cadenas de igualdades, asi como en identificar la interpretacion del signo

igual como separador en la practica de los estudiantes.
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Por ultimo, la cuarta igualdad puso de manifiesto una dificultad en la comprension de la
propiedad simétrica de la igualdad. Al respecto, la reflexion con los docentes se orient6 a
destacar la importancia de promover las propiedades del signo igual como relacion de

equivalencia.

4.7.2 Categoria 2. Atencion y Concientizacion de los Actos
El siguiente andlisis del taller consistié en comparar las respuestas de los docentes en el

momento 2, correspondiente a la ampliacion, con las producciones de los estudiantes.

Tras solicitar las respuestas a los docentes, al igual que las actividades anteriores no se
detectaron errores en sus soluciones. No obstante, la intencion de estas igualdades fue
propiciar el analisis y reflexion acerca de los métodos de resolucion empleados, en contraste

con los manifestados por los estudiantes.

En laigualdad #1 (215 + __ = 175 + 216), se analizd, en primer lugar, la presencia de
una comprensién unidireccional en las producciones de los estudiantes, quienes resolvieron
mediante la ejecucion de una suma, lo cual constituye una respuesta incorrecta. La toma de

conciencia en este ejercicio se centrd en identificar este tipo de pensamiento operacional.

Posteriormente, se discutio una préctica frecuente en la resolucién de igualdades, relacionada
con la manipulacion y transposicién de numeros, la cual fue sefialada y empleada por varios

docentes en sus respuestas.

Las producciones de los docentes evidenciaron, en algunos casos, un enfoque algoritmico, al
recurrir a procedimientos operacionales como el traslado de las cantidades con operaciones
opuestas 0, en otros casos, resolver dichas operaciones con el uso de calculadoras. Con el fin
de ampliar el debate, se comparti6é informacion sobre los niveles de comprension del signo
igual de acuerdo a Mathews et al. (2012), destacando el nivel comparativo como comprension
dptima.

Se sefiald que este nivel puede identificarse cuando la argumentacion del estudiante se
vincula con las propiedades de equilibrio. Por lo tanto, la conclusion de esta igualdad se
orientd a fomentar estrategias basadas en la observacién y balance, con el propésito de

construir la nocion de equilibrio entre igualdades aritméticas.

127



Posteriormente, las justificaciones y respuestas de los docentes se clasificaron en dos

categorias: relacional operativa y relacional comparativa, las cuales se vinculan con la

descripcion del método o razonamiento empleado para obtener la solucién.

En la categoria relacional operativa se concentraron seis justificaciones escritas que

manifestaron un enfoque algoritmico mediante la manipulacién desproporcionada de las

cantidades que, en determinado momento, violan el equilibrio de la igualdad:

215+ __ =175+ 216

“176, con operaciones aritmeticas ” (Docente 10)

“176, 175 + 216 = 391; 391 — 215 = 176, resuelvo la suma indicada y al resultado
le resto la cantidad conocida” (Docente 12).

“176,sume 175 + 216 = 391y le reste 391-2/5 =176 (Docente 11)

“176, porque ambas operaciones deben dar 391. Busque un nimero que sumado con
215 dieran 391 (Docente 5).

“176, Primero sume las dos ultimas y luego reste el 215 para obtener una igualdad
de ambos lados ” (Docente 15).

“176, 175+216= 391, 391-215=176, 215+176=391, Realizando sumas y restas”
(Docente 14).

En la categoria relacional comparativa se incluyeron ocho justificaciones vinculadas a un

razonamiento avanzado, argumentando su respuesta con términos asociados a una relacion

de equivalencia:

176, observé que tenia del lado derecho 216 y del lado izquierdo 215 entonces
solamente subi un punto a otro sumando ~ (Docente 2).

176, observando el lado derecho de la igualdad, le quite ung al 216 para que sea 215
y 175 se lo agregue ~ (Docente 7).

“176, tengo 2 sumandos y el 2° miembro tengo 216 y en el primero 215 si 216 le resto
1 tengo 215 gse 1 se lo sumo a 175 para completar” (Docente 4).

“176, la diferencia tunicamente para generar la igualdad s de 1, por lo tanto, solo
le sume el uno a 175, para generar la igualdad” (Docente 3).

“176, observando que los 2 nameros del lado derecho son similares al del lado

izquierdo y hacer una diferencia” (Docente 1).

128



- “176, complete el 175 |l SUME UNO, para tener los mismos numeros”’ (Docente 8).

- “176, primer miembro 215 segundo miembro 216 por lo tanto Sumo 1 a 175 para que
se demuestre la igualdad” (Docente 6).

- 176, del lado derecho de la igualdad esta el nimero 216 y del lado izquierdo 215,

por lo tanto, al nimero 175 le sume 1 para obtener 176" (Docente 9).

El andlisis posterior de resultados se orient6 a la toma de conciencia respecto a las cadenas
de igualdades #2 y #3 del momento 2. En este sentido, se destacé la importancia de

interpretar la equivalencia mediante una lectura bidireccional.

En consecuencia, el trabajo con igualdades que involucran cadenas de igualdades debe
fundamentarse en el respeto de las propiedades simétrica y transitiva propias de una relacién
de equivalencia. Por definicion, esto implica que la expresion inicial gs equivalente a la

representacion final dentro de la cadena.

En la categoria relacional operativa se enlistaron nueve declaraciones de los docentes. Esta
clasificacion se asigné debido a que, en la descripcion de los métodos de resolucién, se
observo una interpretacion del signo como un separador, lo cual refleja un enfoque centrado

en procedimientos, en lugar de favorecer a la ampliacion en la comprension del signo igual.
5+6=_+4=11

- “7, Me aseguro que las tres cantidades separadas por el signo igual, tengan el mismo
valor” (Docente 12).

- “7, Busque un numero que en las tres partes izquierdas de 11" (Docente 11).

- “7, Las tres operaciones dan 11 y busque un numero que sumado con 4 de 11"
(Docente 5).

- "7, Es una igualdad 5+6=11y 7+4=11" (Docente 15).

- “7, Realizando sumas ” (Docente 14).

- “7,alll leresteel 4" (Docente 7).

- “7, una diferencia al 11 restarle 4” (Docente 1).

- "7, sumo 5+6=11 a 11 le quito 4 para demostrar la igualdad ” (Docente 6).

- ““7, con operaciones aritméticas”’ (Docente 10).
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Por otra parte, en la categoria relacional comparativa se enlistaron cinco justificaciones. Esta
clasificacion se asigno debido a la interpretacion bidireccional e interactuar con la propiedad

transitiva.

- 7, porque del lado derecho e izquierdo la cantidad es 11 por lo tanto del numero 4
faltan 7 para obtener 11" (Docente 9).

- “7, observé la equivalencia entre los 3 términos y completé” (Docente 2).

- "7, 5+6=11 para cumplir con la igualdad en el primer miembro me faltan 7 para
cumplir con la condicion de igualdad ” (Docente 4).

- “7, solo realicé la suma del primer miembro y |0 compareé con el tercer miembro y
lo coloqué” (Docente 3).

- “7, Busco un numero que me de 11" (Docente 8).

Posteriormente, con el fin de evidenciar el andlisis de la tercera igualdad, se realizd una
comparacion de las justificaciones de los docentes. En este caso, se observé que la mayoria

de sus respuestas ofrecieron procesos no operacionales.

Para profundizar este analisis, se ubicaron dos justificaciones dentro de la categoria

relacional comparativa:
3504+ __=__x20=__/2=700

- “Revise el resultado final y me di cuenta de que al dividir entre 2 es 350 y lo sume
me dio 700, luego multiplique 35 por 20 y me dio 1400/2=700" (Docente 15).

- “Observando el ultimo numero y viendo la operacién y dada para encontrar los
numeros faltantes, en caso 1. 350 es la mitad de 700, caso 2: al 20 hay que multiplicar

por 35 y caso 3 es resultado de una division” (Docente 1).

En contraste, se enlistaron dos declaraciones dentro de la categoria relacional operativa, las
cuales evidencian una lectura unidireccional o el uso de procedimientos como la

transposicion de términos mediante el uso de operaciones inversas.

- “Se buscaron nimeros que sumados, multiplicados y dividido se obtenga el nimero
700" (Docente 9).
- “inverti operaciones, es decir primero multiplique dividi y finalmente reste”

(Docente 2).
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Finalmente, la cuarta igualdad, relacionada con fracciones equivalentes, evidencid
soluciones centradas en el despeje y manipulacion de nimeros. La presencia de estas
practicas refleja un enfoque orientado a la ejecucién de operaciones, que viola el equilibrio

y las propiedades de los nimeros reales.

Se seleccionaron dos casos como evidencia del uso del denominado despeje, un método que
puede considerarse como un obstaculo didactico cuando se emplea de manera
indiscriminada por el docente y de forma coloquial en el aula. En consecuencia, esta
estrategia orienta al estudiante a una comprension monotona y algoritmica. Este proceso se

agrupd dentro de la categoria operacional
- “Despeje de la fraccion conocida” (Docente 1).

Finalmente, se enlistaron dos justificaciones que argumentaron el uso del inverso

multiplicativo para hallar el valor que satisface la equivalencia, las cuales se ubicé en la
categoria Félacional Comparativa:

- “sebuscd un numerador que divido con el 4 de 2 y un denominador que se anule con
el numerador de la primera fraccién” (Docente 9).
- “Dividi 2 entre 3/4 y en ambos lados de la igualdad resulta el 2 (Docente 5).

La Figura 36 presenta las respuestas y justificaciones como evidencia de una reflexion del
docente 12:
1. Completa cada espacio con |a cantidad faltante. Explica como ODbuVISIe ia respuesta.
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Figura 36. Evidencia de las respuestas y justificaciones del docente 12
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4.7.3 Categoria 3. Diversidad de Solucion en los Procesos
En esta fase del analisis se evaluaron las respuestas correspondientes al momento 3:

transicion. La primera expresion se elabord con la intencién de involucrar el trabajo con
expresiones equivalentes en el algebra. Por ello, se organizaron las respuestas en tres
categorias, de acuerdo con el método de solucién empleado: resolucion operacional,

resolucion operacional y relacional y resolucion relacional.

La categoria de resolucion operacional se asigné a aquellas respuestas en las que se observé
el uso de la reduccion de términos semejantes. Este procedimiento, ampliamente utilizado en
la ensefianza para la simplificacion de expresiones algebraicas, si bien conduce a resultados
correctos, tiende a promover una actividad mecanica.
Al respecto, se disefid la expresion 1:
Escribe dos formas de expresar la expresion. Explica tu respuesta
13y — 8y =
13 -8y =

El propdsito de la expresion propuesta radica en identificar el uso de metodologias rutinarias
como la reduccion de terminos semejantes. Por otra parte, se orientd a los docentes a proponer

al menos una expresion equivalente vinculada a la propiedad simétrica de la igualdad.

La Tabla 34 presenta el conjunto de respuestas dentro de esta categoria, las cuales repiten el

término algebraico.

Tabla 34. Trabajo con expresiones equivalentes

13 -8y =5y 13 -8y =5y
13 -8y =8y +5y—8y =5y 13y — 8y =5y
“por descomposicion del nimero” | “al 13y restandole los 8y con una recta”
Docente 8 Docente 7
13 -8y =5y 13y — 8y =5y
13y — 8y = 5y 13y — 8y = (13 — 8)y = 5y
“son términos semejantes ” “Restando y aplicando leyes de los signos”’
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Docente 4 Docente 11

Como se observd, los cuatro procesos se basaron en la representacion de la expresion
mediante un Gnico término algebraico, a partir de una accion simple. En este sentido, la
expresion se interpreta como una extension de las operaciones algebraicas vinculadas a una

metodologia de tipo operacional.

En la categoria de resolucion operacional y relacional se agruparon siete respuestas. La
principal ventaja en estos casos fue la propuesta de una expresién equivalente distinta a la

obtenida por una operacion, lo que favorece a la interpretacion de expresiones equivalentes.
La Tabla 35 se elabor6 a partir de la variedad de expresiones escritas por los docentes:

Tabla 35. Respuestas operacionales y relacionales de siete docentes

13 -8y =3y +2y 13y -8y =3y+2y |13y—-8y=7y—2y

Docente 14 Docente 6 Docente 1

13y —8y=3y+2y | 13y—8y =10y —5y | 13y —8y =4y + 1y

Docente 15 Docente 5 Docente 2

13y — 8y = 20y — 15y

Docente 12

Finalmente, en la categoria de resolucion relacional se agruparon tres respuestas, incluyendo

dos expresiones distintas, sin tomar en cuenta la reduccion de términos:

Tabla 36. Resolucién relacional de tres docentes

13y —8y = 5y = 10y — 5y

13y -8y =7y -2y

Docente 3

13y — 8y = 10y — 5y
13y -8y =4y +y

Docente 10

13y — 8y = 10y — 5y
13y -8y =7y -2y

Docente 9

La Figura 37 presenta la variedad de expresiones escritas por el docente 2, quien completd

con mas de una expresion, ademas de agregar varias expresiones después del dialogo.
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1. Escribe dos formas de expresar |la sentencia. Explica tus respuestas

a) 13y —8y = Y _}.1\{ fjn!; - %\) - __]__6?:]_6'_7/__ }2,-\[4— :’."\:‘l o t’

W-S\‘l - r,E

13y — 8y = 5 jl - 2 [_}l_ - i i:—"q‘ . 13 YI - "-)‘ _ ’ -
) _-_)_?J. _A~By = | Y = 1y -2 -3
(__Z\ JF_&_I;'_ Lo " Y_

2. Resuelve y describe el uso del signo igual en el siguiente contexto

Figura 37. Expresiones propuestas por el Docente 2, momento 3. Transicion

La reflexion final sobre esta expresion, se orient6 hacia la propuesta que permita transitar de

la interpretacion de operaciones algebraicas hacia expresiones equivalentes, lo cual favorece

al trabajo con ecuaciones.

Posteriormente, se realizé el analisis sobre el problema 1 “situaciones de la vida cotidiana”.

De acuerdo a lo establecido en la revision bibliografica, la aplicacion de problemas

vinculados con actividades diarias favorece a la construccién de significados no

operacionales del signo igual, lo que se define como una relaciébn de una cierta

correspondencia.

La Figura 39 presenta el método de solucién como evidencia de una estrategia creativa

empleada por el Docente 8:

i m irasoles. ;Cuéanto cuesta una
El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos g msoles ¢Cyant .
i 1 Ae i 0S¢ Q
rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos. S\ a

h

a)

4

2O

Figura 39. Resolucién de una situacion real del Docente 8
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La ventaja de resolver el problema mediante el pensamiento creativo radica en que los
dibujos permiten simbolizar la ecuacion, sin la necesidad de relacionarla directamente con
procesos aritméticos, lo que contribuye a resignificar el signo igual, ofreciendo un uso

novedoso de las matematicas.

Por ultimo, se observaron 13 respuestas que se centraron en la solucion mediante una
ecuacion directa. Este procedimiento constituye un método frecuente para abordar este tipo
de problemas; sin embargo, puede tanto facilitar como limitar el desarrollo de la creatividad
y autonomia de los estudiantes, dependiendo del enfoque en el que se promueve el

aprendizaje.

4.7.4 Categoria 4. Reflexion sobre el obstaculo
Para esta seccion del analisis de resultados se identificaron las metodologias rutinarias como

la transposicién de términos mediante el planteamiento de una ecuacion del tipo no aritmético

ax + b = cx + d, la cual requiere de una comprension de equivalencia,

A partir de este parametro, se establecieron tres categorias: metodologia tradicional,

metodologia de comprobacion numérica y metodologia de equivalencia.

En la categoria de metodologia tradicional vinculada al uso de estrategias rutinarias como la
T.T., se agruparon once respuestas de docentes que resolvieron la ecuacion mediante el
traslado y manipulacién de los términos. Este procedimiento, en muchos casos, viola el

equilibrio de la expresion

Se sefialo que el primer método observado en las producciones de los docentes consistié en

la solucién del problema mediante la metodologia conocida como transposicion de términos.

Al respecto, se constato que el uso de esta estrategia encapsula al estudiante, especialmente

cuando no se realiza un proceso de comprobacion.

La Tabla 37 presenta el proceso de solucién de dos docentes ubicados dentro de la categoria
metodologia por comprobacion numeérica, quienes realizaron la sustitucion del valor

numérico para satisfacer la equivalencia de la ecuacion:
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Tabla 37. Solucién de la ecuacion mediante la sustitucion de un valor numérico

2x+7=4x-5 Comprobacion
2x —4x = -5-7 | 2(6)+7=4(6)—5
—2x =-12 124+7=24-5
x=_£ 19 =19
-2
x=6

En consecuencia, este proceso de solucion fomenta el desarrollo e interaccion con la
propiedad reflexiva.

Por otro lado, la Figura 39 presenta el proceso de solucién del docente 12 mediante la
reflexion y empleo del método de balance ubicado dentro de la categoria de metodologia de

equivalencia, quien, ademas agregd informacion acerca de los obstaculos didacticos
presentes en la ensefianza del algebra.

K= 430%) ge0—) Q < plocicn®
b S N i S¢ UCiON ¢
} y |© L4 |
b) Encuentra el valor de “x" que cumple la expresién -No s oy UNT¢ 1P/ ECaAO!
18 - |¢ D) 2x+7=4x-5 = Nay ravn P Rcion k‘ff
= 4SS =<x - 2x ne TH A AL
3 \ X c
22 = Zx
- - X1 S [\ {
Ve T —Buscar wetodo J¢
‘( /(:fLI.I ‘L(‘v)r\f(' g
) 7 i, l \ . Sia (e
26« Jlx = x -5~ Obstaculos en el clgebra
73 = LIRS a f\(q( AtmoS
] J7 9
Qs = 2k 2G5 Oespey €
.? == - - L‘f’w\ﬂ"/“j ¢ 5 .
2, =58 - o o e MEMOV1ZACION
(Z, = INE )

Figura 39. Reflexion efectiva en la solucion de una ecuacion Docente 12

En conclusion, es importante abordar la ensefianza del algebra mediante el disefio de
ecuaciones no aritméticas.

El siguiente anélisis corresponde a la tercera expresion de este momento, en el cual se
reflexiond acerca de saber identificar una identidad algebraica.

Con base a la expresion:
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“Si (a + b)? = a? + 2ab + b?, consideras que la expresion (a + b)? = b? + a? + 2ab es
verdadero, si no ;jPor qué?”, como se sabe es una declaracion correcta, por la cual se les

preguntd a los profesores que ¢ Creen gque contestaron los estudiantes al realizar la prueba?

En respuesta, se enlistaron once justificaciones en las que los docentes sefialaron que los

alumnos rechazan la igualdad debido a que no reconocen el orden de los términos.

Al respecto, la produccion del Docente 7 evidencid el posible rechazo, también declar6 los

términos en lo que aceptan la expresion:

- “El alumno podria decir que es falso ya que ha memorizado la regla del producto

notable, los resultados no corresponden”.

- También podria decir verdadero si conoce las propiedades de la suma

(conmutativa)”.

En conclusion, es importante orientar la ensefianza a la comunicacion asertiva y vincular los

procesos de solucidn con las propiedades del signo igual como relacion de equivalencia.
Por Gltimo, se centro el andlisis de las respuestas correspondientes a las expresiones:

a) (x + )2=6x+9+

b) -5+ )=y*-25
¢) x2+9x+ = (x+3)(6+ )

El proposito de trabajar estas actividades es resignificar el orden de las expresiones y

favorecer la construccion de expresiones equivalentes, en lugar de centrarse Unicamente en

el desarrollo de productos algebraicos.

La Figura 40 presenta las soluciones del docente 10 mediante la identificacion del término

faltante en cada expresion, sin premeditar un orden.
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4. Completa las expresiones con el término algebraico faltante. Explica cada respuesta

A) (x+3P2 =6x+9+x": Meot ficando } et minoy Art10g
v e .h,)b\w Nio .“‘_1--“-.9
’ I
B) (y—5)(y+ 2) =y*-25. ldentafirey el derming  tndepentiente
no by otrpy oeduet0 ? € - 25
C) x2+ 9+ =(x+3)(6+¥)__Lx* X"+ 1B 43% Vissualizal  ave iebr
\ Del ~ P 10 c
X" 1/

Figura 40. Actividades de complemento de expresiones equivalentes docente 10

Finalmente, se elabor6 la Figura 41 a partir de las categorias establecidas con base en los
trabajos de Alsina (2007) y Weiss et al. (2019).

Comunicacién

Asertiva Nociones del

significado

Accion

Desequilibrios
cognitivos

Ensefanza

Tradicional Ideas

Intuitivas

Reflexion
Docente

Resignificacién
Analisis

Conceptualizacién cognitivo

) . Reflexion
Diversidad Algoritmos sobre el
del proceso Obstaculo

Figura 41. Diagrama del analisis de reflexion docente

La descripcion de este diagrama tiene como eje central los procesos de entrada y respuesta
de una reflexion docente. En este sentido, se concentrd el andlisis en las nociones del

significado, donde la primera fase de bdsqueda consistié en identificar las ideas intuitivas y
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el conocimiento empirico con respecto al simbolo “=" En esta etapa se destacé la importancia

del lenguaje, asi como de los usos y préacticas inadecuadas.

El segundo eje se orient6 hacia la accién, la atencion y la toma de conciencia acerca de los
actos habituales dentro de la ensefianza como el enfoque a resolver operaciones y estrategias
novedosas, con el fin de devolver actividades que generan desequilibrios cognitivos que
favorecen el desempefio de los estudiantes como la caracterizacion de una equivalencia

numeérica dentro de la aritmética.

El tercer anélisis (diversidad del proceso) consistié en evidenciar las consecuencias de la
ensefianza tradicional en los inicios del contexto algebraico. Dado que se trata de un
contenido de caracter complejo. Al respecto, se sefiald la presencia de un obstaculo didactico
derivado de la ensefianza recibida, la cual se manifiesta al reproducir las mismas estrategias
con las que fue formado. A ello se suma el uso de un lenguaje poco robusto, que puede
propiciar la violacién de las propiedades del signo igual al centrarse exclusivamente en la

ejecucion de operaciones mediante estrategias rutinarias que carecen de una interpretacion.

A partir del trabajo de reflexion con los docentes, se concluyd la importancia de disefiar
estrategias no tradicionales que faciliten la transicidn de la aritmética al contexto algebraico.
Para ello, se recomend6 el trabajo con problemas de aplicacion a situaciones de la vida

cotidiana, asi como la ampliacion de actividades con expresiones equivalentes.

En suma, se planted la resignificacion de una ecuacion como una expresion equivalente
condicionada, la interaccion del signo igual como relacion de equivalencia y sus propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva, ademas de apoyarse en el orden de los nimeros reales
conmutativa, asociativa, distributiva, elemento neutro de la adicién y el producto, asi como

el inverso aditivo y el multiplicativo.

La intencidén no es comunicar estas propiedades de manera explicita y memoristica, sino
propiciar que el estudiante interactie en diversos de modo que reconstruya sus ideas sobre el
uso Yy significado del signo igual como una relacion de variables, y la construccion de una

identidad, como constructos que requieren una comprension relacional del algebra.

El cuarto analisis; reflexion del obstaculo permitié concluir la necesidad de reconocer las

practicas que dificultan la ensefianza y aprendizaje del algebra. En este sentido, se opt6 por
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un andlisis cognitivo sobre la forma en que los estudiantes aprenden e interactian con los
conceptos y objetos matematicos, con el fin de profundizar y ampliar su conocimiento,
ademas de promover estrategias que favorezcan el desempefio de los estudiantes y el papel

de la ensefianza.

4.8 Reflexiones Finales de los docentes, Momento 4
El daltimo momento del instrumento de investigacion corresponde a la evaluacion de las

respuestas a cuatro preguntas clave sobre la didactica del signo igual. El primer anélisis se

centrd en la comunicacién asertiva del significado; para ello, se pregunté a los docentes:
¢ Sueles ensefiar con un enfoque hacia el pensamiento relacional en clase?

Se ubico a tres respuestas que declararon una ensefianza con enfoque operacional y basada

en préacticas inadecuadas, El cuadro presenta el registro de respuestas.

“después de este taller me | “Considero que, en diversas | “Intento realizarlo, pero al observar

doy cuenta que manejo | ocasiones, pero  estoy | que mis alumnos no cuentan con los

mas el enfoque | consciente que caigo en lo | conocimientos basicos  termind
operacional” que me enseniaron”’ enseriando de la forma tradicional”
Docente 12 Docente 2 Docente 14

Posteriormente, se observd a dos reflexiones en las que los docentes argumentaron no contar
con tiempo suficiente para abordar los temas, ya que, en ocasiones, el disefio de actividades

y planes de estudio corresponden a las autoridades educativas.

“lo intento, pero debo de | “Si, aunque no sabia lo que hacia y suelo hacerlo
realizar mds actividades” siempre. Y seguramente debo mejorar ya que al hacerlo

sin tener la conciencia ha faltado el sustento pedagogico”

Docente 15 Docente 7

Por Gltimo, aquellos profesores que declararon una ensefianza con enfoque relacional:

“Si, al explicar un ejemplo de | “Si, trabajo | “Parcialmente considero que

aritmética o algebra les | inicialmente con los |si, al resolver ecuaciones

140




comento las equivalencias que | alumnos las | lineales utiliz6 el despeje y la

podria tener el resultado” propiedades y leyes” | comprobacion”

Docente 9 Docente 11 Docente 10

En conclusion, esta pregunta se disefié para la toma de conciencia en la comunicacion. En
los primeros casos se considerd una orientacion hacia lo operacional, lo cual se percibe como
un obstaculo didactico para el aprendizaje del signo igual, también se considerd que se
necesita atencion especial sobre el tiempo y espacio para el disefio de actividades que

promuevan una comprension relacional.

La segunda pregunta consistio en el analisis a partir del material didactico con el que se

cuenta en el aula:
¢ldentificas si este tipo de ejercicios aparecen en los libros de texto?

Esta pregunta se refiere a si en los libros de texto se proponen actividades que involucren
equivalencias numéricas en la aritmética, con operaciones en ambos lados de la igualdad, asi

como aplicaciones algebraicas en situaciones de la vida cotidiana.

Se identificaron cinco casos de negacion, en los que los docentes sefialaron no reconocer este
tipo de actividades en los libros. Las respuestas abarcaron desde un simple “no” hasta la

mencion, en al menos un caso, de no contar con libros de texto.

La tercera pregunta correspondio a un analisis sobre lo cognitivo, es decir, centrado en la

forma en que los estudiantes comprenden y aprenden; por lo cual se planteé la pregunta:

¢ Como crees que ayudarian a tus estudiantes la implementacion de actividades enfocadas a

entender una relacién de equivalencia del signo igual para el desarrollo de sus habilidades?

En este caso, el profesorado afirmé su respuesta sefialando que este enfoque contribuiria
significativamente a la comprension y desempefio de los estudiantes, ademas, se reconocio
la necesidad de brindar herramientas para el desarrollo de estrategias que favorezcan una

comprension relacional del signo igual.

En conclusidn, el analisis cognitivo consistio en reflexionar sobre el efecto favorable que

tiene el saber identificar una comprension operacional y trabajar en la resignificacion del
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signo igual como una relacién de equivalencia. En este sentido, resulto relevante compartir
con los docentes diversos formatos de igualdades que se pueden emplear en la aritmética para
construir equivalencias numericas. Posteriormente, se destaco el disefio de actividades que
faciliten la transicion de lo operacional a lo relacional, asi como la toma de conciencia sobre

las consecuencias de las metodologias rutinarias.

Finalmente, se incluyd la participacion de una docente que resaltdé el beneficio de la
implementacidn con actividades no operacionales y su intervencion en otras disciplinas como
la quimica y la fisica. Este aspecto, lo importante que es identificar las dificultades en el
aprendizaje de los estudiantes y la matematizacién de problemas que implican retos y

proyectos multidisciplinares.
En la cuarta pregunta se analizé la préctica docente, la cual se formuld de la siguiente manera:

¢En clase promueves actividades que involucran las propiedades del signo igual y las de los

nameros reales? Menciona que propiedades fomentas en cada caso.

Dentro de las respuestas del profesorado, se identificaron cuatro justificaciones en las que se

declar6 “No” promover las propiedades del signo igual ni de los nimeros reales.

En estos casos, se sefiald que algunos docentes admitieron desconocer dichos conceptos o

asumieron que el estudiante puede desarrollarlos de acuerdo a su formacion académica.

Por otra parte, se distinguieron siete justificaciones de docentes que argumentan utilizar las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva propias de una relacion de equivalencia, asi
como las propiedades conmutativa, asociativa, distributiva, ademas de los inversos aditivo y

multiplicativo,

En suma, se resaltd el recurso de resolver ecuaciones mediante procedimientos de balance
que preservan las propiedades de equivalencia. Al respecto, se observé la respuesta de un
docente que reconocié el uso de las propiedades del signo igual como tema relevante para la

comprension de la simbologia en otras ciencias.

4.9 Reflexion Global
La implementacion del instrumento de investigacion permitié explorar las nociones,

creencias, ideas intuitivas y conocimientos previos de los estudiantes acerca de los
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significados y su comprension del signo igual. Cada respuesta fue analizada con el propdésito

de evidenciar la presencia de dificultades en aprendizaje documentadas en la revision

bibliogréfica.

Por su parte, las sesiones de trabajo con los estudiantes y docentes permitieron la recopilacion

de respuestas vinculadas con obstaculos didacticos.

Los docentes fueron confrontados con las palabras utilizadas por los estudiantes en la
pregunta de exploracion sobre el uso del simbolo “=". El primer momento del taller
revel6 un contraste significativo: mientras los estudiantes tendieron hacia una
comprension operacional, evidenciada en el uso de términos como “resultado”. En
cambio, los docentes manifestaron una comprension relacional al emplear palabras
como “equivalente”. Esta comparacion propicio la apertura de un espacio de reflexion
sobre el uso asertivo del lenguaje para comunicar el significado de equivalencia.

El momento 2, correspondiente a la ampliacién, dejé al descubierto la necesidad de
construir el conocimiento de equivalencia numérica para favorecer el desempefio de
los estudiantes desde la aritmética. Por lo cual, se recomienda el disefio de actividades
en las que los estudiantes sean capaces de manifestar procesos de comparacion y
equilibrio, en lugar de proponer tareas simples que promuevan concepciones
inadecuadas del signo igual.

El emple6 de metodologias como la reduccién y la transposicidn de términos permitio
constatar que los estudiantes experimentan una transicion de la aritmética al algebra.
En este proceso, los métodos de solucion evidenciaron los conocimientos previos que
se desarrollan por la ensefianza de la aritmética. Al respecto, se trabajé con
actividades de contextualizacion algebraica mediante problemas con aplicaciones en
situaciones reales, que favorezcan la resignificacion del signo igual.

Las respuestas de los docentes a las preguntas sobre el papel de la didéctica en el
momento 4. Permitid la concientizacion de los docentes sobre su propia ensefianza.
A partir de sus respuestas se desprenden diversas reflexiones; por ejemplo; en el caso
del docente 12, quien en cada momento realizO anotaciones sobre la informacion
analizada y los tipos de obstaculos didacticos presentes en su practica, asi como las

posibles estrategias para favorecer el desemperio.
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Finalmente, se reconocié la necesidad de trabajar sobre los elementos esenciales para
promover la comprension de equivalencia, asi como de proyectar la equivalencia
numérica desde el contexto de la aritmética. En conjunto, se sefial6 el uso de
metodologias favorezcan un proceso de evolucion en los significados del signo igual,

necesarios para su construccion en el algebra.

4.10 Discusion: Desafios en la comprension del signo igual
Los resultados evidenciaron que persisten diversas metas en la comprension del signo

igual, particularmente asociados a interpretaciones que favorezcan la construccion del
conocimiento relacional. Es esencial identificar las dificultades que limitan una
interpretacion. En este sentido se reconocié la necesidad de plantear objetivos que
promuevan el analisis, confrontacién y resignificacion del signo igual como relacion de

equivalencia.
Comunicar de manera asertiva el significado del signo igual

Uno de los principales factores que influyen en la interpretacion del signo igual, radica
en las explicaciones de los maestros y la experiencia que tienen los estudiantes en la
escuela con los contextos que atribuyen en los libros (Essien y Setati, 2006). En esta linea,
parece importante promover contextos y palabras que conlleven a los estudiantes a una

comprension avanzada del signo igual.
Valorar los diversos usos y significados que se atribuyen al signo igual

Alcanzar una comprension relacional durante los primeros niveles escolares contribuye
al aprendizaje de conocimientos en niveles superiores, como equivalencia numérica,
ecuaciones, identidades y expresiones equivalentes. Al respecto, Pincheira et al. (2026)
sefiala que los docentes de matemaéticas deben tener conocimientos y habilidades para
identificar y organizar las actividades que involucran el uso del signo igual como evaluar
la equivalencia a ambos lados promoviendo la comparacion y balance de cantidades

numeéricas, utilizar correctamente cadenas de igualdad y expresiones equivalentes.

Identificar las dificultades que el alumnado manifiesta en sus procesos de solucién
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Una concepcidn inadecuada del signo igual, constituye una valiosa fuente de informacion
que permite analizar las estrategias y planteamiento de actividades, asi como las formas
de razonamiento en la resolucidn matematica. En este contexto, identificar las
dificultades que enfrentan los estudiantes, tales como la lectura unidireccional de las
expresiones y la tendencia a de manera reiterada al calculo, permite evidenciar los

obstaculos presentes en los métodos de solucion.

Integrar metodologias y actividades que favorezcan la construccion y el transito de una

interpretacion adecuada del signo igual

Con base en los resultados, se considero relevante el trabajo con estrategias no rutinarias
que enriquezcan la resignificacion del signo igual. Entre estas metodologias se resalté la
implementacién de igualdades de equilibrio numérico, empleo de representaciones
mdaltiples, que permitan validar la igualdad sin recurrir exclusivamente al célculo y la
contextualizacién en situaciones reales, como problemas de equivalencia o reparto que
ofrezcan un sentido practico al uso del signo igual como relacion de equivalencia
(Pincheira, 2026).

Concientizar al profesorado acerca de la problemética de la interpretacion del signo

igual

En esta linea, Parodi (2024) considero la creacion de espacios en los que los docentes
puedan practicar el ciclo completo de percibir, interpretar y gestionar errores en
situaciones auténticas del aula, evidenciando dificultades con producciones reales de
estudiantes.

En conclusion, los resultados confirmaron que es importante explorar los significados
que los estudiantes atribuyen al signo igual como punto de partida para identificar las
dificultades en el aprendizaje de la aritmética y la transicion al algebra. Reconocer y
gestionar las metodologias de ensefianza para avanzar y transformar los obstaculos
didacticos en motivacion para construir un significado apropiado de los procesos y

resoluciones matematicas.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y APORTES DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion a partir de los objetivos
planteados, con la finalidad de resaltar la comprension del signo igual como un tema de
relevancia didactica. Con este propdsito, se realizd un analisis acerca de los obstaculos
didacticos asociados a su comprension. El reconocimiento de las dificultades que enfrentan
los estudiantes favorecié el disefio de actividades orientadas a analizar la comprension y
aprendizaje, en lugar de concebirlas como una simple invitacion al calculo. En este sentido,
se constatd la relevancia de comprender la aritmética y el algebra como un proceso de

transicion fundamental en la formacién de los estudiantes.

De igual manera, se concluyé la necesidad de que los docentes tomen conciencia de la manera
en que comunican los conceptos matematicos, particularmente, desde el uso de palabras
adecuadas para referirse al signo igual como equivalencia, asi como de la importancia de
revisar las metodologias y el uso de material didactico. Finalmente, se presentan los aportes

derivados de este trabajo.

5.1 Conclusiones
El propoésito de la investigacion fue reflexionar sobre las dificultades que enfrentan los

estudiantes en la comprension del signo igual, considerando que la didactica desempefia un
papel fundamental en la apropiacion de los conceptos matematicos. En este sentido, como
docente e investigador, se reconocid la importancia de saber identificar y atender los
obstaculos en el aprendizaje. Ademas, se buscO generar interés y aportar informaciéon que
contribuya al disefio de actividades que fortalezcan el desempefio de los estudiantes y el

trabajo docente.

En este marco, se plante6 la pregunta: ¢De qué manera la ensefianza y los significados qué
asocian los estudiantes al signo igual revelan las dificultades que persisten en el transito de

la aritmética al algebra?

Para responder a esta interrogante, se consultaron diversos estudios cuya informacion
sustentd que la comprension del signo igual constituye un proceso de analisis didactico. A
partir de las metodologias de busqueda en revistas especializadas, libros, memorias de
congresos Y tesis de posgrado se concluy® lo siguiente:
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Las dificultades en el aprendizaje se analizan a partir de las respuestas de los
estudiantes. Cuando estas persisten, obstaculizan la construccion de un conocimiento
adecuado de los simbolos matematicos, como ocurre con el signo igual, el cual suele
interpretarse como operador, separador o indicador de resultado, lo que limita su
comprension como una relacion de equivalencia.

El lenguaje es un factor crucial en la comprension del signo igual.

El planteamiento frecuente de igualdades del tipo a + b = c, suele interpretarse como
una relacion operaciéon = resultado; En consecuencia, los estudiantes desarrollan
una lectura unidireccional de las expresiones matematicas.

El trabajo con igualdades tipo a + b = ¢ + d, propician conflictos cognitivos que
favorecen a una interpretacion adecuada como el significado de una equivalencia
numerica.

El uso de metodologias como la reduccion y transposicion de términos limita el
significado e interpretacion de los procesos de solucion, al centrarse Unicamente en
la obtencion de una respuesta, lo que rompe el equilibrio y analisis de una expresion.
La incorporacion de situaciones reales en problemas matematicos, posibilitan el
pensamiento creativo que permite la construccion de significados avanzados del signo
igual como relacion de correspondencia, al vincular objetos no matematicos con el
planteamiento de ecuaciones sin la necesidad de recurrir al calculo.

La resignificacion del signo igual como relacion de equivalencia favorece al

desempefio e interpretacion de los procesos matematicos.

Posteriormente se plante6 el objetivo

Analizar las dificultades en el aprendizaje que se manifiestan en los procesos de solucion de

los estudiantes, con el proposito de identificar el caracter de obstaculo didactico, en

especial, las que se vinculan con la comprension del signo igual.

El analisis de las producciones de los estudiantes permitié orientar la investigacion en la

observacion de estrategias utilizadas por los estudiantes para resolver igualdades numéricas

y expresiones algebraicas. Primero, se identific el uso frecuente de la palabra “resultado”

para referirse a la conclusion de una operacion o proceso matematico; en contraste, se

observo una atribucién minima con los términos de equivalencia. De acuerdo a los resultados,
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el estudiante manifiesta una concepcién inadecuada vinculada a la dificultad para distinguir
entre el caracter operativo y relacional del lenguaje. En suma, se evidencié una divergencia
en la aceptacion y rechazo de usos incorrectos de igualdades, como la asociacion del signo
igual con la funcion de separador dentro de una cadena de igualdades, producto de la omision
de la bidireccionalidad de la igualdad, al interpretar Unicamente las expresiones de izquierda

a derecha como un proceso que conduce a un célculo.

Explorar los significados que los estudiantes atribuyen al signo igual en contextos
aritméticos y algebraicos.

De acuerdo a las justificaciones de los estudiantes se evidenciaron diversos significados
atribuidos al signo igual, principalmente de caréacter operacional, tales como indicador de una
accion, operador y separador. Por otra parte, se observo el significado como relacion de
correspondencia, derivado de la propuesta con problemas contextualizados en situaciones de
la vida cotidiana; interpretacion que posibilita una transicion en el conocimiento del signo.
Al respecto, en otros casos se observo la capacidad de organizar y comparar cantidades
numéricas de ambos miembros de una igualdad, lo que corresponde a una comprension del
signo igual como elemento de una equivalencia numérica. Finalmente, se analiz6 la
resolucion de ecuaciones y proposicion de expresiones algebraicas con el fin de indagar la
comprension de equivalencia simbolica.

Identificar los niveles de comprension que los estudiantes manifiestan en sus procesos de
solucidn de actividades que involucran el uso del signo igual.

Tanto las estrategias como los procesos de solucion empleados por los estudiantes
desempefiaron un papel crucial en la clasificacion del nivel manifestado por los estudiantes.
Las justificaciones y respuestas se centraron principalmente en la obtencion de una solucion
mediante el célculo; de este modo se reconocieron tres niveles en la comprension del signo
igual: operacional rigido, operacional flexible y relacional basico. Este Gltimo, considerando
una comprension simultanea que posibilita la transicion de los conocimientos relacionados
entre la aritmética hacia el algebra.

Reconocer los métodos de ensefianza que obstaculizan el desarrollo de una concepcion
adecuada del signo igual.

El planteamiento constante de igualdades numéricas (a + b = c) y ecuaciones algebraicas

(ax + b = c), respectivamente, limita la interpretacion del signo igual como propuesta de
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actividad, al reforzar una vision centrada en la obtencion de solucién, en lugar de facilitar
una comprobacion de las expresiones como equivalentes.

En suma, la imparticion de clase y resolucion de actividades mediante metodologias
rutinarias, memorizacion, dictado y practica de algoritmos, como la reduccion y
transposicion de términos obstaculiza la comprension de los métodos de solucion de
igualdades, ecuaciones e identidades algebraicas.

Reflexionar acerca de cémo la comprensién del signo igual limita o favorece al transito del
conocimiento aritmético hacia el algebraico.

Con respecto a la evolucién de la comprension del signo igual, se identific que esta es
positiva cuando se enfatiza su caracter relacional y se fomenta la observacion, comparacion
y analisis, sin la necesidad de recurrir al calculo ni a la obtencion de un resultado. En
particular, se destacaron aquellos procesos y métodos que favorecen el aprendizaje, como el
disefio de igualdades con operaciones en ambos miembros, con el fin de representar un
mismo valor numérico, asi como el uso de expresiones que promuevan la comprension de las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva del signo igual. En conjunto, estas metodologias
permiten promover procesos de solucion basados en el balance de ecuaciones, respetando las

propiedades de los operadores.

Por ultimo, en el analisis de resultados para la clasificacion de categorias se analizaron los
trabajos de Alsina (2007), Weiss et al. (2019) con el fin de resaltar la importancia de los
procesos y fases de la reflexion docente. Se realiz6 un listado de las conclusiones que se
observaron después de la realizacion y aplicacion del instrumento de investigacion con los

estudiantes y posterior analisis en la sesion de taller reflexivo con docentes:

e Se confirmo la tendencia de algunos estudiantes al concebir el signo igual como
indicador de un resultado, la cual se manifiesta como una dificultad que enfrentan
los docentes. Se recomienda la practica de una comunicacion asertiva en el uso del
lenguaje, lo cual implica asociar palabras que relacionen el equilibrio y la
equivalencia con el fin de concebir un desempefio adecuado y posterior

resignificacion de las ideas y creencias sobre la comprension del signo igual.

e Después de la aplicacion de la prueba escrita se identific6 que gran parte de los

estudiantes manifestaron un predominio operacional, de este modo se constaté que
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comprender el signo igual como equivalencia favorece al desempefio académico. Se
resaltd que el aprendizaje tiende a evolucionar si se trabajan y disefian actividades
que desarrollen una lectura bidireccional de las expresiones numéricas con el
propdsito de generar desequilibrios cognitivos para ampliar y construir la concepcion
de una equivalencia numérica desde los estudios de la aritmética, lo cual busca

favorecer el proceso de ensefianza y aprendizaje.

Saber identificar el nivel de comprension matematica de los estudiantes, permitio
predecir y establecer objetivos de andlisis sobre lo cognitivo, lo cual favorece a la

reflexion y planteamiento de métodos de ensefianza y aprendizaje.

Reconocer que los estudiantes experimentan un proceso de transicion, permitio
identificar los obstaculos didacticos que se manifiestan en las limitaciones de los
estudiantes al comenzar el estudio del algebra. Al respecto, el uso de metodologias
como la transposicion de términos, la memorizacion y el dictado orientado a un
orden, resultan ser précticas que adoptan los estudiantes y que con el tiempo
obstaculizan la construccion de conocimiento matematico. Tras este analisis se
subray0 la necesidad de concientizar acerca de las metodologias de ensefianza, por
ejemplo, promover el uso de situaciones de la vida cotidiana para la gradual
formulacién de expresiones algebraicas y la conceptualizacion de una relacién de
equivalencia para el signo igual, en lugar de memorizar algoritmos y ejercicios

repetitivos; practicas que subyacen en la ensefianza tradicional.

Evidenciar y profundizar en las dificultades sobre la comprension del signo igual,
favorecié a la reflexion docente propuesta en la sesion de taller. Después del analisis
de las respuestas. Se destacé la toma de conciencia sobre la ensefianza y la atencion
didactica que se debe considerar sobre la comprension del signo igual. Un objetivo
fundamental de este taller fue desarrollar un proceso de confrontacion y posterior
resignificacion en los conocimientos y métodos de ensefianza, en conclusion, se
recomendd adoptar metodologias que enriquezcan el proceso de ensefianza desde un
profundo conocimiento de los conceptos involucrados, la matematica y la didactica.

Todo ello de manera articulada.
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5.2 Aportes de la investigacion
Como se menciond en las conclusiones, el trabajo con actividades que involucren la

comparacion y equilibrio favorecen el desarrollo de conceptos matematicos asociados al
signo igual. Si estas actividades se plantean en expresiones numéricas posibilitan el
desarrollo cognitivo de una equivalencia numérica en el estudio de la aritmética. Este
conocimiento ademas permite predecir las limitaciones y dificultades que manifiestan los
estudiantes al usar el signo igual. Por lo que se recomienda a las y los docentes disefiar
propuestas y métodos de ensefianza orientadas al analisis de equivalencias base de una

interpretacion del signo igual capaz de evolucionar de lo operacional a lo relacional.

Se reconocid que la didactica de las matematicas estudia la permanencia de los obstaculos
didacticos a partir de las limitaciones y dificultades que manifiestan los estudiantes. Se
constatd que las practicas enfocadas a reflexionar y analizar la comprension de las
matematicas de los estudiantes favorecen a la concientizacion de la practica docente, tal como

lo han reportado investigaciones previas.

Las actividades propuestas despiertan el interés y generan reflexiones importantes que
favorecen la toma de conciencia, confrontacion y resignificacion de las nociones y creencias

sobre los métodos de ensefianza tradicionales.

Se estudiaron las limitaciones que presentaron algunos estudiantes de tres escuelas
secundarias, haciendo un analisis a profundidad se observd la oportunidad de investigar y
ampliar el area de estudio. Distinguir y predecir las respuestas de los participantes
(estudiantes y docentes) permitié evaluar los niveles de comprension del signo igual. se
analizo el contraste, entre la comprension de estudiantes y docentes al utilizar el signo igual
como un operador. Lo que da lugar a dificultades en la ensefianza para los docentes y de
aprendizaje para estudiantes. Se concluyé que la falta de atencidn en la comprension genera
obstaculos didacticos debido a que en ocasiones los docentes no comunican de forma

adecuada los conceptos matematicos a ensefiar.

Una limitacion de este estudio es la ausencia de entrevistas individuales, que habria permitido
indagar a detalle en las justificaciones y perspectivas de los participantes. Al respecto, Se
constatd que es necesario trabajar una formacion docente que enriquezca la construccién del

conocimiento matematico desde el estudio de la aritmética y disefiar metodologias flexibles
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a la mejora para transitar en la comprension y usos de los conceptos matematicos, siendo el
andlisis cognitivo un campo de investigacion abierto a futuras investigaciones deberian
ampliar el analisis a otros dominios del aprendizaje y evaluar una intervencién docente

oportuna disefiada para potenciar la ensefianza y comprension del signo igual.

La elaboracion de este trabajo implico cuatro etapas. La primera elegir y ubicar el tema de
tesis a desarrollar para realizar una amplia revision bibliogréfica, la segunda adoptar un
marco de investigacion que permitié tomar decisiones en los procesos de experimentacion.
Posteriormente en la tercera etapa se selecciond a la ingenieria didactica como una
metodologia de investigacion esencial para el andlisis y disefio del instrumento de
investigacién y con ello, se desarrollaron dos procesos relevantes la aplicacion de la prueba
y la reflexion de la sesion tipo taller con la participacion docente. La cuarta etapa fue el
analisis de los resultados y seleccién de las evidencias para la elaboracion de las
conclusiones. Cada etapa contd con justificaciones y objetivos previamente establecidos. Por
ultimo, se destacé que la realizacion de esta investigacion contribuye plenamente al
desarrollo profesional y académico, al respecto brind6 las herramientas fundamentales para

el crecimiento y disefio de actividades constructivas.

Finalmente, la realizacion de este trabajo resulto ser un gran aporte personal para el desarrollo
y toma de conciencia de la practica docente, se recomienda que la profunda reflexion y
analisis contribuya al interés de investigaciones productivas y orientadas para atender las
dificultades y limitaciones derivadas de los obstaculos didacticos.

Agradezco la atencidn y honestidad de los participantes, reconozco al apoyo y comparierismo
de los colegas docentes de la maestria y asesoramiento de la directora de tesis, concluyé con

la frase:

“El conocimiento matematico es una responsabilidad, un don para ayudar a la sociedad”

GRACIAS.
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ANEXO 1. Instrumento de Investigacion

Nombre:

Significados del signo igual de la aritmética al algebra

Inicio: Momento 1 — Exploracion

1. ;Qué palabras asocias y usas para referirte a este simbolo “="?

2. Determina si las sentencias son verdaderas o falsas, explica ¢Por qué?

Sentencia

Justificacion

15-8=7+1

22=15+

7

12+3=15+1=16

6+5=7+4%

Ampliacién: Momento 2
1. Completa cada espacio con la cantidad faltante. Explica como obtuviste la
respuesta.

215 + =175+ 216 :

e 5+6=_+4=11:

_*20=___/2 =700:




Nombre:

Transicion: Momento 3
1. Escribe dos formas de expresar la sentencia. Explica tus respuestas

a) 13y —8y =

13y — 8y =

2. Resuelve y describe el uso del signo igual en el siguiente contexto

a) El costo de tres rosas es equivalente a comprar dos rosas y dos girasoles. ¢Cuanto
cuesta una rosa?, si el costo de un girasol es de treinta pesos.

(14

b) Encuentra el valor de “x” que cumple la expresion
2x+7=4x-5



Nombre:

3. Si (a+ b)? =a?+ 2ab + b?, consideras que la expresion (a + b)? = b% + a? +
2ab es verdadero; si no ¢Por qué?

4. Completa las expresiones con el término algebraico faltante. Explica cada respuesta

A (x+ )=6x+9+

B) -5+ _)=y*-25:

C) x2+9x+ = (x+3)(6+ ):




Nombre:

Momento 4: Conclusiones y Reflexiones

¢Sueles ensefiar con un enfoque hacia el pensamiento relacional en clase?

¢ldentificas si este tipo de ejercicios aparecen en los libros de texto?

¢Como crees que ayudarian a tus estudiantes la implementacion de actividades enfocadas a
entender una relacion de equivalencia del signo igual para el desarrollo de sus habilidades?

¢En clase promueves actividades que involucran las propiedades del signo igual y la de los
reales? Menciona que propiedades fomentas en cada caso.

Vi



UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO

Escuela Preparatoria No. 1
Senior High School Number 1

X Coloquio de Actualizacion en la Enseifianza de la Matematica y la Fisica
Academias de Fisica y Matematicas
Ficha de participacion

ANEXO 2. Ficha de imparticion del taller

NOMBRE DEL Ing. Alberto Garcia Garcia
PONENTE:

Dra. Maria Guadalupe Simén Ramos
GRADO Ingeniero en Nanotecnologia

ACADEMICO

Doctora en Ciencias en Matematica Educativa

INSTITUCION DE
ADSCRIPCION Y

Profesora Investigadora del Area Académica de Matematica y Fisica del Instituto de

CARGO QUE Ciencias Basicas e Ingenieria de la Universidad Autonoma del Estado de Hidalgo

DESEMPENA EN

EL MISMO:

DISTINCIONES: Investigador en formacion en la Maestria en Ciencias en Matematicas y su
Didéctica
Integrante del Sistema Nacional de Investigadoras de Investigadores Nivel 1. Presidenta
de la Red de Centros de Investigacién en Matematica Educativa

CORREO 0a507094@uaeh.edu.mx maria_simon@uaeh.edu.mx

ELECTRONICO:

TITULO DEL
TALLER Y/O
CONFERENCIA:

Desarrollo de significados del signo igual en el paso de la aritmética al algebra.

co; €.P, 42080
20 00 Ext, 2301

nal
suach.ad

Sistema Nacior
de Bachillerato

\|!;}

n
Z
w

www.uach.edu.mx



mailto:ga507094@uaeh.edu.mx
mailto:maria_simon@uaeh.edu.mx

UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE HIDALGO

Escuela Preparatoria No. 1
Senior High School Number 1

X Coloquio de Actualizacion en la Enseifianza de la Matematica y la Fisica
Academias de Fisica y Matematicas
Ficha de participacion

AREA DE

CONOCIMIENTO Matematicas

TEMAS A Las interpretaciones del signo igual que se comunican en el aula. Propiedades de los
ABORDAR:
operadores y del signo igual.

Los significados del signo igual.

REQUERIMIENTO C ional | . lleri
S PARA EL onexion a Internet para los participantes y talleristas.
TALLER Y/O

CONFERENCIA: Equipo de cdmputo o dispositivo maévil de parte de los participantes.

RESUMEN DEL Este taller tiene como objetivo reflexionar junto con los docentes sobre los significados
TALLER Y/O del signo igual que han desarrollado los estudiantes a lo largo de su formacidn bésica. Se
CONFERENCIA: realizaran actividades para indagar la forma en que en el aula de matematicas se

comunica el concepto de equivalencia (relacionado al signo igual) a los estudiantes. Con
base en esta reflexion se abordaran las diferencias entre el pensamiento operacional y
relacional y sus implicaciones para el desarrollo del pensamiento algebraico. Se
trabajara con las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva del signo igual como una
relacion de equivalencia, asi como las propiedades conmutativa, asociativa y
distributiva de la adicion y el producto para los nimeros reales.

Se espera que al finalizar el taller los participantes tengan una guia para la toma de
decisiones sobre la elaboracion de actividades que involucren la comprension relacional.

1 €GP 42080
Sistema Nacional Ext. 2301
de Bachillerato

n
Z
w

|f\

www.uach.edu.mx





