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Resumen

El propésito de esta tesis es estudiar las soluciones de ecuaciones en diferencias de primer
orden en el marco del g-cdlculo utilizando el operador de Rubin, en particular, soluciones pares e
impares. Para lograrlo, primero se desarrollan las herramientas necesarias a partir de los operadores
g-derivada de Jackson y del operador ¢~ !-derivada de Jackson. Como punto de partida, se analiza
la ecuacién en diferencias con g-derivada de Jackson, la cual se transforma en una relacién
funcional entre y(x) y y(gx). Esto permite obtener una ecuacién en diferencias que ayuda a
construir la solucién mediante iteraciones, expresandola en términos de una fraccién continua
iterada. Posteriormente, se estudia la ecuacion en diferencias con ¢~ !-derivada de Jackson. En este
caso, la ecuacion genera una ecuacion en diferencias que relaciona los términos y(x) y y(¢~'x), sin
embargo, el método de solucidn es similar. Se transforma la ecuacién en una expresion funcional y,
mediante iteracién, se obtiene una solucién explicita. Finalmente, se analizan las soluciones pares
e impares de ecuaciones en diferencias de primer orden con operador de Rubin, lo cual constituye
el objetivo principal de la tesis. A diferencia de los operadores de Jackson, este operador presenta
una estructura més simétrica, lo que facilita clasificar las soluciones en pares e impares. El estudio
previo de los operadores de Jackson permiten adaptar el método iterativo al operador de Rubin y,
de esta manera, alcanzar el objetivo principal de la tesis.
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Abstract

The purpose of this thesis is to study the solutions of first-order difference equations within
the framework of g-calculus using the Rubin operator, specifically even and odd solutions. To
achieve this, the necessary tools are first developed from the Jackson g-derivative and the Jackson
g~ '-derivative operators. As a starting point, the difference equation with the Jackson g-derivative
is analyzed, transforming it into a functional relationship between y(x) and y(gx). This yields
a difference equation that facilitates the iterative construction of the solution, expressing it in
terms of an iterated continued fraction. Subsequently, the difference equation with the Jackson
g~ '-derivative is studied. In this case, the equation generates a difference equation relating the
terms y(x) and y(g~'x), but the solution method remains similar. The equation is transformed
into a functional expression, and through iteration, a explicit solution is obtained. Finally, the even
and odd solutions of first-order difference equations with the Rubin operator are analyzed, which
constitutes the main objective of this thesis. Unlike Jackson operators, this operator has a more
symmetric structure, which facilitates classifying solutions as even or odd. The prior study of
Jackson operators allows the iterative method to be adapted to the Rubin operator, thus achieving
the main objective of this thesis.
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Introduccion

El g-célculo tiene sus antecedentes en el siglo XVIII, particularmente en los trabajos de
Leonhard Euler sobre series infinitas y particiones de nimeros enteros. Aunque su formulacién
formal es posterior, varias de sus estructuras fundamentales ya se encuentran implicitas en el
estudio de Euler sobre funciones generatrices y productos infinitos, ver Alvarez Nodarse (2020).

El verdadero avance de Euler se produce cuando introduce el estudio de las particiones de
nimeros enteros positivos. Una particién de un entero positivo n consiste en escribirlo como
suma de enteros positivos, sin distinguir el orden de los sumandos, y el nimero total de tales
representaciones se denota por p(n). Por ejemplo, las particiones de 4 son: 4,3+ 1,2+2,2+1+1
y1+1+1+1,conlo cual, p(4) = 5. En su libro, Introductio in analysin infinitorum, Euler
demuestra que el nimero de particiones p(n) se puede obtener como coeficiente en el desarrollo
en serie de la funcién [, 1—;’” estableciendo asi una profunda conexién entre productos infinitos
y teoria de nimeros, ver Euler (1748). Esta expresién conduce de manera natural a la introduccién
del producto infinito (¢; ¢)e = [1;2o(1 — g™*"), a partir del cual se obtiene la funcién generatriz
m = Yoo p(n)q", p(0) = 1. Este hecho muestra cémo dichos productos infinitos permiten
describir la estructura de las particiones mediante su desarrollo en series y, al mismo tiempo,
dan lugar a objetos fundamentales que posteriormente se convierten en elementos centrales del
g-célculo. Lo notable de estas construcciones es que pueden interpretarse como deformaciones
de estructuras clédsicas: en muchos casos, al considerar el limite ¢ — 1~ en los productos, series
y operadores definidos en el contexto del g-célculo, se recuperan sus correspondientes versiones
del cdlculo tradicional. De este modo, el pardmetro g permite generalizar conceptos cldsicos sin
perder la conexion con la teoria original del célculo.

Las ecuaciones en diferencias de primer orden, han sido una herramienta fundamental en el
desarrollo de la matemadtica, ya que permiten modelar diversos fendmenos en fisica, ingenieria y
otras dreas de las ciencias. En particular, resultan ttiles para describir comportamientos secuencia-
les, trayectorias poblacionales, modelos financieros y sistemas dindmicos en donde el estado futuro
depende Unicamente del estado anterior. Estas ecuaciones desempefian un papel importante debido
a que en muchos casos, sus soluciones pueden obtenerse de manera explicita, lo cual permite
comprender el comportamiento de diversos modelos considerados.

Puesto que el estudio de las ecuaciones diferenciales se basa en el concepto de derivada cldsica,
definida mediante el uso de limite y de la razén de cambio de una funcién,

df . f(x+h) - f(x)
RS Sy Py s

resulta natural investigar qué ocurre si, en lugar de tomar el limite, se fija una relacién especifica
entre x + i y x. En este caso, si la relacion lineal x + & se intercambia por la relaciéon geométrica



gx, donde ¢ es un nimero fijo tal que ¢ € (0, 1), se obtiene una expresion del tipo

f(x) = f(gx)
x—-gx
la cual ya no depende de un proceso de limite, sino del pardmetro g. En este contexto, surgen las
ecuaciones en diferencias en el g-cdlculo, en el cual se elimina el concepto de limite y se reemplaza
por un operador en diferencias que depende de un pardmetro g. Una forma sencilla de apreciar la
transicion al g-cdlculo es considerar, por ejemplo, la ecuacion diferencial

df

dx
cuya solucién es f(x) = Ce™™, donde C es una constante arbitraria. En el contexto del g-célculo,
su andlogo se expresa mediante la relacion

f(x) - f(gx)
(1-¢q)x
en la que el cambio de la funcién se establece entre x y gx. Se observa que si existe el limite en
el lado izquierdo de esta ecuacién cuando ¢ — 17, entonces se obtiene la ecuacion diferencial
propuesta inicialmente.
Uno de los operadores mds conocidos en el g-cdlculo es la g-derivada de Jackson, definida
parax # 0y g € (0, 1) como el operador

(x) = Af (x),

=Af(x),

D,f(x) = —f()(? :i[c)(;]x)

ver la Subseccion 1.2.1, la cual es una herramienta fundamental para formular ecuaciones en
diferencias que generalizan las ecuaciones diferenciales ordinarias. Este operador actia sobre una
funcién que compara valores en los puntos x y gx, lo que permite describir su cambio mediante
una relacién entre estos puntos. A diferencia de la derivada clasica, donde el andlisis se basa en el
comportamiento de la funcién cuando el incremento tiende a cero.

De manera complementaria, también se puede considera la ¢g~'-derivada de Jackson, la cual
evalia el cambio de una funcién entre los puntos x y ¢~'x. En este contexto, se analiza la funcién
tomando como referencia un punto que se obtiene al multiplicar por ¢!, lo cual implica analizar
el comportamiento en direccién inversa. De esta manera, la ¢~ '-derivada de Jackson se define para
x #0yq e (0,1) como el operador

_flg7) - f(x)

5qf(x) = W,

ver la Subseccién 1.3.1. Este operador permite estudiar el comportamiento de las soluciones de
las ecuaciones en diferencias desde una perspectiva complementaria, ya que amplia el andlisis a
valores que pueden interpretarse como anteriores dentro de la sucesién generada por la eleccién
del parametro g.

Por otra parte, el operador de Rubin se introduce como una opcién adicional dentro del g-
célculo, y presenta una definicion distinta a la del operador de Jackson con pardmetro g y su
versién con pardmetro g~'. Este operador se define parax # 0y g € (0, 1) como el operador

flg™'x) + f(=q7'x) = f(gx) + f(=gx) = 2f (=)

)= 20 - g)x




ver la Subseccién 1.4.1. A diferencia de los operadores D f(x) y 5q f(x), cuyas definiciones
se basan en comparar valores en puntos relacionados por una sola direccién del pardmetro ¢, el
operador de Rubin considera una expresion que involucra de manera mds equilibrada los valores
de la funcién, lo que favorece el andlisis de propiedades simétricas.

Esta caracteristica resulta especialmente relevante cuando se estudian propiedades relacionadas
con la paridad de las funciones. En el cdlculo tradicional, las funciones pares e impares desempefian
un papel importante debido a que su simetria facilita el estudio de las ecuaciones diferenciales, lo
que permite descomponer soluciones en componentes con propiedades bien definidas. De manera
andloga, en el contexto del g-cdlculo, el operador de Rubin ofrece un entorno més adecuado
para analizar este tipo de simetria, ya que su definicion permite mantener con mayor claridad las
propiedades de las funciones pares e impares.

El operador de Rubin aporta ventajas analiticas relevantes en el estudio de ecuaciones en
diferencias, particularmente en aquellas donde intervienen relaciones funcionales entre valores de
la funcién en puntos opuestos. Su estructura permite tratar de manera mds uniforme expresiones
que involucran términos como f(x), f(—x), f(gx)y f(—gx), lo que resulta ttil en la formulacién
y resolucién de ecuaciones en diferencias con este tipo de dependencias. En particular, facilita el
andlisis de ecuaciones de primer orden en las que aparecen combinaciones tales como f(x)+ f(—x)
6 f(gx) — f(—gx), asi como las funciones definidas en semiejes, por ejemplo, en el estudio
de funciones especiales del g-cdlculo, como las funciones g-trigonométricas, donde la paridad
desempeifia un papel fundamental. Las propiedades esenciales del operador de Rubin se analizan en
la Subseccioén 1.4.1. En particular, se muestra que si f: [a, b] — R es una funcién impar, entonces
0qf(x) = Dy f(x), mientras que si f : [a, b] — R es una funcién par, entonces d, f (x) = 5q f(x).

Por esta razon, el uso del operador de Rubin no solo responde a un nuevo enfoque del concepto
de g-derivada, sino también a la necesidad de estudiar ecuaciones en diferencias cuyas soluciones
puedan clasificarse segin su paridad. En este sentido, este enfoque facilita el andlisis de condi-
ciones bajo las cuales una ecuacioén en diferencias de primer orden con operador de Rubin admite
soluciones pares o impares, lo cual representa el objetivo principal de este trabajo.






Capitulo 1

Preliminares

El g-célculo, también conocido como cdlculo cudntico o cdlculo sin limites, surge como una
generalizacién natural del célculo cldsico en la que el concepto de limite es reemplazado por
un parametro de deformacién ¢. En lugar de considerar incrementos infinitesimales, el g-calculo
estudia variaciones discretas multiplicativas. La idea central consiste en sustituir la nocién de
diferencia aditiva por una diferencia geométrica. Asi, la derivada ordinaria es reemplazada por
la g-derivada, definida de manera que, cuando ¢ — 17, se recupera el célculo clasico. En este
capitulo introduciremos los conceptos fundamentales del g-cdlculo: g-nimeros y g-factoriales,
g-derivadas y g-integrales, asi como algunas de sus propiedades bdsicas.! Exploraremos algunos
ejemplos que ilustren cémo esta teoria generaliza resultados conocidos.

1.1. Introduccién al g-calculo

Los siguientes conceptos se pueden encontrar en Kac y Cheung (2002). Se supone siempre que
q € (0, 1). Iniciamos denotando un g-andlogo de los niimeros reales, llamado g-real y denotado
por [1], con A € R, el cual se define como

l-q°
En particular, si A = n € IN, entonces [n], = 1+g+ g%>+---+¢" ! es un g-natural. De la definicién

se observa que lim,_,1- [1], = 4, lo cual se sigue de aplicar la regla de L’H6pital. De igual manera,
un g-factorial [n],! se define como:

1, sin=0,

[n]q!: [n]qx[n—l]qx"‘x[l]q’ sin=1,2,....

Se observa también que de la definicion se tiene lim,_,1- [n],! = n!. Una vez que se defini6 [n],!,
podemos definir de igual forma un g-andlogo del coeficiente binomial como

(n): [nlg! _ [nlgln=1lg--n=j+1]
il, 1 ‘

j]q![”_j]q! [j]q!

1Se destaca que en este trabajo, el cdlculo que se explora es un g-cdlculo cldsico estandar, el cual corresponde a un
célculo particular de un g-calculo general que se discute en Georgiev y Zennir (2024).
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8 Preliminares

Podemos ver que la funcién que se comporta como la potencia de un binomio (a — x)* estd
dada por
sik=0
(a - 'x)](; = k-1 .
(a=x)(a—gx)---(a—q*'x) sik=>1.
De manera similar tenemos un g-andlogo del factorial desplazado, o simbolo de Pochhammer,
definido como:

n-1 0
wao=1, @oa=][0-4g%, @aoe=]]0-q%.
i=0 i=0
Observamos de las definiciones que se cumple la siguiente identidad:
(@@ =(1-a)y. keN,
y por consiguiente,
(@:9)e = (1= )3,

Las definiciones anteriores permite obtener la siguiente identidad

(4 9k
(k]! = ———.
(- gk
En efecto, basta observar que
—l_qk-l_qk_ln-.l_q

[klg! = [klglk = 1]g---[1]g = l-g 1-g¢g l-gq

(-9 (-¢"H1-45 (-4 0-¢"290-4""9)

(1-g)* (1-q)k
_ (-4 _ (g3ak
(1-q)¥ (1-q)*

En conclusién:
_ (-9 _ (g9
(I-gF (A-g*
De acuerdo a la definicién de (a—x) ’q‘ los dos siguientes teoremas muestran algunas propiedades
que son de utilidad.

(1.1)

[klq!

Teorema 1.1 (Kac y Cheung, 2002). Para cualesquiera m y n enteros se tiene

@ (@ = (@ = g0, ) (@ =
1 T

D) (@~ q"7" = e
q

Demostracion. Se observa que

(a-x)! (a-gq"x)"

(a —X)Z+m =(a-x)(a—gx)---(a- q”—lx)(a —¢"x) (a - qn+1x) - (a _qn+m—1x)

= (a—-x)g(a—q"x)g,
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mostrando asf el inciso a). Ademads, se tiene que

(a-x)pm (a-x)
(a— q”x)Z“ = ————, sim — oo, entonces (a — qnx);’ =——0.
( —X)gq (a - x)q

Sim = —n en el inciso a), se tiene

1
1=(a-x)y(a-q"x)," y,porlotanto, (a-q"x)," =

= —,
(a -x)g
demostrando asi el inciso b). Por otro lado, si n = —m en el inciso a), se tiene

1
1= (a —x)‘;m(a - q_mx);" Y, por lo tanto, (a —X);m = m,
probando el inciso c). o
Teorema 1.2 (Aral ef al., 2013). Para |x| < 1, se tiene
s (l—a)’q‘ X (1-ax)y
Z [ %
(1 - 6I)q (1 - x)q

k=0

donde (1 —x)g = [1;o(1 - g*x).
Demostracion. Sea

(1-a )q ok
Ja(x) = -
e

De ahi que
= (1-a)k (1-a)k

J(0) = falgx) = 1k ? (qu)*
Jul) = Jalax é(l—)ﬁ ;)(1—@5 =

U U

k=1 (1 _Q)S
:xi (1-a)g'(1 —q"‘k‘a)(l 49 i
k=1 (1-q)q

Si se realiza el cambio kK — m + 1, se tiene

(I -a)g(1-g"a)(1 - ”’”)

fa®) = fa(qx) = x Z

for ( q)m+1
& (-ari-qma)
_xmz{) (l—q);" *

(1-a)mx = (1 - a)(gx)™
Z —r ax ), (1= g

m=0
=xfa (X) — ax fa(gx).
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De ahi, se obtiene

1
fal) = === falgx).
Iterando esta relacion n veces al intercambiar x por gx, se tiene
aq 2x
Ja(gx) = (4°%), fa(g’x) = T2, Jal *x),
N ACEE fa( "lx),
asi
B aq kx —aqkx
falx) = H e a(d") = fulg" x)]_[ —

Cuando n — oo, se tiene

fax) = ( lim fa<q"x>) (,}Lﬂ; l_[
k

1 —aqg*x B (1-ax)y
5 1—qkx

T o(1- x)g
ya que lim,,,« f;(¢g"x) = 1. Esto muestra la igualdad. O

Corolario 1.3 (Aral et al., 2013). a) Para |x| < 1 se cumple,

[ee]

5 RS N
(1-q)k (1 -x)g

k=0

b) Para x € R se cumple,
k(k 1)

Z( Dk =1 -0

Demostracion. Para demostrar el primer inciso tomamos a = 0 y sustituimos en la igualdad del
Teorema 1.2. Mientras que para el segundo inciso remplazamos primero a con % y x con ax, asi

) ( l)k (1 ax)oo
—Lax)t = ———F
2Tk (= av;

o bien

i (a-Da-g)a-g")-(a-g") ,  (1-2g
(l—q)’(; (1 -ax)y”

Luego, si tomamos a = 0, se tiene

Z( D(=9)(=¢*) -- (—qk‘l)xk
(I_Q)q

( l)k 142434 +k— 1) ( )k I”('” D
Z (1 Q)q Z (1 - Q)q
Por lo tanto
( k k(k 1)
kZ;) (1 - Q)q ’

demostrando el inciso b). O
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1.2. Operadores g-derivada y g-integral de Jackson

1.2.1. g-derivada de Jackson

Sea [a,b] C R un intervalo tal que O € [a,b] y sea f: [a,b] — R una funcién. El llamado
operador de Jackson, o g-derivada, D f de la funcién f estd dada por

fx) = fgx)
(1-g)x ~

y Dy f(0) = %(O), siempre que %(0) exista. Notemos que de la definicién se sigue que si f es
diferenciable, entonces

D, f(x) = six #0,

lim D f(x) = lim J) = flex) _ 4 .
q—)

g—1-  (1—-¢g)x dx
Las g-derivadas de orden superior se definen de manera recurrente mediante la relacién
D’q‘f(x) = Dq(D’(j‘lf)(x) para k € INp := IN U {0}, donde se asume que Dgf(x) = f(x). En
particular, de la definicién de la g-derivada de Jackson se deduce que:

) _qf(x) = (1+q)f(gx) + f(q*x)
Paf ()= (1-q)%gx? ’

2
y Dz flx) = %(0) siempre que f sea dos veces diferenciable en x = 0. Se sigue también de la
definicién anterior que si f es dos veces diferenciable en x € [a, b], entonces

x #0,

d2
., 2 _
qll)Hll* qu(x) = @(X)

Algunos métodos que se emplean para calcular la g-derivada de una funcién son similares al
célculo clésico. Por ejemplo, la derivada de cualquier combinacién lineal con constantes a y b
cumple

Dy(af(x)+bg(x)) =aD,f(x)+bD,g(x). (1.2)

La g-derivada de una funcién potencia f(x) = x" se calcula como sigue:

n (qx)n -x" q” -1 n—1 n-1
A P
es decir,
D x" = [n] 2" (1.3)
Asi mismo, podemos ver que la g-derivada de un producto es
Dy(f(x)g(x)) = f (x)g(X()l— f(gx)g(qx)
—q)x
_ f(gx) = f(gx)g(gx) + f(gx)g(x) — f(gx)g(x)
(1-g)x
_ fg0)(g(x) — g(gx)) +g(x) (f (x) — f(gx))
(I-g)x
_ [(g0)(g(x) —g(gx)) 8N (f(¥) — f(gx))
(1-g)x (1-¢g)x

= f(gx)D4g(x) +g(x)Dy f (x),
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es decir,
Dy (f(x)g(x)) = f(gx)Dgg(x) + 8(x) Dy f(x). (1.4a)

Por otra parte, podemos observar que

Dy (F(0)g(x)) = f (X)g(X()1 _J; ()ZX)g(qX)

_ f®)elx) — fgx)g(gx) +g(gx) f(x) =~ 8(gx).f(x)
(I-g)x

_ fO)(e(x) — g(gx)) +g(gx) (f (x) = f(gx))

(I -g)x
_ S8 —g(gx) | 8(g0)(f(x) — f(gx))
(I —g)x (I —g)x
= f(X)Dgg(x) +g(gx) Dy f(x),

y, por lo tanto,

Dy(f(x)g(x)) = f(x)Dgg(x) +g(gx)Dgy f(x). (1.4b)
Notemos que las expresiones anteriores no son simétricas en el sentido del cdlculo tradicional,
donde recordemos que

d d d
S (F8() = F() -8 () +8(0) - f ().

Si buscamos simetrizar la expresion en (1.4a), notamos que de la definicion del operador en
diferencias de Jackson se tiene que f(gx) = f(x) — (1 — g)xD, f(x), luego, si sustituimos esta
expresion en la g-derivada del producto se tiene

D4 (f(x)g(x)) = f(gx)Dgg(x) +8(x) Dy f(x)
= (f(x) = (1 =q@)xD 4 f(x))Dgg(x) + g(x)D 4 f(x)
= f(x)Dqg(x) + g(x)qu(x) - (1 - Q)Xqu(x)Dqg(x)a

es decir,

Dg(f(x)g(x)) = f(x)Dgg(x) +8(x)Dy f(x) = (1 = q)xDq f(x)Dyg(x),

de donde se concluye que el término —(1 —g)xD, f(x)D,g(x) es una desviacién de la simetria de
la g-derivada del producto. Un resultado similar se obtiene si se considera la segunda férmula de
derivada de un producto (1.4b).

De igual manera, podemos calcular la g-derivada de un cociente

J&x)  flgx)  f(x)g(gx) — g(x)f(gx)
D (f(X)) _ 8 glgx) _ 8(x)g(gx)
e (1-q)x (1-q)x
_ J)glgx) — g(x)f(gx) +g(x).f(x) = g(x)f(x)
8(x)g(gx)(1 —q)x
_ W) = fgx) = f(x)(g(x) - g(gx))
8(x)g(gx)(1 —q)x
_8)Dg f(x) = f(x)Dgg(x)
- g(x)g(gx)
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por lo que,

D (f(X)) 8(x)Dg f(x) - f(x)Dgg(x)
q = :

s~ 2()8(q0) (132)

Observamos que podemos obtener otro resultado similar

D (f(X)) _ f(0)g(gx) - g(x)f(gx) +g(g%).f (gx) — 8(gx) f (%)
g g(x)g(qx)(1 - g)x
_ 8(g0)(f(x) = f(gx)) = f(gx)(g(x) — g(gx))
8(x)g(gx)(1 - ¢q)x
_ 8(gx)Dy f(x) = f(gx)Dyg(x)
B g(x)g(qx)

’

o bien

£\ 8(@0)Def() ~ F(qr)Dyg(x)
Pa (g<x>) - (98 (qx) ' (1.5b)

Finalmente, la g-derivada de una composicién de dos funciones de la forma f(u(x)), donde
u(x) = axP, con a y 8 constantes, tiene la forma

Dy f(u(x)) = Dyp f(u(x))Dgu(x). (1.6)
La demostracién de este resultado se sigue directamente de la definicion, pues

fu@) - fu(gx)) _ f(axP) — f(agPxF)

Daf ) === (1 o)
) - f(PaxP) (1 - ¢Fax®
(1 —gP)axP (1 -g)x
 flaxb) — f(qPar)

(1-gP)axP @[l = D g f(u(x))Dqu(x).

Notamos que no existe una regla de la cadena general para determinar la g-derivada de una
composicion de funciones, pero una excepcion es la g-derivada de una composicion de la forma
anterior.

El siguiente resultado muestra la forma de derivar los g-analogos del binomio de Newton.

Teorema 1.4 (Kac y Cheung, 2002). Para cualesquiera m y n enteros, se tienen las siguientes
identidades

@) Dqlx=ayy = Inly(e - a, & Dyl =) = ~lnly(a - a0,
—[_ _  n\—n—1 1 - [I’l]q
e AR

Demostracion. Mostramos tinicamente el inciso c¢), los otros incisos se muestran de forma similar.
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Por definicion se tiene:
(a—x)y —(a—gx)y

Pale =g = gy
_(a-x)(a-g0) - (a-g""0) - (- g)(a—g") - (a - q")
(I-g)x
n— l(a x)_(a_q x)
~ L T g
= (a—qx)” 1((11 +Z)) = [n]q(a—qx);‘_l. O

Podemos ahora presentar algunas funciones especiales y algunas de sus propiedades que serdn
de utilidad en lo que sigue.

Dos funciones g-exponenciales
Consideramos la siguiente ecuacion en diferencias
Dgy(x) —y(x) =0

y planteemos el problema de hallar una solucién en series de potencias y(x) = .1, a xxk. Tomando
en cuenta que D, y(x) = X1, ak [k]4x*"!y sustituyendo y(x) en la ecuacion se tiene

O:Zak[k]qu_l—Za Zaf“ J+1qxf Za]x’
k=1 k=0 j=0 j=0
= (ajmlj+1lg—ajx.
j=0
Igualando los coeficientes a cero e iterando se tiene
O0=ai[lly—ao=a(2]g—a1=-=ajnl[j+1]g—a;j=--,
se observa que
ap
al) = ——,
[1g
aj a a
ay = = = .
(2lg  [1ql2]g  [2]g!
aj-
aj = - = %0 = 4o

Llg  Li-1g'lily  Lilg"
Sustituyendo el valor del coeficiente ax en y(x) se tiene la solucién explicita

[e9)

y(x) = ag

k=0

Se observa que el radio de convergencia de esta serie es R = ﬁ.
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Por otro lado, si se considera la ecuacion en diferencias

Dgy(x) = y(gx) =0,

y se busca una solucién en series de potencias de la forma y(x)
procedimiento anterior se tiene que
[Se]

ak[k]qu_1 - Zak Za”l j+1] qxf

k=1 k=0 =0
Z(aj+1 [j+1lg - ajqj)xj-

Igualando los coeficientes a cero e iterando se tiene

0=a []]q —ap = aZ[z]q —aiqg =---=4dajy [J + l]q
se observa que
ao
al = ——,
[1]q
ay = aq _ aoq _ aoq
2l [lgl2lg  [2]g"
L aj_lqj—l ~ a0q1+2+---+j—1 _ aoqj(jz_l)
! []]q [] - 1]q![j]q [j]q'
Sustituyendo el valor del coeficiente ax en y(x) se tiene que
o k(k 1)
() =ag Z
k=0 q

Se observa que el radio de convergencia de esta serie es R = oo.

= ZZOZO aixk, siguiendo el

[59)

> ajqixd

Jj=0

Una vez obtenidas las soluciones de las ecuaciones en diferencias consideradas, se observa
que las funciones resultantes presentan una estructura en serie de potencias cuyos coeficientes
involucran de manera natural el pardmetro g. Esta forma sugiere la introduccion de funciones que
generalizan la exponencial cldsica dentro del contexto del g-calculo. En efecto, dichas expresiones
aparecen de manera natural al resolver ecuaciones en diferencias de primer orden asociadas al
operador D, por lo que resulta conveniente formalizar estas soluciones como nuevas funciones,
que juegan un papel andlogo al de la funcion exponencial en el cdlculo clésico.

Con base en lo anterior, se define un primer g-andlogo de la funcién exponencial e* como

1
!, |x|<1_qa

y, de manera andloga, se define un segundo g-andlogo de la funcién exponencial e* como

kk=D)

R

x € R.
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Notemos que

xk X X ¥
ey =t (32 =S - e
g—1- q—>1- k:O hmq_>1 [k],! el k!
similarmente, observamos que
k(k=1) L k(k-1)
) gz xk ] 11mq—>1*q > )Ck =] xk .
lim E; = lim Z =Z - ' :Z—’:e,
g—l- 47 g51- e~ limg - [k],! k!

garantizando que las funciones introducidas constituyen generalizaciones de las funciones cldsicas
que dependen del pardmetro ¢, y que convergen a estas cuando g — 1~

En la Figura 1.1 se muestra una comparacion de estas funciones con la funcién exponencial
clasica.

Grafica de las funciones: e;* y E.*

— e_X
301 e;X,g=0.6
9" :
2.5 — €5%,q=028
— E;*, q=0.6
%4 2.01 — E;*q=08
w 7% q=0.
> 1.5
| o
)
1.04
0.5+
0.0+

-1.0

Figura 1.1. Comparacmn de las funciones e * y E_* con respecto a la funcion exponencial
tradicional ¢ en el intervalo [—1, 2] con dlferentes Valores para q.

Existen definiciones andlogas cuando la variable real x € R es reemplazada por una variable
compleja z € C, ver Aral et al. (2013). Aunque la mayoria de los resultados de estas funciones
exponenciales que se consideran aqui involucran variables reales, cuando se considere el uso de
variables complejas, los resultados correspondientes se empleardn de forma anéloga

Notamos que, utilizando el inciso a) del Corolario 1.3, se tiene que si |x| < 1 —» entonces
B i xk Z (1-gq)kxk 1
k:O fI' (I_Q)q (1_(1_q)x)20'

Del mismo modo, utilizando el inciso b), se tiene que si x € R, entonces

o k(k—l) 0 k(k 1) k(k 1)

q q (1 - q)*x* (=1*q (=1 = g)n)* o0

E;:Z :Z ~ :Z [ E :(l+(l—q)x)q

k=0 =0 g k=0 (1-4)q

Podemos ahora observar de las definiciones que eg = ES =e=1.
El siguiente lema proporciona algunas propiedades adicionales de los g-andlogos de la funcién
exponencial dados anteriormente.
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AX _ 1,4 1
Lema 1.5 (Aral er al., 2013). a) Dgey* = dey”, |x| < =
b) DGEX = AEL™ x e R
c) e;E;X = E;‘e;x =1, |x] < ﬁ.

Demostracion. Usando la definicion de la funcién g-exponencial ey se tiene

A _p (ST @08 D () S ATk
Pacs”=Da (Z [k]q!)‘; T, =2 Ty

k-1

El término para k = 0 es cero, asi
© Ik k-1 -
Dytepy= 3 A S
q o [klg! [k —1]g!
i /lm+1 m+1-1

S (/lx)m Ax
= :/l :/l
Z m+1-1],! Z[m]q! €a >

+1=1 m=0

demostrando asi el inciso a). De manera similar para el inciso b), y usando la definicién de la
exponencial EY, se tiene

ko) (/bc)k s kk-1) 1)/1 D (xk) ktken AR [k] k!
b (30 (1) -3 S e

DqE/lx —
! k=0 klg! [Klq!

El término para k = 0 es cero, asi

sl sl k. k-1
Ax _ EGL) A4 qx ko) /1
DqEq _Z q kZ: !
> (m+1)(m+l 1y Al ml=1 2 meym (Ax)™
:Z m+1-1], _’lzq i ([nf])'
+1=1 m=0 q-
m(m 1) m /lx m > m(m 1)) /l m
Z C] ( ) /lZCI (C[ x) _/lEq/lx
! mlg!
m= m=0

Para demostrar el inciso ¢), hacemos uso del resultado que nos da la equivalencia de la exponencial:

X=X _ 1 . _ _ 00 __ 1 . _ _ oo __
B = T gns (00 = e e (- (1= 095 5
xpx 1 . 1 B o
A A s s ves s R B T e s mn v L
Por lo tanto e;‘E;x = e;"E;‘ =1. O

Notemos que tnicamente se cumple qu;x /le/“‘ Estd propiedad es importante porque, al
igual que en el cédlculo tradicional, donde se tiene dd e/lx Ae™*, permite expresar la solucién de la
ecuacion en diferencias D,y (x) = Ay(x) directamente como y(x) = egx . No obstante, si se tiene la
ecuacion en diferencias D, y(x) = Ay(gx), entonces su solucion tiene la forma y(x) = E:}x. Esto

justifica el andlisis presentado al inicio de este apartado.
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Dos funciones g-trigonométricas

Consideramos ahora la siguiente ecuacion en diferencias D%I y(x) + y(x) = 0 con el propésito
de motivar la definicién de las funciones g-trigonométricas. Es importante sefialar que esta es la
Unica ocasion en el presente trabajo en la que se recurren a ecuaciones en diferencias de segundo
orden, ya que el enfoque principal se centra en el estudio de ecuaciones en diferencias de primer
orden. Se propone una solucién en la forma y(x) = eflx con A un pardmetro por determinar. Debido
aque Dyel* = del*, se sigue que D7 y(x) = DyDgel = Dydel™ = 2%¢]*. Sustituyendo en la
ecuacion se tiene

0= Déy(x) +y(x) = /lzejllx + e/qlx =%+ l)e;lx,

lo cual permite obtener la ecuacién A2 + 1 = 0, cuyas raices son A + i, obteniendo asf la solucién
general
y(x) = Creg + Cae .

Partiendo de la solucién general, y usando que qu;}x = Aef}x, se tiene que
Dgy(x) = iCle’; - iCze;ix.

Suponiendo las condiciones iniciales y(0) = 1y D,y(0) = 0, observamos que se tiene el siguiente
sistema de ecuaciones

y0)=Ci+Cr=1, Dgyy(0)=iC,-iCy =0,
del cual se obtiene que C; = C; = %, por lo tanto, la solucién de la ecuacion es

elx + e—lx

y(x) = >

Por otro lado, suponiendo las condiciones iniciales y(0) = 0y D,y(0) = 1, se tiene
y(0)=Ci+Cr=0, Dyy(0)=iC —iCy =1,

del cual se obtiene C; = 2% yCy = —Zil., por lo que, la solucién de la ecuacion es

ix —ix
—-e

e
y(x) = 5
Un andlisis similar al anterior se puede realizar empleando la funcién g-exponencial E:}x.

De la misma forma en que fue definida la funcién exponencial, es posible construir funciones
g-seno y g-coseno, las cuales también se obtienen como soluciones de ecuaciones en diferencias,
lo que permite mostrar sus propiedades fundamentales en términos de la g-derivada. Definimos
las siguientes funciones g-seno y g-coseno:

eix _ e—ix ix _ E—ix
. q q . q q
B Sing(x) = ——, s Sin, (x) = -
q( ) 2i q( ) 2i
eix + e—ix Eix +E—ix
» cosy(x) = %, s Cosy(x) = %



Operadores g-derivada y g-integral de Jackson 19

De las definiciones se sigue que al tomar el limite ¢ — 17, se recuperan las funciones
trigonométricas usuales. En efecto, notemos que

ix _ ,—ix 2 ix _ 11 —ix ; —i
o ey et limg— - e = limg—1- e e i
lim sing(x) = lim - = - = - = sin(x),
g—1- q—1- 2i 2i 2i

y del mismo modo,

) . eilx + e;lix limg - e’;‘ +limg - e;lix el 4 o7iX
lim cos,(x) = lim = = = cos(x).
qg—1- qg—1- 2 2 2

Esta misma propiedad se cumple para las funciones g-trigonométricas Sin, (x) y Cos,(x).

En las Figuras 1.2 y 1.3 se muestran los graficos de estas funciones haciendo una comparacién
con las funciones trigonométricas tradicionales en el intervalo [—x, 7].

Haciendo uso de estas definiciones, la siguiente proposicién muestra como la derivada cumple
propiedades generales andlogas al cdlculo clésico.

Proposicion 1.6 (Kac y Cheung, 2002). Para cada x € R y para w € R constante se cumplen las
siguientes identidades:

a) D, sing(wx) = w cosy(wx), c) Dy Sing(wx) = w Cosy (wgx),
b) D, cos,(wx) = —w sing (wx), d) D, Cos,(wx) = —w Sing (wgx).
Gréfica de la funcién: sing (x) Gréfica de la funcién: cos, (x)
1.00 sin(x) 1.00
0.75+ sing(x), g=0.7 0.75+
0.50{ — Sinat). q=08 0.50]
— sing(x), g=0.9
__ 0.251 . 0.25]
X X
= 0.00] & 0.004
-0.251 -0.251
cos(x)
-0.50 -0.501 cosq(x), g=0.7
-0.751 -0.751 — C0s¢(x), q=0.8
— ) =0.9
~1.001 ~1.001 €0Sq (X). 4
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Figura 1.2. Comparacién de las funciones sin, (x) y cos, (x) con respecto a las funciones trigono-
métricas tradicionales sin(x) y cos(x) en el intervalo [—, 7] con diferentes valores para g.
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Gréfica de la funcién: Sing(x) Grafica de la funcién: Cosq(x)
— sin(x) 10
1.0 Sing(x), g=0.7
) 0.5
— Sing
0.5{ — Sin 0.0
X %
g 00 g -05
0 o
-0.5 -1.0 — cos(x)
Cosq4(x), g=0.7
1.0 -1.5 —— Cosqy(x), g=0.8
—— Cosqy(x), g=0.9
-2.0
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Figura 1.3. Comparacién de las funciones Sin, (x) y Cos, (x) con respecto a las funciones trigo-
nométricas tradicionales sin(x) y cos(x) en el intervalo [—, 7] con diferentes valores para q.

Demostracion. De la definicién de la funcién sin, (x) y usando la g-derivada de Jackson, se tiene

iwx —lwx
— e

1 . .
D sing(wx) = Dy, % — > (Dq(etqa)x) _ Dq(eqzwx)) ,

y haciendo uso del Lema 1.5, se tiene

eiwx +e—iwx
1 . —i q q
lwx 4 ;e zwx) - w

. L.
D sing (wx) = Z(lweq 7 5

= w cosy (wx),

demostrando el inciso (a). Andlogamente, de la definicién de cos, (x) y usando el Lema 1.5, se
tiene

eiwx + e—iwx 1
_ q 4q _ 2 iwx —iwXx)
D, cosy(wx) = Dy — |73 (Dq(eq )+ Dy(ey )
1 eia)x e—iwx
s lw : iwx . q q
—(iwe!”* —iwe ) =iw
2 a a 2
lwx _ ,—lwXx
_ € "% _ .
= 0| = | = ~wsing (wx),
l

lo cual demuestra el inciso (b). Por otro lado, de la definicion de la funcién Sin, (x) se tiene,

iwx _ E—iwx 1 . .
Dy Sing (@) = Dy | ==t | = 5, (Da(E") = Dy (£

iwgx —lwgx
E +E,

1 . lwgx . —-lwgx q
= Z—i(la)Eq +iwE, )=w 5

= w Cosy (wx),
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obteniendo el resultado del inciso (c¢). Finalmente, haciendo uso de la definicién de la funcién
Cos,(x), se tiene

| . y
Dy Cosy(wx) = Dy 2 (DCI(E;(UX) + Dq(quwX))

q
2

Eélwx + E—lwx)

1 ) p Eiwqx . E—iwqx
= 3 (WE, " —iwE, ") = iw( 1 5 1

q q
2i

=-w = —w Sing (wx),

Eiu)qx _ E—iwqx )

verificando el resultado del inciso (d). O

1.2.2. g-integral de Jackson

Una funcién F: [a,b] — R es una antiderivada de f: [a,b] — R si D,F(x) = f(x) para
todo x € [a, b]. En tal caso, esta se suele denotar por

/ f(x)dgx.

Se define la integral de Jackson de una funcién f: [0, 5] — R como
b N kpy k
| == fanets
k=0

ver Kac y Cheung (2002). Si el dominio de la funcidn es distinto de [0, b], como en el caso de una
funcién f: [a,b] — R, la integral de Jackson se define como

/abf(x)dqx = /Obf(X)dqx—/Oaf(x)dqx'

El siguiente lema nos garantiza la existencia de la g-integral.

Lema 1.7 (Aldwoah, 2009). Si f: [a,b] — R es continua en x = 0, entonces 3.}, Lf (g*s)|q*s
converge uniformemente en el intervalo [a, b] y, en consecuencia, f es g-integrable en [a, b].

Demostracion. Sea e > 0y M = |f(0)| + €, como f es continua en x = 0 existe § > 0 tal que
[f(x) = f(0)] < € siempre que |x| < 6. Observamos que |¢*s| — 0 cuando k — oo para todo
s € [a, b], por lo tanto, existe N € IN tal que si s € [a,b] y k > N, entonces se cumple |g¥s| < §
y, por lo tanto, |f(g*s) — £(0)| < €, de donde | f(g*s)| < |f(0)| + € = M. De acuerdo al criterio
de Dirichlet, ver Apostol (2001), se tiene que X3 | f (g*s)|g*s converge uniformemente en el
intervalo [a, b].

Se concluye de lo anterior que la serie (1 —gq) Xy |f (¢*s)|g*s converge uniformemente en
el intervalo [a, b], por lo tanto, esta serie estd bien definida para toda s € [a, b], lo cual garantiza
que f es g-integrable en [a, b]. O
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Una funcién f: [a, b] — R serd llamada g-regular si esta es continua en x = 0. Del Lema 1.7
se sigue que una funcién g-regular es integrable en [a, b]. En este trabajo se consideran tinicamente
funciones g-regulares.

Ya que la integral de Jackson geométricamente corresponde al drea de la unién de un nimero
infinito de rectdngulos, definimos la g-integral impropia de f(x) en [0, +c0) como

) [« qj
/0 F@dgx= > [ f(x)dgx. (1.7)
j=—oo q]+l

Como resultado de las definiciones de una antiderivada y de la g-integral, la relacién que
comparten la g-derivada y la g-integral se puede ver ficilmente del siguiente resultado conocido
como teorema fundamental del g-célculo.

Teorema 1.8 (Kac y Cheung, 2002). Si F(x) es una antiderivada de f(x) y F(x) es continua en
x =0, tenemos

b
/ f(t)dyt = F(b) - F(a), (1.8)
donde ) < a < b < .

Demostracion. Dado que F(x) es continua en x = 0, F(x) se da mediante la definicién de Jackson,
hasta afiadir una constante, es decir,

F(x)=(1-q) ) f(g"0q"x+F(0),
k=0
Por definicién .
[ roai=a-0) fetada
0 k=0
de donde se obtiene

/0 F(t)dyt = F(a) - F(0).

Similarmente, se tiene, para b finito

b
| 1w =ro)-ro,

por lo tanto
b b a
/a f(t)dqt=/0 f(t)dqt—/0 f(t)dgt = F(b) - F(a).

Poniendo a = ¢**' y b = ¢*, donde 0 < g < 1, y considerando la definicién de la g-integral
impropia (1.7), vemos que (1.8) es verdad para b = oo, siempre que limy_,., F(x) exista. O

Corolario 1.9. Si % f(x) existe alrededor de x = 0y es continua en x = 0, entonces se tiene

b
/ Dof () dgx = f(b) - f(a).
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Demostracion. Usando la regla de L’Hopital, se tiene

d d
f0) = flgn) _ @/ W40 g
(I-g)x  x—0 (I-¢q) Codx

lim D =1l
li Do ) = i

1(0),

por lo que lim,_,o D, f(x) = % f(0), es decir, la funcién D, f(x) serd continua en x = 0 si se
define D, f(0) = % f(0). En este caso, por el Teorema 1.8 se tiene

b
[ paredg =50 - r@. o

Teorema 1.10. Si % f(x) existe alrededor de x = 0y es continua en x = 0, entonces se tiene

X
D, / f(®)dgt = f(x).
a
Demostracion. Sea .
F(x) = / f(®)dgt.
a
De la definicién de g-derivada de Jackson se tiene

F(x) - F(gx)

Pal = g

o bien,
X a qx a
(l—q)xDqF(x)z/0 f(t)dqt—/0 f(t)dgt - A f(t)dqt+/0 f(t)dgt
X qx
:/ f(®)dyt - f(r)dgt.
0 0

Por otra parte, de la definicidn de la g-integral de Jackson, se tiene

(1= @)xDyF(x) = (1-q) Y f(g"x)g"x = (1= q) " f(g"'x)g"*x
k=0

k=0

= (1-¢)x (Z Flg* g = f(qk”x)qk”)
k k=0

=0
= (1-qix ) (£(a"0)q" - £(g**1x)g")
k=0

= (1-g)x|f(x) - lim f(q"”x)q"“)
=1 -qg)xf(x),

por lo tanto,

DqF(x):Dq/ F(6) dgt = £(x). O
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Después de establecer el teorema fundamental del g-cdlculo y haciendo uso de la propiedad
de la g-derivada del producto de funciones, es natural agregar una g-férmula de integracién por
partes.

Proposicion 1.11. Sean f y g dos funciones cuyas derivadas existen alrededor de x = 0y que son
continuas en x = 0, entonces

b b
/ FODyg(x) dgx = (D)5 (b) — f(a)g(a) - / ¢(q0)Dy f (x) dgr.
Demostracion. Partiendo de la propiedad (1.4b), se tiene

J(X)Dgg(x) = Dg(f(x)g(x)) — g(gx)Dg f(x),

integrando en ambos lados de la igualdad y aplicando la linealidad de la integral, se obtiene

b b b
/ F()Dgg(x) dgx = / Dy (f(x)g(x)) dgx - f ¢(gx)Dy f (x) dgr.

o bien, . .
/ F)Dag(x) dgx = F(b)g(b) — f(a)g(a)) - / ¢(gx)Dy f (x) dgr.

como se queria demostrar. O

1.3. Operadores ¢ '-derivada y ¢~ '-integral de Jackson

1.3.1. ¢ '-derivada de Jackson

El operador de Jackson aplicado a una funcién f: [a, b] — R, es decir, la g-derivada D, f (x),
se puede interpretar como una aproximacion por la izquierda de la derivada de f cuando g € (0, 1).
No obstante, en ocasiones es necesario considerar una aproximacién de dicha derivada por la
derecha, ya que ¢ € (0, 1), esta aproximacion por la derecha se puede conseguir si se observa que
el pardmetro g~! € (1, o), y con ello, considerar el operador de Jackson aplicado a la funcién f,
es decir, la ¢~ '-derivada D 4-1.f (x). La siguiente proposicién muestra la relacion que existe entre
los operadores D, y D -1, y presenta algunos resultados importantes.

Proposicién 1.12. Sean D, y D -1 las derivadas de Jackson asociadas a los parametros q 'y g,
respectivamente, definidos para toda funcion f: [a,b] — R por

_ S - flgx) _f) = flg'x)
qu(X)—W, Dq—lf(X)—W, X € [a,b].
Entonces se cumplen las siguientes identidades:
(a) quf(x) = Dq-lf(qx)- (c) ququ(x) = Dq-quf(qx)-

(b) gDy f(q™'x) = D 41 f (x). (d) qD4Dyf(q"'x) = D,1Dgf(x).
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Demostracion. Por la definicién de D g s€ tiene

flgx) = f(g " (qx)) _ f(gx) = f(x) (g—Dx _

D,- = = =qgD ,
o /1) (1-g7Nx (a-Dx (1—ghx 4P/
lo cual muestra la validez de (a). Andlogamente, por definicion se tiene que
f) = flg'%) _ f()=flg"'%) (¢-Dx -
Dq’lf(x) = = = quf(q 1x)9

(I-g7Hx — (g=Dx (I-gHx
demostrando el inciso (b). Por otro lado si sustituimos f(gx) con D f(gx) en el inciso (a), se tiene
Dq-quf(qx) = ququ(x),

obteniendo la propiedad del inciso (c), finalmente si sustituimos f(x) con D, f(x) en el inciso (b),
se tiene

D 1Dy f(x) = gDgDy f (g™ '),

probando el inciso (d). O
El anélisis de la derivada en el g-cdlculo permite considerar el siguiente operador
Dyf(x) = q ' Dyg1 f(x),

que nombraremos ¢~ '-derivada de Jackson, ya que coincide con el operador de Jackson para el
pardmetro ¢~!, tomando en cuenta que

@ - fla) _ fgT) - fx)

Dyf(x)=q"'Dy1f(x)=¢q Ty (VI

es decir

D, f(x) = M, six #0,

(1-g)x
y Eq 1) = %(O), siempre que %(O) exista. Notemos que de la definicién se sigue que si f es
diferenciable, entonces

fla'n) - f@ _df

(-or =~ a

lim D, f(x) = lim

q—1- q—1-
Este operador es interesante debido a la similitud con las reglas bésicas de derivacién que se
mostraron para la g-derivada de Jackson, por ejemplo, la regla de la potencia se calcula de la
siguiente manera

- -1,\n _ ,n -n_1
Dy(m = g L,
(I—qg)x l1-¢

es decir,
D,(x")=q™" [n]qxnfl. (1.9)
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De manera completamente similar, se puede calcular la g~ !-derivada del producto de dos funciones
f,g: [a,b] = R como

B (gt = L8 =S gta )

@) - f(g7'0g(g ') + f(gT'0)g(x) - flg'x)g(x)

- (q—1)x

_ fl@a'0)(g(x) - g(g7'x) + () (f(x) — f(g'x))

- (q—1)x

_ @) —gg™x) | gW)(f(x) - f(g~'x))
(g—1x (g —x

= f(q7'x)Dgg(x) + g(x)Dg f (x),

por lo que

Dy (f(x)8(x)) = f(g~'x)Dgg(x) + g(x) Dy f (x).. (1.10a)

Andlogamente si cambiamos f y g en el termino f(g 'x)g(x) que sumamos y restamos en el
numerador se obtiene

f()g(x) - flg~'x)g(qg 'x)
(g —Dx
F()g(x) = fg7'x)g(qg™'x) + g(q7'x) f(x) — g(qg™'x) f (x)
(g —Dx
@) —g(g7'x) +8(g7 ') (f(x) — f(g'x))
- (q—1)x
F(x)(g(x) - g(g'x)) N g(g ') (f(x) - f(g'x))
(g —1x (g — Dx
= f(x)Dgg(x) +g(q"'x) Dy f (),

Dy(f(x)g(x)) =

es decir,

Dy (f(x)g(x)) = f(x)Dgg(x) + g(g™'x)Dy f (x) (1.10b)

Es importante notar que, al igual que en la g-derivada de Jackson, estas expresiones no son
simétricas en el sentido del cdlculo tradicional, debido a la presencia del termin6 f (¢'x). Partiendo
de laidentidad f(g~'x) = D, f(x)(1 — g)x + f(x) y siguiendo la misma idea empleada, se tiene

Dy (f(x)g(x)) = f(x)Dgg(x) +g(x)Dy f(x) + (1 = ¢)xD 4 f (x) Dyg (%),

de donde el término (1 — q)x5 af (x)ﬁq g(x) se puede entender como una desviacion de la simetria
de la g~'-derivada del producto.
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Antes de calcular la ¢~ !-derivada de un cociente, primero veamos que

1 g(g7'x) —g(x)
5 () ,p (L) 8w 8(q~'x) _ g(x)g(g~'x)
D"(g(x))“’ Pa- (g<x>) (4= s (g x
_ 8@ -g) 4Dyl
g(x)g(q“x)(q -Dx  gx)glg'x)
__ Dqg(x)
g(x)g(g7'x)’
es decir, _
~ 1 _ Dgg(x)
Dq(g(x))‘ s@s(an) (LD

Haciendo uso de (1.11), se tiene que

_ (£
Pa (g(x)

_ 1 1~
) = /(D (g(X)) el Daf ()
o = g =
- g(xlg(q‘lx)Dqg xj ' g(X)g(q“x)qu(x)
_ 80D f(x) ~ f()Dy8(x)
g(x)g(g~"x)

por lo que

5 (f(x)) _ 80D f(x) = f(x)Dgg(x)
g g(x)g(g~"x)

Dado que tenemos dos férmulas para el producto, similarmente obtenemos otra férmula para el

cociente

(1.12a)

5 (LN o ias (L), L5
P (g(x)) =/(a70D (g(x)) MO A
flg7'x) = g(g7'x)
=" D -
g()g(q™'x) a8(x) + g()g(qg™'x)

_ 8(g™ 0Dy f(x) ~ £q75)Dyg(x)
g(x)g(g~'x) '

ﬁqf(x)

de donde

19D 19D
~ x)Dgf(x) — x)Dg,g(x
Dq(f()f)):g(q )Dy f(x) f(lq )D48( )' (1.12b)
g(x) g(x)g(g'x)
Como se hizo anteriormente, veamos que pasa con la derivada de la composicidn de funciones,
sea u(x) = axP, aplicando la ¢~ '-derivada a f(u(x)) se tiene

Dyf(u(x) =g ' Dy f(u(x) = g gDy f(g~'u(x)) = Dy f (g u(x))
= Dys (g~ u(x)Dg(q ™" u(x) = 4P Dy f(u(x))g ™' Dyt (u(x))
=D s f (u(x)Dgu(x),
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por lo tanto la g~ !-derivada de Jackson de la composicién de funciones se ve como
Dy f(u(x)) = D s f (u(x))Dqu(x). (1.13)
El siguiente lema es un andlogo al lema que se prob6 usando la g-derivada de Jackson.
Lema 1.13. a) D e’b‘ = q_lxleq A , x| < ﬁ.
b) D4EX = q7'AE}, x € R.

Demostracion. Usando la definicién de la exponencial e se tiene

(Ax)k A*D q(xk) > /lkq_k[k]qu_l
R B

El primer término en la sumatoria para k = 0 es cero, asi

© Ik —k k-1 X 3k, -k k-1
I P gt L T o
e [k]g! e [k —1],!
_ i Am+1 —-m— lxm+l—1 _ q—l/li /lmq—mxm
e [m+1-1],! o [m],!

sl -1 m
_ -1 (g A)™ . glax
=q AZ—[m]q! =q ey R

demostrando asi el inciso a). De manera similar para el inciso b) usando la definicién de la
exponencial EY, se tiene

(S ] B S
VN TI) k! k!

k=0

El primer término en la sumatoria para k = 0 es cero, asi

s 0 k., k-1

5 EAXZZ Kty n Ak q Z ktk=3) /l
alyq 4q Tk—11.1
k=1 k=1 lq!

/lm+1 m+1-1 m,.m

o e o mnn _ AMx
q = /l q 2 q _—
Z [m +1-1],! ”;) [m],!

m+1=1

L, N momen ()™

demostrando el inciso b). O

Nétese que, a diferencia de la g-derivada donde se cumple que qu;}x = /le;}x, la g7!-
derivada de Jackson lo cumple para la funcién exponencial E g}x, es decir, se cumple la identidad
A _— Ax
D Ey = AEG .
En el siguiente resultados se muestran las g~'-derivadas de Jackson para las funciones g-
trigonométricas.

Proposicion 1.14. Para x € R y para w € R constante se cumplen las siguientes identidades,
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a) 5q sing (wx) = g 'w cosq(q‘lwx) c) 5q Sing (wx) = g 'w Cos, (wx)

b) 5q cosy (wx) = —g 'wsin(g'wx) d) 5q Cosgy (wx) = —q‘]wSinq (wx).

Demostracion. Usando la Proposicion 1.12, y luego aplicando la Proposicién 1.6, se pueden
comprobar las siguientes identidades. Para el inciso a) se tiene

5q sing (wx) = q_qu—l sing (wx) = q_quq sinq(q_lwx)
=D, sinq(q_lwx) =¢'w cosq(q_lwx).
Para el inciso b), se tiene

Eq cosy (wx) = q_qu_l cosy (wx) = q_quq cosq(q_lwx)

-1 -1 -1
=D, co84(q" wx) =—q wsing (g~ wx).
Mientras que para el inciso c), se tiene

5q Sing (wx) = q_qu_l Sing (wx) = q_quq Sinq(q_lwx)
=D, Sinq(q_lwx) =q'w Cosq(q_lwqx)

=qg'w Cosg (wx).
Finalmente para el inciso d), se tiene

5q Cosy(wx) = q_qu_l Cosy(wx) = q_quq Cosq(q_lwx)
=D, Cosq(q_lwx) =—q'w Sinq(q_lwqx)

=—q 'w Sing (wx),

como se queria mostrar. O

1.3.2. g-integral de Jackson asociada a la ¢ '-derivada de Jackson

El siguiente resultado nos muestra como es la interaccion entre D, y D -1, 1o que permite
evaluar integrales con D ;-1 f(x) usando el operador D,

Lema 1.15. Si % f(x) existe en un vecindad de x = 0y es continua en x = 0, entonces

b
[ Bur@dp=fia'b)- (o).
a
Demostracion. Basta con notar que si g(x) = f(¢~'x), entonces

Dyg(x) =Dyf(q7'x) = ¢ 'D 1 f(x) = Dy f(x),

por lo tanto, del Corolario 1.9, se sigue que

b _ b
/ Dy f () dgx = / Doag(x) dgx = g(b) - g(a) = £(47'b) - f(g~a). -
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Teorema 1.16. Si % f(x) existe alrededor de x = 0y es continua en x = 0, entonces se tiene

5q_/ fdgt=q""f(g""x)
Demostracion. Sea .
Foo= [ 1w,

asi
5,1/ f()dgt = DyF(x) = q~'D 1 F(x).

Usando la Proposicién 1.12, se tiene

1

q 'x
q "D, F(x)=q"'qDyF(q"'x) = DyF(q"'x) = Dy / ft)dgt =g~ f(qg7"x),

donde en la dltima igualdad hemos empleado la identidad (1.6). Por lo tanto

B, / Fdgt = g7 F(g7 ). .

1.4. Operadores g-derivada y g-integral de Rubin

14.1. g-derivada de Rubin

Consideramos ahora una forma alternativa de una g-derivada definida mediante el siguiente
operador que se denomina g-derivada de Rubin, que se introduce en Rubin (2007) para una funcién
f: la,b] — R por

-1 . 3 ~ ~ B

x #0,

y 04f(x)(0) = %(O), siempre que %(0) exista. Notemos que de la definicién se sigue que si f
es diferenciable, entonces

@™ + f(=q7"%) = fgx) = f(=qx) +2f (x) =2f(=x) _df
2(1-¢q)x Cdx

(x).

lim 0, f(x) = lim
q—1- g—1

La siguiente proposicién muestra un importante propiedad sobre la derivada del operador de
Rubin.

Proposicién 1.17 (Haddad y Mastouri, 2020). Sea f: [a, b] — R. Entonces el operador de Rubin
se puede simplificar si f es una funcion par o impar, y en tal caso, se cumple

D, f(x), sif(x)esimpar,

0gf (%) = {qu(x), si f(x) es par.
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Demostracion. Supongamos que f(x) es una funcién impar, es decir para todo x en el dominio de
f se cumple f(—x) = —f(x), o bien, —f(—x) = f(x). Entonces

—g~! ~14) _ £(— ~
0q(—f(=x)) = =0q f(—x) = - f(=q"'x)+ f(q"'x) = f(=gx) + f(gx) 2f(x))

2(1 —g)x
_f@7"%) = f(g7'x) = fgx) — fgx) +2f(x)
B 2(1 —qg)x
_2f(x) =2f(gx) _ f(gx) - f(x) _
T amgr  (gohr Pl

Por otra parte, supongamos ahora que f(x) es una funcién par, es decir que para todo x en el
dominio de f se cumple f(x) = f(—x). Entonces

8 (o) = f(=q7'x) + f(g7'x) = f(—gx) + f(gx) = 2f (x)
4 - 2(1 —q)x

_ f@ )+ fg7 %) = f(gx) + f(gqx) = 2f(x)

B 2(1 —g)x

2/ -2f@) _ fq"0) - f(x)

2(1-¢g)x q(q~" = Dx
_fla - fx)
RO g4~ Dy f(x). O
Como conclusién del resultado anterior, y tomando en cuenta que toda funcién de valores

reales f: [a, b] — R se puede expresar como la suma f(x) = f,(x) + f;(x) paratodo x € [a, b],

donde las funciones f,,: [a,b] — Ry f;: [a,b] — R son las partes par e impar de la funcién f,
definidas respectivamente por

S+ f(=x)
2

£ = 109~ 1(0),

entonces se cumple la identidad
041 (X) = ¢ Dy1 fp(x) + Dy fi(x),  x € [a,b].

Antes de ver quien es la g-derivada de Rubin del producto de funciones, veamos el siguiente
caso particular de la g-derivada de Rubin de la funcién f(u(x)) = f(axP), es decir,

flg”'axP) + (=g axP) - f(=qaxP) + f(gaxP) - 2 f(~axP)

,  filx) = x € [a, b],

0gf (u(x)) = 20— o)
_ flg axP) + f(=q7'axP) — f(=qaxP) + f(qaxP) = 2f(=axP) 2(1 - g)ax”
B 2(1 - g)axP 2(1 — g)x
_ flgT ) + f(=q7"u) = f(=qu) + f(qu) = 2f (-u) B!
B 2(1 = q)u

= a/xﬁ_laqf(u(x)) = a/xﬁ_l(')qf(a/xﬁ).

Concluyendo asi que la deriva de una composicién de funciones de la forma f(u(x)), donde
u(x) = axP con a y 3 constantes es

O0qf(u(x)) = axﬁ_laqf(u(x)) = a/x'B_I(?qf(a/x'B). (1.14)

En el siguiente lema hacemos uso del resultado anterior.
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Lema 1.18 (Haddad y Mastouri, 2020). Los siguientes resultados se cumplen:

a) Si f es una funcién pary g es una funcion impar, entonces

04(f(x)g(x)) = f(x)0y8(x) + qg(gx)d, f(qx)
= qg(x)0y f(qx) + f(gx)d,8(x).

b) Si fy g son funciones pares, entonces
34 (f(x)g(x)) = 8(g7"%) 8 f () + £ (x)By8 (x).
c) Si f'y g son funciones impares, entonces

9y (f()g(x)) =g 'g(g7'x)0, f (g™ 'x) + ¢7" f(x)3y8(q ™ 'x).

Demostracion. Supongamos que f es una funcién par y que g es una funcién impar, entonces

fx)gx) - f (qX)g(qX)‘

9a(F R () = S

Notemos que si u(x) = gx, entonces por el resultado anterior resulta d, f(gx) = qd, f(gx), es
decir,

() = f(gx)
9q.f(qx) = A Fpn pa

De la misma manera se tiene que

_g(x) —g(gx)

K (T
Asi
8, (f(1)g(x)) = S (1 = q)xdgg(x) + g(CIX))(l—f(qq)i)(—q(l - q)x04f(gx) = f(x))
F)(1 = q)x0y8(x) + g(gx)q(1 — q)xdy f(gx)

(I -¢q)x
= f(x)0q8(x) +qg(gx)dq f(gx).

De igual forma, vemos que d,¢(gx) = qd,8(gx) y, por lo tanto,

_gx) —glgx)
948(qx) = T v

Ademds, se tiene que
f() = £(gx)

S =T g
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Asi
3, (F ()g(x)) = f (X)g(X()l—_J; ()iX)g(QX)
8 (q(1 = q)xdy f(gx) + f(gx)) + f(gx)((1 — q)x0y8(x) — g(x))
- (1-q)x
_ 8Wq(1 — q)xdq f(gx) + f(gx)(1 ~ ¢)xI,48(x)
(I-g)x
= qg(x)0y f(gx) + f(qx)d,8(x).

Ahora supongamos que f y g son funciones pares, entonces

flg'%)g(g™'x) - f(x)g(x)

0q(f(x)g(x)) = (T—gx
_ g(g7'X)((1 = @)x8y f (x) + f(x)) + f(x) (1 = ¢)x0y8(x) — g(g~"x))
(I-¢q)x
_ g(q7 ') (1 = @)xdg f (x) + f(x)(1 — g)x0y8(x)
(I-g)x

= ¢(q7' )8 f(X) + £ (x)By8 (x).

Finalmente si f y g son funciones impares, entonces 9 f (¢g7'x) = q‘lc')q f(g~'x) y, por lo

tanto,
g - f@)

04 (q7'x) =¢q Ty

De la misma manera,

SR (U Rt {60]
948(q" x) =¢q Ty

Asi

A, (e = L0 = [ 080)
q)x
g () +q7 (1 = )xdy f(q7 "))
- (1-gq)x
(g7 (1= 9)x948(q~'x) +g(q7'x))
(1-g)x

Cq7'8(q7 (1 = @)x f(g7'x) + g7 f(X) (1 = @)x0,8(q7'x)

- (1-q)x

=q7'¢(q7' )8, f(q7'x) + ¢ f(x)By8(q”'x). O

Para obtener la g-derivada de Rubin del producto de funciones consideramos la parte par e
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impar de las funciones f'y g, es decir, f(x) = f,(x) + fi(x) y g(x) = g,(x) + g;(x). Entonces

0g (f(x)8(x)) = 9 [(fp(x) + fi(x))(gp(x) + gi(x))]
= 86] [fp(x)gp(x) + fp(x)gi(x) + fi(x)gp (x) + fi(x)gi (x)]
= 8(1 fp (x)gp (x) +aq fp (X)g,' (x) +5q fi(x)gp (x) +aq fi(x)gi (x)

[ —
par

par impar impar
= 8p (47 %)y fp () + fp(X)848p (x) + [ (x)3y8:(x) + 48i(gx) By f (%)
+qfi(x)048p(gx) + 48 (qX)0g i (x) + ¢ 8i(q7' 0) By fi(q™' ) + 47" f;(x)48:(q ' %)
= fp()g8(x) + fi(x)(q ™ 048i(q™"x) + 4048 (4x)) + gp(q ™ %) f (x)
+ 8 (qx) 3y f; (%) + 48i(gx)0y £ (ax) + ' 8i(q™'x)0, fi (g™ x).
Podemos notar que si se buscara utilizar las funciones g-exponenciales e y E, como posibles

soluciones de ecuaciones en diferencias con la g-derivada de Rubin, es necesario ver que pasa con
dq€, 'y 0qE7. Para ello haremos uso de la parte par e impar de las funciones ey y E, debido a que

estas fun010nes nos son pares ni impares. Asi
e +e " eX —e ¥
~ q q q q
=5 (5 e (57
(D (€X) + Dy(e;™) + Dy(el) - D (e_x))

-1 -1
-1, x _ -1 ,-q9 x x -x
(q eq q eq +€q +€q )

- -1
a'x _ -q'x X 4 X
_ -1[%a €q 4 €qtey
2 2 ’

g TES EX-E~*
x q q
LR R
D

(Dy(E) + Dy(E;) + Dg(EY) - Dy(E))

Mientras que

1
2
1 -1 -1 0= qx —-gqx
S0y - a7 B B )

2 2 '

Concluyendo asi que las funciones g-exponenciales ey y Ej no pueden ser usadas para resolver
ecuaciones en diferencias con operador de Rubin debido a que no cumplen con d ey = ey, ni
XX — X
%ta =L y _ | |
Las siguientes definiciones de g-andlogos de las funciones trigonométricas y la funcién expo-
nencial se encuentran en Haddad y Mastouri (2020):

ln n(n+l1),.2n ln n(
. cos(x: 4%) Z( ) x Z( )

n+l) (1 _ q)anln

(q:@)2n
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(9]

Sin( 2) Z (_l)nqn(n+])x2n+] i (_1)nqn(n+l)(1 _ q)2n+1x2n+]
L] X; = = .
! Rn+1],! L (4 Dann

» e(x; %) := cos(—ix; ¢%) +isin(—ix; g?).
Las graficas de estas funciones y su comparacion con las respectivas funciones trigonométricas y
la correspondiente funcioén exponencial del calculo tradicional se muestra en las Figuras 1.4y 1.5.
La importancia de estas funciones se puede observar en el siguiente resultado, donde se aprecia

que el operador de Rubin actda de forma similar a como sucede en el cdlculo tradicional sobre
estas funciones.

Proposicion 1.19. Se cumplen las siguientes identidades:

a) 0, cos(x;q*) = —sin(x; %), ¢) 0q4e(Ax; q*) = de(Ax; ¢%).

b) d, sin(x; ¢*) = cos(x; q%),

Gréfica de la funcién: sin(x; g?) Gréfica de la funcién: cos(x; g?)
1.0

0.5

0.0

sin(x; g?)
cos(x; g?)

-0.5

-1.0

Figura 1.4. Comparacién de las funciones sin(x; ¢?) y cos(x;¢?) con respecto a las funciones
trigonométricas tradicionales sin(x) y cos(x) en el intervalo [—x, 7] con diferentes valores para g.

Gréfica de la funcién: exp(—x; g?)

— e_x
20/ e(-x;q?), g=0.6
— e(-x;q%), g=0.7

151 — e(-xq?), =038

104

exp(—x; g?)

Figura 1.5. Comparacién de la funcién e(—x; g%) con respecto a la funcién exponencial tradicional
e ¥ en el intervalo [—m, ] con diferentes valores para g.



36 Preliminares

Demostracion. Observamos primero que se cumple la siguiente derivada

(g7 ') + (=g 7' A)?" = (qAx)*" + (—gAx)*" — 2(—Ax)*"

2n _
04 (Ax)™" = 21—
_ (/lx)Zn(q—Zn + q—2n _ q2n + q2n _ 2)
2(1 —¢q)x
-2n _ 1= 2n 20l A(Ax 2n-1
_4 -1 /l(/lx)an . q /l(/lx)an [2n]4 (2 ) '
l-g¢ g7 (1 -q) q"

Empleando esto, se sigue que,

s ( 1)" n(n+l) [zn]q/l(/lx)zn_l

04 cos(Ax; q Z 2y, a

(—l)n n(n+l) [21’1] (/lx)Zn—l
Z q*[2n],!

n=1
Z’O:( l)n n(n— l)(/bC)Zn 1
=1

n—l

A

( 1)m m(m+1)(/lx)2m+1 _ 5
=-1 = —Asin(Ax; g°).
Z [2m +1],!

Esto muestra el inciso a). Por otra parte, si resolvemos la siguiente g-derivada

(q—l/lx)2n+l + (_q—l/lx)2n+1 _ (q/lx)2n+1 + (_q/lx)ZnH _ 2(—/1)6)2""'1

2n+1 _
Gl = 21 - g

B (ﬂx)2n+1 (q—Zn—l _ q—2n—1 _ q2n+l _ q2n+1 + 2)
B 2(1 —g)x
_ q2n+1

= 1—1(/1x)2" = [2n+ 1] 42 ()",
—-q

entonces podemos observar que

( l)n n(n+1)/l(/bc)2n[2n+ 1]
[2n+1],!

04 sin(Ax; g% = Z

n=0

~ ( 1)n n(n+1)(/lx)2n
B /lz [2n]4!

= Acos(Ax; ¢%),

demostrando asi el inciso b). Finalmente si resolvemos la siguiente derivada

Oge(Ax; g% = 04 (cos(—ildx; q%) +isin(—idx; ¢%)),
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y consideramos u = —iA, entonces

dge(Ax; g% = 0q cos(pux; q°) + 10y sin(pux; 7%
= —psin(ux; ¢°) + ip cos(ux; g°)
= idsin(—idx; ¢%) + A cos(—idx; %)
= A(cos(—idx; ¢*) +isin(—idx; ¢?))
= de(x; ¢%),

lo cual muestra el inciso c). O

1.4.2. g-integral de Jackson asociada a la g-derivada de Rubin

Los siguientes resultados se demuestran usando directamente la definicion de la g-integral de
Jackson y son ttiles para la demostracion de la integral por partes.

Lema 1.20. Sea f una funcion continua en x = 0, entonces si fox f(t) dgyt existe, tenemos:

a) si f es una funcion impar, entonces
¥ 1
/0 0qf (1) dgt = f(x) — lim g™ = f(x) = £(0),
b) si f es una funcion par, entonces
¥ 1 k 1
[ aur = a0 = fim (a*) = fa™5) - 500
Demostracion. De la definicién de la g-integral de Jackson se tiene

[ s =a-ax Y da,sa
k=0

b -1k _ 1k k —anky) — _k
=(1_q)xzf(q q"x) + f(=q"q"%) = (99" %) + f(=9q"x%) = 2f(=¢"%)

P 2(1-g)x
~ o f(@ %) + f(=¢" %) = £(g"x) + f(=¢""x) = 2f(—¢"x)
—(l—q)x;) 20 =) :

Ahora supongamos que f es una funcién impar, entonces obtenemos:

[ ourag=a-ax $° 16710 =160 - 76 - 1) 276k
k

— 2(1 —g)x
- koy k+1 00

=(l-gq)x ) It )E)l _J;gz X D (g x) = £(* %)
k=0 k=0

= f(x) = Jim f(¢""'x) = f(x) = (0),
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lo cual demuestra el inciso a). Por otro lado, si f es una funcién par, entonces se tiene

/ () dgt = (1—q>fo (6“0 + £(a*0) = F(d"10) + £(g510) -2/ (¢*0)
q =

2(1 —g)x
k-1 &
q)xZ 0D 23 (gt - a0
—q)x Py

= f(g"'x) —]}glgof(q x) = f(q7'x) = £(0),

lo cual demuestra el inciso b). O

De acuerdo a la definicion de la integral de Jackson en un intervalo [—a, a], tenemos que

/:f(x)dqx=/Oaf(x)dqx—/o_af(x)dqx'

Podemos notar que si tomamos g(x) = f(—x), por la definicién de la integral de Jackson se tiene
que

/0 g(x) dyx = /0 f(—x)dqx=(l—q)a;)qkf(—qka)
=—(1-¢q)(-a W K(-a)) = - - x) dgx
- —(1-g)( >kZ:Oq (g (-a)) /0 £ dr,

por lo que

[:f(x)dqx=/Oaf(x)dqx+/0af(—x)dqx=/Oa(f(x)+f(—x))dqx,

. o ., a a . .
Se sigue que si f es una funcidn par, entonces f_ o S(xX)dgx =2 /0 f(x) dgx, mientras que si f es
., . a
una funcién impar, entonces f_ . S (xX)dgx =0.
Por otro lado, notemos que si f es una funcién par, entonces se tiene que

fg7'%) + f(=¢7"%) = f(gx) + f(=qx) = 2f (=x)

%) = 2(1-g)x
_ f(=q7"0) + f(qg7'x) = f(—qx) + f(+gx) = 2f (x)
- 2(1 - g)x
_ flg (=) + f(=q7"(=x)) = f(q(=x)) + f(=q(=x)) = 2f(=(—x))
B 2(1 —g)x

= qf(_x)-

Por lo tanto, si f es una funcién par, entonces J, f (x) es también una funcién par. De igual forma,
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si f es una funcién impar, entonces se tiene que

f(=q7'x) + f(q7'x) = f(—qx) + f(gx) — 2f(X))

0q(=f(=x)) = =04 f (=x) = =

2(1 - g)x
_—f(=q7'%) = f(qg7'x) + f(—qx) = f(gx) +2f(x)
B 2(1 —g)x
_ flg7') + f(=q7'x) = f(gx) + f(—gx) = 2f (~x)
B 2(1 —g)x
= qf(x),

es decir, d, f (x) es también una funcién impar.

Teorema 1.21. Sea F: [a,b] — R, si F(x) es continua en x = 0y 0,F (x) existe alrededor de
x =0, se tiene

b
/ 0gF (1) dgt = (Fp(q~'b) + Fi(b)) = (Fp(q'a) + Fi(a)).

Demostracion. Consideramos la parte par e impar de la funcién F, es decir, F' = F, + F;, de donde
F), es la parte par y F; es la parte impar. Asi

b b b b
/8q(F(t)dqt:/ (ﬁqu(t)+aqFl—(t))dqt=/ 8qu(t)dqt+/ 04 Fi(t)dgt.

Para
b b a
/ 0qFp(t)dyt = / 04Fp (1) dyt — / 0qFp (1) dyt,
a 0 0
Usamos el Lema 1.20, considerando que F, es una funcién par, por lo que
b 1 1 1 1
/ 04Fp(t)dyt =Fp(q b) —Fp(0) = Fp(q” a)+ Fp(0) =F,(q" b) - F,(q" a).
a
Similarmente, usando que F; es una funcién impar, se tiene

b b a
/ 04Fi(t)dgyt = / 0qFi(t)dgyt - / 0qF;(t)dgyt
a 0 0

= Fi(b) - Fi(0) - Fi(a) + Fi(0)
= Fi(b) - Fi(a).

Por lo tanto

b
/ 0gF (1) dgt = (Fp(q™'b) + Fi(b)) = (Fy(g™'a) + Fi(a)). O

Proposicion 1.22. Sean f y g funciones en [—a, a], donde a > 0. Si /_ Z 04 f(t)g(t) dyt existe,
entonces la regla de la g-integral por partes asociada al operador de Rubin esta dada por:

/_ 8, f (D8(1) dyt = 2(f» (g™ a)gi(@) + fi(a)gp(q~'a)) - / F(D8,5(0) dyt.
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Demostracion. Si utilizamos la descomposicién h = h, + h; y observamos que la funcién 4,
cumple: h,(—q~'t) = h,(q7'1), hyp(—qt) = hyp(qt) y hp(—t) = h, (1), entonces se sigue que

hp(q_]t) + hp(_q_]t) - hp(qt) + hp(_qt) - 2hp(_t)

Oghp(t) = S0 —q)
hp(q_lt) - hp(t)
(I-qt
la cual es una funcién impar. De manera similar, como &; cumple: h;(—g~'t) = —h;(¢™'),

hi(—qt) = —h;(qt) y h;(—t) = —h;(t), entonces resulta que:

hi(q't) + hi(=q~'1) — hi(q1) + hi(—qt) — 2h; (1)
2(1 —g)t

aqhi(t) =
_ hi() ~ ilgn)
(1-gt ~
es una funcién par. Combinando ambas identidades, obtenemos la identidad
(') = hp(0)  ht) = hilgn)
(I-q)t (I-gq)t ~

Sean ahora f y g funciones definidas en [—a, a] tales que la integral /_ L; 04 f(t)g(1) dyt existe.
Descomponemos g = g, + g;. Entonces se tiene

Ogh(t) =

fo(a™'t) = fp(qr) L fi1) =~ filat)
(I-q)t (I-q)t

Alintegrar en el intervalo simétrico [—a, a], todos los términos impares se anulan. Por consiguiente,

a a -14 _ . — f
[ aswswan= [ (fp(qat)_ Il 0+ L I100 gpm) d. (19

Ahora evaluamos el primer término. Aplicando la definicién de la integral de Jackson, se obtiene

) n—1y _ n+l
/ fp(q t) f,,(q) l(t)dqtz(l—q)zaqn(fp(aq T )gi(aCI")
n=0

0qf (1) (1) =( )(gp(t) +8i(1)) .

(1-g)agq"
fp(aqn_l) _fp(aqn+1) n
U gagn ST ))

= i(maq Y = fo(ag"™") i(aq")

folag""gi(aq") - 22 Folag™")gi(ag").

ﬁM8 I

En la primera suma separamos el primer término y hacemos el cambio de indice m = n — 1:

D Folag" Ngilag" = fp(g7 a)gi(@) + ) frlag™gi(ag™"),
n=0 m=0
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mientras que en la segunda hacemos el cambio de indice m = n + 1:

> folag"™Mgitag") = ' frlag™)gi(ag™ ™).

n=0 m=1

Por lo tanto,

/a fp(q_lt) _fp(qt)

(1—q)t gi(t) dqt=2fp(q_1a)gi(a)

+23 fyaq™ (si(ag™ ) - gilag™).
m=0

Observamos que
m+1 )

gi(ag™™") - gi(aq
(I —q)ag™

y, por la definicion de la integral de Jackson, se tiene que

“ fp(q_lt) _fp(qt)
(1-g)t

Ahora evaluamos el segundo término, obteniendo de manera anéloga,

/ ﬁ(t) ﬁ(qt)

048i(aq™) =

g1 (1) dyt = 2, (¢ a)gi(a) - / Fo) Bggi(1) dyt.

s 4,1 =200 - [ 00,850 4

Finalmente, considerando la derivada de g y repitiendo el andlisis anterior para la integral
a . . . .

f_ v (1)048(t) dyt, se observa que las sumas interiores coinciden con las que aparecen en (1.15),

pero con signo opuesto. Por tanto, dichas contribuciones se cancelan exactamente. Al reunir los
términos restantes, se obtiene la identidad

/_ 0, F (D5(1) dgt = 2(f, (¢ @)gi(a) + fi(@gp(q'a)) - / F(D3,5(0) dyt,

como se deseaba mostrar. O
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Capitulo 2

Ecuaciones en diferencias de primer
orden con diferentes g-derivadas

2.1. Solucion de ecuaciones en diferencias con g-derivada de Jackson

Consideramos la siguiente ecuacion en diferencias lineal de primer orden

Dgy(x) + p(x)y(x) =r(x), y(0) = yo. 2.1

Si buscamos comprobar si es posible aplicar los métodos clasicos de la teoria de ecuaciones
diferenciales, podemos considerar multiplicar en ambos lados de laigualdad por un factor integrante
1(x) con el fin de resolver esta ecuacién en diferencias, con lo cual obtenemos

H(xX)Dgy(x) + p(x)pu(x)y(x) = p(x)r(x).

Es conocido que dicho método busca determinar la funcién wp(x) con el fin de expresar el término
u(x)Dgy(x) + p(x)u(x)y(x) como la g-derivada de un producto, es decir, de tal manera que
Dy (y(x)u(x)) = u(x)Dgy(x) + p(x)u(x)y(x), ver por ejemplo Simmons (2017). Siguiendo este
procedimiento, podemos observar que para hallar una solucién de la ecuacién en diferencias como
en el célculo clésico, podemos considerar la funcién

p(x) = el P dat,
Es importante notar que
. Jo P dgt Tpydgr [Tpdgt [T @) dgr+[IT p(1) dgt
efo p(t)dgt eq —ey _ ey —ey

974 a (1-¢g)x - (1-q)x

x qup(t)d(t
:efo p(t)dqtl_eq '

! (I-gx ~
es decir, resulta que D, u(x) # p(x)u(x), lo que nos indica que no podemos resolver la ecuacién
en diferencias usando el factor integrante u(x). Este resultado es esperado debido a que la derivada
de una composicién de funciones sélo existe si es de la forma (1.6).
Lo anterior nos sugiere que es posible determinar una solucién sélo si p(x) = @ con « constante.
El siguiente resultado muestra esta posibilidad.

D

43
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Teorema 2.1. La funcion

X
y(x) = e, (yo + / EJr(t) dqt) , te[0,b], (2.2)
0
es solucion de la ecuacion en diferencias con condiciones iniciales

Dgy(x) +ay(x) =r(x), y(0) = yo. (2.3)

Demostracion. Notemos que D EJ™ = aE ; 7*_ Siguiendo la técnica de factor integrante, se tiene
que si u(x) = E;?", entonces

E;qxr(t) = E;quqy(x) + a/quxy(x)
=EJ""Dyy(x) + D4ES  y(x)
=Dy(ES"y(x)).

Integrando en ambos lados de la igualdad se obtiene

/Oqu’r(t)dqt:/O Dy(EJ y(1)) dyt

=E " y(x) — y(0).

X
ngy(x) :yo+£ E;qtr(t) dql,
y, por lo tanto,
P
y(x) = e, (yo +/ E;qtr(z‘) dqt) . O
0
Ejemplo 2.2. La solucién de la ecuacién en diferencias
Dgy(x) +ay(x) = sing(x), y(0) =0,

de acuerdo con la expresion (2.2), es

X
y(x) = e;‘”‘/ Eg7 sing (1) dgt.
0

Para verificar que y(x) es la solucién buscada de la ecuacién en diferencias, primero se verifica
que se cumple la condicién inicial, es decir, evaluando la funcién y(x) en x = 0, se obtiene

0
y(0) = eg-/o Eg? sing (1) dgt.

Como eg = 1 y la integral de Jackson sobre un intervalo donde el limite superior e inferior

coinciden es nula, se concluye que y(0) = 0. Después, si derivamos con respecto al operador
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D, y utilizamos la propiedad de la derivada de funciones junto con algunas propiedades de la
g-exponencial y la g-integral de Jackson, se tiene

X
D,y(x) =Dy (e;‘”/o E;qt sing (1) dqt)

X X
__—agx aqt . —ax agt -
=e, "Dy /0 E " sing (1) dgt + Dye, /0 E;" sing(t) dgt

N 2.4)
= e, "1 ES" sing (x) — ae, M /0 EJ" sing (1) dgt
X
= sing (x) — e, ** ‘/0 Eg? sing (1) dgt.
Por otro lado, notamos que
X
ay(x) = ae,** /0 qut sing (1) dgt. (2.5)

Finalmente, por (2.4) y (2.5), se concluye

X X
Dgy(x) +ay(x) = sing (x) — ae,** ./o Eg7 sing (1) dgt + ae, /0 EJ7 sing (1) dgt

= sing (x).

Para determinar la forma explicita ggxy (x), intentamos calcular /0 *E gqt sing () d,t al buscar

una funcién F(x) tal que D, F(x) = E; " sing(x). Podemos proceder de forma similar al cdlculo
tradicional empleando el método de coeficientes indeterminados. Suponemos que

F(x) = E;’x(kl cosy (x) + ko sing (x)),

donde k; y k, son constantes por determinar. De la Subseccién 1.2.1 conocemos las reglas bdsicas
del g-célculo de Jackson:

DyES* = aES", Dgsing(x) = cosy(x), D, cosq(x) = —sing(x),
junto con la regla del producto
Dy (f(0)g() = F(g0)Dyg(x) +g(x)D g f (x).
Si aplicamos estas reglas a la funcién F(x), entonces tenemos

DyF(x) = kiD4(E;™ cosy(x)) + koD g (EZ™ Bsing(x))
= ki(—Eg " sing (x) + @E; 7" cosg(x)) + ka(Eg "™ cosqy(x) + aES? sing(x))
= (—ki + ak2) Eg" sing (x) + (aky + ka) E;? cosy(x).

Se debe cumplir el sistema de ecuaciones —k; + aky = 1y ak; + k; = 0, cuya solucién es
ki = —ﬁ y ko = ﬁ Por lo tanto, se tiene

F(x)=- E;" (cosy(x) — asing(x)).

1+ a?
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Por lo tanto, de acuerdo con los resultados de la Subseccién 1.2.2, se tiene que

X
y(x) = e, / Eg7 sing () dgt
0

1 —-ax ¥ @ :
=Tia2 e, /0 Dq(eq(cosq(t) —asing(t))) dgt
1 —ax ax : (¢4 1
= —meq (Eq (cosy(x) — asing(x)) — Ej 0(cosq 0) —a smq(O)))
1 —-ax ax 1
= _Tazeq (Eq (cosy(x) — asing(x)) — 1)
1 —ax .
=Tia2 (eq — €084 (x) + a'sing (x)) .

En la Figura 2.1 se muestra la grafica de esta funcién para distintos valores de g.
Se observa finalmente que si se define

z(x) = qlif?_ y(x) = (e™* - cos(x) + asin(x)),

1 +a?
entonces la funcién z(x) es solucién de la ecuacién diferencial clasica

% () +az() = sin(x), 2(0) =0,

Gréfica de la funcién: y(x)

0.71 —— g=0.65
q=0.75
0.6 —— g=0.385
— q=0.95
0.51
_.0.44
X
>

0.3

0.24

0.14

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 2.1. Grafica de la solucién y(x) del Ejemplo 2.2 en el intervalo [0, 2] con diferentes valores
para q.

Consideremos ahora el problema general de hallar una solucién de la ecuacién en diferencias
(2.1). Observamos que de la definicién del operador g-derivada de Jackson se sigue que la ecuacién
en diferencias (2.1) tiene la forma

y(x) - y(gx)
(1-g)x

donde las funciones p: [0,b] — Ry r: [0,b] — R se suponen continuas en x = 0.

+p(x)y(x) =r(x), y(0) = yo,
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Si la funcién p(x) es tal que 1+ (1 — g)g*¥xp(g*x) # 0 para todo g*x € [0, 5] y todo k € N,
entonces podemos escribir (2.1) en la siguiente forma equivalente
(1 — q)xr(x) + y(gx)
1+ (1 -¢q)xp(x)
Luego, si definimos las funciones A, B: [0, ] — R por

A(x) = (1= g)xr(x), B(x)=1+(1-q)xp(x),

entonces la ecuacién en diferencias de (2.1) se puede escribir en la siguiente forma recurrente mas
simple

y(x) =

A(x) +y(gx)
B(x)

Se observa que las funciones A y B satisfacen: A(0) = 0 y que B(0) = 1. Adicionalmente, de la

ecuacion en diferencias (2.6) se observa que para todo x € [0, b] se cumple

A(g*x) +y(¢*')
B(q*x)

Por lo tanto, si iteramos n veces la ecuacién (2.6) empleando la identidad (2.7), obtenemos la

siguiente cadena de igualdades validas para todo x € [0, b]:

_A(x) +y(gx)
y(x) = — Bk
2
AQ) + A(qx;(;yc)(q x)
- B(x)

y(x) = (2.6)

y(g*x) = . keN. 2.7)

A(q*x) +y(g°x)
B(q%x)
B(gx)
B(x)

A(gx) +

A(x) +

AP +- -+ ALY +y(q"'x)
B(q"x)
B(q%x)
B(gx)

B(x)
De acuerdo con la forma de la expresion anterior para y(x), es necesario demostrar si la fraccion
iterada converge cuando n — oo. Para conseguir esto, basta con demostrar que existe una sucesién
de funciones {y; }new con la propiedad de que exista lim,,_,« y,(x) para todo x € [0, b], es decir,
se busca que la sucesion {y, } e sea uniformemente convergente sobre el intervalo [0, b]. Si lo
anterior es posible, entonces se puede definir la solucién como y(x) = lim,_, y,(x) para todo
x € [0, b]. Adicionalmente, es necesario buscar las condiciones con las cudles se satisface la
condicion inicial y(0) = y.

Observamos primero que, la validez de la ecuacién (2.7) para todo x € (0, b] y todo k € N,
implican que la funcién y es continua en xg = 0.

A(gx) +

A(x) +




48 Ecuaciones en diferencias de primer orden con diferentes ¢g-derivadas

Lema 2.3. Sea y: [0,b] — R tal que para todo x € (0,b] se cumple: limg_,e y(g*x) = yo,
entonces y es continua en xo = 0.

Demostracion. Queremos mostrar que si limg_ y(g*x) = yo para todo x € (0, b], entonces y
es continua en xg = 0, es decir, que para toda sucesion {fx}xew C (0, b] tal que limy o 1% = 0,
se debe cumplir limy_,o y(#x) = yo. Notemos primero que (0, b] = U:’:O(q"“b, q"b]. Sea pues
{tx}rew C (0, b] arbitraria tal que limy_, ¢t = 0. Entonces, para cada k € IN, existe ny € IN tal
que tx € (¢™*'b, g"*b], es decir, podemos escribir #; = ¢"*x; para algin x; € (gb, b] c (0, b].
Se observa que n; — oo siempre que k — co. Luego, como limy_, y(g*x) = yo para todo
x € (0, b], se sigue que limg o y(#x) = limg—e y(¢™x1) = yo, de acuerdo con la hipétesis. Esto
muestra que y es continua en xo = 0. Se sigue de esto que se cumple y(0) = y. O

Los siguientes resultados serdn de utilidad también en lo que sigue.

Lema 2.4. Sea p: [0,b] — R una funcion continua en xo = 0y sea B: [0,b] — R definida por
B(x) =1+ (1 —q)xp(x). El producto

[ [B(d" )

k=0

converge para todo x € [0, b] si, y solo si, p es g-integrable en [0, b].

Demostracion. Notemos que para todo k € IN y todo x € [0, b] se tiene

B(g*x) =1+ (1 - q)g*xp(¢*x).

Definimos para cada x € [0, b]:

ax(x) = (1 - 9)g*xp(g*x),

[ [B(g"x) = [(1+axx)).
k=0 k=0

Se observa que si p es continua en x = 0, entonces de acuerdo con el Lema 1.7, se tiene que la
serie

D Ip(g*x)lg*x,
k=0

converge uniformemente en el intervalo [0, b], y si se multiplica por (1 — g), entonces la serie
a0 =21 - q)lp(g*x)lgkx
k=0 k=0

converge uniformemente en el intervalo [0, »]. De acuerdo a un resultado presentado en el Teo-
rema A.1, ver también Knopp (2019), la serie X, ax(x) converge absolutamente para todo
x € [0,b], siy solosi [y, B(g*x) = [15(1 +ax(x)) converge para todo x € [0, b]. |

Lema 2.5. Sea s: [0,b] — R una funcion continua en xo = 0 que satisface la condicion s(0) = 0.
Entonces limy_e s(g¥x) = 0 para todo x € [0, b].
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Demostracion. Observamos que para x = 0 la conclusion del resultado es cierta. Sea x € (0, b]
arbitrario y sea € > 0. Es claro que ¢*x € (0, g¥b] paratodo k € INy. Como s es continua en xy = 0,
existe & > 0 tal que si 0 < ¢t < ¢, entonces |s(t)| < %6. Por otra parte, como limy_., g¥b = 0,
entonces existe N € N tal que si k > N, entonces qkb < 6. Por lo tanto, si k > N, entonces
[s(g*b)| < %e. Luego, para k > N, se sigue que 0 < ¢*x < ¢*b < 6 para todo x € [0, 5], lo
cual implica que |s(xg"%)| < %e para todo x € (0, b]. Lo anterior muestra que, si k > N, entonces
SUPxe[0,5] Is(g*x)| < %e < €. Esto muestra que 1imy_,o, s(g*x) = 0 para todo x € [0, b]. O

Corolario 2.6. Sea u: [0,b] — R una funcion continua en xo = 0 que satisface la condicion
u(0) = yo. Entonces limg e ((g*x) — u(¢**'x)) = 0 para todo x € [0, b].

Demostracion. Si definimos s(g*x) = u(g*x) — u(g**'x) para todo x € (0, b], entonces es claro

que s es una funcién continua en xo = 0 que cumple s(0) = 0. De acuerdo con el Lema 2.3 se
concluye que 1img _e0 5(g*x) = limyg oo ((g*x) — u(g**'x)) = 0 para todo x € [0, b]. m|

Se define ahora la siguiente sucesion de funciones:

A(x) +y(gx)

yi(x) = B0 ,
2
Ax) + %
ya(x) = e |
2 3
A(gx) + Alg ;)(;z)(q x)
o B(gx)
e B(x) ,
A(g>) + -+ A(qn)z(-;:;;]nﬂx)
i B(q*x)
A(x) + B(qx)q
yn(X) = B(x)

Se observa que la sucesién de funciones definida cumple y, (0) = y(0) = y¢ para todo n € IN. Se
busca ahora la posibilidad de hacer |y, (x) — y,,,(x)| arbitrariamente pequefio para todo x € [0, b]
conalginn € Ny m = n+ k con k € IN arbitrario, es decir, se busca mostrar que la sucesién
de funciones {y, } e sea una sucesién de Cauchy. Debido a que no conocemos la funcién limite
de la fraccion iterada, buscamos probar convergencia uniforme mediante el criterio de Cauchy.
Es conocido que en un espacio normado completo, toda sucesion de Cauchy converge a un
elemento del espacio, ver Bartle y Sherbert (2011). En particular, el espacio C[a, b] con la norma
| flleo = SUPye[q,py |f(x)] €s un espacio completo. Debido a esta propiedad, basta con demostrar
que {y, }nen es una sucesion de Cauchy en C|a, b] con la norma previamente definida.
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Sea pues € > 0 arbitrario. Se observa que para n € IN arbitrario se tiene

[y () = ym ()] < 1y0(X) = Yna1 )+ Y41 (x) = Yur2 ()] + -+ + [ yim-1(x) = ym (X)]
_ Iy(¢"0)B(g"x) = A(g"x) = y(¢"'x)|

- |B(x) - - B(q"x)|

L @B x) - A" ) - y(g™)]

i |B(x)---B(qm—1x)|
= ‘ 2a) @™y A>g™)
B(x)---B(¢™'x) B(x)---B(¢"x) B(x)---B(q"x)
PR S 10 NS 10/ic) B (Cie))
B(x)---B(g™2x) B(x)---B(g™'x) B(x)---B(g" 'x)|’

Sea
n—1 n m—1
My =min{ inf | [|B(¢’x)|, inf | ||B(¢g’x)|, inf B(q'x)| .
i mm{x%&]jljo' (g'0)] x%gb]l:y (g'0)] x%%ib]g' (q x)|}

Notemos que M,,, > 0 debido al supuesto que p(x) es tal que 1 + (1 —q)g*xp(g*x) # 0 para todo
g*x € [0, b]. Asi

Iy(g"x) = y(g""' )|+ 1y(g""'%) = y(g" )|+ - + [y(g"™ %) — y(g™x)|
an

[V (x) = ym(x)] <

LA+ |A(g" %)
an

Buscamos hallar una cota para las expresiones en el lado derecho de esta desigualdad. Se observa
del Lema 2.3 que y es continua en xo = 0, ya que 1im_o y(g*x) = yo para todo x € (0, b], y por
el Corolario 2.6 existe N1 € IN tal que para todo n > N; se cumplen las siguientes desigualdades
para la funcién y:

M€

sup |y(g"x) - y(¢"'x)| < :
x€[0,b] 2n+2
an

sup |y(q"'x) - y(q"x)| < S,

xe[0,b] 2

_ M€

sup [y(g™ 'x) — y(¢"x)| < —,
x€[0,b] 2m+2

obteniendo asi que si n > Ny, entonces

ly(g"x) = y(g""'x)| + |y(g"'x) = y(g" )|+ + |y(g"™ %) — y(g™x)|
an

M€ M, € M€ €
< + oot —— < —,
M, 22 M, 213 M,,,2m+2 4
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Por otro lado, como A es continua en x = 0 y ademads lim,—,., A(¢"x) = A(0) = 0 para todo
x € [0, b], se observa por el Lema 2.5 que existe N, € IN tal que si n > N;, entonces se cumple
las siguientes desigualdades para la funcién A:

M€
sup |A(g"x)| < :
xe[0.b] 2n+2
M, €
sup |A(g"'x)| < :
xe[0.b] 2n+3
€
sup |A(g"'x)| £ —=,
xe[0.b] 2m+2
asi, paran > Ny, se sigue que
|A(qnx)|+"'+|A(qm_1x)| < Myune M€ oy M€ < E
M, T M2 M, 213 M, 22 4

Finalmente sea N = max{Ny, N, }. Entonces para todo n > N se cumple

N €
== <€,
2

I
INIIEN

sup |y (x) = ym(x)| <
x€[0,b]

demostrando asi que la sucesion de funciones {y, },en s una sucesién de Cauchy. Por lo tanto,
concluimos que

A(q"x) + y(g™'x)

A(G*x) + -+ "
Algx) + B(qzx)B(q x)
A+ Blg)
y(x) = lim 500 ,

donde se cumple lim,, o, A(¢"x) = 0y lim,,_,.c B(g"x) = 1. Esto muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.7. Suponga que p: [0,b] — R es g-integrable en el sentido de Jackson, entonces la
funcion
A(g"x) +y(q"'x)

A(g*x)+- -+ -
A(gx) + B(qzx)B(q *)
A(x) + Ba)
y(x) = lim B0 ,

donde A(x) = (1 — q@)xr(x) y B(x) = 1 + (1 — q)xp(x) son funciones continuas en [0, b], es
solucion de la ecuacion en diferencias lineal de primer orden con condicion inicial:

Dgy(x) + p(x)y(x) =r(x), ¥(0) = yo.
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Ejemplo 2.8. Si consideramos una vez més la ecuacién en diferencias del Ejemplo 2.2:

Dgy(x) +ay(x) =sing(x), y(0) =0,

y determinamos la sucesién de funciones {y,}n,en que se obtuvieron en la demostracién del
Teorema 2.7 que convergen a la solucién y, entonces obtenemos el grafico que se muestra en la
Figura 2.2

Gréfica de las primeras iteraciones: y,(x) con g =0.85

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
X

Figura 2.2. Grifica de la solucion y(x) del Ejemplo 2.8 en el intervalo [0, 2] con diferentes valores
para q.

2.2. Solucién de ecuaciones en diferencias con ¢~ '-derivada de Jack-
son

En estd seccidn se busca resolver la siguiente ecuacién en diferencias lineal de primer orden
asociada a la ¢~ !-derivada de Jakson

Dyy(x) + p(x)y(x) = r(x). (2.8)

De manera similar al caso de la g-derivada de Jackson, el método del factor integrante no puede
aplicarse directamente a ecuaciones en diferencias asociadas a la ¢~ !-derivada de Jackson, debido
a que este operador no satisface la derivada de una composicién de funciones general, inicamente
para funciones de la forma (1.13).

Anteriormente se analizé la ecuacién en diferencias asociada a la g-derivada de Jakson,
mostrando que si p(x) = @, con @ una constante, entonces tal ecuacién en diferencias admite
una solucion explicita en términos de las funciones exponenciales e, y E,. Ahora al considerar la
ecuacién en diferencias (2.8), y suponiendo lo anterior sobre la funcién p, podemos observar que
si es posible obtener un resultado anélogo.

Teorema 2.9. La funcion

y(x) =E; " (yo + /qx eg_]mr(t) dqt) , x€]0,b], (2.9)
0
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es solucion de la ecuacion en diferencias

Dgy(x)+q 'ay(x) =r(x), y(0) = yo. (2.10)

Demostracion. Notemos que

~ -1
ax _ -1 q  ax
Dge;” =q "aey

-1
Siguiendo la técnica de factor integrante, se tiene que si u(x) = eZ “*, entonces

1 - -1
ed r(x)=ed I(”Cqu(x) +ed g lay(x)

= eg_laxﬁqy(x) + 5qegxy(x)
= Dy(eg"y(x)).

Si se integra en ambos lados de la igualdad, se tiene

x g lat > at
/0 eq r(x) dqt:/0 Dy(eg" y(1)) dyt

=eg"y(x) = y(0),

de lo cual se obtiene .

q _
e;’xy(x) =y(0) +/ egq ]tr(x) dgt,
0
por lo tanto

gx
yx)=E; ™ (yo +/0 egq ltr()c) dqt) . O

Ejemplo 2.10. Como ejemplo del Teorema 2.9, se observa que la solucidn de la siguiente ecuacién

en diferencias
—ag'x

Dgy(x) +aq™'y(x) = E, sing (x),  y(0) =0,

de acuerdo con la expresion (2.9), es
— ax aq 't p—ag7lt .
y(x):Eq‘”‘/ eq? "ESM sing(r) dgt
0

qx
=E, " /0 sing (1) dgt
= B, (1 = cos, (qx)),
de acuerdo con el Teorema 1.8, es decir
y(x) = E;‘”(l — cosq(gx)).

Se verifica que y(x) cumple la condicién inicial y(0) = 0, ya que cos, (0) = 1. Luego, si derivamos
con respecto al operador D, y utilizamos la propiedad de la derivada de funciones junto con
algunas propiedades de la g-exponencial y la ¢~ '-integral de Jackson, se tiene

D,y(x) = D, (E;‘”‘(l - cosq(qx)))
= E;%7 "Dy (1 = cosy (gx)) + (1 = cosy (qx) Dy E; o
= E;"7 Dy (1 = cos, (x)) — aq™ E; (1 - cosy (gx))

= E;"qqx sing (x) — a/q_lE;“x(l — c084(gx)).
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Por otro lado, notamos que
ag ly(x) = ozq_lE;ax(l — €054 (gx)). (2.12)
Finalmente por (2.11) y (2.12), se concluye

q—l

D,y(x) +aq 'y(x) = E;* " sing (¢ 'x),

como se deseaba mostrar. En la Figura 2.3 se muestran los graficos de la solucién y(x) con
diferentes valores de q.
Por otra parte, se observa que la funcién

z2(x) = lfnll y(x) = e (1 - cos(x))
q—1-
es solucién del problema de valores iniciales

%(x) +az(x) = e *sin(x), z(0)=0.

dx

Gréfica de la funcién: y(x)

— =065

q=0.75
—— q=0.85
— =0.95

0.175
0.1501
0.1251

5 0-100,

>0.075
0.0501
0.0251
0.0001

Figura 2.3. Grifica de la solucién y(x) del Ejemplo 2.10 en el intervalo [0,4] con diferentes
valores para g.

Una vez obtenida la solucién explicita del caso particular en que la funcién p es una constante,
ahora se busca hallar la solucién general de la ecuacién en diferencias con ¢~ !-derivada de Jackson
(2.8), donde p es una funcién general. De acuerdo a la Proposicidn 1.12, la ecuacién en diferencias
(2.8) se ve como

Dgy(q~'x) + p(x)y(x) =r(x), y(0) = yo. (2.13)

Haciendo el siguiente cambio de variable u(x) = y(¢~'x), de modo que u(gx) = y(x), y usando
la definicién de la g-derivada de Jackson,

u(x) — u(gx)

Pttt = =g
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se tiene que (2.13) se puede expresar como

u(x) — u(gx)

(g PEu(an) =r(),

de donde
u(x) = (1=g)xr(x) + (1= (1 -g)xp(x))u(gx), u(0) = yo.

Por lo tanto, si se definen las funciones A, B: [0, 5] — R por
A) = (1=gxr(x), Bx)=1-(-gxpx),

se obtiene asi
u(x) = A(x) + B(x)u(gx). (2.14)

Si elegimos x € (0, b] e iteramos dicha funcién, se observa que
u(q*x) = A(q*x) + B(¢*)u(g"*'x).

Suponemos ahora que A y B son funciones continuas en xog = 0 y que B(x) # 0 para todo
x € [0, b]. De la ecuacion (2.13) se sigue que

u(x) = A(x) + B(x)u(gx)
= A(x) + B(x)(A(gx) + B(qx)u(g°x))

= A(x) + B(x)(A(gx) + B(gx)(A(g*x)
+---+ B(q"'x)(A(g"x) + B(¢"x)u(q""'x)))).

Veamos si el proceso iterativo en la expresion anterior para u(x) converge. Para ello se define la
siguiente sucesion de funciones:

uy (x) = Ax) + B(x)u(gx)
u(x) = A(x) + B(x) (A(gx) + B(gx)u(q’x))

un(x) = A(x) + B(x)(A(gx) + B(gx) (A(g*x)
+-+B(q" %) (A(¢"x) + B(¢"x)u(qg"*'x)))).

Podemos observar que si se desarrolla la expresion anterior, entonces la funcioén u,(x) tiene la
siguiente forma

un(x) = A(x) + A(qx)B(x) + A(¢°x) B(x) B(qx)
n-1 n
o+ A@ [ | Blaln + [ | BlaZxpu(g™ ).
j=1 i=1

Para mostrar que la sucesién de funciones anterior es convergente, observemos el siguiente corolario
que es consecuencia directa del Lema 2.4.
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Corolario 2.11. Sea p: [0, b] — R una funcion continua en xo = 0y sea B: [0, b] — R definida
por B(x) =1 = (1 = ¢)xp(x). El producto

ﬁ B(q*x)

k=0
converge para todo x € [0, b] si, y sélo si, p es g-integrable en [0, b].
Demostracion. Notemos que para todo k € INj se tiene
B(¢*x) = 1-(1-9)q"xp(¢*x),
y se define para x € [0, b] fijo:

br(x) = (1 - q)g*xp(g*x).

(o)

—
o

=[ [+ e
k=0

De acuerdo a la demostracion del Lema 2.4, la serie 3, bx(x) converge absolutamente en el
intervalo [0, b], si 'y solo si [}, B(g*x) = [15(1 + bi(x)) converge paratodo x € [0,b]. O

k=0

Podemos mostrar ahora que la sucesion {u, },c es una sucesion de Cauchy. Sea € > 0 dado
y sea x € (0, b] arbitrario. Observamos que

._.

mmwm—wun—A@xﬂﬁB@xhw@“%ﬂTBmx»MMxﬂj B(q'x)

Jj=0
M(|A(q"x)| + |u(qg"™'x) = u(q" X)I),

donde

M:méx{ sup nlB(q x)|, sup ﬂIB(q x)|}

XE[Ob]J -0 x€[0,b]

Por otro lado, como A es continua en xo = 0 y como 1im,,_,. A(¢"x) = A(0) = 0 para todo
x € (0, b], se observa por el Lema 2.5 que existe N| € IN tal que si n > Ny, entonces

sup |A(q"x)| < —
xe[0,b] aM’

De la misma manera, de acuerdo con el Corolario 2.6, existe N € IN tal que si n > N,, entonces

€
sup Ju(g*x) —u(g"'x)| < —
xe[0,b] aM’

Por lo tanto, sin > N = max{Ny, N, }, se sigue que

i1 () = 0 ()] < M (757 + 222 ) = = <
sup |ups1(x) —up(x —+—|==<e
xelob] " AM " 4M) " 2
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Lo cual muestra que existe una funcién u: [0, ] — R continua definida por
u(x) = lim u,(x), xe€[0,b],
n—oo

tal que la sucesion {uy}new €s una sucesion de Cauchy uniformemente convergente a u en el
intervalo [0, b]. Finalmente, para obtener una expresion explicita de y, se regresa al cambio de
variable inicial y(x) = u(gx), asi la funcién y se ve de la siguiente forma

y(x) = Im u,(gx), x € [0,b].
Una aproximacion para dicha funcién es
y(x) = u(gx)
= 1im (A(gx) + B(qx) (A(g™) + B(g*0) (A(q’)
44 B(g") (Ag™ 1) + B(g" ) y(q" ) ).

Teorema 2.12. Suponga que p: [0,b] — R es g-integrable en el sentido de Jackson, entonces la
funcion

¥(x) = lim (A(gx) + B(gx) (A(g™) + B(g*0) (A(q’)

++ Blg"0) (A(g" ) + B 0y(¢" W)

donde A(x) = (1 — q)xr(x) y B(x) = 1 — (1 — ¢)xp(x) son funciones continuas en [0, b], es
solucion de la ecuacion en diferencias lineal de primer orden con condicion inicial:

Dgy(x) + p(x)y(x) =r(x), y(0) = yo.

2.3. Soluciones pares e impares de ecuaciones en diferencias con ope-
rador de Rubin

El introducir el operador de Rubin nos permite considerar la siguiente ecuacién en diferencias
de primer orden asociada a la derivada de Rubin

9qy(x) + p(x)y(x) =r(x). (2.15)

Al igual que con los anteriores operadores, si se busca resolver la ecuacién en diferencias de
primer orden mediante el método de factor integrante, se considera como primer caso encontrar
una solucion teniendo en cuenta que la funcion p es constante, es decir, p(x) = a. Asi, la ecuacién
diferencial se ve como

0gy(x) + ay(x) = r(x).
Antes de resolver la ecuacién diferencial podemos tomar en cuenta como un primer paso la

paridad de la funcién y, eso debido a que si la funcién y es impar, se considera la g-derivada de
Jackson, mientras que si la funcién y es par, se considera la ¢~ '-derivada de Jackson.
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Supongamos que y es una funcién impar, entonces la ecuacién (2.15) es equivalente a la
ecuacion (2.1), que de acuerdo al Teorema 2.1 cuando p(x) = a, la ecuacién tiene como solucién
la funcién

y(x) = e, (yo +/ r(t)qut dqt), t € [0, b].
0

Andlogamente si suponemos que la funcién y es par, entonces la ecuacién (2.15) es equivalente a
la ecuacion (2.8), que por el Teorema 2.9 cuando p(x) = «, la funcién

qx .
y(x) = E;** (yo +/ r(t)ed lmdq,t), x € [0,b],
0

es solucién de la ecuacién. Sin embargo, regresando al problema original de resolver la ecuacién
en diferencias de primer orden (2.15), se considera p una funcién general, y nuevamente como en
el caso anterior se analiza la paridad de la funcién y, esto debido a que si se busca usar como en
los caso anteriores un método de factor integrante, nos enfrentamos al problema de la derivada de
Rubin del producto de funciones que no satisface una regla simple como es en el caso del cdlculo
clasico, ademds de que este operador sélo satisface la derivada de una composicion de funciones de
la forma (1.14). De esta manera se supone primero que y es una funcién impar, asi la ecuacion en
diferencias (2.15) se ve de la forma (2.1), que de acuerdo con el Teorema 2.7 tiene como solucién

la funcién
A(q"x) +y(q"*'x)

A(g> ) +--- + ”
A(gx) + B(qu)B(q *)
A(x) + Blan)
y(x) = lm B ,

donde A(x) = (1 —q)xr(x) y B(x) =1+ (1 - q)xp(x) son funciones continuas en [0, »]. Por otro
lado, si y es una funcién par, la ecuacién en diferencias (2.15) tiene la forma (2.8), que de acuerdo
con el Teorema 2.12 tiene como solucién la funcién

»(x) = lim (A(gx) + Bgx) (A(g>) + B(g*0) (A(q’)
+o o+ B0 (A" + B 0)y(q" 1)) ).

donde A(x) = (1 — g)xr(x) y B(x) = 1 — (1 — g)xp(x) son funciones continuas en [0, b]. Es
importante tomar en cuenta que para estos casos la funcidén p tiene que ser g-integrable en el
sentido de Jackson.

El siguiente ejemplo permite analizar el uso del operador de Rubin en la resolucién de ecua-
ciones en diferencias de primer orden, destacando su comportamiento respecto a funciones pares.
En particular, se muestra cémo la estructura del operador permite aprovechar la simetria de este
tipo de funciones para simplificar el andlisis y obtener una descripcién mas clara de las soluciones.

Ejemplo 2.13. Consideramos la ecuacion en diferencias
9qy(x) = Ay(x) =0, y(0) = yo, (2.16)
donde A es una constante arbitraria. Si suponemos que y(x) es una funcién par, es decir, si

_ yp(x), x>0,
Y= {yp<—x>, x <0,
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entonces la ecuacién en diferencias con condicién inicial (2.16) tiene la forma

Dyyp(x) = Ay, (x) =0,  y,(0) = yo.

De acuerdo al Teorema 2.9, y considerando —1 = g~ la, es decir, @ = —gA, se obtiene como
solucién

A
yp(x) = )’OEZ *.

Por otra parte, si suponemos que y(x) no es funcién par ni impar, entonces de la Proposicién 1.19
se obtiene que la solucién se expresa como

y(x) = yoe(Ax; ¢*).
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Conclusion

El resultado principal de esté trabajo se obtuvo al analizar la ecuacién en diferencias de primer
orden con operador de Rubin. Debido a su estructura simétrica y a sus propiedades relacionadas
con la paridad, fue necesario considerar previamente los operadores g-derivada de Jacksony ¢~ -
derivada de Jackson, lo cual permiti6 desarrollar las herramientas necesarias para la construccién
de soluciones explicitas. Se mostré que las ecuaciones asociadas a la g-derivada de Jackson pue-
den reformularse como relaciones funcionales entre y(x) y y(gx), lo cual hace posible aplicar un
método iterativo para la construccién de soluciones. Este procedimiento condujo a expresiones
representables mediante fracciones continuas, cuya convergencia puede justificarse utilizando he-
rramientas de cdlculo, tales como series de potencias y productos infinitos. De forma similar, el
caso correspondiente a la ¢~'-derivada de Jackson se abordé mediante la adaptacién del método
iterativo previamente desarrollado, lo que permitié comparar y comprender la estructural entre
ambos enfoques.

Se estableci6é que el operador de Rubin constituye una herramienta adecuada para el estudio
de ecuaciones en diferencias dentro del g-célculo, no solo por permitir la construccién explicita de
soluciones, sino también por proporcionar un marco natural para el andlisis de sus propiedades de
simetria. De este modo, el trabajo aporta una comprensién mas profunda de la estructura interna
de estas ecuaciones en diferencias y establece una base sélida para investigaciones posteriores,
como el estudio de ecuaciones de orden superior o el andlisis de otros operadores dentro del g-
célculo. Este trabajo no solo aporta herramientas para resolver ecuaciones en diferencias, sino que
también resalta el papel fundamental de la paridad de funciones como una herramienta clave en
matematicas, mostrando cémo su incorporacién puede conducir a una comprensioén mds profunda
del comportamiento de las soluciones.

Una posible linea de trabajo que se puede realizar a futuro consiste en aplicar esta teoria para
obtener g-polinomios ortogonales. En particular, diversas familias de g-polinomios ortogonales cl4-
sicos pueden caracterizarse como soluciones de ecuaciones en diferencias de tipo Sturm-Liouville,
las cuales involucran operadores de segundo orden. Por ello, el operador de Rubin, al incorporar
de manera simétrica la g-derivadas de Jackson y la ¢~!-derivada de Jackson, sugiere una posible
formulacidn alternativa de operadores tipo Sturm-Liouville en g-cdlculo. Esta estructura podria
facilitar el estudio de propiedades espectrales, relaciones de ortogonalidad y ecuaciones en dife-
rencias, lo que permite observar su posible aplicacién en el andlisis de familias de polinomios
ortogonales.
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Apéndice A
Algunos resultados fundamentales

El estudio de ecuaciones en diferencias de primer orden da lugar a representaciones en términos
de series de potencias, productos infinitos y expresiones iterativas cuyo comportamiento depende
de criterios de convergencia. A continuacién se enuncian ciertos resultados fundamentales que
forman parte de los resultados obtenidos.

A.l. Series de potencias

Las series de potencias desempefian un papel fundamental en el g-cdlculo, ya que muchas
funciones especiales se definen precisamente mediante desarrollos en serie. En particular, las
funciones g-exponenciales utilizadas en la resolucion de ecuaciones diferenciales con coeficientes
constantes se introducen como series de potencias cuyo radio de convergencia determina el dominio
donde estin definidas.

Asimismo, el estudio del radio de convergencia resulta esencial para garantizar la validez de
operaciones como derivacion e integracién término a término dentro del intervalo de convergencia.
Como se cita en Simmons (2017), una serie infinita de la forma

-
Zakxk =a0+a1x+a2x2+---
k=0

se denomina serie de potencias en x. La serie

0
Zak(x—xo)k =ag+a(x —xp) +a(x —xg)> +---
k=0
es una serie de potencias (x—xg), lo cual es simplemente una traslacion del sistema de coordenadas.
Es importante ver que toda serie de potencias tiene un radio de convergencia R, 0 < R < oo, tal
que si R es finito y distinto de cero, entonces determina un intervalo de convergencia —R < x < R
tal que dentro del intervalo la serie converge y fuera de €l diverge, Este radio de convergencia esta
determinado mediante el criterio de razén

ag
Ak+1

R = lim
k—o0

cuando el limite existe.
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A.2. Productos infinitos

En este apartado se analiza el concepto de producto infinito cuyos resultados se puede encontrar
en Apostol (1976) o en Knopp (2019). Sea {u,, }ne una sucesién de niimeros reales o complejos.
Se define el producto parcial n-ésimo como

n
Pn = U3 - - Uy = H”k-
k=1

Sea [, u, un producto infinito y sea p, = [[};_, ux. Si ningtin u,, es cero, diremos que []}", ux
converge si existe un numero p # 0 tal que {p, }ne converge a p. En este caso, p se llama valor
del producto y se escribe p = 1", un. Si {pn}new converge a cero, diremos que el producto
diverge a cero.

El siguiente resultado nos muestra una equivalencia de la convergencia del producto.

Teorema A.1. Un producto [],_, (1 +ay) con a, positivos converge si, y solo si, la serie 3., | an
converge.

Una definicién fundamental en términos de convergencia absoluta es la siguiente. Decimos que
el producto [];_, (1 + a,) es absolutamente convergente si [, (1 + |a,|) es convergente. Como
consecuencia de estd definicién es conocido el siguiente resultado:

Teorema A.2. La convergencia absoluta de [];,_, (1 + a,) implica la convergencia.
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