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1 |Introduccién

El carbono es la base de la vida tal como la conocemos, gracias a sus propiedades
quimicas Unicas que permiten formar diferentes estructuras llamadas alétropos. Entre
ellos, el diamante es conocido por ser el material mas duro que existe. Otro alétropo
destacado es el grafeno, el cual puede ser considerado el material més delgado jaméas
descubierto y que fue aislado por primera vez en 2004 por Andre Geim y Konstantin
Novoselov [Novoselov et al., 2004]. Sin embargo, el término grafeno fue introducido
previamente por Hans-Peter Boehm, y comenzé a cobrar relevancia en la literatura
cientifica a finales del siglo XX, impulsado por los estudios de Saito, Wang y otros
investigadores [Saito et al., 1998, Wang et al., 2000]. La descripcién tedrica del gra-
feno fue abordada inicialmente por Wallace en 1947 [Wallace, 1947]. Sin embargo, la
teoria que describe este material en términos de una ecuacién de Dirac sin masa fue
desarrollada de forma independiente por Semenoff, y por DiVincenzo y Mele en 1984
[DiVincenzo and Mele, 1984, Semenoff, 1984].

El grafeno es, quizd, el material bidimensional (2D) mds conocido [Castro Neto et al., 2009).
Se trata de un material compuesto por atomos de carbono dispuestos en una red
con estructura de panal de abeja. Cerca del nivel de Fermi, sus propiedades pueden
describirse mediante la ecuacién de Dirac-Weyl (2+1)D sin masa. Por esta razén,
varios fenémenos de la mecanica cuantica relativista pueden observarse en el gra-
feno, como el tunelamiento de Klein y el Zitterbewegung [Katsnelson et al., 2006,
Kamal and Jellal, 2021, Martinez et al., 2010]. Dado que la celda unitaria de la red
de grafeno esta formada por dos atomos de carbono, la funcién de onda asociada a los
electrones en ella estd descrita por espinores de dos componentes. Este grado de liber-
tad se conoce como pseudoespin (o grado de libertad de subred), ya que se comporta
de manera andloga al espin real en el espacio reciproco. Adem4s, gracias a las simetrias
presentes en la red hexagonal, en particular la simetria rotacional de orden 6 (Cs) y la
equivalencia entre las subredes triangulares A y B en que puede dividirse la red crista-
lina del grafeno, la relacién de dispersién es lineal alrededor del nivel de Fermi. Esto da
lugar a estructuras energéticas en las bandas de valencia y de conduccién, conocidas
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1. Introduccion UAEH

como conos de Dirac, que se tocan en un tnico punto, lo cual hace que el grafeno
sea considerado un semimetal. La presencia de estos conos de Dirac en el régimen
energético de bajas energias alrededor del nivel de Fermi origina un grado de libertad
adicional conocido como indice de valle, el cual abre la puerta a aplicaciones en la
nanoelectrénica para codificar y manipular informacién utilizando los llamados esta-
dos de valle, con potencial en transistores avanzados, sensores y dispositivos cuanticos.

Si bien el enfoque en el grafeno se debe a sus propiedades tunicas, entre ellas un
transporte electronico eficiente, una alta conductividad térmica y propiedades mecani-
cas notables, en los tltimos afios también ha crecido el interés por encontrar otros
sistemas donde los portadores de carga se comporten como fermiones de Dirac sin
masa [Wehling et al., 2014]. Estos materiales, conocidos como materiales de Dirac,
presentan propiedades universales como una elevada capacidad calorifica, una alta
conductividad éptica y una notable susceptibilidad magnética, entre otras. La li-
nealidad de su relacion de dispersién a bajas energias es consecuencia directa de la
preservacion de simetrias fundamentales en el sistema, como la inversién temporal y la
inversién espacial. Esta caracteristica confiere a los materiales de Dirac una identidad
fisica tnica, diferencidndolos claramente de los semiconductores y metales convencio-
nales. Entre ellos, el grafeno, el borofeno y los aislantes topoldgicos, destacan por sus
inusuales caracteristicas electronicas, derivadas del comportamiento relativista de sus
portadores de carga. Estas peculiaridades los convierten en candidatos ideales para
aplicaciones avanzadas en nanoelectrénica y tecnologias cudnticas. Adicionalmente,
el estudio de los materiales de Dirac anis6tropos se ha consolidado como un tema
emergente en la fisica del estado sélido. Un aspecto particularmente relevante es
el analisis de su respuesta éptica, ya que permite entender cémo estos materiales
interactiian con campos electromagnéticos. Desde esta perspectiva, se han investigado
propiedades como la conductividad éptica, el peso de Drude y la conductividad Hall en
sistemas especificos, como el boro 8 — Pmmn y el grafeno tipo quinoide (caracterizado
por la separacién de sus conos de Dirac), revelando efectos tinicos derivados de su
anisotropia [Mojarro et al., 2021]. Existen también trabajos en los que se estudian los

efectos combinados de campos magnéticos y electrostaticos en monocapas de borofeno
8B— y 2BH — Pmmn [Diaz-Bautista, 2022].

Por otro lado, el estudio de soluciones exactas de la ecuacién de Dirac-Weyl (2+1)D
en campos inhomogéneos ha atraido mucha atencién debido a sus posibles aplicaciones
en la monocapa y la bicapa de grafeno, pues permiten comprender las propiedades
electrénicas de cintas, nanocables y nanotubos. En los ultimos anos, se han realizado
varios estudios sobre la interaccién de los electrones en grafeno con campos magnéticos
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perpendiculares al plano de la muestra, considerando en algunos casos la presencia
adicional de campos electrostaticos paralelos a la superficie del material. El objetivo
principal de estas investigaciones ha sido encontrar mecanismos para confinar las
cargas en el material. Dado que la obtencién de niveles de energia para estados
confinados o los coeficientes de transmision de estados dispersivos suele requerir
calculos complejos, en muchos de estos estudios se han utilizado métodos numéricos
para resolver el problema. Uno de los primeros trabajos donde se estudiaron las solu-
ciones exactas con interaccion de campos magnéticos fue el trabajo de Kuru, Negro y
Nieto [S. Kuru et al., 2009]. En él se explora la interaccién de electrones en grafeno
con campos magnéticos perpendiculares a la superficie del material, enfocandose en
soluciones analiticas exactas de la ecuacién de Dirac-Weyl.

Siguiendo esta linea de pensamiento, este trabajo de tesis se enfocard en obtener
soluciones exactas de la ecuacién de Dirac-Weyl que describa a los electrones en
presencia de campos externos inhomogéneos, con el fin de estudiar el comportamiento
electronico en materiales de Dirac anisétropos bajo condiciones de confinamiento. Este
enfoque resulta particularmente relevante en sistemas como el grafeno, el borofeno y
otros materiales bidimensionales, donde los portadores de carga se comportan como
fermiones de Dirac sin masa, y las condiciones de frontera, la geometria del sistema y
el perfil del campo aplicado influyen fuertemente en las propiedades electrénicas.

Una de las motivaciones principales de este estudio es comprender cémo el trans-
porte electrénico se ve afectado cuando se modifica el entorno efectivo mediante
diferentes condiciones de confinamiento espacial. Para ello, inicialmente se analizaran
configuraciones en las que los campos externos presenten perfiles dependientes de la
coordenada espacial z y tengan una extension sobre toda la superficie del material
de Dirac, que se asume infinitamente extendido. Seguido de lo anterior, los perfiles
de los campos externos considerados se modificaran mediante la introduccién de un
parametro identificado como zy, el cual permitira controlar explicitamente el dominio
fisico de las interacciones. Este enfoque permitira evaluar con precision el impacto de
estos perfiles ajustables sobre las soluciones de la ecuacién de Dirac-Weyl, es decir,
tanto en el espectro de energia como en las densidades de probabilidad y de corriente,
que constituyen herramientas fundamentales para describir el transporte electrénico.
Adicionalmente, este tipo de analisis proporcionara herramientas teéricas valiosas
para el disefio de dispositivos basados en materiales de Dirac anisétropos para futuras
aplicaciones en nanoelectrénica y tecnologias cuanticas.

En este trabajo se utilizan dos perfiles de campo para describir las interacciones

3
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electrénicas de forma simple. El primero es un perfil singular, que concentra la inter-
accion en puntos muy localizados de la red y refleja fenémenos de corto alcance donde
los electrones sienten una atraccién o repulsién muy intensa en un sitio especifico.
El segundo es un perfil de decaimiento exponencial, en el que la intensidad de la
interaccién disminuye progresivamente al alejarse, representando el hecho de que
la influencia de un electréon no se extiende indefinidamente sino que se atentia con
la distancia. Cada perfil se analiza de manera independiente, permitiendo explorar
diferentes regimenes de interacciéon. Esta aproximacion permite capturar de manera
mas fiel las propiedades electrénicas de materiales de Dirac, lo que resulta esencial
para comprender fenémenos de transporte cuantico con aplicaciones potenciales en
el diseno de dispositivos 2D como transistores de alto desempefio, sensores, entre otras.

Por todo lo anterior, el contenido de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

El Capitulo 2 se centra en la descripcién general de los materiales de Dirac, con
énfasis en los sistemas bidimensionales como el grafeno. Se detalla la construccién del
Hamiltoniano efectivo tipo Dirac mediante el modelo de amarre fuerte (tight-binding),
haciendo uso de las matrices de solapamiento y transferencia. Se profundiza en los
llamados puntos y conos de Dirac, fundamentales para describir la dispersién lineal de
los portadores de carga en estos materiales. Ademads, se discute la existencia de otros
materiales bidimensionales similares al grafeno, para los cuales también es posible
construir modelos efectivos analogos.

En el Capitulo 3, se retoma el Hamiltoniano que describe materiales de Dirac anisétro-
pos y se consideran interacciones externas de tipo magnético y electrostatico. El
sistema se estudia bajo la influencia de campos eléctricos y magnéticos que dependen
de la posicion, considerando perfiles con decaimiento exponencial y con singularidades
en el origen. Se resuelve la ecuacién de Dirac correspondiente a cada tipo de perfil,
obteniendo el espectro de energia, las eigenfunciones del sistema, y se analizan las
distribuciones de densidad de probabilidad y densidad de corriente asociadas.

El Capitulo 4 introduce el método de iteraccién asintdtica, primero desde un enfoque
general y luego bajo un tratamiento perturbativo. Este método se aplica a los modelos
estudiados en el Capitulo 3, pero ahora modificando las condiciones de frontera: el
dominio espacial del sistema se restringe al intervalo (—oo, zo] o (0, zo], segin sea el
caso. A través del método perturbativo de iteraccion asintética, se obtiene el espectro
de energia a primer orden y se determinan las eigenfunciones correspondientes a los
primeros estados cudnticos (n = 0 y n = 1). Finalmente, se presentan las graficas del
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espectro de energia, asi como las distribuciones de densidad de probabilidad y de
corriente para cada caso.

En el Capitulo 5, se presentan las conclusiones del trabajo.
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2 |Materiales de Dirac

Los materiales de Dirac comprenden a todos los sistemas de la fisica de la materia
condensada en los que la energia de sus portadores de carga sigue una relacién lineal res-
pecto al momento lineal, por lo que pueden describirse mediante una ecuacién de Dirac
efectiva en ciertos régimenes energéticos. El estudio de los materiales de Dirac ha cre-
cido exponencialmente en los tltimos afios [Wehling et al., 2014, Wang et al., 2015]
debido a sus potenciales aplicaciones en la tecnologia y en la ciencia basica. Di-
cho crecimiento, se refleja en el hallazgo reciente de diversos sistemas que presen-
tan este comportamiento, desde fluidos cuanticos exéticos hasta sélidos cristalinos
[Wehling et al., 2014].

Algunos materiales de Dirac comparten la misma estructura cristalina, como se mues-
tra en la Tabla 1 de la Referencia [Wehling et al., 2014]. Otros, como los llamados
aislantes topoldgicos (TIs), presentan una caracteristica dual: en su volumen (o bulk)
exhiben una brecha energética como aislantes convencionales, pero en sus superficies
o bordes emergen estados electrénicos protegidos topolégicamente! con dispersién
tipo Dirac. Por otro lado, si se toma en cuenta la simetria quiral del sistema?, la
ecuacién que describe a los materiales de Dirac tridimensionales adopta la forma de
la ecuacién de Weyl; tales materiales se conocen en la literatura como semimetales de
Weyl (WSMs). Mientras tanto, se les denomina semimetales de Dirac tridimensionales
(DSMs) a aquellos en los que se mantiene la degeneracién de bandas en el punto de

!Dentro del contexto de materia condensada, un estado de la materia cuyas propiedades persisten
a pesar de estar sometido a ciertas perturbaciones o imperfecciones del material se dice que esta
topolégicamente protegido. Dicho de otra manera, las propiedades del material no son sensibles a
modificaciones locales en la estructura del material, a menos que la estructura global de este se
modifique a un estado topolégicamente diferente.

2La simetria quiral (también llamada de subred) implica la existencia de un operador S tal que
{8, H(k)} = 0. En redes bipartitas, como el grafeno, S intercambia las subredes A y B (ver Figura
2.1.4). Esta anticomutacién fuerza al espectro a ser simétrico alrededor de E = 0 y protege estados
de energia nula frente a perturbaciones que no rompan dicha simetria. La simetria de red en el
grafeno se expresa como o, H (k)o, = —H (k).
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Dirac sin que se abra una brecha de energia.

En sintesis, los materiales de Dirac exhiben una notable diversidad estructural,
manifestandose en sistemas de dimensiones variables. A pesar de estas diferencias y
sus distintas composiciones quimicas, todos comparten una caracteristica fundamental:
sus espectros de energia a bajas energias siguen un mismo patrén, lo que sugiere
que hay un principio fundamental que los organiza. Este principio esté relacionado
con las simetrias del sistema, ya que son ellas las que determinan si los puntos de
Dirac pueden formarse o desaparecer, como la simetria de inversién temporal® en los
aislantes topolégicos o la simetria de subred en el grafeno. En general, la presencia
de puntos de Dirac hace que el niimero de estados accesibles para las excitaciones
de energia cero se reduzca drasticamente, y esta reduccién esta gobernada por las
simetrias del sistema en el régimen de baja energia.

2.1 |Una descripcién breve del grafeno

El carbono es el sexto elemento de la tabla periédica y tiene dos isétopos estables, 12C
y 13C, con diferentes propiedades nucleares. En su estado fundamental, el 4tomo de
carbono tiene una configuracién electrénica 2s22p? y un momento angular total J = 0.
Su primer estado excitado, 3P;, muestra un multiplete J = 1 con una energia de exci-
tacién igual a 2 meV, aproximadamente [Radzig and Smirnov, 1985]. La formacién
de enlaces covalentes, los cuales son fundamentales para la estabilidad molecular,
maximiza la superposiciéon de funciones de onda entre 4tomos, influenciada por la
disposicién espacial de los atomos vecinos. Esta maximizacién se busca especialmente
en direcciones especificas en relacion con el &tomo central.

Como resultado de lo anterior, el carbono exhibe diversas formas estructurales co-
nocidas como alétropos. Entre estos, un alétropo particularmente importante es el
diamante, el cual posee una estructura tetraédrica (ver Figura 2.1.1b). Por su parte, el

grafito presenta orbitales dispuestos de manera planar entre capas con acoplamientos
débiles (ver Figura 2.1.1c).

La obtencién de estos materiales a partir del carbono depende de la distribucién

3En el caso del grafeno, la simetria de inversién temporal, dentro del modelo de amarre fuerte
y en ausencia el grado de libertad de espin, se escribe como H(k) = H*(—k) en el espacio de
momentos. Adicionalmente, la simetria de inversién temporal envia el valle K, a K_ y, por lo tanto,
intercambia los dos conos de Dirac (ver Figura 2.1.4).

8



UAEH 2.1. Una descripcién breve del grafeno

de sus electrones y su estructura, lo que involucra procesos de hibridizacién. La
hibridizaciéon implica cambiar la base orbital, es decir, realizar combinaciones lineales
de estos orbitales. La configuracién electrénica del carbono en la base de los orbitales
es 152252 2p?, mientras que, como se aprecia en la Figura 2.1.1, los orbitales hibridos
presentan una estructura tetraédrica y planar.

La familia sp? basada en carbono muestra una amplia variedad de alotropias, desde
fullerenos y nanotubos hasta la monocapa del grafeno y multicapas apiladas. En
particular, la monocapa de grafeno es la unidad fundamental de la cual se derivan
las demés formas: las cintas de grafeno (cuasi-unidimensionales), los nanotubos y el
grafito. Este material fue descubierto en 2004 [Novoselov et al., 2004] y presenta una
estructura de una sola capa de 4tomos de carbono dispuestos en una red hexagonal.
Esta disposicién le confiere propiedades electrénicas tinicas, como una excepcio-
nal conductividad eléctrica y térmica, asi como una notable resistencia mecanica
[Castro Neto et al., 2009].

(a) (b) sp* (3D) (c) sp?(planar)

Figura 2.1.1: (a) Configuracién electrénica del carbono. (b) Hibridaciones sp®. (c)
Hibridacién sp?. Imagen adaptada de [De Sousa Ferreira, 2020].

Estados 7 en el grafeno

La resistencia mecéanica del grafeno se atribuye a los enlaces o, mientras que sus
notables propiedades eléctricas son resultado de los enlaces 7 (ver Figura 2.1.2). Las
interacciones 7 entre atomos de carbono refuerzan su robustez mecanica, proporcio-
nando una estructura sorprendentemente resistente. Por otro lado, la hibridizacion de
orbitales favorece la movilidad de los electrones, lo que confiere al grafeno una buena
conductividad eléctrica.



2. Materiales de Dirac UAEH

Figura 2.1.2: La estructura hexagonal de carbono en el grafeno y el &tomo de carbono
con hibridacién sp?. Los orbitales p, se hibridan, permitiendo la deslocalizacién de
electrones por encima y por debajo del plano de los &tomos de carbono. Estos orbitales
forman las llamadas bandas 7w y 7*. Imagen adaptada de [De Paoli, 2023].

El grafeno no solo tiene aplicaciones practicas en la industria, sino que también
sirve como un campo de estudio para comprender conceptos fundamentales como
la fase de Berry [Zhang et al., 2005], los modos cero topolégicamente protegidos
[Nair et al., 2008], el tunelamiento de Klein [Katsnelson et al., 2006] y la reconstruc-
ci6n en vacio [Zhang et al., 2009]. Las propiedades electrénicas bésicas del grafeno,
como la simetria electron-hueco y la dispersién lineal de banda cerca de los vértices de
la zona de Brillouin (punto de Dirac), se conocen desde el trabajo seminal de Wallace
en 1947 [Wallace, 1947]. Sin embargo, el interés en las propiedades de materiales
basados en grafeno se reavivé después del descubrimiento de los nanotubos de carbono
por lijima en 1991 (para una revisién més amplia, consulte [Charlier et al., 2007]).

Como se mencion6 anteriormente, la forma mas comin del grafeno consiste en una
red hexagonal bidimensional de &tomos de carbono, como en la Figura 2.1.3. Esta red
hexagonal estd dividida en dos subredes triangulares, A y B. Por su parte la celda
unitaria convencional estd definida por los vectores de red primitivos (ver Figura
2.1.4a):

a, = g (V3,1), a= g (v3,-1), (2.1.1)

donde a ~ 2.46 A es la distancia entre dos dtomos de carbono adyacentes. Cada
atomo de la subred A esta rodeado por tres 4tomos de la subred B y viceversa (red
bipartita) [Katsnelson, 2020]. Como la red hexagonal tiene dos subredes triangulares,
la distancia a los &tomos vecinos mas cercanos viene dada por la norma de los tres
vectores §; con | = 1,2,3 (ver Figura 2.1.3):
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UAEH 2.1. Una descripcién breve del grafeno

Figura 2.1.3: Los 4tomos maés cercanos a un atomo B se denominan vecinos mas proxi-
mos. Los vectores de posicién relativa de estos vecinos mas préximos se denotan como
d;, y sus normas son |§;| = a; ~ 1.42 A. Imagen adaptada de [Garcia Muiioz, 2022).

8 = g (% 1) R - g (%,—1) . d3=a (0,—%) . (2.1.2)

El espacio reciproco, mostrado en la Figura 2.1.4b, permite representar la periodicidad
cristalina en el espacio de momentos. En el caso del grafeno, la red reciproca también
presenta simetria hexagonal, definida por vectores que reflejan la periodicidad de la
estructura real, dados por

b, = 2% (% 1) . by= 2;” (% —1> | (2.1.3)

La primera zona de Brillouin se presenta en la Figura 2.1.4b. En ella, se muestran los
puntos especiales de alta simetria K, K_ (puntos de Dirac) y M, con sus respectivos
vectores de onda

2w 2 2 2w 2w
k=(——~—|, K=|— —+1], M= (—,0) . 2.1.4
<3a 3\/§a) <3a 3\/§a> 3a ( )

Los estados hibridados sp? (estados o) forman bandas ocupadas y vacias con un
espacio entre ellas, mientras que los estados p,(m) forman una sola banda, con
un punto cénico de autocruce en K, (por simetria, este punto también existe en

11



2. Materiales de Dirac UAEH

Kz

Figura 2.1.4: (a) Ilustracién de los vectores de base a; y as en la red hexagonal
del grafeno. Esta red es una red de Bravais triangular que contiene una base de
dos &tomos: A (representados por puntos sblidos) y B (representados por puntos
vacios). (b) Representacién de los puntos de la red reciproca que corresponden a la
red de Bravais triangular (puntos sélidos), junto con los vectores de base reciprocos
b; y bs. La celda unitaria y la zona de Brillouin estdn sombreadas en gris en (a) y
(b), respectivamente. En (b) también se muestran los puntos de alta simetria, que
estan etiquetados como I' (centro de la zona), K, K_ y M. Imagen adaptada de
[Foa Torres et al., 2014].
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K_) (véase la Figura 2.1.5). Este punto cénico es una caracteristica de la peculiar
estructura electronica del grafeno y el origen de sus propiedades electrénicas tinicas.
Fue obtenido por primera vez por Wallace en 1947 [Wallace, 1947] en el marco de
un modelo simple de tight-binding, el cual fue desarrollado por McClure en 1957
[McClure, 1957] y Slonczewski y Weiss en 1958 (para mayor informacién consulte
[Slonczewski and Weiss, 1958]) .

y
E (eV})

(@ v ® "
FI2 [N
g _'_r; L:, -

Figura 2.1.5: (a) Los tres orbitales o en el grafeno y el orbital 7 perpendicular a la
hoja de grafeno. Los enlaces o en la red hexagonal de carbono unen fuertemente a los
atomos de carbono y son responsables de la energia de enlace y de las propiedades
estructurales del grafeno. Los enlaces 7 son perpendiculares a la superficie de la hoja.
(b) Las bandas de enlace y anti-enlace o correspondientes estan separadas por una
brecha de energia igual a 12 €V, aproximadamente, mientras que los estados de enlace
y anti-enlace 7 estdn cerca del nivel de Fermi (Er). Por lo tanto, los enlaces o a
menudo se ignoran al predecir las propiedades electrénicas del grafeno alrededor de
la energia de Fermi. (c) Zona de Brillouin donde se representan los puntos de Dirac y
cada enlace p,. Imagen adaptada de [Dubois et al., 2009].

Modelo de tight-binding

El modelo de amarre fuerte (o tight-binding) es una herramienta ttil para describir
la estructura electronica de sélidos cristalinos como el grafeno. Este modelo permite
identificar la matriz Hamiltoniana H [Saito et al., 1998, McCann and Koshino, 2013,
Foa Torres et al., 2014] que describe las interacciones entre los electrones en la red
cristalina. El modelo describe las interacciones entre los electrones en la red cristalina,
considerando su localizacién en sitios discretos. Para capturar su caracter delocalizado,
se emplean las funciones de Bloch ¢(k,r), donde k es el vector de onda y r es el vector
de posiciéon, estas funciones combinan una factor de onda plana con una funcién
periddica de la red. Estas funciones permiten construir la matriz del Hamiltoniano H,
describiendo tanto la energia en cada sitio como la capacidad de los electrones de
desplazarse entre ellos.

13



2. Materiales de Dirac UAEH

Una implicaciéon importante de este enfoque es que, debido a la simetria del sistema,
la superposicién entre los orbitales p, y los electrones s, o entre los orbitales p, y py,
es estrictamente cero. Esta caracteristica implica que los electrones p, que forman los
enlaces 7 en el grafeno pueden tratarse de forma independiente de los otros electrones
de valencia [Foa Torres et al., 2014].

Hablando matemaéticamente, la condicién anterior significa que existen funciones
de onda ¢ para el grafeno que deben cumplir la misma simetria translacional
[Cohen-Tannoudji et al., 2019]. Esto implica que en el modelo de tight-binding para
el grafeno, las funciones de onda deben mostrar un comportamiento periédico. Dicho

de otro modo, cualquier funcién de onda de la red, ¢, deberia satisfacer el teorema de
Bloch:

To ¢ = e ¢. (2.1.5)

Aqui, Ty, representa un vector de traslacién, ¢ es una funcién que estd siendo
trasladada ademas de tener la misma periodicidad que la red cristalina, y k es
un vector de onda. Las soluciones naturales para (2.1.5) son las ondas planas, ya
que al ser trasladadas solo adquieren un factor de fase e’*"*. Sin embargo, debido
a que el grafeno, al igual que cualquier cristal, posee un potencial periddico, las
funciones de onda no pueden describirse inicamente como ondas planas, sino como
una combinacién infinita de ellas. Por esta razén, y de acuerdo con el teorema de
Bloch, se recurre al uso de funciones de Bloch expresadas como

¢i(k,r) = > ekRimap(r —Rjm), j=1,2,...,n. (2.1.6)

1
VN &7,

donde ¢;(k,r) es la funcién de onda de Bloch asociada al orbital j en el cristal; k es
el vector de onda cristalina, r es el vector de posiciéon dentro de la celda unitaria y n
es el nimero total de funciones base consideradas por cada vector de onda k en la
zona de Brillouin. La funcién ,(r — R;,,) representa el orbital atémico j localizado
en la celda unitaria m, desplazado por el vector de red R; ., el indicem =1,...,N
recorre todas las celdas unitarias del cristal.

El teorema de Bloch establece que dentro de un potencial periédico, como el de una
red cristalina, las soluciones a la ecuacién de Schrodinger toman la forma de ondas
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UAEH 2.1. Una descripcién breve del grafeno

de Bloch, las cuales verifican lo siguiente:
¢i(k,r+a) = e Fama;(r + & — Rjm),

eik'o‘eik'(Rj’m_o‘)'g/)j(r — (Rjm — @)),

5l 5~
Mz :UMZ

I
m@
.
Q
;Sf:la
= e

,T). (2.1.7)

Estas ondas de Bloch forman un conjunto completo de funciones base para las
soluciones de la ecuacién de Schrodinger en el cristal. Por lo tanto, cualquier funciéon
de onda ®;(k,r) puede ser expresada como una combinacién lineal de estas ondas de
Bloch (ver Figura 2.1.6):

q)z(k, I‘) = Xn:CZJ(k) (bj(k, I'), 1= ]_,...,’I’L, (218)
j=1

donde C;;(k) son los coeficientes de expansién que determinan la contribucién de
cada funcién de Bloch ¢; al estado electrénico ®;.

Segin la mecénica cuéntica, los eigenvalores de energia E; del operador H pueden
calcularse como los valores esperados

E = (®; H |®;) (2.1.9)

(®;]@;)

y en el grafeno estos valores corresponden a los niveles de energia de los electrones
descritos por las funciones de Bloch en la red cristalina.

Sustituyendo la ecuacién (2.1.8) en (2.1.9) y realizando un cambio de subindices, se
obtiene la siguiente expresién

3 CiCin (1] H )

E; = , (2.1.10)

3 CiCim (1lm)

donde C* denota el conjugado complejo de C' € C. Es necesario optimizar los
coeficientes C;; para minimizar la energia lo que garantiza que el estado construido
se acerque al eigenvalor real del Hamiltoniano, reflejando la energia fisica del electron
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2. Materiales de Dirac UAEH

= % Funcion de onda de una celda unitaria
Celda unitaria Cot

Cafy
Traslacion mediante Cothy
vectores de red ¢,y '
Aplicacion de las .ﬂ:’
condiciones de =i
frontera eud Gt 22 =
; g
¢ 5/5/

Figura 2.1.6: Representacién de los estados de Bloch para una red unidimensional.
Un 4tomo aislado en una celda unitaria de una red cristalina es descrito mediante la
funcién de onda ¢y, la cual es trasladada mediante los vectores de red, Tt o = ek gy
para obtener la funcion de onda de una celda unitaria de longitud L. Luego, la funciéon
de onda de la red cristalina ®; se construye como combinacion lineal de funciones de
onda de N celdas unitarias. Imagen adaptada de [Baldo, 2011].

en la red de grafeno. Por lo tanto, se toma una derivada parcial de E; con respecto a
C7, lo cual conduce a lo siguiente:

j
OE; 1 (
0 J’-kl Zﬁm:1 C]’-‘Zij (B1]Dm)

2”: Cim (1| H |pm) — E; XH: Cim <¢l|¢m>> ;

m=1 m=1
(2.1.11)
en donde se considerd la relacién 552~ = 4, y la ecuacién (2.1.10). Al igualar la
.
ecuacion (2.1.11) a cero, se obtiene ’
Z Cim (&l H |pm) = E Z Cim (B1|Pm) - (2.1.12)
m=1 m=1

Como (¢;| H |¢pm) ¥ (¢1|¢m) son elementos de matriz, es posible definir las matrices
de tamaifo n X n:

(H)ij = (il H|#;),  (S)ij = (¢ilo;) - (2.1.13)

Las matrices (H);; y (5)i; son conocidas como las matrices de integrales de transfe-
rencia y de solapamiento, respectivamente [Saito et al., 1998]. Dado que el indice j
estd fijo en la ecuacién (2.1.12), los coeficientes C;; pueden considerarse como vectores

16
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columna
le
C.
c;=|"|. (2.1.14)

Cin
Las dos tltimas ecuaciones nos permiten reescribir (2.1.12) de la siguiente manera:
HC; = E;SC;. (2.1.15)

Las energias de banda E; se determinan a partir de la ecuacién de valores propios
generalizada (2.1.15) tras resolver la ecuacién secular

det(H — E;S) =0, (2.1.16)

la cual tiene n soluciones y que son los autovalores de energia de H.

Hamiltoniano efectivo para una monocapa de grafeno

En esta seccion se aplicara el modelo de amarre fuerte al grafeno. Teniendo en cuenta
un orbital 2p, por sitio atémico, y dado que hay dos 4tomos en la celda unitaria de la
monocapa de grafeno como se muestra en la Figura 2.1.4, se incorporan dos orbitales
(n = 2) por celda unitaria etiquetados como j = A, B. Asi, las funciones de Bloch se
simplifican a:

¢i(k,r) = Z e*Beyi(r —Rjm), m=1,...,N. (2.1.17)
N g,
Los elementos diagonales de la matriz H se calculan como
(i|Hl|d;) = + Z et Wit =Rim) (4 (1 — Ry n) | H o (r — Ryp)).- (2.1.18)

mll

En esta ecuacién, se considera la interaccién entre el j-ésimo dtomo en la m-ésima
celda unitaria y los j-ésimos atomos en las [-ésimas celdas unitarias. Sin embargo,
utilizando la aproximacion a primeros vecinos, solo se consideran las interacciones
del j-ésimo 4tomo consigo mismo, ya que su contribucién dominante es significativa
[McCann and Koshino, 2013]. Entonces, la ecuacién (2.1.13) se reduce a aproximada-
mente:

N
(¢;|Hl|g;) ~ Z (5| Hl1;). (2.1.19)
]=1
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2. Materiales de Dirac UAEH

Esto puede considerarse como una suma del pardmetro €; = (¢;|H|®;) sobre todas
las celdas unitarias. Tal cantidad consiste en la energia atémica del &tomo libre méas
cualquier potencial de la capa de grafeno donde toma el mismo valor en cada celda
unitaria. Por lo tanto, el elemento de la matriz puede expresarse simplemente como
(H)j; = €.

Para el célculo de los elementos diagonales de la matriz de solapamiento S, se procede
de la misma manera que el de H, con el traslape de un orbital consigo mismo igual a
la unidad:

™ Rit=Rim) (4 (r — Rym) 15 (r — Ryy)),
1

(;le;) = 1. (2.1.20)

(¢i|S|p;) =

3
+M=

¢
M=

N

Il
A

Por otro lado, el elemento Hag fuera de la diagonal de la matriz de integrales de
transferencia H representa la probabilidad de salto entre orbitales en los sitios A
y B. Al sustituir la funcién de Bloch (2.1.18) en el elemento matricial (2.1.13), se
obtiene una suma sobre todos los sitios A y B, en donde se supone que la contribucién
dominante a la dindmica electréonica surge de los saltos entre atomos vecinos mas
cercanos. En el modelo de primeros vecinos, cada atomo de carbono interactia
unicamente con sus tres atomos adyacentes en la red hexagonal, esto es, para un
sitio A especifico, se considera el salto a sus tres sitios B mds cercanos (véase Figura
2.1.3) (aproximacién a primeros vecinos), cuyos vectores de posicién relativa §; estan
escritos en la ecuacién (2.1.2), con ! =1,2,3:

1 N 3 i
(¢alHl¢p) ~ & > Y e (Ya (r — Rpy — &)|H|¢s (r — Rey)),
m=1 [=1
1 N j ok —ig(kz 4k, —ig(kz _g,)
= 5 3 (o) (4G LB )
m=1
1 N akz _ja ke
— _ y < 2 2.3
v S (o s (3
Ly
= " 70h(k)7
N m=1

donde el parametro de salto en el plano 7, se define como:
Yo = —(¢a(r — Ry — 8)|H|¢s(r — Rg;)) > 0, (2.1.22)
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UAEH 2.1. Una descripcién breve del grafeno

el cual representa la energia de enlace covalente entre dos atomos de carbono adya-
centes, y es una cantidad positiva.

Anélogamente, para los elementos que estan fuera de la diagonal en la matriz S se
tiene lo siguiente

N
(¢alS|oB) = % > e @i Ram) (4 (1 — Ram)|s(r — Ray)), (2.1.23)
m,l=1
1 & & —ik-5
~N 2_:1;6 “(a(r —Rpy — &) |s(r — Ray)), (2.1.24)
N -a kg
= %mZ:l S0 (za—jf +2e "2 Vs cos (gky>) : (2.1.25)
1 N
= 2 soh(k) = soh(k),
m=1
donde
S0 = <1/JA(’I‘ - RB,l — (51)|’¢B(7‘ — RB71)> . (2126)

Este parametro se introduce para considerar la posibilidad de un solapamiento no
nulo entre los orbitales de 4tomos adyacentes. Se puede observar que las expresiones

(2.1.21) y (2.1.23) involucran una funcién h(k), la cual estd dada por
h(k) = e'v5 +2e '3 VA cos (gky) . (2.1.27)
Por lo tanto, los elementos fuera de la diagonal pueden escribirse como:
(H)ag = —oh(k), (S)as = soh(k). (2.1.28)

Dado que h(k) es una funcién compleja, y el Hamiltoniano corresponde a una matriz
Hermitica, se tiene Hgpn = Hig =~ —yh*(k) v Spa = Sig =~ soh*(k). Asi, los
elementos de la matriz de transferencia H,, y de la matriz de integral de solapamiento
S de la monocapa de grafeno pueden escribirse como:

H=( A _70”(’“)), S=( L SOh‘(k)). (2.1.29)

—Yoh* (k) €B soh* (k) 1
Ahora, es posible resolver la ecuacién secular indicada en (2.1.16):
ea—E —(70 + Eso)h(k)\ _
det (_(70 + ESO)h*(k) GB _ E - 07 (2-1.30)
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2. Materiales de Dirac UAEH

lo cual lleva a un polinomio de segundo grado para la energia. La solucién a dicho
polinomio es:

€a + € + 27080|h|? £ \/(GA + ep)2 — deaep + 4 V2 + s2eaen + Yoso(€a + €B)] |h|?
L= 51713 )
2(1 — sg|hl?)

(2.1.31)
Dado que ¢; es la suma de la energia atémica para el &tomo libre mas cualquier
potencial de la capa de grafeno, a partir de este momento se pueden considerar como
iguales para cada atomo de carbono en la capa, es decir, ex = eg = €. Por lo tanto, la
ecuacion anterior se reduce a:

B € £ yolh(k)|
= —— O/
1 F so|h(k)|
Los valores de los pardmetros segtin Saito et al. [Saito et al., 1998] son vy = 3.033
eV y so = 0.129. La funcién h(k), definida en la ecuacién (2.1.27), se anula en las
esquinas de la zona de Brillouin.Dos de estas esquinas se conocen como K, y K_, y
se ubican en los vectores de onda ky = +(47/3a,0), medidos desde el punto de alta
simetria M (ver Figura 2.1.4). Estos puntos reciben el nombre de puntos K o valles, y
resultan de gran importancia porque alrededor de ellos la dispersién electrénica es
lineal. Para distinguirlos se introduce el llamado indice de valle, denotado por v = +£1,
que indica si un electrén se encuentra en el valle K, o en el valle K_.
En estos puntos, las soluciones (2.1.32) son degeneradas, lo que significa que las
bandas de conduccién y valencia se tocan, resultando en un gap de banda nulo.

(2.1.32)

La matriz de transferencia H se aproxima a un Hamiltoniano tipo Dirac cerca
del punto K., describiendo cuasi-particulas quirales sin masa con una relacién
de dispersion lineal. Estos puntos son especialmente relevantes porque el nivel de
Fermi se encuentra cerca de ellos en el grafeno pristino. Cuando la integral de
solapamiento S se hace cero, las bandas m y 7* se vuelven simétricas alrededor
de E = ¢, como se puede entender a partir de la ecuacién (2.1.32). Las relaciones
de dispersién energética en el caso de Sy = 0 (es decir, en el esquema de Slater-
Koster [Papaconstantopoulos and Mehl, 2003]) son comtnmente utilizadas como una
aproximacién simple para la estructura electrénica de una capa de grafeno:

E.i(k) = :I:’)’o\l 1+ 4cos (ﬁkaa> cos (%) + 4 cos? (%) (2.1.33)

Los vectores de onda k = (k,, k,) se eligen dentro de la primera zona de Brillouin
hexagonal. Los ceros de a(k) corresponden a las intersecciones entre las bandas
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electron

Figura 2.1.7: Las bandas electrénicas 7 y 7* del grafeno. En este enfoque simple,
las bandas 7 y 7* son simétricas con respecto a las bandas de valencia y conduccion.
La relacién de dispersién lineal cerca de los puntos K, (puntos grises claros) y K_
(puntos negros) de la primera zona de Brillouin 2D da lugar a los “conos de Dirac”,
como se muestra a la derecha. Cabe destacar que cerca de estos conos, k; y k, se
utilizan para denotar el desplazamiento desde el punto K correspondiente. Imagen
adaptada de [Foa Torres et al., 2014].

con signos + y —, las cuales ocurren en los puntos K, y K_. Como se mencion6
anteriormente, estos puntos representan las posiciones en el espacio reciproco en donde
las bandas se tocan, dando lugar a una degeneracién en la energia que es caracteristica
de los valles del sistema. Ademas, con un solo electrén p, por atomo en el modelo
m—m*, las otras tres configuraciones electrénicas (s, py, p,) llenan la banda o de baja
energia. Asi, la banda (—) (rama de energia negativa) estd completamente ocupada,
mientras que la banda (+) estd vacia, al menos para el grafeno eléctricamente neutro.
Por lo tanto, el nivel de Fermi EF (o punto de neutralidad de carga) es la referencia
de energia cero (véase Figura 2.1.7) y la superficie de Fermi est4 compuesta por el
conjunto de puntos K, y K_. El grafeno muestra un caricter metéalico, es decir, de
brecha cero. Sin embargo, dado que la superficie de Fermi es de dimensién cero (ya
que se reduce a un conjunto discreto y finito de puntos), se suele emplear el término
semimetélico o semiconductor de brecha cero. Al expandir la ecuacién (2.1.33) para k
en las cercanias de K, (o K_), k = K; + 0k (k = K_ + dk), se obtiene una dispersién
lineal para las bandas m y 7* cerca de estos seis vértices de la zona de Brillouin
hexagonal bidimensional:

E4(6k) = hvp|0k| (2.1.34)

21



2. Materiales de Dirac UAEH

con vgp = ‘/‘2%0“, siendo la velocidad de grupo electrénica. El grafeno es, por lo tanto,

altamente peculiar debido a esta relacién lineal energia-momento y a la simetria
electrén-hueco.

Al expandir la matriz de transferencia H en la ecuacién (2.1.29) alrededor de K, y
K_ , se obtiene una aproximacion cercana a esos puntos. Una expansion lineal da:

0  ky,—ik
Hy, = hwr (kx + ik, 0 Z y) = vp(pz0s + pyoy), (2.1.35)

donde p,(y) = hk, () y las matrices de Pauli se definen como sigue:

Op = (‘1) (1)) oy = (S BZ) (2.1.36)

Este Hamiltoniano efectivo también puede escribirse en forma méas compacta como:
Hx, = vro - p, (2.1.37)

donde ¢ = (04, 0,) [DiVincenzo and Mele, 1984].

De manera similar, cerca del punto K_, el Hamiltoniano efectivo se expresa como:
Hx =wvpo™ - p, (2.1.38)

donde ¢* = (—0,,0,) representa la conjugacién de las matrices de Pauli para este
valle, y en ambos casos p = ik es el operador momento en las cercanias de K. .

Esta estructura refleja la simetria entre los dos valles, donde las diferencias en el
signo frente a o, corresponden a la inversién del momento y aseguran la conservacion
del tiempo en el sistema. En conjunto, los Hamiltonianos Hx_ y Hk_ describen el
comportamiento lineal y relativista de los electrones en grafeno cerca de los puntos
de valle, mostrando una analogia directa con los fermiones de Dirac sin masa en dos
dimensiones.

2.2 |Una nueva familia de materiales bidimensionales

Los cristales puramente bidimensionales son una subclase de nanomateriales que
muestran caracteristicas fisicas interesantes debido al confinamiento cudntico de sus

22



UAEH 2.2. Una nueva familia de materiales bidimensionales

electrones. El grafeno fue el primer material en ser aislado mediante la técnica de
exfoliacion de capas individuales de un cristal de grafito usando cinta adhesiva Scotch
[Novoselov et al., 2004]. Este método original y eficiente también se aplic6 a otros
materiales con estructuras laminadas, creando una nueva familia de cristales atomi-
camente delgados. En la actualidad, se ha reportado la presencia y estabilidad bajo
condiciones normales de mas de unas pocas docenas de cristales bidimensionales, que
incluyen nitruro de boro hexagonal (h-BN), dicalcogenuros de metales de transicién
(MoS2, MoSe,, WS, WSe,y, NbSe,, etc.), capas delgadas de 6xidos (TiO2, MoOs,
WO;, etc.), siliceno, germaneno, fosforeno, borofeno, arseneno, estaneno, entre otros.

Recientemente, la bisqueda de nuevos materiales 2D ha llevado a la prediccion y sinte-
sis de varias capas atomicamente delgadas con propiedades electrénicas interesantes.
Entre estos materiales se encuentran el siliceno y el germaneno, que tienen estructuras
electrénicas prometedoras gracias a sus fuertes acoplamientos espin-6rbita, los cuales
pueden abrir una brecha de energia en la zona de Brillouin, ofreciendo ventajas sobre
el grafeno [Cahangirov et al., 2009]. En 2014, se predijo la existencia de fosforeno azul
2D y otras fases de fésforo 2D [Zhu and Tomanek, 2014, Guan et al., 2014]. En 2015,
se sintetizé el estaneno, investigdndose sus aspectos topoldgicos [Zhu et al., 2015],
y se crearon polimorfos de boro 2D con caracteristicas metalicas anisotropicas en
superficies de plata [Mannix et al., 2015].

Materiales bidimensionales anisétropos

Adicionalmente, existe una familia de sistemas de Dirac que presentan un espectro de
energia anisétropo e inclinado con respecto al punto K. Esto significa que la velocidad
de las cuasiparticulas en estos sistemas depende del dngulo azimutal del momento en
el espacio reciproco, y la simetria electrén-hueco no se preserva. En la imagen de la
Figura 2.2.1, se presentan 3 espectros de energia de materiales de Dirac: siliceno y
germaneno ambos con anisotropia y el grafeno pristino

Borofeno

El boro es el elemento més ligero que forma redes covalentes extendidas y que tie-
ne una capa exterior trivalente que crea enlaces deslocalizados, resultando en 16
alétropos 3D conocidos [Sergeeva et al., 2014], incluyendo ciimulos icosaédricos By
[Oganov et al., 2009]. La sintesis de materiales 2D sin andlogos en al6tropos volumétri-
cos es dificil de obtener [Mannix et al., 2018], pero se han logrado sintetizar monocapas
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Figura 2.2.1: Estructura de bandas con velocidades de Fermi de siliceno, germaneno
y grafeno. Imagen adaptada de [Trivedi et al., 2014].
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Figura 2.2.2: Representaciéon de la red del borofeno ortorrémbico 8 — Pmmn,
donde cada nodo corresponde a un &tomo de boro. Imagen adaptada de
[Champo and Naumis, 2019].
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v

Energy (eV)

-2
r X S ¥ r

Figura 2.2.3: Estructura de bandas donde el punto de Dirac ha sido resalta-
do con un circulo rojo del borofeno 8 — Pmmn pristino. Imagen adaptada de
[Chowdhury et al., 2019].

de borofeno mediante la deposicién controlada de 4tomos de boro en una superficie de
plata [Mannix et al., 2015, Feng et al., 2016]. Por otro lado, una de las estructuras de
boro que ha mostrado una gran estabilidad a través de calculos de primeros principios
es el llamado borofeno ortorrémbico 8 — Pmmn [Zabolotskiy and Lozovik, 2016] don-
de su estructura se aprecia en la Figura 2.2.2. Este material en 2D posee propiedades
electrénicas similares a las del grafeno en lo que respecta a sus portadores de carga
cuando se coloca alrededor de la energia de Fermi. La estructura de bandas en este
material se compone de dos conos de Dirac; a diferencia del grafeno, estos conos son
anisétropos y estan inclinados como se muestra en la Figura 2.2.3, lo que significa
que la velocidad de los portadores de carga varia con el angulo azimutal en el espacio
de momentos. Ademas, las bandas de conduccién y de valencia no son simétricas en
relacion al nivel de Fermi.

Grafeno deformado

El grafeno deformado es una variante del grafeno convencional que adquiere propieda-
des electronicas tnicas debido a la modificacién de su estructura cristalina mediante
tensiones mecéanicas, pliegues o curvaturas controladas. Estas deformaciones generan
cambios significativos en el Hamiltoniano efectivo, especialmente alrededor de los
puntos de Dirac, y permiten explorar diferentes propiedades basadas en la interaccion
entre la deformacion y las propiedades electrénicas. Si el grafeno es sometido a tension
uniaxial [Concha et al., 2018], las velocidades v, y v, son las componentes diagonales
no nulas de la velocidad de Fermi anis6tropa a lo largo de los ejes = y y. Ademés,

25



2. Materiales de Dirac UAEH

estan dadas, a primer orden en la deformacién & por

vy =vr(1 —p¢e), v, =vp(l+pes) (tensién uniaxial a lo largo del eje z),
(2.2.1)

vy = vr(1+0€5), v, =vp(l —pe) (tensién uniaxial a lo largo del eje y),
(2.2.2)

donde p = 2.6 es la constante de Griineisen, £ mide el porcentaje de tension aplicada
y ¢ = 0.18 es el coeficiente de Poisson en el grafeno.
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3 |Materiales de Dirac con campos
eléctricos y magnéticos externos

En 2009, se desarrollé un trabajo tedrico en el que se consideré la interaccién de una
placa de grafeno con campos magnéticos perpendiculares a la superficie del material.
Eligiendo una Norma de Landau que permitiera conservar la invariancia traslacional
en una direccién, fue posible obtener soluciones analiticas exactas para la ecuacién
de Dirac-Weyl (para més informacién, véase [S. Kuru et al., 2009]). Este tipo de
estudios tedricos se enmarca dentro del creciente interés en el grafeno, motivado
por sus propiedades tnicas, entre ellas un transporte electrénico balistico capaz de
modificarse externamente [Castro Neto et al., 2009, Han et al., 2007], su alta conduc-
tividad térmica y propiedades mecanicas.

Por otro lado, varios autores han investigado materiales de Dirac en interaccién
con campos magnéticos y eléctricos dependientes de la posicién [Mojarro et al., 2021,
Romero Jorge et al., 2024, Isobe and Nagaosa, 2022, Schulze-Halberg and Roy, 2021].
En estos trabajos se estudia cémo los campos externos modifican la estructura de
bandas, la densidad de estados y las propiedades de transporte, lo que abre nuevas
posibilidades para aplicaciones en tecnologias y dispositivos electrénicos. Un estudio
adicional abordé el borofeno interactuando con un campo eléctrico y magnético de
perfil constante [Diaz-Bautista, 2022], ademés de examinar los estados coherentes en
estos materiales en el espacio fase [O-Campa and Diaz-Bautista, 2024].

En este capitulo se describird el Hamiltoniano efectivo para un material anisétropo
de Dirac en presencia de campos magnéticos y eléctricos externos, considerando que
la intensidad de estos varia en la direcciéon z y empleando el gauge de Landau que
garantice que [H,p,] = 0. Asumiendo, por lo tanto, una solucién de onda plana en la
direccion y, se resolverd la ecuacién de eigenvalores que surge para la funciéon de onda
de dos componentes ¥(z,y) = (é1(z,y), ¢2(z,y))T, donde el superindice T denota
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

la transpuesta de la matriz. Posteriormente, se estudiaran las soluciones para dos
tipos de perfiles de campos magnéticos y eléctricos: el primero con un decaimiento
exponencial e=*®, y el segundo de la forma 1/z2.

El perfil exponencial, E, B ~ e~**, representa un campo que se atenia rapidamente a
medida que aumenta la distancia desde su fuente. Este comportamiento es caracteristi-
co de sistemas donde existe apantallamiento, como en materiales conductores o en
medios dieléctricos con cargas libres, que reorganizan su distribucién para neutralizar
parcialmente el campo. Fisicamente, un campo de este tipo confina la influencia de la
fuente a una regién localizada, generando potenciales efectivos que pueden inducir la
localizacion de los estados electrénicos en materiales tipo Dirac. Este confinamiento se
traduce en que la densidad de corriente y la dispersién de particulas se ven restringidas
principalmente a la regiéon donde el campo es significativo.

Por otro lado, el perfil de tipo singular, E,B ~ 1/z2, describe un campo de largo
alcance que disminuye lentamente con la distancia y puede interpretarse como la
interaccién generada por impurezas puntuales o defectos dentro del material que
actiian como centros de dispersion efectivos. Este tipo de campo permite que la
influencia de las imperfecciones se extienda a escalas espaciales mayores, afectando la
dindmica de los portadores de carga y modificando la densidad de corriente en todo
el sistema. En materiales tipo Dirac, la presencia de impurezas produce efectos de
dispersion a largo alcance, que pueden generar estados semi-localizados y alterar el
transporte cuantico de los electrones.

3.1 |Material anisétropo de Dirac

Como se mostré en la Seccién 2.2, existe una nueva familia de materiales bidimensiona-
les cuyas propiedades electrénicas difieren notablemente de los sistemas convencionales.
En estos materiales, con conos de Dirac en su estructura de bandas, los electrones se
comportan como si no tuvieran masa, moviéndose a velocidades efectivas del orden
de ¢/300, siendo c la velocidad de la luz en el vacio.

Este comportamiento se manifiesta claramente a bajas energias, cerca del nivel de

Fermi, en donde la dindmica de los electrones puede describirse mediante el siguiente
Hamiltoniano [Champo and Naumis, 2019]

H(k) =V (vwasz + vyoypy + 'Uta'OPy) ) (311)
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UAEH 3.1. Material anisétropo de Dirac

siendo oy la matriz identidad 2 x 2, 0., o, son las matrices de Pauli, que actian sobre
el grado libertad de subred, los términos v, y v, son las velocidades de Fermi que
estan relacionados con la excentricidad de los conos de Dirac en la red reciproca, y
v = *£1 es el indice de valle (v = 1, hace referencia al valle K, mientras que v = —1,
al valle K_). La inclinacién de los conos de Dirac estd codificada en el tercer término
en el Hamiltoniano que es proporcional a oy, y que esta caracterizada por la velocidad
vs. Notese que si se elige v, = vy, = vp y vy = 0, el Hamiltoniano coincide con el del
grafeno en la ecuacién (2.1.37).

En presencia de un campo magnético B externo perpendicular a la superficie del
material y un campo eléctrico E externo perpendicular al magnético, y considerando la
regla de acoplamiento minimo, el Hamiltoniano (3.1.1) se puede expresar, en unidades
naturales (h = e = 1), como:

H = v {0, [p. + Au(,9)] 02 + v, [p, + Ay (@,9)] 0, + v [p, + A, (@,9)] 00} — ()0,

(3.1.2)
donde se ha considerado que la superficie del material es paralelo al plano zy. Ademas,
Az,y) = Az(z,y)é; + Ay(z,y)é, ¥y ¢(z,y) son los potenciales vectorial y escalar,
respectivamente, con los cuales se describen el campo magnético y el campo eléctrico:

B = V xA(z,y),
E = —Vé(z,y).

Para continuar con el analisis, las posiciones y momentos se pueden expresar de la
siguiente manera, manteniendo los conmutadores candnicos invariantes:

[vy e [Uz [Vz c_ Y
— e p— = —_— = —_— . 3.1.5
T /Uxil/', you v, z)  Ye v, y Dy ,pry ( )

Asi, los potenciales vectorial y escalar se escriben como

A;(xcayC) = \/Z—jAz(.’E,y), A;(xc,yc) = \/:}ZyAy(x>y)’ ¢c(x07y0) = \/?d)(z’y)

(3.1.6)
Combinando las expresiones (3.1.5) y (3.1.6) con (3.1.2), el Hamiltoniano efectivo
toma la siguiente forma:

H = vty {0+ A + 2 5 4 )] - 20 eon) - (1)

Y
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

Considerando estados estacionarios, la ecuacién a resolver es

[H — Eoo] Y(z,y.) = 0. (3.1.8)

Donde F es la energia fisica del sistema

Sustituyendo la propuesta matricial de ¥ en (3.1.7), se obtienen las siguientes ecua-
ciones:

{— [+ A; — &] } o1+ {vs o5 + A5 —iv, [p; + A;]} 62 = Bg1, (319

{ L [p + A — o] } b2+ {ua [0 + A7) = vy [ + 45| f 61 = B (31.10)

Uy

Figura 3.1.1: Monocapa de un material de Dirac (red hexagonal) interactuando con
un campo eléctrico E y un campo magnético B externos. Ambos campos externos
poseen simetria traslacional en la coordenada y.

Se puede observar que las ecuaciones (3.1.9) y (3.1.10) estan acopladas, por lo que
resolverlas puede ser una tarea no trivial. Una forma de encontrar su solucién es
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UAEH 3.1. Material anisétropo de Dirac

asumir que los campos externos eléctrico y magnético poseen simetria traslacional
en una direccién particular, por ejemplo, en la direccién del eje y, con lo cual las
intensidades de los campos son funcién tnicamente de la coordenada z. Bajo estas
consideraciones y sin pérdida de generalidad, el potencial vectorial en la norma de

Landau puede expresarse como A = Aj(z.)é,, con lo cual, el campo magnético toma
. dAS . . . o
la siguiente forma B = _*€,, mientras que el potencial escalar se puede escribir como
c

¢° = ¢(z.), y esto implica que el campo eléctrico sea E = —giz é.. La Figura 3.1.1

muestra una representaciéon esquematica de un material de Dirac en presencia de un
campo eléctrico y magnético externos.

Para campos eléctricos y magnéticos cuya dependencia es funcién tnicamente de
la coordenada z, se puede verificar que [H, pg] = 0, por lo cual, las eigenfunciones
pueden escribirse como:

U(z,y) = p(ac)e™ive, (3.1.11)

donde k; = ( vy/Vz ) ky ¥ ky es el nimero de onda en la direccién y, mientras que la
funcién ¢(z.) se define como

p(ze) = [h(xe), i9ba(ze)]" (3.1.12)

Expresando el operador de momento p; en la base de coordenadas y ademds usando
(3.1.11) en (3.1.8), se tiene

ot [k + A5000] o+ | 2 A5(e) = 20— B[ on el) =0,
(3.1.13)
con E = (VE — vik,)/ /20y

En las siguientes secciones se consideraran algunos perfiles especificos de campos
externos eléctrico y magnético en (3.1.13) para poder hallar las funciones de onda y
las energias que describen a los sistemas fisicos correspondientes.
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3.2 |Campos externos con perfil exponencial
decreciente

Como primer caso, considérese un par de campos eléctrico y magnético con perfiles
que decaen exponencialmente

E(x) = & e é,, (3.2.1)
B(z) = Bye **é,, (3.2.2)

donde Bj y &, representan las intensidades de los campos magnético y eléctrico,
respectivamente, mientras que « indica la longitud de penetracién en la cual los
campos externos son relevantes. El potencial vectorial y el potencial escalar para este
caso son, respectivamente:

A (z) = _TB" e —1] e, (3.2.3)

d(z) = % e —1]. (3.2.4)

Aqui se puede ver que ambos campos tienen el mismo perfil de decaimiento exponen-
cial. La forma de escribir los potenciales (3.2.3) y (3.2.4) permite recuperar el caso
en el cual los campos magnético y eléctrico son constantes, tomando el limite o — 0
[Betancur-Ocampo et al., 2022, Diaz-Bautista, 2022], lo cual permite comparar con
lo ya propuesto en la literatura como un caso limite. Este hecho no solo valida la
consistencia del modelo propuesto con resultados bien establecidos en la literatura,
sino que también resalta su caracter mas general, al incluir como caso limite una
situacion ampliamente estudiada.

Sustituyendo los potenciales (3.2.3) y (3.2.4) en (3.1.13), y realizando el cambio de
variable

9D,\/1 - p2
—F—— e %% conz € [0,00). (3.2.5)

Z(“‘C) = P

donde
a.=,—a, D=—, B,=v—4+—, vqg= (3.2.6)
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con vq la velocidad de deriva, la ecuacién (3.1.13) adopta la siguiente forma:

af vB,af

d _
iaz—0o,+ | D+ké——r——2|0,— | E—vB,D+ z|oo| p(2) =0.
! ! 2,/1- B2

dz 2,/1— 2
(3.2.7)

Multiplicando a la izquierda por —ic.0, y aplicando el operador diferencial z% ala
expresion resultante, se obtiene:

d*p(2)
dz?

22 + l—z; +2p+ (K — ,\2)] o(2) =0, (3.2.8)

donde p, A y K estan dadas por

U= N KE — V'BVD) vB, + (@ + 2)] , (3.2.9)
/1 - B2 [\ o, o, o

A= ai\/(ky + D)2 — (E — vB,D)?, (3.2.10)
1 —(k¢+D) —i(E—vB,D)
K‘E(—z‘(E—uﬂuD) k4D ) (3.2.11)

Para resolver (3.2.8), es necesario expresar la funcién de onda ¢(z) en la base donde
la matriz Koo se diagonaliza, lo cual equivale a realizar un cambio de variables hacia
los eigenvectores de la matriz Koyo. De esta manera, las componentes de ¢(z) dejan
de estar acopladas y el problema se reduce a ecuaciones independientes asociadas a
cada eigenvalor. Una vez diagonalizada, resulta necesario determinar los eigenvectores
X; ¥ los correspondientes eigenvalores A;, con j = 1,2, que caracterizan los modos
propios del sistema.

Para este caso, los eigenvectores x; y X2 estan dados por

E—vBvD
x1 =Ny | ME+D) | (3.2.12)
]

—1
X2 = N (M) ; (3.2.13)
A (kg+D)

donde NV, son las constantes de normalizacién. En tanto, los eigenvalores toman la

siguiente forma .
A= (=17, j=1,2. (3.2.14)
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Por lo tanto, la ecuacién diferencial (3.2.8) en la base x; puede escribirse como

d*y;(2) 1 1/4 — m?

o) Lo oMy —0 j=12 (219
Aqui m; se define como
—1)
mj:A+( 2) . j=1,2. (3.2.16)

La ecuacién (3.2.15) es la ecuacién de Whittaker [Whittaker, 1903], cuya solucién es
¢J(z) = ClW/J«,mj (Z) + C2Mu,mj (Z), (3.2.17)

donde C} 5 son constantes. En general, My, m;(2) ¥ Wy m,(2) son funciones multiva-
luadas en z con puntos de ramificaciéon en z = 0 y z = oco. Cabe sefialar que cuando
2m; = —1,-2,-3,..., la funcién M, ,,(2) no existe.

El comportamiento asintético de las funciones M, m;(2) ¥ Wy m,(2) cuando z — 0 es

My, (2) = 2" 3(14 0(2)), 2m; #—1,-2,-3,... (3.2.18)
W (2) -1+ 2mj)nz%imj +0 (z%imﬂ‘) , s—pxtm;=-n, n+1eN,
mi\%) = I'(2m; 1, 3 _Re(m.
My mzz i+ QO (zz Re( g)) , Re(m;) > %, m; %,
(3.2.19)

donde (2),, denota al simbolo de Pochhammer.

Ahora, cuando z — oo, las funciones M, (2) ¥ Wym,(2) admiten el siguiente
comportamiento

T(1 + 2m;)ezz# 1 1 3
My (2) ~ j ho|<im—d, my—p=—s =2
K, J(z) F(%‘i‘mj—lj,) ) |p Z| — 271- ) m] l‘b 27 27
(3.2.20)
Wi u(2) ~ e 32", |ph 2| < gw 5, (3.2.21)

donde ¢’ es una constante positiva arbitrariamente pequefia. Para una mayor refe-
rencia de las funciones M, (2) y Wym;(2), véanse sus propiedades bésicas en la
Seccién 13.14 de [Olver et al., 2010].
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Para satisfacer la condicién de frontera de Dirichlet, que establece que la funcién de
onda (3.2.17) debe anularse en el limite z — 0o, se impone que Cy = 0. Asimismo,
con el fin de asegurar un comportamiento fisico aceptable, es decir, que la funcién de
onda sea cuadrado—integrable y, por tanto, se excluyan automaticamente los términos
divergentes de la funcién de onda cuando z — 0, de (3.2.19) se impone la siguiente
restriccidn.

1
p—m;——-—=n, n+l1eN 3.2.22
72

y de la cual se deduce el espectro de energia:

2

E, = vpBocny/1 — f2—v4k,+Kvvpy/1 — BE\/(k;j + D>2 _ <k§ +D —amny/1— 53) ,

(3.2.23)

donde k = +1 (k = —1) corresponde a la banda de conduccién (valencia), mientras

que vp = /U0, [Mojica-Zérate et al., 2024]. La expresion (3.2.23) muestra una de-

pendencia explicita de la anisotropia del material, lo cual implica que considera tanto

la estructura de la red cristalina como las posibles deformaciones mecédnicas aplicadas
a la muestra.

Asimismo, bajo la condicién (3.2.22), y de acuerdo con la ecuacién 13.14.3 de
[Olver et al., 2010], la funcién W, m,(2) se expresa como

Woim1 i 4mm, (2) o e /2 M2y (—n, 1 4 2my; 2). (3.2.24)

Aqui, la funcién de Kummer U(—n, b; z), para n entero no negativo, esté relacionada
con los polinomios asociados de Laguerre L% (z). En particular, a partir de la referencia
[Olver et al., 2010], se tiene que

U(—n,1+ 2m;;2) o< L2™(2). (3.2.25)
Asi, las soluciones 1;,,(z) en (3.2.17), se pueden escribir como
Yin(2) oc €72 Zmit2[2mi (5), (3.2.26)

Usando (3.2.16) en (3.2.26), las funciones de onda ¢ ,(2) y 92,.(2) del sistema estdn
dadas por

Y1n(2) = Ny e 22 [P (3) | (3.2.27)
Yon(2) = Npe /2 nntl[2nnitl (1) 1y = 0,1 ..., (3.2.28)
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

donde

1 —
A, = a—c\/(k; + D)2 — (E, —vB,D)?, (3.2.29)
E, = (VE, — viky)/ /U0y, N1 y N, son constantes de normalizacién:

an!

N = L2\, +n)’ (3.2.30)
an!
Nz_\/l“(2/\n+1+n+2)’ n=0,1... (3.2.31)

Al sustituir la expresién de los pseudo-espinores dada en (3.1.12), junto con las
relaciones (3.2.12) y (3.2.13), la solucién en (3.1.11) se reescribe de la siguiente forma:

U, (2,y) = N exp(ik5y) [C] xat1,n(2) +iCh Xothan1(2)]

N ( o ) f:@gia%; Y1.0(2) + (1 = Sop) om—1(2)
=N exp(1? ' —
W [zm,n(z) + Srgers) (1 = don) ¢2,n_1(z)]

) . (3.2.32)

E,—vpvD

= N exp(ikGy) ( —A-i—(k;?—i—D) En__fﬂw ) ( i _;ﬁ;;iiz)m_l ) ) , (3.2.33)

A+ (kS +D)

siendo N la constante de normalizacién del espinor dada por:

N = At (K +_D) : (3.2.34)
92—bon [(D +k¢) + (E —vB,D) In]
donde
I, = 2% %2 (1 6y,) / b1(2) Yo (2) dz, (3.2.35)
Uy —00

y se han elegido Cf =1y C} =1 — dyn.

Una cantidad fisica de gran relevancia en el estudio de estos materiales es la densidad
de probabilidad, asi como la densidad de corriente de probabilidad. Particularmente,
la densidad de corriente proporciona informacién crucial sobre los mecanismos de
transporte electrénico en el sistema. Para los Hamiltonianos descritos en las ecuaciones
(3.1.1) y (3.1.2), ambas densidades se definen, respectivamente, como

p(z,y,t) = 00, J(z,y,t) =], (3.2.36)
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UAEH 3.2. Campos externos con perfil exponencial decreciente

donde el operador de densidad de corriente estd dado por las siguientes componentes:

Jo = VUgOg, Jy = VU0, + V:00. (3.2.37)

A partir de las expresiones anteriores, y considerando los pseudo-espinores asociados
a los eigenvalores de energia del sistema, es posible obtener una formulacién explicita
para las componentes de la densidad de corriente de probabilidad. Para el n-ésimo
estado, la densidad de probabilidad toma la forma

@) - (D +k2) 10(2)[? + 2% (1 = bon) (E — v8, D) h1.n(2) $ran-1(2)] 3239
S (D+k)+ (E-v8,D) L) o

Ademaés, la componente en la direccién z se expresa como

v\ Ul (2)0, U, (2)
(D+k) + (E-vB,D) L)

jz,n(x)yat) = - = 0, (3239)

mientras que la componente en la direccién y esta dada por

v [(E - VﬂVD) vy + (D + k;) vt] |0, (2)|?
[(D+k5) + (E - vB,D) L]
2%0n (1 — 8op) [(E - V,BVD) v + (D + kz) ’Uy} V1,0(2)V2,n-1(2)
[(D+k) + (E - vp,D) I,

k7y,n(x’ Y, t) =

+

(3.2.40)

Ambas densidades muestran como las contribuciones, ya sean provenientes del acopla-
miento espinorial o del término de inclinacién v;, afectan la dindmica de los portadores
de carga a tiempo fijo en cada direccion, dependiendo del eigenestado n, el parametro
de inclinacién B, y las condiciones externas en los diferentes parametros del material,
como By y &.

Discusién

Las Figuras 3.2.1 y 3.2.2 muestran el comportamiento del espectro de energia con
respecto a la intensidad del campo eléctrico para los casos del grafeno pristino, el
grafeno sometido a tensién uniaxial y el borofeno 8 — Pmmn, respectivamente. Se
elige estudiar estos materiales porque el Hamiltoniano que los describe corresponde
al dado en la ecuacién (3.1.1).
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n=0 ----- n=1 -------- n=2 ----n=3 ----- - n=
E, E,
5t - \\; .
-~ s
“~ RN
SS ~ S,
So ~ N,
\\\ \\ ~ N
\\‘\ RN
s B N R N - &
0.2 047>~ 06 M08 1.0
~ o NN
ROV
AN N
SR
-5+ NN
NN
AN
AR
3
k;
-10f
(@) vz=vy=1,v.=0 (b) vy =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 3.2.1: Espectro de energia E, en (3.2.23) caso exponencial con By = 1,
a =1y k, =10 en funcién del campo eléctrico & para (a) el grafeno pristino y (b)
el grafeno bajo tension a lo largo del eje x con € = 0.15.
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-4; (b) vz = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vy =0.86,vy = 0.69, v; =0.32, v =1 v=-1

Figura 3.2.2: Espectro de energia E, en (3.2.23) caso exponencial con By = 1,
a =1y k, =10 en funcién del campo eléctrico & para el borofeno 8 — Pmmn en (a)
el valle K, y (b) el valle K_.
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UAEH 3.2. Campos externos con perfil exponencial decreciente

Este modelo permite analizar tres casos principales en relacién con la anisotropia de
los conos de Dirac, segin los pardmetros v, v,, v, y v:. En el caso del grafeno pristino,
los conos de Dirac son idénticos en ambas bandas y no presentan inclinaciéon, dado
que v, = vy y v; = 0. Para el grafeno sometido a tensién uniaxial, los conos presentan
una excentricidad distinta de cero; sin embargo, al igual que en el caso pristino, no
existe inclinacién en los conos (v, # v, y vy = 0).

Se puede observar que, en general, si la intensidad del campo eléctrico aumenta, habra
un valor critico del campo eléctrico £, dado por

& = Bo(vy —vu), (3.2.41)
para el cual los niveles de Landau en (3.2.23) colapsan. También de (3.2.23), se tiene
que la energia del estado fundamental es Ey = —vq .k, y es el nivel de energia al cual
colapsan el resto de niveles de Landau cuando la velocidad de deriva es igual a

&
Vde = 5 = Uy — Vs (3.2.42)
By

En términos fisicos, el colapso de los niveles de Landau significa que, al alcanzar el
campo critico &., desaparece la separacién discreta entre niveles y todos se reducen
a un unico valor de energia, de modo que el espectro deja de estar cuantizado y
pasa a ser continuo, En materiales bidimensionales de tipo Dirac, el colapso de los
niveles de Landau refleja la naturaleza relativista de sus portadores debido a su
dispersién lineal y a la presencia de un nivel de Landau especial en £ = 0 que no
corresponde al estado fundamental en sentido convencional, sino que separa la parte
de la banda de conduccion y de valencia del espectro, al alcanzarse el campo eléctrico
critico &, todos los niveles convergen en un tnico valor de energia. Este fenémeno
marca la transiciéon hacia un régimen de transporte libre, lo que resulta relevante para
la dindmica de los electrones y abre posibilidades de aplicacién en nanoelectrénica 2D.

Los niveles de energia E,, presentan una dependencia explicita con el pardmetro k,,
y para ciertos valores de esta cantidad es posible la existencia de estados ligados.
Especificamente, para cada valor de k,, existe un ntimero finito de niveles discretos
permitidos, es decir, un nimero méaximo de estados ligados. Este comportamiento se
ilustra en las Figuras 3.2.3 y 3.2.4, en donde se muestra cémo varian los niveles de
energia en funcién de k,.

Ademas, se aprecia que los niveles discretos estan contenidos dentro de una regiéon
delimitada por una curva envolvente, la cual actiia como una especie de limite superior.
Esta linea envolvente indica el valor méximo de energia que pueden alcanzar los
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Figura 3.2.3: Espectro de energia E, en (3.2.23), caso exponencial, con By = 1,
a=1y & = 0.01 en funcién del momento k,, para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje z con € = 0.15. La recta gris es la envolvente
que indica el nimero de estados ligados.
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Figura 3.2.4: Espectro de energia E, en (3.2.23), caso exponencial, con By = 1,
a=1y & = 0.01 en funcién del momento k,, para el borofeno 8 — Pmmn en (a) al
valle K, y (b) al valle K_. La recta gris es la envolvente que indica el niimero de

estados ligados.
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

estados ligados; al superar este limite, los estados dejan de estar confinados y se
comportan de manera dispersiva, propagandose libremente a través del material. La
presencia de esta envolvente proporciona informacién clave sobre la estructura del
espectro de F,, y las condiciones necesarias para la existencia de estados ligados.

Por su parte, las densidades de probabilidad para los casos analizados se muestran
en las Figuras 3.2.5-3.2.8. En los dos primeros escenarios (grafeno pristino y grafeno
bajo tensién), la velocidad v, a lo largo del eje = varia notablemente, lo que influye
en la distribucion espacial de los estados electronicos. Para el caso del borofeno, tanto
la densidad de probabilidad como la de corriente revelan diferencias marcadas entre
los valles ¥ = +1, evidenciando una ruptura de simetria entre los puntos K, y K_
en el espacio reciproco. Esta asimetria se traduce en una localizaciéon desigual de los
estados en el espacio real, asi como en direcciones opuestas del flujo de corriente, lo
cual puede interpretarse como una forma de polarizacion de valle inducida por los
campos externos.

Es importante sefialar que aunque los puntos de Dirac K, y K_ no aparecen como
coordenadas directas en el espacio real, su influencia se manifiesta de forma clara en
la estructura de las funciones de onda. En particular, los maximos en la densidad
de probabilidad (vednse Figuras 3.2.5 y 3.2.6) indican regiones donde los estados
electronicos se localizan con mayor intensidad, lo cual estd asociado a la proximidad
de estos puntos criticos en el espacio reciproco y mas evidente en el caso del borofeno.
Ma4s atin, los cambios de signo o las asimetrias observadas en la densidad de corriente
(como se muestra en las Figuras 3.2.7 y 3.2.8) representan la respuesta del sistema a
la estructura de valle, evidenciando indirectamente la distincion entre K, y K_ en el
espacio real. En este contexto, dichos puntos criticos funcionan como marcadores clave
del comportamiento electrénico alrededor de cada valle, reflejandose en la distribucion
espacial de los estados cuanticos.

En sintesis, en materiales de Dirac como el grafeno, cuya red hexagonal impone una
alta simetria, los estados en K, y K_ son degenerados en ausencia de campos externos.
No obstante, en materiales con mayor anisotropia estructural, como el borofeno, o en
presencia de campos inhomogéneos, esta degeneracién se rompe. Esto da lugar a una
diferenciacién efectiva entre los valles, lo que abre la posibilidad de controlar selecti-
vamente estos grados de libertad. Esta propiedad resulta especialmente prometedora
en el contexto de la electrénica de valles, donde se busca aprovechar dicha separacion
para el disefio de dispositivos electrénicos avanzados.
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Figura 3.2.5: Densidad de probabilidad p,(r) en el caso exponencial con By = 1,

& =01, a=1y k, =3 alo largo del eje z para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.
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Figura 3.2.6: Densidad de probabilidad p,(r) en el caso exponencial con By = 1,
& = 0.1, a =1 a lo largo del eje x para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, = 3 en el
valle K, y con (b) k, =8 en el valle K_.
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X -3

a) vy =vy,=1,v:,=0 b) v, =0.61, v, = 1.07, v =0
y y

Figura 3.2.7: Densidad de corriente J,,(z) en el caso exponencial con By = 1,
& =01, a=1yk, =3 alolargo del eje x para: (a) grafeno pristino, (b) grafeno
bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.
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(a) v; =0.86,vy = 0.69, v; =0.32, v =1 v=-1

Figura 3.2.8: Densidad de corriente J,,(z) en el caso exponencial con By = 1,
& = 0.1, a =1 a lo largo del eje x para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, = 3 en el

valle K, y con (b) k, =8 en el valle K_.
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Ahora bien, desde un punto de vista dindmico, la velocidad v, a lo largo del eje
longitudinal juega un papel importante en la localizacién de los estados electrénicos.
Cuando v,, es menor, los electrones permanecen més tiempo en las proximidades de los
puntos criticos, lo que incrementa la probabilidad de encontrarlos en esas regiones. En
cambio, si v, es mayor, los electrones atraviesan rapidamente estas zonas, reduciendo
su densidad de probabilidad local. Este efecto se refleja en las graficas mostradas en
las Figuras 3.2.5 y 3.2.6 como un aumento en la densidad de probabilidad cerca de
las posiciones espaciales asociadas, de forma indirecta, a los valles K, y K_.

Por ejemplo, en el caso del borofeno, donde las velocidades v, v, y v: son constantes
pero la simetria es menor, el comportamiento estd gobernado por el indice de valle
(v = £1). Este indice asigna direcciones preferenciales al movimiento electrénico
debido a la estructura cristalina del material. En las graficas de las Figuras 3.2.5 y
3.2.6, esto se traduce en una distribucién asimétrica de las densidades de probabilidad,
que tienden a concentrarse en la region negativa del eje x. Este efecto es especialmente
notable para el estado fundamental (n = 0), donde la funcién de onda muestra un
unico pico bien definido. En las graficas de las Figuras 3.2.5-3.2.8, esto aparece como
una curva estrecha y alta en la regién z < 0. Para los estados excitados (n > 0), las
funciones de onda presentan multiples maximos, reflejando una mayor delocalizacion
del electrom.

Por otro lado, el pardmetro k, también juega un papel crucial en el aspecto dindmi-
co de los estados electrénicos. En las graficas de las Figuras 3.2.5-3.2.8, k, puede
interpretarse como un parametro que determina la direccién preferencial del mo-
vimiento electrénico. Por ejemplo, cuando k, es positivo, los electrones tienden a
desplazarse hacia la regiéon x < 0, como se evidencia en la concentracion de la densi-
dad de probabilidad en esa zona. Este comportamiento es andlogo al de particulas
clasicas en campos magnéticos, donde el momento transversal influye en la trayectoria.

Finalmente, al analizar las expresiones (3.2.23) y (3.2.33), es posible recuperar los
resultados correspondientes a materiales isétropos sin conos inclinados al tomar en
cuenta los siguientes valores

vy=vy=vp=1, v =0. (3.2.43)
Ademaés, si se considera la ausencia de un campo eléctrico (vq = 0) en (3.2.23) y
(3.2.33), el resultado coincide con el obtenido en el caso del grafeno pristino bajo la

accién de un campo magnético exponencial [S. Kuru et al., 2009]. Para ese caso, las
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componentes del espinor de la ecuacién (3.2.33) se reducen a:

2av/n! ZAn—le—z/zLiAn—z(z)

avn! 2
n(2) = = —EHR2L2n 3.2.45
¢2, (Z) (2)\17, + n) \/mz "e (z) ( )
siendo ahora
z = ge_‘”, (3.2.46)
oY%
D -
N, = DEkzan (3.2.47)
o
Por lo tanto, la soluciéon completa es:
_ ikyy (1 - 5n0)¢1,n—1(z)
Yn(z,y) = Nne < o (3) , (3.2.48)

donde la constante de normalizacién N,, estd dada por:

Nn—Tm\/ 2\, + n). (3.2.49)

Por su parte, el espectro de energia toma la forma
Eyp =vp (D +k,)? = (D +k, —an)?]. (3.2.50)

Lo descrito previamente se ilustra en la Figura 3.2.9, donde se reproduce fielmente
el comportamiento reportado en [3. Kuru et al., 2009] utilizando los siguientes va-
lores para los pardmetros de interés: k, = 6, D = B = 1, a = 1. Es importante
destacar que en la ecuacién (3.2.50) se observa un desplazamiento en el pardmetro
k, — k,+ D, respecto a lo mostrado en [§. Kuru et al., 2009]. Este desfase, que surge
de la eleccién de norma, establece un vinculo matematico que permite transitar entre
las dos representaciones del problema.

Al introducir un campo eléctrico externo (véase la Figura 3.2.7), aparece una densidad
de corriente finita para el estado fundamental (n = 0). Este fenémeno, que no se
presenta en ausencia de campo eléctrico, pone en evidencia como la presencia de los
campos externos considerados modifica sustancialmente las propiedades de transporte
del sistema.
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Figura 3.2.9: Densidad de probabilidad p,(r) y densidad de corriente J, ,(z) en el
caso exponencial con By =D =1, =0,a =1y k, =5 alo largo del eje x para el
grafeno pristino [3. Kuru et al., 2009].

3.3 |Campos externos singulares

Como segundo caso, considérese un campo magnético y eléctrico cuyos perfiles tienen
la siguiente forma:

80 A

E(z) =&, (3.3.1)
B

B(z) = 22 & (3.3.2)

donde nuevamente By y & representan las intensidades del campo magnético y eléctri-
co, respectivamente.

Los correspondientes potenciales vectorial y escalar tienen la forma

Ay(z) = _TBOéy, (3.3.3)
6(z) = % (3.3.4)

49



3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

Sustituyendo los potenciales (3.3.3) y (3.3.4) en (3.1.13), la ecuacién de valores propios
se expresa ahora como

[—z’ d, 4+ (k; — @) oy — (E 4 VBB °> 00] o(x.) = 0, (3.3.5)

dz. T T

donde B, y vq estén definidos de la misma forma que en (3.2.6). De manera anéloga
al caso anterior, al multiplicar por —io, la ecuacién (3.3.6) por la izquierda y aplicar
posteriormente el operador diferencial % a la expresion resultante, se obtiene lo
siguiente:

d2g0(mc) + {

2
dx?

oo + %} o(z:) =0, (3.3.6)

[

2B, (vB,E+k;)  BR?

T x2

2 c2
B~k +

siendo A y K definidas como

A=4/1-p2, (3.3.7)

K = B, ( ,;ﬁl,, i”f” ) . (3.3.8)

Para resolver la ecuacién (3.3.6), es necesario expresar la funcién de onda ¢(z) en la

base en la que la matriz K es diagonal. Para ello, como en el caso anterior, se deben
determinar los eigenvectores ¥; y los eigenvalores A; de la matriz K.

En este caso, los eigenvectores X1 y X2 resultan ser

—I/,By
X1=M <1+\/_1—ﬁ3) : (3.3.9)

1
_ —i
Xo=DNo | _-v8 |. (3.3.10)
14+4/1-82

donde N, 2 son las constantes de normalizacion y los valores propios se pueden expresar
de la siguiente manera:

A= (=171, =12 (3.3.11)
Asi, la ecuacién diferencial (3.3.6) se puede reescribir en la base de ¥, de la siguiente
forma
d2(p(.’1}c) —5 9 230 (V,BVE + k;) Bo [605\2 - S\J]
E” — - ) =0. (3.3.12
dz T\F TRt p p(zc) =0. (3.3.12)
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Tras efectuar el siguiente cambio de variable

2(x) = 2z /kS* — E?, conz € [0,00), (3.3.13)

la ecuacion (3.3.12) se expresa como

d*9;(2) 1 A 1/4-m]
a2 |Tat T T =

[s@=0 s=12  @aw

donde m; y i estan dados por:

;= \/BO (BoX? = X;) + %, j=1,2, (3.3.15)
By (ks +vB,E)
SN

Introduciendo la cantidad F' = Byy/1 — 8,2, y sustituyendo el valor de A\? y S\j, es
posible expresar a m; como

(3.3.16)

F-1 j=1
m; = 2 J7 (3.3.17)
F+§ j:2.

Como puede verse en la ecuacién (3.3.14), la ecuacién de Whittaker resultante puede
resolverse de la misma manera que en la secciéon anterior, por lo que la solucién esta
dada por la funcién mostrada en (3.2.17). Al analizar el comportamiento asint6tico de
las funciones My m,(2) y Wam,(2) en los limites z — 0 y z — oo, es posible imponer
las mismas condiciones de frontera que en el caso anterior (Cy = 0), obteniéndose
ahora la solucién

¥j(2) = CiWim,, (3.3.18)
junto con la condicién de cuadrado-integrabilidad
1
ﬁ—mj—izn, n+1leN, (3.3.19)

a partir de la cual se obtiene el espectro de energia del sistema:

B§ B kivr + kg kS (F +n) \/Bg (B2 —1) + (F 4+ n)?
(F +n)? + B3f2 '

E,=kyuv, — (3.3.20)
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

Similar al caso anterior, la condicién cuadrado-integrabilidad (3.3.19) permite expresar
a la funcién Wy s, (2) en términos de los polinomios asociados de Laguerre:

Wﬁ,mj (Z) X Liﬁl] (Z) (3321)
Asi, las soluciones 9 ,(z) en (3.3.18) toman la siguiente forma:
Yin(2) o< €2 ZPTY2 LA (), (3.3.22)

Usando (3.3.17) en (3.3.22), las funciones de onda 91 ,(2) y ¥2.,(2) del sistema toman
la forma

Yrn(2z) = Ny e/ 22F [2F-1 (5 (3.3.23)
Pon(2) = Nye #t/2FHLL2FH (0 1), (3.3.24)

donde N; y N, son constantes de normalizacién dadas por

_ V2 (k2 — E2)n!
N = = (3.3.25)

_\(n+F)I‘(2F+n)’

_ w(k2 = Ep,y) (n+1)!
N2_\(n+F+1)F(2F+n+2)’ n=01., (3.3.26)

con E, = (VE, — v;k,)/ /20y

Considerando la expresién dada en (3.1.12) para los pseudo-espinores, y junto con las
relaciones (3.2.12) y (3.2.13), la solucién adquiere la siguiente forma:

\Ijn(x7 y) = J\_/exp (Zk;y) [él )_<1¢1,n(2) + 74612 )227,02,71_1(2’)] ’

Y -1.C Byﬁu¢,n(z)+8 (1_511)'@/},11— (z)
_ N espikcy) ( o inl) E Bl Son) Yo ) ,

Y e Bov B, —iB 1 .n(2)
_Nexp(zkyy) ( EBO Bouﬂo,, ) ( i1 = Gon) Yan1(2) ) ,  (3.3.27)

siendo la constante de normalizacién N expresada como:

- A+ By o o0
N = \l 57508y 1B, I con [, =2 o (1 50n)/0 Y1.0(2) Yon-1(z) dz,
(3.3.28)
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UAEH 3.3. Campos externos singulares

y donde se han elegido C; =1y Cy = 1 — .

Sustituyendo la solucién dada en (3.3.27) en las expresiones (3.2.36), es posible
obtener la densidad de probabilidad y la densidad de corriente de probabilidad:

|\Iln(z)|2 - 250”(1 — Oon) VBy Y1n(2) Yon-1(2)

pn(@) = 1—vB, 1 ; (3.3.29)
_ vud U (2)o,Un(2)
jx,n(xy Y, t) = BO [1 — Vﬂy In] = 0, (3330)
Jy,n(x,y, t) = v v _1”_5:;’141]}3171@”2 n 260”(1 — Oon) [Uyl__Vfgj}]n¢l,n(2)1/)2,n—1(z).
(3.3.31)
Discusién

Para entender el comportamiento del espectro de energia en (3.3.20), es importante
analizar su dependencia respecto a cada parametro de interés que aparece en ella. Las
Figuras 3.3.1 y 3.3.2 muestran el comportamiento del espectro de energia con respecto
a la intensidad del campo eléctrico para el grafeno pristino, el grafeno sometido a
tensién uniaxial y el borofeno 8 — Pmmn, respectivamente. Tal como se observé en el
caso de los campos eléctrico y magnético con perfil exponencial, en los perfiles de
campo singulares también se presenta un valor critico de la intensidad del campo
eléctrico, &, para el cual los niveles de Landau mostrados en la ecuacién (3.3.20)
colapsan, como se aprecia en las Figuras 3.3.1 y 3.3.2. Este valor critico &, se define
de la misma manera como el que se obtuvo en la ecuacién (3.2.41).

La dependencia de la energia F, respecto del pardmetro k, se muestra en las Figuras
3.3.3 y 3.3.4. Esto permite observar la existencia de un nimero méximo de estados
ligados para cada valor de k,, el cual estd delimitado por una linea envolvente.

En el caso de las densidades de probabilidad mostradas en las Figuras 3.3.5-3.3.8, se
observa un comportamiento marcadamente asimétrico, localizado exclusivamente en
la regién x > 0, en contraste con el perfil exponencial decreciente. La densidad de
probabilidad asociada al estado fundamental (n = 0) exhibe un pico agudo y estrecho
en x > 0, lo que indica una alta localizacién del electrén cerca de la singularidad.
Para los estados excitados (n > 0), la densidad de probabilidad presenta oscilaciones
cuya amplitud decrece conforme x aumenta.

En particular, si se considera v, = vy, vy = 0, y la ausencia del campo eléctrico
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3. Materiales de Dirac con campos eléctricos y magnéticos externos UAEH

n=0 ----- n=1 --==--e- n=2 ----n=3 === - n=

(@) vy=vy=1,v,=0 (b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 3.3.1: Espectro de energia E, en (3.3.20), caso singular, con By = 3 y
k, = 10 en funcién del campo eléctrico & para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno
bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

n=0 ----- n=1 -------- n=2

~~o

2t

4

(b) vy = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vy = 0.86,vy, = 0.69, v; =0.32, v =1 v=-1

Figura 3.3.2: Espectro de energia E, en (3.3.20), caso singular, con By = 3 y
k, = 10 en funcién del campo eléctrico & para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle
K; y (b) el valle K_.
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UAEH 3.3. Campos externos singulares

(@) vz=vy=1,v,=0 (b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 3.3.3: Espectro de energia F, en (3.3.20), caso singular, con By = 3 y
& = 0.5 en funcién del momento k,, para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno bajo
tension a lo largo del eje  con € = 0.15. La recta gris es la envolvente que indica el
nimero de estados ligados.
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(b) vz = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
a) v, = 0.86,v, =0.69, v, =032, v=1 v=-1
( ) » Yy I’ I’

Figura 3.3.4: Espectro de energia E, en (3.3.20), caso singular, con By = 3 y
& = 0.5 en funcién del momento k,, para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle K, y
(b) el valle K_. La recta gris es la envolvente que indica el niimero de estados ligados.

56



UAEH 3.3. Campos externos singulares

R E—
(@) vz=vy=1,v,=0 (b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0
Figura 3.3.5: Densidad de probabilidad p,(r) en el caso singular con By = 3,

€ =0.5y k, =3 alo largo del eje x para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno bajo
tension a lo largo del eje x con € = 0.15.

(va = 0), las funciones (3.3.27) toman la siguiente forma:

Yin(2) = Zpite AL (2,41), (3.3.32)
You(2) = 25 te /2 L2FHL (5 ), (3.3.33)
Asi, la funcién de onda espinorial resulta ser
_ ikyy (1 - 5n0)¢1,n—1(z)
Yn(z,y) = Nne < than(3) , (3.3.34)

siendo 2, y 2,41 las variables definidas como

2k D , 2kD
Zn = z, n = 3
n+ D T D41

(3.3.35)

con D = By un parametro caracteristico del sistema.
Por otro lado, el espectro de energia dado en (3.3.20) adopta la siguiente forma:

1 1
E,=kk,F,| —— —. 3.3.36
Y \IDQ (n+ D)2 ( )
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Figura 3.3.6: Densidad de probabilidad p,(r) en el caso singular con B, = 3,

€=0.5,a=1yk, =3 alo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle
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UAEH
n= ----- n=1 -------- n=
Jy,n Jy,n
06" A
[
f \
] \
1 \
1 \
I \
I \
04" ! \ :
1) \} .
] vV
1 v
1 ‘.
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1 "
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M X hATS L x
1" 3 4 5 6 3 4 5 6
!
(b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

-02"
(@) vz=vy=1,v,=0

Figura 3.3.7: Densidad de corriente 7, ,(z) en el caso singular con By = 3, £ = 0.5,
a =1y k, =3 alo largo del eje  para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno bajo

tension a lo largo del eje x con € = 0.15.

La Figura 3.3.9 presenta los resultados para grafeno pristino, donde se reproduce el
comportamiento reportado en [S. Kuru et al., 2009] al utilizar los siguientes valores

para los pardmetros de interés: k, = 10, B=D = 3.
A diferencia del perfil mostrado en la Seccién 3.2, en el caso actual no se ob-

serva un desfase en el nimero de onda k,. Ademas, contrario a lo reportado en
[S. Kuru et al., 2009], en el sistema bajo estudio aparece una densidad de corriente
finita para el estado fundamental (n = 0), lo cual puede atribuirse directamente
a la presencia del campo eléctrico externo. Nuevamente, esto tltimo refleja cémo
la presencia y el perfil de los campos externos aplicados tienen un impacto en el

transporte electronico del sistema.
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n= ----- n=1 -------- n=
Jy,n
Jyn R
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(b) v, = 0.86, vy = 0.69, vy = 0.32,
(a) vy = 0.86, v, = 0.69, v, =0.32, v =1 v=-1

Figura 3.3.8: Densidad de corriente 7, ,(z) en el caso singular con By = 3, £ = 0.5,

a =1y k, =3 alo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle K y
(b) el valle K_.
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(a) Densidad de probabilidad (b) Densidad de corriente

Figura 3.3.9: Densidad de probabilidad p,(r) y densidad de corriente J, ,(z) en el
caso singular con By =D =3, =0, a =1y k, = 20 a lo largo del eje x para el
grafeno pristino [3. Kuru et al., 2009].
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4 | Materiales de Dirac con campos
eléctricos y magnéticos externos en
una region finita

El método de iteracién asintética (AIM, por sus siglas en inglés), propuesto inicial-
mente por Ciftci et al. [Ciftci et al., 2003], destaca por su capacidad para calcular
eigenvalores y eigenfunciones de ecuaciones diferenciales homogéneas de segundo
orden. Es aplicable tanto de manera analitica como numérica, y ha demostrado ser
util en diversos casos especificos.

Por ejemplo, en el &mbito de la relatividad general, para el estudio de los mo-
dos cuasinormales de agujeros negros se requiere resolver ecuaciones diferenciales
de segundo orden, cuyos célculos suelen realizarse numéricamente. Por ello, Cho
[Cho et al., 2012, Lopez et al., 2024] emple6 el AIM para calcular las frecuencias de
estos modos en diversos tipos de agujeros negros, evidenciando su aplicabilidad en
problemas complejos.

Por otro lado, en la fisica atémica, el analisis de la ecuacién de Schrédinger con
potenciales arbitrarios representa un desafio constante. Mientras que algunos po-
tenciales, como el de Coulomb, de Kratzer, de Poschl-Teller o el oscilador armoni-
co, admiten soluciones exactas, otros (como los potenciales de Yukawa, Morse y
Hulthén [Flugge, 1994, Bayrak and Boztosun, 2006]) presentan dificultades para ob-
tener eigenvalores de energia en forma analitica. En este escenario, el AIM sur-
ge como una estrategia viable, como lo demuestran los trabajos de O. Bayrak
[Bayrak and Boztosun, 2007], ofreciendo una via alternativa para abordar proble-
mas no triviales.

En este capitulo se retoman los perfiles de campo presentados en el Capitulo 3, pero
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ahora dichos perfiles se consideraran dentro de una regién finita, acotada por una
frontera situada en x = zy. Aqui, la ecuacién de Whittaker se resolveré aplicando
el método de iteraciéon asintética de forma perturbativa. También se presentara el
espectro de energia, asi como las densidades de probabilidad y de corriente, destacando
las diferencias entre los casos confinado y no confinado. La consideracién de regiones
acotadas resulta de gran importancia, ya que introduce condiciones de frontera
que reflejan situaciones fisicas mas realistas, modifican la estructura del espectro y
permiten analizar el impacto del confinamiento en las propiedades de transporte de
los electrones en materiales bidimensionales.

4.1 |Método de iteracién asintética

Para implementar el método de iteracién asintética, se parte de la siguiente ecuacion
diferencial homogénea de segundo orden:

y'(z) — Aoy (z) — soy(z) = 0, (4.1.1)

donde Ay y so son funciones de clase C*°(a,b) (es decir, son continuas e indefinida-
mente diferenciables en el intervalo (a, b)), y f'(x) denota la derivada respecto a x.

El primer paso para iniciar con este método consiste en derivar la ecuacién (4.1.1)
con respecto a x, obteniendo:

y"(z) — Xy (z) — My (z) — 80y (z) — spy(z) = 0. (4.1.2)
Sustituyendo la ecuacién (4.1.1) en (4.1.2), se obtiene
y"(z) — My (z) — s1y(z) = 0. (4.1.3)

A continuacién, se repite el proceso de derivacion respecto a x para obtener ecuaciones
diferenciales recursivas de orden superior. De esta manera, al sustituir nuevamente
la derivada de segundo orden mostrada en la ecuacién (4.1.1) en las expresiones
resultantes, y siguiendo un procedimiento iterativo, se llega a

y"(2) — Ny (z) — say(z) = 0, (4.1.4)
en donde se han definido las siguientes expresiones

)\2 = )\/1 + )\1)\0 + S1, (415)
So = 8,1 + SO)\l-
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Este proceso puede repetirse n veces para obtener una ecuacién diferencial de orden
n + 2. De esta manera, se obtiene la siguiente expresién

y" ) — Ay (2) = spy(z) = 0, (4.1.7)
donde, similarmente, A\, y s, se definen de forma recursiva como:
/\n = A;z—l + >\n—1>‘0 + Sn—1, (418)
Sn = 8_1+ Sodn_1-

De la ecuacién previa a (4.1.7), es decir, la ecuacién diferencial de orden n + 1, se
tiene que
Y™t — N, 10/ (@) — su_1y(z) = 0. (4.1.10)

A continuacién, el método requiere calcular el cociente entre las ecuaciones (4.1.7) y
(4.1.10), esto es:

y(n+2) _d N (y("+1)) _ (Y + $2y) -
y D dz Ay + 2519)

(4.1.11)

El caracter asintético del método indica que, para un n adecuada, se debe satisfacer
la relacién (4.1.12), donde las razones se igualan en un mismo valor 7, (z), condicién
que asegura la convergencia y la obtencién de los eigenvalores.

Sn Sp—1
_— = = Mn . . .]_
=) @112)
Al sustituir la expresién (4.1.12) en (4.1.11), se obtiene la siguiente igualdad
d A
—_ (n+1)) — ™
= In(y™ D) - (4.1.13)
cuya solucién es:
 An(t)
) =C / B dt 4.1.14
o) = e | 720t (4119

donde C; una constante a determinar.

Usando ahora la ecuacién (4.1.12) en (4.1.14), resulta:

>\n )\, -1 + >\n—1>\0 + Sp—1 d
_ M = Ovy) + 10 , 4.1.1
- - g BOn-1) +1a(2) + Ao (4.1.15)
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Sustituyendo la ecuacién anterior en (4.1.14), es posible conseguir el siguiente resul-
tado:

y(2)™D = CoA,_; exp [ / " (7 (®) + Mo(2)) dt] . (4.1.16)

Si se desea obtener una solucién para y, se debe sustituir (4.1.16) en (4.1.10), de
donde se obtiene

Y + 1n(t)y = Cp exp [ / " (®) + 2o(0)) dt] . (4.1.17)

Para resolver la ecuacién (4.1.17), se puede aplicar el método del factor integrante,
con lo cual se obtiene la siguiente solucién:

T T t
y(z) = exp (— [ m® dt) [02 +6 [T ( [ 0o(r) +2m(7)) dT) dt] , (4.1.18)
donde C; es una nueva constante de integracién.

Es importante enfatizar que el segundo termino de (4.1.18) usualmente no posee
un buen comportamiento, por lo que en muchos casos se establece C; = 0 (para
una mayor referencia de este punto, véase [Bayrak and Boztosun, 2006]). Bajo esta
condicién, la solucién de (4.1.1) es

y(z) = Crexp (— /x M (t) dt) . (4.1.19)
Ahora bien, una forma alternativa de (4.1.12) es
0p(x) = sk(2) Me—1(z) — Ae(z)sp—1(z) =0, k=1,2,3..., (4.1.20)

en donde k denota el numero de iteraciones a realizar y dx(z) = 0 se le suele llamar
la condicion de cuantizacion. Las raices de la condicién cuantizacion proporcionan
los eigenvalores de (4.1.1).

Cuando el sistema es exactamente soluble, los eigenvalores de energia se obtienen
directamente al resolver la ecuacién diferencial correspondiente. En casos donde esto
no es posible, se emplea un enfoque aproximado mediante un proceso iterativo. Para
aplicar este método, se selecciona un punto z, que sirva como referencia para construir
una solucién confiable. Dicho punto suele elegirse en funcién de las caracteristicas del
sistema, por ejemplo, en el entorno donde la funcién de onda alcanza su valor maximo
o cerca del minimo del potencial efectivo. La eleccién de zy no es arbitraria, ya que
influye en la convergencia y precision del método, un valor adecuado asegura que la
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aproximacién reproduzca de manera fiel el comportamiento fisico del sistema, mientras
que una mala eleccién puede llevar a resultados inestables o poco representativos. De
hecho, en muchos casos practicos z, se sitila en un punto estacionario del potencial
efectivo o en una regién donde la funcién de onda cambia lentamente, lo cual optimiza
la estabilidad de la expansion.

Los eigenvalores de energia se determinan como las raices de la ecuacién resultante al
considerar valores suficientemente grandes del parametro de iteracién k. A medida que
k aumenta, las soluciones numéricas tienden a estabilizarse, lo que permite obtener
una estimacién precisa de los niveles de energia.

4.1.1 |Método de iteracién asintética: teoria de perturbaciones

En esta seccion se presenta, de manera breve, la aplicaciéon del método de itera-
cién asintotica en su formulacién perturbativa, propuesto por Ciftci, Hall y Saad
[Ciftci et al., 2005]. Este enfoque resulta particularmente 1til, dado que en numerosos
problemas de fisica es necesario recurrir a técnicas perturbativas para obtener solucio-
nes aproximadas. La idea fundamental del método guarda una estrecha relacién con
los procedimientos utilizados en la teoria de perturbaciones de la mecanica cuantica.

Para potenciales que describen un sistema fisico y que pueden expresarse como
V(z) = Vi(z) + A\Va(z), (4.1.21)

donde V;(z) representa un potencial exactamente soluble, mientras que Vz(x) actia
como una perturbacién del sistema y A es un parametro de control, el método asume
que los eigenvalores pueden expresarse como una serie de potencias en funcién del
parametro A:

E=E® 4+ \EW £ X2E® £ N3E®) 4. (4.1.22)
Aqui, el propésito de la teoria de perturbaciones es calcular los coeficientes EY), con
j=0,1,2,.... Para este fin, se parte de la ecuacién de Schrodinger independiente
del tiempo:
d2
32 T Vi(z) + A\Va(z)| ¥(z) = EY(z). (4.1.23)

El siguiente paso en el método de iteracién asintotica perturbativo es proponer a la
funcién de onda ¥ (z) como ¥(z) = yo(x)y(z), donde usualmente yo(z) se obtiene
analizando las soluciones de la ecuacién (4.1.23) en los puntos asintoticos. Sustituyendo
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finita UAEH
la redefinicién de ¢ (z) en (4.1.23), se tiene la siguiente ecuacién diferencial para y(x):
y'(@) = do(z, Ny (2) + so(z, Ny(), (4.1.24)

donde A\o(z, A) y so(z, A) se definen, respectivamente, como

No(z,\) = —2;:‘/21”;), (4.1.25)
s0(z, \) = Vi(z) + A\Va(z) — Zgég —E. (4.1.26)

Aplicando el método de iteraciéon asintética descrito anteriormente, es posible calcular
las funciones \,(z, \) y sp(x,A) a partir de Ao(z,A) ¥ so(x, A). De la misma forma,
se construyen las funciones é(x, \). Entonces, se tiene

0(z, A) = sp(z, M) Ans1(x, A) — Sna1(z, M)A (z, A). (4.1.27)

En este caso, el método de iteracién asintética establece que la ecuacién (4.1.27) debe
desarrollarse en una serie de Taylor alrededor del pardmetro perturbativo A = 0, el
valor A = 0 corresponde al caso no perturbado, es decir, al sistema base, mientras que
los términos con potencias de A representan las correcciones sucesivas. Para que la
expansion sea valida, A debe ser un pardmetro pequeno, de manera que los términos
de orden superior resulten cada vez menos significativos, es decir:

5@, N) = 3 A6 (), (4.1.28)

donde los coeficientes 6(*)(z) estan dados por:

1 8%(z,N)

60 () = Kl ONF

(4.1.29)
A=0

Para garantizar que d(z, A) = 0 se cumpla para cualquier valor de A, es necesario que
cada uno de los coeficientes §*)(x) sea igual a cero, es decir:

6Oy =0, sW(x)=0, 6?(@)=0, vy asfsucesivamente. (4.1.30)

La primera de estas condiciones, §( (x) = 0, proporciona los eigenvalores para el
caso no perturbado E®. La siguiente condicién, ) (z) = 0, permite encontrar la
correccién a la energia a primer orden E(V, y asi sucesivamente para k = 2,3....
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Este procedimiento permite calcular los eigenvalores de (4.1.23) al orden deseado.

Cabe sefialar que en varios casos, al resolver la ecuacién §*)(x) = 0 no serd posible
encontrar una solucién exacta en todos los puntos z. En lugar de eso, se selecciona
un punto especifico xo alrededor del cual se resolvera la ecuacién para hallar los
valores de y(z). Este punto x, se elige porque corresponde a una regién representativa:
un méximo o minimo del potencial V;(x) refleja el comportamiento dominante de
la funcién de onda, mientras que una raiz de Ao(z) = 0 asegura estabilidad en la
expansion. De esta manera, se obtiene una region adecuada para encontrar la solucion
de manera més eficiente.

Para hallar las eigenfunciones de (4.1.23), es necesario primero desarrollar n(z, A) en
una serie de potencias respecto de A, obteniendo asi:

= i N (z), (4.1.31)

J
; 1 & [sp(z,N)
() = = [ 2D
(=) = 5 on (Ak(x, A))

(4.1.32)

A=0

Para continuar con el método se debe de sustituir (4.1.32) en (4.1.19) para obtener

y(z) = Caexp (— / [1O@) + MO E) + X0 t) + -] dt) . (4.1.33)

Esta expresién se puede descomponer en productos de exponenciales. Entonces,
(4.1.33) se puede expresar de la siguiente forma

y(z) = Cyexp <— /77(0) (¢) dt) exp (—)\/77(1) (t) dt) exp (—)\2 /n(z) (t) dt) e

(4.1.34)
Reescribiendo (4.1.34), se tiene
y(@) = G [] v (@), (4.1.35)
k=0
donde y*)(z) se define como
y®) () = exp (—)\k /n(k) (t) dt) . (4.1.36)
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4.2 |Modificacion de las condiciones de frontera

En esta seccidén se resolvera la ecuacion de Whittaker, la cual surge del anélisis de
perfiles de campos eléctricos y magnéticos con decaimiento exponencial y singulares,
como se mostrd en el capitulo anterior. No obstante, se introduce aqui una variacién
importante: en lugar de considerar que dichos perfiles estan definidos en todo el
intervalo x € (—o00,00), se introduce una variable zy que restringe el dominio en
el que estan definidos los campos eléctricos y magnéticos, como se muestra en la
Figura 4.2.1. Este cambio permite analizar cémo la solucién y los niveles de energia
se ven afectados por la reduccién del intervalo en el que se definen los perfiles de los
campos eléctrico y magnético z € (—oo, zo].

A

VAN

Figura 4.2.1: Monocapa de un material de Dirac (red hexagonal) interactuando con
un campo eléctrico E y un campo magnético B externos existentes en el intervalo
(—00, o], ambos con una simetria de traslacién en la coordenada y.

La modificacién en la regién de definicién de los campos eléctrico y magnético conlle-
va a la necesidad de aplicar una nueva condicién de frontera en el punto z, (cabe
mencionar que en la variable z, se tiene z € [0, z0(zo)]). Esta modificacién también
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permite considerar una representacion mas realista de muchos sistemas fisicos, ya que
en los experimentos de laboratorio es comin trabajar con sistemas definidos en una
region finita, mientras que los modelos ideales que se extienden en todo el espacio no
reflejan las restricciones fisicas de un espacio limitado. De este modo, al imponer la
condicidén en zj, se obtiene una descripcién més adecuada y relevante para sistemas
confinados en dominios finitos.

Partiendo de la ecuacién de Whittaker genérica (similar a las ecuaciones (3.2.15) y
(3.3.14)),

d*;(2) 1 1/ 4- Na
—— ) =1,2 4.2.1
s 4+Z+ Pj(2) =0, j=1,2, conzé€[0,00) (4.2.1)
Para valores de z alrededor de cero (z — 0), la ecuacién (4.2.1) toma la forma
) |, k=i
d;Z + = ¥i(2) =0, (4.2.2)
cuyas soluciones generales son
$i(z) = C22t# + D z27H5, (4.2.3)

Al imponer la condicién de frontera tipo Dirichlet en z = 0, es decir, 1;(0) = 0, se
descarta el término divergente y se fija D = 0. Por lo tanto, la solucién queda dada
por

bi(2) = C z2+H (4.2.4)

en donde C es una constante

Ahora bien, para el caso en el que z — 2, la ecuacién de Whittaker toma la forma de

d%);
B ety =0, j=12 (4.2.5)

que es una ecuacién lineal de segundo orden con coeficientes constantes. Su solucién
general corresponde a una combinacién de exponenciales crecientes y decrecientes:

¥;(2) = Ae’i* 4 Be 5%, (4.2.6)
donde A y B son contantes, mientras que &, esta definido como
1 k  1/4—p2
& =&j(20) = JZ T —zg . (4.2.7)
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la solucién (4.2.6) puede escribirse como
Y;(2) = Ae¥* + Be %% =C sinh[fj(z - zo)] +D cosh[fj(z - zo)], (4.2.8)

con C =A— By D= A+ B. Si se impone la condicién de frontera tipo Dirichlet,
¥;(20) = 0, se obtiene D = 0 y es posible obtener la siguiente expresién

¥;(2) = C sinh[&;(z — z0)] = B<e—ejz _ efa-(z-?zo)), (4.2.9)

Sin embargo, al analizar el comportamiento de la solucién (4.2.9) en el limite z — 2
y simultdneamente zg — 00, se observa un comportamiento anémalo, ya que la
funcién puede presentar términos no normalizables en dicho limite. Para resolver este
inconveniente, se propone la forma modificada

Yi(2) = ¢ (€79 — e74%), (4.2.10)

la cuél satisface de manera exacta la condicién de frontera de Dirichlet en z — 2y
y, adicionalmente, en el limite zy — oo recupera la solucién presentada en (ver
apendice A). De esta manera, (4.2.10) asegura un comportamiento bien definido tan-
to en la frontera finita (caso confinado) como en el caso extendido (caso no confinado).

Para implementar el método de iteracion asintética, se propone que la funcién 1); sea
de la forma:

P;(2) = PR (e_gﬂ‘z - e_ﬁjzo) Y (2). (4.2.11)
Introduciendo y;(z) en (4.2.1), se obtiene
d?y; (2) (12 §e5* dy;(2)
dz? z e~%% —e %% | dz
N (4.2.12)
(ot e
22 | 22(ebr—ebm) )UTTT

De acuerdo con el método de iteracién asintdtica, las funciones Ag(z) y so(z) son

1/2+ p;
Moz, 20) = —% oy, (4.2.13)
z — 4k
so(z, 20) = & + Y2, (4.2.14)
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donde
_ 2§Je_§Jz
’)’1(2, Zo) =M= —e_éjz — e_EJ'ZO, (4215)
_ . Geht (14 2p — =)
’YQ(Z, Z()) = Y2 = > (e—gjz — e_ngO) . (4216)

Para seguir con el método, es necesario calcular las funciones \,(z,20) y $n(2, 20)
definidas en las ecuaciones (4.1.8) y (4.1.9) de la subseccién anterior. Se tiene entonces:

omn L e 4k + z [71z — 2u; + D+ (2u + 1)

)\1(Z, Zo) = 92 e 22 y (4217)
Oy | (42 —4k+ Z) [z — (2p; + 1)) + k
81(2, ZO) = a + 4z2 J (4.2.18)
(027
\ (2% — 44 +2)27) 52 + [Pz — (4 + 9] (4 +2)_ 2(PF +K)
2(2, 20) = a 2 23 + 22
, 7= @ +17) (2292 + 2m [am1 — (431 + 2)] + 2 (2272 — 2k + 2) + (25 + 2) (2p5 + 1)]
23 ’
(4.2.19)
oz = T % (4252 + 4 + 1) [om — (2 + D] + (4272 — 4k + 2) (252 + )
5205 20) = T2 T 3 422
(4o + 4k + 2) [422 52 + o [am1 — (45 + 4)] + 2 (4o — 4k + 2) + (4315 + 8) (8 + 4)]
+ 1623 '
(4.2.20)

Como las expresiones de A\, (2, 20) ¥ (2, 20) con n = 3,4 resultan bastante extensas,
no se incluyen de manera explicita en el presente documento. Sin embargo, su forma
explicita puede obtenerse directamente aplicando el método descrito anteriormente.
Cabe sefialar que cuando 2, tiende a infinito se recupera las soluciones obtenidas de
An(2) ¥ 8n(2), con n = 1,2,3 del Apéndice A.

El préximo paso del método consiste en usar la condicién de cuantizacién en (4.1.29)
de la Subseccién 4.1.1. Para ello, se utilizan las expresiones en (4.2.13), (4.2.14) y
(4.2.17) - (4.2.19), lo cual permite encontrar los eigenvalores del sistema, calculando
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61(2:’ zO): 62(2', Zo), 53(2:7 ZO) y 64('2’ Zo):

5,(2) = (872 N [Ay2z — 4k + 2] (mz — (2p; + 1)) + k) (_M N %)

0z 422 z

o yz—4k+z  [nz— Qu+ D+ Quj+1)\ [z — 4k
<8z * 4z + 22 )

(4.2.21)

52(2) (3272 2%k (4z‘971 + 4y, + 1) (271 — (2pj + 1)) + (42, — 4k + 2) ( on 4 fyl)
2(%) =

022 23 422

N (4z7y, + 4k + 2) [422% + 4z (271 — (Ap +4)) + 2 (42 — 4k + 2) + (4p; + 8)(8p; + 4)]

1623
on | mr—dk+z | (nz— (2 +1)°+ 2u+1)
X |-+ +
0z 4z 22
B (8271 L (229 — 44y, +2)2%) B2+ (22 — (4u; +4)) (4 +2)
022 23

37
Ao on .
2 (zQ_;Z— + k‘) N (112 — (2u; + 1)?) 2? + 271 (21 — (4p; + 2))

+
22 23

+z <2ny2 —2k+ 5) + (2p; +2)(2p; + 1)

O | (drz—4k+2)(mz—(2p; + 1)) +k
x [ S2 + :
0z 422

(4.2.22)

Debido a que las expresiones para d3(z, 29) ¥ 04(2, 29) son particularmente extensas,
se ha optado por no incluirlas explicitamente en el desarrollo principal. No obstante,
su obtencion se sigue de manera directa a partir del método previamente descrito.

La atencién se centrara ahora en el enfoque perturbativo descrito en la Subseccién
4.1.1. En particular, se parte de la ecuacién (4.1.29), donde se realiza un desarrollo
en serie de Taylor alrededor del limite zy — oo.

Retomando lo expuesto en la Subseccién 4.1.1, el calculo de los eigenvalores a partir
del término 4, (z, 29) presenta dificultades debido a su dependencia explicita con
respecto a z. Para superar esta complicacion, se evala d,(z, zp) en el punto z = 2,
donde z; es la raiz de la ecuacién Ao(z = 21, 2) = 0.
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UAEH 4.2. Modificacién de las condiciones de frontera

Asi, el valor de z; queda determinado por:

1—2p; +2W ((% + /Lj) e_ff'z”%"'”j) -1
2 & ’

donde W(z) es la funcién de Lambert [Olver et al., 2010].

7 = (4.2.23)

A continuacién, se emplean las funciones 6, (21, 2p) realizando un desarrollo en serie
de Taylor en torno zy — oo, considerando nicamente el término de primer orden.

Para n = 1, se tiene

1
81(21, 20) = 6 + 2—551), (4.2.24)
0

con

(5= 41) -5+ )

50 = - 4.2.2
: Gromp (4:2:29)
6(1):4k(uj—k+2)(uj—k+§) (42.26)
! (1 + 2/,1,]')2 20
Mientras que para n = 2, se tiene
1
52(211, ZQ) = (550) + 2_059)’ (4227)
donde (550) y 651) se definen como
5 3 1
5§°>=(”j_k+5)(“j_k+5)(”j_k+5) (4.2.28)
(1+2p;)°
- 7 - 3 - 1
g0 = 0l =k 8) (o =k 5) (K +3) (4.2.29)
: 4(1+42u5)° 20
Si n = 3, se puede escribir
1
53(21, Zo) = (5;0) + —5§1), (4230)

20
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donde se tiene
so (i k+5) (s —k+3) (i —k+3) (m—k+3)
N

, 4.2.31
(1 + 20" 230
5 3 1
50 _ 8k (pj — k+5) (,uj —k+§) (Nj —k+§) (Nj —k+§)_ (4.2.32)
’ 4(1+2u5)" 2

Se observa que, en el limite zy — 00, las expresiones (4.2.24), (4.2.27) y (4.2.30) se
reducen a las ecuaciones (A.0.14), (A.0.15) y (A.0.16), las cuales proporcionan, de
manera evidente, los eigenvalores del sistema no perturbado, (A.0.21).

Siguiendo con el método de iteracién asintética en su forma perturbativa, el calculo
de los eigenvalores al orden dominante se realiza a partir de las ecuaciones (4.2.25),
(4.2.28) y (4.2.31). Al resolver s =0 para n = 1,2,3,..., es posible obtener la
siguiente condicién:

1
k_uj_§:n, con n=0,1,2,.... (4.2.33)

Para mayores detalles sobre el calculo, se puede consultar el Apéndice A, donde
la ecuacién (A.0.33) proporciona los niveles de energia E,(f” para perfiles de campo
exponencial, mientras que la ecuacién (A.0.36) describe el caso de perfiles de campo
singulares.

Ve . 7 . 1 . .
En el calculo de los niveles de energia de primer orden, ES ), es necesario determinar

los eigenvalores a partir de la condicién 67(3) =0,conn =1,2,3,.... En particular, se
requiere calcular los ceros de dichas ecuaciones, obteniéndose asi las siguientes raices:
1
sV =0 = [uj—k+2=0] wi—k+5=0, (4.2.34)
s 7 3 1
2(2)20 = ,LLj—k’+§:O, ,Uj—k+§:0, ,LLj—k?-i‘EZO, (4235)
W,y — 5 _ 3 _
(53 (Z)—O = Mj—k+5—0, Mj—k+§—0, ,LLj—k-i‘E—O, (4236)
1
13 7 5
sz =0 = ikt =0, p—k+5 =0 p—k+ =0, (4238
3 1
,uj—k+§=0, /,Lj—k+§:().
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De las ecuaciones anteriores, las mas relevantes son aquellas enmarcadas en un
recuadro. Estas pueden expresarse, de manera general, de la siguiente forma:

1 3
k—,uj—izi(n—l—l) con ’I’l:O,l,z,..., (4239)

A partir de (4.2.39) es posible obtener la expresién de la energia de primer orden,
ET(LD, la cual dependera de cada caso y serd retomada mas adelante.

A continuacién, se discute la obtencién de las funciones de onda 1;(2), el primer paso
consiste en calcular las funciones auxiliares 7,(z, 29) dadas por la ecuacién (4.1.31),

Sn(zy ZO)

G (4.2.40)

nn(z’ ZO) =

y posteriormente realizar un desarrollo en serie de Taylor alrededor de zg — oo (o, de
manera equivalente, 1/zy — 0).

De este modo, las eigenfunciones a primer orden de la ecuacién (4.2.12) toman la
forma
Un(2) = Cay (2)y)(2), n=0,1,2,. (4.2.41)

donde C, es una constante de normalizacién y las funciones (z) vy )( ) estan
definidas como

(0) - (0)
Yy (2) = exp [ /n —ug+%+n dz] , (4.2.42)
yW(2) = exp [ /n(l) byt 14 3 (nt1) dz] . (4.2.43)

Para proseguir con el célculo es necesario determinar 7,(z, z9) para el estado base, es
decir para n = 0. De (4.1.31) resulta:

(—4&32 + (8p; +4)&; — 4k + 2)e 5% + (4k — z)e™ 4%
(882 — 8y — 4)e™%% 4 (8u; + 4)eSi% ’

no(z,20) = (4.2.44)

y luego, realizando el desarrollo en serie de Taylor en la variable 2z en (4.2.44), se
tiene

mo(z20) = 10(2) + - () + (4.2.45)
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Aqui, el primer término, 77 (z) coincide con el caso en el cual las condiciones de
frontera no se modifican, mientras que el término 17(() )( ) describe la correccién a
primer orden cuando las condiciones de frontera son modificadas. Ambos se expresan
de la siguiente forma:

Oy = Pk =3 (4.2.46)

"o —z+2u;+1’ o
2(k — p; — )2k

1) i 2

@) = gy (4.2.47)

Evaluando estas expresiones en el eigenvalor correspondiente, se tiene:

W@ = ks : —0 (4.2.48)
k=pity  —z4+2u;+ 1) i,
1
n(l)(z)‘ _ 2Zk(k_’uj_§) +k _ 3z(luj+2) o2
B e e B e R S N CEr P |

(4.2.49)

Entonces, introduciendo (4.2.48) en (4.2.42) y (4.2.49) en (4.2.43), es posible calcular
las funciones yoo’l)(z) del estado base, obteniendo

v (2) [ / m ] =1, (4.2.50)

2(uj+2)  3(u+2)(2uj+1) -3(u;+2)

R R e T

(4.2.51)
Combinando estas expresiones con (4.2.41) se obtiene la funcién yo(z2),

d(uj+2)  3(uj+2)(2u5+1) -3(n;+2)

yo(2) = Coj 3" (2)ysV (2) = Cose™ 0 € G0 (7 —2pu;—1)

, (4.2.52)

y, en consecuencia, al sustituir yo(z) en (4.2.11), la eigenfuncién de primer orden para
el estado fundamental toma la siguiente forma:

s(uj+2)  3(u+2)(2uj+1) —3(u3+2)

’7/1813)(2) = Cojz2tH (e_gjz — e_gjzo) e o e 0CTU (2 —2pu;—1)

(4.2.'53)
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Cabe destacar que (4.2.53) presenta una discontinuidad en el punto
20 = 2u; + 1. (4.2.54)
Este aspecto sera abordado méas adelante.

Continuando con el primer estado excitado (n = 1), se calcula 7,(z, 29) y, posterior-
mente, se realiza el desarrollo de Taylor en la variable zy, obteniéndose:

1
m(z,20) = 10 (2) + Z—On§” (2)+..., (4.2.55)

con ¥ (2) y ngl)(z) definidas como

2(z — 2u; — 2)(k — pj — 1
10 (2) = —— == 2t = 2)(k — b 2 2) : (4.2.56)
—222 + (6p; + 2k + 3)z — 8uj — 12, — 4

W 12zk(z — 2u; — 2) (k — = %) (2u; +1—2)
m(2) = (2kz — 8u? + 6zp; — 222 — 12 + 3z — 4)?
2k(2kz + 4pZ — 625 + 2° + 6p; — 32 +2)
- (2kz— 8uF + 6zp; — 222 — 12p; + 3z — 4)%

(4.2.57)

Siguiendo un procedimiento analogo al del estado fundamental, es posible calcular
. (0,1) . . . ./ )
las funciones y; "’ (z) correspondientes al primer estado excitado, obteniéndose:

0 0
y:E )(z) = €exp [_/ "7:{ )(Z)‘k—uj—%=0
W, _ / (M d]
W@ =exp | [, ., d
7

y+y) (9(2uj +7) [2(4uj +5) (25 + 1) (1 + 1) — (83 + 28, + 21)z] )

dz] =2z—2u; —1, (4.2.58)

(16p; + 17)[2(ps + 1) (215 + 1) — (4ps + 5)z + 22|20
36(2p5+7) (215 +1) (1 +1)
% \/WI? +2z—4p; —5 20 (165+17)3/2 (4 5 59)
V16p; +17 — 22 4+ 4p; + 5 ' -

Finalmente, al sustituir y§°) (2) y ygl) (2) en (4.2.11), se obtiene la eigenfuncién del
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primer estado excitado a primer orden:

36(201;+7) (20 +1) (1 +1)

7
/161, 17 +922 —4y; — 2 J 3/2 _zki+g)
,d)SJ) (z) _ Clj Z%'H” (2 _ 2,Ufj _ 1) W + + 2z 10 5 0(164;+17) o = 2
VI16p; + 17 — 22 +4p; + 5
9(21; +7) [2(4p; +5)(2u5 + D)(p; +1) — 8 + 28, +21)2]\
X exp (e it _ o ]zo) .

(16,LL_7' + 17) [2(11‘] + 1)(2,LL_7' + 1) — (4Mj + 5)2 + ZZ]ZO

(4.2.60)

Del anélisis de (4.2.60) se observa que persisten discontinuidades en los puntos

= Mt V16 T (4.2.61)

2 2
= 4“j2+5+ VIE"SHI. (4.2.62)

Estas singularidades seran abordadas mas adelante.

En las siguientes secciones se analizaran por separado los dos casos previamente
discutidos, con el fin de examinar a detalle la modificacién de las condiciones de
frontera.

4.3 |Campos externos con perfil exponencial
decreciente.
En este caso, se retoman los valores de la Seccién 3.2, considerando los p; dados

por (3.2.16) y k (denominado u en dicha seccién) definido en (3.2.9). Estos pueden
escribirse como:

pe L [(5_ ”ﬂvD) VB, + (’“_+2)] (43.1)
/1— B2 [\ Q, Q. O
i = A+ (=L j=1,2. (4.3.2)

2 Y

Al sustituir estas cantidades en la ecuacién (4.2.33), se obtiene la expresién para
la correccién a la energia al orden dominante para el caso en que se modifican las
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condiciones de frontera. Esta expresién coincide con la ecuacién (3.2.23) presentada
en la Seccién 3.2. De esta forma se tiene:

2
E© = vpB,amy/1 — B2—vak,+kvvpy/1 — 62\/ kg + D kc +D —amy/1— ﬁZ)
(4.3.3)
Introduciendo nuevamente (4.3.1) y (4.3.2) en (4.2.39), se obtiene una expresién para

la correccién de la energia a primer orden cuando se modifican las condiciones de
frontera, como se muestra a continuacion:

E{ = §’UF5VOtc (n+1) /1 — B — vaky
3 2
+ kvopy /1 — 52\/ ke + D kc +D — e (n+1)4y/1—- ,83) . (4.3.4)

Utilizando las ecuaciones (4.3.3) y (4.3.4) en la expresion (4.1.22), se obtiene la
energia a primer orden para un perfil exponencial de los campos eléctrico y magnético,
considerando la modificacién en las condiciones de frontera:

1
E,=E® + —EW, (4.3.5)
20
A partir del resultado anterior, se sigue que
1
AE, =E,—E® = —E(Y. (4.3.6)
)

Por lo tanto, es claro que AE,, — 0 cuando zy — co. En las Figuras 4.3.1-4.3.3 se
muestra el comportamiento de AFE,, como funcién de la intensidad del campo eléctrico
&y y del momento k,, para un valor de 2z, = 600.

A continuacion, en las Figuras 4.3.5-4.3.8, se presentan las densidades de probabilidad
po(r) y las densidades de corriente J, o(z) correspondientes al estado fundamental (n =
0) para el caso de campos externos con perfil exponencial decreciente. Se consideran
distintos materiales —grafeno pristino, grafeno bajo tensién uniaxial y borofeno
8 — Pmmn~— con parametros caracteristicos y distintos valores del momento transversal
k,. Las graficas muestran cémo se distribuyen espacialmente las probabilidades y las
corrientes a lo largo del eje z bajo las condiciones del campo eléctrico aplicado.

En las Figuras 4.3.9-4.3.12, se presentan las densidades de probabilidad p;(r) y las
densidades de corriente J,1(x) correspondientes al primer estado excitado (n = 1) en
el caso exponencial. Se analizan diferentes materiales, incluyendo el grafeno pristino,
el grafeno sometido a tensién uniaxial y el borofeno 8 — Pmmn, bajo la accién de un
campo eléctrico con parametros fijos. Las graficas muestran la distribucién espacial
de las probabilidades y corrientes para distintos valles y valores del momento k,.
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0.0151.
0.010

0.005

-0.005

-0.010 -

-0.015-

(@) vz=vy=1,v,=0 (b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.3.1: Espectro de energia AFE, en (4.3.6) para el caso exponencial, con
By=1,a=1yk, =10 en funcién del campo eléctrico & para (a) el grafeno pristino
y (b) el grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

n=0 ----- n=1 ---=---- n=2 ----n=3 ----- - n=

0.010

0.005

0.05 0.10 015 0.20 025 0.30 03§ °°
-0.005
(a) vz = 0.86, vy = 0.69, v; = 0.32, (b) v = 0.86, vy = 0.69, vy = 0.32,
v=1 v=-1

Figura 4.3.2: Espectro de energia AE, en (4.3.6) para el caso exponencial, con
By =1, @ =1 en funcién del campo eléctrico & para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el
valle K con k, =10y (b) el valle K_ con k, = 25.
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n=0 ----- n=1 --==---- n=2 ----n=3 -=-=- - n=
En EI'I
) 2.025-
2.025 P
///
2.020
2.020 e
g T 2.015"
2.015- AT e
T e
T e
ST
S e 2010
2.010- e
7 2.005"
2005 .°
B ‘ X,
2 4 6 8 10 12 14
@) vg=vy=1,v.=0 (b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.3.3: Espectro de energia AFE, en (4.3.6) para el caso exponencial, con
By=1,a=1y & =0.15 en funcién del momento k, para (a) el grafeno pristino y
(b) el grafeno bajo tensién a lo largo del eje z con € = 0.15.

n=0 ----- n=1 -------- n=2 ----n=3 ----- - n=
Ep
0.020
2.025
2.020 0.015; Rt
/4:/ - _-" -
2.015 LT e
0.010 e
2.010 LT e
, -
/,/ —————
/‘ﬁ"
2.005 0.005
//
ky : : : : : : Ky
5 10 15 20 25 30 35
(a) vz =0.86, v, = 0.69, v; =0.32, v =1 (b) v = 0.86, vy, = 0.69, v, = 0.32,
v=-1

Figura 4.3.4: Espectro de energia AE, en (4.3.6) para el caso exponencial, con

By=1,a=1y & = 0.15 en funcién del momento k, para el borofeno 8 — Pmmn en
(a) el valle K, y (b) el valle K_.
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— Zg = © —Zo=600 —Zo=100
Pn Pn
5 6;
5,
4,
4,
3
3
2" J
/\ | /\ |
6 5 -4 -3 -2 -1 X 6 5 a3 -2 X

(@) vy=vy=1,v.=0 (b) vz =0.61, v, = 1.07, v, =0

Figura 4.3.5: Densidad de probabilidad py(r) para el caso exponencial, con By = 1,
& =015, a =1y k, =5 a lo largo del eje = para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

— 2Zpg 00 — Zp=600 — z,=100
Pn
pn 67
5,
4
4,
3 3l
2 2
1,
1 i J I I Il n I
X
/\ -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
-7 6 -5 -4 -3 -2 - * (b) v, = 0.86, v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vy = 0.86, vy, = 0.69, v, =0.32, v =1 v=-1

Figura 4.3.6: Densidad de probabilidad po(r) para el caso exponencial, con By = 1,
& = 0.15, a =1 a lo largo del eje x para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, = 5 en el

valle K, y con (b) k, = 15 en el valle K_.
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— Zg > 00 — Zo=600 — Zo=100

Jy,n
6 -5 - -6 5 -4 -3 2 -1 x
-0.2
o4 -0.4
-06
-0.6
-08
-0.8
(@) vy=vy=1,v,=0 (b) vz =0.61, v, = 1.07, v, =0

Figura 4.3.7: Densidad de corriente J, o(x) para el caso exponencial, con By = 1,
& =015, a=1y k, =5 a lo largo del eje = para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

— Zp 200 — Zp=600 — z;=100

Jy,n
Ty 7 \-b 5\[4 \3 /22 -1 X
A 6 N [-4 3 N -1 x 0.2
-0.1"
-0.4
-02
-0.3" -0.6-
-0.4 -0.8
-05
ol -1.0'
(b) vg = 0.86, v, = 0.69, v, = 0.32,
(a) vy = 0.86, vy, = 0.69, v, =0.32, v =1 v=-1

Figura 4.3.8: Densidad de corriente J, o(x) para el caso exponencial, con By = 1,
& = 0.15, a =1 a lo largo del eje x para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, = 5 en el
valle K, y con (b) k, = 15 en el valle K_.
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— Zg = © —Zo=600 —Zo=100
Pn Pn
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5,
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4,
3,
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hi SN
6 -5 -4 -3 -2 -1 X 6 -5 -4 -3 -2 - X
(@) vy=vy=1,v.=0 (b) vz =0.61, v, = 1.07, v, =0

Figura 4.3.9: Densidad de probabilidad p;(r) para el caso exponencial, con By = 1,
& =015, a =1y k, =5 a lo largo del eje = para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

— 2Zpg 00 — Zp=600 — z,=100
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7 6 -5 -a (b) v, = 0.86, v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vy = 0.86, vy, = 0.69, v, =0.32, v =1 v=-1
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Figura 4.3.10: Densidad de probabilidad p;(r) para el caso exponencial, con By = 1,
& = 0.15, a =1 a lo largo del eje x para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, = 5 en el

valle K, y con (b) k, = 15 en el valle K_.
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— Zg 00 — Zp=600 — z;=100

Jy,n Jy,n
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4r i 5 -4\ | -3 V -1 X

2 ol

/\_

-4

-4+ -6

(@) vy=vy=1,v.=0 (b) vz =0.61, v, = 1.07, v, =0

Figura 4.3.11: Densidad de corriente 7, 1(z) para el caso exponencial, con By = 1,
& =015, a =1y k, =5 a lo largo del eje = para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

— Zgp > o0 — Zo=600 — Zo=100

Jy,n
3
2
-7\ [-6 -3\ | -4
1
-1.0
15 7 6 5 -a J_\/z - X
-2.0 -1
-25 (b) v = 0.86, v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vz = 0.86, vy, = 0.69, v, =0.32, v =1 v=-1

Figura 4.3.12: Densidad de corriente 7, 1(z) para el caso exponencial, con By = 1,
& =0.15, o =1 a lo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn con (a) k, =5 en el
valle K., y con (b) k, = 15 en el valle K_.
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4.4 |Campos externos singulares

En el caso de campos singulares, los valores de k y p; estdan dados por las expresiones
(3.3.16) y (3.3.17), respectivamente, de la Seccién 3.3. De esta forma se tiene:

B, (k¢ + vB,E
k= o (K ﬁ_> (4.4.1)
ke — E?
S 442
o {F+§ i=2 (4.42)

De forma andloga a lo mostrado para los perfiles exponenciales de campos eléctrico y
magnético, se sustituyen (4.4.1) y (4.4.2) en las ecuaciones (4.2.33) y (4.2.39), lo que
permite obtener:

B2 B, kevp + rop kS (F +n) /B3 (82 — 1) + (F + n)?

EO = kyv, — 4.4.3
n y v (F +n)2 + B2B2 ’ (4.4.3)
K |k (34 2F +3n) /(3 + 2F + 3n)® + 4B (B2 — 1)| — 4B2kvpf,
EY = kyuv+ 3 .
(3 + 2F + 3n)% + 4B, 32
(4.4.4)

De acuerdo con (4.1.22), la energia para perfiles singulares de los campos eléctrico y
magnético, considerando una modificacién en las condiciones de frontera a primer
orden, toma la siguiente forma:

1
E,=E9 + z—E,(}). (4.4.5)
0

En las Figuras 4.4.1-4.4.4, muestra AE,, = E, — EY para 2y = 600 y para bajo
distintos conjuntos de parametros caracteristicos del sistema. Mientras que en las
Figuras 4.4.5-4.4.8 y 4.4.9-4.4.12, se muestran las densidades de probabilidad y de
corriente para el estado fundamental (n = 0) y el primer estado excitado (n = 1),
respectivamente.

4.5 |Discusién

De las graficas en las Figuras 4.3.3-4.3.4 y 4.4.3-4.4.4 se observa que, de forma
similar al caso en que las condiciones de frontera no han sido modificadas, en los
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0.004 -

0.002 -

-0.002

(@) vz=vy=1,v.=0 (b) vp =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.4.1: Espectro de energia AF,, en (4.3.6) para el caso singular, con By = 3
y ky, = 3 en funcién del campo eléctrico & para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno
bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

0.002%"

0.001 "

-0.001-

-0.002-
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02 04 06 08 10 |

(a) v; =0.86,vy = 0.69, v; =0.32, v =1 (b) v = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
v=-1

Figura 4.4.2: Espectro de energia AE,, en (4.3.6) para el caso singular, con By = 3,

y k, = 3 en funcién del campo eléctrico & para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle
K; y (b) el valle K_.
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n=0 ----- n=1 -------- n=2 ----n=3 ----- - n=
AE, A4E,

0.010

0.008 0.008

0.006 0.006

0.004 0.004

0.002 0.002

1 2 3 4 5 6

(b) vz =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.4.3: Espectro de energia AF,, en (4.3.6) para el caso singular, con By = 3
y & = 0.5 en funcién del momento k, para (a) el grafeno pristino y (b) el grafeno
bajo tension a lo largo del eje x con € = 0.15.
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a) vy, = 0.86,v, =0.69, v; =032, v =1 b) v, = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
y y

v=-1

Figura 4.4.4: Espectro de energia AFE,, (4.3.6) para el caso singular, con By =3 y
& = 0.5 en funcién del momento k, para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el valle K, y
(b) el valle K_.

90



UAEH 4.5. Discusiéon

Zp—> o0 --eeee- Zp= 4500 ----- Zo= 5500
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(@) vy=vy=1,v.=0 (b) vy =0.61, v, =1.07, v; =0

Figura 4.4.5: Densidad de probabilidad po(r) para el caso singular, con By = 3,
€ =0.5y k, =100 a lo largo del eje x para el (a) grafeno pristino y (b) el grafeno
bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.
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002 004 006 008 010 012 014 (b) vz = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
(a) vy =0.86,v, = 0.69, v; =0.32, v =1 v=-1

Figura 4.4.6: Densidad de probabilidad py(r) para el caso singular, con By = 3,
=05 a=1y k, =100 a lo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el
valle K| y (b) el valle K_.
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(b) vy =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.4.7: Densidad de corriente J,o(z) para el caso singular, con By = 3,
£=05,a=1y k, =100 a lo largo del eje z para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.
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(b) vy = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,
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Figura 4.4.8: Densidad de corriente J,o(z) para el caso singular, con By = 3,
=05, a=1y k, =100 a lo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el

valle K, y (b) el valle K_.
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002 004 006 0.08"
(@) vz=vy,=1,v,=0 (b) vp =0.61, v, =1.07, v, =0

Figura 4.4.9: Densidad de probabilidad p;(r) para el caso singular, con By = 3,
€ =0.5y k, =100 a lo largo del eje = para el (a) grafeno pristino y (b) el grafeno
bajo tensién a lo largo del eje x con € = 0.15.

perfiles exponencial y singular discutidos en el capitulo anterior, aqui también persiste
la existencia de estados ligados. Ademés, como muestran las Figuras 4.3.1-4.3.2 y
4.4.1-4.4.2, se produce un colapso en los niveles de Landau para un valor critico del
campo eléctrico dado por la expresién (3.2.41).

Un parametro fundamental en el analisis, cuando se modifican las condiciones de
frontera, es 2z (0 o), que actia como regulador de la regién donde se definen los
campos eléctricos y magnéticos. En el calculo de las energias y funciones de onda,
se observa que en el limite zyp — 0o (0 £y — 00) dichas soluciones convergen al caso
en que las condiciones de frontera no estdn modificadas. Este comportamiento se
refleja en las gréficas de densidad de probabilidad y corriente (representadas en azul
y rojo), donde al aumentar el valor de zj el sistema se aproxima progresivamente a la
situacién mostrada en el capitulo tres. Por construccion, z; debe ser suficientemente
grande para garantizar esta correspondencia.

La correccion al espectro de energia se ha realizado hasta primer orden, donde se
observa que el pardmetro zy (o bien zy) influye directamente en este espectro y
también sobre las funciones de onda definidas en las ecuaciones (4.2.53) y (4.2.60).
Para cada perfil de campo considerado, existe una relacién entre zy y xo. Para el

perfil exponencial se tiene:
2D,/1 — [32 ox
2P (@) = —— &7 ° (4.5.1)
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Zo= 185 000

(a) vz = 0.86,v, = 0.69, v; =0.32, v =1
Zg=> 00 =m=emees Zp=155000 ----- Zo=199 000
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(b) v, = 0.86,v, = 0.69, v; = 0.32,

Figura 4.4.10: Densidad de probabilidad p;(r) para el caso singular, con By = 3,
=05, a=1y k, =100 a lo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el
valle Ky y (b) el valle K_.
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Zp—> 00 -=eeee- Zp=199 000 ----- Zp= 199 500
Ty

40
30
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10

-10

(@) vz=vy,=1,v.=0 (b) vo =0.61, v, =1.07, v, =0
Figura 4.4.11: Densidad de corriente J,1(z) para el caso singular, con By = 3,
=05 a=1yk, =100 a lo largo del eje = para (a) el grafeno pristino y (b) el
grafeno bajo tension a lo largo del eje z con € = 0.15.

mientras que para el perfil singular, la expresién es

5 2

Z(s)ing(xo) — 2$Sing k;Q _ En . (452)

Despejando zy en cada caso, resulta:

1 . exp

257 () = ——In % , (4.5.3)
¢ \2D1-p2

sing z?)ing

Ti(g) = — 0 (4.5.4)

C2 n} 2,
21/k? — B,

donde E, = (vE, — v;k,)/\/Uz0y, siendo E, el término dado por (4.4.5) del caso
singular.

Con una adecuada eleccién de parametros, para ambos perfiles de campos eléctrico y
magnético se puede definir una regién acotada lo suficientemente representativa para
simular condiciones de laboratorio y tener un escenario mas realista.

Por otra parte, las divergencias que se observan en las eigenfunciones 2/;(()71} (2) y @b&) (2)

y que estan asociadas a términos racionales o exponenciales presentes en las soluciones
analiticas de las funciones de onda, las cuales estdn dadas por la ecuacién (4.2.54) para
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Figura 4.4.12: Densidad de corriente J,1(x) para el caso singular, con By = 3,
=05, a=1y k, =100 a lo largo del eje = para el borofeno 8 — Pmmn en (a) el

valle K y (b) el valle K_.
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el perfil exponencial y por las ecuaciones (4.2.61) y (4.2.62) para el perfil singular,
pueden ser expresadas en términos de la variable x.

Para el caso n = 0, y utilizando (3.2.5), (3.3.13) y (4.2.54), es posible calcular el valor
de la singularidad para el estado base xy, obteniéndose:

1 A
70 = _——1In Qe

exp a, D ]_—133

F
A (4.5.6)

.. =
sing — 9’
Vk2 — E,

donde ), de la ecuacién (3.2.29), es calculada con el valor de Ey de la ecuacién (4.3.5)
del caso exponencial, mientras que E viene dado de nuevo por (4.4.5) del caso singular.

(4.5.5)

Para el primer estado excitado (n = 1), y utilizando (3.2.5), (3.3.13) junto con las
expresiones (4.2.61) y (4.2.62), también se pueden obtener las expresiones para las
singularidades en la variable x, las cuales son:

1 e (4p; +5 £ /16p; + 17 M—3: j=1,
z) = _ o (41 + i £ 17) ) conujz{ 172 J (4.5.7)

Jexp gy, 4D\/1 - B2 M+35 =2
F2) _ Ay TS EVIG FTIT e MJ:{F_% I=1 (4.5.8)
j,sing — ’ 1 _ +J.
4 /k:,g;Z _E12 F+ ) J 27

donde ); se obtiene empleando la ecuacién (3.2.29) del caso exponencial junto con
(4.3.5), y E; se determina mediante la expresién (4.4.5) correspondiente al caso sin-
gular.

Del analisis numérico y analitico se observa que las singularidades presentes en la
funcién de onda del estado base y del primer estado excitado para el perfil singular

de los campos eléctrico y magnético, ubicadas en los puntos ) 72 se

sing? *j,sing y xj,sing?
encuentran dentro del dominio de definicién de los campos eléctricos y magnéticos,

es decir, 70,70 72 € (0, zo]. Estas singularidades se acenttian para valores

sing’ % j,sing’ ' j,sing
pequeiios de zp (o bien zy) y tienden a suavizarse a medida que 2y aumenta, como se
aprecia en las graficas de densidad de corriente y densidad de estados. Para valores

muy grandes del pardmetro zg, algunos factores de las funciones de onda (4.2.53) y
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(4.2.60) tienden a la unidad, lo que contribuye a la desaparicién de las divergencias.

En el caso del perfil exponencial, el analisis numérico y analitico indica que las
singularidades de la funcién de onda del estado base y del primer estado excitado,

. —(0 —(1 —(2 o e s ez
ubicadas en xf,,x},, x§ e)xp y m§ e)xp, se encuentran fuera del dominio de definicién de los

Lo Lo -0 =(1) =2

campos eléctricos y magnéticos z € (—00, Ty, es decir, Texp, T} oxp» Tj xp > To- Por
esta razon, las graficas de densidad de corriente y densidad de estados presentadas
anteriormente son mas suaves en comparacién con las obtenidas para perfiles de

campo singular.

Cabe destacar que la eleccién del pardmetro 2y (0 xp) influye directamente en las
funciones de onda calculadas en este trabajo y, en consecuencia, en las densidades de
probabilidad y corriente. Al modificar su valor, cambia la regién espacial donde se
definen los estados electrénicos, lo que se refleja en la amplitud, el desplazamiento y
la simetria de dichas densidades. Esta sensibilidad refuerza la interpretacién de zy (o
Zy) como un pardametro de control espacial dentro del modelo, permitiendo explorar
distintas configuraciones de confinamiento del sistema, como se aprecia en la Figura
4.2.1.
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El estudio de los materiales de Dirac se ha convertido en un tema de gran relevancia
en la investigacién actual, particularmente en sistemas donde los portadores de carga
interactian con campos magnéticos y eléctricos. Motivados por este enfoque, en este
trabajo se ha abordado el problema de eigenvalores que surge al considerar a los
electrones de materiales de Dirac anisétropos interactuando con campos eléctricos y
magnéticos dependientes de la posicién. Especificamente, al considerar dos perfiles
para los campos externos aplicados al material, uno en el que la intensidad de los
campos decrece exponencialmente conforme x — oo y otro en el que la intensidad
varia como 1/z2. En el Capitulo 3 se obtuvieron expresiones analiticas para el espectro
de energia y eigenfunciones de onda, asi como para las densidades de probabilidad y de
corriente, mostrando su dependencia con los parametros caracteristicos del material:
la intensidad de los campos aplicado, B(x) y E(x), el llamado indice de valle, v, y el
parametro v; relacionado con la anisotropia intrinseca del material.

Las soluciones halladas reproducen consistentemente los casos limite conocidos en la
literatura. Por ejemplo, al considerar a — 0 para el caso exponencial, se obtienen los
resultados del caso con campos constantes reportados en [Diaz-Bautista, 2022]; en
tanto, en el limite 3, — 0 para ambos casos, se recuperan exactamente las soluciones
de [S. Kuru et al., 2009] correspondientes al grafeno pristino. Es importante destacar
que los resultados para el perfil exponencial ya han sido validados y publicados en
[Mojica-Zarate et al., 2024]. Por otro lado, el caso del perfil singular aqui abordado,
aunque inédito en la literatura, muestra una congruencia notable con los resultados
conocidos para el caso del campo eléctrico nulo, y representa una extensién natural
del trabajo presentado en [Mojica-Zérate et al., 2024]. La coherencia de las soluciones
obtenidas en este trabajo de tesis, en todos los limites fisicos pertinentes, confirma la
solidez del enfoque tedrico empleado.

Un resultado particularmente significativo es la identificacién de un valor critico &,
del campo eléctrico que produce el colapso de los niveles de Landau que surgen de
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la interaccién con el campo magnético. Este valor critico muestra una dependencia
fundamental con los pardmetros caracteristicos del material: v, v; y vy, y la intensidad
del campo magnético aplicado, By, como se muestra en la ecuacién (3.2.41). El anélisis
del espectro de energia en funcién del nimero de onda (o momento transversal) k,
revela la existencia de estados ligados cuyo ntiimero depende del valor de k,, siendo
esto ilustrado mediante una envolvente caracteristica, como se puede ver, por ejemplo,
en las Figuras 3.2.3 y 3.2.4.

Otro aspecto notable de los resultados presentados es el comportamiento de las
densidades de probabilidad y de corriente cuando se considera la influencia del campo
eléctrico E(z). A diferencia de los casos donde el campo eléctrico estd ausente, se
encuentra que el estado fundamental (n = 0) genera una corriente de probabili-
dad claramente distinguible (ver Figuras 3.2.7, 3.2.8, 3.3.7 y 3.3.8). Este fenémeno,
presenta interesantes paralelos con el efecto Schwinger [Schwinger, 1951], donde cam-
pos eléctricos intensos pueden crear pares electrén-positrén (o electrén-hueco, en
este caso) directamente del vacio cudntico. Estos hallazgos adquieren especial re-
levancia al considerar recientes observaciones experimentales en grafeno. Estudios
reportados en [Allor et al., 2008, Berdyugin et al., 2022, Schmitt et al., 2023], han
detectado corrientes eléctricas significativamente mayores a las predichas por modelos
convencionales cuando se aplican campos eléctricos intensos mediante estructuras
de superred. Los autores atribuyen este efecto a la generacién espontanea de pares
electron-hueco en el material. En el modelo usado, la aparicion de niveles de Landau
con valores negativos y la presencia de una corriente de probabilidad no nula para
el estado fundamental (n = 0) sugieren la posible manifestacién de un analogo del
efecto Schwinger en estos sistemas (es decir, la generacién de pares electr6n-hueco en
lugar de electrén-positrén bajo campos eléctricos intensos). Esta interpretaciéon abre
nuevas perspectivas para entender los fendmenos de transporte cuantico en materiales
bidimensionales bajo campos electromagnéticos intensos y dependientes de la posicion.

Por otro lado, el analisis de las densidades de probabilidad y de corriente para los
distintos indices de valle revela una clara asimetria entre los estados asociados a K
y K_. Esta diferenciacion, inducida por la anisotropia del sistema, o por campos
externos inhomogéneos, se traduce en una ruptura de la simetria en la distribucién
espacial de los estados electrénicos y en la direccion del flujo de corriente. Ademas, se
observa que la velocidad v, influye directamente en la localizacién de los electrones:
velocidades menores favorecen su permanencia en las regiones asociadas a los puntos
criticos, mientras que velocidades mayores reducen su probabilidad de deteccién en
dichas zonas. Estos resultados no solo evidencian el papel dinamico de los valles en la
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fisica del sistema, sino que también apuntan al control efectivo de estos grados de
libertad como una via factible para el diseno de dispositivos valletrénicos. En conjunto,
estos efectos reflejan cémo el transporte electrénico en materiales de Dirac puede ser
modulado mediante ingenieria de anisotropias y perfiles de campo, abriendo nuevas
posibilidades para aplicaciones funcionales basadas en el control de los portadores de
carga en funcién de los valles K, y K_ a los cuales pertenecen.

Ahora bien, el anélisis de los sistemas confinados a una regién finita mediante la
aplicacion de campos externos con perfiles dependientes de la posicién, como se
comenté en el Capitulo 4, revela comportamientos cualitativamente distintos respecto
a lo discutido en el Capitulo 3. Cuando 2, toma valores suficientemente grandes,
el sistema tiende a recuperar las propiedades del caso en el cual las condiciones de
frontera no se han modificado, lo cual se refleja en el espectro de energia, asi como en
las densidades de probabilidad y de corriente. En el caso de perfiles de la forma e™*%,
las singularidades asociadas a las soluciones ocurren para valores criticos de x que
estdn fuera del intervalo z € (—o0, zg], por lo que las funciones resultan regulares en

el dominio fisico considerado.

En contraste, para los perfiles de la forma 72, el dominio est4 acotado entre z = 0

y & = Io, y para ciertos valores de z(, en este intervalo si pueden aparecer valores
criticos de x en los que las eigenfunciones divergen. Esto indica que, aunque las
soluciones son fisicamente consistentes en la mayor parte del dominio, se vuelven
no confiables en la vecindad inmediata de ciertos puntos criticos, donde presentan
comportamientos no bien definidos o inestabilidades numéricas. Este contraste resalta
la sensibilidad del sistema a la forma del campo aplicado y subraya la importancia de
delimitar correctamente el intervalo espacial efectivo para garantizar la regularidad
de las soluciones. Sin embargo, a medida que aumenta el valor de x, dichas singulari-
dades tienden a desaparecer.

Cabe destacar que la modificaciéon de las condiciones de frontera o confinamiento,
abordada en el Capitulo 4, constituye un paso importante para vincular el analisis
tedrico con el entorno experimental. Esta modificacién proporciona una base tedrica
util para explorar configuraciones factibles en el laboratorio. Asimismo, permite estu-
diar cémo la geometria del confinamiento y los parametros del sistema influyen en las
propiedades electronicas, energéticas, en otros aspectos relevantes del comportamiento
fisico del sistema.

Finalmente, el andlisis comparativo entre ambos perfiles de campo pone de manifiesto
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diferencias cualitativas significativas en el comportamiento del sistema, especialmente
en lo referente a la estructura de niveles de energia y la localizacion espacial de los
estados. Estos resultados no solo enriquecen nuestra comprension de los materiales
de Dirac sometidos a campos externos inhomogéneos, sino que también aportan
herramientas tedricas utiles para guiar el disefio y la caracterizaciéon de dispositivos
basados en este tipo de sistemas.

Como perspectivas de este trabajo, se podria profundizar en el estudio detallado de la
densidad de corriente en el estado fundamental, dado que esta presenta caracteristicas
particulares bajo la accién del campo eléctrico. De igual forma, el anéalisis de otras
densidades, como la densidad de probabilidad de espin, permitiria comprender mejor
los mecanismos de transporte cuantico de los electrones. Asimismo, seria de gran
interés explorar otros perfiles de campo més complejos o realistas, que reproduzcan
con mayor precision las condiciones experimentales no homogéneas. Otro camino
prometedor consiste en extender el analisis hacia diferentes materiales de Dirac,
tales como aislantes topolégicos o semimetales topoldgicos, donde la interaccién
entre campos electromagnéticos y estados protegidos topolégicamente podria dar
lugar a fendémenos atin méas interesantes en el transporte cuéntico. Estos enfoques
abririan nuevas posibilidades tanto en la comprensién tedrica como en el desarrollo
de aplicaciones tecnoldgicas basadas en sistemas bidimensionales y de fase topoldgica.
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asintotica a la ecuacion de
Whittaker

Como se puede ver de la forma de las expresiones en (3.2.15) y (3.3.14), ambas
coinciden con la ecuacién diferencial de Whittaker, por lo cual pueden resolverse
con el mismo procedimiento analitico. Sin embargo, ahora se optara por emplear el
método de iteracién asintdtica para hallar las soluciones de dicha ecuacién diferencial.
Esto se realiza para que el lector se familiarice con el método de iteracién asintética
y mostrar que se recuperan las mismas soluciones que las mostradas en el Capitulo 3.
Ademas, esta descripcion permitird abordar los mismos problemas comentados en
dicho capitulo pero modificando ligeramente las condiciones de frontera consideradas
en cada caso, como se propone en el Capitulo 4.

Para aplicar el método de iteracién asintética, es necesario estudiar primero los
comportamientos asintdoticos de la ecuaciéon de Whittaker cuando z tiende a cero e
infinito, para hallar sus soluciones alrededor de estos puntos.

Sea entonces la ecuacién de Whittaker

i) [ 1 p YA-—m :
|t h T =0, =12, (A.0.1)

donde m; y p son constantes que cambian dependiendo del perfil de campo externo
que se elija.

Entonces, cuando z — 00, (A.0.1) toma la siguiente forma

d?;(2)

1
d22 - Z’%(Z) = 0, (AOQ)
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cuya solucidn es ¢,;(z) = aez +be 2, donde a y b son constantes. La condicién de
frontera en este caso requiere que la funcién se comporte adecuadamente en esta
regién (a = 0). Por lo tanto, la solucién viable es

¥;(2) = be 3. (A.0.3)

Para valores de z alrededor de cero (z — 0), la ecuacién (A.0.1) puede expresarse
como

1 —
i

de5(2) | ; $3(2) =0, (A.0.4)

dz? 22

. .7 .2 l M, .: l_ m, 7
teniendo como solucién a la funcién ¢;(2) = c221" 4+ d 227™i. Anélogamente a la
condicién de frontera anterior, en este caso se requiere que d = 0. Asi, la solucién
estd dada por:

¥i(2) = cz2™. (A.0.5)

Siguiendo el método de iteracién asintdtica y usando (A.0.3) y (A.0.5), se propone
que la funcién 1); sea de la forma

Pi(2) = e 5231 g(2), (A.0.6)

donde ¢;(z) es una funcién a ser determinada.
Introduciendo (A.0.6) en (3.3.14), se obtiene una ecuacién diferencial para ¢;(2):

dz2 z dz z

¢i(z) = 0. (A.0.7)

Comparando (A.0.7) con la expresién (4.1.1) del Capitulo 4, se pueden obtener las
funciones \o(2) y so(z) como:

—1—=2mn.
No(2) = % (A.0.8)
_3 Aty (A.0.9)

Para continuar con el método de iteracién asintética, se requieren calcular las fun-
ciones \,(z) y sn(2), definidas en las ecuaciones (4.1.8) y (4.1.9) del Capitulo 4. A
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continuacién se muestran dnicamente los casos paran =1y n = 2:

1+ 2m; + (2 — 1 - 2m;)° + 2 (3 — u+m;)

A (z) = - , (A.0.10)
(z—2-2m;) (: —pu+m;
s1(z) = 3z2(2 ) , (A.0.11)
22+ (—4mj —2u—2)22 +8 (m; + 1) (mj+g+§)z—8m§—24m§—22mj—6
Ao(2) = o
(A.0.12)
1 = 72 = 2 >
15 —p+m;)(8ms —62m; —2zu+ 22° + 20m,; — 52 4+ 12
s2(z) = = (2 J) ( d ’ d ) (A.0.13)

2 23

Las expresiones (A.0.8)-(A.0.13) permiten obtener los eigenvalores de (3.3.14). Para
esto es necesario construir las funciones 6, (z) descritas en la expresién (4.1.20) también
del Capitulo 4. Las primeras tres expresiones para d,(z) son:

(mj—N‘F%) (mj—lH‘%)

51(2) = — > , (A.0.14)
5a(2) = (s~ +3) (s _sz +3) (et , (A.0.15)
a(2) = _(7’7%' —p+ D) (my—n+3) (mi—p+3) (mj—#‘F%)' (A.0.16)

24

Empleando la condicién de cuantizacién, d,(z) = 0, los ceros de las funciones delta
mostradas para los 3 primeros casos son los siguientes:

5i()=0 = my—pto =0, m—pt =0, (A.0.17)
d(z)=0 = ﬁzj—u+g=0, mj—u+g=0, ﬁzj—,u—l—%zo, (A.0.18)
d3(2) =0 = Thj—,u+;:0, mj—u—i-g:O, mj—u+g=0, (A.0.19)

mj—u+%=0. (A.0.20)

La expresién general para los ceros anteriores es:

1
M_m]‘—izn n=0,1,2.... (A.0.21)
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Ahora bien, para calcular las eigenfunciones %;(z) de (3.3.14), el método de iteracién
asintética indica que primero es necesario calcular las funciones auxiliares 7,(z)
evaluadas en los ceros correspondientes, como se menciona en la ecuacién (4.1.12) del
Capitulo 4. Entonces, 71(2), n2(2) y n3(2) estdn dados por

. _
= — + .
m(z) = 2R —o, (A.0.22)
z—1— 2m.7 ﬁlj—/,lz-‘r%ZO
. —(3—n+m;) @m;—2+2) 1
2 2% — (6m; +2u+ 3) 2 + 4 (1 + 2m;) (1 + my) mpiicg 2T Y v
2
(A.0.23)
e (3= ) [22 = (3 + et ) 2+ 23+ 20my) (1 + )]
3 =

— 234 (4m;+2u+2) 22— (1+m;) (8, +4pu+4) z+2 (3+2m;) (1+2m;) (1+m;)

2 (2m; — 2 + 2)
= . A.0.24
22— 4z (L+m;) + 2 (1+ my) (1 + 2m;) ( )

M j—+3 =0

Combinando las funciones 7, (z) calculadas previamente junto con la ecuacién (4.1.19),
es posible calcular las funciones ¢;(z). Por lo tanto, para los tres primeros casos se
tiene

oj = exp |— / m(z')dz'| =1 (A.0.25)
$1; = exp - / m2(2) a7/ = 2m; —z+1 (A.0.26)
(3j = exp —/7]3(z’) d| = 2> —4z(1+m;) +2(1+my) (1 +2m;). (A.0.27)

Comparando con los polinomios asociados de Laguerre, para n =0, 1,2,

Li(z) =1, (A.0.28)
ULE(2) = -2+ (kK +1), (A.0.29)
21L%(2) = 22 — 2(k + 2)z + (k + 1),. (A.0.30)

donde (k + n), denota nuevamente al simbolo de Pochhammer, y tras definir a
2m; = k, las funciones ¢, se pueden expresar en términos de tales polinomios.

Como se menciond al comienzo de este apartado, dependiendo del valor de m; y u se
tendra una descripcién para uno de los perfiles de los campos externos aplicados.
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1. Campos externos con perfil exponencial decreciente

A partir de las soluciones 'g/_)j(z) para j = 1,2, expresadas en términos de los
polinomios asociados de Laguerre, las funciones de onda 9, ,,(2) y %2, (2) del
sistema estan dadas por:

Y1.n(2) = Ny e /22 [P (3) (A.0.31)
Yon(2) = Npe ?/ 2t [2nntl () "y = 0,1..., (A.0.32)

con Nj, j = 1,2, siendo las constantes de normalizacién.

Usando (A.0.21), y de la definicién de p y m;, se puede obtener el siguiente
espectro de energia (compérese con (3.2.23)):

E, = vpBacny/1 — f2—vak,+Kvvpy/1 — 53\/(195 + D>2 _ <k§ +D —a.ny/1— ﬁg')z'

(A.0.33)

2. Campos externos singulares De las soluciones 1/_1](2) para j = 1,2, escritas
en términos de LF(2), las funciones de onda 91 ,(2) ¥ ¥an,(2) del sistema se
expresan como:

Y1n(2) = Ny e /2 271 () (A.0.34)
You(2) = Npe #ntt/2,FHI2FHL (5 ), (A.0.35)

donde W}, j = 1,2, son las constantes de normalizacién.

Como en el caso anterior, de la ecuacién (A.0.21) y de la definicién de p y m;,
se obtiene el espectro de energia correspondiente (compérese con (3.3.20)):

B2 B, kS vr + kup kS (F +n) /B3(B2 — 1) + (F + n)?
(F +n)?+ B2B2

E,=kywuv — . (A.0.36)
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