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Resumen

El aprendizaje y ensenanza de la estadistica se aborda desde el nivel bésico en México,
especificamente en secundaria donde en los tres anos se imparte de acuerdo al plan de
estudios de matematicas. La elaboracion de esta tesis esta motivada por trabajos de
investigacion en los que se concluye que la ensenanza de la media aritmética se asocia
con dificultades de los estudiantes para comprender y aplicar este concepto. Sumado a
esto, la relacion entre la media aritmética y el centro de masa proporciona una gran
oportunidad para el diseno de actividades que cambien el abordaje de su ensenanza y
aprendizaje.

Por lo tanto, se tiene como objetivo identificar las caracteristicas del aprendizaje,
asi como los procesos cognitivos y matemaéticos desarrollados por los estudiantes du-
rante la aplicacion de actividades, utilizando representaciones semioticas de la media
aritmética. Al mismo tiempo, se analizan las producciones y transformaciones de los
registros y representaciones semioticas hechas por los estudiantes y su relaciéon tanto
con la representacion inicial como con la media aritmética.

Participaron seis estudiantes de segundo grado de secundaria, quienes mostraron
diversos conceptos y estrategias para resolver las actividades, simultdneamente identi-
ficaron propiedades de la media, acercandolos al aprendizaje significativo. Una de estas
estrategias de particular interés, es el denominado para fines de la investigaciéon como
equidad de distancias, mediante el cual los participantes construyeron y utilizaron el

algoritmo computacional de la media aritmética.
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Abstract

Statistics teaching and learning is introduced in Mexico at the basic education level,
particularly in Junior High School, where it is taught during the three years according
to the national mathematical curriculum. This thesis it is motivated by research findings
that indicate persistent difficulties among students’ in understanding and applying this
concept. In addition, the relation between the arithmetic mean and the center of mass
brings a great opportunity to design activities that change the way it is taught and
learned.

Therefore, the aim of this study is to identify the characteristics of students’ learning,
as well as the cognitive and mathematical processes they develop during the application
of the activities based on semiotic representations of the arithmetic mean. At the same
time, to analyze students productions and transformations of the registers and semiotic
representations and how they relate both to the initial representation and the concept
of the arithmetic mean.

Six second grade Junior High School students’ participated in this study, they sho-
wed a variety of strategies and conceptual approaches to solve the activities, simul-
taneously, they identified key properties of the arithmetic mean, fostering meaningful
learning. One noteworthy strategy named distance equity, involved constructing and

applying the computational algorithm of the mean.
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Capitulo 1

Introduccion

El aprendizaje y ensenanza de la estadistica se aborda desde el nivel bésico en México.
De acuerdo con el Programa de Estudios para la Educacién Primaria -Programa Sinté-
tico de la Fase 4 y 5- desarrollados y publicados por la Secretaria de Educacion Publica
(SEP), es a partir de cuarto grado de primaria cuando se presentan las medidas de
tendencia central, siguiendo con el mismo enfoque en quinto grado (SEP, 2024a). En
sexto grado de acuerdo a SEP (2024b) se amplia el estudio de estas medidas estadisticas
con la introducciéon de la mediana y media aritmética, y como se puede ver en el libro
de texto desarrollado por la Direccion General de Materiales Educativos (DGME) se

define a las medidas de tendencia central como:

También conocidas como MTC, son aquellas que describen un conjunto de
datos centrales en una lista. Se pueden distinguir tres formas usuales para
obtenerlas: media aritmética, mediana y moda. Por ejemplo, al medirse toma
un conjunto de datos numéricos como la altura de todos los companeros de

clase, y se pueden ordenar de menor a mayor. (DGME, 2024a, p. 114)

Similarmente, se dice que la media aritmética es un “Ntumero que se obtiene al sumar

los datos de un conjunto y dividir el resultado entre el niimero total de datos. También



se conoce como promedio o media.” (DGME, 2024a, p. 107). Asimismo, durante los
tres anos de secundaria se imparte de manera sistematica el tema de las medidas de
tendencia central (SEP, 2024c). En los libros de texto de nivel secundaria Saberes y
Pensamiento Clientifico, en DGME (2024b) se menciona que la media aritmética es el
centro de gravedad de los datos y se hace una definiciéon formal de la media como el
cociente la suma de los valores del conjunto de datos y el namero total de datos, y esta

denotada por z de modo que se puede expresar como:

n
_ Ty +2x9+ -+ x, 51:1%'
Tr = =
n n

De igual forma, se presentan ejercicios resueltos donde se aplica la definicion de la
media, estos ejercicios estan en diferentes contextos, tales como determinar la masa cor-
poral promedio de un grupo de alumnos, las horas promedio que los adolescentes miran
la television y la media de goles que un futbolista anota en una temporada (DGME,

2024d). Adicionalmente en DGME (2024c) se resaltan las siguientes propiedades:

1. La media podra calcularse solo si el conjunto de datos es numérico.
2. La media es tinica para un conjunto de datos.

3. Los valores demasiado grandes o pequenos (valores extremos) alteran
significativamente esta medida... En conclusion, si se tiene un valor
alejado de la mayoria de los valores del conjunto de datos, este provoca

una variacion significativa en la media. (p. 87)

En este sentido, Spiegelhalter (2019) menciona que las clases de estadistica se funda-
mentan en la memorizacion de algoritmos y técnicas aplicables en diferentes situaciones;
sin embargo, la comprension de estas formulas, al igual que los problemas que surgen
durante el proceso de aprendizaje se dejan de lado para priorizar la memorizacion ya
mencionada. Lo anterior resalta con lo expuesto por Garfield y Ben-Zvi (2007), quienes

aseguran que el contexto de los problemas estadisticos que se presentan a los estudian-



tes, asi como la propia experiencia de los estudiantes con ese contexto determinado, es
fundamental para el razonamiento de los conceptos matematicos.

Esta investigacion es motivada por el analisis de publicaciones previas, tal como lo
expone Molero et al. (2019) y Pollatsek et al. (1981) que la ensefianza de la media como
un tema sencillo que se aborda de manera algoritmica no genera un aprendizaje signi-
ficativo, los estudiantes tienen dificultades para su comprension y aplicaciéon. Sumado
a esto, la relacion entre la media aritmética y el centro de masa proporciona una gran
oportunidad para el diseno de actividades que cambien el abordaje de su ensenanza y
aprendizaje.

Se pretende lograr un aprendizaje significativo mediante la contextualizacion de la
media aritmética con topicos fisicos, especificamente el centro de masa. La definicion de
centro de masa es fundamental en cursos introductorios de fisica, y si bien no se espera
que los estudiantes dominen totalmente este tema, se intenta motivar a los estudiantes
de secundaria a buscar y hallar el punto de equilibrio de un sistema de masas en un
proceso que se considera intuitivo, como lo exponen Inhelder y Piaget (1985) en su
experimento FEl Equilibrio de la Balanza, donde participantes que se encontraban en
el estadio de Operaciones Concretas (subestadio IIA, de 7 a 9 afos de edad) lograban
encontrar el equilibrio mediante prueba y error, ajustando tanto la masa de los objetos
como la distancia a la que se colocaban en el sistema, mostrando que pueden encontrar
el equilibrio sin conocimientos formales. Por su parte los participantes en el estadio de
Operaciones Formales (subestadio IIIB, de 13 afios en adelante), establecieron relaciones
directas entre las masas y la distancia a la que se colocaban resolviendo el problema
rapidamente.

Con la ensenanza por medio de resoluciéon de problemas contextualizados, se puede
lograr una vinculacién entre las matematicas y algunos tépicos de diferentes disciplinas
que constituyen la formaciéon académica de los estudiantes de nivel secundaria, siendo

en este caso la ensenanza de la media por medio de representaciones semiéticas. El



vinculo entre disciplinas puede llegar a cambiar la perspectiva del alumno hacia las
matematicas, evitando la tendencia de verlas como una herramienta, pasando a ser una
forma de pensamiento y razonamiento, a su vez, visualizando de manera tangible sus
aplicaciones (Clarke & Roche, 2018), sin embargo, existen otros factores que se deben
considerar y no depender unicamente de ello, ya que no todos los estudiantes interactiian
con el contexto de la misma manera, como concluyen Widjaja (2013) y Boaler (1993).

En el presente trabajo, se busca aportar una nueva perspectiva al aprendizaje de
la media aritmética de acuerdo con una postura constructivista, donde se espera que
los estudiantes sean capaces de construir su conocimiento interactuando con un obje-
to matematico (media aritmética), aspirando a que el aprendizaje sea significativo de
acuerdo a las caracteristicas descritas por Ausubel et al. (1983), en el que para alcanzar
este tipo de aprendizaje, es necesario relacionar las ideas nuevas con las ya presentes
en la estructura cognoscitiva del alumno.

Ademas, con la realizacion de actividades disenadas de forma que sean relaciona-
bles de manera sustancial, que de acuerdo con Ausubel et al. (1983), un material se
relaciona de manera sustancial cuando esta relaciéon es de manera no literal o al pie
de la letra, y no arbitraria, se espera la construccion de un aprendizaje significativo,
asi como un mayor entendimiento del concepto matematico mediante el transito en-
tre registros de representacion semiotica expuestos por Duval (2017), partiendo de un

sistema construido como un sistema de balance.



1.1. Revision de Literatura

En esta seccion se lleva a cabo una revision de la literatura de investigacion relacionada
con los siguientes temas: contextualizacion de las mateméticas, manipulativos virtua-
les, problemas de aprendizaje de la media aritmética y representaciones de la media
aritmeética.

La revision de literatura tiene la finalidad de explorar los trabajos de investigacion
relacionados con la presente tesis, ademéas de justificar el problema de investigacion y

determinar el posible aporte del trabajo.

1.1.1. Contextualizacion de las matematicas

Jiménez et al. (2019) identificaron los beneficios del aprendizaje contextualizado de la
matemaética. El marco de investigacion que emplearon los autores, se integré con la
perspectiva de aprendizaje en contextos y la teoria de aprendizaje REACT (relacionar,
experimentar, aplicar, cooperar y transferir), la taxonomia de Bloom y las etapas de la
pirdmide de Miller. Ademaés, en el estudio se llevo a cabo un proceso de intervencion di-
dactica basada en cuatro fases: clase magistral, diseno de casos de estudio, aplicacion de
contextos, asi como seguimiento y evaluacion. Los participantes fueron 150 estudiantes
de licenciatura, inscritos en una asignatura denominada Fundamentos Mateméticos.
Los participantes fueron alumnos de una universidad técnica particular en Ecuador.
Ademas, se aplico una encuesta, integrada por ocho preguntas, para conocer la opinién
de los estudiantes sobre los casos de estudio. Se concluyé que el aprendizaje contex-
tual proporciona al alumno una base académica soélida, actitudes favorables y positivas
de trabajo, mejores habilidades y comprensiéon de como los conceptos académicos se
relacionan con la realidad.

Por su parte Clarke y Roche (2018) realizaron una investigacion con el objetivo

de ofrecer las bases para el uso de tareas contextualizadas, asi como ejemplos que



expliquen el pensamiento de los estudiantes, la retroalimentaciéon de los profesores y
las restricciones de este tipo de tareas, bajo la perspectiva de la teoria de la demanda
cognitiva. En el trabajo analizan diversos marcos teéricos para definir el contexto y su
importancia en el aprendizaje de las matematicas, ademés de aplicar un cuestionario
a 95 profesores de matematicas y 224 estudiantes. Por otro lado, se analizaron los
resultados de diversos problemas contextualizados. Se observo que la correcta elecciéon
de tareas contextualizadas puede ayudar a los estudiantes a realizar conexiones entre
las matematicas y sus aplicaciones, de modo que atrae el interés de los estudiantes,
mostrando que estas tareas tienen un doble beneficio. Sin embargo, tanto los habitos
del docente como la disposicion y héabitos de estudio del alumno son cruciales en el
éxito de las tareas contextualizadas. Finalmente, se menciona que tanto los maestros
como los estudiantes muestran aceptacion e interés hacia las tareas contextualizadas,
sin embargo, es importante tener un buen anélisis sobre los beneficios y restricciones
que estas tareas brindan para una mejor aplicacion de ellas y la obtenciéon de mejores
resultados.

A su vez, Widjaja (2013) investigo el impacto de los problemas matematicos contex-
tualizados en el aprendizaje y el desarrollo del pensamiento matematico. Se aplicaron
cuatro problemas contextualizados a grupos de educacion béasica, de cuarto, quinto y
sexto grado, en Indonesia. El trabajo fue estudiado bajo la perspectiva de la teoria
de educacion matematica realista, en la que el contexto juega un papel significativo
como punto de partida en el aprendizaje, para que los estudiantes exploren nociones
matematicas en una situaciéon que es real para ellos. Se identifico que los problemas
contextuales no hacen mas faciles ni motivantes las matematicas directamente en los
estudiantes, ya que cuentan con diferentes experiencias que afectan su interpretacion
del contexto, muchas veces incluso ignorandolo. Es fundamental aprovechar las oportu-
nidades que se tengan para la discusion y crear un vinculo adecuado entre el contexto

y las ideas matematicas, el contexto puede llevar a un aprendizaje con entendimien-



to cuando los estudiantes toman un rol activo en la discusién, haciendo preguntas y
explicando sus justificaciones y razonamientos.

Finalmente, Boaler (1993) analizo y critico el uso y efectos del contexto en el apren-
dizaje de las matematicas, mediante el estudio de diversas perspectivas del aprendizaje
de las matematicas en un contexto realista, explicando que los estudiantes no perciben
las tareas matematicas escolares como reales solamente porque estén enunciadas en si-
tuaciones del mundo real, sin embargo, esto no significa que no cambien nada, ya que el
desempeno de los estudiantes estd determinado por ello. No todas las personas reaccio-
nan al contexto de la misma manera, debido a la diversidad de experiencias personales,
lo que altera el como interpretan y tratan de resolver las tareas. Por lo tanto, se sugie-
re que, anadido al contexto se debe brindar la libertad a los estudiantes de explorar,
experimentar y descubrir con los problemas, esto hara que construyan un significado
propio, analizando de este modo situaciones mateméticas y entendiendo los aspectos

centrales del problema.

1.1.2. Manipulativos virtuales

Hakim et al. (2019) examinaron teorias de abstraccién en matematicas y su posible
implementacion en la educacién matemaética, integrando manipulativos virtuales para
proveer una solucién para diversos problemas en el aprendizaje. Esta investigacion, es un
estudio preliminar que define los requisitos y necesidades de anélisis de los manipulativos
virtuales, mediante el estudio de las teorias de la epistemologia genética de Piaget y
sociocultural de Vygotsky. Identificaron que los métodos de aprendizaje que involucren
actividades de manipulacion de materiales concretos provocan el proceso de abstraccion
empirica, debido a que generan experiencia inmediata para los estudiantes, a su vez, los
manipulativos virtuales pueden ser usados para desarrollar abstraccion tedrica de modo
que aporta a la construccion de conceptos complejos, ya que pueden apoyar a identificar

estructuras matemaéticas en diferentes situaciones, de modo que se forman conjeturas



y siendo al mismo tiempo auxiliares en la resolucién de problemas. Concluyen que el
proceso de abstraccion es uno de los componentes méas importantes en el aprendizaje de
las matemaéticas, para lo cual, los manipulativos virtuales crean situaciones que ayudan
al desarrollo de la abstraccion, sin embargo, se deben considerar diferentes aspectos y
caracteristicas de los manipulativos para realizar el proceso de la mejor manera.

Por su parte, Moyer-Packenham y Westenskow (2013) analizaron los resultados de
66 investigaciones acerca de los efectos de los manipulativos virtuales en el aprendi-
zaje de las matemaéticas y rendimiento de los estudiantes, en todas las investigaciones
abordaron el analisis conceptual de areas que promueven el aprendizaje matematico.
En su investigacion Moyer-Packenham y Westenskow (2013) definen a los manipulati-
vos virtuales como “un interactivo, representacion visual basado en la red de un objeto
dindmico que presenta oportunidades de construir conocimiento mateméatico” (p. 35).
El estudio usé un diseno de meta-analisis para calcular el efecto del tamano de los
puntajes de investigaciones empiricas que reportaron los resultados de los estudiantes
en pruebas matemaéticas, y a su vez, para determinar qué tanto fue el cambio en el
aprendizaje de los estudiantes, se utilizo la d de Cohen!, en resultados de exdmenes pre
y post pruebas con el manipulativo virtual. El analisis de las investigaciones permitio
identificar cinco areas en las que los manipulativos virtuales promueven el aprendizaje
de los estudiantes: i) restringen la concentracién en aspectos especificos; ii) apoyan la
creatividad y la variedad de soluciones; iii) relacionan las acciones directamente con la
representacion del objeto matemético mediante movimientos fisicos; iv) aumentan la
precision y v) fungen como motivacion y retenedores de atencion.

Los manipulativos virtuales permiten a los estudiantes explorar ideas matematicas
de maneras que son muy diferentes de las actividades en lapiz y papel, brindando

oportunidades para que el aprendizaje ocurra con diferentes tipos de observaciones

'De acuerdo con Cohen (1988) la medicion d indica el tamafio del efecto entre dos valores (la hipo-
tesis nula o mediciéon de partida, y la hipotesis alternativa o medicion final). Se determina dividiendo
la diferencia de promedios de ambas poblaciones entre la desviaciéon estandar combinada, el valor de
la d indica por cuantas desviaciones estandar difiere una media con respecto a la otra.



matematicas.

Durmus y Karakirik (2006) identificaron los usos, e implicaciones de los manipulati-
vos virtuales en el aprendizaje de las matematicas, siguiendo una metodologia tedrica,
basandose en investigaciones hechas en el area, con una perspectiva constructivista,
especialmente siguiendo la teoria socio-cultural. Los resultados muestran que con el uso
apropiado de manipulativos es posible que un estudiante construya un concepto o des-
cubra una relaciéon matemaética, debido a que pueden ser usados como un intermediario
entre el mundo real y el mundo matemético. Ademaés de considerar esencial que a todos
los estudiantes se les debe brindar la oportunidad de experimentar con los manipulati-
vos, la sola demostracion del maestro no es suficiente para visualizar todo el potencial.
Se identificaron algunas caracteristicas de los manipulativos virtuales beneficiosos, tales
como que consistan de acciones sencillas de cambiar, repetir y deshacer, permitan a los
estudiantes guardar configuraciones y secuencias de acciones, vinculen dindmicamente
diferentes representaciones y mantengan una estrecha conexion entre los objetos repre-
sentados y simbolos, permitan a los estudiantes y profesores plantear y resolver sus
propios problemas, y que los estudiantes tengan la posibilidad de desarrollar un control
cada vez mayor de una herramienta matemaética flexible y extensible, para ayudar a
formar conexiones entre ideas matemaéticas.

Se concluye que la integracion de la tecnologia en la instrucciéon matematica requie-
re que los estudiantes estén comodos con las nuevas representaciones matematicas, los
manipulativos virtuales como aplicaciones informéticas viables hacen que las represen-
taciones matemaéticas se familiaricen con los estudiantes al mismo tiempo de ayudar
a apreciar las aplicaciones significativas de las matemaéticas para resolver problemas
del mundo real. La mayoria de los manipulativos virtuales simplemente implementan
el acercamiento de aprendiendo con el modelo, sin embargo, se pueden lograr buenos
resultados de igual manera con manipulativos disenados con el enfoque aprendiendo

a modelar. El potencial de los manipulativos virtuales para mejorar la calidad de la



educacion mateméatica es muy prometedora debido a que a diario nuevos proyectos y
sitios web son desarrollados para disenar manipulativos virtuales para alguna area de

las mateméticas.

1.1.3. Problemas en el aprendizaje de la media aritmética

Rocha et al. (2024) analizaron las reflexiones de profesores de primaria de matematicas
sobre la posibilidad de la ensenanza de la media aritmética desde la perspectiva de la
alfabetizacion estadistica. Se trabajo con cuatro profesores de matematicas, a los cuales
se les aplico un cuestionario y se les pidié participar en discusiones grupales, en las que
se analizaron los errores que los estudiantes cometen frecuentemente al enfrentarse a si-
tuaciones que involucran la media aritmética. Por otro lado, los profesores participantes
propusieron actividades de aprendizaje de esta medida de tendencia central, basadas en
la alfabetizacion estadistica y contextualizadas en situaciones con las que los estudian-
tes estan familiarizados. Se observé que los profesores se enfocaron mas en los errores
del uso del algoritmo computacional de la media y en la estructura de los problemas,
senalando que seria beneficioso si se brindara més informaciéon que les sea de ayuda a
los estudiantes, sin embargo, también se identificaron en los profesores problemas de
interpretacion y comprension de la media como un valor representativo de un conjunto
de datos, por lo que se recomienda discutir sobre este problema, para que los profesores
reflexionen sobre su préactica docente, asi como acercarlos a la ensenianza de la media
mediante la alfabetizacion estadistica con tareas contextualizadas.

A su vez, Molero et al. (2019) evaluaron el entendimiento de la media aritmética
en estudiantes de primer ano de bachillerato, y clasificaron los conflictos semio6ticos
que ocurren en las respuestas parcialmente correctas e incorrectas, con un enfoque on-
tosemidtico. Para ello, aplicaron un cuestionario de siete preguntas a un grupo de 84
estudiantes de primer ano de bachillerato, este cuestionario considera aplicaciones y

propiedades de la media, asi como representaciones verbales y numéricas, siguiendo un
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analisis cualitativo, para determinar los objetos relacionados con la media que son me-
jor entendidos. Se identificaron diversos conflictos semiéticos, por ejemplo cuando el
estudiante no reconoce que un problema puede ser resuelto con la media aritmética,
conflictos relacionados con conceptos, como confundir la media con la mediana, conflic-
tos relacionados con el algoritmo, y tener problemas para vincularlo con las propiedades
de la medida estadistica. Para Molero et al. (2019) es importante que los profesores sean
conscientes de las dificultades que los estudiantes cuentan al inicio del bachillerato, en
donde la media es percibida como un concepto simple. De igual manera sugieren que se
continte la investigacion sobre el aprendizaje de la media y el entendimiento de objetos
estadisticos para comprender la complejidad de la actividad matematica.

Por su parte, Rodriguez y Castro (2018) identificaron el nivel conceptual y procedi-
mental de la media aritmética en estudiantes de 11° grado (6° semestre de bachillerato
en México). Se evaluaron a 148 estudiantes, con la resolucion de 9 problemas contex-
tualizados, tomando en cuenta definiciones de conceptos y de algoritmos. El estudio
fue de carécter cualitativo, apoyado en estadistica descriptiva. Solo el 50 % de los estu-
diantes logr6 identificar la media aritmética cuando se presentan los datos de manera
explicita, asociandola con la suma y posterior division del total de los datos, el 50 % de
los estudiantes realiza bien el algoritmo, mientras que los demas no estan seguros de
qué hacer. El 30 % de los estudiantes asocian el valor calculado de la media aritmética
con un porcentaje, mientras que el 40 % de ellos describe a la media aritmética como
un valor medio. La diversidad de conceptos podria estar influenciada por los libros de
texto y la manera en la que el profesor administra el curriculo. El significado que los
estudiantes le dan al promedio esta relacionado con el contexto en el que se presenta
el problema, de lo contrario lo asumen como un calculo matematico mas. Se considera
que la comprension de un concepto no puede ser simplemente conocer definiciones y
propiedades, sino que también a reconocer los problemas donde se emplea, notaciones

y palabras con las que se representa. La comprension de la media aritmética esta orien-
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tada por el algoritmo, pero es necesario que los estudiantes adquieran la capacidad de
expresion simbolica, grafica y de argumentacion.

Sirnik y Kmeti¢ (2010) analizaron el entendimiento del concepto de la media aritmé-
tica en dos grupos de estudiantes de diferente edad. Fueron seleccionados 27 estudiantes
de 18 anos de edad que cursaban el iltimo ano de bachillerato que aplicaron un examen
de 10 items, a la vez que 20 estudiantes de 13 anos de escuela secundaria resolvieron una
version reducida de la prueba, conformada de 7 items. En ambos grupos, se evaluaron
conocimientos sobre la media, la moda y la mediana en contextos matemaéticos, de la
vida diaria y relacionado con topicos fisicos. Los resultados muestran que hubo muy
pocas diferencias entre ambos grupos. Es claro que los estudiantes dominan el algorit-
mo de la media, sin embargo no son capaces aplicarlo para solucionar situaciones del
dia a dfa. Sirnik y Kmeti¢ (2010) sugieren que las escuelas deben poner més atencion
a los procesos inversos, para interpretar de mejor manera lo que la media significa en
un conjunto de datos. Los estudiantes raramente se enfrentan con problemas de res-
puesta abierta en contextos matematicos y de la vida real, asi como con investigaciones
estadisticas complejas, y que impliquen la toma de decisiones.

De igual manera, Cruz y Garret (2008) identificaron los niveles de entendimiento
predominantes demostrados por estudiantes, de acuerdo con las respuestas obtenidas en
las tareas planteadas y con las diferencias en los niveles de comprension entre estudian-
tes de bachillerato y universitarios. Para ello, aplicaron un instrumento de evaluacion
a 227 estudiantes, 130 de ellos en el dltimo ano de la preparatoria, de entre 16 y 21
anos. Los 97 restantes fueron estudiantes de la facultad de educacion, 31 de los cuales
se estaban especializando en matematicas, mientras que 66 en educacion, de entre 22 y
49 anos. Las tareas evaltan el uso del promedio como el mejor estimador de un valor
desconocido cuando hay errores de medicién y céomo influyen estos valores atipicos en
el calculo del promedio, esto para identificar las posibles dificultades de los estudiantes.

Todo lo anterior visto y analizado bajo la perspectiva de la teoria neo-piagetiana, la cual
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es un modelo jerarquico para el estudio del desarrollo de los estudiantes en el proceso
de aprendizaje, compuesto de diversos niveles. Los estudiantes mostraron conocimiento
de la media, sin embargo, algunos escriben el célculo de manera incorrecta, mientras
que otros confunden la media con la mediana. Se concluye que los estudiantes no estan
familiarizados con los valores atipicos, algunos de los estudiantes fallan para reconocer
que el promedio es la medida de tendencia central que puede ser usada como mejor
estimador. Por otro lado, no hay diferencias notables entre los estudiantes de bachi-
llerato y los universitarios. Las dificultades emergen porque los estudiantes no estan
familiarizados con aspectos conceptuales de la media, estudian el calculo del algoritmo,
y ocupan las representaciones adecuadas, pero no cubren las propiedades mas tangibles.
Los estudiantes pueden obtener la media aritmética para un conjunto de datos dado,
pero ésto no esta relacionado con los aspectos conceptuales.

En cambio, Strauss y Bichler (1988) examinaron el desarrollo del entendimiento de
siete propiedades de la media aritmética para evaluar los efectos del material usado en
la prueba y el medio de presentaciéon. 80 estudiantes fueron participantes de esta prue-
ba, 20 de cada grupo de edad (8, 10, 12 y 14 anos). El instrumento const6 de 32 tareas.
Cada participante realizé su prueba de manera individual junto con un instructor, las
sesiones iban de 30 a 60 minutos y la palabra promedio no se us6 durante las sesiones
para analizar el entendimiento de las propiedades de la media sin evocar el conocimiento
escolar. Las propiedades de la media consideradas fueron que el promedio se encuentra
entre los valores extremos, la suma de las desviaciones desde el promedio es cero, que
es influenciado por los valores diferentes al promedio, no es necesariamente igual a uno
de los valores que fueron sumados, puede ser una fracciéon que no tiene equivalente en
la realidad, cuando se calcula el promedio, si existe un valor igual a cero debe ser consi-
derado, y que el promedio es representativo de los valores que fueron promediados. Los
resultados sugieren que el entendimiento de las propiedades del promedio cambia con

la edad, y se ve en el tipo de justificaciones que los participaron ofrecieron en las tareas.
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En la primera y segunda propiedad algunos de los estudiantes sentian que no tenian la
informacion suficiente para llegar a una respuesta. En la tercera y cuarta propiedad las
tareas fueron resultas de manera correcta por practicamente la mayoria. En la quinta
propiedad los participantes de 8 anos tuvieron dificultades en calcular la fracciéon. Y
finalmente, en la sexta y séptima propiedad los participantes més jovenes justificaban
sus respuestas mediante razones sociales para elegir el valor que representa mejor una
distribucion de datos. Se cree que presentar materiales concretos y manipularlos frente
a los estudiantes no tendré efecto ya que son acompanados de presentaciones verbales
muy similares a lo que lo concreto ofrece.

A su vez, Pollatsek et al. (1981) determinaron el nivel de entendimiento conceptual
de la media en estudiantes de licenciatura, asi como analizar los métodos utilizados
en la resolucién de problemas que la requieren. Para lograrlo realizaron entrevistas a
17 estudiantes de psicologia, tres de ellos habian cursado la mitad de la asignatura
de estadistica. Esta entrevista consistia en que los estudiantes pensaran en voz alta
mientras resolvian una seria de problemas de media aritmética y media ponderada, con
una duracién de 45 a 50 minutos. Se confirmé que muchos estudiantes no son capaces
de ponderar y combinar dos medias en una. Para algunos de los estudiantes la media
aritmética era ademaéas del procedimiento maéas facil que podian hacer, el método en
el que pensaron primero, sino que ademas era el tinico que tenian para combinar los
promedios. Algunos de ellos en los problemas que requieran calcular la media ponderada,
consideraban que no se les proporcionaba los datos necesarios, asi que hacian lo mejor
que podian calculando la media aritmética. Con el analisis de los resultados obtenidos,
se concluye que se pueden distinguir tres tipos de conocimiento, el funcional se refiere al
entendimiento de la media como concepto que tiene un significado en el mundo real, los
datos de la prueba sugieren que los sujetos tienen diferentes niveles de este conocimiento.
El computacional involucra una férmula para la determinacién de la media aritmética

y otra para la ponderada. El andlogo puede apoyarse en representaciones visuales, para
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representar a la media como el punto de balance. Este tipo de representaciones puede
ser suficiente para prevenir errores en la resoluciéon de problemas, ya que con este se
suele aproximar el valor de la media pero no para obtener un valor exacto, sin embargo,
en la prueba no se encontraron evidencias de que los estudiantes usaran este tipo de
conocimiento. Finalmente, se menciona que los cursos de estadistica estan enfocados
en la memorizaciéon de férmulas y reglas para la resolucién de un tipo especifico de
problemas, haciendo que los estudiantes no desarrollan la capacidad de traducir los

datos de una situacion problema a una estructura para su célculo y resolucion.

1.1.4. Representaciones de la media aritmética

Fuentes (2020) ilustro la variacion de la media aritmética a valores extremos por medio
de su representaciéon en un sistema fisico. Este sistema fisico es el de una palanca, que
se utiliza como un simil mecanico para determinar la media o punto de equilibrio de
un conjunto de datos. Con ello se logra visualizar de manera grafica la variacion de la
media siendo desplazada cuando datos extremos son introducidos al sistema. De igual
manera se logré representar con este método la media ponderada en el que a cada valor
se le asigna una importancia o peso correspondiente a su frecuencia en el conjunto de
datos. Se concluyé que un conjunto de datos en el que se busca la media puede ser
representado como un sistema fisico de palanca, donde la media es equivalente al punto
de equilibrio o centro de masa. Este tipo de sistemas pueden ser de ayuda para apoyarse
en la ensenanza de la media y media ponderada, ya que de esta forma se visualiza de
manera “clara” su sensibilidad a datos extremos presentes en el conjunto de datos y
como dicha variabilidad de los datos afecta a estas mediciones.

Por su parte, Medina et al. (2018) buscaban problematizar la media aritmética pa-
ra identificar y determinar elementos que deberian ser estudiados por los docentes de
matemaéticas de educacion basica bajo la perspectiva de la teoria socioespistemologi-

ca. Para ello, identificaron los argumentos funcionales que se consideran deben hacerse
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explicitos en el aprendizaje de la media aritmética en nivel primaria y secundaria, dise-
nando actividades que no estuvieran centralizadas en el objeto matematico, sino en una
representacion grafica del mismo para la formacion de significados. En las actividades se
usaron conceptos como estabilidad, igualdad de distancias y reparticion equitativa, los
cuales ayudan a identificar significados de la media, expandiendo las situaciones en las
que los estudiantes pueden aplicar estos conocimientos. Si bien la actividad fue disenada
para nivel de educaciéon basica, se considera que puede ser aplicada en otros niveles.
Esta estrategia en la que se propone el aprendizaje de la media aritmética mediante una
representacion grafica ayuda a la generacion de nuevos argumentos y la identificacion de
relaciones que son oportunidades que se pierden al verla como una operacion aritmética
de suma y division.

Daiga y Driskell (2021) buscaban determinar qué tipo de pensamiento estadistico
demuestran los estudiantes de educacion basica al resolver actividades enfocadas en las
medidas de tendencia central mediante el pensamiento transnumerativo®, que describe
la idea fundamental de reorganizar informacién mediante diferentes representaciones
para mejorar el entendimiento. Para ello, se aplicaron dos actividades enfocadas en la
media aritmética a estudiantes de educacion bésica, en la primera, los participantes
reorganizaron regletas de Cuisenaire, de modo que les permitia visualizar una longitud
media. En la segunda actividad los estudiantes tenian que hallar el elemento faltante
de un conjunto de datos brindado, extendiendo el uso de la media aritmética como una
linea horizontal en dos graficas de barras. Los estudiantes idearon diversas estrategias
para resolver la primer actividad, desde la aplicacion del algoritmo computacional de
la media, hasta el acomodo estratégico de las regletas para conjeturar métodos de
resolucion, esto los llevo a ver la media como el punto de equilibrio o balance del

conjunto de datos. Posteriormente, en la segunda actividad, los participantes trataron

2Para Wild y Pfannkuch (1999) la transnumeracion es un tipo de pensamiento estadistico funda-
mental que consiste en formar y cambiar representaciones de datos para una mejor comprension de ese
sistema.
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resolver la tarea por tanteo hasta que relacionaron este problema con el primero, para
nuevamente balancear sus datos. Se concluye que los estudiantes necesitan de diversas
oportunidades para representar de diferentes maneras los objetos matematicos, ya que,
mediante la exploracion de actividades, ellos reorganizan la informaciéon que apoya la
transnumeracion.

Por otro lado, Sarkar y Rashid (2016) desarrollaron un método visual para entender
el valor de la media de un conjunto de datos. Lograron obtener dos métodos de re-
presentacion geométrica de la media, la primera representacion consiste en una grafica
donde el eje vertical esté dado por el valor de la funcién de la distribucion empirica,
mientras que en el eje horizontal se muestran los valores presentes en la muestra de
datos, al trazar una perpendicular al eje z que divida ambas secciones de igual area
de la grafica se logra hallar la media. Para la segunda representacion se parte de un
histograma de frecuencias, y nuevamente se traza una perpendicular que divida el area
de cada lado de la grafica en igualdad, pudiendo hacerse por prueba y error o como
es recomendado, usando la media ponderada de los valores medios de las columnas del
histograma. La perspectiva geométrica de la media es de ayuda para entender muchas
de sus propiedades de manera visual, que pueden llegar a ayudar a su aprendizaje de
manera mas clara, ademés de lograr su principal cometido, representando la media de
dos diferentes maneras alternativas al de un sistema de equilibrio anteriormente citado.

Similarmente, Lesser et al. (2014) analizaron cémo el uso de modelos fisicos ayuda
al desarrollo de conocimientos sobre las medidas de tendencia central. Se aplicé una
prueba previa de diez preguntas acerca de la media y mediana a diez estudiantes, esto
seguido de una clase de demostraciéon de 45 minutos, ademés de una discusion de los
modelos de balance como parte de la clase para explorar estas mediciones, finalizando
con otra prueba (con similares preguntas y condiciones que la prueba anterior). Du-
rante todos los pasos de la demostracion, los estudiantes fueron cuestionados sobre las

actividades realizadas y también tenfan la oportunidad de formular preguntas. Se noto6
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una mejora en los resultados, esto denota una construccion de conocimientos acerca de
la relaciéon entre la media y la mediana tanto practico como conceptual, prueba de esto
es la pregunta en donde se les pidié a los alumnos una definiciéon de mediana y una
interpretacion valida en un contexto especifico, donde en la prueba previa el 50 % de los
alumnos respondi6 correctamente, teniendo un incremento significativo en la segunda
evaluacion. Todo esto es consistente con los resultados de las preguntas realizadas du-
rante la sesion de clase. Se espera que este modelo pueda ayudar para que los maestros
se sientan mas preparados con algunos temas pedagogicos que pueden surgir cuando se
ensenian estas medidas centrales. Adicionalmente mencionan que datos del mundo real
pueden ser explorados para proveer a los estudiantes una mayor practica en estas medi-
ciones. Usualmente es una cuestion de identificar qué situacion real no es probable que
tenga valores atipicos y cuales situaciones son de interés para los estudiantes. Trabajar
con estos modelos refuerza el proceso necesario para obtener valores numéricos de las
medidas de tendencia central.

En este sentido, O’Dell (2012) diseni¢ una secuencia de tareas para estudiantes de
educacion bésica con métodos alternativos para la ensenanza de la media por medio
de su representacion como un punto de balance en un conjunto de datos. La secuencia
esta dividida en dos partes, en las primeras seis tareas, los estudiantes trabajan con
herramientas moviles (una regla de 12 pulgadas, cubos de madera de una o media pul-
gada, y una pieza que sirva como punto de apoyo). Las tareas consisten en equilibrar el
sistema de balance, manteniendo el punto de equilibrio en el medio de la regla (pulgada
seis), siendo cada tarea cada vez més demandante, desarrollando ideas que seran usa-
das posteriormente en la segunda parte de la actividad en la que los estudiantes ya no
cuentan con el manipulativo, s6lo con una hoja de papel y un conjunto de datos en la
que deben determinar la media o el punto de equilibrio. Con ésta secuencia de tareas se
logré adaptar la analogia entre la media y el centro de masa en un sistema que permite

a los estudiantes desarrollar un entendimiento de la media como un punto de balance
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en un conjunto de datos, concluyendo que a los estudiantes se les debe brindar la opor-
tunidad de explorar las diversas caracteristicas de un sistema como éste, de ésta forma
logrando encontrar métodos alternativos de resoluciéon con base a estas caracteristicas
que van notando por medio las tareas, manipulaciéon de objetos y discusion a lo largo
de la actividad.

Finalmente, Gfeller et al. (1999) estudiaron la percepcion de futuros profesores de
matemaéticas sobre la media y qué tan diferente es al uso del algoritmo computacional.
De igual manera, analizaron si existe alguna relaciéon entre la formacion de futuros pro-
fesores de matematicas y la forma en la que resuelven problemas que involucran a la
media. Los participantes fueron 13 futuros maestros de ciencias y 7 de matemaéticas que
estén inscritos en una maestria de un ano de artes de la ensenanza. Todos los participan-
tes contaban con licenciatura tales como matemaéticas, economia, biologia, y quimica.
El instrumento de recoleccion de datos fue disenado para obtener informacion perti-
nente al entendimiento del concepto, los problemas se enfocaban en encontrar la media
de un conjunto de datos, o encontrar el elemento faltante del conjunto con una media
dada. Ademés, se les solicitaba a los participantes que una vez resueltos los problemas
buscaran una segunda soluciéon. Se observo que no hay diferencia significativa entre los
futuros profesores de ciencias y los de matematicas al usar el algoritmo computacional
para resolver problemas, ademés de que fue el método de resolucion mas comun en
ambos grupos, por otra parte, solo dos de los participantes no usaron el balanceo de
desviaciones en la resolucion de los problemas. Se concluyé que los futuros profesores
matemaéticas tienen una vision mas amplia de la media aritmética a comparacion de los
profesores de ciencias, aunque no se encontraron suficientes evidencias que demostra-
ran que los antecedentes de los participantes afectasen en la resolucion de los problemas
balanceando desviaciones.

La Tabla 1.1 sintetiza los resultados de mayor impacto en las investigaciones inclui-

das en la revision de literatura.
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Tabla 1.1: Resumen de la revision de literatura

Autores Pregunta Teorias y Conceptos | Metodologia Resultados
;Cémo  promover la
Se aplicé una encuesta a 150
comprension sobre
Jiménez et al. (2019) estudiantes para conocer su
temas fundamentales

Aprendizaje de la ma-
teméatica basado en el
contexto de las cien-

cias.

de matematica como
ecuaciones y funciones
mediante la contex-
tualizacion de ciencias

afines?

Teoria del aprendizaje

contextual REACT.

opinién y percepcién con res-
pecto a los casos de estudio uti-
lizados en el aula como recurso
de ensenanza y aprendizaje de

las matematicas.

Se obtuvo una mejora en las califi-
caciones, asi como en las encuestas

de interés por la asignatura.

Clarke y Roche (2018)

Using contextuali-
zed task to engage
students in meaning-
ful and worthwhile

mathematics learning.

;Cuales son los fun-
damentos para el uso
de tareas contextuali-
zadas en el aprendizaje

de las matemaéticas?

Demanda cognitiva.

Se estudian diversos marco teo-
ricos para definir el contexto y
su importancia en el aprendi-
zaje. Ademaés, se aplican cues-
tionarios y problemas a 95 pro-
fesores y 224 estudiantes para
conocer su opinién sobre ellos

y su desemperio.

La correcta eleccion de tareas con-
textualizadas puede ayudar a los
estudiantes a realizar conexiones
entre las matemaéticas y sus apli-
caciones, aumentando el interés de
los estudiantes, mostrando que es-
tas tareas tienen un doble benefi-
cio. Sin embargo, tanto los hébitos
del docente como la disposicion y
habitos de estudio del alumno son
cruciales en el éxito de las tareas

contextualizadas.

Widjaja (2013) The
use of  contextual
problems to support

mathematical learning.

;Qué impacto tiene el
uso de problemas con-
textuales en el apren-
dizaje de las matema-
ticas y el desarrollo del
pensamiento matema-

tico?

Educaciéon matematica

realista.

Se presentan a estudiantes de
diferentes grados de educacion
basica cuatro problemas con-
textuales analizando su pensa-

miento matematico.

El problema contextual por si solo
no lleva a un aprendizaje con en-
tendimiento, sino que requiere que
tanto los maestros como los alum-
nos trabajen junto para hacer que

el contexto tenga significado.

Boaler (1993) Te Role
of Contexts in the
Mahtematics Class-
room: Do they Make
Mahtematics More

“Real”?

; Coémo el contexto rea-
lista afecta al aprendi-
zaje de las matemati-

cas?

Contexto realista en las

matematicas.

Se analizaron diversas posturas
acerca de los beneficios y efec-
tos del contexto realista en la

educacién matematica.

El desempeno de los estudiantes es-
té4 determinado por contexto. No
todas las personas reaccionan a el
de la misma manera, debido a la di-
versidad de experiencias persona-
les. Los autores sugieren que, ana-
dido al contexto se debe brindar la
libertad a los estudiantes de explo-
rar, experimentar y descubrir con
los problemas, esto haré que cons-

truyan un significado propio.

Continia en la siguiente pdgina
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Hakim et al. (2019)

Virtual manipulatives
media in mathematical

abstraction.

;,Como los manipulati-
vos virtuales promue-
ven la abstracciéon ma-
tematica para el apren-

dizaje?

Epistemologia genética

y sociocultural.

Estudio preliminar que define
los requisitos y necesidades de
analisis de los manipulativos

virtuales.

Los métodos de aprendizaje que in-
volucren actividades de manipula-
cién de materiales concretos provo-
can el proceso de abstraccién em-
pirica, a su vez, los manipulativos
virtuales pueden ser usados para
desarrollar abstraccion tedrica, ya
que pueden apoyar forman conje-
turas y siendo al mismo tiempo au-
xiliares en la resoluciéon de proble-

mas.

Moyer-Packenham y
(2013)
Virtual

‘Westenskow
Effects  of
Mianipulatives on Stu-
dent Archivement and

Mathematics Learning.

;Cuales son los efec-
tos de los manipula-
tivos virtuales en el
aprendizaje matemati-

co?

Manipulativo virtual,

objetos digitales de

aprendizaje.

El estudio us6é un disefio de
meta-analisis para calcular el
efecto del tamano de los pun-
tajes de investigaciones empiri-
cas que reportaron los resulta-
dos de los estudiantes en prue-

bas matematicas.

Los manipulativos virtuales pro-
mueven el aprendizaje de los estu-
diantes ya que restringen la con-
centracién, promueven la creati-
vidad, relacionan representaciones
de los objetos matematicos con las
acciones de los estudiantes, mejo-

ran la precisién y motivacién.

Rocha et al. (2024)

Teaching arithmetic
mean from the pers-
statistical

final

pective of
leteracy in the
years: Relfections with

teachers.

; Qué opinan profesores
de matematicas sobre
la posibilidad de ense-
nar la media aritméti-
ca desde la perspectiva
de la alfabetizacion es-

tadistica?

Alfabetizacion estadis-

tica.

Se aplico un cuestionario a cua-
tro profesores de matematicas
de primaria, ademés de invi-
tarlos a participar en discusio-
nes grupales, donde se anali-
zaron los errores frecuentes de
los estudiantes al trabajar con
la media aritmética y proponer

actividades contextualizadas.

Los profesores se enfocaron més en
los errores del uso del algoritmo
computacional de la media y en
la estructura de los problemas, sin
embargo, también se identificaron
en los profesores problemas de in-
terpretaciéon y comprension de la
media como un valor representati-

vo de un conjunto de datos.

Molero et al. (2019)
Evaluation  of  Se-
condary Student “s
Understanding of

Arithmetic Mean.

;Cual es el nivel de en-
tendimiento y los con-
flictos semioticos res-
pecto de la media arit-
mética en estudiantes
de primer afnio de bachi-

llerato?

Enfoque ontosemeoti-

Co.

Se aplicé un cuestionario de
siete preguntas a un grupo de
84 estudiantes de primer ano
de bachillerato, que considera
aplicaciones y propiedades de

la media.

Los estudiantes no reconocen que
los problemas pueden ser resueltos
con la media aritmética, confunden
las medidas de tendencia central,
asi como problemas operacionales

con el algoritmo.

Continida en la siguiente pdgina
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Solo el 50 % de los estudiantes lo-
;Cual es el nivel con- Se evaluaron a 148 estudiantes | gra identificar la media aritmética
Rodriguez y Castro

(2018) Significado de la
media aritmética y el
uso de la palabra pro-
medio en estudiantes

de 11° grado.

ceptual y procedimen-
tal de la resolucién de
problemas que involu-
cran la media aritméti-
ca en estudiantes de 11°

grado?

Significado, promedios,

errores y dificultades.

de 11° grado, con 9 problemas
contextualizados, tomando en
cuenta definiciones de concep-
tos, conceptos de algoritmos y
promedios. El estudio es de ca-

racter cualitativo.

cuando se presentan los datos de
manera explicita, asociandolo con
la suma y posterior divisién del to-
tal de datos. El 50 % de los estu-
diantes realiza bien el algoritmo,
los demés no estéan seguros de que

hacer.

Sirnik y Kmeti¢ (2010)
Understanding of
Arithmetic Mean.

;Qué nivel de enten-
dimiento de la media
aritmética tienen dos
grupos de estudiantes

con diferentes edades?

Media aritmética.

27 estudiantes de ultimo ano
de bachillerato aplicaron un
examen de 10 items, y 20 es-
tudiantes de escuela secundaria
resolvieron una prueba reduci-
da de 7 items. Se evaluaron co-
nocimientos sobre la media, la

moda y la mediana.

Los estudiantes dominan el algo-
ritmo de la media, sin en embar-
go no lo aplican para solucionar si-
tuaciones del dia a dia. Los estu-
diantes raramente se enfrentan con
problemas de respuesta abierta en
contextos matematicos y de la vida
real, lo que dificulta la interpreta-
ciéon de la media de un conjunto de

datos.

Cruz y Garret (2008)
Understanding the
Arithmetic Mean: A

Study with  Secon-
dary and University

Students.

;Cuales son los niveles
de entendimiento pre-
dominantes demostra-
dos por estudiantes de
acuerdo con las res-
puestas obtenidas en

las tareas planteadas?

Teoria neo-piagetiana.

Se evaluo el uso del promedio
como el mejor estimador de un
valor desconocido cuando hay
errores de mediciéon y como in-
fluyen estos valores atipicos en
el céalculo del promedio, y las
posibles confusiones de los es-
tudiantes de bachillerato y uni-

versidad.

Los estudiantes no estan familiari-
zados con los valores atipicos, al-
gunos de ellos fallan para recono-
cer que el promedio es la medida
de tendencia central que puede ser
usada como mejor estimador, ocu-
pan las representaciones adecua-
das, pero no cubren las propieda-

des mas tangibles.

Strauss y  Bichler
(1988) The Develop-
ment of Children’s

Concepts of the Arith-

metic Average.

;Cual es el nivel de
entendimiento de estu-
diantes de educacién
béasica sobre 7 propie-
dades de la media arit-

mética?

La media aritmética y

sus propiedades.

80 estudiantes de educaciéon
bésica realizaron una secuencia
de 32 tareas de manera indivi-
dual en sesiones que iban de 30

a 60 minutos.

El entendimiento de las propieda-
des del promedio cambia con la
edad, esto se refleja en el tipo de
justificaciones que los participan-
tes ofrecieron en las tareas. Por lo
tanto, se recomienda presentar las
propiedades de menor a mayor difi-
cultad de acuerdo al desarrollo del

entendimiento de los estudiantes.

Continia en la siguiente pdgina
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Pollatsek et al. (1981)
Concept or compu-
tation: Students

understanding of the

; Cuales son las concep-
ciones de los estudian-
tes de nivel universita-
rio de la media? ;Qué
métodos ocupan para

la resolucion de proble-

Resoluciéon de proble-

mas.

Se solicité a 17 estudiantes de
psicologia que pensaran en voz
alta mientas resolvian una serie
de problemas. El entrevistador

examinaba a los estudiantes en

Muchos estudiantes no son capaces
de ponderar y combinar dos medias
en una sola, para algunos la media
aritmética era el tinico recurso que
tenian para tratar con promedios

y medias. Se pueden distinguir tres

mean. un intento de analizar el razo-
mas que involucran la ) tipos de conocimiento, el funcional,
namiento en sus respuestas.
media? computacional, y anélogo.
Se calculan diferentes medias
aritméticas y ponderadas, ilus- | Se observé de manera clara como
Fuentes (2020) An tradas en diagramas que simu- | la posicién de la media aritmética

Analogy between Sta-
tistics and Physics:
The Arithmetic Mean

and a Lever System.

i Es posible representar
un conjunto de datos y
su media aritmética en

un sistema fisico?

Media aritmética, me-
dia ponderada, centro

de masa.

lan un sistema fisico, para po-
der observar de mejor manera
como es el comportamiento de
la media cuando las masas son
desplazadas a lo largo del sis-

tema.

o centro de masa varia cuando se
experimenta con las masas o datos.
De igual manera se logré represen-
tar en este sistema de palanca la

media ponderada.

Medina et al. (2018)
La resignificacion de la
media aritmética, ba-
jo el analisis grafico de
la representacion de los

datos.

;Qué elementos de la
media aritmética de-
ben ser estudiados por
los docentes de educa-

ci6n béasica?

Teoria socioespistemo-

logica.

Se disenaron actividades que
no tuvieran centralizadas al
usando

objeto matemaéatico,

conceptos como estabilidad,
igualdad de distancias y

reparticiéon equitativa.

Cuando se propone el aprendiza-
je de la media aritmética mediante
una representacion grafica ayuda a
la generacién de nuevos argumen-
tos y la identificacion de relaciones
que son oportunidades que se pier-
den al verla como una operacién

aritmética de suma y divisién.

Daiga y Driskell (2021)
Visualizing the Arith-

metic Mean.

;Qué tipo de pensa-
miento estadistica de-
muestran los estudian-
tes de educaciéon béasica
al resolver actividades
enfocadas en las medi-
das de tendencia cen-

tral?

Pensamiento Transnu-

merativo.

Se aplicaron dos actividades a
estudiantes de primaria utili-
zando manipulativos fisicos y
representaciones graficas de la

media aritmética.

Los estudiantes idearon diversas
estrategias para resolver las activi-
dades, desde la aplicacion del al-
goritmo computacional de la me-
dia, hasta el acomodo estratégico
del manipulativo para conjeturar
métodos de resolucion, esto los lle-
vo a ver la media como el punto
de equilibrio o balance del conjun-
to de datos. Los estudiantes me-
diante la exploraciéon de activida-
des, ellos reorganizan la informa-

cién que apoya la transnumeracion.

Continia en la siguiente pdgina
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Sarkar y Rashid (2016)
A geometric view of the
mean of a set of num-

bers.

;Cémo representar de
manera visual la media
de un conjunto de da-
tos para apoyar su en-

tendimiento?

La media aritmética
como el centro de ma-

sa.

Se intenta hallar nuevas formas
de representar a la media arit-
mética, para ello se determino
una funcién con la cual y me-
diante su grafica se pretende lo-

grar el objetivo.

Se lograron obtener dos métodos
de representaciéon de la media. El
primero es la grafica de una funcién
que al dividirla en dos secciones de
igual area se obtiene la media, el
segundo método es un histograma,
que nuevamente, se divide en dos
secciones de igual area para encon-

trar la media.

Lesser et al. (2014)
Finding a Happy Me-
dian: Another Balan-
ce Representation for

Measures of Center.

;, Cémo los modelos fisi-
cos pueden ayudar a los
estudiantes a tener una
mejor base conceptual
y contextual para com-
prender y distinguir las
medidas de tendencia

central?

Modelos de balance de
las medidas de tenden-

cia central.

Se aplico una prueba previa a
diez estudiantes que consistio
de diez preguntas acerca de la
mediana, seguido de una de-
mostracion y una discusién de
los modelos de balance, conclu-

yendo con una prueba.

Los estudiantes adquirieron cono-
cimiento acerca de la relaciéon entre
la media y la mediana, demostran-
do un efecto tanto practico como
significativo, se nota un incremen-
to en lo aciertos en la segunda eva-

luacion.

O’'Dell  (2012) The

mean as balance point.

;,Como ensenar la me-
dia aritmética con me-
diante una secuencia de
tareas con métodos al-
ternativos de represen-

taciéon grafica?

La media aritmética
como centro de masa
de un sistema de balan-

ce.

Estudiantes de educacién basi-
ca resolvieron un secuencia de
tareas. Las primeras seis tareas
con un manipulativo, en la se-
gunda parte, los estudiantes s6-

lo contaban con una hoja de

papel y lapiz.

Completando esta secuencia de ta-
reas se permite a los estudiantes
desarrollar un entendimiento signi-
ficativo de la media como un punto
de balance en un conjunto de da-
tos, descubriendo a través de las

tareas propiedades de la media.

Gfeller et al. (1999)

Preservice  Teacher s
Use of Multiple Repre-
sentation In Solving
Arithmetic Mean

Problems.

; Los futuros profesores
de ciencias y matema-
ticas ven a la media de
manera diferente con
respecto al uso del al-
goritmo computacional
o el uso de desviaciones

de equilibrio?

Media aritmética y di-
versas formas de repre-

sentarla.

Se aplicaron diversos proble-
mas a 20 futuros maestros para
obtener informacién pertinente

al entendimiento del concepto.

El algoritmo computacional fue el
método de resolucién mas comun.
No se encontraron suficientes evi-
dencias que demostraran que los
antecedentes de los participantes
afectasen en la resolucién de los
problemas balanceando desviacio-

nes.

Se hace evidente el contraste presente en los resultados de investigaciones perti-

nentes, tal como los trabajos de Jiménez et al. (2019) y Widjaja (2013) en donde si

bien ambos resaltan la importancia del contexto en el aprendizaje y ensenanza de las

matematicas Widjaja (2013) hace hincapié en que es necesario complementarlo con

una participacion activa en clase. De manera similar Moyer-Packenham y Westenskow
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(2013) identifican y resaltan las areas en las que los manipulativos virtuales apoyan el
aprendizaje de las matematicas.

Las investigaciones de las dificultades en el aprendizaje y concepcion de la media
aritmética por su parte se mostraron de manera mas consistente, ya que evidencian
dificultades en la aplicacion y resoluciéon de problemas pertinentes al tema, arrojando
que una de las principales causas es el aprendizaje mecanizado de algoritmos, y si bien
los estudiantes son capaces de aplicar el algoritmo en ejercicios en donde la cuestion es
explicita, una vez se les presentan problemas contextualizados, tienen dificultades para
incluso la identificacion de su posible aplicacion para la soluciéon, como lo exponen Cruz
y Garret (2008).

Por otro lado, se analizaron publicaciones en las que se presentan diversas maneras
de representar a la media aritmética, pero solo las realizadas por O’Dell (2012) y Lesser
et al. (2014) fueron las que se aplicaron con el propoésito de analizar el comportamiento
y aprendizaje de los estudiantes con estas alternativas.

Lo anterior es importante resaltar, ya que se puede interpretar del trabajo de Gfeller
et al. (1999) una mayor capacidad de representar la media aritmética puede ser sinénimo
de un mayor entendimiento de esta medida y sus propiedades, ayudando a justificar y
dar significado al valor de la media como se pudo observar en la investigacién hecha
por Strauss y Bichler (1988).

La revision de literatura como ya se observo, realza areas en las que la presente
investigacion puede aportar a lo ya investigado sobre el aprendizaje de la media arit-

meética.
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1.2. Planteamiento del Problema

Mediante la revision de literatura se han identificado areas de oportunidad pertinentes
al aprendizaje de la media aritmética, debido a que, si bien existen diferentes formas
de representar esta medida de tendencia central, tal como lo estudio Sarkar y Rashid
(2016), su ensenianza no se suele abordar con alguna de estas perspectivas o desde su
relacion o representacion fisica, sino como un algoritmo que llega a causar dificultades
en la comprension y aprendizaje como lo expone Pollatsek et al. (1981).

Adicionalmente, esta investigacion es apta para la incorporaciéon de manipulativos
similar a lo hecho por O'Dell (2012), ademéas de la adicién de manipulativos virtua-
les, que como lo explican Moyer-Packenham y Westenskow (2013) brindan una nueva
perspectiva en la exploracion de ideas matematicas y pueden ser de ayuda para lograr
construir un aprendizaje significativo.

Bajo este contexto, este proyecto de tesis abordara el anélisis de las caracteristicas
del aprendizaje y de los procesos cognitivos y matematicos que desarrollan los estu-
diantes al aplicar una serie de actividades utilizando representaciones semibticas con-
textualizada en la fisica mediante el analisis de las producciones hechas por estudiantes

de segundo grado de secundaria.

1.3. Preguntas de Investigacion

Con lo descrito anteriormente se plantean las siguientes preguntas de investigacion, las
cuales estan enfocadas en el estudio de las caracteristicas del aprendizaje desarrollado
y de las producciones elaboradas por estudiantes de segundo grado de secundaria al

realizar las actividades planteadas.
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1.3.1. Pregunta general de investigacion

., Cuéles son las caracteristicas del aprendizaje y los procesos cognitivos y matematicos
que desarrollan los estudiantes al realizar una serie de actividades utilizando repre-
sentaciones semioticas de la media aritmética, y como contribuyen estos procesos a la

construcciéon de un aprendizaje significativo?

1.3.2. Preguntas particulares de investigaciéon

= ; Qué caracteristicas tienen las producciones y transformaciones de representacio-
nes semioticas hechas por los estudiantes, y como contribuyen estas a la construc-

cion del concepto de media aritmética?

s ;Como se relacionan las producciones de los estudiantes con la representacion
inicial y el concepto de media aritmética, y como dichas relaciones se refleja en el

transito entre registros de representacion semioticos?

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo General

Identificar las caracteristicas del aprendizaje, asi como de los procesos cognitivos y
matemaéticos desarrollados por los estudiantes al realizar una serie de actividades, utili-
zando representaciones semidticas de la media aritmética, con el propoésito de analizar

de qué manera estos procesos favorecen la construccion de un aprendizaje significativo.

1.4.2. Objetivos Particulares

» Analizar las producciones y transformaciones de representaciones semioticas he-
chas por los estudiantes para comprender como contribuyen a la construccion del

concepto de media aritmética.
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= Examinar las relaciones entre la representacion inicial, las producciones de los
estudiantes y la media aritmética, para identificar el transito entre registros de

representacion semioticos.
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Capitulo 2

Marco Conceptual

En esta secciéon se explica qué es un marco conceptual, asi como sus diferencias con
un marco tedrico y un marco préactico. De igual manera, se explicitan los supuestos
ontologicos, epistemologicos y didacticos adoptados en la realizacion de esta tesis; asi
como los constructos tedricos utilizados.

De acuerdo con Eisenhart (1991), un marco de investigacion es una estructura de
conceptos que orienta la realizacion de un trabajo de investigacion, asi como el analisis e
interpretacion de los datos empiricos asociados con un fenémeno. Por otro lado, Lester
(2005) considera que un marco de investigacion esta integrado por ideas que fungen
como base para la realizacién de una investigacion. Las ideas que integran un marco
constituyen estructura para conceptualizar el funcionamiento de un fenémeno, dando
sentido a la informacion, apoyando el entendimiento del problema, desarrollando de
esta manera una base para el diseno de un estudio.

Eisenhart (1991) identifica tres tipos de marcos de investigacion, los cuales se dife-
rencian en su funcionalidad. Un marco tedrico es una estructura que guia la realizacion
de una investigacion de acuerdo con una teoria formal. Cuando se adopta un marco
teodrico se deben seguir las pautas determinadas por la teoria para enriquecer o revisar

dicha teorfa. Cuando se utiliza un marco teérico se puede llegar a omitir informacién
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interesante contenida en la informacion empirica debido a que el analisis se lleva a cabo
con el fin de “calzar” los datos dentro de la estructura teorica.

Un marco practico por otra parte, se enfoca en problemas con valor pragmaético,
dejando en un segundo plano el entendimiento teérico. Un marco de este tipo se cons-
truye con el objetivo de determinar caracteristicas de la practica profesional y de las
circunstancias en que una practica es funcional. Un marco préactico esta formado por
conocimiento profesional, hallazgos de investigaciones previas y puntos de vista de quie-
nes participantes en un fenémeno. En este tipo de marcos no hay una discusiéon sobre
el porqué de las cosas funcionan como lo hacen, sino basta con que las cosas funcionen
de cierta manera.

Finalmente, un marco conceptual esta estructurado por diferentes elementos o cons-
tructos tedricos retomados de teorias o aproximaciones diversas, sin embargo la inclusion
de cada elemento debe de justificarse. Este marco es guia para la recoleccion, anélisis
y explicacion de la informacion empirica asociada a un trabajo de investigacion. Los
constructos que integran un marco conceptual deben de relacionarse de una manera
apropiada y tutil. Este tipo de marco se somete a revisiones sucesivas, con la finalidad
de actualizarlo y mejorarlo. Tienen la ventaja de que la investigacion es analizada ba-
jo diferentes perspectivas, facilitando la comprension de la problematica, por ello, los
conceptos e ideas deben estar relacionados de manera adecuada y clara.

Para la realizacion de esta tesis se optdé por construir un marco conceptual, ya
que brinda la posibilidad de bajo diferentes perspectivas teéricas pertinentes, analizar
la informacion y obtener conclusiones adecuadas al problema de investigacion. Los ele-
mentos del marco conceptual incluyen la teoria del aprendizaje significativo de Ausubel,
asi como elementos de la teoria de las representaciones semioticas de Duval. Antes de
la descripcion de los elementos basicos del marco se lleva a cabo una descripciéon de los
supuestos ontologicos, epistemologicos y didacticos que se sostienen, con la finalidad de

clarificar por qué el investigador hace las cosas de cierta manera.
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2.1. Dimensiéon ontolégica

De acuerdo a Honderich (2005), la ontologia es una rama de la filosofia interesada en
el estudio del ser y de la naturaleza de la realidad. En este apartado se hace explicita
la conceptualizacion de las mateméaticas que orienta el desarrollo de la tesis.

Una de las diversas formas en las cuales se puede entender la actividad matemaética
es como un proceso de transformacion de representaciones semioticas (Duval, 2017),
tanto al resolver problemas, como al demostrar conjeturas. Existen diferentes tipos de
registros de representacion que a su vez contienen a los sistemas de representacion, tales
como gréficos, iconicos, simbolicos, e incluso el lenguaje. Asi, adoptamos la postura que
las matematicas se estudian, comprenden y desarrollan al expresar y transformar ideas
matemaéticas mediante sistemas de representacion. Una representacion de un objeto o
concepto matematico es mas que una construccion aislada, ya que forma parte de un
sistema de ideas entrelazadas (Goldin & Shteingold, 2001), lo cual fundamenta la impor-
tancia de los sistemas de representacién y sus mutuas relaciones para las matemaéticas
y su aprendizaje.

La percepcion de las matemaéticas adoptada se apoya en gran medida en el rol que
tienen los sistemas de representacion en el desarrollo de las matematicas. Como sugieren
Thompson y Saldanha (2003), los simbolos son un pilar fundamental en el entendimiento
de los matemaéticos, por lo que continuamente existe el esfuerzo de desarrollar sistemas

simbolicos para representar de forma eficiente conceptos e ideas matemaéticas.

2.2. Dimensién epistemologica

La epistemologia es una rama de la filosofia enfocada en contestar preguntas asociadas
con el conocimiento, su origen, limitaciones y naturaleza (Honderich, 2005). En este
trabajo de investigacion se adopta una postura constructivista, en la cual se supone

que el conocimiento no se encuentra ni en el sujeto ni en el objeto de conocimiento, sino
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que es el producto de la interaccion entre el sujeto y el objeto del conocimiento (Piaget,
1972). Asi, el conocimiento es el producto de la actividad que el sujeto lleva a cabo con el
objeto del conocimiento. Particularmente, se adopta una postura socioconstructivista
basada en la perspectiva de Lev Vygotsky, quien considera que la interacciéon entre
sujeto y objeto no es directa, sino que se lleva a cabo a través de mediadores. Entre
estos mediadores, Vygotsky (1986) resalta el papel de las producciones culturales en la
determinacion de las caracteristicas del conocimiento que construyen las personas.
Una perspectiva epistemologica sociocultural es compatible con la pregunta de in-
vestigacion de este trabajo, ya que al utilizar manipulativos virtuales se esta haciendo
uso de mediadores y es importante conocer su impacto en la construccion del concepto
de media aritmética. Por su parte, la contextualizacion de la media aritmética en topi-
cos fisicos, busca que los estudiantes tengan una actitud de interés por aprender que se
requieren para lograr un aprendizaje significativo. Similarmente, al ser el centro de masa
el tema de vinculacion y al utilizar el manipulativo, los estudiantes podran experimen-
tar de manera dinamica con las propiedades de la media aritmética, siendo esencial que
los estudiantes estén familiarizados con operaciones aritméticas bésicas (suma, resta,

multiplicacion y division) para poder construir un conocimiento significativo.

2.3. Dimension didactica

Al hablar de esta dimension mediante el diseno del ambiente instruccional se busca
moldear las caracteristicas que se consideran apropiadas para el conocimiento que cons-
truyen los estudiantes. En este caso, interesa que el ambiente instruccional favorezca
la construccion de un aprendizaje significativo, para lo cual se hard uso de las teorias,
previamente mencionadas, de David Ausubel y Raymond Duval.

Para lograr el objetivo expresado en el parrafo previo, es necesario que las activida-

des de aprendizaje sean potencialmente significativa, lo que depende de la naturaleza
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del material, y de la estructura cognoscitiva del alumno, quien debe contar con los co-
nocimientos previos necesarios (Ausubel et al., 1983). Es importante que la naturaleza
del material sea tal que se pueda relacionar de manera intencionada con las ideas del
estudiante. Ademas, se debe promover la relaciéon o conexion entre los simbolos o ideas
expresadas simbolicamente. De acuerdo con Duval (2017), los registros de representa-
cion pueden ser de utilidad para determinar si una secuencia de ensenanza es util para
desarrollar ciertas habilidades matematicas. Por lo tanto, dos tipos de actividades son
requeridas en el proceso de aprendizaje para que los estudiantes logren transitar de la
descripcion de acciones a la formulacion matematica.

El primer tipo de actividades se enfoca en las operaciones relevantes al trabajar
con el material de apoyo (el manipulativo virtual) y los registros escritos. El segundo
tipo de actividades se centra en la designacién de objetos, figuras y acciones mate-
méticas. Estas actividades son relevantes para el apoyo en el correcto desarrollo en la
formacion de ideas mentales no verbalizadas al abordar las actividades, que da a su
vez paso al entendimiento matemaéatico al integrar en la verbalizacion palabras técnicas,
definiciones y teoremas. Otro elemento importante dentro de la teorfa de los registros
de representacion semiotica son las unidades de significado matematico, que deben ser
identificados en mas de dos registros con el objetivo de no confundir el objeto matema-
tico con su representacion en algtun registro. Més adelante en este capitulo se hablara
mas a profundidad de este concepto.

Para este trabajo se decidié disenar las actividades de manera que durante cada
una de ellas los estudiantes identificaran propiedades de la media aritmética mediante
el trabajo con el manipulativo, para que posteriormente con esta informacién transitar
a otro registro, el cual sera de acuerdo a las caracteristicas de sus conocimientos previos
y su estructura cognoscitiva. El conocimiento construido mediante este proceso, puede,
de acuerdo con Ausubel et al. (1983) ser de diferentes tipos, que dependen tanto del

tipo de instrucciéon o actividad realizado, siendo por recepciéon o por descubrimiento,
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que a su vez tienen la posibilidad de desarrollarse por recepcién o significativo.

Las dos condiciones necesarias para desarrollar el aprendizaje significativo son que
la tarea de aprendizaje sea potencialmente significativa, de modo que sea relacionable
de manera sustancial con los conocimientos previos (siguiendo el principio basico de
Ausubel) y que el estudiante tenga una actitud inquisitiva y abierta.

Tal y como Mintzes et al. (1997) expresan, el aprendizaje significativo conlleva la
incorporacion trascendente de nuevos conocimientos a la memoria de largo plazo, cosa
que requiere un fuerte vinculo entre los conocimientos nuevos con los ya existentes en
la estructura cognoscitiva del aprendiz, por lo tanto es esencial que las representaciones
usadas de la media aritmética sean relacionables con los conocimientos y experiencias
previas de los estudiantes, de manera que favorezca el transito entre registros de repre-
sentacion para lograr un mayor entendimiento del objeto matematico, a la vez de que

las tareas sean significativas, atractivas y desafiantes para los estudiantes.

2.4. La media aritmética o promedio

Como ya se ha mencionado, el objeto matematico en el cual se enfoca el estudio de su
aprendizaje en el presente trabajo es la media aritmética, también conocido como pro-
medio, es por ello que es importante definirlo. Barlow (1993) define la media aritmética

CO1mo:

Si quieres describir tu informaciéon con solo un numero, la mejor y mas
significativa forma de promediar es la media aritmética. Estéd denotada por
una barra superior sobre la cantidad en cuestion: de este modo si hay N

elementos en el conjunto de datos

T1,22,23,... , TN
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Entonces el valor medio de z es

1 N
i=1

&I
Il

Por otro lado, Devore et al. (2015) comenta que

Para un conjunto dado de nimeros z1, xs, ..., T,, la medida més conocida
y util del centro es la media o promedio aritmético del conjunto. Como casi
siempre se pensard que los nimeros x; constituyen una muestra, a menudo
se hara referencia al promedio aritmético como la media muestral y se le
denotara por . La media muestral z de las observaciones xy, xs, ..., x,

esta dada por

n
1+ x4+ Tp 21:1%‘
- )

T = (p. 25)

Adicionalmente, Devore et al. (2015) menciona que la media aritmética puede ser
representada fisicamente, como un eje horizontal en el que se colocan muestras de igual
masa, de modo que el punto en el cual se equilibre el eje mediante un punto de apoyo
es el correspondiente al valor de .

Por su parte, Walpole (2007) seniala que las medidas de tendencia central a las cuales
pertenece la media aritmética, son ttiles para brindar valores cuantitativos sobre la
ubicacion central de un conjunto de datos siendo la media un promedio numérico, y
de la misma forma que Devore et al. (2015), Walpole (2007) hace alusion a la analogia
entre la media aritmética y un sistema de balance donde el punto en el que se puede

colocar el apoyo para equilibrar el sistema, es el respectivo a la media.
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2.5. Referentes Teoéricos

2.5.1. Teoria del Aprendizaje Significativo

En su teoria del aprendizaje significativo, Ausubel et al. (1983) distingue diferentes tipos
de aprendizaje. La manera mas importante de diferenciar los tipos de aprendizaje es
formulando dos distinciones de proceso, la primera es de aprendizaje por recepcion y por
descubrimiento, y la segunda entre aprendizaje mecanico (o repeticion) y significativo.

La primer dimensiéon definida por el aprendizaje por recepciéon y descubrimiento
se distingue entre si debido a que en el aprendizaje por recepciéon la mayoria de las
nociones adquiridas por el alumno no las descubre por si mismo, sino que son dadas,
el contenido que se debe aprender es presentado al estudiante en su forma final, no se
debe hacer ningin descubrimiento, solo internalizar el material para poder reproducirlo
en un futuro. Mientras que en el aprendizaje por descubrimiento el contenido principal
de lo que va a ser aprendido no se brinda, sino que debe ser descubierto por el alumno
antes de que incorpore lo significativo de la tarea a su estructura cognoscitiva, o sea a la
organizacion y contenidos totales de las ideas de una persona, asi como de las que per-
tenecen a areas especificas de conocimiento, es decir, la tarea de aprendizaje distintiva
y previa consiste en descubrir algo. El alumno debe reordenar la informacion, integrar-
la con la estructura cognoscitiva existente y transformar la combinacion integrada de
manera que se descubra la relaciéon entre medios y fines que hacia falta, solo después
de haber realizado el descubrimiento, el contenido se hace significativo; de la misma
manera que al internalizar el contenido este se hace significativo en el aprendizaje por
recepcion.

En la segunda dimension (mecéanico-significativo) existe la creencia que el apren-
dizaje por recepcién es necesariamente mecanico, y el realizado por descubrimiento
es significativo. Sin embargo, ambos tipos de aprendizaje constituyen una dimension

independiente al otro, por lo que tanto el aprendizaje por recepcién como por descubri-
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miento pueden ser mecanicos o significativos dependiendo de las condiciones en la que
ocurran.

Si la tarea de instruccion puede relacionarse de manera no arbitraria y sustancial (no
literal) con los conocimientos previos del alumno, ademas de que este tenga la actitud
correspondiente es posible construir un aprendizaje significativo independientemente si
es por recepcion o por descubrimiento.

Por otro lado, el aprendizaje por repeticion ocurre cuando la tarea de instrucciéon
consiste en asociaciones arbitrarias, o que el alumno no tenga los conocimientos nece-
sarios para hacer que la tarea sea potencialmente significativa, y si el alumno adquiere
una actitud de internalizarla al pie de la letra. Con esto notamos la importancia que
tiene el aprendizaje significativo sobre el mecéanico.

Asi como el aprendizaje por recepcion no es necesariamente mecénico, la resolucion
de problemas no es tnicamente significativa, a menos que las operaciones constitutivas
deben ser significativas por si mismas.

Ambos tipos de aprendizaje (significativo y mecénico) no son complementarios en
el sentido de que en el momento en el que suceda uno el otro no, sino que al igual que
con el aprendizaje por recepcion y descubrimiento pueden ocurrir simultdneamente al
abordar una misma tarea.

De acuerdo con Ausubel et al. (1983) en el aprendizaje mecéanico por recepcion la
tarea de aprendizaje no es ni potencialmente significativa ni tampoco convertida en tal
durante la internalizacion. Por otro lado en el aprendizaje significativo por recepcion, la
tarea potencialmente significativa es comprendida (hecho significativo) durante el proce-
so de internalizacion que involucra la construccion de significados nuevos, entendiéndose
el significado como el producto del aprendizaje significativo, como una representacion
particular, recordado por simbolos relacionados de manera sustancial y no arbitraria
con la estructura cognoscitiva.

Lo anterior requiere de una actitud de aprendizaje significativo, que es la disposi-
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cion por parte del estudiante a relacionar una tarea de aprendizaje sustancial con su
estructura cognoscitiva, al igual que necesita material potencialmente significativo, que
pueda por si mismo estar relacionado de manera no arbitrara (plausible, sensible y no
azarosamente) y sustancial (no al pie de la letra) con cualquier estructura cognoscitiva
apropiada (que posea significado l6gico) y que la estructura cognoscitiva del alumno
contenga ideas de afianzamiento relevantes con las que el nuevo material pueda guardar
relacion de manera que sea posible asimilar éstas nuevas ideas.

La interaccion entre los significados nuevos y los conocimientos previos del alumno
da lugar a los significados reales. El aprendizaje significativo por recepcion es importante
porque es el mecanismo que se utiliza para adquirir y almacenar en la memoria ideas
e informacion de cualquier campo del conocimiento. Pueden distinguirse tres tipos de
aprendizaje significativo por recepcion.

El aprendizaje de representaciones es el mas cercano al aprendizaje mecanico, ocurre
cuando se igualan en significado simbolos arbitrarios con sus referentes. Es significativo
porque las equivalencias entre representaciones se relacionan de manera no arbitraria,
como ejemplos de procesos de generalizacion, que se suelen desarrollan desde el quinto
ano de vida. Se ocupa de los significados de simbolos o palabras unitarios.

Por otro lado, en el aprendizaje de conceptos, aprender un concepto equivale a apren-
der que el concepto esta representado por una nueva palabra, o que la nueva palabra
concepto es de significado equivalente al del concepto mismo, es conveniente saber re-
presentar el nuevo concepto aprendido con una sola palabra de significado equivalente
a éste. Aprender lo que significa un concepto consiste en aprender sus atributos que lo
distinguen, y esto implica un tipo diferente de aprendizaje significativo de naturaleza
sustancial y no nominalista o representativa.

Finalmente, el aprendizaje de proposiciones se ocupa de los significados de las ideas
expresadas por grupos de palabras combinadas en oraciones, ya que la idea resultante

es mas que la suma de significados de las palabras componentes individuales, sin em-
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bargo, el aprendizaje de representaciones es una condicién necesaria para el aprendizaje
de proposiciones. A su vez, el aprendizaje de proposiciones se divide en subordinado,
superordinado y combinatorio.

El aprendizaje de proposiciones subordinado ocurre cuando una proposiciéon con
significado ldgico perteneciente a una disciplina particular, se integra de manera sig-
nificativa con proposiciones especificas superordinadas ya presentes en la estructura
cognoscitiva del alumno. A su vez, este tipo de aprendizaje puede ser derivativo si el
material de aprendizaje simplemente ejemplifica o apoya una idea ya existente en la
estructura cognoscitiva, o correlativo si es una extension, elaboraciéon, modificaciéon o
limitaciéon de proposiciones previamente aprendidas.

Por su parte, el aprendizaje de proposiciones superordinado ocurre cuando una pro-
posicién nueva se relaciona con ideas subordinadas especificas en la estructura cognos-
citiva existente, y se relaciona con un fundamento amplio de contenidos generalmente
pertinentes en la estructura que puede ser incluida en el.

Y finalmente, el aprendizaje de proposiciones combinatorio se refiere a los casos
en que una proposicién potencialmente significativa no se puede relacionar con ideas
superordinadas o subordinadas especificas de la estructura cognoscitiva del alumno,
pero es relacionable con un fundamento amplio de contenidos generalmente relevantes
de tal estructura.

Adicionalmente, en el aprendizaje por descubrimiento existe el aprendizaje de pro-
posiciones, con la diferencia de que en este, el alumno debe descubrir el contenido por
si mismo, generando proposiciones que representen ya sea soluciones a los problemas o
los pasos sucesivos para resolverlos.

Sin embargo, las diferentes variaciones del aprendizaje que se presentan en la di-
mension recepcion-descubrimiento surgen durante la resolucién de problemas, donde las
proposiciones de resolucion son transformadas (reestructuradas, reorganizadas, sinteti-

zadas e integradas) en proposiciones (de sustrato) asequibles, ya sean proposiciones de
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planteamiento de problemas que definen la naturaleza y condiciones de la situaciéon pro-
blema presente, o proposiciones antecedentes, pertinentes del conocimiento construido
que atanen al problema. Es mediante esta transformaciéon de proposiciones que se in-
corporan relaciones potencialmente significativas, permitiendo que tanto el aprendizaje
por recepciéon como por descubrimiento puedan ser significativos.

La Figura 2.1 ejemplifica los diferentes tipos de aprendizaje formados por las di-
mensiones recepcidén-descubrimiento y mecanico-significativo expuestos en la teoria del

aprendizaje significativo.

Figura 2.1: Dimensiones del aprendizaje

. o Clarificacién de las Ensefianza audiotutelar Investigacion cientifica
Aprendizaje con significado . i . L. )
relaciones entre los bien disefiada (mdusica o arquitectura
conceptos nuevas)

Conferencias o

R Trabajo escolar en el "Investigacion" mas
presentaciones de la mayor X L o
i laboratorio rutinaria o produccién
parte de los libros de texto X
intelectual
L ., - Aplicacion de férmulas para Soluciones a rompecabezas
Aprendizaje por repeticién Tablas de multiplicar
resolver problemas por ensayo y error

Aprendizaje por
Aprendizaje por recepcién descubrimiento guiado Aprendizaje por
descubirmiento auténomo

Nota. Adaptado de Psicologia educativa: un punto de vista cognoscitivo (p. 35), por D. Ausubel
et al., 1983, Trillas.

Ausubel et al. (1983) condiciona el aprendizaje significativo, debido a que este pre-
supone que alumno manifieste una actitud de aprendizaje significativo (disposicion para

relacionar sustancial y no arbitrariamente el nuevo material con su estructura cognosci-
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tiva) y que el material que aprende es potencialmente significativo para el (relacionable
con su estructura de conocimiento sobre una base no arbitraria y no al pie de la letra),
si alguna de estas condiciones no se cumple el resultado careceré de significado y/o sera
aprendizaje mecénico en caso de que sea la intencion del alumno.

Para que la tarea de aprendizaje sea potencialmente significativa depende de dos
factores, la naturaleza del material que se va a aprender, como de la naturaleza de la
estructura cognoscitiva del alumno en particular. La naturaleza del material no debe
ser arbitrario ni vago para que pueda relacionarse de modo intencionado y sustancial
con las correspondientes ideas relevantes dentro de la capacidad de aprendizaje del ser
humano. Esta propiedad de la tarea de aprendizaje determina si el material es o no
potencialmente significativo, pertenece a la significacion logica.

Para que el material de aprendizaje sea significativo l6gicamente debe ser relaciona-
ble no arbitraria, pero si sustancialmente con las ideas pertinentes y correspondientes
que se hallen dentro de la capacidad de aprendizaje humano: La relacionabilidad no
arbitraria se refiere a si el material en si muestra la suficiente intencionalidad (o falta
de arbitrariedad), entonces hay una base adecuada y casi obvia de relacionarlo de modo
no arbitrario con los tipos de ideas correspondientes pertinentes que los seres humanos
son capaces de aprender.

Mientras que la relacionabilidad sustancial a si el material de aprendizaje es lo su-
ficientemente no arbitrario, un simbolo o grupo de simbolos de ideativos equivalentes
podria relacionarse con la estructura cognoscitiva sin que hubiese ningtn cambio re-
sultante en el significado, o sea que, ni el aprendizaje significativo ni el significado que
surge dependen del uso exclusivo de signos particulares y ni de otros, el mismo concepto
o proposicion podrian expresarse de manera sinénima y deberian seguir comunicando
exactamente el mismo significado.

Como ya se menciond previamente, la funciéon de la estructura cognoscitiva del

alumno es fundamental en el aprendizaje significativo, no basta con que el material sea
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intencionado y sustancialmente relacionable con las ideas correspondientes relevantes
que algunos seres humanos podrian aprender en circunstancias apropiadas, es necesario
también que tal contenido ideativo exista en la estructura cognoscitiva del alumno
particular. Las estructuras cognoscitivas de diferentes alumnos constituyen las variables
y determinantes mas decisivos de la significatividad potencial, factores como la edad,
ocupacion, clase social y cultura.

Esté teoria es de importancia en el trabajo ya que mediante ella se busca analizar
las caracteristicas del conocimiento construido por los estudiantes que participaran en

la aplicacion de la tarea disenada.

2.5.2. Teoria de los Registros de Representacion Semiodtica

Raymond Duval desarroll6 su teoria de los registros de representacion semiotica como
una herramienta para identificar las problemas de comprensiéon matematica persisten-
tes, utilizando las variaciones hechas en representaciones en un mismo registro como el
medio, ya que, como Duval (2017) menciona, estos fendmenos “are not observed becau-
se they are not directly observable in the spontaneous exchanges in class or the single
mathematical interpretations of students’ productions” [no son observados porque no
son directamente observables en las interacciones espontaneas en clase o en las inter-
pretaciones tnicas de las producciones matemaéticas de los estudiantes| (p. 111), siendo
de esta forma permite analizar las condiciones cognitivas necesarias para comprender
las matematicas.

Esta teorfa estda fundamentada en el papel que juegan las representaciones y signos
en el desarrollo del conocimiento, en donde ambos tienen la capacidad de fungir como
mediadores en el acceso a los objetos matematicos que representan, de modo que un
signo es cualquier cosa que independientemente de lo que se perciba sensorialmente
de ellos, evoca o representa algo mas de manera meramente referencial, dentro de un

contexto dado es una unidad elemental de significado (tales como letras, acréonimos,
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niumeros, palabras clave o gestos manuales), que por si solos son insuficientes en el
desarrollo de actividad matematica, por otro lado, una representaciéon semiotica es
un sistema organizado compuesto por signos, que sirve como medio de representacion
de objetos matematicos, cada representaciéon semiodtica tiene una organizacion interna
especifica compuesta por niveles en la que se pueden distinguir las verdaderas unidades
de significado (agrupacion de unidades que tienen un significado diferente al individual
de cada uno de sus componentes, siendo estos componentes los signos) (Duval, 2017).

Por lo tanto, la principal discrepancia entre signo y representacion semiotica es la
relacion que cada uno de ellos tiene con el objeto en si, ya que los signos mantienen solo
una relacion referencial, mientras que la estructura organizada de las representaciones
permite su manipulacion en lo que a continuaciéon se denominara tratamientos y con-
versiones. Duval (2017) ejemplifica a las representaciones semidticas como “in natural
language, the sentences and not the words, in mathematical language the equations
and not the numbers and letters, in geometrical visualization configuration of figural
units and not the points or the straight lines” [en lenguaje natural, los enunciados y
no las palabras, en lenguaje matemético las ecuaciones y no los nimeros y letras, en
visualizacién geométrica la configuracion de unidades figurativas y no los puntos o las
lineas rectas| (p. 18).

Partiendo de la premisa de que el anéalisis de la actividad matemética se basa en la
resolucion de problemas y los procesos de entendimiento matematico, Raymond Duval
teniendo una perspectiva cognitiva, identifica el rapido reconocimiento de los objetos a
través de sus multiples posibles representacion semioticas, distinguiendo las unidades de
significado y niveles de organizacion, y la auto confianza para explorar posibles maneras
de resolucion propias de tareas y comprobar su relevancia como las dos condiciones
necesarias para poder denominar la comprension matematica.

Adicionalmente, para el analisis cognitivo de la actividad matemaética y el funciona-

miento del pensamiento matemaético se debe considerar el modo de acceso a los objetos
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matemaéticos y la naturaleza de la actividad matematica, y el desarrollo de actividad
matematica depende de la variedad de representaciones semibticas que pueden ser usa-
das al igual que de la necesidad de producir o considerar dos representaciones diferentes
del mismo objeto.

Las transformaciones (o movilizacion) de las representaciones semidticas ya men-
cionadas se denominan tratamientos y conversiones. Los tratamientos consisten en la
produccion de una representacion semiotica en el mismo registro, mientras que las con-
versiones generan una representacion dentro de un registro diferente.

Por lo tanto, es fundamental analizar los procesos cognitivos que subyacen una ac-
tividad matematica, tales como el mapeo uno a uno, siendo una operacién cognitiva
que permite acceder a objetos empiricamente inaccesibles, que se realiza entre unidades
de significado de las representaciones semioticas utilizadas, es crucial tanto matemé-
tica como cognitivamente para distinguir la representacion inicial y la representacion
producida.

La actividad matematica consiste en transformar las representaciones semioticas en
otras para obtener nueva informaciéon o conocimiento y resolver problemas, por ello
Duval (2017) identifico los tipos de registros de representaciones semioticas que pueden
ser usadas en matematicas, las cuales estdn presentes en la Figura 2.2.

De acuerdo con Duval (2017), un registro movilizado responsable del acto de pensar
estd compuesto por tres funciones cognitivas. Implica que el sujeto tenga conciencia de
las operaciones para que las realice de manera intencionada y espontanea. A su vez,
requiere de la produccién de representaciones de objetos, porque pensar, es pensar en
algo, y las representaciones mentales son representaciones semioticas internalizadas, es-
ta produccion es una objetivacion, la creacion de una representacion semiotica precede
al pensamiento de los objetos representados. Y por ultimo, la transformacion de repre-
sentaciones (conversion o tratamiento), que es el proceso en el que se relacionan varias

representaciones, donde las denominadas relaciones topoldgicas (relaciones espaciales
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Figura 2.2: Clasificacion de los registros semidticos

Registros discursivos Registros no discursivos
Linealidad basada en la sucesion para
producir y organizar secuencias de palabras
0 simbolos

Lenguas Naturales Iconico: Imagenes
Operaciones jerarquicamente incluidas con
sus respectivas unidades de significado:

Aprension simultanea de una organizacion
bidimensional de nD unidades figurativas

Produccién a mano alzada e interna
conservacion de relaciones topoldgicas

Regietag Nambrarlosiobjetas, enundaclon, caracteristicas de partes del objeto
multifuncionales: Las razonamiento P :
transformaciones de las —* No icdnico: Figuras geométricas
- ‘_-_- .
expresiones son ho . ) ) -
P o Operaciones independientes: Construccion
algoritmicas - - . ) - .
Modos de produccion fenomenoldgicos de [instrumental, reconfiguracion mereoldgica, y
o produccién: Oral o escrita deconstruccion de figuras en dos
H dimensiones. 4

Representaciones auxiliares transicionales
para operaciones libres externas

df——————iaa

Registros mono i Escrllt'ure_l s |p1bo||ca o Graficas cartesianas y diagramas
N Para una operacion ilimitada de sustitucion:
funcionales: Las ) L. ) e o .
. Sistema numérico, escritura algebraica, Trazos y flechas uniendo marcas o nodos
transformaciones de las .

7 lenguajes formales -
expresiones son i : o . . :

- Modo de produccion fenomenolégico: Para las graficas: operaciones de zoom,

algoritmicas - ) . ) :
Escritura interpolacion, cambios de eje

Nota. Adaptado de Understanding the Mathematical Way of Thinking — The Registers of Semiotic
Representations (p. 85), por R. Duval, 2017, Springer International Publishing.

entre los elementos que conforman a una figura u objeto, que no dependen de la exac-
titud de sus medidas, de distancias o angulos, sino de la disposicion de la configuracion
general) ayudan a vincular diferentes registros y representaciones entre si.

Por ende, es necesario movilizar al menos un segundo registro para lograr discernir
e identificar las unidades de significado relevantes que estén presentes en las represen-
taciones producidas, de la misma forma que coordinar estos registros de tal manera que
funcionen de manera armoénica.

Concluyendo, la teoria de representaciones semiéticas es relevante en esta investiga-
cion ya que mediante ella se podra realizar un analisis de las condiciones epistemologicas
y matematicas presentes en el aprendizaje de la media aritmética partiendo de una re-
presentacion semioética.

Tanto la teoria del aprendizaje significativo como la teoria de los registros de re-
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presentacion semiotica son adecuados para la presente investigacion, sus propuestas
epistemologicas, didacticas y ontolégicas son coherentes con las cuales se planteo la
problemética y se diseno la investigacion.

Adicionalmente, se considera que se complementan de manera idonea para los ob-

jetivos de investigacion propuestos, tal como se muestra en la siguiente Figura 2.3.
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Capitulo 3

Marco Metodologico

3.1. Introduccién

De acuerdo con Jackson II et al. (2007), la metodologia nos da la pauta para realizar una
investigacion, como delimitar un problema para poder explorarlo, colectar de manera
apropiada la informacién, y vincularla de manera logica con el problema, su analisis y
conclusiones.

Con base a Jackson II et al. (2007), este trabajo es de caracter cualitativo. Este tipo
de investigaciones se caracterizan por analizar datos recabados en diferentes registros ya
sea escritos, verbales, graficos, mediante los cuales se expresan significados. En la inves-
tigacion cualitativa la interpretacion que el investigador realiza de la informacién tiene
una gran relevancia (Hernandez et al., 2006). Al respecto Gubrium y Holstein (1997)
consideran que la investigacion cualitativa busca entender y describir las caracteristicas
del problema de investigacion, antes de poder intentar explicarlo. Asi, las investigacio-
nes cualitativas involucran procesos de interpretacion y de teorizacion para dar sentido
a la informacién, mediante la categorizacion de ésta y la identificacion de patrones en
los datos. Si bien la investigacion cualitativa incluye diversos niveles de subjetividad,

al mismo tiempo brinda la oportunidad de prestar mayor atenciéon a los significados, y
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a las diferentes interacciones de las personas involucradas en un fenémeno, lo que apo-
ya el analisis de un problema desde diferentes perspectivas, enriqueciendo los posibles
resultados de un estudio.

Dados los objetivos de esta investigacion, el enfoque cualitativo es adecuado, ya que
mediante él se podran analizar las interacciones de los participantes con las actividades
diseniadas en las que se utiliza el manipulativo virtual, identificando caracteristicas en
sus producciones escritas y verbales, y su papel en el aprendizaje de la media aritmé-
tica de acuerdo la teoria del aprendizaje significativo y la teoria de los registros de

representaciones semioéticas.

3.2. Diseno de la investigaciéon

El diseno de un trabajo cualitativo puede tomar diversas formas. De acuerdo con Her-
nandez et al. (2006), el disefio puede basarse en la teoria fundamentada, diseno etno-
grafico, diseno narrativo, diseno fenomenolégico, diseno investigacion-accion, o estudio
de casos. Se decidi6 que el diseno de la investigaciéon para esta tesis sea un estudio de
Casos.

Hiebert et al. (2023) definen al estudio de casos como una investigacion en profundi-
dad de un ejemplo particular o caso, que debe ser identificable con limites claros, y debe
ser lo suficientemente significativo para justificar la observacion, colecta de informacion
y andlisis detallados. Es necesario comprender y describir el caso dentro del contexto en
el que se desarrolla el fendmeno. Por otra parte, Merriam y Tisdell (2015) mencionan
que el estudio de casos cualitativo es un tipo de investigacion intensiva, que incluye una
descripcion holistica y analisis de una entidad singular, fenémeno, o unidad social.

Existen diferentes tipos de estudio de caso. De acuerdo con Stake (2005) un estudio
de caso puede ser intrinseco, instrumental, o multi casos, siendo el pertinente para este

trabajo el estudio de caso instrumental. El estudio de caso instrumental se caracteriza
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porque el caso sirve de apoyo para entender un fenémeno diferente, ya sea un problema
o replantear una generalizacion, y si bien el caso es todavia analizado a profundidad, el
analisis tiene el propoésito de entender de mejor manera el tema de interés.

Merriam y Tisdell (2015) argumentan que la informacion obtenida de los estudios
de casos es mas concreta que abstracta, mas contextual, més desarrollado por la in-
terpretacion del lector, proporcionando a los estudios de casos su experiencia propia y
entendimiento, lo que lleva a generalizaciones cuando la nueva informacion del caso es
anadida a la vieja, y basado mas en poblaciones de referencia pensadas por el lector,
extendiendo la generalizacion de poblaciones de referencia.

Los resultados obtenidos mediante investigaciones basadas en estudios de caso pue-
den interpretarse como nuevas hipétesis que ayuden a estructurar investigaciones futu-
ras. Las descripciones y analisis ricos y densos de un fendémeno, a partir de un estudio de
casos pueden ser adecuados, pero el tiempo y dinero que requieren son inconvenientes
para su realizacion. Ademas, el producto derivado de estas investigaciones puede ser
muy extenso y detallado, lo cual puede complicar la lectura del informe final y la apli-
cacion de los resultados. Por otra parte, los resultados del un estudio de casos dependen
fuertemente de la sensibilidad e integridad del investigador, asi como de sus intuiciones

y habilidades a lo largo del trabajo investigativo.

3.3. Participantes

Los participantes de la investigacion fueron seis estudiantes de una secundaria privada,
ubicada en el municipio de Pachuca de Soto, Hidalgo, quienes cursaban segundo grado en
el mismo grupo. Los participantes fueron seleccionados por su docente de matemaéticas.

La escuela y los participantes fueron seleccionados por conveniencia. Los partici-
pantes se seleccionaron de forma que hubiera un par de estudiantes en cada nivel de

rendimiento: alto, promedio y bajo. Steinmayr et al. (2014) mencionan que el rendimien-
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to escolar representa los logros que un estudiante ha alcanzado dentro de las actividades
escolares, los objetivos se componen por el logro académico, satisfaccion, adquisicion de
habilidades y competencias, persistencia, logros de objetivos de aprendizaje, y el éxito
profesional (York et al., 2015). Este criterio de seleccion tuvo el proposito de diversificar
las caracteristicas académicas de los participantes.

Las actividades a partir de las cuales se recolecté la informacién empirica se im-
plementaron de forma previa a que los estudiantes abordaran el tema de medidas de

tendencia central en su curso de matematicas.

3.4. Diseno de la actividad

Las actividades que se implementaron con los estudiantes estuvo basada en la disenada
por O'Dell (2012), en la cual se hace uso de un manipulativo fisico. Sin embargo, se
hicieron modificaciones, siendo la mas notoria el uso de un manipulativo virtual. Adicio-
nalmente, se siguieron lineamientos estipulados en la teoria del aprendizaje significativo
(Ausubel et al., 1983) y en la teoria de los registros de representaciones semioticas (Du-
val, 2017) .

Las actividades se disenaron de forma que satisficiera las caracteristicas mencio-
nadas por Ausubel et al. (1983) para lograr la construcciéon de un aprendizaje con
significado. En este contexto, se buscé que las ideas de la actividad se relacionaran
de modo intencionado y sustancial con los conocimientos previos de los participantes,
considerando que son estudiantes de segundo grado de secundaria; ademas que tales
ideas se relacionaran de manera no arbitraria y sustancial, de forma que un mismo con-
cepto o proposicion pudiera expresarse en diferentes registros de representacion, pero
comunicando el mismo significado (Duval, 2017).

Ademas, considerando que las medidas de tendencia central son abordadas desde

la educacion primaria en México, se asumi6 que los participantes ya tenian una nocién
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de la media aritmética. Para evitar que abusen del uso del algoritmo para calcular la
media aritmética, no se les mencion6 el concepto matematico. Sin embargo, se esperaba
que con el desarrollo de las actividades lograran identificarlo y posiblemente ocupar sus
conocimientos previos estadisticos.

Finalmente, se esperaba que el manipulativo virtual ayudara a que los estudiantes
desarrollaran una actitud inquisitiva, ademaés de que las actividades fueran lo suficiente-
mente interesantes y con la dificultad adecuada para que los participantes mantuvieran
interés en su realizacion.

Duval (2017) menciona que la organizacion de secuencias de actividades siempre
tiene dos elementos, uno de de ellos es la propiedad matemaética que debe ser descubierta
por los estudiantes. La secuencia se construye de forma que se inicie de actividades
practicas o especificas, y se progrese hacia construcciones tedricas o formales a través
de diferentes interacciones. Adicionalmente, actividades especificas son necesarias de
manera que los estudiantes puedan transitar de la descripcion de las acciones concretas
y de la designacion usual de las figuras reconocidas perceptualmente, a la formulacion
matematica de las operaciones relevantes involucradas al operar con el material de
apoyo.

Estas actividades buscan apoyar la verbalizacion silenciosa, que es cercana a la
expresion oral espontanea, permitiendo anticipar o manejar el avance de cualquier acti-
vidad. Toda fraseologia matematica o entendimiento de expresiéon matematico, requiere
un cambio profundo en esta espontanea verbalizacion silenciosa, emergiendo cuando la
verbalizacion silenciosa integra diferentes operaciones discursivas que el discurso mate-
matico fusiona en palabras técnicas, que condensan definiciones, y teoremas para un
razonamiento valido. Se incorporaron actividades relevantes y operaciones de designa-
cion en la operacion del manipulativo.

Por lo anterior, las actividades disenadas para llevar a cabo este estudio estuvieron

divididas en en tres fases, en la primera se especifican las acciones relevantes asociadas
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con la operacion del manipulativo y operaciones de designaciéon ya mencionadas. En la
segunda fase estan contenidas las actividades pertinentes a la identificacion de propie-
dades de la media aritmética con el manipulativo virtual. Mientras que en la tercera,
se busca que los estudiantes encuentren el punto de equilibrio o media aritmética de
un conjunto de datos sin el apoyo del manipulativo, realizando un mapeo uno a uno y
comparen su método de resolucion (cambiando el tipo de representacion y posiblemente
registro) con la representacion inicial, idealmente relacionando todo lo descubierto en la
actividad con sus conocimientos de medidas de tendencia central previos. Las secuencia
de las 11 actividades se pueden consultar en la seccion 5.3 Apéndice A, que a su vez
fueron las hojas de trabajo que se entregaron a cada uno de los participantes.

A continuacién se enlistan las caracteristicas que se consideraron al disefiar e integrar

cada una de las actividades de la secuencia de instruccion.

1. Operaciones relevantes en la manipulaciéon de apoyo para establecer las condicio-
nes de trabajo, consiste en una lista de cinco puntos que describen las caracteris-

ticas y posibilidades del manipulativo y sus elementos.

2. Operaciones de designacion de objetos y/o situaciones presentes al momento de
experimentar con el manipulativo, se conforma de tres puntos que hacen referencia

a la denominacion de los elementos del manipulativo y de su comportamiento.

3. Es la actividad més simple de la secuencia, se busca que los participantes se fa-
miliaricen con el manipulativo, se pide que se construya dos sistemas de balance
en equilibrio que seran de utilidad en actividades posteriores, ademas de las ins-
trucciones consta de dos diagramas en los cuales se les pide registrar sus sistemas

hallados.

4. Esta ideada con el proposito de identificar que sumar una constante a las variables

de un sistema es equivalente a sumar esa constante al punto de equilibrio o media
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aritmética, por lo tanto los diagramas de esta actividad no cuentan con el apoyo,

ya que es uno de los elementos que deben desplazar.

De manera similar a la actividad anterior, tiene el objetivo de observar que mul-
tiplicar las variables asociadas a un sistema por una constante es equivalente a
multiplicar la media de esas variables por la misma constante, y de la misma

manera que en la actividad anterior el diagrama no cuenta con el apoyo.

Busca que los participantes noten que es posible colocar dos masas en la misma
posicion, ademas de buscar que construyan un sistema simétrico a partir de las
condiciones dadas; es decir, que en un conjunto de datos puede haber mas de un
elemento con el mismo valor, por lo que el diagrama de esta actividad ya cuenta

con dos masas colocadas en la posicion 20.

Al condicionar que el sistema involucrado en la actividad tenga un ntmero de
masas impar y que se parta de un sistema en equilibrio se queda con la tnica
posibilidad de colocar la masa restante sobre el apoyo. Lo anterior significa que
en un conjunto de datos puede haber uno o més elementos de igual valor a la

media aritmética de ese conjunto.

Esta actividad busca identificar un posible mal entendido creado por las dos acti-
vidades anteriores. Al tener un nimero de masas impar y no tener la posibilidad

de colocar masas sobre el apoyo se busca que construyan un sistema asimétrico.

Se busca que empiecen a transformar el registro inicial o que busquen una manera
de equilibrar sistemas sin depender completamente del manipulativo virtual, se les
brindan dos diagramas en desequilibrio de seis masas, los cuales deben balancear
con solo la posibilidad de agregar una mas y desplazarla, sin modificar las ya

existentes.
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10. Se pretende que los estudiantes transformen un conjunto de datos en otro diferen-
te con la misma media, ademés de notar las condiciones necesarias para que esto
sea posible, para ello se les brinda un sistema ya en equilibrio, debiendo hacer mo-
vimientos en ambos lados del apoyo que expongan patrones en el comportamiento

del sistema.

11. Al apartarlos del manipulativo se pretende, de manera intencionada, que transiten
entre diferentes registros de representacion semiotica, ademés de que piensen en

casos generales y no solo en el conjunto de nueve elementos propuesto.

Previo a la aplicacion de las actividades todas ellas se resolvieron (por parte del
autor del presente trabajo) de la mayor manera de formas posibles, esto con el objetivo
de poder identificar los intentos de resolucién que los participantes podian presentar
durante la sesiéon, y en caso de que sea requerido auxiliar con lo que mas adelante
se denominaron preguntas auxiliares de modo que se interfiriera lo menos posible y
alterar el proceso de cada uno de ellos. Estas peguntas se centran en cuestionar si
habian encontrado similitudes en sus respuestas, si podian predecir el comportamiento

del manipulativo, o si su método de resolucién podria ser aplicado a otros sistemas.

3.5. Descripcion del manipulativo virtual

El manipulativo se disené con el sistema de Geometria Dindmica GeoGebra Clésico
version 6.0. Fue pensado como una representacion digital de un sistema de balanza
o palanca, el cual puede ser modificado para que la palanca tenga la longitud que se
desee, ademés de la capacidad del usuario para agregar o quitar un méaximo de 10
masas y desplazarlas a lo largo del sistema. También es posible desplazar o ocultar el
apoyo, todo lo anterior con una respuesta instantanea del comportamiento del balance.
El manipulativo fue desarrollado en siete versiones, siendo la tltima la utilizada por

los participantes en la investigacion. Mediante el siguiente enlace se puede acceder a
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la dltima version del manipulativo: https://www.geogebra.org/classic/fnnetnkq. En la

Figura 3.1, se explican las funciones del manipulativo.

Figura 3.1: Funciones del manipulativo virtual

D Agregar/Quitar masas

Punto de Balance Balance

v
Mostrar o ocultar
el apoyo

Mostrar o ocultar la Agregar mas puntos =
: plataforma (linea roja) al sistema o en su Posicién actual y
Cambiar la masa o defecto quitarlos exacta del apoyo
peso de los puntos
A B

E] Longitud

Punto de Balance 12

Cambiar la longitud
del sistema

o

2 3 4 10 1 & 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

3.6. Implementacion de las actividades

Las actividades fueron aplicadas en una sesiéon de 3 horas en el aula de computo de
la escuela secundaria a la que asisten los participantes. Los participantes contaban con
una laptop con acceso a internet para trabajar con GeoGebra y con las hojas de trabajo
que se les proporciond, las cuales contenian las actividades y diagramas donde registrar
cada uno de sus sistemas, responder las preguntas pertinentes y realizar operaciones
que ellos consideren necesarias. Al inicio de la sesién se brind6é una breve explicaciéon
de las actividades, y las herramientas que necesitarian. El autor de la tesis fungié como
instructor durante la implementacion. El instructor apoyé a los participantes en caso
de tener dudas sobre las instrucciones.

Para efecto del analisis se consideran tres partes en la sesion de trabajo. La primera
consistié en las dos actividades iniciales, de manipulacion y designacion. Estas activi-

dades fueron abordadas por los participantes en los primeros 10 minutos de la sesion.
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La segunda parte consta de las actividades 3 a la 10, las cuales tienen el objetivo de
que los participantes identifiquen propiedades de la media aritmética mediante la ex-
perimentacion con el manipulativo virtual. La tercera parte incluyoé la resolucion de la
actividad 11, en donde se les retir6 el manipulativo virtual para idear un método para
hallar el punto de balance de un conjunto de datos dado, la cual dur6 aproximadamente

una hora y treinta minutos.

3.7. Instrumentos de recoleccion de la informacion y
analisis de datos

La informacién empirica se recolecté mediante las producciones escritas elaboradas por
los participantes. Ademas, se grabd en video la sesion de trabajo, la cual se transcri-
bi6 posteriormente. De acuerdo con Merriam y Tisdell (2015) las grabaciones en video
permiten capturar no solo las comunicaciones verbales de ideas, sino también comporta-
mientos, y expresiones no verbales que comunican significados. Los participantes fueron
notificados sobre la grabacion de la sesion, de igual manera no se tomé captura de sus
rostros. El video solo sera visto por el autor de la tesis y el director de la misma, por
lo que nadie mas tendra acceso a dicho archivo, ni sera publicado por ningin medio.
Para el analisis de la informacién se partié de identificar el método y estrategias
de resolucion de las actividades (descritas con detalle en siguiente capitulo), poniendo
especial atencion a identificar conversiones y tratamientos de las representaciones; con
base en la informacion de las transcripciones y las producciones escritas, ya que el

lenguaje natural es un registro de representacion (Duval, 2017).
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Introduccién

En este capitulo se describe la forma en que los seis participantes abordaron las acti-
vidades, identificando los procesos cognitivos y matematicos desarrollados durante la
actividad. Para analizar tales procesos y el pensamiento matematico que desarrollaron,
se analizaron las transformaciones de las representaciones utilizadas, ya sea mediante los
procesos de tratamiento o conversion (Duval, 2017). Por lo tanto, es relevante considerar
tanto la clasificacién descrita en la Figura 2.2, tanto las producciones desarrolladas por
los participantes durante la aplicacion de las actividades. De igual manera, se mencio-
nan los registros y representaciones utilizadas por los participantes, asi como la razén
por la cual se consideran de este modo. Finalmente, se busca clasificar el aprendizaje
alcanzado al concluir la sesion (Ausubel et al., 1983). Lo anterior involucr6 un examen
detallado de los instrumentos de recoleccién de informacion, las producciones escritas
que se encuentran en la seccion 5.4 Apéndice B y la transcripcion de la grabacion en

video en la seccion 5.5 Apéndice C compuesta de 1509 lineas de didlogo.
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4.2. Proceso de solucion de las actividades

A continuacion se describe de manera detallada el proceso y métodos utilizados por
cada uno de los participantes al abordar las actividades. Este anélisis detallado es
bésico en el diseno metodolégico seleccionado, el cual es un estudio instrumental de
casos. Posterior al analisis de casos individuales se lleva a cabo una identificacion de
semejanzas y diferencias con la finalidad de identificar patrones o regularidades en los
comportamientos o los significados asociados con el desarrollo de las actividades.

La siguiente descripcion de los procesos de resolucién de todos los participantes
consta de las actividades 3 a la 11, las primeras dos actividades se omitieron debido a
la naturaleza de las mismas que estan descritas en la seccién 3.4 Diseno de la actividad,
en las que si bien se consideran necesarias, su desarrollo no requeria de la resolucion
de alguna situacion, sino de identificar y denominar al manipulativo, sus elementos y

comportamiento.

4.2.1. Estudiantes de alto rendimiento
Participante 1

Este participante utilizo una estrategia tnica en comparacion con las estrategias uti-
lizadas por el resto de los participantes. En el primer sistema de balance propuesto
de la actividad 3 coloco todas las masas sobre el punto de apoyo. Adicionalmente, el
segundo sistema balanceado lo realiz6 de manera simétrica; es decir, el lado izquierdo
del sistema es un reflejo del lado derecho, mencionando en sus producciones escritas
(presentes en el documento PEP1 en la seccion 5.4 correspondiente al apéndice B) que
"los puntos deben de estar en lugar contrario, ya que si no se realiza de esa manera
habria un desequilibrio".

Para las actividades 4 y 5 prefiri6 utilizar el sistema en el cual las masas estan en la

misma posicion, por lo que no tuvo dificultades para notar que el sistema permanecera
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en equilibrio a lo largo del mismo bajo esas condiciones.

En la actividad 6, construy6 un sistema simétrico similar a lo hecho en la actividad
1, es importante recalcar que el participante identifica que una vez colocadas dos masas
en el lado opuesto de las masas E y F, puede desplazar las dos masas restantes a las
posiciones que desee, siempre y cuando estas se contrarresten, o en su defecto colocarlas
sobre el apoyo.

A continuacion, en la actividad 7, utilizando el sistema anterior, logré identificar que
la tinica posicion de equilibrio se conseguia cuando la masa recién agregada se ubicaba
sobre el apoyo.

Durante la actividad 8 el participante no comprendi6 las instrucciones, por lo que
el sistema expuesto no cumplié las condiciones solicitadas, ya que colocé nuevamente
todas las masas sobre el apoyo, lo cual se especificaba en las instrucciones que no era
valido.

Para la actividad 9 el participante determin6 que para lograr equilibrar el sistema
agregando una sola masa, la suma de las distancias del lado izquierdo del apoyo a este
mismo, debe ser igual a la suma de las distancias de las masas del lado derecho del
apoyo. De manera que estando A y Ben 2, Cen 4, Ey D en 22 y F en 24 con el apoyo
en 12, entonces, como la distancia de A y B al apoyo es de 10, de C al apoyo es 8,
entonces 10 x 2 + 8 = 28. De manera anéloga la distancia de E y D al apoyo es de 10,
mientras que de F al apoyo es de 12, por lo que 10 x 2 4+ 12 = 32. Como la diferencia
del lado derecho con respecto del izquierdo es de 4, se necesita tener un punto que esté
a 4 unidades de distancia del apoyo, siendo éste sobre 8.

En la actividad 10, el participante observo que al cambiar la posiciéon de una masa
del lado izquierdo del apoyo, este debe estar acompanado de un movimiento similar del
lado derecho del apoyo, siempre y cuando este segundo movimiento sea de la misma
distancia que el primero y hacia la direccién contraria, ademas de mencionar en el

documento PEP1 “Considero que hay muchas ya que varfan muchos movimientos y
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combinaciones posibles”.

Actividad 11. En esta ultima actividad, observo que sus datos van del 1 al 18, e
identifico aquellos en los cuales no habia masas, siendo estos 2, 4, 9, 10, 12, 14, 15, 16
y 17, eliminé tres niimeros de los extremos para quedarse como candidatos el 10, 12 y
14, de los cuales eligi6 al 10 como mejor opcioén, pero después de utilizar la estrategia
creada en la actividad 9 y averiguar que 10 no es la posiciéon deseada abandon6é método
de resolucion. Posteriormente descarto los niimeros que creyd evidentes que no podian
ser el punto de equilibrio (del 1 al 4 y del 10 al 18), y consider6 que iniciar de la mitad
(9) era un buen punto de partida para buscar el centro de masa, con lo que utilizando
nuevamente la estrategia de la actividad 9 analizé esta posicion, obteniendo que no es
el punto de equilibrio, pero desplazando hacia el 8 su posicién y ajustando todas las
distancias del apoyo a las masas encontrando que este es el centro de masa, como se

muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Producciones escritas del participante 1
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Participante 6

La actividad tres fue realizada de manera no simétrica en ambos sistemas en equilibrio
desarrollados. Sin embargo, se observan movimientos de la misma magnitud para pasar
de un sistema a otro sin perder el equilibrio, y manteniendo las masas de los extremos
en las mismas posiciones.

Durante la actividad 4, el participante desplaz6 todas las masas una unidad hacia
la izquierda escribiendo en el documento PEP6 que “para conseguir un equilibrio es
fundamental realizar el mismo cambio al centro de la masa si se cambian las unidades”.

Para la actividad 5, el participante esperaba que al reducir todas sus masas a la
mitad su centro de masa requeria ese mismo cambio para lograr el equilibrio, por lo que
mencion6 en la actividad cuatro.

La actividad 6 fue completada mediante un acomodo simétrico de las masas, guian-
dose con la distancia de los extremos del sistema a las masas, tomando como punto de
partida los puntos E y F.

Durante la actividad 7 el participante identifica la tinica posicién en la cual el sistema
permanece en equilibrio sobre el apoyo, sin embargo comenta que para poder equilibrar
un sistema sin colocar masas sobre el apoyo es necesario que el nimero de masas sea
par, para poder tener el mismo ntmero de ellas de ambos lados del apoyo.

El participante tuvo dificultades en la actividad 8, debido a que se encontrd con
la contradiccion de lo concluido en la actividad anterior, y si bien logr6 equilibrar el
sistema no pudo hallar un método que le fuera de utilidad, traté6 de sumar la posicion
de los puntos del lado izquierdo del apoyo y ver si encontraba alguna relacién con los
del lado derecho, pero sin éxito.

Por otro lado en la actividad 9 en el primer sistema existi6 un mal entendido en
la posicién de las masas, ya que el participante menciona en sus producciones escritas
(PEP6) que colocando la masa extra sobre el apoyo se equilibra el sistema y que “cumple

con la teoria de la 7, en realidad la 7 la complemente con esto” como mencioné en sus
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producciones escritas, posiblemente el error fue haber colocado la masa C en la posicion
0, de esta manera lo que menciona el participante seria correcto. Para el segundo sistema
contd las distancias de las masas del lado izquierdo al apoyo, y de la misma manera
del lado derecho, mencionando que deben sumar los mismo, de manera similar a la
participante 1, por lo que la masa que agregd para equilibrar el sistema la coloco en el
la posiciéon 19 a 7 unidades del apoyo.

Para resolver la actividad 10, el participante utiliz6 lo observado en las actividades 4
y 5, concluyendo que puede haber muchas configuraciones en equilibrio con el apoyo en
14, se cumple que al mover una masa de algtin lado del apoyo tiene que ser correspondido
por un movimiento de otra masa del lado contrario del apoyo de la misma distancia
que el primero, por movimientos equitativos.

Actividad 11. El participante traté de utilizar lo observado en la actividad 9, sin
embargo no estaba teniendo mucho éxito al utilizar esta estrategia.

Después de un tiempo explorando este método, surgié de manera espontanea que la
media era el concepto matemético detras de toda la actividad. El participante confundia
los nombres de las medidas de tendencia central, ya que, si bien mencion6é de manera
correcta que se trataba de la media, intenté hallar el punto de equilibrio como si se
tratase de la mediana, como se observa en la Figura 4.2. Al darse cuenta de su error,
empezd a reflexionar, recordando el algoritmo de la media aritmética, aplicandolo tal
y como se nota en la parte final de la Figura 4.2. Finalmente, confirmé su resultado al
utilizar la estrategia de la actividad 9. Por todo lo anterior, el participante 6 concluy6

en las producciones escritas que,

El resultado del centro de balance es el mismo del promedio de todos los
puntos (la media) ademas se coloca de manera de que la distancia desde
este a los puntos sea la misma, es decir las distancias sumadas, daran el
mismo resultado en ambos lados, el valor del centro va a cambiar cada que

se muevan todos los puntos o que algin factor externo influya en los mismos,
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es decir si todos los puntos se multiplican por 0.5 el centro va a cambiar a

un nuevo valor.
Figura 4.2: Producciones escritas del participante 6
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4.2.2. Estudiantes de rendimiento promedio
Participante 2

En la actividad 3 el participante realizé un acomodo en equilibrio simétrico para el
primer sistema, mientras que para el segundo movio tres masas (una del lado izquierdo,
y dos del derecho) para acomodarlo en equilibrio, por lo que es asimétrico.

Para la actividad 4 partio del sistema simétrico anterior, disminuyendo dos unidades
a cada una de las masas, de la misma forma que al apoyo, sin embargo no encuentra
una relacion en la cantidad de este cambio para llegar nuevamente al equilibrio.

Sin embargo, ya en la actividad 5, logra identificar esta relaciéon, comentando que
esperaba que de la misma manera en que las masas se redujeron a la mitad el apoyo
también lo haria.

Durante la actividad 6, el participante logré equilibrar el sistema colocando las
cuatro masas que podia desplazar del lado izquierdo del apoyo y espaciadas cada dos
unidades, pero sin lograr justificar su método de resoluciéon, de manera que dependid
completamente del uso e interaccion con el manipulativo.

En la actividad 7 identifico que la tinica posiciéon para mantener el equilibrio en un
sistema agregando una sola masa es sobre el apoyo, escribiendo en PEP2 “si lo pongo
en otro punto que no sea en el centro se va a desnivelar por la cantidad de masa en un
extremo y en el otro no” discrepando con lo realizado en la actividad anterior donde de
un lado del apoyo colocd 4 masas y 2 del otro.

Similarmente en la actividad 8 logra equilibrar la balanza como se le pide, sin em-
bargo nuevamente sin poder justificar su método, ya que lo hizo colocando mas masas
cerca del centro de apoyo.

Por otro lado, ya en la actividad 9 logra idear un método para equilibrar los sistemas,
siendo este mismo el visto en los participantes de alto rendimiento, que la suma de
las distancias de las masas de un lado del apoyo sea igual al del lado opuesto. Es

importante mencionar que esta actividad fue la ultima realizada, se observa un ajuste
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de la estrategia utilizada en la actividad 11, donde en este caso si se consideran el total
de las masas y no solo el maximo y minimo.

Finalmente en la actividad 10, concluye de manera escrita que existen muchos aco-
modos de las masas para un sistema con el apoyo en 14 mencionando sus producciones
escritas que “la condicion es que debes de mover los puntos de los dos lados de manera
equitativa para tener un balance”, sin embargo ni este participante ni ninguno de los
anteriores han desplazado una masa de un lado del apoyo al otro.

Actividad 11. Durante la resolucion de la actividad 11 y posteriormente de la ac-
tividad 9 el participante 2 trabajé de manera colaborativa con el participante 3, debido
a la cercania que habia entre sus asientos cuando alguno de estos dos participantes
consultaba algo con el instructor el otro participante se incorporaba a la discusion.

El participante 2 menciona que identifico en las actividades pasadas que los valores
que estén muy separados generan mas peso en el sistema a diferencia de los que estan
juntos, y debido a que en esta actividad cuenta con valores continuos como el 5, 6, 7y
8, vy el siguiente valor es 11, tiene un espacio de dos (9 y 10) en donde puede colocar el
apoyo.

Considerando que el apoyo esta entre el valor méaximo y minimo redujo el espacio
posible en el que podria estar, comentando en la ultima hoja de sus apuntes (PEP2)
“hice més chiquitos los niimeros mas grandes y mas grandes los ntimeros chiquitos” de
manera que sus valores ahora eran 3, 4, 5,6, 7, 8, 11, 13, 15. En este procedimiento el
participante menciona al 16, anadiendo un valor a su conjunto, pero esto es ocasionado
a que si bien su masa que denominé B que originalmente estaba en 3 la desplazo a 4,
hizo un movimiento extra a su masa I que originalmente estaba en 18, pero al desplazar
A de 1 a 3, B pas6 a 16, y finalmente a 15 por el movimiento de B, duplicando esta
masa, una pasando a 15 y la otra permaneciendo en 16, pero al final no considerédndola
en su método de comprobacion.

Ubico su centro de masa en 9 ya que la distancia del minimo y maximo al apoyo es
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igual, 9 —3 =15—-09.
Si bien, después de realizar esta actividad el participante corrigié su estrategia en

la actividad 9, no regres6 a verificar su resultado de esta actividad.

Participante 3

El participante 3 construyo6 los dos sistemas de la actividad 3 asimétricos, ambos con 3
masas a cada lado del apoyo.

Para la actividad 4 disminuy6 una unidad a todas sus masas, escribiendo en PEP3
que “al mover todos una unidad méas todo se volvi6 a equilibrar”, esto con el movimiento
hacia la misma direccién y distancia del apoyo .

Para la actividad 5, el participante logré equilibrar el sistema al dividir las masas
a la mitad, sin embargo se observa que tenia dudas sobre la validez de colocar masas
en puntos medios, ya que al inicio de la actividad se les hizo la sugerencia de que
colocaran las masas en unidades enteras debido a que justamente en esta actividad
tendrian dificultades para colocar las masas en las mitades de estos puntos medios, esta
duda se observa en el siguiente didlogo de las lineas 147 a la 159 de la transcripciéon de

la sesion (documento presente en los apéndices, seccion 5.5):

Participante 3: Profe (senala su pantalla con un sistema en equilibrio)
Instructor: ;Ya quedo?

Participante 3: Pero, me qued6 en la mitad

Instructor: Ah, justo lo que les habia comentado de que fueran ntmero
enteros, era para evitar de que si inicialmente tenfan una masa en un cuarto
luego iba a ser mas dificil acomodarlo, pero asi estd bien. ;Esperabas que
pasara eso?

Participante 3: Eh, no jajaja

Instructor: ;Por qué no? ; Qué caracteristica le ves (al apoyo) con respecto

a los demas (masas)?
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Participante 3: Eeeh ;como?

Instructor: ;Tienen alguna relaciéon los movimientos que hiciste con este
(apoyo)?

Participante 3: No sé

Instructor: A ver chécalo y trata de averiguarlo

Atn cuando logroé equilibrar el sistema y darse cuenta que al mover todas las masas
a la mitad de su posicion original el apoyo también se comportaba de ésta manera,
su registro fue inadecuado, ya que su confusion de no colocar masas en puntos medios
permanecio en esta actividad.

Para la actividad 6, el participante distribuy6 los puntos para que que tuviera la
misma cantidad de ambos lados del apoyo, acomodando los 3 del lado izquierdo en
posiciones cualquiera, mientras que el del lado derecho moverlo hasta lograr el equilibrio,
dependiendo altamente del uso del manipulativo. No obstante, el participante regreso
a esta actividad para corroborar su método de resolucién de la actividad 9, del que se
hablara més adelante.

Para la actividad 7 identifico con éxito que el apoyo es la tnica posiciéon en la que
puede agregar una masa extra a un sistema ya en equilibrio, asi como en la actividad 8
distribuir un nimero impar de masas en un sistema en equilibrio sin colocar masas en
el apoyo, o sea, teniendo més masas en un lado del centro de masa que del otro.

Por otro lado, durante la actividad 9 desarroll6 la misma estrategia que los demés
participantes, igualando la suma de las distancias de las masas al apoyo de ambos lados
de éste.

Y en la ultima actividad con el manipulativo el participante identifica que hay
muchas posibilidades de distribuir las masas en el sistema manteniendo el equilibrio
mediante movimientos equitativos.

Actividad 11. Como ya se mencion6, durante las actividades 11 y 9 los participante
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2 y 3 trabajaron de manera colaborativa.

El participante con lo observado en las actividades previas, en donde notd6 que
el centro de masa estd entre el valor minimo y méaximo intent6é reducir este espacio
mediante movimientos equitativos de los extremos, como en la actividad 10, moviendo
el 1 al 3y 18 al 16, sin embargo movié de igual forma la masa que ya tenia en 3 (que
el participante nombr6é B) al 4, sin realizar su movimiento correspondiente del lado
contrario, esto muestra que consideraba que no podia tener dos masas en la misma
posicion.

Y si bien pudo continuar con esta estrategia reduciendo cada vez mas el espacio
entre el minimo y maximo hasta tener todas sus masas en la misma posicion, solamente
realiz6 ese par de movimientos.

Por otro lado, el participante menciona de manera escrita que “hay una relacion entre
estas (las masas), el punto de apoyo, estan mas cerca de los nimeros mas pequenos y
més lejos de los mas grandes”, con esto supuso que su apoyo debia estar cerca de las
masas que ya tenia agrupadas del 3 al 8 y lejanas del 11, 13, y 16, considerando que el
9 era una buena opcion.

Finalmente sumo6 las distancias de los puntos de ambos lados de su apoyo para
verificar que fueran iguales (como lo hecho en la actividad 9), pero en esta ocasion
consider6 solo la suma de su apoyo (9) a su valor minimo (3) y maximo (16), omitiendo
por error el 15, y con esto obteniendo que la distancia de ambos lados es de 6, con lo
que dio valido su resultado.

Se observa nuevamente que se utilizo la estrategia de equidad de distancias, que sin
embargo no era correcta hasta su uso en la resolucién de la actividad 9, en donde ya se

considero la suma total de las distancias de las masas al apoyo.

69



Figura 4.3: Producciones escritas del participante 3

4.2.3. Estudiantes de bajo rendimiento
Participante 4

El participante 4 en la actividad 3 tuvo dificultades para construir los sistemas en
equilibrio, siendo uno de ellos erréneo, posiblemente al desplazamiento del apoyo, sin
embargo el segundo sistema fue distribuido sin inconvenientes.

Para la actividad 4 el participante opt6é por armar otro sistema diferente a los hechos
en la actividad 3, con el cual identifico que al desplazar las masas de manera equitativa
y hacia la misma direccién en un sistema ya balanceado el centro de apoyo se tiene que
mover esta misma distancia para volver a equilibrar el sistema.

Durante la actividad utiliz6 el sistema de la actividad 5, en donde el participante
seguia teniendo dificultades principalmente con el entendimiento de las actividades, sin
embargo logré balancear el sistema, como se puede observar en el siguiente diadlogo de
la transcripcion de la videograbacion, de las lineas 207 a la 222, de la 264 a la 271 y
finalmente de la 276 a la 303.

Participante 4: Aqui en esta actividad (5), ;Es como la anterior? Por
ejemplo, aqui le aumento 0.5 para la suma

Instructor: En realidad no, aqui la indicacion es multiplicar por 0.5, para
que al hacerlo con tus masas te queden a la mitad, y asi con todos
Participante 4: Mmmm, entonces este lo multiplico por 0.5, aqui este tam-
bién (el apoyo)

Instructor: Ese lo vas a tener que acomodar al final, pero j me imagino que
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ya sabes mas o menos en donde lo vas a colocar?

Participante 4: Si!

Instructor: ; En donde?

Participante 4: Como por aqui (sefialando su pantalla en donde quedaria
el punto moviendo el apoyo 3 unidades como en la actividad anterior)
Instructor: ;Por qué?

Participante 4: Porque fue lo que las habia movido

Instructor: ;Pero ahorita todas se va a mover esa cantidad?
Participante 4: Eech jajaja ay no, tendria que averiguar cuanto se van a
mover

Instructor: A ver inténtalo

Participante 4: ;Y aqui? ;Tengo que mover el apoyo?

Instructor: Una vez hayas dividido todos a la mitad, empieza a encontrar
el apoyo, pero, jya sabes por donde va a quedar?

Participante 4: (asiente con la cabeza)

Instructor: ;Por donde?

Participante 4: ;Por el 47

Instructor: ;Por qué por el 4?7

Participante 4: ;Por qué también es la mitad?

Participante 4: Profesor...

Instructor: ;No te da?

Participante 4: No

Instructor: ;Y si dividiste todos a la mitad? ;Este es el que ocupaste (re-
firiéndome al sistema en equilibrio con el que partio)?

Participante 4: Si
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Instructor: A ver veamos, el primero te tiene que quedar en 0
Participante 4: Ah, pero, ya lo tengo aca

Instructor: Pero es para corroborar.

Participante 4: Ok

Instructor: Bueno, otro en 1.5, el siguiente en 3, otro en 6, otro en 7.5 y
el altimo en 9.

Participante 4: Si

Instructor: Si, los colocaste bien, experimenta un poco para ver en déonde
se equilibra

Participante 4: Es aqui

Instructor: ;Listo?

Participante 4: ;Y a fuerzas...? Bueno es que aqui, me dio esto
Instructor: ;Lo tienes en 4.57

Participante 4: Si

Instructor: ;Y el anterior dénde lo tenias?

Participante 4: En 9

Instructor: ;Se parece?

Participante 4: Si, es la mitad

Instructor: ;Y es lo que esperabas?

Participante 4: Si

En la actividad 6 realiz6 un acomodo simétrico para balancear el sistema, pero sin
justificar su estrategia, y en la actividad 7 describe que el apoyo es el tinico punto donde

se puede colocar el apoyo debido a que en “los dos lados debe ser la misma cantidad”

de masas como escribi6 en sus apuntes del documento PEP4.

Posteriormente en las actividades 8 y 9 construy6 sistemas en balance escribiendo

que se consigue porque “ahi se logra el balance de masa” denotando una alta dependencia
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con el manipulativo, logrando el balance a prueba y error.

Ya en la actividad 10 identific6 que existen diversos acomodos de las masas con el
argumento hecho en sus producciones escritas, que debido a que el nimero de masas es
par entonces “se puede realizar de forma equitativa” refiriéndose a que siempre puede
tener la misma cantidad de masas de ambos lados del apoyo, y el sistema estara en
equilibrio siempre que se hagan movimientos equitativos (de la misma magnitud pero
en sentido contrario) en ambos lados.

Actividad 11. Debido a cuestiones escolares el participante se tuvo que retirar
antes de terminar toda la actividad, solo teniendo tiempo en esta actividad de escribir
“La masa tiene que ser equivalente en los dos lados” y que “Los movimientos que se
realizan tienen que ser iguales en los 2 lados”, un par de conclusiones que observé a lo

largo de las demas actividades.

Participante 5

En la actividad 3, el participante armo6 dos sistemas asimétricos, mientras que en la
cuarta actividad fue el Gnico participante que desplazé sus masas hacia el lado derecho,
sin embargo no esperaba que para volver a equilibrar el sistema su apoyo lo tuviera que
mover también hacia ese lado y con la misma magnitud.

De manera similar menciona que tampoco esperaba que al colocar las masas a la
mitad de las distancias de su posicion el centro de masa también tendria que cambiar
de esa manera para equilibrar el sistema. El participante cometié un error al momento
de registrar su acomodo en las producciones escritas, ya que colocdé un punto en 8.5
siendo la posicion correcta 9.5.

Durante la actividad 6 el participante escribié en PEPS que su “estrategia para lograr
el equilibrar las masas fue buscar tal vez un patréon que pudiese generar el equilibrio", sin
embargo lo hizo mediante la interaccion con el manipulativo a prueba y error, logrando

un acomodo asimétrico. Igualmente en la actividad 7 identifica el apoyo como el tinico
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lugar donde puede colocar la masa extra para que el sistema permanezca en equilibrio.

Nuevamente en la actividad 8, realizdé un acomodo asimétrico sin justificar su mé-
todo de resoluciéon, dependiendo completamente del uso del manipulativo, cosa que se
reafirma en la actividad 9, mencionando en sus producciones escritas que “la posicion
de la masa agregada es que el tinico punto donde puede ser colocada la séptima masa
para que quede en equilibrio”, notandose que desplazd la masa agregada por todo el
sistema para hallar su lugar.

Finalmente en la actividad 10 identifica que existen muchas posibilidades de sistemas
en equilibrio anadiendo que “la condicién para que pueda equilibrarse es que si se mueve
una a la izquierda otro se tiene que dirigir al lado contrario” en PEP5.

Actividad 11. En un principio, debido a que el numero de masas es impar (7) y a lo
observado en actividades previas, el participante consideré que podia buscar el sistema
en equilibrio en que tuviera el mismo ntimero de masas (3) de ambos lados del apoyo
y la restante sobre este, sin embargo decidié cambiar de estrategia al no encontrar un
patréon que le ayudara.

Posteriormente, su estrategia consistioé en operar con su conjunto de datos, para ello
observo la actividad 10, en la cual sabia el conjunto entero de 10 datos (1, 2, 11, 11,
15, 16, 17, 20, 23, 24), ademas del apoyo (14). Al sumar todos los datos de su conjunto
o valor de sus masas obtuvo 140, con esto logré observar la similitud entre esta suma,
el valor del apoyo, y la cantidad de masas o datos, en la cual al dividir la suma entre el
ntmero de datos obtiene el valor del apoyo. Después de corroborar esto con actividades
previas, resolvié la actividad 11 de esta manera obteniendo que al apoyo esta en 8,

como se observa en la Figura 4.4, y mencionado nuevamente en PEPb5:

Yo obtuve la forma para poder saver cual es el punto de equilibrio utilizando
los numeros de las masas y eso lo sume y el reultado que obtuve lo dividi
entre la cantidad de numeros de masas ge hay, una idea que tuve al resolver

la actividad fue que en todos los casos el punto de apollo siempre esta entre
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el valor menor y el mayor valor y la otra idea fue que cuando observe que

cuando un punto tenia que moverse de la misma forma que otro punto tenia

que moverse.

Figura 4.4: Producciones escritas del participante 5
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4.3.

b 7y

Resumen de las estrategias de soluciéon

En la Tabla 4.1 se sintetizan las estrategias utilizadas por los participantes de las acti-

vidades 3 a la 10. Por su parte la Tabla 4.2 contiene las estrategias de los participantes

para resolver la actividad 11. Nuevamente, por la razéon ya explicada en la seccion 4.2

se omitieron las primeras dos actividades.

Tabla 4.1: Resumen actividades 3-10

Actividad Participante 1 Participante 2 Participante 3 Participante 4 Participante 5 Participante 6

3 MA AS AA AS AA AA

4 MA DM ME ME ME ME

5 MA ME ME ME ME ME

6 AS DM DM AS DM AS

7 UA UA UA UA UA UA
Error de com-

8 5 DM DM DM DM DM
prension

9 ED ED ED DM DM ED

10 ME ME ME ME ME ME

Siendo

MA: Todas las masas sobre el apoyo
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UA: Una masa en el apoyo

AS: Acomodo simétrico

AA: Acomodo asimétrico

ME: Movimientos equitativos

DM: Dependencia al manipulativo

ED: Estrategia equidad de distancias

Tabla 4.2: Resumen actividad 11

Participante

Método de resolucion

Aproximacion, descartando los valores “obvios” que no podian ser candidatos, considerando la mitad

(9) del sistema, verificando con ED, para finalmente desplazar el apoyo a 8.

2y3

Disminucién del espacio donde se puede estar la media (entre el méximo y minimo,) mediante movi-
mientos equitativos, aproximando con un criterio observado en el que “mientras més estén juntos (las
masas) menos peso hacen” y “mientras mas diferencia hay. .. méas peso hacen” por lo que colocaron su
masa en 9 verificando mediante ED pero solo considerando el maximo y minimo) (9-3=15-9), no la

suma de todas las distancias.

Analizando la actividad 10, buscando operar con la posiciéon de las masas, sumo todas obteniendo 140,
notando que es multiplo de la posicion del apoyo (14) y del ntimero total de masas (10). Por lo que

para encontrar el apoyo la suma se divide por el nimero de masas.

Mediante ED sin éxito, para posteriormente de manera “espontanea” pensar en la media, sin embargo
tenia confusién con las medidas de tendencia central, verificando primero con la mediana, y después

darse cuenta de su error, recordando el algoritmo de la media aritmética.

4.4.

Estrategia utilizada: Equidad de distancias (ED)

En cuatro de los seis participantes se repiti6 una estrategia para balancear un sistema

en el cual solo se puede desplazar una masa, es de particular interés ya que como se

muestra a continuacion conforma un cambio entre registros de representacion, pudiento

hacer el proceso denominado por Duval (2017) como mapeo uno a uno entre unidades

de significado, en el manipulatvo virtual los participantes identificaron la relacion entre

la posicién en la que se colocaba cada masa con respecto al apoyo, con el equilibrio, de

manera muy similar a lo visto en el experimento Fl Equilibrio de la Balanza de Inhelder

y Piaget (1985), de modo que cada masa en su sistema (registro iconico) corresponde
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numéricamente (registro simbolico) al de su posicion como un elemento de un conjunto
de datos, y lo mismo sucede con el apoyo y su posicién. Sin embargo, esta conversion
del registro icéonico al simbolico no fue directa como se explicard mas adelante.

La estrategia ya fue mencionada en repetidas ocasiones, consiste en igualar la suma
de las distancias de las masas al apoyo en ambos lados de este, visto de manera general

en un sistema de 7 masas tenemos,

Desarrollando obtenemos,

44— A-B-C—-G=D+FE+F -3z (2)

wT—-A-B-C—-G=D+E+F (3)

A partir de esta igualdad, se puede llegar al algoritmo computacional de la media
aritmética. Sin embargo, los participantes la utilizaron para encontrar el elemento fal-
tante del conjunto de datos, de acuerdo a lo solicitado actividad 9 y, posteriormente,
como método de comprobacion para la actividad 11.

Siendo lo inicialmente mencionado,

A+B+C+D+FE+F+G

7= - (4)

O sea,

_ A+B+C+D+..+M,
n

&I

Para determinar el elemento faltante en el conjunto de datos se tiene,
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G=7t—-A-B-C—-D—-E—-F (6)

De modo que,

M,=nt—A—B—-C—..— M, (7)

Siendo ambas ecuaciones equivalentes.

4.5. Tratamientos y conversiones presentes en las di-
ferentes actividades

Para la explicacion de estos procesos, primeramente se mencionaran las representaciones

utilizadas por los participantes y al registro al que pertenecen:

= Sistema de balanza: Se considera un registro iconico, ya que es una representacion
de un objeto fisico, en donde cada elemento del manipulativo es referente de
un objeto en la realidad y tienen similitud estructural (mas no son una copia
exacta), los puntos siendo masas, el segmento de recta la palanca o plataforma
de equilibrio, y el tridngulo el punto de apoyo. Mientras que la manipulacién de
esta representacion ya sea tanto en GeoGebra como en lapiz y papel se consideran

tratamientos.

= Expresiones retoricas, verbales y escritas: en el momento en el que los participantes
explican sus métodos de soluciéon en cualquiera de estas dos maneras de expresion,
se considera que estan realizando una conversion del registro de partida al de

lenguas naturales.

= Equidad de distancias: Esta representacion se clasifico como grafico, ya que los

participantes representaban una recta o secuencia numérica en la cual colocaban
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los puntos en las distancias en las que las sumas de estas al punto de apoyo es
igual en ambos lados de este como en se muestra en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3.
Se diferencian con el registro iconico en que en estas representaciones se dejaba
de lado la plataforma y su comportamiento para enfocarse en las distancias que
habfa entre los puntos colocados y uno buscado. Sin embargo, para la obtenciéon
del punto faltante, los participantes se valieron de operaciones aritméticas, resol-
viendo una ecuaciéon de manera segmentada. Por lo tanto, el método de equidad
de distancias es grafico para todos los participantes que lo utilizaron, pero no
todos los representaron de manera simbdélica, la gran mayoria se quedaron en un

registro auxiliar transicional.
= Algoritmo de la media: Registro simbolico y lenguas naturales.

Por otro lado, se observo en diversas ocasiones que los participantes iniciaban el
transito entre registros (conversiones), sin embargo, al momento de obtener el resultado
que buscaban no terminaban de formalizar este nuevo registro.

Lo anterior es claro al momento de analizar el método de equidad de distancias,
en el que se apoyaban de operaciones de suma y resta, pero sin llegar a expresar de
manera algebraica este método (Figura 4.1), como se muestra en la ecuacion (1), o en
el caso del participante 5 en la Figura 4.4, no representa el algoritmo descubierto de
manera algebraica, sino que se limita a colocar el conjunto de datos, la suma de este y la
posicion del apoyo, al mismo tiempo que expresa de manera escrita en sus conclusiones
y hablada en las lineas 1320 a 1335 de la transcripcion el método de resolucion.

Resalta que el participante 6 fue el tinico que logré transitar al registro simbolico,
aunque esto haya sucedido al momento de relacionar las medidas de tendencia central
y el centro de masa, no del método de equidad de distancias, por lo que al recordar el
algoritmo de la media aritmética lo represent6 con la ecuacion (5) con el conjunto de
datos de la actividad 11 como se ve en la Figura 4.2.

En la Tabla 4.3 se exponen las conversiones entre registros de representacion reali-
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zadas por los participantes de acuerdo a lo presentado por Duval (2017) en la Figura
2.2.

Tabla 4.3: Registros utilizados por los participantes

Participante Iconico-No Icénico | Lenguas Naturales | Transicional Simbélico | Grafico

Todas (menos en la
1 Todas 9y 11 - 9y 11
actividad 11)

2 Todas Todas 9y 11 - 9y 11

3 Todas Todas 9y 11 - 9y 11

Todas (menos en la
4 Todas - - -
actividad 11)

Todas (menos en la
5 Todas 11 - -
actividad 11)

6 Todas Todas 8,9y 11 11 8,9y 11

Con todo lo descrito anteriormente, se deduce la ruta de conversiones que siguieron
los participantes, representada en la Figura 4.5, en la que todos partieron de un registro
iconico y, mediante las actividades fueron transitando primeramente hacia el registro
de lenguas naturales, y en la actividad 9 la gran mayoria utilizaron (a excepcion de
los participantes 4 y 5) el registro grafico mediante el método de ED, para finalmente
concluir en un registro trasicional hacia el simbdlico.

Por otra parte, el participante 6 al no poder lograr la conversion del registro grafico-
transicional-simbolico, es cuando identifica la relacion entre la media aritmética y el
centro de masa, y al momento de corroborar esta relaciéon transita en sentido contrario
al original, ya que al determinar la media del conjunto de datos, verifica el resultado
mediante ED, sin embargo esta conversion no es directa, sino que nuevamente pasa por

el registro auxiliar transicional.
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Figura 4.5: Ruta de conversiones

Icdnico

Lenguas
Naturales

Gréfico

Transicional

Relacion entre la media

Simbdlico |4............] Rela
aritmetica y el centro de masa

Esta ruta identificada es congruente con lo presentado por Duval (2017) en la Figura

2.2.

4.6. Aprendizaje alcanzado

Segiin todo lo descrito y analizado pertinente a lo realizado por los participantes, se
clasifico el aprendizaje que se considera cada uno de ellos desarrolld o estaba en vias de
ello.

Inicialmente se observa que los participantes 1, 2, 3 y 6 presentaron caracteristi-
cas de aprendizaje significativo de proposiciones, de acuerdo a como se menciona a
continuacion.

Como ya se menciono, el participante 6 fue quien mas registros de representacion

desarroll6 a lo largo de la actividad, al igual de ser el inico quien identificd a la media
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aritmética y desarrolld6 una conclusion mas completa, en la cual denota un ajuste y
extension de lo que el participante sabia de la media aritmética.

Lo anterior es claro al analizar el momento en el cual tiene la confusién entre los
nombres de las medidas de tendencia central, si bien relacioné la actividad con estas,
no identificaba cual era la que llevaria a la soluciéon, esto haciendo que el aprendizaje
sea a su vez correlativo, de acuerdo a lo descrito por Ausubel et al. (1983), y presente
en el capitulo 2 del presente trabajo.

Por otro lado, el participante 6 mantuvo un diadlogo activo con el instructor a lo largo
de la actividad, todos sus métodos de resoluciéon e ideas pertinentes para ello fueron
propias, por lo cual fueron por descubrimiento.

Por su parte los participante 1, 2 y 3, idearon métodos de resoluciéon para todas
las actividades, sin embargo no identificaron las medidas de tendencia central, esto
posiblemente fue causado a la falta de transito en el registro simbolico, con lo cual
pudieron haber identificado el objeto matematico. Sin embargo, debido a todas las
propiedades de la media que lograron identificar y usar a lo largo de las actividades
se clasifica su aprendizaje como combinatorio, ya que como se menciond, no lograron
relacionarlo con ideas estadisticas superordinadas ni subordinadas.

Ahora bien, el participante 1 denota un mayor dominio en el transito entre los
registros de representacion ya ideados, como se muestra en la actividad 11, en el que
aunque sigue trabajando en el método de ED, no depende de una representacion grafica
de el, sino que termina en un registro transicional hacia el simbélico de manera més
segura a diferencia de los participantes 2 y 3, que aunque ocuparan una estrategia de
movimientos equitativos para reducir el “espacio” en el que la media podia estar, no lo
desarrollaron mas alla de unos cuantos movimientos.

Estos tres participantes 1, 2 y 3, idearon sus métodos de resolucién, sin embargo
requirieron de mas preguntas auxiliares para apoyarlos en las actividades, como se

puede ver a lo largo de toda la transcripcion de la sesion. Por lo tanto clasifica como
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un aprendizaje significativo por descubrimiento guiado.

Por su parte los participante 4 y 5 fueron quienes presentaron mayor dificultad, esto
es claro al observar la dependencia al manipulativo en diferentes actividades, al igual
que no obtener el método de ED.

Pese a eso, el participante 5 fue junto al participante 6 quien utilizé el algoritmo
computacional (sin llegar a representarlo de manera simbolica) de la media como so-
lucion de la actividad 6, no obstante la forma en la cual se le ocurrieron fue distinta.
Debido a esto y a lo descrito en el marco conceptual, se cataloga este aprendizaje co-
mo significativo de representaciones, y que se observa una relacién entre esta forma de
obtencion del centro de masa (media) con el registro iconico (manipulativo).

Por su parte le participante 4 aunque no haya tenido la oportunidad de concluir
con la dltima actividad, su desarrollo en las actividades previas apuntan a un resultado
similar con el participante 5, sin embargo, por falta de esta informacion no se determiné
el aprendizaje del participante 4.

De igual manera que con los tres primeros participantes el participante 5 necesito
preguntas auxiliares para llevarlo hacia donde ¢él apuntaba, en donde debido a que su
intento de solucion de la actividad 11 consistié en operar con el conjunto de datos
brindado se le hizo la sugerencia de consultar los sistemas ya resultados en actividades
previas para buscar relaciones entre sus elementos que le fueran de utilidad para su
método de resolucion, por lo tanto es un aprendizaje por descubrimiento guiado.

Dicho todo lo anterior, el aprendizaje desarrollado por los participantes puede ser

visto en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Clasificacion del aprendizaje de los participantes

Aprendizaje
Significativo
i Por
descubrimiento =
¢ descubirmiento
guiado

{

De representaciones
Participante 5

De
proposicidnes
Y

Subordinado Superordinado Combinatorio
l Participante 1, 2, 3
Derivativo Correlativo

Participante 6

Se observa que el aprendizaje significativo por recepcién se omite en el diagrama

debido a que no se presentd en ninguno de los participantes.

4.7. Cierre

Es de interés mencionar que el participante 6 fue el tinico que logré identificar a la
media aritmética como el objeto matematico sobre el cual estan fundamentadas las
actividades, y es de igual forma el tnico participante que transité entre los cuatro
registros de representacion, brindandole significado a esta medida de tendencia central
més alld de una operaciéon matemaética, como se muestra en las lineas 1363 a la 1386 de

la transcripcion.
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Y si bien los demés participantes no identificaron a la media aritmética, se presentéd
de manera repetida (en 4 de los 6 participantes) el método denominado ED, que co-
mo se mostré previamente, es una gran oportunidad para vincular ambos conceptos,
completando el tratamiento del registro transicional al simbdlico.

A pesar de eso, se analiza que mediante esta relaciéon entre la media aritmética y
el centro de masa es posible la formacion de un aprendizaje significativo, aunque se
presentaron diferentes caracteristicas entre los participantes, en todos se puede obser-
var la construccion del concepto mediante esta relacion y la experimentaciéon con el
manipulativo.

Sin embargo, el abordar el aprendizaje de esta medida de tendencia central mediante
esta relacion de conceptos, no es garantia de éxito, ya que como se pudo observar,
existe la posibilidad de que al resolver las actividades el estudiante dependa altamente
del manipulativo, lo que dificulta la identificacién de relaciones y patrones tal como
con los participantes 4 y 5, que justamente son quienes no lograron transitar a una
representacion grafica (método de ED), y aunque el participante 5 llegase al algoritmo
de la media aritmética no lo relacion6 con esta medida estadistica, sino que lo interpreto

como la forma de obtener el punto de equilibrio del sistema.
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Capitulo 5

Discusion y conclusiones

De acuerdo con lo expuesto en el capitulo de resultados, se obtuvo evidencia de que en los
participantes se presentaron diversos tipos de aprendizaje con diferentes caracteristicas,
el participante 6 llegando a desarrollar un aprendizaje significativo por descubrimiento
de proposiciones subordinado correlativo, siendo a su vez, el nico participante que
transito en todos los registros de representacion semiotica.

Por otro lado, el participante 5 desarroll6 un aprendizaje significativo por descubri-
miento guiado de representaciones, siendo el mas cercano al aprendizaje por repeticion.
Este participante tuvo dependencia al manipulativo al momento de resolver las activi-
dades y justificar sus respuestas, al mismo tiempo de no transitar en todos los registros
de representacion.

Mientras que los participantes 1, 2 y 3 alcanzaron un aprendizaje significativo por
descubrimiento guiado de proposiciones combinatorio, sin embargo el participante 1
demostré un transito entre registros mas controlado, al mismo tiempo que mejores
resultados en las actividades.

Igual de relevante, es mencionar la estrategia de ED, que 4 de los 6 participantes
idearon, y del cual se puede extender como una oportunidad para transitar al registro

simbolico y a su vez al algoritmo de la media aritmética, apoyando de esta forma el
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desarrollo de significado de la media.

Se observa que los participantes 4 y 5 fueron quienes mayores problemas encontraron
al momento de justificar sus resultados y operar el manipulativo, de igual manera el
participante 5 optd por una estrategia diferente para la resolucion de la actividad 11 sin
considerar lo concluido en las actividades previas, lo que se puede extraer de esto es que
las caracteristicas y elementos de las actividades, y del manipulativo no se relacionaron
de manera sustancial con su estructura cognoscitiva de la forma que se buscaba y
esperaba.

El manipulativo del sistema de balance fue el medio por el cual los participantes
empezaron a identificar patrones y propiedades de la media, que posteriormente les sir-
vi6 para resolver actividades, ademas, como ya se menciond, esto no es sinénimo de la
construccion de un aprendizaje significativo, es necesario el averiguar de manera deta-
llada las caracteristicas de los estudiantes para su mejor uso, y adaptar las actividades
de acuerdo a lo ya mencionado.

Analizando la transcripcion de la sesiéon, es claro notar la importancia de las dos
primeras actividades, de manipulacion y designacion, ya que los participantes tuvieron
como nombrar a los objetos que manipulaban tanto las acciones que realizaban. Sin
embargo, también se observa que todos los participantes a excepcion del participante
6 quien identifico a la media aritmética (teniendo problemas al confundir la media con
la mediana, siendo esto un problema recurrente en el aprendizaje de las medidas de
tendencia central, tal y como lo menciona Cruz y Garret (2008) en su investigacion),
siguieron nombrando ambas cosas de esta manera, por lo que en todos los registros
en los que transitaron fueron relacionados con el inicial, sin llegar a vincularlo con el
concepto estadistico.

Por otra parte, se observaron grandes similitudes con lo concluido por Pollatsek et al.
(1981) con su denominado conocimiento analogo de la media, siendo esta coincidencia

la capacidad de realizar aproximaciones de su valor dado un conjunto de datos (como
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con los participantes 1,2 y 3, en la actividad 11), con la gran diferencia de que con
esta forma de representacion de la media no se buscaba que fuera un método para su
determinacién, sino mas bien, el mecanismo por el cual brindarle significado con la
ayuda del tratamientos y conversiones de ese registro iconico.

A su vez, se notan elementos de lo concluido por Moyer-Packenham y Westenskow
(2013), ya que, como se ha mencionado, los estudiantes lograron presentar diversos
métodos de resolucion de las actividades partiendo del manipulativo, siendo el claro
ejemplo de esto la estrategia ED, o sea, el algoritmo computacional de la media arit-
mética, estando estrechamente relacionado con lo mencionado por Durmus y Karakirik
(2006) y el enfoque aprendiendo con el modelo.

Con todo lo dicho y analizado, se puede concluir que el aprendizaje de la media
aritmética mediante la relacion con el centro de masa es una gran oportunidad pa-
ra proveer de significado a este objeto matematico, por lo que la construcciéon de un
aprendizaje con significado mediante el tratamiento y conversion de representaciones
semioticas puede ser muy similar a lo descrito en en la Figura 2.3, las ideas que se
introducian en las actividades se relacionaban de manera sustancial y no al pie de la
letra con los conocimientos previos de los participantes, siendo un factor importante la
diversidad de representaciones y registros que se presentaron debido a que cada uno de
ellos desvela caracteristicas del objeto matemaético. En este sentido, el transito entre
registro siguié un rumbo como se esperaria de acuerdo a Duval (2017) y como se observa
en la Figura 4.5, donde las representaciones construidas y la inicial (presentada con el
manipulativo) se relacionaban mediante las unidades de significado, partiendo de un
sistema de balance a elementos numeéricos relacionados por la suma de diferencias entre
ellos y un valor buscado.

Sin embargo, se deben considerar diversos factores, tales como el uso adecuado del
contexto y la no dependencia al manipulativo, al mismo tiempo de no confundir el mismo

manipulativo con el objeto detras de este, al igual que considerar las caracteristicas de
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los estudiantes, ya que como se pudo observar, se obtienen diferentes resultados en
correspondencia a las caracteristicas de los participantes, por lo tanto, es necesario la

modificacion de las actividades para una mejor adecuacion a ellos.

5.1. Trabajo a Futuro

Como se pudo observar, si bien se obtuvieron buenos resultados en el presente estudio,
existieron dificultades en la identificaciéon de propiedades de la media. Por lo tanto,
una primera aproximacion a la mejora del aprendizaje de la media con su relacién con
el centro de masa es mediante la extension de las actividades presentada, esto con el
objetivo de apoyar de mejor manera a los estudiantes, para exponer de manera més clara
los patrones presentes durante la experimentacion con el manipulativo, facilitando de
este modo el transito a los demés registros, especificamente al simboélico, el cual fue el de
mayor dificultad para todos los participantes. De manera similar, poner mas atenciéon
a la estrategia de ED, que como se ha mencionado en repetidas ocasiones, aparecié de
manera frecuente y es un medio ideal para el transito al registro simbdlico.

Ahora bien, una manera de inducir el transito a lo continuo, puede verse en Fuentes
(2020), donde se ejemplifica el caso de la media ponderada. Para este efecto, el mani-
pulativo en GeoGebra tiene la capacidad de variar o cambiar el peso y el tamano de los
puntos que corresponden a diferentes masas en el mismo. Para el mejor entendimiento
de este efecto, se hace necesario la creacion de otras actividades. Hasta donde el autor
de este trabajo tiene conocimiento, esta investigacion no esta reportada.

Finalmente, el estudio de una distribuciéon continua de masas representa un reto
tanto desde la perspectiva de la creacién del manipulativo, como de la presentacion de
los propios conceptos, al estar involucrados elementos del calculo diferencial, de modo
que para su introduccién, es necesario que se aborde con estudiantes de nivel bachillerato

0 superior.
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Dos propuestas para extender el presente estudio a momentos de 6rdenes mayores
pueden consultarse en (Lord & Yan, 2011) y (Nelsen, 1998). Particularmente, en el
segundo de estos trabajos, se expone que es posible representar un registro simboélico
correspondiente al momento de inercia mediante su correspondiente registro grafico. De
particular importancia es la varianza, cuya definiciéon se hace equivalente al momento

de inercia de un sélido con una distribucion de masa continua.

5.2. Reflexiones finales

Gracias a todo lo observado y analizado durante el proceso de realizacion de la presente
tesis, se aprendi6 que es fundamental brindar a los estudiantes la oportunidad de ex-
plorar problemas matemaéticos con diversos enfoques, de esta manera se pueden generar
perspectivas y métodos de resolucion interesantes, que con la adecuada guia y apoyo
del docente se pueden apuntar y refinar en diversas representaciones en uno y mas re-
gistros del mismo objeto matemético, apoyando asi la construccion de un aprendizaje
significativo.

Por otro lado, si bien la tesis mostro resultados favorables con esta metodologia, es
necesario realizar ajustes a la misma, tales como aumentar en el nimero de sesiones,
a la vez del tiempo total en el que los estudiantes trabajen en las actividades, con el
objetivo de que el proceso de apropiacion y desprendimiento del manipulativo se realice
de mejor manera, ayudando de este modo a la identificacion de patrones, lo que llevaria

a una mejor identificacion de la relacion entre los registros de representacion semidtica.
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Apéndices

Para apoyar la politica institucional de ahorro de papel en la UAEH, la consulta
de los siguientes documentos, mencionados en la tesis, se puede realizar mediante los

respectivos enlaces.

5.3. Apéndice A. Secuencia de actividades

https://drive.google.com /file/d /1f EilD182yOg6yebl5YsIGtW2BwveeKI/view?usp=

drive link

5.4. Apéndice B. Producciones escritas de los partici-
pantes

https://drive.google.com /drive/folders/1SkeZ8GIlpUnunko YhevaX Rf KJ16sf?usp=

drive link

5.5. Apéndice C. Transcripcion de la sesiéon

https:/ /drive.google.com /file/d /1Vel9Ywq2Gb9pssbykPy2p ANIVpCNJI8Yd /view ?usp—

sharing
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