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Resumen

Se analiza el impacto de tareas de instruccion, basadas en la identificacion y
generalizacion de patrones, sobre el entendimiento de la propiedad distributiva del producto
respecto de la suma, en estudiantes de segundo semestre de un bachillerato publico en el
estado de Hidalgo, México. Las tareas se disefiaron con base en el marco de resolucion de
problemas y el concepto de entendimiento en términos de conexiones, propuesto por
Hiebert y colaboradores. Se disefiaron e implementaron seis tareas de instruccion, basadas
en la identificacion y generalizacion de patrones en secuencias figurales. Los participantes
fueron cuatro estudiantes voluntarios, quienes trabajaron durante tres sesiones de dos horas
cada una. Las fuentes de informacion fueron las producciones escritas de los estudiantes,
asi como grabaciones de video de las sesiones, las cuales posteriormente se transcribieron.
El andlisis del trabajo de los estudiantes se llevd a cabo considerando la caracterizacion de
pensamiento algebraico propuesta por Luis Radford. El proceso de andlisis incluyd la
identificacion de lo que es variable e invariante al analizar secuencias figurales, las cuales
fueron las situaciones problematicas en cada una de las tareas. Los resultados incluyen una
descripcion de aspectos tales como la identificacion de regularidades en las secuencias; asi

como las formas de expresar la generalidad de forma verbal y simbdlica.



Abstract

This study examines the impact of pattern identification and generalization tasks on
tenth-grade students’ understanding of the distributive property. The participants were
students from a public high school in Hidalgo, Mexico. Grounded in Hiebert and
colleagues' framework of understanding as making connections, six instructional tasks
involving figural sequences were designed and implemented. The study involved four
volunteer students who participated in three two-hour sessions. Data were collected through
students’ written work and video recordings of the sessions, which were later transcribed.
The analysis followed Luis Radford’s characterization of algebraic thinking, focusing on
identifying variable and invariant elements in the figural sequences presented in each task.
Key findings highlight students’ processes in recognizing regularities within sequences and
their strategies for expressing generality—both verbally and symbolically. The results
contribute to understanding how pattern-based tasks can support the development of

algebraic reasoning, particularly regarding the distributive property.
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1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1.Introduccion

El entendimiento del lenguaje algebraico es basico para la aplicacion de las matematicas y
la modelacion de diversos fendmenos tanto naturales como sociales (Eccius-Wellmann,
2012). El algebra es una de las principales ramas de la matematica, y tiene relacion con
muchas otras areas de la disciplina. El algebra se orienta al estudio de estructuras
abstractas, a la representacion de patrones numéricos y la realizacion de operaciones
aritméticas generales, mediante representaciones simbdlicas. Es un area del saber que tiene
aplicaciones en la propia matematica, en la ciencia, y otras areas del conocimiento tales
como administracion, finanzas, epidemiologia, demografia, entre otras (Eccius-Wellmann
2012). Lo anterior da pauta para que el algebra sea considerada como una herramienta

béasica para abordar y comprender una amplia diversidad de problematicas.

Uno de los principales retos que enfrentan los docentes que imparten algebra, en secundaria
y bachillerato, se refiere a las dificultades que muestran los estudiantes para operar con
simbolos que representan cantidades indeterminadas (Eccius-Wellmann, 2012);
principalmente para factorizar y simplificar expresiones simbolicas. Las habilidades
anteriores son la base para la solucion de ecuaciones y el desarrollo de otros procedimientos
matematicos, de modo que constituye un conocimiento procedimental fundamental

(Schueler-Meyer, 2016).

La propiedad distributiva del producto sobre la suma (en lo subsecuente abreviada como
PD) es la base de los procesos de expansion y factorizacion de expresiones algebraicas, y
por ello es un conocimiento bésico para el aprendizaje de matematicas mas avanzadas,
incluyendo el calculo o el algebra lineal (Ding y Li, 2010; Mok, 2010). A pesar de la
relevancia de la PD en el aprendizaje matematico, la investigacion recién se ha interesado
en este concepto y, por ello, se desconoce como introducir efectiva y sistematicamente tales
ideas en primaria y secundaria. Particularmente, se desconoce con precision coémo se genera
este conocimiento en el contexto aritmético y aiin no se sabe como transferirlos al contexto

algebraico (Ding y Li, 2010).



Se considera que las dificultades relacionadas con el entendimiento de la propiedad
distributiva pueden deberse a que no es una propiedad referida a una operacion, sino que es
una propiedad que relaciona dos operaciones, el producto y la suma (Maffia y Mariotti,
2017). Las dificultades de entendimiento de la propiedad distributiva no se restringen a los
estudiantes ya que, incluso, futuros profesores de matematicas de primaria muestran
dificultades para aplicar la PD. Un error frecuente que cometen los profesores en formacion
consiste en realizar transformaciones del estilo 18x26=10%20+8x6 (Lo et al., 2008), lo cual

es falso.

Algunas propuestas instruccionales han intentado abordar la problematica del
entendimiento de la PD mediante la integracion e interrelacion de representaciones
algebraicas y geométricas (Figura 1), o a través del uso de estrategias mnemotécnicas
(Figura 2). Una de tales estrategias consiste en utilizar modelos de area y conectarlos con
las correspondientes expresiones simbolicas, donde se resalta la relevancia de conectar
areas de figuras geométricas y el concepto de multiplicacion como ruta para el desarrollo de

un pensamiento algebraico (CCSSI, 2010; Kinzer y Stanford, 2014).

a 4+ 2

b C b C

ab + ac a(b+c)

Q

Figura 1. Integracion de representaciones algebraicas y geomeétricas.

Fuente: Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Distributividad)
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Figura 2. Estrategias mnemotécnicas para recordar la propiedad distributiva

Fuente: YouTube (https://www.youtube.com/watch?v=WzW4vki-UuE)



1.2. Revision de la Literatura

En esta seccion se lleva a cabo una revision de articulos de investigacion que abordan el
desarrollo del pensamiento algebraico. Particularmente, se destacan los estudios orientados
al entendimiento de la PD, con la finalidad de identificar las principales preguntas de
investigacion, las aproximaciones tedricas y metodologicas; asi como los resultados mas
relevantes y, de esta forma, enmarcar la problematica de este trabajo en el cuerpo de

conocimientos cientificos existentes sobre el tema.

Vermeulen et al. (1996) llevaron a cabo un estudio con la finalidad de comparar el papel de
la PD cuando los estudiantes realizan calculos aritméticos y cuando realizan operaciones
algebraicas. Los autores proponen un modelo que describe cinco niveles de entendimiento.
El nivel 1 se refiere a la utilizacion espontanea de la PD, el nivel 2 el estudiante reconoce la
propiedad, en el nivel 3 la utiliza intencionalmente, en el nivel 4 se generaliza la propiedad
y en el nivel 5 se explica la propiedad. En el articulo se describe un experimento de
enseflanza, con estudiantes de sexto y séptimo grado, orientado a facilitar un incremento en
el nivel de comprension de la PD. Se disefiaron actividades de aprendizaje que incluyen: (a)
problemas concretos, (b) problemas descontextualizados, (c) equivalencia de expresiones
numéricas, (d) tareas que involucran la aplicacion intencional de la PD. La investigacion
incluyé un disefio experimental con pre-test y pos-test. Los resultados indican que los
participantes experimentaron un incremento sustancial en su nivel de comprension de la

propiedad distributiva, lo cual es indicativo del éxito de la estrategia de ensenanza.

Mok (2010) elabor6 una investigacion cuyo objetivo fue comprender la falta de apreciacion
de la estructura algebraica subyacente en la PD en estudiantes de secundaria. El disefio de
la investigacion fue transversal. La informacion se recolecté mediante entrevistas basadas
en tareas. Participaron 203 estudiantes de una escuela en Hong Kong, de los cuales se
entrevistd a 33. Las entrevistas se realizaron cuando los estudiantes abordaron seis tareas
basadas en errores comunes que se cometen al aplicar la propiedad distributiva. Las
entrevistas se grabaron y posteriormente se transcribieron. Los datos se analizaron mediante
una aproximacion de teoria fundamentada (grounded theory) y la taxonomia SOLO. La

investigacion obtuvo evidencia de que algunos estudiantes realizaron progresos en el



entendimiento y aplicacion de la PD, pero otros no pudieron dar sentido a los simbolos y a

las operaciones algebraicas, limitando su pensamiento a la aplicacion de reglas.

Ding y Li (2010) llevaron a cabo un estudio con la finalidad de examinar coémo se presenta
la PD en libros de texto de primaria de Estados Unidos, en comparacion con libros de texto
chinos. El andlisis se llevd a cabo con base en tres dimensiones: (a) contexto de los
problemas (célculos, problemas de palabras u otro), (b) problemas tipicos dentro de cada
contexto (problemas de un paso o multiples pasos) y (c¢) variabilidad en el uso de la PD
(tipo de nimeros y direccion de la propiedad distributiva). Se identificé que los textos
estadounidenses son muy similares entre si, pero difieren considerablemente de los textos
chinos. Los libros americanos se enfocan en los célculos y ejemplifican diversas estrategias
que limitan el uso de la PD al dominio de los nimeros enteros y al proceso de expansion de
expresiones simbolicas. Por otra parte, los textos chinos se enfocan en los principios
algebraicos subyacentes y estan alineados con sugerencias derivadas de la investigacion
cognitiva. Los textos chinos incluyen problemas de palabras que requieren multiples pasos,
en los que subyace una estructura particular que se aborda de manera sistematica y
jerarquica a través de los diferentes grados, involucrando diversos tipos de numeros
(enteros, decimales, fracciones y porcentajes). En los problemas de los libros chinos se

favorece la aplicacion de la PD en ambas direcciones (expandir y factorizar).

Ding y Li (2014) realizaron un estudio para examinar como se aborda la PD en libros
chinos de primaria y explorar como pueden organizarse las representaciones en el curriculo,
de tal forma que se favorezca una transicion del conocimiento concreto al conocimiento
abstracto. Se identificaron 319 items que involucran la PD. La transicion entre
representaciones se analiz6 a partir de tres niveles: (a) dentro de un ejercicio resuelto, (b) de
un ejercicio resuelto a un ejercicio propuesto dentro de un tdpico, y (c) a través de multiples
topicos en los diferentes grados. Cuatro son las caracteristicas que facilitan la transicion
concreto-abstracto: (1) situar el aprendizaje inicial en un problema de palabras, el cual sirve
como punto inicial del proceso de transicion; (i) establecer el desarrollo de
representaciones abstractas como objetivo del proceso de transicion multiniveles; (iii)

incorporar variaciones en los problemas con conexiones en tareas cuidadosamente



disefiadas, y (iv) promover que consistentemente los estudiantes den sentido al proceso de

transicion mediante diversos apoyos pedagogicos.

Denham (2015) analiz6é cémo ciertos juegos digitales pueden apoyar el entendimiento de la
propiedad asociativa y distributiva al abordar actividades de multiplicacion. En la
investigacion se considera que los juegos digitales fortalecen el aprendizaje a partir de los
altos niveles de involucramiento y motivacion de los jugadores. Se llevo a cabo un estudio
experimental en el que participaron 111 estudiantes de tercer y cuarto grado, inscritos en
escuelas publicas de los Estados Unidos. En primer lugar, los estudiantes completaron una
evaluaciéon para determinar su nivel de entendimiento de la propiedad asociativa y
distributiva. Se disefiaron tres versiones de un juego digital para determinar cual de ellas
tiene mayor impacto sobre el entendimiento conceptual de las propiedades antes
mencionadas. Las versiones del juego se clasificaron en intrinsecas y extrinsecas. En una
version intrinseca hay una relacion integral y continua entre el contexto de fantasia y el
contenido instruccional; mientras que en las versiones extrinsecas la fantasia depende de las
habilidades que se estdn aprendiendo, pero no reciprocamente. Posteriormente, cada
participante se asignd aleatoriamente a uno de los siguientes grupos, intrinseco, extrinseco
y control. Los participantes jugaron durante 50 minutos cada version del juego y fueron
evaluados después de jugar. Las actividades se llevaron a cabo en un laboratorio de
computo. Los datos se analizaron mediante un analisis de varianza de una via. Se identifico
que los estudiantes que jugaron la version intrinseca del juego tuvieron mejor desempefio

en el postest, en comparacion con los que jugaron la version extrinseca.

Hackenberg y Lee (2016), llevaron a cabo un estudio para entender la relacion entre el
razonamiento cuantitativo con fracciones y el razonamiento algebraico que involucra a la
PD, al cual denominaron razonamiento distributivo. El fundamento tedrico del estudio
incluye los conceptos de operacion y esquema de particion distributiva (Steffe y Olive,
2010). Los participantes en la investigacion fueron 18 estudiantes de secundaria y
bachillerato: siete estudiantes de grado siete, diez estudiantes de grado ocho y un estudiante
de grado 10. La seleccion de los participantes se llevdo a cabo después de realizar
observaciones en clase, consultar a los profesores de los estudiantes y realizar una

entrevista de seleccion. Se organizaron tres grupos, cada uno con seis estudiantes. Cada
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grupo abordd un concepto multiplicativo diferente. Los estudiantes participaron en dos
entrevistas semiestructuradas (una sobre fracciones y una sobre algebra), con una duracion
de 45 minutos cada una, y completaron una prueba escrita sobre fracciones. El tiempo entre
la realizacién de cada entrevista fue de tres o cuatro semanas. Las entrevistas se grabaron
en video. Se reporta la forma en que 12 estudiantes operaron con el segundo y tercer
concepto multiplicativo, demostrando un razonamiento distributivo en problemas que
involucran reparto equitativo y al operar con expresiones que incluyen cocientes de

expresiones algebraicas.

Schueler-Meyer (2016) realiz6 una investigacion cuya finalidad fue determinar si
estudiantes de octavo grado desarrollan flexibilidad para aplicar la PD; es decir, capacidad
para transferir su conocimiento sobre la PD al operar con expresiones algebraicas no
familiares, después de revisar ejemplos resueltos. EI marco teoérico incluye el concepto de
flexibilidad en profundidad (flexibility in-depth), la cual se define como la habilidad para
aplicar una estrategia a un amplio rango de expresiones simbdlicas no familiares. Otro
elemento del marco conceptual es el supuesto de que el uso de estrategias es una actividad
interpretativa. La investigacion se bas6 en un disefio de experimentos con cuatro grupos de
estudiantes, quienes fueron seleccionados después de la aplicaciéon de un pre-test. Los
estudiantes que mostraron un sélido conocimiento de la sintaxis (paréntesis, signos,
jerarquia de operaciones) y la semantica (significado de las variables) algebraica
participaron en una intervencion didactica con una duracion de 90 minutos, en la que
abordaron tres tareas y, posteriormente, fueron entrevistados. Las entrevistas y las sesiones
de intervencién se grabaron en video y se transcribieron las grabaciones. Los datos se
analizaron cualitativamente a través del método de analisis de contenido, mediante codigos
descriptivos e inductivos. La unidad de analisis fueron segmentos de las transcripciones en
los cuales los estudiantes interpretaron o transformaron una expresion o negociaron
transformaciones de expresiones algebraicas. Los resultados sugieren que la flexibilidad en
profundidad esta relacionada con las formas en las cuales los estudiantes perciben alguna
estructura en las expresiones algebraicas. Los estudiantes que lograron transferir la
propiedad distributiva también fueron capaces de percibir propiedades o estructuras en una

forma cualitativamente diferente del resto de los participantes.



Maffia y Mariotti (2017) investigaron cémo el desarrollo del sentido de estructura puede
apoyar el entendimiento de la PD. El marco conceptual de la investigacion se basa en el
concepto de sentido de estructura en aritmética, €l cual se describe mediante un conjunto
de seis competencias. El trabajo es parte de una investigacion mas amplia, cuyo disefio
incluy6d experimentos longitudinales de ensefianza con estudiantes de segundo grado. Se
disefiaron e implementaron actividades con el objetivo de que los estudiantes interpretaran
a la PD como una transformacion sobre expresiones numericas, a partir de modelos de area
para la multiplicacion. Los datos se obtuvieron mediante entrevistas realizadas un afo
después de los experimentos de ensefianza, es decir se entrevistd a un estudiante de tercer
grado de primaria. Las entrevistas se grabaron en video y se transcribieron. El estudiante
mostro todas las competencias que caracterizan en sentido de estructura en aritmética pero
para evaluar la correccion de una igualdad adoptdé una manipulacién sintictica de
operaciones que no es matematicamente consistente: una expresion como axb+axc se

transformo en (a+a)x(b+c).

Olteanu (2017) llevé a cabo un estudio en el cual se reporta como el uso de tareas directas e
inversas permite a los estudiantes discernir la estructura de la PD, la cual se puede utilizar
para expandir o factorizar expresiones algebraicas. Se disefi6 una investigacion
longitudinal, la cual se llevd a cabo en Suecia. Se implementd una secuencia didactica en
un curso de algebra, con una duracion de 40 minutos, con estudiantes de octavo grado. Dos
profesores de matematicas disefiaron e implementaron una leccidon basada en la teoria de la
variacion (Marton, 2015). Uno de los docentes implemento la tarea en su salon de clases,
mientras el otro docente grabo en video la sesion de trabajo. La leccion se enfocd en el uso
de tareas inversas como un medio para complementar las interpretaciones de la PD. El
entendimiento de los estudiantes se evalué mediante la formulacion de preguntas. Los
resultados sugieren que el uso de tareas directas e inversas apoyod el entendimiento de la
estructura de la PD. Asi, se determin6 que los maestros pueden favorecer el desarrollo de
nuevos conocimientos y mejorar la comunicacion en el salén de clases a través de los
procesos de transformacion y variacion. También se identificaron diversas dificultades de

los estudiantes para aplicar la PD para factorizar expresiones algebraicas.



Ardiansari y Wahyudin (2020), llevaron a cabo un estudio para determinar coémo el
entendimiento de la PD puede utilizarse para que los estudiantes puedan darse cuenta de
que una ecuacion indica una equivalencia entre expresiones algebraicas. El marco tedrico
de la investigacion se baso en la taxonomia SOLO. Participaron 53 estudiantes indonesios
de secundaria (12-15 afios), los cuales respondieron a un cuestionario, integrado por cinco
afirmaciones respecto de la PD, una pregunta de verdadero o falso, y tres preguntas de
opcion multiple. Los resultados indican que el entendimiento de los estudiantes respecto de
la PD se puede agrupar en tres niveles: (1) preestructural, (2) una combinacion del
uniestructural y multiestructural y (3) una combinacion del nivel relacional y abstracto
expandido. Se indico que incluso los estudiantes quienes mostraron proficiencia al utilizar
la PD en el contexto numérico tuvieron dificultad para aplicarla al realizar operaciones
algebraicas, debido a una falta de comprension del signo igual, como un signo de

equivalencia.

Chen y Cai (2020) elaboraron un estudio para determinar cdmo un maestro de matematicas
experimentado aprende a ensefiar la PD a estudiantes de cuarto grado, usando formulacion
de problemas (problem posing). En la investigacion participé un profesor graduado de una
escuela normal en China, con una experiencia profesional de 20 afios. En 2005 el
participante fue reconocido con la mas alta distincion para los docentes de su pais. El
docente implement6 dos lecciones sobre el tema, una de ellas usando la formulacion de
problemas como estrategia didactica. Las fuentes de informacion fueron tres: (i)
transcripciones de las grabaciones en video correspondientes a las dos lecciones; (ii)
comunicaciones electronicas que sostuvieron el investigador y el docente durante un
periodo de tres meses, durante sus intentos para redisefiar la leccion basada en formulacion
de problemas; y (iii) entrevista al docente, después de que implement6 la leccion basada en
formulacion de problemas. En primer lugar, se analizaron las diferencias entre las dos
lecciones, resaltando las ventajas de ensefiar mediante la formulacion de problemas; asi
como los retos enfrentados por el docente durante el proceso de disenar e implementar la
leccidn; asi como las estrategias utilizadas para enfrentarlos. Se destaca la relevancia de las
interacciones entre el contexto, practica de ensefianza y acompafiamiento de un

investigador para el proceso de formacion docente.



A continuacion se presenta una tabla donde se concentra la informaciéon de mayor

relevancia obtenida a partir de la revision de la literatura, la cual es de utilidad para

enmarcar la temdtica de la tesis dentro del cuerpo de conocimientos existentes sobre el

tema.

Tabla 1. Concentrado de literatura sobre el entendimiento de la propiedad distributiva.

Autores Pregunta de Marco tedrico/ Metodologia Resultados
investigacion conceptual
Vermeulen et al. | Comparar el papel de la PD Cinco niveles de Experimento de Los participantes

(1996) al realizar calculos entendimiento de la enseflanza (grado 6 y 7). | incrementaron su nivel de
aritméticos vs. operaciones PD. Diseflo experimental entendimiento de la PD.
algebraicas. pre-test y post-test.

Mok (2010) (Como los estudiantes dan La SOLO Taxonomy 203 estudiantes de Los estudiantes reconocen la
sentido a la PD? (Structure of secundaria. Examen PD en forma simbolica y su
Observed Learning diagnostico de precision en la mejora gradual
Outcomes) matematicas de Chelsea | de su aplicacion.
para algebra.
Ding - Li Analisis comparativo de la Espaciar el Libros Chinos (JSEP) y Los libros de EUA se

(2010) PD en libros de matematicas aprendizaje en el de EUA (HM). Analisis | asemejan. Los libros Chinos
de primaria de U.S.y tiempo, utilizar de contenido fue usado son cualitativamente
China. ejemplos resueltos, para cifrar y analizar los | diferentes, incluyendo

conectar materiales curriculares. contextos y variabilidad del
representaciones uso de PD.
concretas y
abstractas.
Denham (2015) | ¢Efecto del juego endégeno Entendimiento 54 hombres y 45 mujeres | No hubo diferencias
en el entendimiento conceptual de las PA de cuarto y quinto grado | significativas entre las
conceptual de la PD? y PD a través de de escuela primaria condiciones endodgenas,
(Cuales son las actitudes juegos digitales. publica. exdgenas y control.
hacia el juego en ambientes Evaluacion de La version endogena
de aprendizaje? entendimiento conceptual | promovié una ganancia en el
de la PD entendimiento conceptual.
Schueler-Meyer (Como los estudiantes Concepto de Experimento  analizado | La habilidad de los estudianteq
(2015) aplican flexiblemente y con flexibilidad en cualitativamente. para transferir la PD se reflejd
profundidad la PD? profundidad. Analisis de contenido. | en sus habilidades parg
Ocho participantes de| reconstruir la PD dentro de la
octavo grado en 4| expresiones.
2rupos.
Olteanu (Como el uso de tareas Teoria de la Metodologia basadaenla| Uso de tareas directas 4

(2017) directas e inversas dan a los variacion. investigacion de diseflo | inversas dan a los estudianteq
estudiantes, oportunidad de educacional. Estudio de| entendimiento de PD parg
discernir la estructura de PD aprendizaje. Tres afios,| aplicar a la factorizacion
en la factorizacion 22 docentes desde | expresiones algebraicas.
expresiones algebraicas? preescolar  hasta  8vo

grado.
Hackenberg - (Como los estudiantes Razonamiento 18 estudiantes de escuela | Doce estudiantes operaron con
Lee demuestran su razonamiento distributivo. secundaria y media. el segundo y tercer concepto
(2016) distributivo, en problemas Entrevista clinica. multiplicativo demostrado en

con fracciones?
(Qué diferencias hay en el
RD de los estudiantes?

RD igual en problemas de
division y fracciones
desconocidas.

Maffia-Mariotti
(2017)

(Cuales dificultades
enfrentan los estudiantes
cuando introducen el
pensamiento estructurado?

El sentido estructural
en aritmética.

Un grupo de segundo
grado. Investigacion
enseflanza-aprendizaje de
las propiedades de la
multiplicacion en escuela
primaria. Disefio
experimental con

Fomentar el pensamiento
estructural requiere el
desarrollo de garantizar el
control semantico de que
alguna transformacion
sintactica tiene una consistentg
interpretacion aritmética.




experimentos de
ensefianza a largo plazo.
Ardiansari-Wahy| Comprension de PD para Taxonomia SOLO Cuestionario a 53 El Entendimiento de la PD
udin facilitar conocimiento de estudiantes de secundaria | para estudiantes se agrupa en
(2019) cada ecuacion que puede indonesios. 45% tres niveles: (1) preestructural,
reemplazarse por una hombres. Diseflo de (2) uniestructural y
ecuacion equivalente. investigacion descriptiva | multiestructural y (3)
y tipo de cruce de relacional y abstracto
medicion seccional. expandido.
Chen-Cai (Qué instruccion usa en el Planteamiento o Analisis cualitativo. Dos | Interpreta y discute los
(2020) acercamiento en el formulacién de lecciones que involucran | desafios del docente en
planteamiento de problemas problemas (problem el mismo tema, la PD. transformar su acercamiento
y como ésta es diferente de posing). Cuarto grado. instruccional y como intenta
la instruccién que no usa superar estos desafios asi
este acercamiento? [Qué como el conocimiento ganado
desafios encontro el docente en el disefio de la leccidon
mientras aprendia a ensefar usando planteamiento de
y como los super6? problemas.

Fuente: elaboracion propia

1.3. Planteamiento del problema

Con base en la revision de la literatura, se identificé que las investigaciones en torno al
entendimiento de la PD son diversas, destacando que los estudiantes no logran avances en
el entendimiento de la propiedad. Una linea de investigacidon relevante se enfoca en el
entendimiento conceptual de la PD (Ardiansari y Wahyudin, 2020; Maffia y Mariotti,
2017); principalmente en lo que se refiere al desarrollo de sentido estructural en algebra
(Mok, 2010). Otra linea de investigacion estad centrada en el nivel de flexibilidad que

muestran los estudiantes al aplicar la propiedad distributiva (Schueler-Meyer, 2016).

Por otro lado, hay interés en comparar la forma en que se aborda la propiedad distributiva
en libros de texto usados en diferentes paises, principalmente de EU y China (Ding y Li,
2010; 2014). También se han llevado a cabo experimentos de ensefianza (Vermeulen et al.,
1996), incluyendo el uso de juegos de video (Denham, 2015), con la finalidad de identificar
su impacto en el desarrollo de entendimiento de la PD. Entre los principales resultados se
destaca la identificacion de diferentes niveles de entendimiento de la PD. Ademas, se
reconoce la relevancia de tareas directas e inversas en el proceso de desarrollo de
entendimiento (Oltenau, 2017); asi como el éxito de algunas propuestas de ensefianza, las

cuales aportan evidencia de mejora en el entendimiento de la PD (Vermeulen et al., 1996).
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En la literatura revisada se identifico una falta de propuestas para dar sentido a la propiedad
distributiva a partir del uso de tareas basadas en la identificacion y generalizacion de
patrones, actividades que constituyen elementos centrales del pensamiento matematico.
Asi, la pregunta de investigacion de este trabajo es: ;Coémo el uso de tareas sobre
identificacion y generalizacion de patrones en secuencias figurales apoya el entendimiento
de la propiedad distributiva en estudiantes de segundo semestre de bachillerato? La
importancia de la pregunta radica en documentar alternativas instruccionales para promover
el entendimiento de la propiedad distributiva, incluyendo el disefio e implementacion de
tareas basadas en la identificacion y generalizacién de patrones, ya que esto no ha sido

reportado en la literatura de investigacion que se reviso.
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2. MARCO DE INVESTIGACION

2.1 Introduccion

Un marco de investigacion es una estructura basica de ideas, principios, acuerdos o reglas
que proporcionan las bases y lineamientos para orientar el proceso de investigacion (Lester,
2005). Un marco conceptual estd compuesto por elementos basicos: tedricos, conceptuales
y conocimiento empirico (Ander-Egg, 2011). Lo anterior sugiere establecer un bosquejo de
ideas relacionadas con el objeto de estudio para explicar la conceptualizacion, aprendizaje e
instruccion de las matematicas. Al describir y explicar los elementos que integran el marco
sobre el cual se fundamenta esta tesis, el lector podra comprender la razén de las acciones o

decisiones del autor durante el proceso de investigacion.
2.2 Tipos de marcos de investigacion

Eisenhart (1991) y Lester (2005) proponen tres tipos de marcos de investigacion: (a)
teoricos, (b) practicos y (c) conceptuales. Estos marcos son utilizados para realizar
investigacion por socidlogos, antropologos, etnografos e investigadores en educacion
matematica. Usar un marco tedrico requiere que el investigador siga al pie de la letra los
principios y lineamientos de una teoria formal; como la Epistemologia Genética de Piaget,
la Teoria Sociocultural de Vigotsky, la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau, o la
Teoria Antropolédgica de lo Didactico de Chevallard. Este tipo de marco limita la actividad
del investigador, ya que debe alinearse estrictamente con los supuestos y metodologias

indicados por la teoria.

Un marco practico toma como base los conocimientos y experiencias profesionales de un
investigador, este tipo de marco tiene limitaciones referidas a que el contexto de la
investigacion es local y dificilmente generalizable. Por otra parte, un marco conceptual es
un conjunto de conceptos y relaciones entre estos conceptos que son utiles para comprender

un fendmeno.
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2.3. Elementos que integran el marco conceptual

El marco conceptual de este trabajo esta integrado por dos elementos, el primero orientado
al analisis de las tareas basado en un marco de resolucion de problemas con tres
dimensiones: ontoldgica, epistemolodgica y didactica. El segundo de los elementos tiene la
finalidad de apoyar el anélisis de los datos y esta integrado por los elementos bésicos del
pensamiento algebraico. Sus elementos se dirigen a objetos matematicos como son
incognitas, variables y parametros. También en ecuaciones para obtener las condiciones que
satisfacen una solucidn; representar y resolver un problema. El pensamiento algebraico se
fundamenta en la observacion de la generalizacion, identificacion y representacion de

patrones de manera simbolica.

2.3.1. Marco para el disefio e implementacion de las tareas: resolucion de problemas

En el marco de investigacién es importante hacer explicito como se conceptualizan las
matematicas (ontologia), qué es el conocimiento (epistemologia), asi como cuéles son los
objetivos y fines del proceso de ensefianza-aprendizaje (didéctica). Todo lo anterior tiene la
finalidad de que el lector de un reporte de investigacion, una tesis o un articulo comprenda
el porqué el investigador o grupo de investigacion hace lo que hace y por qué se toman

ciertas decisiones metodologicas durante la realizacion del proceso investigativo.

La ontologia es una rama de la filosofia orientada al estudio del ser (Ortega y Fernandez,
2014). En la dimension ontologica de este trabajo se toma una posicion respecto a como se
conceptualiza a las matematicas. La pregunta acerca de qué son las matematicas no tiene
una respuesta unica. En un extremo de la gama de posibles respuestas, las matematicas se
perciben como una disciplina estatica con un sistema de reglas, hechos y formulas
acabadas, desarrolladas de forma abstracta mediante razonamientos deductivos (Geisler y
Rolka, 2020). Desde esta perspectiva el conocimiento matematico estd constituido por
hechos y procedimientos establecidos y el aprendizaje de la disciplina consiste en la
memorizacion y aplicacion de tales hechos y procedimientos. En el otro extremo, las
matematicas se conciben como un area de estudio en constante desarrollo y, por tanto,

incompleta y falible (Hersh, 1986), caracterizada por su interés en la busqueda de patrones
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sobre la base de evidencia empirica (Schoenfeld, 1992). Desde esta posicion, aprender
matematica consiste en desarrollar una forma de pensar que va mas alld de la aplicacion de
reglas y procedimientos y se identifica con la formacion de héabitos de pensamiento y
actitudes que permiten examinar relaciones entre objetos matematicos desde diversas
perspectivas, plantear conjeturas, utilizar diversos sistemas de representacion, establecer
conexiones, utilizar diversos tipos de argumentos y comunicar resultados; es decir, poner en
practica los elementos esenciales del pensamiento matematico (Barrera et al, 2021;

Santos-Trigo y Vargas, 2003).

Para el desarrollo de este trabajo se considera que las matematicas son la ciencia de los
patrones (Steen, 1988) y que el conocimiento matematico cambia constantemente, con base
en los nuevos descubrimientos que llevan a cabo los matematicos profesionales. Por otra
parte, consideramos que el aprendizaje de las matematicas parte del descubrimiento de
patrones, relaciones, invariantes, etcétera (Polya, 1963), proceso durante el cual se procede
empiricamente en la exploracion de relaciones entre objetos matematicos; lo que hace que
matematicas sea una disciplina de ensayo y error, esto es porque las matematicas son
principalmente abstractas y la teoria matematica raramente se comprueba directamente en
la practica (Hirsch, 1996). Posteriormente esas relaciones se estructuran en un sistema que
justifica sus resultados a partir de un conjunto de hechos o axiomas y postulados. Es
importante hacer notar que algunos investigadores proponen que las matematicas sean una
disciplina experimental (Barrera et al., 2021). Un elemento importante en el aprendizaje,
desde esta aproximacion, es la adquisicion y la practica sistematica de una actitud
inquisitiva, que consiste en conceptualizar el aprendizaje de las matematicas en términos de
la formulacién constante de preguntas o dilemas que se analizan y discuten colectivamente,

mediante la utilizacion de recursos matematicos (Santos-Trigo, 2008).

Al adoptar la vision de las matematicas como la ciencia de los patrones se acepta que los
cambios cognitivos se favorecen cuando los estudiantes interactian dentro de una
comunidad de aprendizaje que valora la participacion abierta de todos sus integrantes
(Santos-Trigo, 2008). Ademads, las tareas de instruccién se orientan al desarrollo de
procesos del pensamiento matematico (Santos-Trigo y Vargas, 2003), congruentes con el

quehacer de la disciplina (uso de distintos sistemas de representacion y de estrategias de
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resolucion de problemas; busqueda de patrones, formulacién de conjeturas, uso de diversos

tipos de razonamiento y prueba; comunicacion de resultados, etcétera) .

La epistemologia es la rama de la filosofia que trata con la diversidad, las bases y la
validez del conocimiento, es decir, como se llega a conocer algo, y cudles son los medios
apropiados para validar el conocimiento (Brown, citado en Cunningham y Fitzgerald,
1996). En lo que respecta a esta dimension, adoptamos una perspectiva socioconstructivista
(Simon, 1993), por lo cual suponemos, por un lado, que cada persona construye, de forma
activa, su propio conocimiento al enfrentar problemas que desequilibran sus estructuras
cognitivas, independientemente del contexto o la presencia y naturaleza del proceso de
ensefianza. Por otro lado, consideramos que el aprendizaje es un proceso continuo que se
lleva a cabo en una comunidad de practica, en donde se construyen significados o
entendimientos considerados-como-compartidos (Cobb et al., 1992), ya que cada estudiante
interpreta una experiencia y organiza cierto conjunto de ideas en términos de su propia
estructura cognitiva, la cual esta estructurada con base en las experiencias propias y, por
ello, es diferente de la del resto de las personas. Debido a lo anterior, aprender es un
proceso social, en donde el medio cultural y sus producciones, determinan las
caracteristicas del conocimiento que se construye (Wertsch, 1993). Asi, las oportunidades
para aprender, es decir, las situaciones que desequilibran las estructuras cognitivas, surgen
de los intentos que llevan a cabo las personas para conciliar puntos de vista dentro de una
comunidad de aprendizaje, al comunicar ideas matematicas y al lograr consensos sobre el

significado de las palabras (Jones, 2003).

En la dimension epistemoldgica se adopta la teoria constructivista, caracterizada por
considerar que el conocimiento es el producto de la interaccion entre el sujeto y el objeto
del conocimiento. En este contexto, mediante la accion sobre los objetos del conocimiento
es que se modifican las estructuras cognitivas del individuo, generando asi nuevo
conocimiento. Por otra parte, el aspecto social se refiere al hecho de que la generacion de
conocimiento estd mediada por diversas producciones culturales, tales como el lenguaje y
los diferentes sistemas semioticos de representacion. Ademas, el aprendizaje se lleva a cabo
dentro de una comunidad de aprendizaje dentro de la que se constituyen significados

taken-as-shared (considerados como compartidos).
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La dimension didactica se refiere a las caracteristicas del conocimiento que se consideran
como deseables, y las condiciones que favorecen la adquisicion de tales caracteristicas. Al
respecto, estamos interesados en que los estudiantes entiendan ideas matematicas, lo cual
implica la construccion de conexiones robustas entre un conocimiento nuevo y los recursos
que se poseen, y que tienen lugar a partir de los procesos de reflexion y comunicacion de
ideas llevados a cabo durante la resolucion de problemas (Hiebert et al. 1997). Ademas,
argumentamos que entender una idea o concepto requiere necesariamente de usar esa idea o
concepto para crear nuevas ideas o resolver problemas (Zull, 2002). La construccion de
entendimiento o comprension matematica requiere que los alumnos desarrollen
sucesivamente ciclos de accion, observacion, formulacion de conjeturas y justificacion de
resultados (Barrera y Reyes, 2016; Zull, 2002). Cada ciclo basico para la construccion de
entendimiento matematico (Figura 3) se robustece con la informacién y las relaciones de

los anteriores.

Ciclo para observar
el desarrollodel

@ Entendimiento matematico ¢

Construir y
tener imagenes

Actitud Reflexién

inquisitiva A
E

Generalizacién
y abstraccién

Comunicar ideas

Figura 3. Ciclo basico para el desarrollo de entendimiento matematico (Barrera y Reyes,

citados en T¢llez, 2020)
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En la fase de accion, los estudiantes interactuan con los datos e identifican aquellos que son
relevantes de los que no lo son; también representan la informacion, cuantifican atributos
de algunos objetos o agregan elementos auxiliares para ampliar la informacion del
planteamiento. Esta fase es importante porque el conocimiento tiene su origen en las
experiencias fisicas (ver, tocar, escuchar, etcétera) y en las imdgenes mentales formadas a
partir de estas experiencias (Zull, 2002). Sin referencia a eventos u objetos tangibles las

ideas matematicas no pueden tener un significado.

La accion no es suficiente para entender algo, es necesario llevar a cabo un proceso de
reflexion. Por lo anterior, en la fase de observacion resulta relevante identificar relaciones
entre datos e incognitas, asi como patrones y regularidades. En la fase de accion, es donde
el estudiante interactiia con los objetos matematicos e identifica caracteristicas importantes
de estos. Ademas, representa la informacion de diferentes formas y le agrega atributos que
le parecen importantes, es decir, representa la informacion. En la fase de observacion,
implica que se trabaje con la informacion que se obtuvo de interactuar con el objeto, es
decir, el estudiante reflexiona y detecta si existen regularidades resultado de haber
manipulado un objeto matematico, y si es posible detectar algin patrén. Pudiera
interpretarse que estas etapas son en realidad una sola, sin embargo, no es posible obtener

informacion y encontrar conjeturas si no se interactia con el objeto.

Las fases de accion y de observacion incluyen flechas en ambas direcciones (Figura 3),
debido a que la identificacion de relaciones y patrones puede requerir de regresar a
interactuar con los objetos fisicos, a partir de los cuales se ha abstraido cierta propiedad o
relacion matematica. En la fase de formulacion de conjeturas, los estudiantes generalizan
los resultados observados en la fase previa y formalizan sus observaciones en términos
matematicos. Finalmente, en la fase de justificacion es importante comunicar al resto de los
integrantes de la comunidad de préctica (el salon de clase), las razones de por qué cierta
conjetura es cierta, expresando argumentos de diferentes tipos: visuales, empiricos y
formales. Aunado a lo anterior, en esta ultima etapa del ciclo se extienden resultados o se

formulan nuevas preguntas y problemas que conduciran a una nueva fase de accion.
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Cuando el estudiante hace una abstraccion, es porque ha identificado caracteristicas

esenciales del objeto de estudio, después de haber transitado por la etapa anterior, ha

iniciado la etapa de formulacion de conjeturas, las generalizaciones que produce se

enuncian en términos matematicos. Finalmente, en la etapa de justificacion de resultados el

estudiante argumenta sus resultados y los comunica a otros. El ciclo del entendimiento no

necesariamente puede concluir en esta fase, es posible que al justificar resultados surjan

nuevas preguntas que generen una nueva problematica. A través del disefio de un ambiente

de instruccion orientado a la resolucion de problemas, la implementacion del ciclo de

aprendizaje y la promocion del entendimiento, se podra lograr el objetivo didactico, el cual

es, moldear las caracteristicas del conocimiento mediante una tarea de instruccion y la

actividad que el docente lleva a cabo para apoyar el aprendizaje de los estudiantes.

Tabla 2. Elementos del marco conceptual.

Dimension Elementos tedricos Uso en el disefio de tareas

Ontologica La matematica como ciencia de los| Identificar elementos variantes e
patrones. invariantes en secuencias figurales.

Aprendizaje basado en la resolucion
de problemas.

Epistemologica Socio-constructivismo. El estudiante | Trabajo colaborativo, efecto de las
genera su propio conocimiento bajo la| herramientas en las caracteristicas del
influencia de producciones culturales. conocimiento que los estudiantes

construyen.

Didactica Aprendizaje por descubrimiento, | A través de la observacion, la
resolucion de problemas e| experimentacion con objetos
implementacion del ciclo bésico para| matematicos, la formulacion de
aprender matematicas con | conjeturas, asi como la justificacion
entendimiento. de resultados y la formulacion de

nuevos problemas, en caso de ser
posible.

Fuente: elaboracion propia
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2.3.2. Marco para el analisis de los datos: elementos del pensamiento algebraico

Los componentes esenciales del pensamiento algebraico son tres: (i) capacidad para pensar
en términos de cantidades indeterminadas como incognitas, variables y pardmetros
(generalizar ideas matematicas); (ii) capacidad para operar analiticamente con objetos que
representan cantidades indeterminadas, lo cual significa que se trabaja con los simbolos
como si se conociera la solucion de un problema, con la finalidad de obtener las
condiciones que debe satisfacer dicha solucion, en caso de existir; y (iii) representar
simbolicamente a las cantidades indeterminadas y resolver problemas utilizando tales
representaciones (Radford, 2006, 2010, 2012). Es decir, que la habilidad de generalizar a
partir de las observaciones sobre los numeros y operaciones es la base del pensamiento
algebraico e identificacidon y representacion de patrones de manera simbodlica. A pesar de
que la generalizacion es el eje central del pensamiento algebraico, los casos particulares
suponen una primera instancia para comprender el comportamiento de los numeros y sus
relaciones. El analisis de casos particulares puede permitir a los estudiantes identificar

regularidades y generalizarlas.

El pensamiento algebraico supone una manera particular de pensar acerca de los objetos
matematicos y las relaciones entre ellos (Butto y Rojano, 2010). Es comun, que en la
educacion escolarizada se inicie el aprendizaje del algebra a partir de actividades de
naturaleza algoritmica, donde se introduce simbologia y reglas operacionales de las
representaciones algebraicas, las cuales parecen distintas de aquellas que se aplican a los
nimeros. Es decir, se hace una distincion entre la aritmética y algebra, lo cual provoca una
separacion artificial entre estas disciplinas, omitiendo el hecho de que en ambos casos se
aplican las mismas reglas para operar con niimeros especificos o numeros indeterminados
representados por literales (Barrera y Reyes, 2016; Molina, 2009). En este sentido, el
pensamiento algebraico constituye una forma particular de entender las matematicas y de
extender su conocimiento hacia la generalidad (Schoenfeld, 1992; Windsor, 2010). De
acuerdo con el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de los Estados Unidos
(NCTM, 2010) el pensamiento algebraico involucra identificar patrones y relaciones; asi

como el uso de funciones. Todas las ideas anteriores proporcionan la base para el desarrollo
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de habilidades que permitan a los estudiantes entender, analizar y describir fendémenos de

su entorno.

Una amplia mayoria de los docentes de matematicas y estudiantes en los niveles
preuniversitarios sostienen una concepcion en la que entender algebra consiste en operar
con variables o expresiones simbodlicas. Un docente que sostiene esta concepcion desconoce
que este tipo de instruccion fomentard un estudio descontextualizado, abrupto, disfuncional,
tardio, y superficial del algebra escolar. Es por esto que se necesita entender que el
desarrollo del pensamiento algebraico requiere tiempo para desarrollarse y sobre todo que
se propongan tareas que fomenten la observacion de las relaciones numéricas, justificar
procedimientos, modelar problemas, describir patrones y representar simbodlicamente la

generalidad (Kaput, 2000).

2.4. Desarrollo de entendimiento de la propiedad distributiva

En los niveles bdasicos la propiedad distributiva se introduce mediante diversas
representaciones y contextos sin mencionar el nombre de la propiedad (Mok, 2010). Un
ejemplo de tales problemas es el siguiente: Hay ocho soldados de juguete en cada equipo
del ejército A. Hay 14 soldados de juguete en cada equipo del ejército B. Hay tres equipos
en cada ejército. ;Cuantos soldados hay en total? (Yung et al., 2003, p. 21). En el texto se

presenta una imagen que representa los datos del problema.

Posteriormente, la aplicacion de la propiedad distributiva se resalta durante el estudio de la
aritmética, por ejemplo, para llevar a cabo procedimientos alternativos para obtener el
resultado de expresiones tales como 23 x 15 + 23 x 5. Mediante la propiedad distributiva,
la expresion anterior se transforma en 23 x (15 + 5). Se considera que la exposicion de los
estudiantes a tales ejemplos les permitira ser conscientes de la estructura superficial del
orden de las operaciones, es decir, que los paréntesis tienen prioridad sobre las otras
operaciones en la expresion y que la secuencia alternativa de célculos conduce al mismo
resultado numérico. En la escuela secundaria la propiedad distributiva se representa
simbolicamente en términos de las identidades a x (b+c)=axb+axc y (a+b)xc=a

x ¢ + b x c. Para apoyar a que los estudiantes adquieran cierto grado de familiarizacion con
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la propiedad distributiva se les asignan varios ejercicios de practica tales como (2x + 3) (x
+ 5). Sin embargo, puede ocurrir que los estudiantes apliquen correctamente la propiedad
distributiva sin que realmente hayan desarrollado un entendimiento de dicha propiedad

(Mok, 2010).
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.1. Introduccion

Este trabajo se abordo desde un enfoque cualitativo, el cual se caracteriza, por un lado, por
el tipo de informacidon que se recolecta, la cual consiste principalmente en palabras que
expresan ideas o significados, aunque puede ser informacion en forma de imdagenes,
dibujos, gestos, diagramas, entre otros. La caracteristica esencial de la informacion

cualitativa es su finalidad de transmitir o comunicar ideas y significados.

La investigacion cualitativa busca entender, describir y, algunas veces, explicar la realidad
mediante el andlisis de las experiencias de los individuos o de los grupos, asi como las
interacciones entre estos mientras se producen, mediante técnicas como la observacion, los

cuestionarios, las entrevistas o el analisis documental (Flick, 2015).

Una caracteristica distintiva de la investigacion cualitativa es que estudia los fendmenos en
sus contextos o ambientes naturales. Ademads, es interpretativa, pues intenta encontrar
sentido o significado a la informacion que proviene de un fendmeno, desde el punto de
vista de los propios actores (Flick, 2015; Herndndez et al., 2006). En una investigacion
cualitativa, el objetivo es identificar patrones de significado. De acuerdo con Flick (2009),
la investigacion cualitativa se orienta hacia el analisis de casos concretos, enmarcados en
particularidades temporales, espaciales y culturales. El punto de partida de la investigacion
cualitativa consiste en la observacion de las actividades y expresiones que las personas

llevan a cabo en sus contextos locales.

La realizacion de un estudio cualitativo requiere de la explicitacion de supuestos que
sostiene el investigador, respecto de su vision del mundo. También incluye la adopcion de
un soporte tedrico y mecanismos de indagacion respecto de los significados que las
personas le atribuyen a sus experiencias. Los procedimientos para la obtencion de
informacion son los principales factores que influyen en la calidad y confiabilidad de la
investigacion. También se requiere que el investigador informe por escrito sobre sus
reflexiones e interpretaciones del fendmeno, para comunicar a la comunidad cientifica

sobre como se ha incrementado el conocimiento sobre el tema y someter los resultados a
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una evaluacion y critica de la sociedad (Creswell y Poth, 2007). Entre los principales
supuestos que es necesario explicitar en una investigacion cualitativa destacan los

supuestos ontologicos, epistemologicos y metodologicos.

1. Fundamentos o supuestos ontologicos. Se refieren a la vision de mundo que sostiene el
investigador, el concepto de realidad-realidades, a su dindmica y complejidad, en la que
subyace el proceso de investigacion y del que dependera el tipo de problemas que se
plantean, la perspectiva desde la cual se les aborda y la forma en que se trata de buscar
respuestas.

2. Fundamentos o supuestos epistemologicos. Se refiere al modelo de relacion que
seleccione el investigador para relacionarse con lo investigado. Es decir, la forma en que
sobre la base de determinados principios se adquiere el conocimiento. Desde la
investigacion cualitativa se busca minimizar la distancia o separacion objetiva entre el
investigador y aquellos a quienes estudia para lo cual quien investiga interactiia con las
personas observandolas por un periodo prolongado, viviendo o colaborando con ellas.

3. Fundamentos o supuestos metodologicos. Se refieren a la forma en que enfocamos los
problemas, interrogantes o situaciones y buscamos las respuestas. También comprende el
procedimiento, la identificaciéon y seleccion de las fuentes de donde se obtiene la
informacion, las técnicas e instrumentos de recoleccion y de andlisis de los datos. Es el

modo en que se llega a conocer la realidad que es investigada (Duran, 2015).
En resumen, la investigacion cualitativa se caracteriza porque:

A. Supone que hay multiples realidades y que todas las partes de la realidad estan
interrelacionadas por lo que se afectan mutuamente (naturaleza de la realidad).

B. El investigador y las personas investigadas estan interrelacionados, cada uno influye
sobre el otro. El investigador no puede mantener una postura neutral respecto del
objeto investigado y por lo tanto es parte importante del fendémeno estudiado
(naturaleza de la relacion investigador-objeto).

C. Las generalizaciones no son posibles. Lo maximo que se puede lograr son hipotesis

de trabajo referidas a un contexto particular. Se propone desarrollar un
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conocimiento ideogréafico centrado en las diferencias entre los objetos, tanto como

en las similitudes (naturaleza de los enunciados legales). (Guba, 1989)

3.2. Tipo de investigacion

Esta tesis constituye una investigacion descriptiva basada en el estudio de casos. Se
caracteriza por enfocarse en el registro, descripcidon, interpretacion y andlisis de los
fendmenos, con la finalidad de establecer como una persona, grupo o cosa se conduce o
funciona (Tamayo, 2004). De acuerdo con Ander-Egg (2011), las preguntas que busca
responder la investigacion descriptiva se relacionan con las preguntas ;qué es?, ;jcomo es?,

(donde esta?, ;de qué esta hecho?, ;como estan relacionadas sus partes?, etcétera.

Para Garcia y Castro (2017) la investigacion descriptiva se fundamenta en métodos
descriptivos, los cuales son inductivos y pretenden describir un fendmeno analizando su
estructura y explorando las asociaciones relativamente estables de las caracteristicas que lo
definen. En este contexto, la investigacién descriptiva busca llegar a conocer situaciones,
costumbres y actitudes predominantes, mediante la descripcion de actividades, objetos,
procesos y personas utilizando, para ello, técnicas de recoleccion de informacion basadas

en la observacioén o la encuesta.

Un tipo de disefio basico de investigacion descriptiva se enfoca en el estudio de casos. El
disefio basado en estudio de casos busca indagar a profundidad e intensivamente
caracteristicas basicas, situacion actual e interacciones entre un individuo y su contexto, o
la interacciones entre pocos individuos, grupos, instituciones o comunidades, cada uno de
los cuales constituye un caso. Este tipo de disefio de investigacion es util porque permite
conocer variables, interacciones y procesos importantes que pueden requerir de una
investigacion mas extensiva (Tamayo, 2004). Un estudio de caso involucra un examen
profundo de una o algunas pocas personas o unidades, con el fin de proporcionar una
descripcion completa y precisa de la unidad que constituye el caso. El beneficio principal
de un estudio de caso es que este describe detalladamente el fenomeno de interés de forma
contextual. Una caracteristica de este tipo de estudios es que requieren de un volumen

considerable de informacion para sustentar las conclusiones (Marczyk et al., 2005).
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De acuerdo con Kazdin (1982) las principales caracteristicas de una investigacion basada
en estudios de caso son que:

° Involucra el estudio intensivo de un individuo, familia, grupo, institucion, o
cualquier otra cosa que pueda concebirse como una unidad.

° La informacién es muy detallada, completa y, por lo general, los resultados se
expresan de forma narrativa.

° Se detalla informacioén que incluye contextos especificos donde se desenvuelve el
caso, influencias externas y detalles idiosincrasicos especiales.

° La informacién puede ser retrospectiva o histdrica (de archivo).

Cuando se decide disefar una investigacion con base en estudios de caso, se esta tomando
una decision con respecto a qué estudiar, no sobre como estudiarlo, por lo que puede haber
estudios de caso tanto cuantitativos como cualitativos (Stake, 2005). Un médico estudia a
un nifio porque el nifio estd enfermo. Los sintomas del nifio pueden ser cuantitativos
(temperatura, presion arterial) o cualitativos (coloracion de la lengua, tipo de malestares).
Los registros del médico respecto del estado de salud del nifio son més cuantitativos que
cualitativos. Un trabajador social estudia al nifio porque padece negligencia parental. Los
“sintomas” de la negligencia parental tienen un caricter cuantitativo (grado de
desnutricion) y cualitativo (signos o sefales de maltrato). Los registros del trabajador social
son mas cualitativos que cuantitativos. Los estudios de caso se disefian de forma que se

optimice el entendimiento del caso o los casos, mas que la generalizacion de los resultados.

Un caso puede ser un nifio, un salon de clases, una escuela, una actividad académica
(festival, competencia, congreso, etcétera), incluso una secretaria de estado como la SEP.
Es importante aclarar que no cualquier cosa puede ser un caso, una caracteristica distintiva
del caso es su especificidad. Por ejemplo, un profesor de matematicas puede ser un caso,
pero no la actividad docente, ya que a esta ultima le falta la especificidad y acotamiento
para considerarse un caso. Un caso constituye una unidad especifica y un sistema acotado.
Un estudio de caso tiene una naturaleza dual, por una parte es un proceso de busqueda

acerca del caso y el producto de esa busqueda (Stake, 2005).
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Algunos autores como Stake (2005) consideran que hay tres tipos diferentes de casos,
dependiendo en donde se centra la atencion. El primer tipo de caso se denomina estudio de
caso intrinseco. Aqui el estudio se lleva a cabo con la intencidon exclusiva de entender ese
caso en especifico. No se estudia el caso porque sea representativo de otros, ni porque
ilustra un rasgo o problema, sino porque sus particularidades y ordinariedad son de interés
en si mismos. El propdsito de un estudio de caso intrinseco no es entender algun constructo
o fendbmeno genérico, ni la construccion de teoria, sino en la unidad especifica que se
estudia, ya sea un nifio, una conferencia, una clinica, un curriculo, etcétera. El segundo tipo
de caso se denomina estudio de caso instrumental, el cual se caracteriza porque nos permite
profundizar en un tema o reformular una generalizacion. Aqui el interés en el caso es
secundaria, y se estudia con la finalidad de fundamentar o facilitar el entendimiento de algo
mas. Las actividades que lleva a cabo el caso se analizan con profundidad en relacion con
el contexto en que se desarrollan, pero con el interés de comprender algo mas. El caso
puede considerarse como tipico de otros casos o no. Cuando hay aun menos interés en el
caso por si mismo, generalmente se estudian conjuntamente varios casos para investigar un
fendmeno, poblacién o condicion general. A este tipo de estudios se les denomina estudio
de casos multiples o estudio colectivo de casos. Este ultimo tipo de estudio también es de
naturaleza instrumental. Los casos en la coleccion pueden o no tener, previamente, una
caracteristica distintiva, pueden ser similares o diferentes, puede existir redundancia o

variedad en los casos.

Existen otras tipologias de casos; por ejemplo, Bassey (1999) agrupa a los casos en tres
categorias: (a) estudio de caso orientado a la busqueda y validacion de teoria, (b) estudio de
caso narrativo y panordmico y (c) estudio de caso evaluativo. Por otra parte, White (1992)
categoriza los estudios de caso en funcion de tres propositos: (i) identidad, (ii) explicacion
o (iil) control. Cuando el proposito es la identidad se determina cudles son las
caracteristicas o variables que distinguen el caso. Si el objetivo es encontrar una
explicacion, el caso se analiza con la finalidad de conocer por qué se comporta o funciona
como lo hace. Por otra parte, si la finalidad es el control, se analiza el ambiente en el que se

desenvuelve el caso para determinar como dicho ambiente o medio lo afecta y modifica.
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Especificamente, esta tesis constituye un estudio de caso narrativo y panoramico, ademas
de ser un estudio colectivo de casos, ya que interesa identificar el efecto de las tareas sobre
la comprension de la propiedad distributiva a partir del analisis del efecto de las tareas en
cada uno de los estudiantes que participaron y la investigacion y quienes se conceptualizan

CoOmo un caso.

3.3. Participantes

En esta investigacion inicialmente participaron cuatro estudiantes voluntarios; sin embargo,
una estudiante solo acudid a la primera sesion de trabajo y ya no volvid a asistir, por esa
razon solo se considera la participacion de los tres estudiantes que asistieron a todas las
sesiones. Los participantes son parte de un grupo que estaba conformado por 32 estudiantes
y que en ese momento habian terminado de cursar el segundo semestre de bachillerato. La
invitacion a participar en la investigacion fue dirigida a varios estudiantes que siempre
mostraron interés por aprender matematicas. Después de conocer su decision de participar,
se hablé con sus padres para exponer el proposito de las actividades que abordaron sus
hijos. La autorizacion verbal de los padres se complementa con la autorizacion por escrito
de ellos. Los estudiantes se eligieron por conveniencia, ya que el autor de la tesis fue
profesor de los estudiantes durante el primer y segundo semestre, impartiendo cursos de
matematicas. La seleccion por conveniencia es un tipo de seleccion que no estd basada en
métodos o procedimientos aleatorios, permite seleccionar aquellos casos accesibles que
aceptan participar en la investigacion, dada la proximidad de las personas con el

investigador (Otzen y Manterola, 2017).

Los participantes son originarios del municipio de Santiago de Anaya, Hidalgo, en la region
conocida como el Valle del Mezquital, que se encuentra aproximadamente a 60 km de la
ciudad de México y se caracteriza por su actividad preponderantemente agricola y
ganadera, basada en el riego con aguas residuales provenientes de la Zona Metropolitana
del Valle de México (Garcia-Salazar, 2019). El Valle del Mezquital incluye 32 municipios,
de los 84 que integran el estado de Hidalgo (Vite Vega, et al., 2023). Es una zona semi

arida, con escasa precipitacion pluvial.
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El Valle del Mezquital se divide, a su vez, en tres subregiones: (a) Ixmiquilpan, (b) Tula'y
(c) Actopan. El municipio de Santiago de Anaya se encuentra en la subregion de Actopan
(Vite Vega, et al., 2023), ubicado al norte de Actopan y al este de Ixmiquilpan. En Santiago
de Anaya el porcentaje de la poblacion que se encontraba en una situacion de pobreza
moderada, durante el afio 2020, fue de 43.2% (Secretaria de Economia, s.f.). El municipio
cuenta con un grado de marginacion media (Garcia-Salazar, 2019). Durante el afio 2020, el
65.2% de la poblacion de 15 afios 0 mds contaba Unicamente con estudios de primaria o
secundaria. Unicamente el 22.6% de las viviendas tienen acceso a internet y sélo el 17.9%
tienen una computadora. La tasa de analfabetismo es de 5.37% destacando, marcadamente,

el analfabetismo femenino (Secretaria de Economia, s.f.).

Al momento de realizar la investigacion los participantes tenian una edad promedio de 16
afios y habian concluido el segundo semestre de un programa de bachillerato publico, en un
plantel ubicado en el mismo municipio. Dado que los estudiantes eran menores de edad, al
momento de la implementacion de las tareas, previamente se llevo a cabo una reunidon con
sus padres o tutores, para informarles por escrito el porqué de la investigacion y para que,
en su caso, autorizara la participacion de sus hijos o tutorados en estudio (Apéndice A). Lo
anterior se realizo para satisfacer principios €ticos basicos de la investigacion cualitativa
referidos al consentimiento informado y a la participacion voluntaria (APA, 2020; Flick,
2009). Ademas, para resguardar la identidad de los participantes, no se utilizaron sus

nombres verdaderos, sino que se les identific6 mediante un seudénimo (APA, 2020).

3.4. Las tareas

Se disefiaron seis tareas basadas en el reconocimiento e identificacion de patrones, cuyo
objetivo es que los estudiantes identifiquen y generalicen patrones numéricos, obtenidos a
partir del andlisis de secuencias figurales, en las cuales subyacen casos particulares de la

PD.

Para el diseno de las tareas se tomaron en cuenta aspectos de la perspectiva de resolucion
de problemas. En primer lugar, y con base en la consideracion de que las matematicas son

la ciencia de los patrones, las tareas permiten que los estudiantes identifiquen, generalicen y
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representen, en diversos registros, patrones numéricos subyacentes en secuencias figurales.

Las hojas de trabajo se pueden revisar en el Apéndice B.

Para el diseno de las tareas se considerd que los conocimientos previos de los estudiantes
consisten en aritmética basica y formulas para calcular areas de rectangulos. En las tareas
se busca que los estudiantes identifiquen, en primer término, patrones numéricos Yy,
posteriormente, que generalicen y representen dichos patrones en diferentes registros
(verbal, escrito, simbdlico, grafico). Es decir, se pretende que los estudiantes, a partir de
abordar las tareas, se vean en la necesidad de utilizar y representar cantidades
indeterminadas para comunicar ideas sobre regularidades numéricas generales. También se
busca que usen y relacionan diferentes registros de representacion con la finalidad de

desarrollar un entendimiento matematico (Hiebert y colaboradores, 1997).

Las hojas de trabajo que se entregaron a los estudiantes estan integradas por cuatro

secciones, las cuales se muestran a continuacion:

1. Encabezado. Incluye un titulo con el nimero de la tarea, espacio para la fecha, el

nombre del estudiante; asi como las instrucciones para realizar la tarea.

Tarea 3

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante v responde a las preguntas. La figura

coloreada de azul es un cuadrado

2. Secuencia figural. Constituye una secuencia de cuatro figuras numeradas
consecutivamente. Se buscd que las secuencias figurales fueran aumentado su
complejidad, en relacion con las fuentes de variabilidad, asi como en el uso de
numeros especificos a generales, representados de primero de forma verbal, y
después de forma simbolica. Por ejemplo, en las figuras de las primeras tareas solo
hay una fuente de variabilidad, y solo se usan niimeros concretos. A partir de la

quinta tarea se incluyen nimeros indeterminados representados por una literal.
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Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

3. Tabla. Su finalidad es organizar la informacién numérica que el estudiante obtiene
del andlisis de la secuencia figural. En dicha tabla se proponen ejemplos para que el
estudiante represente a las cantidades de formas que no son comunes durante el
estudio de la aritmética, enfocada mas en la obtencion de resultados, que en la
transformacion y representacion de las cantidades de formas distintas. Estas formas

de representar a los nimeros se eligieron de forma que hagan referencia a la PD.

Numero de Base del rectangulo Altura del Area del rec tangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producte producto+potencia

1 1+1 1 (1+1)(1) (()+ 12
2 142 2 (142)(2) (1)(2)+ 22
3

4

4. Preguntas que le permitan al estudiante centrar la atencidn, y reflexionar, acerca de
patrones y regularidades inmersos en las figuras y en las expresiones numéricas
registradas en la tabla. Este componente tiene la finalidad de que el estudiante lleve
a cabo los dos procesos basicos que promueven el entendimiento matematico, que
son la reflexion y la comunicacion de ideas (Hiebert et al., 1997). La secuencia de
preguntas tiene la funcion de que el estudiante transite, paulatinamente, de las ideas

concretas a las abstractas.
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S1 se continia con la secuencia de figuras. cudles son las dimensiones v el area del
cuadrado que se encuentra en la posicion x, donde x es un numero natural. Dibuja en el
recuadro la figura que corresponde v a continuacion completa la tabla.

Numero de Base del Altura del Area del cuadrado
figura cuadrado cuadrado

Expresada como Expresada como
producto potencia

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:

3.5. Instrumentos de recoleccion de la informacion

Las fuentes de recoleccion de la informacion fueron las producciones escritas que los
estudiantes realizaron en las hojas de trabajo (Apéndice B), asi como grabaciones en video
de las sesiones. La grabacion de las sesiones la realizo un profesional dedicado a este tipo
de trabajo, mediante una camara fija y una moévil. La cadmara fija tuvo la funcion de captar
la actividad general del grupo, mientras que con la camara moévil se busco capturar acciones
individuales relevantes de los participantes que dieran cuenta de un entendimiento de la PD.
El autor de la tesis también elabord notas de campo, durante y después del trabajo con los
estudiantes. Las grabaciones en video se transcribieron y dichas transcripciones integran la
informacion bésica a partir de la cudl se obtuvieron los resultados y las conclusiones de la

tesis.
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3.6. Implementacion de las tareas

Se llevaron a cabo tres sesiones de trabajo, entre el 28 y el 30 de junio de 2023, con una
duracion de dos horas cada una. Estas sesiones se desarrollaron en un aula del plantel de
bachillerato en el que estan inscritos los participantes, dentro de su horario habitual de
clases. El autor de la tesis fue quien implement6 las tareas; con el proposito de que los
estudiantes las abordaran con dedicacién y empeio. Las seis tareas sugeridas se aplicaron a
los estudiantes participantes durante tres dias seguidos, lo que permitid aplicar dos por dia,
considerando un tiempo de sesenta minutos por tarea, distribuido de la siguiente forma:
cuarenta minutos para que los estudiantes abordaran cada tarea, diez minutos para el
andlisis y discusion de como las abordarén y diez minutos para receso. El tiempo promedio
utilizado por los participantes para abordar cada tarea fue de 29 minutos. Al inicio de cada
sesion se les explicd el tiempo sugerido para abordar las tareas y la sugerencia de dar
lectura cuidadosa a cada apartado de estas para resolver. El andlisis y discusion de como
las abordaron se llevd a cabo al término de cada una, para ello se realizo la siguiente

pregunta: ;Cudl fue la forma en que abordo las tareas?

3.7. Procesamiento y analisis de la informacion

Las videograbaciones de las sesiones se transcribieron y las producciones escritas de los
estudiantes se digitalizaron, con la finalidad de que todo investigador tenga acceso a dicha
informacion. Las transcripciones de los videos y las producciones escritas de los
estudiantes, en su version digital, fueron la base para el andlisis. La unidad de andlisis fue el
parrafo de texto. La primera fase de andlisis consistio en la identificacion de secciones de
texto que aportan evidencia de los procesos de reconocimiento de regularidades y patrones,
de generalizacion, abstraccion y representacion de tales regularidades o patrones. Ademas,

se tratd de localizar indicadores de entendimiento de la PD.

32



CAPITULO 4. RESULTADOS

4.1. Introduccion

En este capitulo se describe el proceso de solucion de las tareas, abordadas por cada uno de
los participantes y centrando la atencién en los procesos de identificacion de lo variable y
lo constante, la atencion de lo que cambia en las figuras y su relacion con la posicion, asi
como con la generalizacion verbal y simbdlica. Las referencias a las transcripciones de las
videograbaciones se indican con notas del estilo F1-3 (3:47-4:44), lo cual significa que el
texto corresponde al intervalo de tiempo entre el minuto 3:47 y 4:44, de la tercera parte del
video de la sesion 1, obtenido con la camara fija. En el caso de una nomenclatura del estilo
M3-1 (3:47-4:44) corresponde al intervalo de tiempo entre el minuto 3:47 y 4:44, de la
primera parte del video de la sesion 3, obtenido con la cAmara moévil. Por otra parte, el texto
que se encuentre entre corchetes, indica observaciones que hace el investigador para apoyar
el entendimiento del contexto en el que los estudiantes realizan algun comentario o
afirmacion. En el caso de que se haga referencia a comentarios que los estudiantes
realizaron en las hojas de trabajo se utilizara nomenclatura del tipo (HT2-M), la cual indica

que el extracto o comentario se tomo de la hoja de trabajo 2 del participante Moises.

4.2. Resultados de las respuestas verbales

Al término de cada tarea, se les pidi6 a los estudiantes, que expresaran verbalmente como
habian abordado las tareas y desarrollado cada uno de los ejercicios planteados. En seguida
se muestran las tareas con la secuencia figural y secuencia numeral con las que inician cada

una de ellas. También se muestran las conjeturas verbales planteadas por los estudiantes.

4.2.1. Tarea 1
A continuacién se muestran los comentarios que hicieron dos de los tres estudiantes que

participaron en la primera sesion. Es importante mencionar que Moises no quiso participar.

Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abord¢ la tarea 1?
Ester: Creo que nos pedia la altura y la base de cada, este, cuadrado y pues seglin yo, el valor de un

lado nos decia que era uno, entonces segun, todos sus lados de un cuadrado son iguales entonces, por
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eso les di esos valores y ya nada mas nos pedia que pusiéramos la potencia y que lo pusiéramos,
(,como se dice, para separar los numeros? F1-3 (3:47-4:40)

Moisés: [mueve la cabeza negativamente, porque no quiere participar]

Sara: Las figuras nos mostraban diferentes cuadrados en una posicion diferente y yo tomé la
posicién como lo mostraba como la altura de cada uno de los cuadrados y como son cuadrados, todos

sus lados son iguales y puse la base con la misma cantidad de la altura. F1-3 (5:13-5:33)

Figura 4. Tarea 1, secuencia figural y secuencia numérica.

4.2.2. Tarea 2

Figura 5. Tarea 2, secuencia figural y secuencia numérica.
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Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abordo la tarea 2?

Ester: Pues, primero habia un cuadrado con su altura que el valor era dos y después venian unos
rectangulos y en la figura uno decia que la altura era dos mas cero, entonces no se empezo a contar
desde ahi, se empez0d a contar desde el siguiente rectangulo que la figura dos, entonces por lo tanto su
base valia dos igual que la altura y en el tridngulo tres nos decia que la altura siempre iba a ser la
misma que era dos pero la base iba a ser, ahora creo tres y asi sucesivamente, de dos, la base cuatro y
nada mas nos decia igual sacaramos la altura y sumaramos y sacaramos la potencia. F1-3(6:58-8:00)
Sara: Mostraba los rectangulos y en la primera figura 1 nos muestra ya la altura en todos los
rectangulos que es de 2 y para sacar la base yo vi que era una unidad menos que en la posicion que
estaba y asi fue entre la figura 2 era la base de 1 y en 3 la de 2 y asi sucesivamente. F1-3(8:13-8:39)
Moisés: Primero multiplicaba la base, la altura; la base sumaba 2 mas lo que nos estaban dando, por
ejemplo, la figura dos, valor de la base de 2 mas 1 y asi sucesivamente. Por ejemplo, en el segundo

ejercicio me decia 56, el 56, la figura 56 se le tenia que restar uno ya que la figura nimero uno no se

le sumaba nada, entonces seria 2+55 y la otra que vendria siendo seria 2+99. F1-3(8:52-9:27)
En este extracto del video se identifica que Sara es capaz de pensar en cantidades
indeterminadas, es un elemento fundamental del pensamiento algebraico, cuando expresa

que “y para sacar la base, yo vi que era una una unidad menos que en la posicion”.

4.2.3 Tarea 3

Figura 6. Tarea 3, secuencia figural y secuencia numérica.
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Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abordo la tarea 3?

Ester: Aparecia un rectangulo y lo que cambiaba era la altura, no en aparecia un rectangulo y la
altura era 2 y cambiaba la base conforme al nimero de figura y asi sucesivamente, si era la figura 10
pues la altura iba a ser 2 y luego asi iba a ser 10 para poder contestar la tabla. F2-2(7:21-7:56)

Sara: Pues en las figuras nos mostraba que la altura era de 2, pero la longitud iba cambiando segiin
la posicion. F2-2(8:01-8:09)

Moisés: Como en todas las figuras ya nos dan la altura que es de 2 pues nadamas ubicamos la
longitud y cambiamos lo que se va a sumar por x. F2-2(8:37-8:46)

Sara: Yo, he, pues cambié, la longitud ya nos la da, que es la altura la que nos da de 2 y la longitud la

puse como la incognita. F2-2(8:50-9:05)
En el comentario que realiza Moises es posible observar que este estudiante es capaz de
pensar en cantidades indeterminadas y representar simbolicamente esas cantidades
mediante la literal x; es decir, se tiene evidencia de que este estudiante ha desarrollado dos
elementos esenciales del pensamiento algebraico. En el caso de Sara se identifica capacidad
para identificar como varian de forma conjunta dos cantidades, en este caso la posicion de

la figura y la base de cada rectangulo.

4.2.4. Tarea 4

Figura 7. Tarea 4, secuencia figural y secuencia numérica.
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Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abordo la tarea 4?

Moisés: Pues dependiendo de la posicion de la figura es la determinacion de la altura y la base y ya
nada mas le teniamos que sumar 1 por lo que se le agrega. F2-2(10:22-10:32)

Sara: Tomé la x como la incognita y la coloqué donde, en la altura que nos daba y la longitud era la
que nos daba creo que era 1. F2-2(10:48-11:03)

Ester: Pues la altura cambiaba conforme al niimero de figura, si era la figura 2 pues la altura iba a
ser 2, si era figura 3 la altura iba a ser 3 y la longitud seria 1 para por contestarlo. F2-2(11:12-11:28)
Profesor-investigador: ;Qué semejanza encontro entre las tareas 1, 2, 3 y 4?

Ester: Pues que nos dan las mismas figuras, pero con diferentes valores. F2-2(11:54-11:57)

Sara: Todas son iguales menos los valores son diferentes. F2-2(12:02-12:06)

Moisés: Pues, todas las figuras tienen valores y hay algunas que se le tienen que sumar otro valor.

F2-2(12:10-12:24)

En este extracto del video de la segunda sesion es posible identificar que Sara es capaz de

pensar en cantidades indeterminadas y de expresarlas simbdlicamente, los cuales son dos

elementos que Radford (2006, 2010, 2012) considera caracteristicos del pensamiento

algebraico.

4.2.5. Tarea 5

Figura 8. Tarea 5, secuencia figural y secuencia numérica.
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Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abord¢ la tarea 5?

Ester: En la tarea 5, nos daba, creo que la altura de a, y empezaba en la figura 1 y nos daba longitud
de cero y para la figura 2, nos daba la longitud de uno, entonces se iba a restar en cada figura
dependiendo del numero en que estaba la figura, si la figura estaba en el numero 10, su longitud iba
a ser nueve y asi. F3-3(15:41-16:26)

Sara: En la tarea 5, nos daba las figuras, su altura la demostraba como a, y en las posiciones , seguin
la posicion, se le iba restando una para sacar la longitud y asi le segui con las demds.
F3-3(16:32-16:51)

Moises: [moviendo la cabeza negativamente, porque no quiere participar]

En el anterior extracto del video, correspondiente a la tercera sesidn, nuevamente se
identifica que Sara es capaz de pensar en cantidades indeterminadas, a las cuales denomina
“la posicion” y puede saber como obtener el area de cada posicion indeterminada. También

se aprecia la capacidad de Ester para pensar en términos de cantidades indeterminadas.

4.2.6. Tarea 6

Figura 9. Tarea 6, secuencia figural y secuencia numérica.
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Profesor-investigador: ;Cual fue la forma en que abordo la tarea 67

Sara: En la tarea 6, nos daba igual la altura que era a y la longitud que, bueno yo lo vi como la
misma posicion que nos daba. F3-3(16:51-17:00)

Ester: [no quiere participar]

Moisés: No, porque es como una incognita, no tiene un valor como tal se le tiene que sustituir.

F3-3(18:01-18:08)

En la vifeta previa se aprecia nuevamente la capacidad de Moises de pensar en cantidades
indeterminadas, aunque ¢l menciona que es “como una incognita” mas bien quiere expresar
que es como una variable, la cual puede tomar cualquier valor de un conjunto de

cantidades.
4.3. Categorizacion de la informacion

Los estudiantes utilizaron dos estrategias para resolver cada una de las seis tareas. La
identificacion y generalizacion de los patrones fue a través de las estrategias visuales y las
estrategias numéricas. En cada una de las tres fases, de cada una de las tareas, inicia con

una secuencia figural para después pasar a la secuencia numérica.

La combinacion de las estrategias visuales y numéricas para llegar al descubrimiento o
construccion de la propiedad distributiva de la multiplicacion respecto de la suma, se afirma
en el proceso que sigue el participante Moisés, en la fase 1 de la tarea 2 , en la cual, primero
observa las secuencias figurales con los valores que le presentan y después inicia las
operaciones a partir de la multiplicacion de la base por la altura y expresar el area del
rectangulo como producto (2+5)(2). De aqui, aplico la propiedad distributiva para realizar
la siguiente transformacion sintactica, (2+5) (2) = 2*+(5)(2). En la fase 3 de la misma tarea,
usa el mismo patrdn para aplicar de nuevo la propiedad distributiva y se hace visible en la
siguiente expresion (2+x)(2)= 2°+(x)(2). En las tareas subsecuentes el estudiante aplica la
propiedad distributiva a partir de la multiplicacion y siguiendo el orden de las operaciones,
y considerando los valores que le establecen las secuencias figurales. En las tareas 3,4, 5y
6, abordadas por ¢l, en las expresiones que se muestran enseguida, utiliza la propiedad
distributiva en cada transformacion sintactica: (1+x)(x)=(1)(x)+x?; (a+99)(a)= a* +

(99)(a) ; (atx)(a)= a* +(x)(a).
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4.4 Identificacion de patrones, regularidades, tendencias o discordancias

En esta seccion se presenta un analisis de las respuestas que aportaron los participantes
cuando abordaron las tareas, las cuales tienen por finalidad identificar regularidades que

ayudaran a dar respuesta a la pregunta de investigacion.
4.4.1. Respuestas de los estudiantes a la tarea 1

La tarea 1, como las demas, son divididas en tres fases para su analisis. En la fase 1, los
estudiantes abordaron una secuencia figural en la cual se les presentan 6 cuadrados que
incrementan su base y su altura en una unidad, consecutivamente. Debajo de las figuras se
presenta la tabla para realizar los planteamientos numéricos de las areas de cada figura. Los
estudiantes detectaron las regularidades que les permitid expresar las areas de cada

cuadrado como producto y como potencia.

La fase 2 continta con la secuencia de las figuras ubicadas en las posiciones 10, 40 y 100.
La informacion sobre regularidades observadas por los estudiantes en la fase 1, les permite
repetir esos patrones en estas figuras para expresar sus areas como producto y como

potencia. La justificacion del porqué de sus resultados para esta fase son los siguientes:

Ester: “En un cuadrado todos sus lados son iguales entonces o por lo tanto la base y la

altura serdn la misma ya que conocemos el valor de una de sus lados.” (HT1-E)

Moisés: “Se nos da la altura y como es un cuadrado sus lados son iguales, por lo que el

valor de la altura es la misma que su base.” (HT1-M)

Sara: “Al ser un cuadrado todos sus lados son iguales y en los ejemplos mostrados nos da a
conocer el nimero de figura y también su altura, la altura se va elevando segin el nimero
de la figura asignada, con esto nos llega a demostrar que la figura asignada va a ser el

mismo valor que la altura, al igual que la base de nuestro cuadrado.” (HT1-S)

En la fase 3 se hace el planteamiento de determinar el area de un cuadrado cuya posicion
es x y es numero natural. Haber identificado los patrones en la secuencia figural y
determinar numéricamente su area en las fases 1 y 2, permitié a los estudiantes determinar

y expresar el area como producto y como potencia para este cuadrado. Asi, la conjetura
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formulada por los estudiantes en la determinacion del area y expresada como producto es

(x) (x) y como potencia 27,

La justificacion del porqué de sus resultados para esta fase son los siguientes por cada

estudiante:

Ester: “pues x puede ser un nimero cualquiera por lo tanto se queda en x y como bien
mencione con un solo valor podemos determinar los demés lados ya que son iguales.”

(HT1-E)

Moisés: “Lo mismo que lo anterior X no tiene un valor como tal sin embargo la altura y la
base tienen un valor de x al menos que se nos otorgue otro valor por el cual sustituir, por lo

que se mantiene como x.” (HT1-M)

Sara: “x podria ser cualquier nimero natural pero no da el nimero por lo cual al colocar x
ya sea en su base o en su altura tendra el mismo valor, al igual la posicion x no la llegamos
a encontrar ya asignado pero si nos muestra que es un namero natural puede ser cualquier
nimero ya sea natural y al sacar la base podemos llegar a colocar (x)(x) o de igual manera

x%, ya sea de estas dos formas nos dara el resultado igual.” (HT1-S)

A partir de las respuestas de los estudiantes, es posible identificar que todos son capaces de
pensar en cantidades indeterminadas y representarlas simbdlicamente. En el caso de Sara
existe evidencia de que ella es también capaz de operar analiticamente las cantidades
indeterminadas cuando menciona que “al sacar la base podemos llegar a colocar (x)(x) o de

igual manera x%, ya sea de estas dos formas nos dara el resultado igual”.
4.4.2 Respuestas de los estudiantes a la tarea 2

La Fase 1 presenta un cuadrado como primera figura geométrica, cuya base y altura es la
misma. A partir de la segunda figura inicia un incremento de una unidad en la base y el
tercer cuadrado conserva la unidad aumentada mas una mas y asi sucesivamente. Los
estudiantes interactiian con los objetos geométricos para determinar el area de cada uno de
ellos y expresarlas a través de las construcciones numéricas en la tabla. Identifican las

cantidades variables y las invariantes. El drea de cada rectangulo es expresada como
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producto, ejemplo figura 6, (2+5) (2). Uno de los aspectos observables en la construccion
numérica es la habilidad de los estudiantes para aplicar la propiedad distributiva en la

expresion del area como potencia mas producto, 2°+(5)(2).

Fase 2, los estudiantes abordan las figuras ubicadas en las posiciones 10, 56 y 100, las
tareas se encuentran en el Apéndice B, que se localiza en las paginas 81 a 83 de esta tesis.
Siguiendo la forma de interactuar e identificar las caracteristicas importantes observadas en
las figuras de la Fase 1; inician con dibujar cada una de las figuras con sus datos numéricos
en los recuadros para posteriormente determinar las areas de cada figura. Los estudiantes
detectan que el valor numérico se aumenta en la longitud variable de la base de la figura
geométrica y debe ser una unidad menos que el valor numérico de la posicion de ubicacion
del rectangulo, ver figura 10. Las areas expresadas como producto para las tres figuras son:
(2+9)(2), (2+55)(2) y (2+99)(2). Las areas expresadas como potencia mas producto,
respectivamente son: 22 +(9)(2), 2+(55)(2) y 2*+(99)(2). Se percibe que los estudiantes
identifican las cantidades variables y los invariantes, asi como relaciones entre la posicion y
la forma de calcular las areas de las figuras. Los estudiantes también son capaces de
identificar las operaciones que deben realizar en cada una de las figuras de la secuencia. En
todos los casos, los estudiantes fueron capaces de identificar que deben restar una unidad a
la posiciéon para obtener la longitud variable del rectangulo, como se muestra en los

extractos retomados de sus hojas de trabajo que se resaltan en cursiva.

Ester: “El valor de la altura era 2 que seria la longitud fija y la longitud variable en la
figura y empieza con 0 y se empieza a dar valor hasta la figura 2 entonces al 56 le reste 1

igual que al 100”. (HT2-E)

Moisés: “porque en la posicion 1 no se le agrega nada a la figura, a la figura 2 sélo se le
agrega 1 y asi sucesivamente en la posicion 56 y 100 tendrian una suma de 2+55y 2+99y

ya s6lo acomodaremos los valores en la tabla” (HT2-M)

Sara: “En las primeras figuras mostradas podemos ver que en la altura del rectangulo en
todas son 2 pero al igual se muestra otra parte mas en esta yo puedo llegar a notar que en la

posicion mostrada, la parte de una llega a medir 1 unidad menos que la posicion mostrada
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en nuestra figura, con base a esta me fui guiando para colocar las bases de los proximos

rectangulos” (HT2-S)

En la Fase 3, se propone una figura geométrica que se ubica en la posicion x y es un
numero natural, las tareas se encuentran en el apéndice B, que se localiza en las paginas 75
a 77 de esta tesis. La informacion que obtuvieron los estudiantes al interactuar con los
objetos y las construcciones numéricas de las Fases 1 y 2, les permite detectar patrones
determinados que son utilizados en esta tercera fase. Identifican a x como el valor variable
que se aumenta en la longitud de la base. Las conjeturas que los estudiantes construyeron
para expresar el area del rectangulo como producto es (2+x)(2) y como potencia mas
producto es 2°+(x)(2). Estas, no consideran que x es disminuida en una unidad,
representada como x-1. En estas conjeturas construidas por los estudiantes se observa la
aplicacion de la propiedad distributiva con respecto de la suma y la multiplicaciéon. La

justificacion de los resultados por los estudiantes, son los siguientes:

Ester: “pues la altura seguira siendo 2 y para la longitud variable le di el valor de x,

aunque le pude dar cualquier otro valor” (HT2-E)

Moisés: “Ubica los datos ya dados como altura y base solo se sustituye el valor a sumar

que es x asi se continlia con los valores restantes que ubicamos en la tabla agregando x”

(HT2-M)

Sara: “En la instruccidon pide un niimero natural, pero este lo llegamos a usar como x ya
que sera la incognita para esto se coloca en donde estaria el nimero natural una x pero esta

va a continuar siendo 2 su altura dada a entender en el caso como en los otros” (HT2-S)

En el caso de Ester se puede identificar que es capaz de pensar en términos de cantidades
generales y representarlas simbolicamente, también es capaz de identificar que al utilizar
una literal como variable, esta puede tomar cualquier valor dentro de un conjunto de
valores. En el caso de Sara también puede pensar en términos de cantidades indeterminadas
y representarlas simbolicamente, pero en ella se identifica una confusion entre el concepto

de variable y el de incognita. Cuando Sara se refiere a una incdgnita, en realidad estéd
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pensando en el concepto de variable. Ya que una incdgnita es un nimero que no se conoce

pero que ya esta determinado por las relaciones numéricas establecidas en una ecuacion.

Figura 10. Moisés identifica en sus dibujos los valores invariantes y variables.

4.4.3 Respuestas de los estudiantes a la tarea 3

La Fase 1 presenta una secuencia figural caracterizada por cuadrados cuya base y altura es
un valor invariable y a partir del primer cuadro se incrementa y acumula una unidad en las
siguientes figuras. Los estudiantes interactiian con los objetos geométricos y les permite
identificar las caracteristicas importantes de los mismos y establecen generalizaciones que
les lleve a determinar las 4reas de cada figura. Para la figura 6, la base es expresada por la
suma de la longitud fija y la longitud variable como 2+6, la altura permanece invariable con
el valor 2. En la determinacion del area para el mismo rectangulo es expresada como la

existencia de producto (2+6) (2) y expresada como potencia mas producto 2*+(6)(2), ver

figura 11.

Figura 11. Ester identifica las generalizaciones y realiza sus conjeturas para el area de cada

figura.
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En la fase 2, los estudiantes continiian con la determinacion de las areas de los rectdngulos
ubicados en las posiciones 10, 74 y 100. En esta fase de la tarea 3, han detectado una

conexion entre el area, la multiplicacion y la propiedad distributiva, como se observa en la

figura 12, para determinar el area de cada rectangulo.

Figura 12. Sara detecta la conexion entre la longitud variable del rectangulo y la posicion

de la figura.
Los estudiantes argumentan la forma en que abordaron esta segunda Fase de la Tarea 3:

Ester: “pues como primer dato en el rectdngulo nos da la altura que es 2 después la base se

da conforme cambie como figura 1, figura 2, etc. y asi sucesivamente” (HT3-E)

Moisés: “siguiendo la secuencia, buscamos los valores que corresponde a la figura y

agregando el valor a sumar o agregar y asi poderlo ubicar en la tabla” (HT3-M)

Sara: “Las figuras mostradas al principio estan posicionadas en diferente nimero, yo pude
notar que la posicion del numero era la longitud del rectangulo con esto también note que
la longitud fija se tendra que colocar el 2, yo me guié con ello para contestar las siguientes

figuras ” (HT3-S)
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En el comentario de Sara, especificamente en la parte resaltada en cursiva, se identifica la
capacidad de la estudiante para relacionar la posicion de la figura con la longitud variable

del rectangulo, lo cual es de fundamental importancia en el proceso de generalizacion.

Fase 3, describe un rectangulo ubicado en la posicion X, y X representa un numero
natural. Los estudiantes han comprendido la conexion existente entre area, multiplicacion y
la aplicacion de la propiedad distributiva en forma intuitiva. La expresion general del area
para este rectangulo es expresada como producto (2+x)(2) y como potencia mas producto
2%+(x)(2), ver figura 13. Sin embargo, para una estudiante participante su propuesta de
expresion general implica dar un valor a x y elige el nimero natural 12. Asi, las expresiones
de area como producto es (2+12)(2) y de potencia mas producto es 2*+(12)(2), ver figura
14.

La justificacion de los resultados, por los estudiantes, es la siguiente:

Ester: “pues sigue siendo la misma altura 2 y x representa un numero natural y en todo

caso elegi 12 para poder contestar la tabla” (HT3-E)

Moisés: “Primero ubicamos x y como no tiene un valor como tal se queda como x y como
en todas las figuras nos dan el valor de la altura y parte de la base que es 2 y ya solo

ubicamos los datos en la tabla” (HT3-M)

Sara: “En la instruccidon solo nos llega a pedir el nimero natural, pero este no nos lo
expresa por lo cual tomaremos como incognita la, la altura sigue siendo 2 ya que en las
demas figuras nos muestra una altura de dos, ya que la incognita solo se sabe que es un
numero natural solo colocaremos la letra x, esta la tomaremos como un valor natural”

(HT3-S)

En los extractos de las hojas de trabajo se tiene evidencia de que Ester puede pensar en
cantidades generales y es capaz de simbolizarlas; sin embargo, en la viiieta previa se
identifica una confusion en cuanto a que la x es una variable y puede tomar cualquier valor,
pero en este caso asigné una cantidad determinada a x, cuando lo correcto era mantener la
literal y la indeterminacion de la cantidad. A diferencia de Ester los otros dos estudiantes si

muestran un entendimiento claro de las cantidades indeterminadas y su uso.
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Figura 13. Formulacion de conjeturas, elaboracion de expresion general del area.

Figura 14. Formulacion de conjeturas, expresion general del area con x=12.

4.4.4 Respuestas de los estudiantes a la tarea 4

Fase 1, presenta figuras geométricas que muestran un incremento igual, en la longitud de la
base y la altura. Este, es igual al nimero de unidades de la ubicacion de cada figura, pero
también, en todas las figuras la longitud de la base se aumenta en una unidad. Para los
estudiantes, las tareas anteriores les permitieron interactuar y manejar los objetos para
identificar caracteristicas importantes, ello les da la oportunidad de definir los patrones en
ésta tarea y pasar con facilidad de la multiplicacion a la propiedad distributiva, ver figura
15.
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Figura 15. Transformacion después de aplicar la propiedad distributiva del producto,

corresponde a la tarea 4.

Fase 2. Presenta figuras geométricas ubicadas en las posiciones 10, 74 y 100, con
caracteristicas semejantes a las ubicadas en las primeras posiciones, las tareas se encuentran
en el apéndice B, que se localiza en las paginas 75 a 77 de esta tesis. Moisés lo comprende
de la siguiente forma: “seguimos con la secuencia ubicando el nimero de figura y el valor
que va a tomar la altura y parte de la base y ya lo tinico que se le va a sumar es el 1 y con
eso podemos ubicar los datos en la tabla”. Los estudiantes son capaces de visualizar la
presencia de dos estructuras para expresar el area. Esta, esta compuesta por un producto y
un producto mas una potencia, en esta tltima se ha aplicado la propiedad distributiva, ver
figura 16. La base de cada rectangulo es la suma de la longitud invariante y la longitud
variable y la operacion de la suma permanece en diversos momentos como es en la
expresion del area como producto y al aplicar la propiedad distributiva. Para Ester, expresar
el area como producto y producto més potencia, lo interpreta como la presencia unicamente
de la multiplicaciéon en ambas expresiones y suprimir las operaciones de suma, ver figura

17.

48



Figura 16. Sara expresa el area como producto mas potencia, después de aplicar la

propiedad distributiva.

Figura 17. Ester presenta la multiplicacion en ambas expresiones del area.

Fase 3. La obtencion de la expresion general para la figura que se encuentra en la posicion
x, donde x representa un niimero natural. Los estudiantes dibujan la figura para identificar
las caracteristicas importantes de la misma y poder trasladarlas a las expresiones numéricas.
Las estructuras presentadas, por los estudiantes, para mostrar la expresion general del area,
son: (1)(x)+2% (1)(x)+2% (1)(15)+15% En las tres expresiones aplicaron la propiedad
distributiva. En la primera y segunda expresion, x permanece como valor variable y en la
tercera expresion decide utilizar el nimero natural 15 como valor invariante. La explicacion

de como abordaron la fase de esta tarea, son expresados como sigue:

Ester: “pues x es un niumero normal y le di el valor de 15 ya que puede ser un nimero

cualquiera” (HT4-E)

Moisés: “Ubicamos el valor que nos dan que es 1 y ubicamos la posicion de x como altura

y base y con esos datos ya los podemos ubicar en la tabla” (HT4-M)

Sara: “En la figura que se realiza se colocara en una posicion que tenga un nimero natural

pero al no saber la posicidon se tomard como incédgnita la cual mostraremos con la letra x
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que esta también sera la altura de nuestra figura, mientras que la longitud se seguira

manteniendo en 17 (HT4-S)
4.4.5. Respuestas de los estudiantes a la tarea 5

Fase 1. La longitud de la base como de la altura de las figuras geométricas, es definida por
un valor invariante a, las tareas se encuentran en el apéndice B, que se localiza en las
paginas 69 a 86 de esta tesis. El valor variable estd determinado por el incremento de una
unidad a partir de la figura ubicada en el lugar nimero 2. El incremento es acumulativo.
Los estudiantes muestran en sus tablas, que pasan del uso del simbolismo aritmético a la

representacion de la relacion de la multiplicacion y la suma, de ahi a la propiedad

distributiva, ver figura 18.

Figura 18. Ester pasa de la suma a la multiplicaciéon y a la propiedad distributiva.

Fase 2. Para las figuras ubicadas en los lugares 10, 56 y 100; los estudiantes siguen el
mismo proceso, de igual forma que interactuaron con los objetos de la Fase 1, de abordar
esta tarea. Las generalizaciones identificadas les permiten establecer los patrones bajo los
cuales aplicaran la propiedad distributiva. Sara lo explica de la siguiente forma: “En las
figuras mostradas a un inicio podemos notar que su longitud en los recuadros va
disminuyendo una unidad segun la posicion dada, por ejemplo, en la figura 56 se disminuye
una unidad que seria 55 para la longitud mientras que la altura nos la da, ya que seria la
letra a”. Moisés hace una argumentacion semejante para justificar la formulacion de sus
conjeturas realizadas en la tabla, explica: “primero ubicamos la posicion que nos pide, el

cual se le restara 1 ya que en la figura inicial no se le suma nada, y con eso ya solo tenemos
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que ubicar los datos en la tabla”. Los estudiantes, considerando los patrones que detectaron,

aplican la propiedad distributiva para expresar el area de los rectangulos.

Fase 3. La figura geométrica de esta Fase es un cuadrado cuya longitud de la base y de la
altura es identificada respectivamente como @ y su base se incrementa en un nimero
natural representado por x, que a su vez representa también la ubicacion de la figura
geométrica. Los estudiantes aplican la propiedad distributiva a la estructura (a+x) (a) para
expresar el area como a* + (x)(a). En esta Fase, se observo que los estudiantes fueron
capaces de pensar en términos de cantidades generales y de representarlas mediante
literales, aunque confunden los significados del término incognita y variable, también
fueron capaces de operar analiticamente las expresiones simbolicas expresadas mediante
literales al identificar paralelismos entre las expresiones que operan con numeros concretos
y aquellas que contienen cantidades indeterminadas expresadas por literales. Todo lo
anterior incluye los tres elementos que Radford (2006, 2010, 2012) considera relevantes
para determinar si un estudiante es capaz de pensar algebraicamente. A pesar de que los
estudiantes pudieron aplicar la propiedad distributiva, hace falta evidencia de que puedan
transferir este conocimiento a situaciones en las cuales no exista un modelo el cual ellos
puedan replicar para la aplicacion de la propiedad. Sin embargo, existe evidencia que los
estudiantes pudieron identificar lo variable y lo constante en las secuencias figurales, y
fueron capaces de generalizar resultados, lo cual es uno de los primeros pasos en la
construccion de significado para las expresiones simbolicas. Las expresiones no muestran
que x es disminuida en una unidad, representada como x-1. Los estudiantes justifican sus

conjeturas:

Ester: “Seria la misma altura (a) y la longitud seria (x) ya que representa un nimero

natural” (HT5-E)

Moisés: “La posicion x no tiene un valor como tal entonces el lado a sumar serd x y con
eso podemos ubicar los datos en la tabla y con las figuras anteriores podemos determinar

que la altura es a y parte de la longitud es a” (HT5-M)
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Sara: “En la indicacién dada nos muestra que x sera el valor natural del ejercicio ya que
sera una incégnita para la cantidad mientras que en la altura llegamos a notar que seguira

siendo a” (HTS-S)
4.4.6. Respuestas de los estudiantes a la tarea 6

Fase 1. La tarea presenta cuadrados con la longitud de la altura y la base igual a a. Su base
se incrementa una unidad y se acumula de acuerdo a la ubicacién de cada figura. Los
estudiantes interactian con mayor facilidad con los objetos y detectan las caracteristicas
importantes y los patrones existentes. Identifican la conexion entre suma, multiplicacion y
la propiedad distributiva, ver figura 19. El area expresada como producto es igual al area
expresada como potencia mas producto, (a+6)(a)=a*+(6)(a). En el segundo miembro de la

igualdad, aplicaron la propiedad distributiva en forma facil.

Figura 19. Conexién entre suma, multiplicacion y la propiedad distributiva, esta figura

corresponde a la tarea namero 6.

Fase 2. Para los rectangulos ubicados en las posiciones 10, 74 y 100, los estudiantes

abordan de igual forma que en Fase 1, los objetos matematicos para detectar caracteristicas
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que les lleven a identificar patrones. Moisés lo expresa por escrito de la siguiente forma:
“como al principio de las figuras ubicamos que la altura tiene un valor de a y parte de la
longitud vale a solo ubicamos la posicion de la figura para obtener el resto de la longitud y
ya solo ubicamos los datos en la tabla” (HT6-M). Las tareas permitieron a los estudiantes
desarrollar sus propias formas de entender y de llegar a la estructura de la propiedad
distributiva, al determinar las areas de los diferentes rectangulos. Una evidencia de lo
anterior, es que los estudiantes, a partir de los modelos en las secciones iniciales de las
hojas de trabajo, fueron capaces de transferir a las operaciones con nimeros generales, las
regularidades que ellos observaron en la estructura aritmética de las expresiones con
numeros especificos, lo cual es un indicador relevante del pensamiento algebraico. Aunque
los estudiantes no utilizan un lenguaje institucionalizado adecuado, ya que confunden las
ideas de incognita y de variable, son capaces de identificar regularidades y generalizarlas,
lo cual es un primer paso para dar sentido a las cantidades indeterminadas y a las
operaciones que se realizan con ellas, de forma que se dan cuenta de las similitudes entre

las operaciones con numeros concretos y numeros indeterminados.

Para esta Fase 3, la figura geométrica estd ubicada en la posicion X, y X representa un
numero natural. Para los estudiantes, su experiencia de haber observado la presencia de
patrones en las tareas anteriores, les permite abordar con mucha facilidad los ejercicios
propuestos en esta tarea. El drea expresada como producto es (a+x) (a) y aplicando la
propiedad distributiva la expresan como a’*+(x)(a). Sara argumenta y comunica el proceso
para llegar al resultado como: “En la indicacion solo nos da a entender que x serd un
nimero natural al igual que la posicién ubicada con esta, la longitud al no saberla serd x
que se tomara como una incognita, mientras que la altura seguird siendo el mismo valor y

se demostrara con la letra a” (HT6-S).
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion, haciendo énfasis en las
respuestas que aportaron los participantes, con lo cual se tienen elementos para dar
respuesta a la pregunta de investigacion. También se comparan los resultados obtenidos en
este trabajo con los de algunas de las investigaciones revisadas en el primer capitulo de la
tesis, con la finalidad de resaltar las posibles contribuciones. Finalmente, se expresan
algunos comentarios y reflexiones finales, encaminados a comunicar qué fue lo que

aprendio el autor del trabajo durante el proceso de elaboracion del trabajo de tesis.
5.1. Discusion de resultados

En este apartado se presentan los resultados de un estudio sobre el uso de tareas a través de
las cuales los participantes visualizaron la identificacion y generalizacion de patrones en
secuencias figurales para dar sentido a la propiedad distributiva del producto respecto de la
suma. Los datos empiricos permiten afirmar que los estudiantes, en mayor o menor medida,
son capaces de pensar algebraicamente, ya que pueden pensar en cantidades generales,
expresarlas simbolicamente y operar tales expresiones simbolicas (Radford, 2006, 2010,
2012). Mediante las secuencias figurales, los estudiantes lograron extender las propiedades
aritméticas de las operaciones con niimeros concretos, cuando tuvieron que operar con
cantidades indeterminadas. Fueron capaces de aplicar la propiedad distributiva siguiendo
los modelos expresados en las hojas de trabajo; sin embargo, no se cuenta con evidencia
que permita afirmar su capacidad para transferir ese conocimiento a situaciones en las
cuales no haya presente un modelo que puedan reproducir. En esta seccion, los resultados
son comparados con los resultados de otros investigadores que han analizado la aplicacion

de la propiedad distributiva.

Los resultados de las tareas aportan evidencia de que los participantes son capaces de
visualizar e identificar los elementos variables e invariantes en una secuencia figural, asi
como de generalizar patrones en dichas secuencias, asi como de aplicar la propiedad
distributiva cuando tienen un ejemplo que replicar. Se reitera que existe evidencia para
afirmar que los estudiantes fueron capaces de transferir la estructura aritmética de las

operaciones con nimeros concretos a operaciones andlogas con cantidades indeterminadas
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representadas mediante literales. Se compara con los resultados de Olteanu (2017) en el uso
de tareas como una oportunidad para que los participantes lleguen a discernir sobre la

propiedad distributiva.

Las estructuras que los participantes visualizan en la identificacion y generalizacion de los
patrones sobre las secuencias figurales y en las secuencias numéricas de las tareas, son
estructuras que ellos repiten en las transformaciones sintacticas, con diferentes variables al
aplicar la propiedad distributiva sobre el producto. Esto se compara con los resultados de la
investigacion de Maffia y Mariotti (2017), sobre el desarrollo del sentido de estructura

como apoyo al entendimiento de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

En los participantes, se observo que la aplicacion de la propiedad distributiva se presenta
como un ciclo de observacion, reflexion y comunicacion escrita, el cual fue promovido por
la estructura de las hojas de trabajo. En primer lugar los estudiantes observaron las
cantidades variables e invariantes al operar con nimeros concretos, con la finalidad de que
reflexionaran sobre el comportamiento de las secuencias figurales. El proceso de
comunicacion de ideas, cuando ellos tuvieron que completar la informacién en los
recuadros referentes a términos no consecutivos de la secuencia, les facilitd el proceso de
generalizacion para considerar la estructura del término genérico representado mediante la
literal x. Se compara y reafirma con (Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez, 2016) que explican
este ciclo, en forma mas amplia, para el desarrollo del aprendizaje matematico con
entendimiento y que lo describen en cuatro fases: accion, observacion, formulacion y

justificacion de resultados.
5.2. Respuesta a la pregunta de investigacion

La pregunta de investigacion propuesta al final del primer capitulo de este trabajo es:
(Como el uso de tareas sobre identificacion y generalizacion de patrones en secuencias
figurales apoya el entendimiento de la propiedad distributiva en estudiantes de segundo
semestre de bachillerato? Para dar respuesta a esta pregunta de investigacion se elabor6 la
tabla 3 que describe los resultados identificados en las tareas abordadas por los

participantes.
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Tabla 3. Datos obtenidos de las tareas abordadas por los participantes.

Tarea Datos obtenidos

e  Identifican patrones en secuencias figurales.

e  Identifican generalizaciones en secuencias numéricas en la primera tabla y las repiten en las

2 siguientes tablas de la tarea.

e  Realizan las transformaciones sintacticas de areas aplicando la propiedad distributiva (PD).

®  Aplican correctamente la PD sobre el 4rea expresada como producto.

e  Comunican en forma escrita sus conjeturas de como identificaron los patrones en las secuencias
numéricas.

e  Identifican los patrones de las secuencias figurales y secuencias numéricas e interactiian con
ellas para realizar las transformaciones sintacticas y aplicar la PD.

e  Los patrones identificados en las primeras secuencias figurales, son consideradas por los

4 participantes en los dibujos de las siguientes figuras de la secuencia figural.

e En las secuencias numéricas aplican correctamente la PD en las areas expresadas como
producto.

e En las secuencias figurales y secuencias numéricas insertan una variable x y aplican
correctamente la PD sobre el 4rea expresada como producto.

e  Comunican en forma escrita como abordaron las secuencias numéricas haciendo énfasis en la
identificacion y repeticion de los patrones en el desarrollo de las transformaciones sintacticas y
la aplicacion de la PD del producto.

e  Identifican las generalizaciones de patrones en la primera secuencia figural, en la cual se inserto
una variable.

6 e  Identifican los patrones en las primeras secuencias figurales para repetirlas en las subsiguientes
figuras, dibujadas por los participantes, y aplica correctamente la PD en el area expresada como
producto en las secuencias numéricas.

o  En las ultimas figuras con las variables a y x ; aplica correctamente la PD en el area expresada
como producto respecto de la suma.

e  Comunican en forma escrita y verbal sus conjeturas, explicando cémo identificaron las
generalizaciones y el uso de ellas para aplicar la PD sobre el producto respecto de la suma.

Fuente: Elaboracion propia.

Se observa que los participantes realizan procesos en cada una de las tareas que abordaron
y se perciben tres aspectos importantes: (i) Identifican las generalizaciones de los patrones
en las secuencias figurales y secuencias numéricas, (i1) Aplican correctamente la propiedad
distributiva del producto y (iii) Comunican sus conjeturas de las transformaciones

desarrolladas.

Es necesario hacer notar que los participantes, a través de ir desarrollando las tareas,
también van desarrollando su capacidad para identificar patrones y ser generalizados, asi
como para aplicar la propiedad distributiva con base en los modelos sefialados en las hojas
de trabajo; mostrando capacidad para transferir las propiedades aritméticas empleadas al
trabajar con cantidades concretas a las operaciones con cantidades indeterminadas
representadas mediante literales. Una vez realizadas la identificacion y generalizacion de

los patrones en las secuencias figurales como en las secuencias numéricas, realizan las
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transformaciones sintacticas, en las cuales aplican en forma correcta la propiedad

distributiva sobre el producto.

Se observa una capacidad para aplicar la propiedad distributiva del producto mediante la
visualizacién de los modelos propuestos en las hojas de trabajo, por los participantes,
aunque hace falta evidencia de que pueden transferir este conocimiento a situaciones donde
no exista un modelo. Los procesos de comunicacion de ideas, verbalmente y por escrito,
permitieron identificar algunas confusiones presenten en estudiantes como Ester, quien
confunde la idea de incognita como la de variable, y quien tiene una confusion respecto a
cuando mantener las cantidades indeterminadas y en qué situaciones se les tiene que

asignar algun valor especifico.

5.3. Alcances, limitaciones y propuestas a futuro

Uno de los propositos de esta investigacion, ha sido documentar como estudiantes de
segundo semestre de bachillerato abordan la propiedad distributiva del producto respecto de
la suma a través de tareas con patrones figurales y patrones numerales. Los participantes en
la investigacion fueron tres estudiantes de nivel bachillerato. Los resultados obtenidos, si
bien aportan elementos interesantes en cuanto al entendimiento de la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma, no pueden ser extrapolados para llevar a cabo el disefio
de una propuesta para ser aplicada ampliamente; sin embargo, se debiera continuar la
exploracion, aplicando tareas similares, para obtener elementos mas robustos que permitan
fundamentar sélidamente la elaboracion de una propuesta de aprendizaje de la propiedad
distributiva. Este trabajo podria ser uno de los puntos de partida para continuar trabajos que
documentan ampliamente el impacto de ciertas tareas para lograr un aprendizaje de la
propiedad distributiva con entendimiento. Por lo que también es importante considerar

realizar el estudio a un nimero mas amplio de estudiantes de bachillerato.
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5.4. Reflexiones y conclusiones finales

Los resultados de este trabajo evidencian que las tareas que combinan representaciones
geométricas y numéricas permiten a los estudiantes identificar patrones y entender la
construccion de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma. Las respuestas
de los participantes en cada una de las 6 tareas abordadas por ellos, dan evidencia de como
percibieron la propiedad distributiva y de como realizaron su aplicacion en el producto a
través de identificar los patrones en las secuencias figurales y llevar a cabo las

transformaciones en las secuencias numéricas, ver figura 15.

Los participantes siguieron las cuatro fases del proceso de aprendizaje con entendimiento
de la propiedad distributiva del producto respecto de la suma (Barrera y Reyes, 2016). En la
primera fase de accion, los participantes interactian con las secuencias figurales y
secuencias numéricas identificando las caracteristicas importantes. En la segunda fase de
observacion, trabajan con los patrones identificados a través de repetirlos en las siguientes
figuras que dibujan como en la construccion de las estructuras numeéricas que desarrollan.
Con las abstracciones que han realizado, identificando los patrones, inician con la tercera
fase, consistente de la formulacién del planteamiento de sus conjeturas, construyendo
transformaciones sintacticas, en las cuales aplican correctamente la propiedad distributiva
en el producto respecto de la suma. En la cuarta fase de justificacion, argumentan y

comunican, por escrito y verbal, sus resultados de las tareas abordadas por los participantes.

Otro aspecto observado en los resultados de las tareas, es que los participantes aplican
correctamente la propiedad distributiva del producto respecto de la suma, tanto con valores
numéricos como con diversas variables, mostrando con ello, un entendimiento y manejo de

la propiedad distributiva.

Durante el desarrollo del presente trabajo de tesis me permiti6é aprender y descubrir: (i) La
importancia de la propiedad distributiva en aritmética como en algebra, (i1) Entender que la
propiedad distributiva se relaciona con las operaciones basicas de la multiplicacion y la
suma, (iii) Observar que los estudiantes abordan tareas dirigidas a hacerlos reflexionar
sobre lo que estan construyendo y que les permite comunicar los procesos por escrito y

verbal, (iv) El disefo de las tareas son una herramienta importante para que los estudiantes
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aborden diversos temas matematicos, (v) El uso de patrones matematicos en el disefio de
las tareas permite a los estudiantes entender estructuras matematicas sobre las cuales
reflexionan, desarrollan y comunican, y (vi) La utilizacion de la metodologia de
investigacion para abordar un tema matematico con un enfoque cualitativo. Estos elementos
me han permitido analizar un cambio paulatino en la mejora de mi practica docente en: (i)
Elaboracion de tareas con diversos temas matematicos dirigidos a hacer reflexionar a los
estudiantes para que encuentren una oportunidad que les permita utilizar sus habilidades y
conocimientos que poseen, (ii) Dar énfasis en la ensefianza de los patrones matematicos en
las diversas tareas que aborden los estudiantes de bachillerato en la asignatura de
matematicas que les permita el entendimiento de ella, (iii) Tomando como ejemplo las
tareas que apliqué a los estudiantes, disefie para la asignatura de pensamiento matematico
I, cuyo contenido se enfoca a probabilidad y estadistica, la tarea que permite utilizar

patrones para abordar la medida de tendencia central: media, ver apéndice C.
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APENDICE A. Oficio de autorizacién para la participacién de estudiantes en la
investigacion.

Oficio de autorizacion para la participacion de los estudiantes

Santiago de Anaya, Hidalgo a los 27 dias del mes de junio de 2023.

Oficio dirigido a padres (madres) o tutores(as) de estudiantes para solicitar permiso de que
sus hijos(as) o tutorados(as) participen en proyecto de investigacion.

Estimado C. , padre (madre) o tutor(a) del estudiante
. El que suscribe, Profr. Javier Triana Bernal,
docente de Matematicas del Colegio de Bachilleres del Estado de Hidalgo plantel Santiago
de Anaya, solicito autorizacion para que su hijo(a) participe en la realizacion de una
actividad disefiada para el aprendizaje del algebra.

Los datos derivados de dicha actividad (grabaciones en video y hojas de trabajo), se
utilizaran en la realizacion de una tesis, a través de la cual pretendo obtener el grado de
Maestro en Ciencias en Matematicas y su Didactica, por la Universidad Autonoma del
Estado de Hidalgo. Dicha tesis se enmarca dentro del proyecto de investigacion “Disefio de
tareas de aprendizaje enfocadas al desarrollo del pensamiento algebraico”, el cual esta
coordinado por los Doctores Fernando Barrera Mora y Aaron Victor Reyes Rodriguez,
profesores investigadores del Area Académica de Mateméticas y Fisica de la UAEH,
quienes fungen como director y codirector del trabajo de tesis.

Es importante mencionar que durante y después del proceso de recoleccion de la
informacion, nos cefiremos a las normas éticas y de confidencialidad establecidas en la
séptima edicion del Manual de Estilo de la American Psychological Association. Lo
anterior significa que en durante la grabacion de video no se haran tomas del rostro de sus
menores hijos(as) y que, en la redaccion de la tesis o posibles articulos de investigacion
derivados, se asignarda un seudonimo a los participantes, con el fin de que no se pueda
identificar de qué escuela o persona se trata. También nos comprometemos a que los videos
unicamente seran revisados por el Proftr. Triana y por el director y el codirector de tesis. Los
videos originales no se haran publicos por medio alguno y permaneceran bajo el resguardo
de los coordinadores del proyecto en las instalaciones de la UAEH.

Con la finalidad de que puedan ustedes verificar el cumplimiento de los compromisos
anteriores, les haremos llegar por escrito, las ligas electronicas o copias de los documentos
que se publiquen ya sea formato digital o impreso, respectivamente.
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El que usted proporcione el permiso o no, para que su hijo participe en la actividad referida
no afectard negativamente su evaluacion en el curso, ya que la participacion es
completamente libre y voluntaria, y usted tiene derecho a suspender el permiso en el
momento que lo desee, sin tener que dar explicacion alguna. Es importante mencionar que
la realizacion de la actividad no implica ningun riesgo de dafio fisico o psicoldgico para el
participante.

Agradecemos sinceramente la atencion prestada al presente comunicado. Saludos cordiales.

Una vez leida la comunicacion, proporciond autorizaciéon para que mi hijo participe en la
realizacion de la actividad para el aprendizaje del algebra

C. Nombre del padre (madre) o tutor(a)

Nota. Se muestra unicamente el machote del oficio que firmo6 cada uno de los padres de
familia o tutores de los estudiantes. Los oficios firmados se encuentran bajo resguardo de
los responsables del proyecto de investigacion, y no se muestran en este trabajo para
mantener confidencial la informacion personal de los participantes y de sus familiares.
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APENDICE B. Hojas de trabajo de las tareas.

Tarea 1

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura azul
es un cuadrado.

4
3
2
]

Figura 1

Figura 2 Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla Provisional.

Niimero de Base del Altura del Area del cuadrado
figura cuadrado cuadrado
Expresada como | Expresada como
producto potencia
1 1 1 (1)(1) 12
2 2 2 (2)(2) 22
3
4
5
6

Si se continiia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
cuadrado que se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacion completa la tabla.




Numero de Base del Altura del Area del cuadrado
figura cuadrado cuadrado
Expresada como | Expresada como
producto potencia
10

Si se continia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area los
cuadrados que se encuentran en las posiciones 40 y 100. Dibuja en el recuadro las figuras

que corresponde y a continuacion completa la tabla.

Numero de Base del Altura del Area del cuadrado
figura cuadrado cuadrado
Expresada como Expresada como
producto potencia
40
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se contintla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
cuadrado que se encuentra en la posicion x, donde x es un ntimero natural. Dibuja en el
recuadro la figura que corresponde y a continuacion completa la tabla.

Nimero de Base del Altura del Area del cuadrado
figura cuadrado cuadrado
Expresada como Expresada como
producto potencia
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Tarea 2

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura
coloreada de azul es un cuadrado

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla.

Numero de Base del rectangulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
1 2+0 2 (2+0)(2) 2240)(2)
2 2+1 2 (2+1)(2) 22H(1)(2)
3
4
5
6

Si se contintia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacion completa la tabla.




Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
10

Si se continia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area de los
rectangulos que se encuentran en la posicion 56 y 100. Dibuja en el recuadro las figuras que
corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectangulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
56
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se contintla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion x, donde x representa un numero natural. Dibuja
en el recuadro la figura que corresponde y a continuacién completa la tabla.

Nimero de Base del rectingulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potenciat+producto
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Tarea 3

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura
coloreada de azul es un cuadrado

(S
)

Figura 1

Figura 2

Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
1 2+1 2 2+1)(2) 224+(1)(2)
2 2+2 2 (2+2)(2) 2%+2)(2)
3
4
5
6

Si se contintia
rectangulo que

con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que

corresponde y a continuacion completa la tabla.




Nuimero de Base del rectingulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
10

Si se contintia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area de los
rectangulos que se encuentran en la posicion 74 y 100. Dibuja en el recuadro las figuras que
corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
74
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se contintia con la secuencia de figuras, cuales son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion x, donde x representa un numero natural. Dibuja
en el recuadro la figura que corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Tarea 4

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura
coloreada de azul es un cuadrado

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla.

Nimero de Base del rectangulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto producto+potencia
1 1+1 1 (1+1)(1) (D)(1)+ 12
2 1+2 2 (1+2)(2) (DH(2)+22
3
4
5
6

Si se contintia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacion completa la tabla.




Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud cuadrado
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto producto+potencia
10

Si se continia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area de los
rectangulos que se encuentran en la posicion 74 y 100. Dibuja en el recuadro las figuras que
corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto producto+potencia
74
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se continlla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion x, donde x representa un numero natural. Dibuja
en el recuadro la figura que corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto producto+potencia
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Tarea 5

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura
coloreada de azul es un cuadrado

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
1 a+0 a (a+0)(a) a*+(0)(a)
2 a+l a (a+1)(a) a*+(1)(a)
3
4
5
6

Si se contintla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacion completa la tabla.




Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
10

Si se continia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area de los
rectangulos que se encuentran en la posicion 56 y 100. Dibuja en el recuadro las figuras que
corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
56
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se contintla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion x, donde x representa un numero natural. Dibuja
en el recuadro la figura que corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectangulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:

84



Tarea 6

Fecha:

Nombre del alumno:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas. La figura
coloreada de azul es un cuadrado

a

2
=)
=

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

completa la siguiente tabla.

Numero de Base del rectangulo Altura del Area del rectiangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
1 a+l a (a+1)(a) a*+(1)(a)
2 a+2 a (at2)(a) a*+(2)(a)
3
4
5
6

Si se contintla con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion 10. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacion completa la tabla.




Nuimero de Base del rectingulo Altura del Area del rectingulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
10

Si se contintia con la secuencia de figuras, cudles son las dimensiones y el area de los
rectangulos que se encuentran en la posicion 74 y 100. Dibuja en el recuadro la figura que
corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del rectangulo
figura (longitud rectangulo
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
74
100

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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Si se contintia con la secuencia de figuras, cuales son las dimensiones y el area del
rectangulo que se encuentra en la posicion x, donde x representa un numero natural. Dibuja
en el recuadro la figura que corresponde y a continuacién completa la tabla.

Numero de Base del rectingulo Altura del Area del cuadrado
figura (longitud cuadrado
fija+longitud Expresada como Expresada como
variable) producto potencia+producto
X

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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APENDICE C. Hoja de trabajo de la tarea para abordar la medida de tendencia central:
media. Esta tarea no se us6 en la tesis.

Nombre del estudiante:

Tarea 1

Fecha:

Instrucciones. Completa la informacion faltante y responde a las preguntas.

Figura X,=2

Figura X;=1

Figura X3=3

Figura X3=4

Con base en la informacion proporcionada en las figuras anteriores y en los ejemplos,

complete la siguiente tabla.

Suma de Total de Media expresada
Figuras rectangulos rectangulos — .
(n) Division | Cociente

X,+X, 1+2 3 n_3 1.5
X2 2

Xi+X,1+Xs 1+2+3 6 n_6 2
X3 3

XXt X51+X, 1+2+3+4 10 n 10 2.5
X4 4

XX+ X5+ X+ X

XX+ X+ X X+ X

XX+ X+ X X+ XX

XXt X5t X+ Xt Xt XX
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Si continuas con la secuencia de figuras, cudl es la media expresada como division y
cociente en la figura que se ubica en la posicion 11. Dibuja en el recuadro la figura que

corresponde y en seguida completa la tabla.

Suma de Total de
Figuras rectangulos rectangulos
(n)

Media expresada

Division | Cociente

Explica detalladamente el porqué de tu respuesta:
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