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Resumen

En este trabajo se describe como la incorporacion de un Sistema de Geometria Dindmica
(SGD) al resolver problemas geométricos modifica las cuatro etapas del proceso creativo
propuestas por Hadamard. Dentro del marco teorico, se consideran principalmente las fases
del Proceso Creativo Matematico (PCM en lo subsecuente) propuestas por Hadamard, cuya
estructura se refind con las aportaciones de Polya en la resolucion de problemas. Ademas, se
toman en cuenta el uso de tecnologias digitales en resolucion de problemas, asi como el

protocolo de resolucion de problemas de Schoenfeld.

La recoleccion de la informacion se llevd a cabo asignando un par de problemas-reto a un
estudiante inscrito en un posgrado en educacion matematica, con un perfil de licenciado en
Matematicas Aplicadas, quien elabor6 una bitacora digital (Santos-Trigo, 2020) en la cual
describid detalladamente sus pensamientos y acciones. El andlisis de los datos se baso en las
etapas del Proceso Creativo Matematico: (i) preparacion, (ii) incubacion, (iii) iluminacién y
(iv) verificacion (Hadamard, 1945). Ademas, se considerd el trabajo de Polya (1945), que
proporciona elementos para refinar las etapas de preparacion y verificacion al incluir
acciones realizadas en el trabajo consciente. También se tuvieron en cuenta algunas de las
estrategias de resolucion de problemas identificadas por Santos-Trigo et al. (2021) al emplear
tecnologias digitales. Asimismo, se analizaron las ideas que el resolutor obtuvo de manera
subita mientras realizaba otras actividades (iluminacion), o mientras reflexionaba o analizaba

las ideas obtenidas durante el trabajo consciente, relacionadas con exploraciones previas.

Los mayores cambios se identificaron en la etapa de preparacion. Especificamente, el uso de
GeoGebra ayudd a: (a) la formulacion de conjeturas que contribuyeron a resolver el
problema; (b) explorar a mayor profundidad las relaciones entre los elementos de un
problema (datos, incdgnitas, hipotesis y conclusiones); (c) explorar y extender el analisis a
otros problemas, lo que contribuy6 a lograr un entendimiento mas profundo de las diversas
soluciones; (d) identificar elementos en el proceso de justificacion de resultados, a través de
diversas rutas de prueba, dependiendo de valores especificos de algunas variables del
problema. Los resultados respecto a la obtencién de ideas, estimuladas por el trabajo

inconsciente, sugieren que, ademas de surgir de manera subita, también pueden ocurrir
iv



durante procesos reflexivos y periodos de trabajo activo. Por ultimo, se observo que las
interacciones sociales tienen un alto impacto en la generacion de ideas clave para avanzar en

la solucion del problema, sobre todo las interacciones con el mentor.



Abstract

In this work, we describe how the incorporation of a Dynamic Geometry System (SGD) in
solving geometric problems modifies the four stages of the creative process proposed by
Hadamard (1945). The theoretical framework primarily focuses on the phases of the
Mathematical Creative Process (PCM) proposed by Hadamard, refined through Polya’s
contributions to problem-solving. It also considers the use of digital technologies in problem-
solving and Schoenfeld’s problem-solving protocol. The information was collected by
assigning a pair of challenge problems to a graduate student in mathematics education, with
a background in Applied Mathematics, who kept a digital notebook (Santos-Trigo, 2020)
detailing their thoughts and actions. The data analysis was based on the stages of the
Mathematical Creative Process: (i) preparation, (ii) incubation, (iii) illumination, and (iv)
verification (Hadamard, 1945). Additionally, Polya’s (1945) work, which provides elements
to refine the preparation and verification stages by including actions performed during
conscious work, was considered. Some of the problem-solving strategies identified by
Santos-Trigo et al. (2021) when employing digital tools were also taken into account.
Furthermore, the ideas that the solver obtained suddenly while performing other activities
(illumination) or while reflecting on or analyzing the ideas obtained during conscious work

related to previous explorations were analyzed.

The stage in which the greatest changes were identified was preparation. Specifically, it was
observed that using a DGS helped: (a) in formulating conjectures that contributed to solving
the problem; (b) in exploring in greater depth the relationships between the elements of a
problem (data, unknowns, hypotheses, and conclusions); (c) in exploring and extending the
analysis to other problems, which contributed to achieving a deeper understanding of various
solutions; (d) in identifying elements in the process of justifying results through various proof
routes, depending on specific values of some variables in the problem. The results regarding
the generation of ideas stimulated by unconscious work suggest that, in addition to emerging
suddenly, they can also occur during reflective processes and periods of active work. Finally,
it was observed that social interactions have a significant impact on problem exploration,

especially those occurring with the ment.
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1. Revision de la literatura y el problema de investigacion

En este capitulo se realiza una revision de la literatura que aborda aspectos cognitivos
relacionados con el Proceso Creativo Matematico (PCM). Entre otros fines, el proposito es
identificar las lineas de investigacion y metodologias méas comunes para analizar la
creatividad matematica. La revision de literatura tiene la finalidad de enmarcar la pregunta
de investigacion de la tesis en el cuerpo de conocimiento cientifico existente y de identificar
el posible aporte del trabajo. Adicionalmente, la revision de literatura ayudara a justificar la
relevancia y pertinencia de la pregunta de investigacion. El capitulo culmina con el
planteamiento del problema y la pregunta de investigacion que orientd el desarrollo de la

tesis.

1.1.Introduccion

Es ampliamente aceptado que el desarrollo y aprendizaje matematico estan estrechamente
relacionados, ya que ambos procesos ocurren al resolver problemas (Polya, 1945; Shoenfeld,
1985, Halmos 1980). Un aspecto clave del aprendizaje matematico es el desarrollo de
habilidades para construir soluciones innovadoras, identificar propiedades nuevas o
inesperadas, y establecer conexiones entre diferentes areas de la disciplina. Segun de Vink et
al. (2022) y Sriraman (2009), estas habilidades estan estrechamente vinculadas a la

creatividad matematica.

Estas capacidades no solo son esenciales para la resolucion de problemas, sino que también
permiten a los estudiantes abordar un problema desde diversas perspectivas. Por lo tanto, la
creatividad matematica no se limita a encontrar respuestas correctas; en su lugar, promueve
un aprendizaje estructurado, en el cual los estudiantes generan conexiones entre distintos
conceptos matematicos y los aplican a nuevos problemas (Beghetto & Schreiber, 2017). Esto
ha motivado que las investigaciones sobre la creatividad matematica se hayan incrementado
notablemente en los Gltimos afios (Haavold et al., 2018; Joklitschke et al., 2022b; Kozlowski
& Chamberlin, 2022; Leikin & Pitta-Pantazi, 2013).



El incremento de investigaciones sobre creatividad matematica ha permitido que el concepto
de creatividad, en el dmbito matematico, pueda analizarse desde diversas perspectivas
(Sriraman, 2009). De entre todas ellas, el modelo del Proceso Creativo Matematico (PCM),
conformado por las etapas de preparacidon, incubacion, iluminacion y verificacion
(Hadamard, 1945; Poincar¢, 1952; Wallas, 1926) surge especificamente del estudio de la
creatividad en matematicas, a diferencia de otras perspectivas que son adaptadas de otras
disciplinas (Joklitschke et al., 2022a). Este modelo proporciona un marco estructurado para
entender como se desarrolla la creatividad en la resolucion de problemas matematicos,

subrayando la importancia de cada etapa en el PCM.

Estas etapas fueron inicialmente concebidas en un ambiente de lapiz y papel. Sin embargo,
como sefiala Santos-Trigo (2019), los avances tecnologicos han transformado
significativamente nuestros estilos de vida y, por ende, la manera en que abordamos el
aprendizaje matematico. La integracion de tecnologias digitales en la educacion ha tenido un
impacto profundo en diversos aspectos del aprendizaje y la resolucion de problemas
matematicos. En particular, la incorporacion de tecnologias como los Sistemas de Geometria
Dinamica (SGD), los programas de algebra computacional y, recientemente, sistemas como
ChatGPT pueden proporcionar una nueva dimension al estudio del PCM, ampliando y
enriqueciendo el proceso creativo al ofrecer nuevas formas de exploracion y solucion de

problemas.

1.2. Revision de literatura

En esta seccion se analizan los trabajos enfocados en el PCM, de acuerdo con las fases que
Hadamard propuso en 1945. El andlisis se divide en dos partes: en la primera se abordan
algunas de las ideas que permitieron la formulacion de las etapas del PCM, y en la segunda,
se presta atencion a los trabajos de investigacion sobre el PCM que los educadores

matematicos han desarrollado.

1.2.1. Antecedentes

En esta seccion se analizan trabajos que han influido en la gestacion y desarrollo del PCM.
El proposito central es conocer las ideas que dieron origen a este proceso. A través de la

2



revision se identifican no so6lo los fundamentos, sino también cémo se generaron tales

fundamentos, las metodologias que se emplearon y las dificultades a las que se enfrentaron.

En el primer volumen de la revista francesa L’Enseignement Mathématique, Henri Poincaré
(1899) describe como las matematicas atravesaron un proceso de formalizacion. En este
proceso, se cuestionaron muchas suposiciones que se daban por evidentes, utilizando cada
vez mas la logica a la vez que se reducia el uso de la intuicion. No obstante, Poincaré¢ pide
prestar atencion al papel que juega la intuicion en la educacién matematica, sin desestimar la
relevancia de la logica. Como bien sefiala: “It is by logic that one proves, but it is by intuition
that one invents” [es por légica como se demuestra, pero es por intuiciéon como se inventa]
(citado en Kilpatrick, 1992, p. 7 ). Asi, Poincaré enfatiza la dualidad entre la l6gica y la
intuicion, resalta la importancia de ambas facetas en la actividad matematica, lo cual se revela
como un tema central que merece mayor exploraciéon y comprension en el ambito de la

educacidon matematica.

Tres afios después, en 1902, los matematicos y editores de L’Enseignement Mathématique,
Henri Fehr y Charles-Ange Laisant publicaron una serie de 28 preguntas, con la finalidad de
explorar los procesos cognitivos involucrados, asi como la influencia de las actividades
cotidianas en la resolucion de problemas matematicos. En 1904, expandieron el cuestionario
con dos preguntas mas y agregaron incisos a algunas preguntas del cuestionario original, lo
que culmino en el primer estudio empirico dedicado a recopilar informacion detallada acerca
del proceso de solucion de problemas de alto nivel. Los resultados fueron publicados en
L’Enseignement Mathématique desde 1905 hasta 1908, en colaboracion con los psicologos
suizos Théodore Flournoy y Edouard Claparéde, en estos resultados remarcaron que la
metodologia empleada complicé el analisis ya que solo contaban con la informacion recibida
por correo, por lo que no podian indagar mas en las respuestas, concluyendo que este tipo de
cuestionamiento deben realizarse en persona. Las preguntas eran ambiguas, por lo que
algunas respuestas no brindaban la informacion buscada. Ademas, al ser una gran cantidad
de preguntas, algunos participantes no profundizaron en ninguna de ellas. Los resultados

respecto de la resolucion de problemas enfatizaron que las ideas para solucionar un problema



solo ocurrian tras haber explorado el problema arduamente, ademas de que redescubrir un

resultado, aunque no sea beneficioso para la sociedad, lo es para el investigador.

En 1905, Edmond Maillet publicé los resultados de un par de preguntas que habia realizado
en 1902, sobre los procesos cognitivos en la actividad matemadtica y los suefios matematicos.
Recibiendo cerca de 80 respuestas de matemadticos, con al menos diez afios realizando
matematicas, 60 de los 80 matemadticos promediaban mas de 29 afios de experiencia en
matematicas. Los resultados exhibieron que Uinicamente 4 de los 80 matematicos habian
tenido suefios que condujeron a una solucion, 8 de los 80 matematicos habian obtenido los
inicios de la solucion en suefios y sin importar el caso, este suceso solo ocurre una o dos
veces en la vida, sobre todo entre los 25 y 30 afios de edad. Los suefios estaban estrechamente
relacionados con cuestiones recién trabajadas. La evidencia permite asumir la existencia de
inspiracion matematica y que las ideas pueden ser iniciales, utiles, intermedias, de
transformacion, fundamentales o finales y que solo ocurren tras haber explorado

ampliamente el tema.

Por su parte, en 1908 Poincaré (1952), simultdneamente con la publicacion de los resultados
de los andlisis de respuestas a cuestionarios en L’Enseignement Mathématique, relata su
experiencia personal en el PCM, reforzando sus argumentos con los resultados del trabajo de
Henri Fehr y Charles-Ange Laisant. En este articulo describe como a través de un laborioso
trabajo consciente, seguido de un periodo de procesamiento inconsciente, logr6 obtener ideas
esclarecedoras que resolvieron problemas en los que habia estado trabajando sin resultados.
Aunque no presenta explicitamente el modelo de etapas del PCM, su trabajo inspird trabajos
posteriores al establecer la conexion entre los periodos de trabajo consciente € inconsciente

para la generacion de ideas en la resolucion de problemas.

El impacto del trabajo de Poincaré fue de gran relevancia para el desarrollo de un modelo
estructurado de cuatro etapas para el proceso creativo, propuesto por Wallas (1926). Este

modelo se fundamentd de manera significativa en los aportes ofrecidos previamente por



Poincaré en su exploracion sobre la resolucion de problemas y la creatividad matematica, e

incluye las fases de (i) preparacion, (ii) incubacion, (iii) iluminacion y (iv) verificacion.

Afios mas tarde, Hadamard (1945) retomd el trabajo de Poincaré, expandiendo la
investigacion sobre las etapas del proceso creativo definidas por Wallas (1926) y
adaptandolas al campo especifico de las matemadticas, utilizando un método introspectivo.
Para profundizar en estas ideas, Hadamard llevo a cabo una investigacion informal que
incluy6 entrevistas a destacadas figuras cientificas de la época como George Polya, Albert
Einstein, entre otros (Hadamard, 1945). Estas interacciones proporcionaron valiosas
perspectivas sobre cOmo estos expertos experimentaban y atravesaban las diversas etapas del
PCM en sus trabajos matematicos. Tales aportaciones, que se explicaran mas detalladamente
en el marco conceptual de este trabajo, han sentado las bases para investigaciones posteriores

en el estudio del PCM.

1.2.2. Investigaciones sobre el PCM

En esta seccion se exploran diversos aportes de investigacion sobre el PCM vy las posibles
consideraciones que se han hecho respecto del uso de tecnologias digitales. El objetivo de la
seccion es revisar como el modelo inicial del PCM ha sido enriquecido o modificado, con lo
que se espera observar la aplicacion del modelo en investigaciones recientes, identificar
preguntas de investigacion que puedan analizarse con mayor profundidad para enriquecer las

perspectivas actuales en el campo de la Educacion Matematica.

Luego de una investigacion amplia sobre la naturaleza de la creatividad, Rhodes (1961)
propuso el modelo de las 4P’s (Person, Product, Process & Press) que ha sido retomado en
distintas investigaciones, particularmente en Educacion Matematica (Chamberlin et. al.,
2022; Joklitschke et al., 2022a; Joklitschke et al., 2022b). Este modelo, concebido para
comprender la creatividad en multiples dimensiones, ha sido crucial para explorar y analizar
la creatividad especificamente en el contexto de las matematicas. Sus cuatro categorias

proporcionan un marco que permite examinar aspectos individuales, productos creativos,



procesos involucrados e influencias externas que moldean el pensamiento y la generacion

creativa.

Kilpatrick (1992) y Rott et al. (2022) llevaron a cabo un andlisis histérico del PCM con el fin
de identificar las ideas preexistentes que han ejercido influencia en esta linea de investigacion
y para esclarecer su desarrollo en el tiempo. En sus investigaciones, abordan los origenes del
PCM y como la consideracion del trabajo inconsciente permitio establecer las cuatro etapas
de este proceso como una herramienta para analizar la creatividad. Sin embargo, en el trabajo
de Rott et al., se realiza una discusion sobre la creatividad en los estudiantes. Hadamard
(1945) también abord6 esta cuestion afirmando que la diferencia entre el trabajo de un
profesional y un estudiante es solo una cuestion de nivel, esta afirmacion es complicada de
validar, ya que como afirman Rott et al., las metodologias tipicas empleadas en los estudios
de creatividad no han permitido que las etapas de incubacidn o iluminacion se manifiesten

debido al periodo limitado durante el cual se realizan estas investigaciones.

Sriraman (2009) analiza la creatividad matemadtica y sus implicaciones en la educacion,
centrandose en la dificultad de definir y entender este concepto en matematicas. Su estudio,
basado en entrevistas a cinco matematicos experimentados, utiliza un cuestionario disefiado
para identificar y comprender el PCM. En el andlisis se presentan las etapas del PCM junto
con una breve explicacion de como las respuestas de los participantes evidencian cada fase.
Se destacan elementos como la interaccion social, el uso de heuristicas (Polya, 1945), el
tiempo dedicado a un problema (Hadamard, 1945), y las creencias sobre la naturaleza de las
matematicas, todo esto en relacion con la etapa de preparacion. En la etapa de verificacion
se observa que los matematicos solo realizaban pruebas formales cuando el resultado

concordaba con otros resultados en el area.

Hitt etal. (2010) ilustran mediante un caso la forma en que un matematico aborda problemas
matematicos, buscando comprender y contrastar la forma en que un profesional resuelve los
problemas matematicos, en comparacion con los estudiantes. Su analisis identifica elementos
en los procesos de razonamientos al resolver problemas de tipo escolar, efectuados por un
matematico, que contribuyan al disefio de tareas que fomenten el aprendizaje con un

entendimiento mas amplio. Para la exploracion el matematico abord6 16 problemas del tipo
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escolar no rutinarios en tres sesiones de una hora, utilizando Unicamente lapiz y papel. Se
colocd una grabadora para que el matematico pudiese hablar fuerte y describir su proceso de
resolucion. Los autores identificaron patrones de razonamiento, confianza al realizar
demostraciones y construir contraejemplos y el rapido avance a representaciones algebraicas
que le permiten escoger la més adecuada. Una propuesta de los autores para que los
estudiantes experimenten periodos de incubacidon, es involucrarlos en proyectos de
investigacion asociados a problemas cuyo plazo de resolucion sea extenso y promover la
discusioén hasta que la solucion sea encontrada, ademés de pedir a los estudiantes que
resuelvan de distinta manera un problema ya resuelto en clase o buscar algin tipo de

generalizacion.

En 2013, Liljedahl realiz6 una investigacion para identificar la naturaleza de la iluminacion
en matematicas, aplicando induccioén analitica a relatos de 73 de los 112 estudiantes de
licenciatura de la Universidad Simon Fraser inscritos en un curso de matemadticas para
maestros. Entre los principales hallazgos, el autor identific6 que la iluminacién no solo es un
proceso cognitivo, sino que estd profundamente influenciada por la respuesta afectiva del
individuo. Ademas, sefial6 que el azar juega un papel clave en su aparicion, distinguiéndose
dos tipos: azar intrinseco, cuando la combinacion correcta de ideas surge espontaneamente
en la mente, y azar extrinseco, cuando una lectura o encuentro fortuito contribuye a la
resolucion de un problema. En este sentido, la iluminacion no ocurre de manera
completamente controlada, sino que emerge de una combinacién entre esfuerzo previo,

circunstancias imprevistas y la emocion que genera el hallazgo.

Los andlisis de la literatura realizados por Joklitschke et al. (2022a, 2022b), Leinkin y Pitta-
Pantazi (2013), y Pitta-Pantazi et al. (2018) abordan diferentes aspectos de la creatividad
matematica, desde su manifestacion en estudiantes de secundaria hasta su relacion con el
modelo de las 4P’s de Rhodes (1961) y su impacto en la Educacion Matematica. Estos
trabajos comparten el objetivo de comprender la direccion que han tomado las

investigaciones sobre la creatividad matematica en el dmbito educativo. Destacan los



fundamentos tedricos que respaldan estas investigaciones y sefialan las dificultades y vacios

existentes en estas areas de estudio.

Particularmente, Pitta-Pantazi et al. (2018) enfatiza la complejidad en la comprension e
investigacion del PCM asi como la ausencia de estudios que vinculan la creatividad con el
uso de nuevas tecnologias. En contraste, la revision de Joklitschke et al. (2022b) resalta las
dificultades inherentes a la investigacion en el PCM. En su andlisis, identifican la tendencia
predominante de correlacionar la creatividad matematica en estudiantes de secundaria con
otros constructos psicométricos. Estos estudios brindan una vision integral de los esfuerzos
por entender la creatividad matematica en el contexto educativo, al tiempo que revelan areas
de investigacion por explorar y desafios pendientes que requieren mayor atencion en el

futuro.

Al realizar una revision de la literatura sobre la creatividad en matematicas en primaria,
Kozlowski y Chamberlin (2022) recuperan investigaciones que evidencian como el uso de
tecnologias favorece la aparicion de ideas creativas en alumnos de primaria. Estas tecnologias
permiten la creacion de objetos matematicos e identificacion de sus propiedades. Los autores
resaltan la importancia de incluir el uso de tecnologias en las investigaciones sobre la

creatividad matematica al resolver diferentes tipos de problemas.

Chamberlin, Liljedahl y Savi¢ (2022) establecen un marco fundamental para el libro
Mathematical Creativity A Developmental Perspective, ofreciendo una definicion operativa
exhaustiva de la creatividad matematica. En esta obra, construyen una estructura conceptual
basada en el modelo de los "Cuatro C's" de Kaufman y Beghetto (2009) para clasificar los
niveles de creatividad. Ademas, retoman el modelo de las 4P's de Rhodes, agregando
definiciones operativas esenciales para comprender la dindmica creativa. Destacan algunas
de las dificultades existentes en la investigacion sobre la creatividad matematica. Se adentran
en aspectos que van desde los desafios a nivel docente, incluyendo caracteristicas y
conocimientos necesarios, hasta los obstaculos inherentes a los programas de estudio, como

la cobertura exhaustiva de temas en periodos de tiempo limitados. También examinan las



complejidades ligadas a los principios de la psicologia matematica, en un esfuerzo por sefialar

areas criticas para la mejora y el enriquecimiento de la investigacion en este campo.

Monahan y Munakata (2022) llevaron a cabo una investigaciéon durante la pandemia de
COVID-19, declarada por la OMS en marzo de 2020, para identificar como las clases en
linea pueden fomentar la creatividad matematica y qué aspectos pueden ajustarse al trasladar
un curso centrado en la creatividad matematica de un entorno presencial a uno virtual. La
investigacion, realizada en 2020 contd con la participacion de siete instructores del curso
MATH 106, el cual es un curso centrado en el pensamiento creativo a través de las
matematicas, durante ocho sesiones, dos de las cuales fueron hibridas, permitiendo la
asistencia presencial de manera opcional. La informacion se recopild a través de entrevistas
realizadas por Zoom a los instructores al finalizar el curso. Los resultados aportan evidencia
de que este enfoque favorece el PCM al abordar errores en la resolucién de problemas y al
recibir retroalimentacion sobre los mismos. Este método de trabajo también permite un
proceso de incubacion, ya que los estudiantes pueden reflexionar sobre los problemas en
cualquier momento del dia y disponer de mds tiempo para resolverlos fuera del aula.
Asimismo, al reflexionar sobre los problemas, los estudiantes pueden abordarlos de manera
independiente, en contraposicion al entorno presencial donde suelen recurrir al profesor u

otros estudiantes para confirmar la correccion de los resultados.

En 2022, de Vink et al. llevaron a cabo una investigacion remarcando la dificultad de analizar
el PCM a través de etapas especificas. Para evitar las dificultades inherentes al tema,
propusieron examinar el PCM utilizando los periodos de pensamiento convergente, que se
centra en la seleccién y evaluacion de ideas para llegar a la mejor solucion posible;
pensamiento divergente, que implica la generacion de ideas, como la definicion de
problemas, estrategias o soluciones a partir de un punto de inicio especifico; y la combinacion
de ambos. El estudio se realiz6 con alumnos de quinto grado, divididos en dos grupos:
aquellos con bajos y altos logros en matematicas. Para el analisis, se emplearon dos tipos de
tareas: una tarea de generacion de problemas (problem-posing task) y una tarea de soluciones
multiples (multiple-solutions task). Los resultados coincidieron con investigaciones
anteriores al revelar que los alumnos con alto rendimiento en matematicas tienden a generar

mas ideas creativas. Ademas, se identificé que estos alumnos utilizan con mayor frecuencia
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el pensamiento convergente o la combinacidon de pensamiento divergente y convergente en
comparacion con el pensamiento divergente. En cuanto al tipo de problemas, no se
observaron diferencias significativas entre los dos grupos de alumnos. Sin embargo, se
destaco que los alumnos utilizaron mas el pensamiento divergente en la tarea de generacion
de problemas en comparacion con la tarea de soluciones multiples. Por ultimo, se subraya la
falta de estudios similares, lo que dificulta la comparaciéon de resultados y la obtencion de

conclusiones mas significativas.

La Tabla 1 sintetiza los resultados de las investigaciones revisadas en esta seccion. En ella,
se reporta los objetivos de cada estudio, las tematicas tratadas, las metodologias empleadas,
y los principales hallazgos relacionados con la creatividad matematica y su proceso. Los
elementos incluidos en la tabla estan organizados siguiendo el mismo orden en el que fueron

discutidos a lo largo de esta seccion.

10



Tabla 1. Concentrado de la revision de la literatura

Autores | Objetivo Tema Metodologia Resultados
Henri Explorar la relacion Intuicion, logica y | Analisis filosofico de la | Tanto la logica como la intuicion son necesarias para las
Poincaré entre la logica y la ensefianza de las  [intuicion y logicaenla |matematicas, y que la ensefianza de las matematicas deberia
(1899) intuicion en las matematicas. matematica equilibrar el énfasis en ambas. Poincaré también discute como los
matematicas y su papel estudiantes pueden desarrollar su intuicion matematica a través de
en la ensefianza de las ejemplos concretos y visualizaciones.
matematicas
Henri Fehr, |Indagar en el métodoy |Método y habitos |Cualitativa, elaboracion |Primer cuestionario empirico sobre métodos y habitos de trabajo
et al. (1902) |habitos de trabajo e de trabajo e de cuestionario, de matematicos
& (1904) investigacion de los investigacion de  |exploratorio
matematicos que facilite |los matematicos
el trabajo intelectual
Investigar la relacion Suefios Encuesta por El 55 % de los matematicos encuestados ha tenido suefios
Maillet, entre los suefios y la matematicos cuestionario. Andlisis de |matematicos, mas frecuentes en jovenes y en quienes trabajan en
Edmond creatividad matematica, las respuestas utilizando |dominios abstractos. Estos suefios, vinculados a problemas en los
(1905) analizando su tipologia, métodos cualitativos y ~ [que se trabaja intensamente o a situaciones de bloqueo, suelen ser
condiciones de cuantitativos cortos, claros y precisos, a veces acompaiiados de imagenes,
ocurrencia y valor sonidos o palabras.
heuristico.
Henri Fehr, [Indagar en el métodoy [Método y habitos |Cualitativa. Encuesta por |Las ideas espontaneas solo ocurren tras un largo periodo de
et al. (1905- |habitos de trabajo e de trabajo e cuestionario trabajo duro. El redescubrimiento de resultados es un beneficio
1908) investigacion de los investigacion de para el investigador. La metodologia no fue adecuada tanto por la
matematicos que facilite |los matematicos extension del cuestionario, las ambigiliedades en las preguntas y la
el trabajo intelectual falta de profundidad en las respuestas.
Henri Estudiar el proceso de | Creatividad Andlisis filosofico y Una descripcion del mecanismo psicoldgico del descubrimiento
Poincaré pensamiento geométrico |matematica psicolégico de la matematico, basado en la combinacion de dos procesos: el
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Tabla 1. Concentrado de la revision de la literatura

(1908) y el origen de la creacion creatividad matematica  |inconsciente, que genera asociaciones e intuiciones; y el
matematica, entender lo consciente, que verifica y ordena las ideas
que es mas esencial para
la mente humana
Graham Presentar la creatividad | PCM Estudios de caso Desarrollé un modelo estructurado de cuatro etapas para el
Wallas como una habilidad proceso creativo. Este modelo, que abarca las fases de (i)
(1926) que puede ser Preparacion, (ii) Incubacion, (iii) [luminacion y (iv)
desarrollada por Verificacion, se fundament6 de manera significativa en los
cualquier persona aportes ofrecidos previamente por Poincaré en su exploracion
sobre la resolucion de problemas y la creatividad matematica.
Hadamard Explorar los procesos Creatividad investigacion informal | Proporciond una valiosa perspectiva sobre como estos expertos
(1945) mentales que subyacen | matematica que incluy6 entrevistas | experimentaban y atravesaban las diversas etapas del PCM en
a la actividad a destacadas figuras de | sus trabajos matematicos.
matematica su campo Se establecio un marco tedrico para el analisis del PCM.
Rhodes Comprender la Creatividad Analisis filosofico Concibié un modelo para comprender la creatividad de
(1961) creatividad en multiples dimensiones.
multiples dimensiones, Sus cuatro categorias proporcionaron un marco integral que
permite examinar en profundidad los aspectos individuales de
los productos creativos y los procesos involucrados y la
influencia externa que moldean el pensamiento y la generacion
creativa.
Kilpatrick Dar una revision de las | Educacion Analisis histérico Identifico las ideas preexistentes que desarrollaron las ideas
(1992) lineas de investigacion | matematica. principales del PCM que formulé Hadamard.
en educacion Identifico como el auge del conductismo inhibi6 el estudio del
matematica y su pensamiento matematico
desarrollo histérico Remarco el uso de métodos subjetivos para la indagacion del
PCM debido a sus propias caracteristicas
Rott et al. Proporcionar una vision |Resolucion de Analisis historico de las  |La mayoria de las investigaciones no profundizan en el concepto
(2022) general de las diferentes |problemas, investigaciones sobre de creatividad. Los estudios breves (20-40 minutos) no se ajustan
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Tabla 1. Concentrado de la revision de la literatura

corrientes de
investigacion sobre la
creatividad que han

pensamiento
convergente y
divergente, 4P's de

creatividad matematica

al andlisis del PCM. Se han utilizado tareas de resolucion de
problemas multiples, problemas abiertos y actividades de
planteamiento para estudiar la creatividad, manteniéndose las

influido en la educacion |creatividad categorias de Rhodes como referencia clave.
matematica.
Sriraman Analizar atributos PCM Induccidn analitica La interaccion social, directa e indirecta, es clave en el PCM. Los
(2009) comunes del PCM, para Entrevistas a cinco matematicos usan heuristicas con enfoques iterativos y cambian
identificar temas matematicos con una de problema al enfrentar bloqueos. Formalizan resultados solo si
subyacentes que extensa trayectoria son coherentes con hallazgos previos, y sus creencias sobre la
caracterizan la profesional, empleando |naturaleza de las matematicas influyen en su enfoque y
creatividad matematica cuestionarios disefiados |metodologia.
para identificar y
comprender el PCM
Hitt et al. Comprender la Resolucion de Estudio cualitativo donde | El matematico prioriza representaciones algebraicas, elige las
(2010) creatividad matematica y | problemas y un matematico resolvié |mas adecuadas y construye demostraciones y contraejemplos con
su papel en el creatividad 16 actividades no confianza. Los procesos cognitivos muestran patrones de
aprendizaje para diseflar | matematica rutinarias con lapiz y razonamiento conectados con la creatividad matematica,
tareas que promuevan papel en tres sesiones de |vinculada a la resolucion de problemas.
conocimientos una hora, todas grabadas.
matematicos
significativos.
Liljedahl Identificar que distingue |Descubrimiento, |Induccion analitica Las experiencias jAHA! dependen del azar, ya sea intrinseco o
(2013) a la iluminacion de otras |creatividad e combinada con teorias extrinseco, por lo que solo se pueden crear condiciones para su
experiencias invencién en histéricas y OCUI.‘I'el’lC.iZ,l, no garantiz.a,rla. El .estudio resalta la impgrtancia de
mateméticas matemética contemporéneas sobre la dlscuswn., la recreacion, el tiempo, la perseverancia y el
.. enfoque en ideas generales sobre detalles
descubrimiento,
creatividad, invencion y
afecto.
Leinkin & |Dar una revision de las | Creatividad Revision de la literatura | Aunque carece de una definicion funcional, la creatividad
Pitta-Pantazi |investigaciones sobre la |matematica de invetigaciones sobre la|matematica se aborda mediante el modelo de las 4 P’s de Rhodes.
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Tabla 1. Concentrado de la revision de la literatura

(2013)

creatividad en la
educacion matematica

creatividad hechas en el
campo de la educacion
matematica

Las investigaciones, con enfoques cualitativos, cuantitativos y
mixtos, generan nuevas preguntas y reflejan un creciente interés
en la educacion matematica.

Pitta-Pantazi
et al. (2018)

Dar una revision de
investigaciones en
creatividad que puedan
adaptarse en educacion
matematica

Creatividad y
creatividad
matematica,
modelo de las 4P's
de creatividad

Revision de la literatura
sobre investigaciones de
la creatividad en general
que pudiesen adaptarse
para investigar la
creatividad matematica

Las investigaciones se centran en caracteristicas cognitivas,
etapas del PCM, productos creativos y entornos que fomentan la
creatividad. Se requieren mas estudios sobre el perfil estudiantil,
el impacto de los entornos de aprendizaje y la relacion entre
creatividad y tecnologia. La interaccion social es clave en la
creatividad matematica.

Joklitschke [Ofrecer una vision Modelo de las 4P's [Revision sistematica de  |El PCM de Hadamard es clave en la investigacion de creatividad
et al. sistematica de las de creatividad la literatura sobre las matematica, aunque menos estudiado debido a dificultades
(2022a) nociones de creatividad nociones de creatividad |metodologicas. Este modelo, originado en las matematicas, no se
exploradas en matematicas utilizadas en |relaciona con tres de las cinco nociones de creatividad, pero esta
investigaciones investigaciones en vinculado a tareas con multiples soluciones.
empiricas recientes en educacion matematica
educacion matematica.
Joklitschke |Proporcionar una Modelo de las 4P's|Revision sistematica de | Predominan los estudios cuantitativos, mientras que los
et al. revision sistematica de | de creatividad la literatura de cualitativos se enfocan en el producto creativo, usandolo a veces
(2022b) las investigaciones investigaciones empiricas | para inferir sobre el proceso o la persona. En secundaria, las
empiricas sobre la sobre la creatividad en  [investigaciones priorizan el producto y constructos psicométricos.
creatividad en educacion educacion matematica Se sugiere analizar directamente el producto o el PCM para medir
matematica entre entre estudiantes de creatividad, prestando mayor atencion al trabajo colaborativo, el
estudiantes de secundaria proceso y el ambiente creativo dentro del marco de las 4 P’s.
secundaria.
Kozlowski [Proporcionar una Creatividad Revision de la literatura | Se identifico el uso tareas con multiples soluciones y problemas
& revision de literatura matematica de aspectos teoricos e abiertos para favorecer la creatividad en salones de primaria.
Chamberlin [sobre la creatividad investigaciones empiricas | Algunas investigaciones mostraron evidencia sobre como el uso
(2022) matematica en sobre la creatividad de tecnologia puede fomentar la creatividad matematica en

educacion primaria

matematica en educacion
matematica.

primaria.
Las caracteristicas afectivas, como la motivacion, tienen alta
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Tabla 1. Concentrado de la revision de la literatura

probabilidad de favorecer la creatividad matematica.

Chamberlin
et al. (2022)

Proporcionar aspectos
teoricos utilizados en
investigaciones de la
creatividad matematica

Resolucion de
problemas,
pensamiento
convergente y
divergente,4P's de

Metaanalisis sobre las
teorias e investigaciones
empiricas sobre la
creatividad matematica

La carencia de conocimientos pedagdgicos, matematicos o
psicolégicos limita la creatividad matematica y el PCM. Ademas,
los periodos cortos para cubrir muchos conceptos dificultan su
desarrollo, mientras que las caracteristicas afectivas promueven el
pensamiento divergente.

creatividad
Monahan & |Determinar la manera en | Modelo de las 4P's|La investigacion incluyd |El enfoque en linea favorece el PCM al abordar errores y recibir
Munakata  |que se fomenta la de creatividad a siete instructores de retroalimentacion, destacando las matematicas como un proceso.
(2022) creatividad matematica MATH 106 en 2020, con | Ademas, fomenta la incubacion al permitir reflexionar y resolver
en un entorno en linea. ocho sesiones (dos problemas fuera del aula, promoviendo la independencia del
hibridas). La informacion |estudiante frente a la dependencia del entorno presencial.
se recopilé mediante
entrevistas por Zoom al
finalizar el curso.
de Vink et |Explorar el uso del Pensamiento 28 alumnos de quinto Los alumnos con alto rendimiento matematico generan mas ideas
al. (2022)  |pensamiento creativo, |divergente y grado de ocho escuelas  |creativas, usando principalmente pensamiento convergente o
especialmente convergente, primarias holandesas, se |combinado. Aunque no hubo diferencias significativas entre
divergente y PCM. utilizaron tareas con grupos segun el tipo de problema, el pensamiento divergente fue

convergente, en la
resolucion de diversos
problemas matematicos.

multiples soluciones y
tareas de planteamiento
de problemas.

mas comun en tareas de generacion de problemas que en
soluciones multiples. La escasez de estudios similares limita
comparaciones y conclusiones.
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La mayoria de las investigaciones centran la atencidon en aspectos poco practicos, es decir, se
desarrollan en un contexto histdrico planteando aspectos de una posible fundamentacion, por
ejemplo, Rhodes (1961) desarrolla el modelo de las 4P’s para clasificar los aspectos desde
los cuales se puede abordar la creatividad, o Rott et al. (2022) quienes realizan un andlisis
historico de la creatividad matematica, si bien aportan conocimiento valioso para comprender
el proceso de la creatividad matematica y las dificultades enfrentadas por autores en el pasado
y presente, también evidencian la complejidad de su estudio. Los autores coinciden en que
estudiar el PCM presenta desafios debido a su naturaleza, que implica largos periodos de
trabajo consciente, duraciones inciertas en cada investigacion y las limitaciones de los
instrumentos y las metodologias para el analisis de sus etapas (Pitta-Pantazi et al., 2018; Rott

et al., 2022) .

Se destaca la importancia del PCM, tal como lo establece Hadamard (1945), tanto por su
origen matematico, a diferencia de otros constructos adaptados desde la creatividad en el
campo de la psicologia, como por su relevancia al brindar informaciéon sobre la actividad
matematica. Un aspecto que merece especial atencion es que las investigaciones empiricas
revisadas se han desarrollado principalmente en contextos tradicionales de lapiz y papel,
mientras que la literatura sefiala la escasez de estudios que exploren el PCM en entornos que

integren tecnologias digitales.
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1.3.Planteamiento del Problema

El PCM es un tema complejo y desafiante para la investigacion (Pitta-Pantazi et al., 2018).
Existen diversos trabajos sobre su historia, caracteristicas y etapas (Kilpatrick, 1992; Rott et
al., 2022; Joklitschke et al., 2022, 2021; Leinkin & Pitta-Pantazi, 2013). Sin embargo, son
escasas las investigaciones que profundizan en el andlisis de lo que ocurre al interior de cada
etapa (Sriraman, 2009). Algunos trabajos sugieren que se debe estudiar el PCM para el disefio
de actividades o cursos y entender sus implicaciones en el aprendizaje matematico (Hitt et
al., 2010; Monahan & Munakata, 2022), mientras que Pitta-Pantazi et al. (2018) sefialan la

falta de investigaciones que aborden la relacion entre la creatividad y las nuevas tecnologias.

Las metodologias existentes para estudiar el PCM presentan limitaciones, por ejemplo, los
cuestionarios proporcionan informacién general sobre el proceso, pero no permiten explorar
en detalle las etapas del PCM. Los trabajos de autores como Poincaré¢ (1952) y Hadamard
(1945) han proporcionado informacion valiosa que ha abierto rutas significativas a nuestra
comprension del PCM. Sin embargo, a pesar de estos aportes, aun falta informacion
especifica sobre los procesos involucrados en el PCM. Esto es comprensible, ya que los
resolutores de problemas pueden hacer aportaciones para un mejor entendimiento de los
procesos que tienen lugar en el PCM. Sin embargo, hay pocos trabajos en donde los

resolutores exponen de forma directa sus experiencias en estos procesos.

Pitta-Pantazi et al. (2018) sefialan que existe una brecha notable en las investigaciones que
abordan la relacion entre la creatividad matematica y el uso de nuevas tecnologias. En el
pasado, cuando las ideas precursoras del PCM surgieron, la mayoria de las actividades se
llevaban a cabo con herramientas tradicionales como lapiz y papel, limitando asi las
posibilidades. Sin embargo, actualmente se dispone de tecnologias digitales que no solo
amplian, sino que también transforman el trabajo matematico (Pea, 1987; Santos-Trigo,
2019). La introduccion de estas tecnologias ha evidenciado cambios significativos en los

procesos cognitivos relacionados con el planteamiento y resolucioén de problemas.
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La escasez de metodologias para analizar el PCM, asi como de investigaciones que exploren
la influencia de las tecnologias digitales en este proceso justifican la realizacion de esta tesis.
Asi, el proposito de este trabajo es documentar algunos elementos sobre el PCM y la
influencia de las tecnologias digitales en sus etapas. Se utilizara GeoGebra para la
exploracion y formulacion de problemas geométricos. En este contexto se formula la
pregunta de investigacion: (De qué manera el uso de una tecnologia digital como GeoGebra
(SGD) modifica los procesos cognitivos al resolver problemas que involucran elementos del
PCM? Se plantea como hipoétesis que el uso de un SGD aporta elementos que refinan las
etapas de trabajo consciente, preparacion y verificacion. Ademas, el registro sistematico de
informacion, durante el proceso de solucion de un problema, permite identificar

caracteristicas de las etapas del PCM.
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2. MARCO DE INVESTIGACION

En este capitulo se explica qué es un marco de investigacion y se describen los componentes
del marco que sustenta tedricamente este trabajo, proporcionando una base para entender los
conceptos y enfoques que guiaran el estudio. Se presentardn y discutiran las etapas del
proceso creativo en la resolucion de problemas matematicos, integrando perspectivas clasicas
y aportes contemporaneos para ofrecer una vision integral de cémo los resolutores
interactuan con los problemas y la influencia de las tecnologias digitales en este proceso. Este
marco no s6lo contextualiza el estudio, sino que también proporciona las bases para el

analisis y la interpretacion de los datos que se presentaran en los capitulos posteriores.

2.1. Introduccion

Eisenhart (1991) y Lester (2005) coinciden en que un marco de investigacién, compuesto por
abstracciones y relaciones definidas por la perspectiva adoptada, guia la seleccion de métodos
y herramientas para la recoleccion y analisis de datos, y sustenta las decisiones y resultados
del estudio. Ademas, un marco bien estructurado otorga coherencia a los datos, impulsa el

desarrollo teorico y facilita una comprension mas profunda del tema investigado.

Estos autores identifican tres marcos en la investigacion en educacion matematica: tedrico,
practico y conceptual. El marco tedrico utiliza teorias ya establecidas, proporcionando una
estructura sélida y facilitando la comparabilidad de resultados, pero limita la investigacion a
los confines de la teoria elegida. El marco practico esta centrado en resolver problemas
especificos con soluciones basadas en la experiencia, lo que permite una aplicacion
inmediata, aunque carece de una base teodrica solida. Por tltimo, el marco conceptual
combina conceptos y justificaciones de diferentes teorias y conocimientos previos,
permitiendo una mayor flexibilidad y adaptabilidad al contexto de la investigacion. Este
ultimo es el mas adecuado para nuestra investigacion, ya que nos permite integrar las etapas
del PCM, conceptos de resolucion de problemas y el uso de tecnologias digitales para abordar

nuestra pregunta de investigacion de manera efectiva.
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2.2. Elementos que integran el marco conceptual

El marco conceptual, especialmente en el &mbito de la educacion matematica, debe abarcar
tres dimensiones fundamentales. En primer lugar, la dimension epistemologica, la cual se
centra en comprender como se construye el conocimiento matematico. En segundo lugar, la
dimensioén ontologica, que permite asumir una postura sobre la naturaleza de las entidades
matematicas y su esencia. Por ultimo, la dimension didactica, enfocada en los procesos,
enfoques y estrategias que favorecen la ensefianza y el aprendizaje de la matemadtica.
Explicitar la concepcion que el investigador tiene sobre estas dimensiones facilita al lector
comprender el razonamiento que sustenta la propuesta investigativa, ademas de justificar la
seleccion de determinados conceptos y relaciones en lugar de otros, con lo cual se

fundamenta el enfoque adoptado (Lester, 2005).

Adicionalmente, este trabajo se interesa en el aprendizaje matematico, a través del
planteamiento y la resolucion de problemas, con apoyo de herramientas digitales. De manera
paralela, se busca indagar en la creatividad matematica, analizando sus implicaciones tanto

en la resolucion de problemas como en el proceso de aprendizaje de la disciplina.
2.2.1. Dimension epistemologica

La epistemologia, entendida como el estudio de la naturaleza y el alcance del conocimiento,
desempefia un papel central en la educacion matematica, particularmente en la integracion
de tecnologias digitales. En esta seccion se asume un posicionamiento respecto a la

construccion del conocimiento y su interaccion con el uso de tecnologias digitales.

Esta investigacion se enmarca en una perspectiva socio-constructivista, donde el
conocimiento matematico se construye activamente por el resolutor mediante su interaccion
con el entorno y con herramientas mediadoras, como GeoGebra. Estas herramientas cumplen
una funcion crucial en el desarrollo cognitivo, en consonancia con el concepto de mediacion
planteado por Vygotsky (1981) y retomado por diversos autores (Moreno-Armella y
Sriraman, 2010). Segun esta perspectiva, las herramientas —tanto materiales como
simbolicas— actuan como intermediarias entre el individuo y el mundo, facilitando la

internalizacion de saberes y habilidades.
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En el contexto de esta tesis, GeoGebra se concibe como una herramienta de mediacion que
permite al resolutor manipular activamente conceptos matematicos, explorar propiedades y
establecer relaciones de manera dinamica. La interaccion, que incluye actividades de
manipulacion y exploracion, resulta esencial para la construccion de un conocimiento
matematico estructurado. El uso de GeoGebra en este trabajo expande las oportunidades de
participacion activa en las tareas matematicas. Dichas tareas fomentan la experimentacion
directa con los objetos de estudio, la formulacion de conjeturas y la obtencion de evidencias
a través de la experimentacion dinamica, lo que fortalece el aprendizaje matematico y la

comprension conceptual.
2.2.2. Dimension ontologica

La ontologia, rama de la filosofia que estudia el “ser” y la naturaleza de la realidad, plantea
preguntas fundamentales acerca de la esencia misma de las matematicas. Entre estas surge
una interrogante central: “;Qué son las matematicas?” Dado que no existe una respuesta
unica, es necesario adoptar una postura especifica. Para esta investigacion, las matematicas
se conciben como la ciencia de los patrones formales (Steen, 1988; Thurston, 1994),
resaltando asi su caracter exploratorio, una faceta que se vuelve mas evidente con la
incorporacion de nuevas tecnologias (Lesh y Doerr, 2003; Polya, 1945; Steen, 1988). Con
esto en mente, en este trabajo se asume la postura de que la matematica es una disciplina
completamente experimental, tomando en cuenta que los objetos de estudio no tienen un
caracter material, sino que se trata de objetos que adquieren significado en la mente de los
que la practican. Debe notarse que esta concepcion de la matematica cobra suma importancia
al revisar el aprendizaje matematico, y a partir de esto se deben disefiar tareas que ofrezcan
oportunidades de aprendizaje. La adopcion de esta perspectiva experimental permite el uso
de tecnologias digitales en el aprendizaje de la geometria, como un proceso basado en la
representacion, identificacion y transformacion de informacion. Asimismo, contribuye a
comprender como se implementan estrategias heuristicas como considerar casos particulares,
identificar patrones, formular conjeturas, justificar resultados y comunicarlos (Barrera y
Reyes, 2018). De este modo, se trasciende la mera ejecucion de operaciones o la aplicacion
mecénica de métodos, promoviendo una vision mas integral, dindmica y conectada con la

naturaleza misma de las matematicas.
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2.2.3. Dimension didactica

Este trabajo se elabor6 desde la perspectiva del aprendizaje matematico con entendimiento
(Hiebert & Carpenter 1992; Hiebert et al., 1997), concebido como la capacidad de establecer
conexiones entre nuevos conocimientos y saberes previos, distinguiendo entre aquellas
relaciones que resultan mas esclarecedoras y las que son triviales. De acuerdo con Hiebert et
al. (1997), este proceso se concreta mediante dos componentes fundamentales: la reflexion y

la comunicacidn.

La reflexion implica un andlisis consciente de las acciones realizadas, considerando
diferentes perspectivas, revisando lo hecho y comprendiendo el porqué de cada paso. Esto
promueve una actuacion informada y deliberada por parte del estudiante. La comunicacion,
por su parte, se refiere al intercambio de ideas a través de diversas modalidades (escrita, oral,
demostraciones, observacion) y fomenta una reflexion mas profunda sobre las propias
concepciones, al clasificarlas, explicarlas y justificarlas. Al compartir y recibir criticas, el

estudiante desarrolla una comprension mas solida y articulada de los conceptos matematicos.

Reflexionar resulta fundamental para que el estudiante analice y comprenda sus propios
procesos de pensamiento, lo que se vuelve especialmente relevante cuando las tecnologias
digitales intervienen en las diferentes etapas del proceso de resolucion de problemas. La
comunicacion facilita el intercambio de ideas y fomenta el proceso inquisitivo, elemento
central en la resolucioén de problemas, contribuyendo a una comprension mas profunda. Por
tanto, estos conceptos son vitales para el analisis de como los estudiantes abordan problemas

a lo largo de varios dias, reflexionando y comunicando sus avances.

2.2.4. Proceso Creativo Matematico

El eje central de este trabajo es el PCM, cuyas etapas fueron descritas por Wallas (1926) y
Hadamard (1945). Estas etapas proporcionan un marco tedrico para analizar cémo se
manifiesta la creatividad durante la resolucion de problemas matematicos. La primera etapa
es la preparacion, considerada como el trabajo consciente realizado desde que se aborda el
problema (Hadamard, 1945; Wallas, 1926). Aqui se exploran diferentes enfoques, se ensayan
estrategias y suelen producirse errores o intentos fallidos. Es comun alcanzar un punto de

estancamiento en el que la solucion parece inalcanzable. Aunque estos intentos pudieran
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parecer infructuosos, son valiosos, ya que permiten ampliar la comprension del problema,
revelar aspectos no evidentes y establecer conexiones que mas adelante pueden resultar
utiles. Como sefiala Hadamard (1945), tanto estudiantes como profesionales cometen errores
en esta fase; la diferencia radica en la habilidad del profesional para reconocer y corregirlos
con mayor facilidad. Ademas, influyen factores subjetivos que pueden llevar a pasar por alto
resultados evidentes o conocimientos previos relevantes. Estos aspectos, profundamente

individuales, afectan la percepcion y el abordaje del problema.

La segunda etapa, llamada incubacidn, el problema deja de abordarse de manera consciente.
Aunque se interrumpe el trabajo deliberado, se considera que el inconsciente continiia
procesando la informacion. Wallas (1926) y Hadamard (1945) no especifican la duracion de
la incubacion. Aqui la mente reorganiza las ideas, y el resolutor se aleja temporalmente del

problema, evitando la presion directa que impone el esfuerzo consciente.

La tercera etapa, iluminacion, ocurre de manera repentina y espontdnea. Una idea surge sin
haber reiniciado el trabajo consciente del problema, ofreciendo una perspectiva antes no

alcanzada.
Algunos casos histdricos sobre la iluminacion son los vividos por Poincaré (1952):

En ese momento dejé Caen, donde vivia en ese entonces, para tomar parte en una
conferencia geoldgica organizada por la Escuela de Minas. Los incidentes del viaje
me hicieron olvidar mi trabajo matemadtico. Cuando llegamos a Coutances, tomamos
un descanso para ir a dar una vuelta y, tan pronto como puse mi pie en el escalon, me
vino la idea, aunque nada en mis pensamientos anteriores me habia preparado para
ella, que las transformaciones que habia utilizado para definir las funciones
fuchsianas eran idénticas a las de la geometria no euclidiana. No hice verificacion, y
no tenia tiempo para hacerlo, ya que retomé de nuevo la conversacion tan pronto
como me senté¢ en el descanso, pero senti una certeza absoluta a la vez. Cuando
regres¢ a Caen, verifiqué el resultado en mi tiempo libre para satisfacer mi

consciencia (Poincaré, 1952, p. 53, traduccion propia)

El segundo relato de Poincare es:
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Entonces empecé a estudiar cuestiones aritméticas sin conseguir un gran resultado
aparente, y sin sospechar que pudieran tener la menor conexién con mis
investigaciones previas. Disgustado por mi falta de éxito, me retiré para pasar unos
dias en la playa, y para pensar en cosas totalmente distintas. Un dia, mientras
caminaba sobre el acantilado, vino a mi la idea, de nuevo con las mismas
caracteristicas de concision, brusquedad, y certeza inmediata, de que las
transformaciones aritméticas de formas cuadraticas ternarias indefinidas son idénticas

que las de la geometria no euclidiana (Poincaré, 1952, pp. 53-54, traduccion propia).

Por tultimo, relata su experiencia de iluminacion al cumplir con sus deberes en el ejército, sin

dar detalles de las otras etapas:

Luego parti hacia Mont-Valérien, donde tenia que cumplir mi tiempo en el ejército,
y por lo tanto mi mente estd preocupada con cosas muy diferentes, Un dia, mientras
cruzaba la calle, la solucion de la dificultad que me habia parado vino a mi de repente.
No traté de desentrafar la idea inmediatamente y solo hasta después de que mi

servicio termind fue que regresé a la cuestion (Poincaré, 1952, p. 54, traduccion

propia).
Otro caso es recuperado por Hadamard (1945), de una carta de Gauss:

Asi, Gauss, refiriéndose a un teorema aritmético que habia intentado demostrar sin
¢xito durante afos, escribe: "Finalmente, hace dos dias, lo logré, no a causa de mis
dolorosos esfuerzos, sino por la gracia de Dios. Como un repentino destello de
relampago, el enigma quedd resuelto, yo mismo no puedo decir cual fue el hilo
conductor que uni6 lo que sabia anteriormente con lo que hizo posible mi éxito.

(Hadamard, 1945, p. 15, traduccion propia)

El suefio de August Kekulé que expuso en un importante discurso sobre los origenes y el

nacimiento de la teoria estructural en 1890:

Estaba sentado escribiendo en mi libro de texto, pero el trabajo no progresaba, mis

pensamientos estaban en otra parte. Giré mi silla al fuego y dormite. De nuevo los
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atomos retozaban ante mis ojos. Esta vez los grupos mas pequefios se mantenian
modestamente en el fondo. Mi ojo mental, siendo mas agudo por las visiones
repetidas de este tipo, ahora podia distinguir estructuras grandes de conformacion
multiple: largas filas, a veces mas juntas, todas entrelazadas y retorcidas en un
movimiento de serpiente. jPero mira! ;Qué fue eso? Una de las serpientes se habia
agarrado a su propia cola, y la forma gir6 burlonamente ante mis ojos. Como por un
relampago me desperté; y esta vez también pasé el resto de la noche trabajando en las

consecuencias de la hipdtesis (Benfey, 1958, p. 22, traduccion propia).

Un caso mas reciente de iluminacion es el de Andrew Wiles, relatado en el documental BBC
Horizon Fermat's Last Theorem, quien narra como, estando sentado en su escritorio el 19 de
septiembre, intentaba comprender por qué su prueba no funcionaba, tratando de identificar
exactamente cudl era el problema. Fue en este momento, de manera totalmente inesperada,
que experimentd una increible revelacion. De repente, comprendié tanto el problema que lo
detenia como la forma de enfrentarlo, describiendo este instante como el mas crucial de su
vida profesional. Llegar a este punto implicé un intenso trabajo prolongado en el problema

(NOVA, 1997).

Estos relatos sugieren que la resolucion de problemas que involucran creatividad no es un
proceso metddico, sino que también involucra elementos de intuicion, vision repentina y
pensamiento inconsciente, también destacan la importancia de tener un entorno propicio para
la resolucion de problemas, donde se fomente la exploracion, la curiosidad y la creatividad,
la relevancia de brindar tiempo suficiente para la reflexion y el pensamiento en profundidad
después de un arduo tiempo de trabajo consciente, ya que estos momentos de iluminacién
suelen ocurrir cuando la mente no esta trabajando conscientemente en el problema o sometida

a una presion excesiva.

La etapa final del PCM es la verificacion, en la cual las ideas generadas durante la
iluminacidon se someten al escrutinio consciente. Se evaluan las inferencias, se realizan
calculos precisos, se justifican las conclusiones y se formalizan los resultados. De acuerdo
con Hadamard (1945), esta etapa cumple al menos tres funciones: a) confirmacion de la

validez de la idea generada. A pesar de la certeza asociada a las ideas surgidas durante la
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etapa de incubacidn, es vital verificar su autenticidad, dado que existe la posibilidad de
errores o malinterpretaciones, b) formalizacion de los resultados mediante calculos precisos
o argumentos formales y c) identificar nuevas aplicaciones o implicaciones, ampliando el
horizonte del conocimiento obtenido. La verificacion asegura no solo la solidez de la

solucion, sino también su relevancia y aplicabilidad futura.

Mas recientemente, Sriraman (2009) destaca la importancia de la dimension social de la
creatividad matematica. Esta interaccion puede darse a nivel individual (consultando textos,
videos o material en linea), entre pares (con mentores o colegas), o en grupos mas amplios
(seminarios, congresos), contribuyendo a la consolidacion del conocimiento y a la difusion

de ideas innovadoras.

La definicién original de las etapas del PCM es demasiado general para su aplicacion
analitica directa. Etapas como la incubaciéon e iluminacién son procesos cognitivos
inconscientes, dificiles de abordar empiricamente. Por ello, es importante reconocer el valor
de todas las ideas, incluso las errdneas y aquellas que no conducen directamente a la solucion.
Asi, el analisis del PCM debe considerar las circunstancias y estrategias que rodean la

obtencion de ideas.
2.2.5. Resolucion de problemas

Respecto a las etapas de preparacion y verificacion correspondientes al trabajo consciente,
tal como lo identificd Sriraman (2009), se pueden identificar algunas similitudes con el
trabajo de Polya (1945) sobre las fases que transita un estudiante al momento de resolver un

problema.

En la primera fase, comprender el problema, Polya (1945) insta a los resolutores a leer
cuidadosamente el enunciado del problema para entender su contexto. Esto incluye la
identificacion de hipotesis, conclusiones, variables y sus relaciones. Es esencial formular
preguntas y transformar la informacion, seleccionando signos y notaciones adecuados para

evitar confusiones.
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Avanzando a la segunda fase, disefar un plan, Polya describe este proceso como uno que se
desarrolla gradualmente, a menudo después de multiples intentos fallidos y periodos de
reflexion. El resolutor debe conocer detalladamente, o al menos tener un bosquejo preliminar,

de los procedimientos necesarios para abordar el problema.

La tercera fase, ejecutar el plan, implica llevar a cabo los procedimientos organizadamente y
con atencion meticulosa. Polya hace hincapié en la importancia de documentar cada paso del
proceso, desde célculos hasta representaciones graficas, para asegurar que cada accidon no
solo se entienda intuitivamente, sino que también se valide formalmente. El resolutor debe
tener la seguridad de que la manera en que procede es correcta en cada resultado obtenido,
considerando la diferencia entre identificar los procedimientos correctos y justificar la

validez de los mismos

La cuarta fase, mirar hacia atras, asegura que la soluciéon no solo sea valida sino también
relevante y transferible a otros contextos. En esta etapa, se revisa el trabajo completo para
detectar posibles errores y para considerar soluciones alternativas. Esta revision retrospectiva
también facilita la conexion del problema actual con otros problemas resueltos anteriormente,
ampliando la base de conocimiento del resolutor y fomentando un enfoque mas completo

hacia la resolucion de problemas futuros.

Estas fases de Polya aportan informacion para proponer un refinamiento a las etapas
conscientes del PCM, proporcionando criterios mas concretos para analizar el trabajo

matematico del resolutor.

Inspirado en el trabajo de Polya, Schoenfeld propone un protocolo para examinar las acciones

del resolutor, considerando cuatro componentes:

El primer componente, los recursos, aborda los conocimientos, habilidades y estrategias
previas (conceptos, teoremas, algoritmos) que el individuo posee y aplica durante la
resolucion. En la actualidad, el concepto de recursos debe ser ampliado debido a la aparicion

de sistemas digitales tales como ChatGPT, AlphaGeoemtry, entre otros.

Las heuristicas, el segundo componente que propone basado en el trabajo de Polya (1945) ,

se refieren a estrategias o reglas practicas que las personas utilizan para guiar su pensamiento
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y toma de decisiones cuando se enfrentan a problemas matematicos. Estas estrategias no
necesariamente siguen un enfoque formal o algoritmico, sino que pueden manifestarse como

atajos mentales o enfoques heuristicos.

El componente denominado control se ocupa de la capacidad de supervisar, evaluar y regular
el propio proceso de resolucion, decidiendo cuando cambiar de estrategia, revisar el trabajo

o persistir. Esta parte se puede enmarcar en lo que se le denomina procesos metacognitivos.

El ultimo componente, denominado creencias, se relaciona con las opiniones y actitudes
hacia las matematicas y la propia capacidad para resolver problemas, factores que influyen
en la confianza y en el enfoque adoptado ante el desafio. En esta parte juega un rol decisivo
la concepcion que se tenga de las matematicas y su aprendizaje. Por ejemplo, un resolutor
que conciba a las matematicas como una coleccion de principios, algoritmos y formulas para
resolver tareas o problemas, tendra un desempeno distinto de aquel que las considere como

una disciplina dindmica cuya esencia es resolver problemas.

La integracion de las perspectivas de Polya (1945) y Schoenfeld (1985) ofrece un marco
robusto y detallado para analizar el proceso de resolucién de problemas. Mientras Polya
aporta una secuencia logica de fases, Schoenfeld complementa con un analisis mas fino de

las acciones, decisiones y actitudes que intervienen a lo largo del proceso.
2.2.6. Tecnologias digitales

Otro aspecto importante que fue considerado es el uso de tecnologias digitales, en esta linea
de ideas Pea (1987) sostiene que tales herramientas pueden amplificar y reorganizar el
pensamiento. El efecto amplificador de una herramienta consiste en potenciar nuestras
capacidades existentes, permitiendo poner nuestra atencion en actividades mas complejas,
mientras que el efecto reorganizador transforma nuestro pensamiento y proceso de
resolucion de problemas. La incorporacion de tecnologias digitales permite a los estudiantes
delegar tareas rutinarias y, en su lugar, dedicar sus esfuerzos mentales a la resolucion de

problemas (Pea, 1987).

En la linea de las tecnologias digitales, Santos-Trigo et al. (2021) identifican estrategias clave

al emplear un SGD en la resolucion de problemas:
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(1) Obtencion de informacidn, utilizar plataformas en linea y enciclopedias electronicas para

obtener datos pertinentes y especificos del problema.

(i) Construir un modelo dinamico del problema, mediante el SGD, crear y modificar
sistematicamente el modelo del problema, permite identificar propiedades y relaciones entre
los objetos matematicos. Esta fase implica explorar casos particulares y familias de

construcciones para identificar invariantes y patrones relevantes.

(ii1) Buscar relaciones al emplear un modelo de geometria dindmica permite al resolutor
identificar patrones, formular conjeturas basadas en las relaciones observadas y registrarlas
mediante el establecimiento de funciones, relaciones, o tablas para organizar los datos al

interactuar con los elementos del modelo

(iv) Formular conjeturas conlleva expresar en un lenguaje formal las observaciones derivadas
del uso de un modelo de geometria dindmica. Esto implica identificar objetos del modelo y
relacionarlos con elementos o propiedades de geometria, tales como cuadrildteros ciclicos,

bisectrices, puntos medios, directrices, entre otros.

(v) Pasar de la aproximacién empirica y visual al uso de argumentos geométricos o
algebraicos, el modelo de geometria dindmica a través de la evidencia empirica permite
evidenciar la validez de las conjetura, ademas permite realizar transformaciones que ayuden
a justificar resultados.Por ejemplo, validar la congruencia de dngulos o distancias utilizando

propiedades geométricas como la circunferencia o la congruencia de tridngulos.

En conjunto estas estrategias permiten aportar elementos para resolver un problema, donde
el SGD sirve como una herramienta integradora para explorar, formular conjeturas y

fundamentar conclusiones con bases solidas.

2.3. Integracion de los elementos del marco conceptual

Tomando en cuenta las fases de Polya (1945) y las estrategias identificadas por Santos-Trigo
et al. (2021) se propone un refinamiento de las etapas del PCM, el cudl oriente el analisis de
datos de esta investigacion. La Tabla 2 muestra este refinamiento, incluyendo acciones

asociadas a las subetapas identificadas. Este refinamiento del PCM orienta el analisis de los
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datos hacia aspectos especificos de la resolucion de problemas, considerando tanto el trabajo

consciente (preparacion y verificacion) como las fases inconscientes (incubacion e

iluminacion).
Tabla 2: Refinamiento de las etapas del PCM.
Etapas del | Subetapas Acciones Asociadas
PCM
Preparacion | Explorar el problema | Identificar, representar y transformar la
informacion.
Realizar casos particulares
Explorar Patrones
Comprender el Extender los recursos
problema
Relacionar datos e incognitas
Elaborar un plan Formular conjeturas
Formular problemas auxiliares
Obtener problemas equivalentes
Ejecutar el plan Exito
Fallo
Incubacion
Iluminacién
Verificacion | Validez delaideay | Comprobar la idea

revisar la solucion

Comprobar el argumento
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Comprobar cada paso de la solucion

Formalizacion de la | Realizar calculos numéricos o algebraicos

solucion
Escribir una demostracion o justificacion
Obtener soluciones diferentes
Continuacién del Obtener problemas derivados del proceso
problema

Vincular con otros problemas

Buscar utilizar el resultado

Buscar utilizar el método

La implementacion de este marco conceptual requiere que los elementos de disefio de la
investigacion, problemas, instrumentos y perfil de los participantes, respondan a necesidades
especificas. En particular, la naturaleza del PCM exige problemas que presenten un desafio
significativo, implicando una exploracion profunda. Sin embargo, los problemas abiertos de
gran complejidad, que pueden requerir afios para su resolucion, no son adecuados para una
investigacion de esta naturaleza. Por lo anterior, se introduce el concepto de problemas-reto,
el cual es una situacion problematica que requiere una amplia exploracion, a diferencia de
los problemas rutinarios, su solucidon no es inmediata ni evidente, pero se debe conocer al
menos una solucion. Estos problemas obligan al resolutor a explorar desde diferentes
perspectivas, emplear diversas estrategias, enfrentar posibles fracasos y aplicar heuristicas.
Al demandar tiempo y esfuerzo, permiten observar las distintas etapas del PCM sin exceder

la duracién del estudio.

La recoleccion de informacion debe ser sistematica y detallada a lo largo de todo el proceso,
capturando decisiones, momentos de incertidumbre, retrocesos, ideas generadas y las

circunstancias en que surgen. Este seguimiento posibilitard analizar no sélo la influencia de
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las tecnologias digitales en la resolucion de problemas, sino también la manera en que las

distintas etapas del PCM interactuan en la solucion del problema.

Finalmente, la seleccion de los participantes y su perfil se basa en los elementos propuestos
por Schoenfeld (1985). Es decir, se considera la variedad y profundidad de sus recursos
matematicos, sus heuristicas, su capacidad de control sobre el proceso de resolucion y sus
creencias hacia las matematicas, ya que estos aspectos pueden influir significativamente en

codmo afrontan las tareas propuestas.

En sintesis, estos lineamientos y consideraciones establecen las bases para el disefio e
implementacion de la investigacion, garantizando que los datos recolectados sean pertinentes
y utiles para el andlisis. De este modo, se logra una coherencia entre los objetivos planteados,
la naturaleza de los problemas, las herramientas empleadas en la recopilacion de informacion,
las caracteristicas de los participantes y el marco conceptual adoptado. Esta coherencia
facilitara un analisis mas riguroso y profundo, permitiendo comprender con mayor precision

el desarrollo creativo en la resolucién de problemas matematicos.
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3. METODOLOGIA

3.1. Introduccion

En esta seccion se describen los métodos y procedimientos utilizados para recolectar la
informacion empirica que fundamenta la respuesta a la pregunta de investigacion. La eleccion
del enfoque metodologico estd orientada por la naturaleza del estudio, que se centra en el
andlisis del PCM en la resolucion de problemas geométricos, especificamente bajo la

influencia de tecnologias digitales.

Las caracteristicas de este trabajo sugieren considerar un enfoque cualitativo, en el cual la
informacion recolectada estd compuesta principalmente por palabras que expresan ideas o
significados. Sin embargo, también es valida la informacion en forma de imagenes, dibujos,
formulas, gestos, entre otros. La intencion principal de esta informacion es que las ideas y
significados sean transmitidos para su interpretacion. La investigacion cualitativa se centra
en estudiar los fenémenos en su contexto, busca entender y dar significado a los datos que
provienen del fendémeno observado, lo que la convierte en un enfoque tanto naturalista como
interpretativo (Sampieri et al., 2006). En una investigacion cualitativa, un objetivo general

consiste en identificar patrones de significado.

La revision de la literatura evidencia que hay pocas investigaciones que abordan el PCM,
como las de Sriraman (2009), Hitt et al. (2010) y Liljedahl (2013), lo que sugiere que esta
investigacion es exploratoria, una metodologia empleada cuando se conoce poco sobre un
tema (Sampieri et al., 2006; Swedberg, 2020). Ademas, este trabajo busca identificar y
describir algunos cambios en las etapas del PCM, por lo que también es una investigacion

descriptiva, cuya finalidad es dar una descripcion detallada de los datos recopilados.

En esta misma linea, se realizd un estudio de caso unico, que busca comprender
principalmente este caso. Esta eleccion se debe a la busqueda de profundizar en la
comprension de un fenémeno especifico en su contexto natural, permitiendo un andlisis
detallado (Stake, 1995). El estudio de caso tnico, aunque brinda una comprension profunda

del caso particular, sus hallazgos no pueden generalizarse a todos los contextos. A pesar de
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esto, los resultados obtenidos pueden ser de utilidad para generar hipdtesis y orientar

investigaciones futuras.

En este estudio, se selecciond un caso especifico que utiliza tecnologias digitales en la
resolucion de problemas geométricos, registrando sus acciones y pensamientos en una
bitacora digital (Santos-Trigo, 2020) durante el proceso de solucion. El contexto de este caso
incluye la implementacion de un SGD y su influencia en las etapas del PCM. Este enfoque
cualitativo permite capturar las experiencias, percepciones y estrategias del participante de

manera detallada y contextualizada.

3.2. Participantes

El perfil del participante es un egresado de una licenciatura en Matematicas Aplicadas,
actualmente inscrito en un posgrado en educacion matematica. La seleccion se basod en
diversos factores. En primer lugar, dada la naturaleza de esta investigacion, que requiere de
un registro sistematico de las acciones realizadas por el participante a lo largo de varios
meses, el participante debe contar con disponibilidad y disposicion para recolectar
informacion de manera sistematica durante los procesos de resolucion de los problemas
planteados. Ademas, se considerd esencial que el participante conociera y hubiese utilizado
los elementos que propone Shoenfeld (1985) en su protocolo de resolucion de problemas
(recursos, heuristicas, creencias y control). Esto se deriva de la naturaleza de este trabajo,
que sugiere que los participantes deben contar con recursos y heuristicas que les permitan
explorar ampliamente y desde multiples perspectivas los problemas. Deben ser capaces de
adaptar sus estrategias de resolucion segtin lo requiera la situacion y mostrar disposicion para

perseverar frente a las dificultades, lo cual corresponde a su sistema de control.

Ademas, es esencial que el participante comprenda que la resolucion de problemas puede
requerir una exploracion exhaustiva y multifacética, aceptando que las soluciones pueden
surgir tras largos periodos de exploracion o incluso de manera indirecta, deben tener la
conviccidon de que los conceptos matematicos no existen de manera aislada, sino que estan
interconectados, deben comprender que la resolucion de problemas es mas que simplemente

aplicar métodos, mas bien deben experimentar con diferentes enfoques, formular conjeturas,

34



y estar dispuestos a enfrentar la incertidumbre y la complejidad del problema, dado que se
trabajard con un SGD, el resolutor debe ser consciente de que la solucion de los problemas
se basa en argumentos matematicos, y no en la evidencia empirica proporcionada por

representaciones visuales. Estos aspectos forman parte de su sistema de creencias.

En segundo lugar, en investigaciones en el campo de la educacion matematica, es comin que
los investigadores busquen interpretar los procesos que ocurren en los participantes de la
investigacion. Sin embargo, existen detalles intrincados y sutilezas que solo el resolutor de
un problema puede exponer con alguna objetividad requerida para entender procesos que
tienen lugar al resolver problemas, y que el investigador podria pasar por alto. Para abordar
esta limitacion, se decidid que el participante colaborara activamente en el analisis de los
datos recopilados. Esta eleccion permitié una descripcion mas precisa y enriquecedora de los

procesos que se desarrollaron durante la resolucion de los problemas de geometria euclidiana.

3.3 Eleccion de los problemas

La seleccion de los problemas de geometria euclidiana fue realizada por el mentor del
participante. El primer problema se eligié debido a su naturaleza no rutinaria, la limitada
exploracion previa por otros autores y la necesidad de un trabajo arduo y tiempo para
abordarlo; lo cual permiti6 identificar los momentos clave del PCM. El primer problema fue
asignado el 18 de marzo y fue resuelto por el participante tras aproximadamente 3 meses de

trabajo, el 14 de junio, cuando se escribi6 la demostracion final del resultado matematico.

Este problema fue denominado tipo Napoledn, por su similitud con el teorema de Napoleon.
El enunciado del problema es el siguiente: “Sobre los lados del tridngulo ABC se construyen
triangulos equilateros ACD, ABE, y BCF; los puntos K y H son puntos medios de EF y DF

respectivamente. Demostrar que el triangulo AKH es equildtero™.
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Figura 1. Problema 1: tipo Napoleon

El segundo problema, conocido como un problema desafiante (killer problem), llamo la
atencion del mentor debido a su reputacion como un problema dificil de resolver, el cual fue

retomado del canal de YouTube MindYourDecisions (https://bit.ly/45BrzpZ), cuyo creador

es Presh Talwalkar. A pesar de que se resolvid en un periodo relativamente corto (2 dias), se
incluy6 en la investigacion debido a los resultados intrigantes que ofrecid. Su enunciado es:
“Dentro de un tridngulo equilatero ABC se coloca un punto D, determinandose los segmentos
AD, BD y CD con los que se construye el tridngulo EFG; se dan por conocidos los angulos

x ey. ({Cudl es la medida de los angulos del tridngulo EFG en términos de x e y?”’.
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Figura 2. Problema 2: “killer problem”

En cuanto al tiempo de resolucion de los problemas, es importante aclarar que no se asign6
un tiempo especifico, sino que se registro el tiempo real que el participante tardé en
resolverlos. Esta eleccion permitio el seguimiento detallado de las acciones diarias y el
proceso, lo que, a su vez, abri6 la puerta para identificar los momentos de creatividad

matematica.

3.4. Instrumentos de recoleccion de la informacion

El PCM propuesto por Hadamard (1945) demanda un arduo trabajo consciente y periodos de
trabajo inconsciente. Por lo tanto, se considerd esencial registrar sistematicamente las
acciones llevadas a cabo en el proceso de resolucion mediante una bitacora digital (Santos-
Trigo, 2020). En esta bitacora, se registraron las fechas desde que inicio el proceso de
solucion hasta el momento de verificacion de las soluciones y la escritura de la demostracion
del resultado de manera clara, ordenada y en un lenguaje formal. El registro escrito
comprendio el proceso de resolucion, incluyendo imagenes relacionadas con el mismo, asi
como los lugares y periodos de tiempo dedicados al trabajo consciente e inconsciente.
Ademas, se incluyen comentarios del mentor y el resolutor sobre el proceso de resolucion y

observaciones que este ultimo consider6 pertinentes en la resolucion.
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Para complementar la recoleccion de la informacion, los archivos de GeoGebra se guardaron
localmente y en la nube, facilitando la comunicacion resolutor-mentor y el registro de la
evolucion del problema. Durante la verificacion, se redactd una solucion formal detallada
que permitio validar claramente la solucion y conectar las ideas registradas con los objetos

matematicos.

3.5. Analisis de la informacion

El proceso de andlisis de la informacion empirica se estructur6 en tres fases. La primera fase
implicd una revision detallada de la bitacora digital del participante para identificar acciones
que llevo a cabo vinculadas con el refinamiento del PCM (Tabla 2), las cuales se subrayaron
en la bitdcora digital para, posteriormente, analizar su impacto en el proceso de solucion y

para identificar el impacto de utilizar una tecnologia digital.

En la segunda fase, se revisaron y analizaron las interacciones sociales del participante
registradas en la bitadcora digital, diferenciando entre interacciones directas e indirectas. Estas
interacciones fueron clasificadas en cuatro grupos: (a) Académicas: Incluyen todas las
interacciones durante clases y seminarios del posgrado en educaciéon matemadtica que
proporcionaron informaciéon relevante al resolutor para el problema en cuestion, (b)
Extracurriculares: Comprenden las interacciones derivadas de actividades adicionales al
posgrado, en este caso especifico actividades relacionadas con la olimpiada de matematicas
en su fase estatal (Hidalgo, México), (c) Con el mentor: Reune las interacciones que el
resolutor tuvo con su mentor en relacion con los problemas que estaba resolviendo y (d) De
consulta: Agrupa las interacciones indirectas del resolutor a través de la revision de libros,

articulos y material audiovisual.

La tercera fase del andlisis se centrdé en identificar las ideas que emergieron de manera
espontanea (iluminacidon) mientras el participante realizaba otras actividades, asi como
durante procesos de reflexion o andlisis de ideas derivadas de exploraciones previas. El foco
de este analisis fue entender las circunstancias que propiciaron la aparicion de estas ideas,
independientemente de su impacto final en la resolucion del problema. La participacion del
resolutor en la revision y analisis de sus producciones escritas fue fundamental, ya que

permitié aclarar ambigiiedades y aportar detalles cruciales sobre el PCM.
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4. RESULTADOS

En este capitulo se exponen los resultados obtenidos del andlisis de la informacion
recopilada. Para llevar a cabo dicho analisis, se enumeraron las lineas de texto e imagenes
registradas en la bitdcora digital del participante, asignando un color a aquellas que
correspondian a las acciones descritas en el refinamiento del PCM (véase Tabla 2).
Adicionalmente, se identificaron y clasificaron las interacciones sociales, determinando el
contexto en el que se presentaron y evaluando su impacto en el proceso de solucion.
Asimismo, se analizaron los momentos en que surgieron nuevas ideas, describiendo sus
caracteristicas, el contexto en que se generaron y su relacion con las etapas de la resolucion
del problema. Durante este proceso, la colaboracion del participante permitié aclarar y

validar la informacién recopilada.

Una vez organizada la informacién, se determiné el rol que desempenid el SGD en las
acciones del resolutor, asi como la cantidad e impacto de las interacciones sociales y las
circunstancias en las que se originaron las ideas. Para ello, se presentan extractos de la
bitacora del participante que ilustran momentos en los que se emplearon las diversas acciones
del refinamiento, se produjeron interacciones sociales o emergieron nuevas ideas a lo largo
del proceso de resolucion. En estos extractos se resalta el papel del SGD, identificandolos
con el codigo BILXX para referirse a la linea XX del primer problema, y B2LXX para la
linea XX del segundo problema.

4.1 Resultados de las acciones del refinamiento

En este apartado, se presentan los resultados del analisis de las acciones observadas en las
bitacoras digitales del participante. El objetivo es comprender como el uso del SGD influye
tanto en las acciones descritas en el refinamiento propuesto en la Tabla 2, como en las etapas
del PCM. Para el andlisis, se retoman los constructos de amplificacion y reorganizacion
cognitiva. La amplificacion se refiere a situaciones en las que una accién es potenciada por
la incorporacion de una tecnologia digital, permitiendo que el resolutor se enfoque en tareas
mas complejas. Por otro lado, la reorganizacion implica que la tecnologia digital transforma
fundamentalmente la forma en que se abordan los problemas, posibilitando exploraciones y
estrategias que no serian factibles sin el uso de la herramienta. A través de este analisis, se
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busca evidenciar de qué manera el SGD impacta en la ejecucion de acciones especificas
durante la resolucion de problemas-reto, ya sea potenciando habilidades existentes o
modificando la manera en que el participante realiza ciertas acciones. Esto permitira
comprender mejor el papel de las tecnologias digitales en el aprendizaje y ensefianza de la

geometria, asi como su influencia en el desarrollo de competencias matematicas.
4.1.1 Identificar, representar y transformar la informacion

La habilidad para identificar, representar y transformar informacién es fundamental en la
resolucion de problemas geométricos. Esta accion implica comprender el enunciado del
problema, extraer los datos relevantes y construir representaciones geométricas que permitan
visualizar y manipular los elementos involucrados. En este apartado, se analiza como el
participante utiliza el SGD para identificar, representar y transformar la informacion durante
la resolucion de los problemas propuestos. En ambos problemas, el resolutor inicid
identificando la informacion contenida en el enunciado del problema, con el objetivo de
realizar un modelo dinamico (BIL10-11; B2L19-20). Ademads, contintia identificando
informacion conforme se realizan modificaciones en el modelo (B1L.252-256). En esta parte,
el resolutor Unicamente utiliz6 las herramientas geométricas del SGD para realizar las
construcciones, lo que corresponde a una amplificacion de la accion.

Problema 1

10 ...con esta informacion trace

11 la figura lo mas parecido posible a la recibida en la aplicacion de GeoGebra...

252 ...se me

253 ocurre unir los puntos medios a ver si ocurre algo, se forman cuatro triangulos semejantes

254 y ademas la base del tridngulo equildtero a demostrar es la mitad del segmento de arriba,

255 lo que igual me lleva a pensar que las otras coincidencias pertenecen a otros triangulos

256 equilateros lo cual verifico...

Problema 2

19 .. .utilicé el software de geogebra para realizar la
20 representacion grafica del problema...

Por otro lado, las caracteristicas del SGD permitieron modificar el modelo dindmico de
acuerdo con la informacion identificada, manteniendo las caracteristicas esenciales y

evitando problemas de representacion. Estas acciones se observaron en varias instancias,

donde el resolutor elimina elementos o ajusta la construccion para mejorar su comprension
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(B1L26-28, B11.244-245, B1L136-137 y B1L179-180). Estas modificaciones dindmicas

corresponden a una reorganizacion de la accion.

Problema 1

26 ...para evitar caer en el

27 mismo falso supuesto modifique la construccion de tal manera que el tridangulo no pareciera
28 rectangulo pero que fuese parecida a la imagen original...

136 ...al no ver nada claro y sentir que no esta conectado al

137 tridangulo original termind por borrarlos y volver a plantearme el problema...

179 ...alo cual decido eliminar los

180 ejes y cuadricula...

244 ... la imagen no

245 ayuda mucho, asi que la modifico de tal manera que se vea mejor...

Ademas, se utilizaron las caracteristicas del SGD para representar con colores la informacion
del problema. En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran ejemplos de esta acciéon. Aunque el
uso de colores no es exclusivo del trabajo con el SGD, este proporciona herramientas que
ayudan al resolutor a enfocarse en procesos mas complejos. Por lo tanto, esto se considera
una amplificacion de la accidén, ya que el SGD potencia la capacidad del usuario para

representar y manipular informacioén

Y

Figura 3.1 Identificacion de Figura 3.2 Identificacion de Figura 3.3 Identificacion de
tridngulos congruentes con  triangulos congruentes con  los elementos del problema
colores colores con colores

Por ultimo, se identificd que el resolutor modificéd el modelo inicial del problema a lo largo
del proceso de resolucién, eliminando y agregando elementos de manera permanente. Estas

modificaciones se llevaron a cabo mediante las herramientas geométricas y la caracteristica

41



dindmica del SGD, lo que implica tanto amplificacion como reorganizacion de la accion. Las
figuras 4.1, 4.2 y 4.3 ilustran algunos ejemplos de los cambios realizados en el modelo

dinamico.

Figura 4.1 Modelo Figura 4.2 Modelo Figura 4.3 Modelo
dinamico inicial dinamico modificado dinamico modificado

Del analisis anterior se concluye que la accion de identificar, representar y transformar la

informacion se ve tanto amplificada como reorganizada gracias a la intervencion del SGD.
4.1.2 Explorar casos particulares

En la resolucion de problemas geométricos, la generacion de casos particulares es una
estrategia fundamental que permite al resolutor explorar situaciones especificas para
identificar propiedades y patrones que puedan conducir a una solucion general. En este
apartado, se analiza como el participante emplea el SGD para realizar casos particulares
durante la resolucion de los problemas propuestos. Se examina como las funcionalidades del
SGD, como la manipulacion dinamica de figuras y la capacidad de ajustar pardmetros en

tiempo real, influyen en su proceso de realizacion de casos particulares.

Al analizar la accion de generar casos particulares, se observa explicitamente el uso del SGD
para crear una familia de casos particulares mediante la manipulacion dindmica del modelo

(B1L24, B2L24 y B2L41). Adicionalmente, el participante aclara que las afirmaciones
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formuladas se basan en la evidencia proporcionada por el SGD, la cual se obtuvo al generar
multiples casos particulares moviendo dinamicamente los elementos involucrados en el
problema (B1L72, BIL101, BIL151-B1L153, B1L202, B1L267, B1L28, B1L524-B1L525
y B1L539-B1L540). Esta capacidad del SGD para la generacion dinamica de casos
particulares indica una reorganizacion en la ejecucion de esta accion, atribuible al uso de esta

tecnologia digital.

Problema 1

24 ...movi el tridngulo original para verificar si el resultado solo se cumplia para tridngulos
rectangulos...

72 ...durante esta exploracion obtuve distintas distancias que coinciden.

101 ...de los cuales encuentro que uno de ellos siempre es de 60°...

151 ...resulta que forman un angulo de

152 60° lo que me lleva a pensar que la otra mediana deberia intersecar igual en el mismo
153 punto y formar el mismo angulo,...

194 ... compruebo con geogebra que no son semejante asi que descarto la idea...

202 ...geogrebra me demuestra que no...

267 ...lo compruebo con GeoGebra...

281 ...resulta que uno de ellos vale 120°

524 ...lo cual hago mientras escribo la prueba voy

525 checando en GeoGebra que lo que digo sea cierto, ...

539 ...durante la redaccion veo que hay dos intersecciones o bien una

540 cuando el angulo de triangulo mide 60...

Problema 2

24 ... después de experimentar con distintas posiciones del punto D...
41 ...busque la validacion con GeoGebra para distintos puntos D...

Por otro lado, se observa como el resolutor ajusté dinamicamente el modelo hasta cumplir
con las caracteristicas deseadas, generando casos particulares especificos (B1L29-B1L32,
B1L174) A diferencia del ambiente de lapiz y papel, donde cada caso se desarrolla de manera
independiente, el uso del SGD evidencia una reorganizacion del proceso de generacion de
casos particulares. El SGD transforma la estrategia, permitiendo manipular y explorar casos
de forma continua e interconectada, lo que modifica fundamentalmente la conceptualizacion
y ejecucion de la tarea. En conclusion, el uso del SGD reorganiza la forma en que el resolutor

concibe y ejecuta esta estrategia.

Problema 1

29 ...tuve la idea de hacer los casos particulares mas sencillos. Por ejemplo, el triangulo equilatero,
30 el cual resulta extremadamente sencillo y no da informacion del caso general. El siguiente caso
particular

31 que realicé es el de triangulo isosceles, pero el caso en que se unen los lados congruentes resulta
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32 sencillo y el otro caso no brinda informacion relevante. ..
174 ...hacer casos especiales, como triangulos rectangulos, entre ellos el del angulos 30,60,90

4.1.3 Identificar patrones

En el proceso de resolucion de problemas geométricos, la busqueda de patrones juega un
papel fundamental al permitir al resolutor identificar regularidades y propiedades que
facilitan la comprension y solucion del problema. En este apartado, se analiza como el
participante emplea el SGD para buscar patrones durante la resoluciéon del problema
propuesto. Se examina de qué manera el uso de las funcionalidades del software, como la
construccion y manipulacion dindmica de objetos geométricos, influye en su proceso de

descubrimiento y comprension de relaciones geométricas.

El participante utiliz6 el SGD para explorar y descubrir relaciones geométricas mediante la
manipulacion del modelo. Las siguientes lineas de la bitacora evidencian cémo el resolutor
emplea el SGD para trazar circunferencias, alturas, mediatrices, bisectrices y cuadrilateros,
entre otros elementos, con el objetivo de identificar patrones y propiedades que le ayuden a

resolver el problema.

15 Una vez creado el problema tracé circunferencias ...

56 ...primero que intento, es con las alturas de los segmentos donde estan los puntos medios
58 ...después intente con las mediatrices. ..

59 ...pruebo con las bisectrices...

71 ...decido empezar a trazar circunferencias y colocarlas en los distintos puntos para ver si algunas
72 distancias coincidian, durante esta exploracion obtuve distintas distancias que coinciden.

73 Al observar estas coincidencias decido seguir explorando para ver si encontraba mas.

77 ...reanudo la exploracion realizod dos circunferencias con centro en los puntos ...

89 ...decido buscar los tridngulos congruentes,...

97 ... Empiezo a explorar los angulos de los triangulos..

107 ...explord los angulos de los nuevos triangulos. ..

146 ...se me ocurre tomar el punto medio de entre las puntas de los tridngulos

147 equilatero que me faltaba y ver si la mediana analoga a las otras dos era igual también lo
148 que resulto cierto...

148 ...trazo los cuadrilateros que se forman de unir estos segmentos esperando encontrar algo...
150 ...borro los segmentos de las medianas por error, al volver a colocarlas decido

151 hacerlo con rectas para ver si la interseccion forma algo y resulta que forman un angulo de
152 60° ...

197 ...decido intentar con cuadrilateros asi que trazo el cuadrilatero ...

201 ...decido ver si el cuadrilatero que trace lo era y geogrebra me demuestra que no ...

214 ...1o que hago es trazar las diagonales y lo primero que

215 noto es que forman tridngulos semejantes. ..

224 ...Decido buscar mas cuadrilateros ciclicos esperando que alguno de ellos sirva...

244 ...Tracé la mediana que me hace falta para ver si observo algo...

259 ...empiezo a explorar los angulos
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260 que se forman por si tienen alguna relacion con los angulos originales, con ayuda de
261 GeoGebra verifico que no,...
500 ...empiezo a revisar algunos angulos,...

En este caso, podemos afirmar que el uso del SGD amplifica y reorganiza la busqueda de
patrones. La amplificacion se deriva de que el SGD proporciona herramientas para realizar
construcciones geométricas y realizar exploraciones en el modelo, por ejemplo, el resolutor
traz6 circunferencias, alturas, mediatrices, bisectrices y cuadrilateros con las herramientas
geométricas del SGD, y obtuvo medidas de segmentos y angulos con las herramientas
aritméticas del SGD. Esto permitio al resolutor centrarse en la busqueda de patrones en lugar

de en los procesos de medicion y construccion.

La reorganizacion se observa en que el SGD cambi¢ fundamentalmente la forma en que el
participante aborda la tarea de buscar patrones. En lugar de construir y analizar cada figura
de manera independiente, puede manipular dindmicamente el modelo y explorar multiples
casos de forma continua al interactuar con el modelo ajustando pardmetros del problema y
observando como emergen patrones y relaciones geométricas, lo que reorganiza esta
actividad. Las siguientes lineas muestran los momentos en los que se uso la caracteristica
dindmica del SGD para buscar patrones, recordando que el resolutor solo realizaba las

afirmaciones tras mover dindmicamente el modelo y obtener evidencia a favor.

71 ...decido empezar a trazar circunferencias y colocarlas en los distintos puntos para ver si algunas
72 distancias coincidian, durante esta exploracion obtuve distintas distancias que coinciden.
146 ...se me ocurre tomar el punto medio de entre las puntas de los tridngulos

147 equilatero que me faltaba y ver si la mediana analoga a las otras dos era igual también lo
148 que resulto cierto...

150 ...borro los segmentos de las medianas por error, al volver a colocarlas decido

151 hacerlo con rectas para ver si la interseccion forma algo y resulta que forman un angulo de
152 60° ...

201 ...decido ver si el cuadrilatero que trace lo era y geogrebra me demuestra que no ...

259 ...empiezo a explorar los angulos

260 que se forman por si tienen alguna relacion con los angulos originales, con ayuda de

261 GeoGebra verifico que no,...

Problema 2

24 ... después de experimentar con distintas posiciones del punto D...

En sintesis, el uso del SGD en la bisqueda de patrones permite afirmar que nos encontramos

ante una accidon que experimenta tanto amplificacion como reorganizacion. De este modo, el

45



participante logra concentrarse en el aspecto conceptual de la blisqueda de patrones,
apoyandose en las evidencias y relaciones que surgen de la interaccion con el entorno

dinamico.
4.1.4 Relacionar datos e incognitas

La habilidad de relacionar los datos proporcionados con las incognitas a resolver es esencial
en la resoluciéon de problemas geométricos. Este proceso implica no solo identificar y
organizar la informacion disponible, sino también establecer conexiones logicas que

conduzcan a una solucion efectiva.

Al analizar la accion de relacionar datos e incdgnitas, se observo que el uso de colores
permitio al resolutor encontrar relaciones entre la informacion del problema. Por ejemplo, en
el Problema 1, se evidencia este uso en B1L254 y B1L265-267, asi como en las Figuras 5.1
y 5.2, mientras que en el Problema 2 ocurre algo similar en B2L.40-41, B2L57-60 y las
Figuras 6.1 y 6.2 En estos casos, representar la informacion con colores resulto ser la clave
para establecer la relacion entre los datos y las incognitas, a diferencia de lo presentado en el
apartado sobre representacion de la informacion, donde los colores se empleaban con fines

meramente descriptivos sin necesariamente conectar aspectos del problema entre si.

Problema 1

254 ...la base del tridngulo equilatero a demostrar es la mitad del segmento de arriba, ...
265 ...si supongo que ya demostré que las medianas son iguales y que el

266 equilatero esta formado por la mitad del lado “de arriba” entonces deberian ser

267 congruentes HBD y BIC
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Figura 5.1 Relacion de datos con Figura 5.2 Relacion de datos con
incognitas a través de colores, basada en la  incognitas a través de colores, utilizando
comparacion de medidas. tridngulos congruentes

Problema 2

40 ...Con esta construccion y la conjetura, el angulo B-y tendria que ser de 60° es decir CDE

41 formarian un triangulo equilatero...

57 ...durante la exploracion con este software consideré modificar

58 la construccion, por construccion DE era igual a DC y se deseaba mostrar que esos eran iguales a
59 EC, por lo cual hice la nueva construccion de manera que EC sea igual a CD desconociendo DE,
60 al hacer esto queda que el triangulo ACE es congruente con BCD.

Figura 6.1 Relacion de datos con la Figura 6.2 Relacion equivalente de datos
incognita a través de colores con la incognita a través de colores
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En el Problema 2 se observa ademas como el resolutor relaciona los datos y la incognita del
problema al usar colores, conjuntamente con las herramientas aritméticas y las caracteristicas
dindmicas del SGD (B2L24-26 y la Figura 7). Al utilizar las caracteristicas dindmicas del
SGD para relacionar los datos e incognitas el SGD reorganiza la accion. Por lo tanto, la
accion de relacionar los datos e incognitas del problema se vio tanto amplificada como

reorganizada por la incorporacion del SGD.

Problema 2

24 después de experimentar con distintas posiciones del punto D, observé que los angulos del nuevo
25 triangulo entre 2 segmentos era el angulo comprendido entre esos mismos 2 segmentos en el

26 triangulo equilatero menos 60 grados...

C

Figura 7. Relacion de datos e incognitas en el Problema 2 mediante el uso de colores,
herramientas aritméticas y caracteristicas dinamicas del SGD

4.1.5 Formular conjeturas

La formulacion de conjeturas es una accion esencial en la resolucién de problemas
geométricos, ya que permite al resolutor establecer hipotesis basadas en patrones y relaciones
observadas, las cuales pueden conducir a soluciones o a la comprension mas profunda del
problema. En este apartado, se analiza como el participante formula conjeturas durante la

resolucion de los problemas propuestos y como el uso del SGD influye en este proceso.

Se observd que en ambos problemas la formulaciéon de conjeturas suele coincidir con la
generacion de casos particulares. Cuando el resolutor, con ayuda de las herramientas del
SGD, identificaba un posible indicio que pudiera constituir una conjetura, ponia a prueba

dicha idea moviendo dindmicamente los elementos del problema. Si la evidencia obtenida
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respaldaba el indicio, formulaba la conjetura; de lo contrario, la descartaba. Esta dependencia
de la caracteristica dindmica del SGD para verificar y refinar las hipdtesis sugiere que el SGD

no solo amplifica, sino también reorganiza la accion de formular conjeturas.

Problema 1

24 ...movi el tridngulo original para verificar si el resultado solo se cumplia para tridngulos
rectangulos...

72 ...durante esta exploracion obtuve distintas distancias que coinciden.

101 ...de los cuales encuentro que uno de ellos siempre es de 60°...

151 ...resulta que forman un angulo de

152 60° lo que me lleva a pensar que la otra mediana deberia intersecar igual en el mismo
153 punto y formar el mismo angulo,...

194 ... compruebo con geogebra que no son semejante asi que descarto la idea...

202 ...geogebra me demuestra que no...

281 ...resulta que uno de ellos vale 120°

Problema 2

24 ... después de experimentar con distintas posiciones del punto D...

4.1.6 Utilizar problemas auxiliares

La accion de recurrir a problemas auxiliares, teoremas previos o conocimientos ya adquiridos
se considera una estrategia habitual en la resolucién de problemas matematicos. Esta
estrategia puede servir para reducir la complejidad del problema actual, al recordar resultados
previos, el resolutor intenta descomponer el problema o reinterpretarlo en funcion de algo
conocido, transferir conocimiento y técnicas empleados con éxito en otros problemas,

esperando que resulten utiles en el problema actual.

Al momento de utilizar problemas auxiliares se puede apreciar que el resolutor recordé
resultados previos, el resolutor intenta descomponer el problema o reinterpretarlo en funcion
de algo conocido. Por ejemplo, el participante menciona el Teorema de Apolonio, el Teorema
de Stewart y el Teorema de Euclides, asi como la Ley de Cosenos, con la intencion de
conectar el problema con herramientas mas familiares que podrian simplificar el abordaje
(B1L299-301). Sin embargo por involucrar calculos esta accion se realizé en un ambiente de
lapiz y papel (B1L308-311).

Problema 1

299 ... vuelvo a ver el del teorema de Apolonio o de la

300 Mediana, que me lleva a ver el de stewart que a su vez me lleva a ver el video del teorema

301 de euclides y ley de cosenos, lo que a su vez me lleva a reconsiderar usar la ley de cosenos. ..

308 ... el plantear estas ecuaciones me hacen sentir seguro de que funcionaran ya

309 que relacionan los segmentos con los lados del tridngulo original, y durante todo el analisis
310 anterior habia tenido el pensamiento de no poder resolver el problema porque no
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311 conectaba las conjeturas

Por otro lado, al utilizar problemas auxiliares de geometria (B1L377-380, B1L434-439, y
B2L51-54), el resolutor empled el SGD para explorar dichos problemas en el modelo
dindmico. Esta exploracion le permitid adaptar y probar las ideas tomadas de contextos
previos en el entorno del problema actual. Al realizar las construcciones con el SGD, el
resolutor se enfoco en obtener informacion que le permitiera resolver el problema, llegando
incluso a formular una conjetura (B1L438). Esta evidencia sugiere que el SGD actu6é como
un amplificador de esta accion.

Problema 1

377 ...retomo la idea del problema de

378 la olimpiada y lo compruebo, en efecto es cierto pero después de estar como una hora

379 tratando de probarlo abandond la idea al darme cuenta que no conozco datos de j, es
380 decir, porque es ese punto porque esta ahi.

E
H D
A N\

» N

A \
-songC
G
F

Figura 8. El participante usa como problema auxiliar un problema de olimpiada

434 ...caigo en cuenta que eso se parece al segundo problema que
435 resolvi, entonces si trazo un triangulo equilatero con vértices E y G, AK tendria que ser lo
436 mismo que CG pero no veo como relacionarlo, trazar el triangulo equilatero EGL ya que son
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437 los lados donde estoy trabajando, con eso CL seria igual a AG lo que me lleva a que si
438 muestro que icl es de 60 o bien un equildtero entonces ya acabe. Después de 10 minutos
439 tratando de mostrar lo de antes resisto ya que no veo como se conecta con el triangulo original.

Figura 9. El participante utiliza el segundo problema como problema auxiliar

Problema 2

51 ...recordé un ejercicio que se habia realizado el dia anterior durante el
52 entrenamiento, donde la demostracion involucra construir tridngulos equilateros, entonces busqué

53 incorporar esta idea al problema trazando paralelas y reduciendo el problema a mostrar que el
54 éngulo € era igual an, en lo cual no tuve éxito.

Figura 10. El participante utiliza un problema de olimpiada como problema auxiliar
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4.1.7 Formular problemas equivalentes

La formulacion de problemas equivalentes es una estrategia que permite reconfigurar la
situacion original en términos mas sencillos o accesibles. Esta accion implica identificar
elementos clave del problema, reinterpretarlos y crear un enunciado alternativo cuyo

resultado o método de solucidon conserve la esencia de la situacion original.

En el caso del Problema 1, se produjeron dos reformulaciones propuestas por el mentor del
resolutor (B1L490-491). Estas reformulaciones surgieron a partir de la interaccion del mentor
con la informacidn que el resolutor habia destacado utilizando las caracteristicas dindmicas
del modelo. El resolutor mostraba puntos cruciales y relaciones geométricas en el entorno
digital, lo cual permiti6 al mentor detectar aspectos relevantes que podrian modificarse hacia
otro problema.

Problema 1

490 ...me propone dos reformulaciones para el problema,
491 el resto del dia solo pienso en las reformulaciones y como estan conectadas al problema original.

En el Problema 2, fue el propio resolutor quien transformo el problema original en problemas
equivalentes. Mediante la manipulacion y modificacion del modelo dindmico, asi como la
introduccion de construcciones auxiliares (por ejemplo, trazado de paralelas), el resolutor
consiguié nuevas versiones del problema, equivalentes en su resultado pero con hipdtesis
diferentes. Incluso una de estas modificaciones soluciona el problema, aunque el resolutor lo
pasoé por alto hasta mas adelante en la exploracion.

Problema 2

41 como el triangulo CDE es equilatero el problema esta resuelto, pero surge el nuevo problema de

probar que dicho triangulo es equilatero.

53 ...busqué incorporar esta idea al problema trazando paralelas y reduciendo el problema a mostrar

que el angulo € era igual an

62 ...1a modificacion en la construccion modifico al problema,...
68 ...lo cual ya habia mostrado pero lo habia ignorado...

En cuanto al uso del SGD en esta accion, la tecnologia jugd un papel clave al permitir la
exploracion dindmica de relaciones geométricas. El resolutor y el mentor pudieron manipular

el modelo para resaltar ciertas propiedades, descomponer el problema original o agregar
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construcciones que revelaran nuevas perspectivas. Esta interaccion, mediada por el SGD,

posibilito la identificacion y formulacion de problemas equivalentes.

Asi, el SGD amplifica la habilidad de reformular problemas al apoyar las tareas de
exploracion y verificacion. De igual modo, se aprecia una reorganizacion de la accion, pues
la dindmica del software permite que el proceso de reformulacion sea mas interactivo,
iterativo y flexible, adaptandose a las modificaciones que el resolutor o el mentor introducen

en el modelo.
4.1.8 Comprobar ideas

La accién de comprobar una idea resulta fundamental en la resoluciéon de problemas
matematicos, ya que permite determinar si una hipotesis tiene potencial para contribuir a la
solucion o si debe descartarse. El resolutor hace uso del SGD para verificar si una idea tiene
respaldo empirico, comprobando propiedades como congruencias, angulos especificos o
relaciones entre segmentos. Esta evaluacion ayuda a descartar planteamientos infundados y
a concentrar la atencion en aquellos que se muestran prometedores. Como se ha mencionado
anteriormente cuando el resolutor hace referencia a verificar con el SGD est4 implicito el uso
de la caracteristica dinamica del SGD.

Problema 1

101 ...de los cuales encuentro que uno de ellos siempre es de 60°...

194 ... compruebo con geogebra que no son semejante asi que descarto la idea...

202 ...geogrebra me demuestra que no...

260 ...con ayuda de GeoGebra verificod que no, y decido dejar el problema...

267 ...lo compruebo con GeoGebra...

524 ...lo cual hago mientras escribo la prueba voy

525 checando en GeoGebra que lo que digo sea cierto, ...

Problema 2
41 ...busque la validacion con GeoGebra para distintos puntos D...

En todos estos casos, el SGD no solo amplifica la accion de comprobar ideas al proveer
herramientas de medicion, construccion, sino que también reorganiza el proceso al brindar
caracteristicas dindmicas. En lugar de requerir un analisis exclusivamente deductivo sobre
cada posible idea, el resolutor puede combinar la intuicion con la evidencia experimental que
brinda el SGD. De esta forma, el proceso de prueba y descarte ayuda a la toma de decisiones
del resolutor, orientando el camino hacia la solucidn, sin malgastar tiempo en rutas que no

ofrecen avance.
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4.1.9 Justifiar argumentos y escribir una demostracion o justificacion

La revision de argumentos es una acciéon clave en el proceso de resolucion de problemas
matematicos, ya que implica evaluar la coherencia, validez y alcance de las justificaciones
empleadas. Los datos indican que el SGD complementa esta accion, puesto que el resolutor,
al redactar o ajustar sus argumentos, utilizé el modelo dindmico para verificar la certeza de
sus afirmaciones. Asimismo, el resolutor descubrid que, aunque algunas ideas fueran vélidas,
los argumentos podian requerir ajustes dependiendo de los valores especificos que tomaban
ciertas variables en el problema. De esta manera, el SGD no solo ayuda a la verificacion
empirica de los argumentos, sino que ademas promueve la reflexion sobre los casos que se

deben considerar.

El modelo dindmico apoy6 al resolutor en la elaboracién de justificaciones, porque le
permitié identificar situaciones en las que debia contemplar diferentes escenarios para
asegurar la solidez del razonamiento.

Problema 1

524 ...mientras escribo la prueba voy checando en GeoGebra que lo que digo sea cierto,...

539 ...durante la redaccion veo que hay dos intersecciones o bien una

540 cuando el angulo del triangulo mide 60...

547 ...lo redactd y mientras explord esos argumentos encuentro que también necesito hacer casos.

551 ...reviso de rapido los argumentos y me parece que solo tendria que ajustar los argumentos...

565 ...empiezo a redactar la que ya

566 tenia, pero en eso me doy cuenta que con mis argumentos tendria que considerar casos.
574 ...la valido con geogebra y viendo que no dependa de casos y que los argumentos sean correcto

Al utilizar el SGD durante la revision de argumentos, la herramienta no solo amplifica el
proceso (al brindar mediciones y representaciones), sino que también lo reorganiza, al
fomentar la exploracion dindmica del problema y provocar la reflexion sobre la informacion

del problema.
4.1.10 Realizar calculos numéricos o algebraicos

Los resultados indican que el SGD proporciona herramientas aritméticas que permiten al
resolutor efectuar mediciones y célculos basicos directamente sobre el modelo dindmico.
Esta capacidad libera al resolutor de tareas operativas simples, fomentando la busqueda de
patrones y reduciendo el tiempo invertido en operaciones mecanicas. Sin embargo, cuando

los calculos requieren una secuencia larga de pasos o involucran manipulacion algebraica ,
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el resolutor recurre al entorno de lapiz y papel. En estas situaciones, el SGD queda limitado

a un rol de apoyo en mediciones.

Problema 1

313 ...recuerdo que el coseno es periodico y par asi que hago los calculos...

395 ...estoy realizando los calculos y para eso hice trabajo previo

402 ...para la demostracion la realiz6 a “fuerza bruta” con calculos...

414.. al momento de justificar esos calculos caigo en cuenta

415 que esa “rotacion” la puedo hacer con el seno y aplicar la identidad de la suma de angulos ...
457 ...continuo con los calculos..

461 ...empiezo a tener problemas con los célculos pero estoy seguro que tiene que salir...

487 ...Los calculos son correctos, ahora me pongo a pensar en cémo lo redactare....

En suma, el SGD contribuye amplifica esta accidon con la obtencion de datos y mediciones,

permitiendo al resolutor concentrarse en el entendimiento de las relaciones geométricas
4.1.11 Obtener soluciones diferentes

La capacidad de obtener distintas soluciones a un mismo problema es un indicador de la
riqueza del proceso de resolucion. Esta accion implica que el resolutor, a partir de su
exploracion, las herramientas disponibles y el conocimiento adquirido, sea capaz de abordar
el problema desde diversos enfoques. En el caso del Problema 1, se obtuvieron tres
soluciones distintas: una solucion trigonométrica, una a través de un problema equivalente y
otra geométrica. Cada una de estas soluciones aprovecho informacién y resultados obtenidos
durante el trabajo previo, evidenciando la profundidad y flexibilidad alcanzadas en el
proceso.

Problema 1

487 Los calculos son correctos, ahora me pongo a pensar en cémo lo redactare.

512 ...después de trabajar un rato descubro que en

513 esta reformulacion puede demostrar muchas cosas que vi antes pero no pude demostrar

514 en el problema original, finalmente encuentro la solucion de la reformulacion y me pongo

515 a pensar en como formular la equivalencia.

624 ...llego a mi mente la idea que daria solucion ademas era algo que ya habia probado antes, esta
nueva solucion es puramente geométrica.

El SGD ayudo6 a la obtencion de estas soluciones multiples al permitir la exploracion
dindmica del problema: el resolutor manipul6 el modelo para verificar conjeturas. De esta
manera, el uso del SGD no solo amplifica la capacidad de encontrar distintas respuestas (al
ayudar con las mediciones y verificaciones), sino que también reorganiza el proceso, al
involucrar procesos dindmicos en el la obtencion de las distintas soluciones.

55



4.1.12 Obtener problemas derivados

A partir del problema inicial, el resolutor identificd nuevos subproblemas o situaciones no
previstas sin haberlas buscado deliberadamente. El entorno dindmico del SGD, al permitir
modificaciones sistematicas del modelo y la observacion directa de sus repercusiones, ayudd
el surgimiento de patrones y relaciones adicionales que, si bien no pertenecen ni al problema
original ni a su solucion, podrian dar lugar a nuevas indagaciones.

101 ...de los cuales encuentro que uno de ellos siempre es de 60°...

151 ...resulta que forman un angulo de

152 60° lo que me lleva a pensar que la otra mediana deberia intersecar igual en el mismo

153 punto y formar el mismo angulo,...

281 ...resulta que uno de ellos vale 120°

539 ...durante la redaccion veo que hay dos intersecciones o bien una
540 cuando el angulo de triangulo mide 60...

4.1.13 Vincular con otros problemas, buscar utilizar el método o el
resultado

En este caso, dado que el Problema 2 fue resuelto durante el proceso de resolucion del
Problema 1, el resolutor intenta integrar la informacion obtenida en el segundo problema para
avanzar en el primero. Esto se observa cuando, tras identificar semejanzas entre ambas
situaciones, intenta replicar la construccion del problema 2 en el modelo del problema 1

buscando utilizar el resultado o el método.

Problema 1

434 ...caigo en cuenta que eso se parece al segundo problema que

435 resolvi, entonces si trazo un triangulo equilatero con vértices E y G, AK tendria que ser lo

436 mismo que CG pero no veo como relacionarlo, trazar el triangulo equilatero EGL ya que son
437 los lados donde estoy trabajando, con eso CL seria igual a AG lo que me lleva a que si

438 muestro que icl es de 60 o bien un equildtero entonces ya acabe. Después de 10 minutos

439 tratando de mostrar lo de antes resisto ya que no veo como se conecta con el tridngulo original.

En este sentido, el SGD contribuye a la amplificacion de la accion, al ayudar en la

construccion y exploracion entre los modelos de ambos problemas.

Tabla 3: Resultados del analisis del refinamiento.

Acciones Asociadas Amplificacion | Reorganizacion

Identificar, representar y transformar la informacion. X X
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Realizar casos particulares

Explorar Patrones

Extender los recursos

Relacionar datos e incognitas

Formular conjeturas

Utilizar problemas auxiliares

Obtener problemas equivalentes

Comprobar la idea

Comprobar el argumento

Comprobar cada paso de la solucion

Realizar calculos numéricos o algebraicos

Escribir una demostracion o justificacion

Obtener soluciones diferentes

Obtener problemas derivados del proceso

Vincular con otros problemas

Buscar utilizar el resultado

Buscar utilizar el método

Fuente: Elaboracion propia
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4.2 Resultados del analisis de las interacciones sociales

Como se menciond anteriormente, para el analisis de las interacciones sociales se
consideraron cuatro categorias: a) académicas, b) extracurriculares, c¢) con el mentor y d) de
consulta. Posteriormente, se identificaron aquellas interacciones que impactaron
significativamente en el proceso de solucion. Debido a la corta duracion del segundo
problema, 2 dias, no hubo oportunidad de observar el impacto de las interacciones sociales.
Para el primer problema se identificaron dos interacciones sociales Académicas, ninguna de

ellas tuvo un impacto significativo en el problema.

La primera interaccion, lineas 162-163, brind6 al resolutor una fuente de informacién, que
no impacto significativamente en la solucion del problema.

162 Este dia vemos en clase los elementos de Euclides y dedico el tiempo a estudiarlo, con la
163 intencion de mejorar mis habilidades en geometria.

La segunda interaccion de esta categoria no fue registrada en la bitadcora, debido a que no fue
relevante para el resolutor en su momento, ya que consiste que a finales del semestre empezo
a ver temas de geometria en una de sus materias de posgrado, sin embargo, la mayoria de
temas ya los habia explorado, por lo que solo le servian para recapitular si ya los habia
utilizado en su exploracion del problema, o bien, no encontré6 manera en que los temas

estuviesen relacionados con el problema.

Respecto a las interacciones sociales extracurriculares se identificaron tres de las cuales una
fue significativa, lineas 199-202, al proporcionar una definicidon que si bien no fue relevante
para la solucion si permitio realizar multiples exploraciones a lo largo del proceso de

solucion.

199 ...durante esta exploracion

200 recuerdo que en una platica de ese mismo dia con mi mentor y dos compaiieras sobre un
201 problema de la olimpiada se us6 el término de cuadrilatero ciclico, por lo cual decido ver si
202 el cuadrilatero que trace lo era...

336 ...eso me lleva a recordar un ejercicio de la
337 olimpiada parecido pero con cuadrados en vez de triangulos...

350 El dia de mafiana acompafiaré a mi mentor en los entrenamientos de los participantes de

351 la olimpiada por lo que me habia mandado la lista de ejercicios para revisarlos, entre unos de ellos
hubo uno

352 que me llam¢ la atencion y creo puede ser de utilidad. ..
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Se identificaron siete interacciones con el mentor, las cuales todas impactaron en el proceso
de solucion, debido a que en estas interacciones el resolutor exponia sus exploraciones a su
mentor, a lo cual el mentor proporcionaba comentarios y sugerencias que posteriormente el

resolutor evaluaba y decidia su pertinencia.

En la primera interaccion que el resolutor tiene con su mentor, este tltimo le aconseja buscar
triangulos congruentes (lineas 81-83), idea que el resolutor habia pospuesto anteriormente
por falta de informacion (lineas 37-40). Posteriormente a la sugerencia, el resolutor encuentra
evidencia para identificar tridngulos congruentes.

37 Durante mi exploracion me lleva a creer que el problema se resuelve por semejanza y congruencia

38 de triangulos...

39 Dado que estaba por llegar a mi

40 destino, decidi dejar esa idea para explorar en otra ocasion y mi siguiente pensamiento fue...

81 ...al exponerle las ideas a mi mentor es claro que no habia mostrado nada,

82 durante la conversacion me sugiere que “Demuestre que dos tridngulos son congruentes y uno es
83 rotacion de otro”...

En la segunda interaccion, lineas 167-168, el mentor le recomienda al resolutor eliminar los
ejes y cuadricula, linea 171, tras evaluar la sugerencia, linea 174, el resolutor elimin6 dichos
elementos, lo cual impactd debido a que antes de eliminarlos el resolutor utilizaba la
cuadricula para mover los vértices del tridngulo, ademas de permitirle visualizar los

elementos del problema mas claramente.

167 Tengo asesoria con mi mentor y le presento que estoy tratando de demostrar la ultima

168 congruencia que vi...

171 ... (me recomienda que) quite los ejes y la cuadricula a la imagen si no la estoy ocupando...
174 Antes de eliminar la cuadricula y los ejes los utilizo para...

La tercera interaccion social, linea 231, el resolutor realiza un comentario sobre el problema,
lineas 235-237, lo que provoca que el resolutor le preste atencion a un elemento del problema,
que mas adelante se vuelve fundamental en las distintas soluciones.

231 ...tengo asesoria con mi mentor a las 10:30, le comento lo que he trabajado y observado...

235 ...hay varias implicaciones como tipo “ciclos” y que hay que buscar la mas fragil en

236 donde se rompa, en ese momento lo que a mi me paso6 por la mente fueron las medianas
237 que habia encontrado eran iguales ya que para mi sus ecuaciones forman un ciclo...

Las siguientes dos interacciones se dan con la primera solucion, la cual se realizo a través de
trigonometria, ante esto se reformuld el problema de dos maneras distintas, con la intencion

de buscar una demostracion meramente geométrica.
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472 ...le comento la idea que tuve a mi
473 mentor y le digo que aunque aun no termino los calculos estoy seguro de que es correcta. ..
490 ... ¢l me propone dos reformulaciones para el problema. ..

El resto de interacciones corresponden a dudas puntuales de una de las reformulaciones, al
ser discutidas se logran aclarar y avanzar en la solucion de la reformulacion.
517 ...Le presento a mi mentor las ideas para demostrar la reformulacion...

546 ...Mi mentor me comenta como arreglar lo de que hay dos intersecciones y eso a
547 su vez me da una idea para la reformulacion,...

Las iteraciones de consulta fueron las mas frecuentes, con nueve interacciones registradas,
lo cual se debe a que atendian a dudas o intereses que surgieron durante la exploracion, sin
embargo solo dos impactaron el proceso de solucion, lineas 138 y 298, estas dos
proporcionaron informacion que fue crucial para proporcionar una primera solucion del
problema, mientras que de las restantes siete interacciones que no impactaron
significativamente en el proceso de solucion, algunas de ellas permitieron formular
conjeturas que se pueden convertir en problemas derivados del proceso de solucion.

42 ...eso me hizo que buscara pruebas del teorema (de pitagoras,)...

51...utilizar los breves momentos que tenga en el dia para buscar propiedades de triangulos...

127 ...decido descargar una app llamada euclidea sobre construcciones geométricas,...

129...esperando que me ayude a comprender mejor geometria.

138 ...busco en youtube “problemas de geometria no rutinarios”...

198 ...lo que me lleva a buscar propiedades de los cuadrilateros en Google...

211 ...No conozco mucho de cuadrilateros ciclicos por lo que este dia lo dedico a buscar

212 propiedades y teoremas durante el dia.

293 ...busco propiedades de cuadrilateros con diagonales iguales
298 ...visite de nuevo el canal de YouTube Math in Black ...

A continuacion se presenta una grafica de la cantidad de interacciones sociales asociadas con

el problema 1.
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B Iinteracciones [ Interacciones significativas

10

Académicas Extracurriculares Con el mentor De consulta

Figura 11. Cantidad de interacciones sociales.

Los resultados de las dos primeras categorias eran previsibles, dado que las clases del
resolutor no estaban enfocadas en geometria, pero aun asi influyeron en la exploracion del
problema. Las actividades extracurriculares del resolutor, como su participacion en las
sesiones de entrenamiento de la olimpiada matematica, en el estado de Hidalgo,
proporcionaron vias para explorar el problema. El resolutor explicé que su participacion en
esta actividad le permitié conocer resultados y métodos que ha utilizado en la solucion de

problemas, aunque en este caso solo se registraron tres aportaciones.

Las interacciones con el mentor, ademas de ser la segunda categoria més frecuente, fueron
las que generaron avances mas significativos. Esto era esperado, ya que estas interacciones
consistian en discusiones especificas sobre el problema, destacando la importancia de este
tipo de interacciones. El resolutor menciona que, en la mayoria de estas interacciones,
lograba superar los puntos en los que se encontraba estancado. Por ultimo, las consultas
fueron la categoria que promovi6 mas exploraciones. Esto se debe a que, cuando el resolutor
notaba ciertas peculiaridades que podrian ser utiles para la solucion, buscaba profundizar en

ellas. El bajo impacto en la solucidon se debe a que estas exploraciones generalmente no
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proporcionaban informacion significativa para la solucion; sin embargo, las dos interacciones

significativas identificadas fueron cruciales para la primera solucion del primer problema.
4.3 Resultados del analisis de las ideas obtenidas

A continuacion se presentan los resultados derivados del analisis de las ideas obtenidas
durante el proceso, para el andlisis no se consideraron las ideas que se derivan directamente

del trabajo consciente.

Para el primer problema se identificaron las siguientes ideas, la primera de ellas se obtuvo
durante un periodo de trabajo consciente, pero al indagar mas en la idea se puede identificar
el como esta idea se fue construyendo a lo largo de varios dias. Inicialmente, se identifico
como una conjetura a través de la exploracion con el modelo dindmico, linea 72, 17 dias
después durante una consulta el resultado que podria utilizar, sin embargo al querer explorar
en el modelo, identifica que desconoce algunos datos, por lo que termina descartando la idea.

72 durante esta exploracion obtuve distintas distancias que coinciden.

138... busco en youtube “problemas de geometria no rutinarios” ...,

140... entre los videos me llamo la atencion el de “Demostracion del Teorema de Apolonio o Teorema
dela

141 mediana”, lo observe ya que involucra puntos medios y observe algunos otros por si alguno

142 me servian, al regresar a GeoGebra veo si puedo aplicar el teorema que vi pero antes de

143 eso me digo “No conozco la distancia que hay entre E y F ya que no encontré relacion con

144 los lados originales” lo que me hace descartar esa idea...

Posteriormente, 12 dias después, tras una interaccion social con el mentor el resolutor término
utilizo el resultado encontrado anteriormente, linea 140, asignando incognitas a los datos que
desconocia, linea 235-237, al dia siguiente se hace el trazd correspondiente y a partir de ahi
se vuelve un elemento fijo del modelo.

235 ...hay que buscar la mas fragil en

236 ...donde se rompa, en ese momento lo que a mi me pas6 por la mente fueron las medianas

237 ...que habia encontrado eran iguales ya que para mi sus ecuaciones forman un ciclo

244 Tracé la mediana que me hace falta para ver si observo algo, sin embargo; la imagen no
245 ayuda mucho, asi que la modifico de tal manera que se vea mejor...

Después de transcurrir otros 12 dias, durante otra consulta el resolutor utilizé un método de

la fuente consultada para adaptarla al problema y asi obtener las incognitas de las ecuaciones

que habia planteado, trabajé mas sobre esta idea hasta estancarse.

298 ...visite de nuevo el canal de YouTube Math in Black después de
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299 revisar unos videos que llaman mi atencion vuelvo a ver el del teorema de Apolonio o de la
300 Mediana, que me lleva a ver el de stewart que a su vez me lleva a ver el video del teorema de
301 euclides y ley de cosenos, lo que a su vez me lleva a reconsiderar usar la ley de cosenos,
302 anteriormente la descarte porque no pensé que fuera de utilidad pero esta vez si

Finalmente, una vez transcurridos 9 dias mas, el resolutor lleg6 a la solucidon, mientras
trabajaba en la idea, y pensando en abandonarla una vez mas, el resolutor obtuvo una idea en
forma de imagen mental sobre el modelo dindmico, lo que le ayud6 a obtener la
demostracion. Si bien con esta demostraciéon no se resuelve el problema original, fue
importante para la primera solucion.

408 A las 19:00 hrs aproximadamente, pensando en como desaserme de esos senos y cosenos

409 algo desesperado pensando en abandonar de nuevo la idea analiz6 la situacion y no se

410 como describirlo pero veo como que el lado que une las puntas de los vértices lo escribi en

411 término de los otros dos lados y el angulo, pero esos lados son los mismos del tridngulo y

412 el angulo es como una ampliacion del original, entonces veo como si pudiese doblar el

413 angulo para que coincida con el tridngulo original, estando en ese triangulo lo “roto” y

414 luego lo desdoblo donde quiero, al momento de justificar esos calculos caigo en cuenta

415 que esa “rotacion” la puedo hacer con el seno y aplicar la identidad de la suma de angulos

416 del coseno de “regreso” el ver eso me hizo sentirme seguro de la prueba y de que nada
417 mas tenia que hacer los célculos correctos

La segunda idea ocurri6 tras dejar de abordar el problema, sin embargo no cuenta con las
caracteristicas de la incubacion e iluminacion, ya que el problema no fue dejado de lado en
su totalidad, el resolutor estaba en procesos reflexivos. Esta idea brindo6 la primer solucion
del problema
445...a las 18:00 hrs un poco fastidiado de no saber que hacer aun cuando ya habia mostrado algo,
446 me habia dado hambre asi que fui a comprar algo de comer, al llegar de regreso a mi lugar de 447
trabajo mientras veia la pantalla de la computadora preguntandome como demostrar la
448 distancia del vértice al punto medio era justo la mitad de las distancia de entre dos “puntas” de
449 los triangulos equilateros, y cuando ya me iba a dar por vencido vi como si el triangulo

450 que queria mostrar que era congruente “a uno de arriba” como si se fuese desdoblando y
451 doblando hasta llegar al otro triangulo...

La siguiente idea se obtuvo mientras el resolutor dormitaba, es decir, en esta idea hubo un
periodo de incubacion y se obtuvo la iluminacion. Esta idea brindo la solucion de la
reformulacion.

569 ...me encontraba dormitando a una hora

570 distinta a la usual, 7:30, en eso llegd a mi mente el problema en que me encontraba que
571 necesitaba hacer casos, llegd a mi mente como construccion...

Mientras el resolutor se encontraba escribiendo el resultado de la reformulacion del problema

empez6 a tener distintas ideas, ninguna de las cuales solucionaba el problema pero
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presentaban alternativas que no se habian explorado con anterioridad. Inicialmente, el
resolutor trat6 de ignorarlas y continuar con la redaccion, sin embargo las ideas permanecian
en su mente, por lo que decidi6 abordar una de ellas, sin que llegara a algo concluyente. Por
cuestiones de horario el resolutor buscaba dormir, sin embargo las ideas continuaban hasta

que llegd una idea que soluciono el problema original con puros argumentos geométricos.

Para el segundo problema, la primera idea aparece después de iniciar un proceso reflexivo
sobre lo que mantenia atascado al resolutor, esta idea no resuelve el problema directamente

pero permite transformar el problema original en un problema mas sencillo.

36 ...me surgio el pensamiento de que no habia tenido avances ya que no conectaba el
37 tridangulo nuevo con el equilatero, 1o que a su vez llevo al pensamiento de construir el tridngulo
38 nuevo sobre el original.

La segunda idea ocurre nuevamente durante un proceso reflexivo, en el cual el resolutor
estaba repasando el problema, es decir repasando lo que sabia y lo que queria demostrar, con
lo que logroé obtener una idea que llevo a reducir el problema a una sola igualdad, que el SGD
verificd empiricamente como cierta. Sin embargo, a pesar de lograr transformar el problema
a una sola igualdad, el resolutor no logrd solucionar el problema.

49 ...reflexioné de la siguiente manera ...

51 ...al tener presente esta idea recordé un ejercicio...
53 ...reduciendo el problema a mostrar que el angulo € era igual an, en lo cual no tuve éxito.

La ultima idea se obtuvo mientras el resolutor se encontraba explorando el modelo, esta idea
retne la conjetura formulada, la construccion de la primera idea y la igualdad que se buscaba
demostrar en la segunda idea. Aunque con esta idea se soluciona el problema inmediatamente

el resolutor no se dio cuenta hasta después.

57 ...durante la exploracion con este software consideré modificar

58 la construccion, por construccion DE era igual a DC y se deseaba mostrar que esos eran iguales a
59 EC, por lo cual hice la nueva construccion de manera que EC sea igual a CD desconociendo DE,
60 al hacer esto queda que el triangulo ACE es congruente con BCD.

62 Anteriormente se deseaba mostrar que {=¢, sin embargo, con la modificacion en la construccion,
63 resulta irrelevante que (=¢...

Unicamente una solucion fue obtenida como se describe en las etapas del PCM, el resto de
las ideas se obtuvieron mientras el resolutor se encontraba inmerso en procesos reflexivos o
durante el trabajo consciente, con la peculiaridad de que estas ideas juntaban informacion

obtenida en exploraciones previas.
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5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

5.1 Introduccion

En este capitulo se discuten los hallazgos derivados del analisis presentado en los apartados
previos y se exponen las conclusiones alcanzadas a partir de ellos. Este proceso involucra
confrontar los resultados obtenidos con la literatura, identificar coincidencias y divergencias,
y extraer las implicaciones tedricas, metodologicas y practicas que se desprenden de la
investigacion. Asimismo, se sefialan las limitaciones del estudio y se proponen posibles
lineas de investigacion futura, con el fin de enriquecer el campo de la educacién matematica

y el uso de tecnologias digitales en la resolucion de problemas geométricos y el PCM.

5.2 Respuesta a las preguntas de investigacion

La pregunta que guio este trabajo es: ;{De qué manera el uso de una tecnologia digital como
GeoGebra, un software de geometria dindmica (SGD), modifica los procesos cognitivos al
resolver problemas que involucran elementos del PCM? Para obtener una respuesta se
propuso un marco conceptual que refind las etapas del PCM. Los procesos identificados en
este refinamiento fueron analizados para encontrar informacion relevante que ayudo6 a
contestar la pregunta planteada. El andlisis de datos reveldo cambios significativos,
principalmente en las etapas de preparacion y verificacion. Estos cambios se evidenciaron
tanto en la manera en que se llevaron a cabo las acciones como en las posibilidades que dichas
acciones ofrecieron al incorporar una SGD en la resolucion, en comparaciéon con un entorno
tradicional de lapiz y papel., lo cual era de esperarse, dado que las tecnologias digitales actian
como mediadores que reorganizan y amplifican los procesos cognitivos (Moreno-Armella y

Sriraman, 2009; Pea, 1987; Vygotsky, 1981).

Adicionalmente, el analisis de datos mostr6 que al utilizar un SGD, el resolutor transit6 por
multiples ciclos de modelacion (Lesh, 2000), desencadenados a medida que exploraba el
problema utilizando elementos del pensamiento matematico y adquiri6 nuevos recursos. Este
proceso se observo tanto en la etapa de preparacion, permitiendo una comprension mas

profunda del problema y reflejandose en la evolucion del modelo, como en la etapa de
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verificacion, donde la validez de las ideas se ponia a prueba de manera dinamica, generando

nuevos ciclos de modelacion adaptados a los huecos argumentales identificados.

En concordancia con Sriraman (2009), la interaccion social fue fundamental en el proceso de
solucion, aportando recursos explorados con las herramientas y caracteristicas del SGD.
Algunos de estos recursos proporcionan informacion relevante para la solucion del problema
y también influyeron en el sistema de control, permitiendo decisiones basadas en la
interaccion con el mentor y en los recursos adquiridos, resaltando la importancia de la

comunicacion en los procesos de resolucion y el aprendizaje con entendimiento.

Por otro lado, las etapas de incubacion e iluminacidon no ocurrieron tal como las definieron
Wallas (1926) y Hadamard (1945). Exceptuando una idea que surgid mientras el resolutor
dormitaba, el resto de las ideas aparecieron durante periodos de reflexion o trabajo
consciente. Es decir, aunque el resolutor no trabajaba activamente en el problema, estaba
inmerso en pensamientos relacionados con su exploracién, o bien, durante el trabajo
consciente, usando informacioén obtenida en periodos de trabajo previo que habian sido

interrumpidos por falta de informacion.

En suma, la incorporacion del SGD en la resoluciéon de problemas vinculados al PCM
permitié observar una reorganizacion y amplificacion de las acciones cognitivas, la
emergencia de ciclos de modelacién mas complejos y la importancia de la interaccion social

en la toma de decisiones, aportando nuevos matices a la comprension del PCM.

5.3 Discusion de resultados

Los resultados evidenciaron que la incorporacion de un SGD en el PCM amplifica y
reorganiza las acciones realizadas durante las etapas de preparacion y verificacion (Tabla 3).
Debido a la escasez de trabajos similares, no es posible comparar directamente estos
hallazgos; sin embargo, como sefala Hadamard (1945), durante la etapa de preparacion
resulta fundamental profundizar en los conceptos matematicos y explorar desde distintas
perspectivas. Esta profundizacion se ve favorecida por la funcidon de amplificacion del SGD,
que simplifica tareas operativas y libera recursos cognitivos del resolutor, permitiéndole

enfocar su atencion en aspectos conceptuales. A su vez, la reorganizacion propiciada por el
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SGD posibilita exploraciones desde multiples perspectivas, abriendo rutas de exploracion

que no son posibles en un entorno tradicional de 1apiz y papel.

Ademas, al incorporar el SGD, se observo que el resolutor llevo a cabo multiples ciclos de
modelacion (Lesh y Doerr, 2003). Dado que no se dispone de investigaciones equivalentes
en un ambiente exclusivamente de 1apiz y papel, no puede afirmarse que este fendmeno sea
exclusivo del uso de herramientas digitales. Sin embargo, la presencia del SGD en el proceso
de resolucion evidencié con mayor claridad esta dindmica de modelacion y refinamiento del
modelo, lo que sugiere un impacto significativo de la herramienta en la forma en que el

participante aborda y comprende el problema.

Tal como identificé Sriraman (2009) la interaccion social fue crucial en el PCM, mas aun los
resultados evidencian la importancia de la comunicacién en los procesos de solucion, lo que
coincide con lo expuesto por Hiebert et al (1997) en que el aprendizaje con entendimiento se

da a través de la reflexion y la comunicacion.

Por otro lado, los resultados obtenidos en esta investigacion desafian las concepciones
tradicionales propuestas por Wallas (1926) y Hadamard (1945), que sugieren que las ideas
cruciales emergen exclusivamente de manera inesperada (iluminacion). Las observaciones
realizadas en este trabajo indican que dichas ideas pueden también surgir durante sesiones de
reflexion o mientras se trabaja activamente en el problema, frecuentemente vinculadas a la
informacion recopilada en sesiones previas. Este hallazgo sugiere una revision de los
conceptos de incubacion e iluminacion, ampliando asi los escenarios reconocidos dentro del

PCM.

Trabajar en un problema durante varios dias sin lograr avances significativos puede parecer
poco productivo. Sin embargo, de acuerdo con Hadamard (1945), este periodo permite que
el inconsciente procese la informacion. Basandonos en esta consideracion y en la evidencia
empirica, proponemos el término “incubacidon-iluminacidon progresiva” para describir el
proceso en el cual la informacion obtenida en exploraciones previas, relegada al inconsciente,
se sintetiza y se manifiesta en ideas durante procesos reflexivos o de trabajo consciente. Este

concepto, junto con el refinamiento de las etapas del PCM, se propone para su discusion y
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analisis con el fin de desarrollar herramientas que faciliten una comprension mas profunda

del PCM.

El andlisis de las ideas que condujeron a avances significativos en el proceso de solucion, asi
como de las que fracasaron, permitio identificar algunos de los procesos mentales
involucrados en la obtencioén de estas ideas. Ademas, se observd que las aproximaciones
erroneas desempenan un papel crucial en el proceso de solucion, ya que generan procesos

reflexivos e incitan a abordar el problema desde nuevas perspectivas.

5.4 Alcances, limitaciones y propuestas a futuro

En este trabajo, se han identificado y analizado las etapas del PCM cuando se incorporan
tecnologias digitales en la resolucion de problemas geométricos. Los resultados indican que
el uso de un SGD amplifica y reorganiza las etapas de preparacion y verificacion, elementos
fundamentales en el PCM. Ademas, se constato que la disponibilidad de un modelo dindmico,
gracias al SGD, llevo6 al resolutor a involucrarse en multiples ciclos de modelacion, en los
cuales el modelo evolucion6 conforme cambiaba su percepcion del problema. Asimismo, se
reconocio la interaccion social como un componente relevante del proceso, y se observaron
periodos de incubacion-iluminacién progresiva que influenciaron significativamente la
obtencion de la solucion. Por tltimo, se propuso el concepto de problema-reto y se resaltd

su utilidad en la indagacion del PCM.

A pesar de estos hallazgos, la investigacion presenta ciertas limitaciones. En primer lugar, se
trata de un estudio de caso con un solo participante, lo que restringe la generalizacion de los
resultados. Asimismo, la falta de investigaciones similares dificulta la comparacion directa
de la influencia de las tecnologias digitales frente a un entorno exclusivamente de lapiz y
papel. De cara a futuras investigaciones, se recomienda ampliar el numero de casos
analizados para validar los resultados obtenidos y favorecer su generalizacion. También
resultaria valioso llevar a cabo estudios comparativos en un ambiente de lapiz y papel, lo que
permitiria contraponer las experiencias y logros obtenidos con el uso de tecnologias digitales.

Por otra parte, seria interesante explorar el impacto de otros tipos de tecnologias digitales
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mas alld del SGD, con el propdsito de brindar una vision mas amplia y detallada sobre como

estas herramientas pueden influir en las distintas etapas del PCM.

La viabilidad de continuar esta linea de investigacion es, en principio, factible, aunque se
deben considerar importantes dificultades. Por ejemplo, ampliar la muestra implica enfrentar
retos en la seleccion y reclutamiento de participantes que sean representativos y permitan
garantizar la homogeneidad de los grupos. Asimismo, disefiar estudios comparativos entre
entornos digitales y de lapiz y papel exige la elaboracion de instrumentos de medicion
equivalentes y adaptados al entorno. Finalmente, la exploracion de otras tecnologias digitales
demanda un andlisis detallado de cada herramienta y de su impacto en las distintas etapas del
PCM, siendo necesario superar la escasez de investigaciones previas que puedan servir como

referencia para una comparacion directa.
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