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Resumen

Se identifican las estrategias de resolucion de problemas empleadas por ocho profesores,
inscritos en un posgrado en educacién matematica en una universidad publica de México,
cuando abordan tareas con multiples soluciones con GeoGebra. En el trabajo se reporta un
analisis detallado de las estrategias utilizadas por los participantes, asi como la forma en
que GeoGebra apoyo el proceso de implementacion de tales estrategias. El trabajo es
relevante porque la mayoria de las investigaciones sobre tareas con multiples soluciones se
realizan en ambientes de papel y lapiz, y se presentan, inicamente, analisis globales de las
estrategias utilizadas. La informacion se analiz6 con base en las heuristicas de resolucion de
problemas propuestas por Polya. Las actividades se implementaron en el marco de un curso
semestral sobre uso de las tecnologias digitales en el aprendizaje. La primera tarea es un
problema que consiste en maximizar el area de un triangulo. En la segunda tarea se solicita
encontrar la longitud de un segmento que es parte de una configuraciéon geométrica. La
tercera tarea es el problema denominado 7esoro del Pirata. La primera y tercera tarea se
abordaron individualmente, mientras que la segunda tarea se llevd a cabo en equipos de
cuatro participantes. Después del trabajo individual o por equipo, se llevaron a cabo
sesiones plenarias, donde se comunicaron las estrategias de solucion. Las fuentes de
informacion fueron los reportes escritos elaborados por los participantes, asi como notas de
campo elaboradas por los investigadores. En todas las tareas se reportaron como minimo
tres soluciones diferentes. Las principales estrategias utilizadas fueron el arrastre, el trazado
de mediatrices y la medicion de longitudes y de angulos. Ademas, se identifico una mejora
en las habilidades de resolucion de problemas de los participantes, asi como el desarrollo de
un aprendizaje por descubrimiento, a partir del apoyo proporcionado por las diversas

herramientas del software.



Abstract

The problem-solving strategies employed by eight mathematics teachers, enrolled in a
postgraduate program in Mathematics Education at a public university in Mexico, are
identified when they approach tasks with multiple solutions using GeoGebra. The study
conducts a detailed analysis of the strategies used by the participants and how GeoGebra
supports their implementation. The study is relevant because most research on multiple
solutions tasks are developed in paper-and-pencil environments and only global analyses of
the strategies used are presented . The information was analyzed based on Polya's Problem
Solving heuristics. The activities were implemented as part of the tasks developed during
an academic semester on the use of digital technologies in learning. The first task involves
a problem where the objective is to maximize the area of a triangle. In the second, the goal
is to find the length of a segment that is part of a geometric configuration. The third task is
the Pirate's Treasure Problem. The first and third task are addressed individually by the
participants, while the second task was approached by teams of four participants. After the
individual or team’s work, plenary sessions were held, where the solution strategies were
communicated to the other group members. The sources of information were the written
reports prepared by the participants, as well as field notes taken by the researchers. In all
the tasks, at least three different solutions were reported. The main strategies used by the
participants were dragging, bisector tracing, and measuring lengths and angles.
Additionally, an improvement in the participants' problem-solving skills was identified, as
well as the development of discovery learning, supported by the various tools provided by

the software.
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1. EL PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1.Introduccion

La geometria euclidiana ocupa una posicion de importancia en el bachillerato, ya que los
conocimientos geométricos permiten a los estudiantes explorar propiedades del mundo
fisico. Por otro lado, las ideas geométricas también son utiles para estructurar otros
conocimientos de los estudiantes (Camargo y Acosta, 2012). Ademas, el estudio de la
geometria permite desarrollar habilidades entre las que destacan: resolucion de problemas,
la creatividad, el descubrimiento de patrones, la capacidad de formular conjeturas y utilizar

los conocimientos previos para resolver problemas.

El Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de los Estados Unidos de Norteamérica
(NCTM, 2000) argumenta que algunas habilidades que los jovenes desarrollan cuando
estudian geometria, en el nivel basico y medio superior, incluyen el razonamiento
geométrico, capacidad para justificar y realizar demostraciones matematicas, asi como
habilidad para utilizar software en la exploracion y construccion de modelos, lo cual
posibilita que pueda formular conjeturas y encontrar relaciones con otros conceptos
matematicos. Entonces, resolver problemas de geometria puede ayudar a los estudiantes
para que reconozcan a las matematicas como una disciplina experimental, al incorporar una
herramienta digital como GeoGebra en el proceso de resolver un problema.
Tradicionalmente los filosofos de la ciencia, consideran que la matematica es una ciencia
formal, mientras que la fisica o la quimica son ciencias factuales, basadas en el método
experimental (Bunge, 1985; Davis & Hersh, 1981). Sin embargo, hoy en dia, derivado de la
aparicion de tecnologias digitales como los sistemas de geometria dindmica, los sistemas de
algebra computacional, entre otros se ha empezado a conceptualizar a la matematicas como

una disciplina experimental (Baker, 2008).



Por otra parte, Santos-Trigo (2014) enfatiza que resolver problemas es fundamental para el
aprendizaje de las matematicas. Desde esta perspectiva el resolutor (estudiante o profesor)
experimenta con los objetos de estudio, observa patrones, desarrolla estrategias y recursos,
formula preguntas para comprender la tarea, comunica resultados y reflexiona sobre los

procesos que llevo a cabo para abordar la tarea en cuestion (metacognicion).

Para apoyar el aprendizaje de los estudiantes, desde una perspectiva de resolucion de
problemas, el profesor tendrd que contar con los conocimientos necesarios para plantear y
resolver problemas, disefiar e implementar tareas, guiar y brindar las herramientas, asi
como apoyo al estudiante para encontrar la solucién de un problema. Asi, es importante que
el profesor resuelva problemas de manera sistematica, para contar con mejores elementos
que le permitan orientar y apoyar a sus estudiantes para que aprendan matematicas con
entendimiento (Hiebert et al., 1997). La capacitacion de un docente como resolutor de
problemas, le facilitara reconocer los obstaculos que pueden enfrentar los estudiantes, y de
esta manera, poder orientarlo y evitar que se frustre al no avanzar en la soluciéon de una
tarea (Antunovic-Piton et al., 2022). El aprendizaje a través de resolucion de problemas
ofrece al resolutor una oportunidad para desarrollar habilidades y aplicar sus
conocimientos, dotandolo de experiencias que incrementan sus habilidades, ademas de que
refinan aquellos saberes con los que ya cuenta y obtiene algunos conocimientos nuevos

conectados con lo que se sabe previamente (Antonovic-Piton et al., 2022).

Una herramienta util en el aprendizaje y ensefanza de las matematicas son las Tareas con
Multiples Soluciones (MSTs, por sus siglas en inglés), las cuales incluyen problemas
matematicos que cuentan con distintas rutas de solucion. Es importante sefalar que una
tarea de aprendizaje matematico incluye diversos elementos, un objetivo de aprendizaje,
elementos matematicos estructurados en torno al objetivo, un escenario de instruccion y un

proceso inquisitivo (Campos Nava, 2010).



De acuerdo con Leikin (2010), el profesor debe tener un conocimiento amplio y avanzado
en matematicas para proveer las diversas rutas de solucion de un problema. Al respecto, el
uso de un software como GeoGebra facilita al resolutor la aplicacion de estrategias y el
proceso de exploracion y busqueda de rutas de solucion. Identificar multiples rutas de
solucibon a un problema permite conectar diferentes conceptos matematicos Yy
representaciones durante el proceso de exploracion e identificacion de atributos en una
configuracion dinamica. Por lo anterior, el uso de la tecnologia al resolver problemas es
importante tanto para el estudiante como para el profesor, quién puede redisefar las metas
que desea alcanzar en el aula y, de esta manera, robustecer y potenciar el aprendizaje

matematico de los estudiantes (Santos-Trigo et al.,2021; Santos-Trigo, 2014) .

Con base en lo mencionado con anterioridad, el objetivo de esta tesis es analizar con detalle
las estrategias que utilizan profesores de matematicas cuando abordan Tareas con Multiples
Soluciones (TMS, de aqui en adelante), ya que antes de ensefiar algo, el docente debe
conocer, en primera instancia, las rutas y los obstaculos que puede enfrentar el estudiante al
abordar una tarea. Para apoyar el aprendizaje de los estudiantes el docente debe ser un hébil
resolutor de problemas, con amplios recursos matematicos. Ademas, es importante que los
profesores de matematicas reconozcan las posibilidades de software como Geogebra para
implementar heuristicas mientras se aborda una TMS. Hay que considerar que las tareas de
instruccion deben ser cuidadosamente disefiadas para que el estudiante logre entender el
problema, disefiar un plan, ejecutarlo y reflexionar sobre el proceso de solucion

(Antunovic-Piton et al., 2022; Pifeiro et al., 2021; Santos-Trigo,2014).

1.2. Revision de la Literatura

En esta seccion se revisan diversos articulos de investigacion empirica relacionados con la
utilidad de abordar tareas con multiples soluciones como herramienta didactica en la

formacion de docentes y estudiantes de matematicas, lo cual se convierte en un antecedente
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de como es que las TMS influyen en el aprendizaje y ensefianza de las matematicas

apoyandose de un sistema de geometria dindmica como GeoGebra.

Leikin (2010) realiz6é una investigacion con la finalidad de identificar como se aprende a
través del uso de TMS. La metodologia incluyo: (i) experimentos de multiples casos de
ensefianza y (i1) un estudio longitudinal. En los experimentos participaron 40 profesores de
primaria con experiencia entre uno y 20 afios. Los datos se recopilaron mediante
grabaciones, las cuales se transcribieron y se analizaron por al menos dos personas. La
atencion fue enfocada en el caso de una profesora que disefio tareas para profesores con
multiples soluciones, las cuales se implementaron posterior a un proceso de capacitacion.
Se obtuvo evidencia acerca de como la experiencia del profesor influye en la busqueda de
distintas alternativas para solucionar un problema de geometria. El estudio muestra
principalmente como los docentes aplican la flexibilidad e improvisacion en el salon de
clase. Se concluye que el docente debe experimentar y afrontar situaciones similares a las
que tendrian que enfrentar los estudiantes para comprender los procesos mentales
involucrados en la solucion de una tarea. Por otro lado, en el estudio longitudinal se reviso
como el profesor aborda las tareas. La informacion se recabé mediante entrevistas al
finalizar cada ciclo escolar. Abordar tareas con multiples soluciones permite al profesor

desarrollar diversas habilidades y el desarrollo de autonomia en el proceso de aprendizaje.

Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez (2017) buscaron identificar qué elementos puede aportar
el uso de tareas con multiples soluciones (TMS) en la formacion y actualizacion docente.
Se recolectd informacion proporcionada por 15 profesores en un curso de capacitacion (12
semanas). Los docentes resolvieron un problema de aritmética béasica con multiples
soluciones. Se buscd que mediante la tarea se establecieran conexiones entre
conocimientos, experiencias y relaciones matematicas haciendo uso de representaciones
graficas o numéricas al buscar distintas rutas de solucion. Es importante que los docentes

desarrollen este tipo de actividades, ya que les permitird reflexionar sobre la forma en la

11



que sus estudiantes pueden llegar a pensar y resolver esa tarea, y de esta forma conocer

como los pueden apoyar en su avance en el proceso de solucion.

En un estudio realizado por Piiieiro et al. (2021), se buscd conocer cuales son los
conocimientos matematicos de nueve profesores de primaria en formacion, sobre la
resolucion de problemas. Los datos se obtuvieron mediante una entrevista semiestructurada,
grabada en audio. Se identificaron los conocimientos previos de los futuros profesores, asi
como sus habilidades y disposicion para resolver problemas. Las grabaciones se
transcribieron y los datos se organizaron en tablas. Se concluye que no hubo una
capacitacion completa en la resolucion de problemas, lo cual sefala una falta de

articulacion de conocimientos tanto del componente disciplinar como del didéctico.

Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez (2018), abordan la utilidad de la tecnologia en el
entendimiento de resolucion de problemas. Una de las ideas que enfatizan es que en el
ambiente digital (GeoGebra) se pueden identificar elementos que podrian quedar ocultos
cuando se trabaja con lapiz y papel. La investigacion se enfocd en conocer cuales son las
caracteristicas del conocimiento que se construye con GeoGebra, y qué formas de
razonamiento emergen al usar la herramienta para resolver problemas. El andlisis de la
informacion se realizd con base en el marco de razonamiento covariacional. Participaron 18
estudiantes de primer semestre de una licenciatura en matematicas aplicadas. Las
actividades se desarrollaron durante un semestre, y se obtuvieron grabaciones en video del
trabajo de los estudiantes. Se propusieron actividades de modelizacion para el desarrollo
del pensamiento variacional, mediante el trabajo en pequefios grupos y debates guiados por
el docente. Los resultados aportan evidencia de que el uso de la tecnologia permite
identificar el comportamiento grafico del llenado de recipientes. Ademads, los procesos
cognitivos al trabajar con tecnologia son distintos al compararse con los de un ambiente de
lapiz y papel, dado que ahora el estudiante tiene la posibilidad de visualizar y no solo de
imaginar la variacion. El uso de la tecnologia aporta elementos utiles para trazar rutas de

solucion, lo que a la vez ayuda a una comprension matematica mas robusta.
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Santos-Trigo, et al. (2021), realizaron una investigacion para conocer el impacto de la
tecnologia en la mejora y la ampliacién de estrategias de resolucion de problemas. Los
participantes fueron siete docentes de bachillerato inscritos en un programa de maestria en
educacion matematica. Se llevaron a cabo sesiones de tres horas, dos veces por semana
durante un semestre académico. Los profesores abordaron una serie de tareas con la
intencion de que tuvieran un acercamiento con las ideas involucradas e investigar de
manera autdbnoma los temas relacionados. Las tareas se abordaron en grupos de dos o tres
participantes. Se observd que los profesores comparten sus ideas y cuestionan la de sus
pares. Se trabajo con GeoGebra y se propuso resolver el Problema de Apolonio. Los
profesores generaron ideas variadas en las que exponian sus rutas de solucién con la ayuda
de la herramienta. Se obtuvo evidencia de que el uso de herramientas digitales permite al
docente ampliar las posibilidades para generar estrategias en la busqueda de patrones en la
resolucion de problemas y ademds que se volvié importante de parte del docente la consulta
previa de informacién sobre conceptos de la tarea planteada para generar temas de

discusion en el aula.

Gridos et al. (2022), realizaron un estudio basado en la creatividad cuando se abordan
TMS. Se evaluaron aspectos como comprension de problemas y trazos de lineas auxiliares
que permiten dar respuesta a los problemas con multiples soluciones. Participaron 243
estudiantes entre los 15 y 16 afios quienes respondieron dos cuestionarios, uno enfocado en
TMS y otro para medir su habilidad de percepcién geométrica. La metodologia se baso en
la propuesta de Leikin. Se identificaron las diversas maneras en las que los estudiantes

perciben las figuras geométricas y su habilidad en la solucién de problemas.

Hernandez et al. (2019), indagaron sobre las aptitudes matematicas de futuros profesores,
las cuales son las necesarias para hacer frente a los posibles retos en el aula. Participaron
tres docentes en su Ultimo afio de formacion profesional. Se describen los resultados de
resolver una tarea con multiples soluciones usando GeoGebra. La tarea consistid en

calcular el area de un trapezoide isosceles circunscrito en una circunferencia de radio R. La
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metodologia empleada se denomina MUST (Mathematical Understanding for Secondary
Teaching) la cual se traduce en comprension matematica para la ensefianza en secundaria; y
consiste en describir cudl es el nivel requerido de comprension para la ensefanza de
matematicas en secundaria, incluyendo competencias, contexto de ensefianza y la actividad
matematica. Se concluye que las herramientas tecnologicas son clave para la construccion

de demostraciones y alcanzar un mejor entendimiento de la solucidon de tareas geométricas.

Levav-Waynberg et al. (2012a) analizaron el rol de las TMS en el desarrollo del
conocimiento y creatividad en geometria. Se llevd a cabo un estudio longitudinal.
Participaron 303 estudiantes israelies, quienes se clasificaron en dos grupos, uno de alto
desempefio (229 estudiantes), que actudé como grupo experimental, y otros de desempefio
promedio (74). En el grupo experimental se implementaron tareas con multiples soluciones,
mientras que no hubo intervencion en el grupo regular. El objetivo fue comparar el
desarrollo y la creatividad, con base en las respuestas de exdmenes para medir su progreso.
Se consider6 la exactitud de la solucién, comprension y grado de conexion entre las ideas,
pero los criterios principales fueron la flexibilidad, fluidez y originalidad. Se identific6 que
para que la creatividad aparezca es necesario disponer de recursos, que es una caracteristica
intrinseca del estudiante. Los participantes del grupo experimental lograron conectar su
conocimiento geométrico, por lo que mostraron mayor fluidez al resolver problemas. Se
obtuvo evidencia de que las tareas con multiples soluciones son una herramienta 1til para el

desarrollo de habilidades en la solucién de problemas.

Levav-Waynberg et al. (2012b) retomaron la idea del uso de tareas con multiples soluciones
para evaluar la creatividad y el desempefio en geometria, a través de la resolucion de
problemas. Las actividades se implementaron con dos grupos de estudiantes israelies
(sobresalientes y regulares). El primer grupo se integrd con 185 participantes y el segundo
con 82. El objetivo del estudio fue obtener evidencia de que la creatividad es un elemento
importante para hacer matematicas, combinado con otras habilidades como la fluidez,

flexibilidad y originalidad en la resolucion de tareas. Se resalta la idea de que la geometria
14



promueve el razonamiento 16gico, asi como el entendimiento de las matemadticas. Los
resultados sefialan las diferencias entre estudiantes sobresalientes y regulares, a pesar de
que se vieron expuestos a la misma metodologia de TMS, desarrollan creatividad y hacen
uso de sus conocimientos previos para resolver problemas de distintas maneras en relacion

con criterios como exactitud y articulacion de sus conocimientos geométricos previos.

Santos-Trigo y Barrera-Mora (2011) destacan la importancia de evaluar el conocimiento
matematico y didactico en profesores de bachillerato a través de la metodologia de
resolucion de problemas. Las preguntas de investigacion son: ;Coémo los profesores de
nivel medio superior aumentan sus conocimientos en el area de las matematicas y la
didactica?; ;Qué tan eficientes son las herramientas computacionales para construir,
desarrollar y articular sus conocimientos en matematicas?; y ¢qué tipo de problemas son
utiles para el desarrollo de un pensamiento matematico? En la investigacion participaron 10
personas (dos educadores matematicos, un matematico, un estudiante de doctorado y seis
profesores de bachillerato), quienes trabajaron durante un semestre en sesiones de tres a
cuatro horas por semana. Las tareas se enfocaron en contextos reales, hipotéticos y
matematicos, teniendo como propdsito que los profesores identifiquen el potencial
didactico de cada tarea. Lo anterior es de utilidad cuando ellos disefien tareas y las
implementen con sus estudiantes. Durante la implementacion de las tareas los participantes
usaron herramientas digitales para discutir y compartir nuevas rutas de solucion. Los
investigadores concluyen que el correcto disefio y seleccion de problemas contribuyen para
que se desarrollen formas matematicas de pensar. De igual forma, el uso de un Sistema de
Geometria Dinamica (SGD de aqui en adelante) permite hacer simulaciones, las cuales

facilitaron a los profesores identificar distintas formas de representacion.

In’am (2014), realizé un estudio en Indonesia con 85 estudiantes universitarios de segundo
semestre. Las actividades incluyeron problemas de geometria Euclidiana. Se busco
determinar como los estudiantes entienden los problemas, de qué manera los estudiantes

disefian y ejecutan un plan para resolverlos, y si retoman los resultados para encontrar
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alguna ruta alterna. El componente cualitativo se centrd en identificar las cuatro fases de
Polya con un cuestionario de cuatro preguntas por cada una de las fases aplicado a todos los
participantes. En el componente cuantitativo se describe la aplicacion de dos problemas que
solo se mencionan sin dar una descripcion detallada de en qué consisten. En los resultados
observaron que la mayor parte de los participantes lograron entender los problemas de
geometria, pero son muy pocos los que realizan un disefio de un plan para la resolucion de

problemas.

En un estudio realizado por Antunovic-Piton y Baranovic (2022), se buscd conocer los
factores que intervienen en el éxito al resolver problemas de geometria. Las preguntas de
investigacion fueron: ;Qué factores influyen en el proceso de resolucion de problemas
independientes, ya sea como una ventaja o como obstaculos?; y ;cémo el planteamiento del
problema influye en el proceso de solucion? La investigacion fue cualitativa. Participaron
estudiantes de secundaria (14 y 15 afios) divididos de forma aleatoria en tres grupos. Se
analiz6 el proceso completo de resolucion de problemas mediante las cuatro fases de Polya.
Se implement6 una tarea, retomada de una prueba croata (National Secondary School
Leaving Exam in Mathematics), para evaluar aplicacion de propiedades de éangulos
inscritos que cortan el arco y cuerda de una circunferencia. La tarea se planted de tres
formas distintas: (i) enunciado idéntico al del examen (planteamiento y cuatro posibles
respuestas), (ii) planteamiento original sin opciones de respuesta, incluyendo una imagen
que hace referencia al problema, pero muestra datos incompletos, y (ii1) una tercera version
completamente distinta, contextualizada en el area de astronomia, usando los datos y la
ilustracion del problema original. Se concluye que los participantes debieran aplicar sus
habilidades de entendimiento, disefio de plan, ejecucion y retroalimentacion del problema,
ademas de la visualizacion para conectar sus conocimientos con la imagen que se les
proporcionaba. En el caso de la versidn que carecia de una imagen, debieron realizar

dibujos de apoyo para resolver la tarea. Se identificO una pobre conexion entre el
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enunciado, la representacion visual simbolos y calculos ya que los participantes no lograron

articular dichos elementos.

Stupel y Ben-Chaim (2017) revisaron las estrategias de aprendizaje, el pensamiento
pedagdgico y matematico, a través de resolver TMS, de 37 futuros profesores en su ultimo
afio de formacion como docentes de matematicas y a 13 profesores de facultades de Israel.
A los participantes se les propuso resolver dos problemas de geometria con el uso de un
software. Se considera que exponer a los profesores a este tipo de tareas permitira que
adquieran las habilidades necesarias para solucionar problemas en cualquier area de las
matematicas. El marco tedrico incluye una conceptualizaciéon de que pensar en términos
matematicos significa desarrollar capacidad de andlisis, habilidad para usar reglas y
teoremas para resolver un problema. Se considera que el conocimiento geométrico y
creatividad de los estudiantes aumenta al abordar TMS, ya que dichas tareas permiten
conectar sus ideas con otras areas de las matematicas distintas a la geometria. Se concluye
que el pensamiento matematico de los estudiantes se enriquecid, ademas de que lograron
conectar sus conocimientos geométricos con otros topicos matematicos, € incluso en
comentarios hechos por los participantes destacan haber disfrutado y descubierto la belleza

de las matematicas.

Continuando la revision de las ventajas que presentan las TMS, Kordaki (2015) realizé una
investigacion en la que se propusieron problemas de calculo de areas a dos grupos de veinte
estudiantes de 14 afos, de una secundaria en Grecia, quienes ya habian revisado el tema un
mes antes. La implementacion de las tareas incluyé sesiones con una duracion de entre hora
y media a dos horas y media, dependiendo del tipo de tarea asignada, fuera del horario de
clase. Las tareas fueron de dos tipos, unas exigian solo una ruta de solucién y en las otras se
solicitaron soluciones multiples. Se permitidé a los participantes utilizar un software
geométrico diseniado especificamente para estudiantes de primaria y secundaria. El uso de
la herramienta permitié que los estudiantes experimentaran construyendo figuras con areas

iguales, midieran y pudieran rotar la figura, esto produjo que ellos encontraron una relacion
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entre las propiedades del objeto y su representacion simbolica con la formula de area. El
estudio es exploratorio, cualitativo y comparativo, ya que se centra en conocer las
diferentes estrategias utilizadas por los estudiantes con y sin el uso de la tecnologia. Se
destaca que la comunicacion al compartir las diferentes rutas de solucion, fueran correctas o
no, produjo una mejora en las habilidades de resolucion de problemas de los estudiantes,

ademads de que ganaron confianza y tuvieron una mejor comprension de los temas.

Guberman y Leikin (2012) realizaron un estudio con 27 futuros profesores de matematicas
de primaria. Los participantes se dividieron en dos grupos; el A, de alto rendimiento y el B,
de bajo rendimiento. La investigacion se desarrolld en tres etapas y tuvo una duracion de 56
horas. Los participantes abordaron 35 tareas y cinco problemas cuyo objetivo es identificar
el interés y las competencias de los participantes en la resolucion de problemas ; asi como
la dificultad de las tareas. En la primera etapa, se analizaron los cambios sobre el concepto
de TMS, por lo que aplicaron un test en el que pedian solucionar tres problemas de tantas
maneras como fuera posible y escribir sus opiniones sobre si el problema resultaria
complicado y de interés para sus alumnos. En la segunda etapa, los participantes
entrevistaron a dos de sus alumnos sobre uno de los tres problemas, con el proposito de
conocer si el profesor habia cambiado su forma de ensefiar. Finalmente, en la tercera fase,
se aplico un test que consiste en resolver los problemas cuatro y cinco de diversas formas.
El estudio revel6 cambios significativos en las competencias en resolucion de problemas de

ambos grupos, lo cual permiti6 corroborar la hipodtesis sobre la efectividad de las TMS.

Con el proposito de sintetizar e identificar los resultados obtenidos en la literatura revisada
en este trabajo, se ha concentrado en la Tabla 1 dicha informacion. La tabla también
muestra cuales fueron los problemas investigados, los participantes con los que trabajaron,
el marco tedrico y/o conceptual utilizado, asi como la metodologia empleada para su

desarrollo.
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Autor(es) y afo

Pregunta de
investigacion u
objetivo

Marco Teoérico/
conceptual

Metodologia

Resultados

Leikin (2010)

Explicar el aprendizaje a través
de la ensefianza (LTT),
utilizando tareas con multiples
soluciones (TMS).

Aprendizaje a través de la
enseflanza. Espacio de
soluciones. Soluciones

convencionales y no
convencionales

Estudio cualitativo. Multiples casos de
experimentos de ensefanza (1-3 lecciones)
y una investigacion longitudinal
(experimento de desarrollo docente).
Protocolos escritos y videograbaciones.
Triada de datos (pre-in-post entrevistas).
Story-telling para presentacion del caso

Las tareas con multiples soluciones alientan al
resolutor a desarrollar un aprendizaje autdnomo.
Las TMS apoyan el LTT de los docentes, ya que

incluyen situaciones problematicas no
anticipadas. Ademas, la ampliacion del espacio
de soluciones de un profesor, mediante las ideas
de los estudiantes, contribuye al fortalecimiento
de los conocimientos del docente y de sus
estudiantes.

Santos-Trigo &
Barrera-Mora (2011)

(En qué medida los docentes de
bachillerato reflexionan sobre la
necesidad de revisar y ampliar
sus conocimientos matematicos
y didacticos al resolver
problemas con tecnologia?

Resolucion de problemas.
Comunidades de practica
(comunidad inquisitiva). Uso
de la tecnologia. Rutas
potenciales de instruccion.

Seis profesores de bachillerato, dos
educadores matematicos, un matematico y
un estudiante de doctorado. Sesiones
semanales de trabajo (3h) un semestre.
Modelado de un trailer al pasar por un
desnivel con Cabri Geometry y
calculadoras TI. Unidad de andlisis es el
grupo. Discusiones grupales grabadas en
video.

Las representaciones dinamicas de los problemas
permiten dar sentido al enunciado, identificar y
explorar relaciones matematicas. El uso de
calculadoras permite integrar las aproximaciones
geométricas y visuales con las aproximaciones
algebraicas. Las discusiones dentro de la
comunidad inquisitiva favorecen la reflexion, y
esta a su vez la ampliacion de los conocimientos
docentes. Las tareas son fundamentales para
promover en los estudiantes un pensamiento
matematico.

Levav-Waynberg & Leikin
(2012 a)

(Como el uso sistematico de
TMS contribuye al
conocimiento matematico y la
creatividad de los estudiantes
en el campo de la geometria?

Resolucién de problemas:
Tareas con multiples
soluciones

Estudio longitudinal comparativo. Uso del
esquema de puntuacion para la evaluacion
del desempefio en resolucion de problemas
de TMS de Leikin (2009), grupos de
control y experimentales, aplicacion de
entrevistas.

La comparacion con el grupo experimental y de
control mostrd que la implementacion de TMS
aument6 la conexion del conocimiento de
geometria, y su flexibilidad para resolver
problemas. Se mostr6 que el conocimiento es una
condicion necesaria para la creatividad.
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Autor(es) y afo

Pregunta de

investigaciéon u
objetivo

Marco Tedrico/
conceptual

Metodologia

Resultados

(2012)

dificultad y el interés de las
tareas matematicas?;Como se
relacionan estas evaluaciones
entre si? (Como cambian
estas evaluaciones a lo largo
de la participacion de los
PMTs en el curso?

convencionales, aplicacion de entrevistas
y cuestionarios (escala de likert) en tres
fases. Participaron 27 profesores en
preservicio.

Levav-Waynberg & | Examinar el uso sistematico | Resolucion de problemas: | Uso del esquema de puntuacion para la | Se enfatiza el papel de la originalidad en la

Leikin (2012 b) de las TMS en la geometria | Tareas con multiples | evaluacion del desempeifio en resolucion | evaluacion de la creatividad, existe una relacion
escolar como un instrumento | soluciones Enfoque | de problemas de TMS de Leikin (2009), | entre el conocimiento matematico y la
de investigacion didactica | pragmatico y psicométrico | aplicacion de dos tareas. Participaron 267 | creatividad. Lo anterior se relaciona con la
para el desarrollo del | de la creatividad. estudiantes de décimo grado. flexibilidad del pensamiento y una profunda
conocimiento y creatividad. comprension matematica de un problema.

Guberman y  Leikin | (Como evalian los PMT la | Resolucion de problemas. Uso de cinco problemas no | Los maestros tuvieron éxito en la resolucion de

problemas y al resolver los problemas
comenzaron a emplear estrategias de resolucion
mas avanzadas. Desarrollaron la capacidad de
producir varias soluciones a un problema y
mejoran su flexibilidad mental.

In'am (2014)

1) (Cémo entienden los
estudiantes los problemas de
geometria Euclidiana?
2){Cémo idean un plan los
estudiantes para los problemas
de geometria Euclidiana? 3) ¢,
Como ejecutar ese plan?
4){Cémo ven los estudiantes
las soluciones a los problemas
de geometria Euclidiana?

Resolucion de problemas.

Método de Polya, test con 2 problemas de
geometria FEuclidiana,  aplicacién de
entrevistas  (estudio  cuantitativo y
cualitativo). Participaron 85 profesores en
preservicio.

1) Los estudiantes pueden comprender los
problemas de geometria euclidiana en general
antes de implementar el aspecto de problemas
adicionales. 2) Algunos estudiantes no disefian
un plan para abordar el problema. 3) Los
estudiantes no tenian un entendimiento
completo del problema por lo cual no podian
resolverlo correctamente. 4) La mayor parte de
los estudiantes no lo hace ya que confian en que
sus resultados son correctos.
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Autor y aio

Pregunta de investigacion

u objetivo

Marco Teorico/
conceptual

Metodologia

Resultados

Kordaki (2015)

El papel que desempefian dos
tipos basicos de TMS en el
desarrollo de perspectivas
multiples por parte los estudiantes
sobre los conceptos de area.

Resolucion de problemas;

Tareas con multiples
soluciones: ~ Tareas que
demandan multiples
soluciones (AD-TMS) vy

tareas que permiten pero no
demandan multiples
soluciones ( A-TMS).

Estudio cualitativo y comparativo, con un
enfoque fenomenografico centrado en la
identificacion de estrategias ideadas por los
estudiantes a través de la interaccion dentro
de C.AR.ME. Participaron dos grupos de
segundo de secundaria, de 20 estudiantes
de 14 afios.

Los estudiantes se sintieron motivados a
encontrar la mayor cantidad de estrategias
para abordar las tareas usando un software y
que no son comunes en el ambiente de lapiz

y papel.

Barrera-Mora y | (Qué elementos especificos puede | Modelo de resolucion de | Tareas con lapiz y papel, grabaciones, | Las representaciones como un medio para
Reyes-Rodriguez aportar el uso de TMS para la | problemas. Aprendizaje | reportes escritos y notas de campo. Los | activar los recursos de los participantes, la
(2017) formacion y actualizacién | matematico con | participantes fueron 15 profesores de | exploracion de una situacion matematica
docente? entendimiento. matematicas en servicio (secundaria, | ayuda a reflexionar acerca de la relacion
bachillerato, universidad), inscritos en un | general entre las representaciones y los
programa de maestria en educacién | procesos cognitivos.
matematica.
Stupel y Ben-Chaim | ;Cémo el uso de los problemas | Resolucion de problemas. Caso de estudio con profesores en | Explorar problemas geométricos usando un
(2017) con multiples soluciones ayudan preservicio, aplicacion de entrevistas, | software, les ensefia a apreciar las
al crecimiento del pensamiento problemas de geometria plana y de otros | conexiones entre diversas ramas de las
pedagogico y matematico de los topicos de matematicas, uso de software, | matematicas y les ensefia como abordar un
futuros maestros? participaron 37 profesores en preservicio Y | problema desde distintas perspectivas.
13 profesores en activo.
Barrera-Mora y | (Qué elementos ayudan a | Resolucion de problemas | Resolucion de problemas en grupos | El uso de la tecnologia permite identificar

Reyes-Rodriguez
(2018)

desarrollar un aprendizaje con
entendimiento  del  concepto
funcion con el uso de Geogebra?

(aproximacion inquisitiva).
Perspectiva socio
constructivista. Technology
affordances. Uso integrado
y sistematico de tecnologias.

pequeflos, exposicion plenaria de los
resultados obtenidos, video, producciones
escritas y  archivos de geogebra.
Participaron 18  estudiantes de la
licenciatura en matematicas del primer
semestre.

el comportamiento grafico del llenado de
recipientes, los procesos cognitivos al
trabajar con tecnologia son distintos al
compararse con los de un ambiente de lapiz
y papel, porque ahora el estudiante tiene la
posibilidad de visualizar y no solo de
imaginar la variacion.
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Autor y afio

Pregunta de

investigacion u objetivo

Marco Teorico/
conceptual

Metodologia

Resultados

Hernandez et al. (2019)

(Como la ensefianza de las
matematicas estd  siendo
influenciada por los recursos
tecnologicos al resolver
problemas?

Mathematical Understanding
for Secondary Teaching
(MUST)

Caso de estudio con tres profesores en
preservicio.

El uso de la tecnologia es esencial para exhibir
habilidades de razonamiento, comprension de
conceptos matematicos y fluidez en los
procedimientos.

Pifieiro (2021)

Indagar sobre el conocimiento
de futuros maestros de primaria
sobre problemas matematicos,
su proceso de resolucion y la
disposicion hacia ellos.

Marco Mathematical
Problem-Solving Knowledge
for Teaching (MPSKT).

Estudio casos multiples. Entrevistas
individuales, semiestructuradas (9 futuros
docentes espaioles), grabacion de audio.
Categorias de analisis: (a) caracterizacion
del problema, (b) resolucion de
problemas y (c) disposicion. Participaron
9 futuros maestros de primaria de ltimo
curso en la universidad.

Los profesores sostienen una caracterizacion de
problema desconectada del resolutor y una
conceptualizacion lineal del proceso de
resolucion, demostrando poca integracion en
sus conocimientos existentes. La comprension
del enunciado del problema se restringe a
factores lingiiisticos. Solo se considera como
problema a aquel que tiene estructura similar a
un problema aritmético verbal.

Gridos et al. (2022)

(Cudl es la influencia de la
percepcion  de la  figura
geométrica en la produccion de
soluciones multiples?;Cémo la
necesidad de construir lineas
auxiliares en la figura dada
promueve la generacion de
soluciones multiples y de las
variables de la creatividad?

Resoluciéon  de tareas con
multiples soluciones y la
teoria de Duval.

Aplicacion de test sobre tareas con
multiples soluciones y de percepcion de
figuras geométricas. Participaron 243
estudiantes entre 15 y 16 afos.

La forma en que los estudiantes perciben la
figura geométrica y su capacidad para
procesarla, es un factor importante para
predecir su creatividad matematica.
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Autor y aiio

Pregunta de

investigacion u objetivo

Marco Tedrico/
conceptual

Metodologia

Resultados

Santos-Trigo,
Barrera-Mora

y

Camacho-Machin (2021)

(En qué medida el uso de la
tecnologia mejora y amplia las
estrategias de resolucion de
problemas de dos profesores de
bachillerato?

Problematizar el aprendizaje.
Technology affordances. Uso
sistematico y coordinado de
diversas tecnologias.

Curso de resolucion de problemas, tarea
(problema de Apolonio), cuestionarios, el
uso de Geogebra. Producciones escritas y
archivos  digitales.  Participaron 7
profesores de bachillerato.

Se amplid el dominio de varias estrategias de
resolucion de problemas (casos mas simples,
arrastre ordenado, medida de atributos y
lugares geométricos). La construccion y
exploracion de un modelo dindmico brind6 la
oportunidad de discernir sobre los atributos de
la tarea, las estrategias de movimiento o
arrastre llegan a ser importantes para que el
participante identifique qué propiedades y
atributos cambian del objeto.

Antunovic-Piton
Baranovic (2022)

&

(Qué factores contribuyen al
proceso de resolucion de
problemas independientes, ya
sea como un activo o como un
obstaculo? ;Coémo afecta el
planteamiento del problema al
éxito de su resolucion?

Resoluciéon de problemas:
Tareas con multiples
soluciones. Participaron 182
estudiantes entre los 14 y 15
afios de séptimo y octavo
grado.

Meétodo  descriptivo, con andlisis
cualitativo a través de las cuatro fases de
resolucion de un problema de Polya.
Aplicacion de una tarea en tres versiones
diferentes.

Los factores en el éxito en la resolucion de
problemas se logran cuando el estudiante
establece conexiones entre el problema
verbal,la representacion visual y la notacion
simbolica. El planteamiento del problema
influyo en la resolucion de la tarea 3 la cual se
plante6 en un contexto de un problema de
astronomia, proporcionando soluciones mas
elegantes y variadas en comparacion con la
tarea 2.

Tabla 1. Sintesis de la literatura revisada
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En las investigaciones revisadas se utilizo como marco conceptual principalmente a la
resolucion de problemas (Guberman y Leikin, 2012; In'am, 2014; Barrera-Mora y
Reyes-Rodriguez, 2018), por lo que en su fundamento didéctico se halla la aplicacion de
TMS relacionadas con problemas de geometria euclidiana, en las cudles se utilizoé algin
software de geometria dindmica como Geogebra, Cabri o C.AR.ME micromundo
(Santos-Trigo y Barrera Mora, 2011; Kordaki, 2015; Santos-Trigo et al., 2021) solo o de
forma conjunta con ambientes de lapiz y papel. Las tareas se disefiaron con el propdsito de
identificar como el software amplifica y reorganiza (Pea, 1985) los procesos cognitivos del
resolutor, cuando hace uso de las herramientas y de las heuristicas durante la resolucién de

problemas.

En cuanto a los participantes de las investigaciones se identifican profesores en preservicio,
profesores en activo y estudiantes de educacion basica (Kordaki, 2015; Levav-Waynberg &
Leikin,2012a; Antunovic-Piton & Baranovic, 2022) y de licenciatura (Barrera-Mora y
Reyes-Rodriguez,2018). Las investigaciones concluyen que los profesores en preservicio
han tenido una escasa experiencia en resolver TMS, ademas de que no logran utilizar sus
recursos para resolver los problemas propuestos (Herndndez et al., 2019; Pifeiro, 2021). En
contraste, los profesores en servicio mostraron mejora en sus habilidades (Stupel y
Ben-Chaim, 2017), y desarrollaron una actitud inquisitiva, aprendieron a realizar
construcciones dinamicas, aplicaron estrategias de arrastre, trazos auxiliares, usaron
herramientas de medicion y emplearon casos particulares para poder generalizar y dar
solucion a la tarea. En las investigaciones se enfatiza el anélisis de los procesos cognitivos,
aplicacion de estrategias y desarrollo de habilidades, mas que en encontrar una respuesta

correcta (Guberman y Leikin, 2012; Santos-Trigo et al.; 2021).

En cuanto a las investigaciones que trabajaron con estudiantes, su objetivo fue identificar
los efectos que tienen las tareas con multiples soluciones en un curso de matematicas y

como favorecen la resolucion de problemas en su aprendizaje y en el entendimiento de
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algun tema usando un software. En estos casos, se analiz6 la informaciéon mediante los
cuatro principios y las heuristicas propuestas por Polya (1965); sin embargo, el foco de
algunas de estas investigaciones fue caracterizar los niveles de creatividad y pensamiento
flexible (Gridos et al. 2021; Levav-Waynberg & Leikin,2012a), elementos que son
secundarios para este trabajo, pero que se deben considerar pues hacen referencia a la

importancia de uso de estrategias y del software para abordar TMS.
1.3 Planteamiento del Problema

Con base en la revision de la literatura, se identificod que la mayoria de las investigaciones
fueron cualitativas y transversales siguiendo la metodologia de resolucion de problemas,
TMS y los cuatro pasos para resolver problemas de Polya. En mayor medida, los
participantes fueron estudiantes de secundaria, licenciatura en matematicas aplicadas y
profesores de matematicas en formacion, en el ultimo afio de sus estudios. Los docentes en
servicio que participaron en las investigaciones contaban con una experiencia profesional
de entre uno y veinte afios. Entre los resultados de las investigaciones revisadas se destaca
que la experiencia de los docentes como resolutores de problemas se refleja en su
flexibilidad docente y en su habilidad para disefiar escenarios retadores para los estudiantes

(Leikin, 2010).

Adicionalmente, existen elementos y rasgos que son comunes en la literatura consultada,
por ejemplo se destaca la importancia del desarrollo del pensamiento matematico a través
de la resolucioén de problemas en los que el resolutor debe usar sus conocimientos de forma
eficiente para hallar multiples soluciones. Se not6 una prevalencia de TMS en las que se
utilizaron no solo conocimientos de geometria, sino otros saberes y representaciones
matematicos para hallar la respuesta. En los trabajos revisados se enfatiza el trabajo entre
pares, ya que la comunicacion de ideas y de resultados enriquecid las habilidades de los
participantes. Por otra parte, el uso de herramientas tecnologicas, particularmente SGD

permite darle sentido y significado a las tareas que se resuelven, promoviendo el desarrollo
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de la creatividad y articulacion de conocimientos. También se identifica como los docentes
conectan sus conocimientos al abordar TMS y cudles son los procesos cognitivos
implicitos. También se resalta como el construir un modelo dindmico en Geogebra u otro

software les permitid hallar la solucién al problema.

Por lo anterior, el objetivo principal de esta tesis es identificar cuéles son las estrategias que
utilizan docentes inscritos en un programa de posgrado en educacién matematica, al
abordar TMS con GeoGebra; ademas de conocer como el uso del software determina y
potencia el uso de tales estrategias. La definicion de estrategias que utilizamos es la
propuesta por Biddlecom y Carr (2011), quienes mencionan que una estrategia €s una
coleccion de acciones mentales o fisicas que se disefian para resolver un problema, misma
que puede ensefarse o surgir espontaneamente como resultado de una reorganizacién de los

esquemas mentales.

Tomando en cuenta los elementos anteriores, es necesario considerar que para ensefar
matematicas el profesor debe ser un habil resolutor de problemas, tener un amplio
conocimiento en matematicas y en el uso y aplicacion de estrategias que le permitan
resolver problemas, por ende, podra apoyar al estudiante de una mejor forma a enfrentar
los obstaculos en su proceso de aprendizaje. Asi, la pregunta de investigacion de esta tesis
es: (Qué estrategias muestran los profesores de bachillerato cuando resuelven tareas con

multiples soluciones usando Geogebra?

La hipotesis de este trabajo es que los profesores al resolver tareas con multiples soluciones
muestran estrategias de arrastre, trazado de mediatriz, y medicidn de atributos para abordar

el problema usando GeoGebra.
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2. MARCO DE INVESTIGACION

2.1 Introduccion

En este capitulo se describe la importancia y caracteristicas de un marco de investigacion,
cuyo objetivo es orientar y sustentar la realizacion y los resultados en una investigacion. De
acuerdo con Lester (2005), un marco de investigacion es una estructura basica de ideas,
acuerdos, reglas y principios que proporcionan las bases y lineamientos para orientar y
sustentar el proceso de investigacion. Por otro lado, Eisenhart (1991) menciona que un
marco de investigacion esta compuesto por ideas, conceptos o abstracciones, éstas Ultimas
representan caracteristicas importantes del problema de investigacion, por lo que éste es
definido como un soporte o estructura que se acopla al tipo de investigacion que se lleva a
cabo. Cabe mencionar que la eleccion del marco de investigacion dependera de las

abstracciones ¢ ideas y de los datos que dan sustento a la investigacion.

De manera mas puntual Lester (2005), menciona que un marco de investigacion aporta
cuatro elementos al proceso investigativo: (i) brinda una estructura para conceptualizar y
disefiar la investigacion; (ii) permite interpretar los datos empiricos, (iii) contribuye con
elementos para conseguir un entendimiento profundo del problema y (iv) provee de

elementos para sustentar tedricamente los resultados de una investigacion.
2.2 Tipos y caracteristicas de los marcos de investigacion

Eisenhart (1991) menciona la existencia de tres tipos de marcos de investigacion los cuales
son: marco teorico, marco practico y marco conceptual. El marco tedrico es una estructura
que guia la investigacion apoyada en una teoria formal, es decir una teoria que ha sido
desarrollada y que brinda una explicacion coherente del fendémeno de estudio, lo cual
permite que de los datos recopilados se respalde, modifique o se revise la teoria (Lester,
2005). Un marco practico guia a la investigacion considerando aquello “que funciona” de

acuerdo a la préctica o experiencia de los profesionales y no mediante una teoria formal. Se
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considera que tanto la hipotesis como la pregunta de investigacion se apoyan de ese
conocimiento y de los resultados obtenidos se puede considerar ampliar o revisar la
practica. Finalmente, un marco conceptual es “Una estructura esquelética de justificacion,
en lugar de una estructura esquelética de explicacion”, es decir es un argumento que
incluye diferentes puntos de vista y en consecuencia una serie de razones por las que se
adoptan dichas ideas que serviran como guia para desarrollar la investigacion, misma que
se sustenta en una previa revision de la literatura relacionada al tema de investigacion

(Eisenhart, 1991).

2.3. Elementos que integran el marco conceptual

La importancia de un marco conceptual yace en la eleccion de algunos conceptos e ideas
que serviran como guia para la recopilacion de datos y en la forma en la que se analizaran
los resultados obtenidos (Eisenhart, 1991). Asi que, el marco conceptual de éste trabajo se
integra por dos elementos: (i) elementos orientados al disefio de tareas con multiples
soluciones y (i) elementos que permiten identificar y clasificar las estrategias
implementadas por los profesores. En este sentido se adopta una aproximacion didéctica
basada en resolucion de problemas para el disefio de las TMS, también se hace referencia a
la dimension ontoldgica en la cudl se explica como se concibe a la matematica, y a la
dimension epistemologica que se refiere a la forma en como se construye el conocimiento

desde la perspectiva socio constructivista.

La eleccion del marco obedece a que los elementos que estructuran el marco juegan un rol
central para describir caracteristicas relacionadas con las tareas con multiples soluciones,
por ejemplo al resolver problemas es importante la concepcion que se tenga sobre lo que

son las matematicas, su aprendizaje y los aspectos didacticos que ocurren.
2.3.1 Dimension ontoldgica.

La Ontologia es la rama de la filosofia que se ocupa de la naturaleza del ser
(Posada-Ramirez, 2014), para lo cual en este apartado se plantea la pregunta ;Qué son las
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matematicas?. Esta pregunta al ser de caracter filos6fico no tiene una Uinica respuesta, sino
toda una gama de respuestas posibles, de las cuales se muestran solo algunas de ellas y se

indica cudl es la respuesta que se tomara como fundamento de este trabajo.

Algunos matematicos como Halmos (1980), argumentan que elementos como los axiomas,
teorias, demostraciones, formulas y definiciones son importantes en las matematicas, mas
no son la esencia de la misma. Para Halmos los problemas son el corazon de las
matematicas y de su aprendizaje. Por otra parte, Steen (1988) define a las matematicas
como la Ciencia de los Patrones. Reflexionando para tratar de entender esta concepcion de
las matematicas y aunado con las experiencias dentro y fuera del aula, sobre todo de quién
hace matematicas se llega a que, una parte central del quehacer matematico radica en
resolver problemas, lo cual lleva a resolver casos particulares, identificar patrones, formular
conjeturas, justificar resultados y promover un aprendizaje mas consciente (Santos-Trigo,
2014). Dado lo anterior, lo mas importante no radica en encontrar la respuesta correcta, sino
en los procesos reflexivos y de significado que el resolutor establece durante la
experimentaciéon con los objetos matematicos. Desde la perspectiva anterior, las
matematicas se conciben como una construcciéon humana, falible y corregible, es decir
como un cuerpo de conocimientos que se encuentra en constante expansion (Ernest,1999;
Santos-Trigo, 2014). Las ideas anteriores se contraponen a lo que establece Barbeau (citado
en Santos-Trigo, 2014, p.34) quien concibe a las matematicas como un conjunto fijo de

conocimientos pulidos y acabados donde ya todo esta hecho.

En este trabajo se adopta la concepcion de las matematicas como la ciencia de los patrones
(Arnold, 2006; Bailey et al., 2006) dejando a un lado la idea de que para aprenderlas se

necesita seguir un procedimiento algoritmico carente de significado.
2.3.2 Dimension epistemolégica

La palabra epistemologia proviene del griego episteme que se traduce como conocimiento y
logos que significa razon o estudio. La epistemologia es una rama de la filosofia que se
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refiere al conocimiento y que plantea preguntas relevantes, tales como: ;Qué es el
conocimiento? ;Cudles son las fuentes de ese conocimiento? ;Como es el proceso de
construccion del conocimiento? y ;Cudles son los medios para su justificacion (Ernest,

2012; Sierpinska & Lerman, 1996).

Sierpinska y Lerman (1996) concluyen que si la epistemologia es la teoria del
conocimiento, y la epistemologia de las matematicas es la teoria del conocimiento
matematico, entonces la epistemologia de la educacion matematica tendria que considerar
al mismo campo de estudio, pero con énfasis en los procesos del aprendizaje matematico,

es decir, en los procesos de resolucion de problemas.

En este trabajo de tesis se utilizan dos perspectivas epistemologicas, la constructivista
cognitiva y la socio-constructivista. Para Al-Huneidi & Schreurs (2013), la teoria
constructivista en un lenguaje simple es la creencia de que todo conocimiento es
necesariamente el producto de nuestros propios actos cognitivos, su aplicacion se opone a
la ensefianza por transmision, es decir, la teoria sostiene que el estudiante construye su
conocimiento de manera activa por medio de una situacion problematica que desequilibre
sus estructuras mentales con el proposito de modificarlas (Radford, 2008; Sierpinska &
Lerman, 1996; Cobb, 1994; Simon & Schifter, 1991), en lo que concierne al conocimiento
matematico en este se avanza a través de resolver problemas (Halmos, 1980), creando un
desequilibrio en sus estructuras mentales las cuales se ven modificadas cuanto construye

nuevas conexiones como resultado de la resolucion de un problema.

El proceso de la construccion del conocimiento existe de forma paralela entre el individuo y
la influencia social (Giliberto, 2014; Taylor, 2014; Simon & Schifter, 1991; Confrey,1990).
De acuerdo con Smith (1998), referirse al socio constructivismo es considerar el trabajo de
Vigotsky, en el que tiende a ver al lenguaje y al contexto sociocultural como la fuerza
principal reguladora de las construcciones realizadas por el individuo y aunque €l no

abordo cuestiones relativas a las matematicas considerd al conocimiento “exactamente lo
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que es en cualquier momento y en cualquier lugar” (Sierpinska & Lerman, p.847) ademas
de explicar que el objetivo principal de la educacion es el de pasar el conocimiento a la

siguiente generacion (Sierpinska & Lerman, 1996).

Sierpinska y Lerman (1996) hacen también referencia a un concepto importante
desarrollado por Vigotsky, al cual llama zona de desarrollo proximo, que es la diferencia
entre lo que el individuo (un nifo) podia hacer por su cuenta y lo que podria llegar a ser
acompafniado con ayuda de sus compaiieros o adultos con mas experiencia, es decir
establece que el aprendizaje surge con la interaccion social, motivando al individuo a
realizarlo por su cuenta o acompafiado. En el campo de la educacion matematica se ve
reflejado en las discusiones que se realizan en el aula donde los estudiantes interactian y
exploran con los objetos matematicos, exponen y proponen rutas de soluciéon a un
problema, asi como todas aquellas producciones culturales realizadas como reportes

escritos, uso de tablas, construcciones geométricas, entre otras.

Dado lo anterior, al considerar en este trabajo ambas perspectivas se sostiene que la
aplicacion de tareas con multiples soluciones y el uso de GeoGebra brinda a los
participantes la oportunidad de explorar las propiedades y atributos de los objetos
matematicos con la intencion de que puedan aplicar estrategias y construir nuevas a partir

de los desequilibrios generados en sus estructuras mentales.
2.3.3 Dimension didactica

De acuerdo con Escribano-Gonzalez (2004) la didactica proviene del griego didaskein que
significa ensefiar, instruir, hacer saber y demostrar, en la actualidad ha conservado su
significado original para cualquier area del conocimiento, en este trabajo cobra importancia
la didactica en relacion con las caracteristicas que debe de poseer el escenario en donde se
llevard a cabo la aplicacion de las tareas con la colaboracion de los participantes en su

proceso de construccion del conocimiento matematico.
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Santos-Trigo (2014) menciona que para que el estudiante sea capaz de construir su
conocimiento en matematicas es necesario que entienda lo que hace, y si logra
comprenderlo esto le permitira aprender cosas nuevas. Hiebert y colaboradores (1997)
explican que entendemos algo cuando logramos ver como ese algo se relaciona o se conecta
con otras cosas que conocemos previamente, siendo asi que cuando el estudiante
desempefia actividades como un razonamiento claro, se comunica de forma efectiva,
vincula conocimientos de matematicas con otros campos y resuelve problemas, queda de

manifiesto la existencia del entendimiento.

Entonces, para aprender matematicas con entendimiento, de acuerdo con Hiebert et al.
(1997), una persona debe realizar conexiones mentales entre ideas al llevar a cabo dos
procesos: la reflexion y la comunicacion de ideas. La reflexion es un proceso interno que
ocurre cuando de manera consciente y cuidadosa se piensa sobre las experiencias y sobre
qué y porqué hacemos las cosas. Lo anterior deja al descubierto el potencial de este proceso
mental en el que permite identificar y construir nuevas relaciones entre ideas, hechos y
procedimientos. Por su parte la comunicacion, es la participacion en interacciones sociales
en la que se intercambian o comparten ideas con otros, con el fin de recibir
retroalimentacién o de cuestionar a alguien para aclarar alguna idea, también dentro de este
proceso se involucran acciones que no solo tiene que ver con expresarse de forma oral,
también involucra escuchar, escribir, demostrar y observar (Hiebert et al., 1997). Al final
ambos procesos se unen para que el estudiante construya nuevas relaciones y conexiones,

en las que el medio en que se desenvuelven tiene mucho que ver.

Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez (2016) mencionan que el objetivo principal en la
educacion matematica es que el estudiante desarrolle distintas formas de pensamiento y que
progrese gradualmente en niveles conceptuales de entendimiento, y para poder lograrlo es
necesario que el entorno en el que se desenvuelve le ofrezca la oportunidad de
experimentar, razonar y desarrollar un pensamiento critico durante la resolucion de
problemas. En este sentido, ellos argumentan que para que el estudiante pueda construir un
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entendimiento matematico es necesario desarrollar ciclos sucesivos de accion, observacion,

formulacion de conjeturas y justificacion de resultados (Figura 1).

Ciclo para observar
el desarrollo del

@ Entendimiento matematico @

Construiry
tener imagenes

Actitud Reflexion
inquisitiva

Generalizacion
. . abstraccion
Comunicar ideas y fx

Figura 1. Ciclo para observar el desarrollo del entendimiento matematico

Fuente: (Tellez, 2020)

Dado lo anterior, las TMS juegan un papel fundamental en el desarrollo de habilidades de
los estudiantes. En este trabajo se toma la perspectiva de resolucion de problemas, la ctal
sitta a los problemas como el medio para aprender matematicas, teniendo como
caracteristica que estas tareas con multiples soluciones de acuerdo con Leikin (2010) son
tareas que contienen el requisito explicito de resolver un problema de multiples maneras.
De acuerdo con Barrera-Mora y Reyes-Rodriguez (2016), un elemento clave que promueve
la construccion de relaciones entre ideas matematicas es el uso de herramientas digitales
que permiten explorar las propiedades basicas de los objetos matematicos para formular

conjeturas, justificar y comunicar resultados.
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2.4 Marco para el analisis de datos

En esta seccion se consideran los constructos utilizados para el andlisis de la informacion
empirica recabada a partir de la implementaciéon de las tareas con profesores de
matematicas. En este sentido, se hace referencia a definir la utilidad de las tareas con
multiples soluciones como herramienta apropiada para que el estudiante implemente

estrategias cuando se abordan tareas usando GeoGebra.
2.4.1 Tareas con multiples soluciones (TMS).

Durante la elaboracion de este trabajo se ha sostenido la premisa de que para aprender
matematicas se necesita hacer matematicas, y una aproximacion que se emplea para
fundamentar este hecho es la de resolucién de problemas. Santos-Trigo (2014) argumenta
que aprender matematicas requiere la participacion activa del estudiante durante la
construccion y desarrollo de resultados matematicos, situando a la disciplina como un

cuerpo de conocimientos en constante expansion.

Schroeder y Lester (1989) mencionan que en la perspectiva de resolucion de problemas
existen tres enfoques de ensefianza distintos y es importante diferenciar entre cada uno de
estos: 1) ensefiar sobre la resolucion de problemas, consisten en resaltar el modelo que
establece Polya con sus cuatro fases (comprender el problema, disefiar un plan, ejecutar el
plan y la retrospectiva) para abordar una tarea, es decir el estudiante aprende una serie de
estrategias o heuristica que usan los “ expertos” resolutores de problemas; ii) ensefiar para
resolver problemas, su premisa fundamental expresa que so6lo se aprende matematicas para
resolver problemas aplicando su conocimiento en tareas rutinarias o no convencionales; iii)
enseflar matematicas via resolucién de problemas, situa a los problemas como el medio
para aprender matemadticas y, bajo este enfoque, las tareas no son rutinarias, y su objetivo
de aprendizaje es transformar al problema, transitando de lo concreto a lo abstracto, debido

a que demandan un proceso mas complejo como la reflexion, planeacion, la eleccion de
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estrategias, formular conjeturas, comunicar, discutir y verificar que la solucidon ha sido

encontrada.

Los problemas que se plantean para este trabajo tienen la caracteristica de ser problemas
con multiples soluciones, que de acuerdo con Leikin (2010) son tareas que contienen el
requisito explicito de resolver un problema de formas diferentes. Tal como lo argumenta
Santos-Trigo (2014), cuando el resolutor o grupo de resolutores al abordar el problema
muestran aspectos relacionados con el andlisis del problema, la toma de decisiones, el
monitoreo y la evaluacion de soluciones implica que el individuo comprenda lo que hizo y

que sea capaz de explicar si sus acciones fueron correctas o no.

Por otra parte Leikin (2011), explica que las soluciones a un mismo problema se consideran
diferentes cuando se basa en: (i) diferentes formas de representar algunos conceptos
matematicos involucrados en la tarea, (ii) diferentes propiedades ( definiciones o teoremas)
de los objetos matematicos o (iii) o diferentes propiedades de un objeto matematico en

diferentes campos.

Estas tareas desafiantes invitan a los estudiantes a explorar diversas vias para resolver un
problema, lo que les permite desarrollar habilidades para enfrentar situaciones no
convencionales y complejas, estimulando asi su capacidad para pensar de manera flexible y
encontrar soluciones innovadoras. Al presentar problemas con multiples soluciones, se
fomenta la diversidad de enfoques y se anima a los estudiantes y profesores a considerar
distintas estrategias, promoviendo asi la construccion de conexiones entre diferentes areas
matematicas. Estas tareas promueven la participacion y el intercambio de ideas entre los
estudiantes, al generar un espacio en el que se valora un ambiente que promueve la
participacion inquisitiva de los estudiantes, el uso de estrategias en el proceso para hallar la
solucion asi como para representar la informacion. Esta interaccion entre pares no solo

fortalece la comprension individual, sino que también enriquece el proceso de aprendizaje
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al exponer a los estudiantes a diferentes métodos de resolucion y estrategias que pueden no

haber considerado por si mismos.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

3.1. Introduccion

Este trabajo se abordd desde un enfoque cualitativo, el cual se caracteriza porque la
informacion que se recolecta consiste principalmente en palabras, aunque puede ser
informacion en forma de imégenes, dibujos, formulas, gestos, entre otros. Pero la
caracteristica fundamental de la informacioén cualitativa es que tiene la finalidad de
transmitir o comunicar ideas y significados. La investigacion cualitativa es naturalista,
porque estudia los fendmenos en sus contextos o ambientes naturales;, ademas es
interpretativa, pues intenta encontrar sentido o significado a la informacion que proviene de
un fenémeno (Hernandez et al., 2014). En una investigacion cualitativa, un objetivo general

consiste en identificar patrones de significado.

La presente investigacion es exploratoria. Los estudios exploratorios se llevan a cabo
cuando se conoce poco del tema que se investiga, se caracteriza por ser flexible y abierto,
este tipo de investigacion no busca probar hipdtesis més bien explorar y visualizar los

posibles campos para realizar investigaciones futuras.
3.2 Procedimiento para la recoleccion de la informacion

La recoleccion de informacion en este trabajo tuvo una duraciéon de diez semanas, dos
sesiones por semana con una duracion de dos horas cada una, durante un semestre
académico.Los participantes de la investigacion fueron ocho profesores de matematicas
(tres hombres y cinco mujeres), con edades entre 25 y 50 afios. Su experiencia como
docente en matematicas varia desde un afio hasta 20 afios, y cuentan con formacion en
diversas 4reas profesionales, como ingenieria, educacion normalista y economia.
seleccionados por conveniencia. Los participantes estaban inscritos en el curso denominado

Uso de la Tecnologia en el Aprendizaje de las Matematicas, el cual es una asignatura
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obligatoria de un programa de posgrado en educacidon matemadtica, adscrito a una

universidad publica de México.

El curso fue impartido por uno de los directores de esta tesis. Durante el curso se utilizo, de
forma sistematica, el SGD Geogebra para resolver problemas. Para las Tareas 1 y 3. Los
participantes reportaron sus resultados por medio de producciones escritas realizadas de
manera individual y por equipos para la Tarea 2. Durante el desarrollo de las tareas, y al
término de las mismas, los participantes reportaron sus hallazgos exponiendo frente al
grupo sus propuestas de solucion. Para abordar la tarea 2 se propuso a los profesores
trabajar en equipos, con la finalidad de compartir estrategias y puntos de vista para dar
solucion al problema. En esta tarea se observo que los profesores tuvieron la posibilidad de

discutir sus ideas y hallaron tres rutas de solucion.
3.3 Las Tareas

En esta seccion se presentan las Tareas con Multiples soluciones que se aplicaron durante el
curso de Uso de las Tecnologias en el Aprendizaje de la Matematica y que se utilizaron

para la realizacion de este trabajo.
3.3.1 Maximizar el area de un triangulo

La Tarea 1 fue revisada por uno de los directores de la tesis. Cabe sefialar que esta tarea fue
enviada al profesor investigador por uno de sus colegas investigadores, quien le envid un
conjunto de problemas por correo electronico para que los revisara y los resolviera. Uno de
tales problemas se implementd en el curso de posgrado al que asistieron los participantes de
la investigacion. Los participantes entregaron reportes escritos, en los que describieron el
proceso de solucion de los problemas y que a su vez dieran sentido a las acciones

efectuadas en su proceso para hallar la solucion del problema.
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Esta tarea se considera representativa para la obtencion de los resultados preliminares en la
identificacion de estrategias aplicadas cuando los participantes hacen uso del SGD, debido
a que es el primer acercamiento que ellos tienen en resolucion de problemas con multiples
soluciones y con cudles estrategias los profesores cuentan al momento de abordar la tarea.
La Tarea 1, se entregé a los estudiantes en formato digital en un documento PDF en el cudl

se lee el planteamiento de la siguiente manera:

En la Figura se muestra una circunferencia de radio R centrada en el origen de
coordenadas. Sobre el eje horizontal se toma un punto B, movil fuera del disco, y se traza
una tangente por B que pasa por P, D es el pie de la perpendicular al eje horizontal desde
P A partir de P se traza el triangulo ADP que se muestra. jEn qué posicion de B, el

triangulo tiene area maxima?

3.3.1.1 Implementacion de la Tarea 1: “Maximizar el area de un triangulo”

Cada participante recibidé el enunciado de la tarea en un documento PDF, asi como el
diagrama que se deberia construir con GeoGebra y las indicaciones de escribir un
documento con una extension minima de una cuartilla donde se describiera el proceso para

abordar la tarea. Se solicitd a los participantes revisar la tarea durante el fin de semana
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previo a la sesion de clases. Ademas, se enfatizd que en el reporte explicaran el proceso de
solucion, asi como la forma en que utilizaron GeoGebra para explorar las caracteristicas de
la construccion geométrica. La tarea se realizé de forma individual y en una sesion de clase
(2 horas) se discutieron las rutas de solucidn; es decir, cada participante paso al frente y
explicod al resto de grupo la solucidon y el procedimiento utilizado para obtenerla. Cabe
mencionar que en las exposiciones, al menos tres de los participantes abordaron la tarea a
partir de casos particulares, es decir definieron la longitud del radio, el resto centro la
atencion en explicar procedimientos de tipo algoritmico y cémo el experimentar en
GeoGebra, con el arrastre del punto B, les permiti6 identificar la posicion en la que el
tridngulo alcanzaria el 4rea maxima, tal y como lo muestran los reportes generados. Por
otro lado, al recabar los reportes nos percatamos que tres participantes omitieron el uso del
SGD asi como de generar el reporte solicitado, ya que lo trabajaron usando papel y lapiz,

efectuando solo algoritmos para abordar la tarea.
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3.3.2 Tarea2: “Longitud del segmento DE en una configuracion geométrica”

La segunda tarea consiste en encontrar la longitud de un segmento que forma parte de una
configuracion geométrica, la cual estd integrada por una circunferencia inscrita en un
triangulo isosceles de base 12 unidades y altura 8 unidades. Esta tarea fue compartida al
instructor del curso por una estudiante del penudltimo semestre del posgrado que tuvo
dificultades para abordarla. La tarea cuenta con caracteristicas en las que se puede realizar
la construccion en GeoGebra, asi como el de contribuir en la aplicacion de estrategias que

permitan hallar mas de una solucion. El enunciado de la tarea se muestra a continuacion.

Sea ABC un triangulo isosceles cuya base y altura miden 12 y 8 unidades respectivamente;
el segmento DE es paralelo a AB y satisface que es tangente a la circunferencia inscrita en
el triangulo. ;, Cual es la longitud del segmento DE? Determina la longitud del segmento DE si

se sabe que la base del triangulo isdsceles es de 12 unidades y su altura de 8 unidades.

12

Se solicito utilizar el SGD GeoGebra para abordar la tarea y que en los reportes se
detallaran las rutas de solucion. A diferencia de la primera tarea, en esta se penso que los
participantes deberian de trabajar en equipos con la finalidad de exponer y discutir sus
ideas, asi como las estrategias de solucion. Por otro lado, se contemplé que para el

desarrollo de la actividad, los participantes deberian reportar al menos tres soluciones
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distintas y exponerlas a los demas integrantes del grupo, con la finalidad de comparar las

rutas y resultados obtenidos.

La actividad se desarrolld en dos fases. En la primera fase, se pidio a los participantes
bosquejar una ruta para poder encontrar la longitud del segmento dado y, posteriormente,
exponer los resultados. En la segunda fase, se solicitd que construyeran la figura en
GeoGebra y experimentaran con las herramientas para dar solucion a la tarea. En esta fase a
los participantes se les sugirid reunirse en dos equipos y realizar un reporte en el que

detallaron los procesos y resultados obtenidos para la tarea.

3.3.2.1 Implementacion de la Tarea 2: “Longitud del segmento DE en una

configuracion geométrica”

La Tarea 2 se aplico a la semana siguiente de haber concluido con la cuarta solucion de la
tarea de “Maximizar el area de un tridngulo”. Para esta segunda tarea, el instructor del
curso proyectd el enunciado y la figura del problema y solicito a los participantes analizar y
proponer al menos una manera de determinar la longitud del segmento DE. Se otorgd un
tiempo de 15 minutos a los participantes, con la finalidad de que identificaran los elementos
principales del problema y propusieran una ruta de solucion. Los participantes utilizaron su
cuaderno para realizar dibujos, anotaciones y desarrollar procedimiento algoritmicos para
disefiar una solucion; sin embargo, tuvieron dificultades para realizar la construccion
debido a que no tenian las herramientas adecuadas, ya que una de las principales
dificultades fue inscribir al circulo en el tridngulo isosceles de modo que la circunferencia
fuera tangente con cada uno de los lados del tridngulo. Poco a poco los participantes
comenzaron a utilizar su equipo de computo para realizar la construccion geométrica con
GeoGebra y comenzaron a utilizar las herramientas del software para aplicar estrategias
tales como inclusion de trazos auxiliares y la medicion de atributos. Por lo anterior, el SGD
fue para ellos de gran importancia en el proceso de experimentacion y les auxilié para

hallar experimental y empiricamente la longitud del segmento DE. Al finalizar la fase uno,
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cada participante realiz6 una exposicion plenaria breve (5 minutos como maximo) en la

que debian exponer sus propuestas.

Durante la exposicion, los participantes no aportaron justificaciones para asegurar la
validez de la solucion, esto debido a que hicieron uso de la estrategia de medicion de
atributos para determinar la longitud del segmento. Solo un participante logré encontrar la
solucion al problema planteando una ecuacion para determinar el radio de la circunferencia
y usando semejanza de triangulos (Figura 2). Se obtuvo evidencia en una exposicion oral
no grabada basada en la experimentacion realizada en GeoGebra para establecer una ruta

para llegar a una solucion.

0 @628
= Xt X
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Figura 2. Solucion para determinar la longitud del segmento DE en la fase 1.

Al término de las exposiciones, se solicitd a los participantes reunirse, por afinidad, en dos
equipos para hallar al menos tres soluciones a la tarea y entregar un reporte detallado de las
rutas de solucion. El Equipo A se integrd por tres miembros, mientras que el Equipo B se
conformd por cinco miembros. Cada equipo se reunié fuera del horario de clase para
trabajar la tarea por espacio de una semana. En la siguiente sesion de clases, los equipos

presentaron sus conclusiones y hallazgos al problema (se definen con mayor precision en el
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capitulo 4), obteniendo de parte del equipo A tres soluciones y del equipo B dos soluciones,
las cudles también fueron expuestas durante la sesion, entregando el reporte elaborado al

profesor.
3.3.3 “El Tesoro del pirata”

La tarea denominada 7esoro del Pirata tiene una larga historia como herramienta didéctica,
asi como una amplia relacion con resultados geométricos, que se describen en el apéndice
A de esta tesis. La Tarea fue pensada para que los participantes la abordaran de manera
individual en tres fases. La primera fase consistié en ubicar los objetos en el plano, como lo
indica el planteamiento del problema; la segunda fase consiste en considerar la desaparicion
de la palmera y la factibilidad de hallar el tesoro sin ese punto de referencia; finalmente, la
ultima fase consiste en hallar al menos tres soluciones al problema y realizar un reporte

escrito detallando el proceso de solucion.
3.3.3.1 Implementacion de la tarea “El tesoro del pirata”

Cuando abordaron esta tarea, los participantes ya se encontraban familiarizados con las
TMS y con el manejo de GeoGebra. Previo a la entrega del problema, el instructor del
curso narr6 una breve historia de piratas y, después de una breve discusion con los
estudiantes, repartid una hoja con el enunciado de la tarea y un dibujo que mostraba la
palmera, la roca en forma de halcon, y la roca en forma de btho. Después, el instructor
pidié que se diera lectura y, sin usar el software, pregunto si era posible hallar el tesoro. Se
di6 un tiempo de 15 minutos para que los participantes leyeran nuevamente el enunciado
del problema para comprenderlo. Después, se comento a los estudiantes que con el paso del
tiempo la palmera cayd, y desaparecio, quedando solamente las rocas en forma de aves. Se

volvio a preguntar si era posible hallar el tesoro sin conocer la ubicacion de la palmera.

Los participantes utilizaron su cuaderno y el dibujo impreso como referencia para realizar
representaciones de los objetos. Uno de los participantes preguntd si la ubicacion de la
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palmera era la que se mostraba en el dibujo, a lo que se respondid que no, que la palmera
podia estar ubicada en cualquier punto ya que habia desaparecido. Transcurridos los 15
minutos el instructor pidié a los participantes que usaran Geogebra para abordar el
problema. Durante la primera sesion los participantes se limitaron a representar los objetos
con puntos y a unir esos puntos con los segmentos de acuerdo a la instruccion dada en el
enunciado de la tarea (Fase 1). El instructor solicité a los participantes revisar el problema y

mostrar sus observaciones en la siguiente sesion de clase.

En la siguiente sesion, el instructor hizo una breve recapitulacion del problema y solicit6 a
tres participantes comentar sus observaciones, las cudles se orientaron sobre el punto que
representa a la palmera y como al arrastrar el punto se concluye que el tesoro es un punto
fijo que no depende de la posicion de la palmera. En la Fase 2, haciendo uso de GeoGebra,
los participantes no so6lo arrastraron el punto que representa a la palmera, sino que
cambiaron de posicion diversos objetos de la configuracion dinamica, para ver el

comportamiento de estos y la posicion del tesoro.

Posteriormente, los participantes trabajaron la tarea de manera individual para buscar, al
menos, tres soluciones con GeoGebra (Fase 3). En esta fase también realizaron anotaciones
para elaborar sus respectivos reportes. En este momento, los participantes tenian un mejor
manejo del software, asi como mayor fluidez para expresar sus avances y hallazgos
verbalmente al instructor, para que les orientara sobre como precisar o mejorar la ruta o

rutas de solucion.

3.4. Procesamiento y analisis de la informacion

El andlisis de la informacion se llevo a cabo en dos etapas. La primera etapa consistio en la
recopilacion de los reportes escritos generados por los participantes al término del curso. La
segunda etapa incluyo la reduccion de la informacion y el andlisis de esta, mediante la
identificacion de estrategias usadas por los participantes. Dichas estrategias fueron

catalogadas como se indica en la Tabla 2. Las categorias iniciales incluyeron las heuristicas
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propuestas por Polya (1973), asi como algunas estrategias relacionadas con el arrastre
(Hollebrands, 2012; Holzl, 1996). A cada estrategia se le asoci6 un color y se procedi6 a
identificar los fragmentos de texto, en los reportes escritos o en las notas de campo, que

correspondia con alguna de estas categorias.

Heuristicas ( Estrategias)
Analogia.
Relacionar un problema con el que se trata de resolver.

Descomponer y recomponer el problema.

Dibujar la figura.

Elementos auxiliares.

Examinar la hipotesis.

Generalizacion.

Casos particulares

Plantear una ecuacion.

Enunciar el problema de forma diferente.

Problema auxiliar.

Trabajar en reversa.

Medicién de atributos

Busqueda de lugares geométricos
Arrastre Guiado

Tabla 2. Categorizacion, a priori, de las estrategias de los participantes.
Posteriormente, una vez identificadas las estrategias usadas para resolver cada tarea, se
elaboro una tabla en la cudl se concentra la informacidn obtenida por participante; asi como
las estrategias esperadas y las empleadas. En cada seccion del analisis de resultados se
muestra una tabla con aquellas estrategias efectivamente utilizadas por los participantes. Se
considerd como unidad de andlisis a los parrafos de texto en los reportes escritos. En cada
parrafo de los reportes se marcaron con un color diferente, las lineas de texto que hacian
referencia, explicita o implicitamente, a heuristicas o estrategias empleadas por los
participantes. Ademads, se tratd de reconocer la posible contribucion de GeoGebra al

proceso de aplicacion o implementacion de tales estrategias.

46



CAPITULO 4. RESULTADOS

4.1. Introduccion

En este capitulo se exponen los resultados derivados del analisis de la informacion empirica
que se recolectd. Es importante recordar que para las tareas 1 y 3, la informacién se obtuvo
de los reportes individuales de los participantes; mientras que para la tarea 2, se tiene un

reporte por equipo. También se cuenta con notas de campo realizadas por el investigador.
4.2. Resultados

Para analizar los resultados de las tareas 1 y 3, los reportes se clasificaron en categorias que
comparten estrategias, con la finalidad de reducir la extension de los resultados y facilitar la
identificacion de patrones de significado. Para el andlisis de los reportes concernientes a la
tarea 2 no hubo necesidad de agrupar debido a que se trabajo en equipo. En la presentacion
de resultados se eligieron aquellos reportes que son representativos de las estrategias

utilizadas.
4.2.1. Resultados de la tarea 1: Maximizar el area de un triangulo

En esta seccion analizaremos los reportes de los participantes al abordar la Tarea 1, en
donde se destaca que las principales estrategias que utilizaron son dibujar la figura,
medicion de atributos, planteamiento de la ecuacion y arrastre. Se empleo el uso de un
sistema de nomenclaturas que combina la inicial del nombre del participante y el nimero de
linea en donde se encuentra la estrategia. Por ejemplo: La estrategia de dibujar la figura del
reporte de Christian se identifica en la linea 5, por lo que el formato usado es C 5. Por otro
lado, si la estrategia se encuentra en mas de una linea se usard un guion medio para unirlo.
Por ejemplo: La estrategia de dibujar la figura del reporte de Renata se identifica en las

lineas 5 y 6, por lo que el formato usado es R 5-6.
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4.2.1.1. El caso de Christian, Renata, Leonardo, Abril y Barbara

Durante la revision de los reportes, se identifico que la primera estrategia empleada fue la
de dibujar la figura usando GeoGebra (C 5; R 1-5; A 6; B 8-10), asi como algunas
analogias en el proceso para abordar la tarea, por lo que se ha considerado pertinente
reportar Unicamente el trabajo de un participante, el cual es representativo del trabajo
grupal. Ademds no se reportan aquellos trabajos en los que se identifican errores
conceptuales que no permitieron a los participantes avanzar en la solucion del problema
(Béarbara), carecen de justificaciones (Abril), sus planteamientos son erroneos (Renata y

Leonardo) o no realizaron el reporte ni usaron Geogebra (Victor, Marcela e Isabel).

Para el caso de Christian, la configuracion dindmica en GeoGebra le permitié conjeturar
que para que el trizngulo APD alcance area maxima, su hipotenusa debe tener pendiente
igual a uno y que la tangente a la circunferencia en P tiene pendiente negativa de uno (C
6-8). Lo anterior se verifico mediante el emple6 de las estrategias de medicion de atributos
y de arrastre; también utilizo la herramienta “Area” de GeoGebra con la cual pudo
observar como va cambiando el area al mover el punto B, hasta obtener un valor maximo,

que se logra cuando la pendiente vale uno (Figura 4.1).

PB = 4.0076

DP = 283111

|

-3 -2 2 oA 1 2 3 5
AD = 282574 DB = 2.83648

Area = 3.99999

6 7 8

Figura 4.1. Estrategias de medicion de atributos y arrastre.
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Cabe senalar que junto con la medicidon de atributos también se observd el andlisis de un
caso particular, dado que el radio de la circunferencia y la hipotenusa del tridngulo APD
son iguales. Se considerd un caso particular donde el valor del radio es igual a 4 unidades
lo que contribuy6 a la generalizacion del caso realizando un cambio de variables con los

Ce, 9% €6 .9

segmentos AD, DP y PA, nombrados ahora “x”, “y” y “R” respectivamente (Figura 4.2).

Se observd que a partir del cambio de variables propuesto se aplico la estrategia de
planteamiento de una ecuacidon para que, por medio del teorema de Pitagoras, pudiera

determinar la distancia del segmento AD y del resultado obtenido hallar la distancia de AB

(\/ER) la cudl indicaria la posicion de B para determinar el area maxima.

Area = 3.99999

Figura 4.2. Distancia del segmento AB

En la Tabla 3 se muestran las estrategias que los participantes utilizaron

Heuristicas ( Estrategias)/

. . Christian Bidrbara Leonardo Renata Abril Isabel Victor Marcela
Participante

Dibujar la figura.

1

2|Generalizacion. | ] ma | ma NA
3|Plantear una ecuacion. NA NA NA
4|Medicion de atributos. NA NA NA
5| Arrastre Guiado. NA NA NA
6|Casos particulares NA NA NA

Tabla 3. Estrategias exhibidas para la Tarea 1
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Posterior a la aplicacion de la Tarea 1, el instructor mostrd a los participantes cuatro rutas
de solucién distintas. En una de las soluciones, se utilizd la derivacion implicita; sin
embargo, los participantes tuvieron dificultades para comprender esta ruta de solucion ya
que solo contaban con nociones basicas de calculo diferencial o incluso no contaban con

conocimientos previos sobre este tema.

4.2.2. Resultados de la Tarea 2: Encontrar la longitud del segmento DE si se sabe que
DE || AB

En esta seccion se analizaran los reportes de la Tarea 2 para los equipos A y B. Se destaca
que las principales estrategias utilizadas fueron dibujar la figura, trazo de elementos
auxiliares, medicion de atributos, planteamiento de una ecuacidon, casos particulares,
descomponer el problema, generalizacion y examinar la hipotesis. El equipo A reportd tres
soluciones, pero so6lo se analizo la primera debido a que contiene mas detalles sobre las
estrategias utilizadas. Ademés, en las otras soluciones se repiten procedimientos y
estrategias, a excepcion de la generalizacion y descomposicion del problema. Se empled un
sistema de nomenclaturas para identificar a los reportes de ambos equipos usando su
identificador A o B y el numero de linea en donde se encuentra la estrategia. Por ejemplo:
La estrategia de dibujar la figura del reporte del equipo A se identifica en la linea 5, por lo
que el formato usado es EA 5. Por otro lado, si la estrategia se encuentra en mas de una

linea se usard un guién medio para unirlo.
4.2.2.1. Equipo A ( Christian, Barbara y Leonardo): Solucion 1

El equipo A report6 tres soluciones apoyandose del SGD y de lapiz y papel. La primera
estrategia identificada fue la de dibujar la figura en Geogebra (EA 6-7, Figura 4.3).
Después, se aplico la estrategia de incluir trazos auxiliares como el punto K, para dividir al
triangulo ACB en dos tridngulos rectangulos semejantes, el AKC y BKC (EA 10). También
se traz6 el punto O, para sefalar el centro de la circunferencia. Para determinar la longitud

del segmento AC se aplico el Teorema de Pitagoras.
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AC® = AK® + KC*

AC? = 6% + 8°
AC? = 36 + b4
AC =100
AC =10

Figura 4.3. Trazo de elementos auxiliares.
Junto con la estrategia de elementos auxiliares, se etiquetd al punto H, y los participantes
indicaron que: “Interseca sobre el segmento AC con la circunferencia O y podemos
observar que la distancia del segmento AK es igual a segmento AH, por ser puntos de
tangencia” (EA 12-13), por lo que conjeturan que el segmento HC=4, lo anterior se

comprobd con la estrategia de medicion de atributos (Figura 4.4, Reporte EA).

=
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Figura 4.4. Medicion del segmento AK y AH

Con la estrategia de trazos de elementos auxiliares, se construyd una perpendicular al
segmento AC por el punto O que representa al radio de la circunferencia y uno de los lados

del tridngulo rectangulo HCO (Figura 4.5, Reporte EA).
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Como £4HCO = £KCBE

CK  HC

KB HO

| Go

Figura 4.5. Trazado de elementos auxiliares.

Aplicando semejanza en los tridngulos HCO y KCB, los participantes determinaron que la
medida del radio es igual a 3, por lo que el didmetro de la circunferencia es de 6. Con el
dato anterior, determinaron que la diferencia entre la altura del triangulo KCB y el didmetro

de la circunferencia es igual al segmento CG=2.

El segmento DE vale el doble que el segmento DG por lo que se establece otra relacion de
semejanza entre los tridngulos AKC y DGC para hallar la longitud del segmento DG
(Figura 4.6, Reporte EA).
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Como 4AKC = 4DGC

Figura 4.6. Longitud del segmento DE

De acuerdo con el reporte del Equipo A se realiz6 un diagrama (Figura 4.7) que muestra las
estrategias aplicadas para hallar la solucion de la Tarea 2. La estrategia de trazado de
elementos auxiliares tuvo un rol importante en combinacidn con las estrategias de dibujar la

figura, planteamiento de una ecuacion y medicion de atributos para hallar la solucion.

,
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Contmccmn del
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~— | elementos del TP | \ de ecuaciones ,-I
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" Tarea2 punto H
. Encontrarla
II longitud del I| Medlclon \‘\
\ segmento DE / | Tustificacion de longitud \
s1 se sabe que HCconS.T
\‘ DEIAB_ L atributos
Trazado dela pemendlcula:
del segmento AC al punto O -
5.T: Semejanza de tridngulos. 4{ Aplicacion de 5.T - Solucién |
T.P: Teorema de Pitigoras . \
h !

Figura 4.7. Ruta de solucion de la Tarea 2
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4.2.2.2 Equipo B ( Renata, Abril, Isabel, Marcela y Victor)

El equipo B utilizd estrategias semejantes a las del otro equipo, a excepcion de las

estrategias de examinar la hipotesis y casos particulares. Tales estrategias se aplicaron

debido a que las medidas del triangulo FCB constituyen una terna pitagdrica, por lo que

examinan la hipdtesis para tridngulos con medidas de 28 ternas pitagoricas (Figura 4.8,

Reporte EB).

CATETD 1

il

CATETOD 2
4
12
B
24
15
40
&0
35
344

112
63
144
180
99
195

HIFDTEMNLUISA
5
13
10
25
17
41
Bl
ey
&5
113
BS
145
181
101
197

f
1.5
3.33

5.25
4.8
r.2

2.17

8.57

11.14
13.13
12.44
15.11
17.1
16.36
24.27

SEGMENTO DE
1.5
.58

3
7.88
5.76
1152
15.28
12,24
19.1
22.97
19,36
26.86
3078
26.78
42,06

Figura 4.8. Tabla de ternas pitagoricas

A partir de examinar la informacion de la tabla, y de realizar algunos calculos, los

participantes conjeturaron que es posible construir el triangulo FCB con circunferencia

inscrita usando ternas pitagoricas, no obstante al tratar de generalizar el problema se dan

cuenta que so6lo funciona para ternas proporcionales a 3, 4 y 5 (Figura 4.9, Reporte EB).
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CATETO 1 CATETO 2 HIPOTENUSA
3 4 5
[ & 10
9 12 15
12 16 20
15 20 25
18 24 0
21 28 EL]
24 32 40
27 36 45
a0 40 50

r
1.5
3
4.5
]
1.5
9
10.5
12
135
15

SEGMEMNTO DE
1.5
3
4.5
B
1.5
9
10.5
12
135
15

Figura 4.9. Ternas pitagoricas proporcionales

Como se ha mencionado, los equipos emplearon estrategias analogas (Tabla 6) pero su

aplicacion fue diferente. Por ejemplo, cuando ambos equipos utilizaron la estrategia de

trazado de elementos auxiliares, el Equipo A lo hace para construir el tridngulo HCO y

aplicar semejanza de tridngulos con respecto al tridngulo KCB para hallar la longitud del

segmento DE, por su parte el equipo B construyé los tridngulos isésceles GEL y FBL, con

el triangulo rectangulo CGE utilizaron la estrategia de planteamiento de la ecuacion para

hallar el valor de dos incégnitas r y x, que surgen cuando aplican semejanza de triangulos

para hallar el segmento dado (Figura 4.10).

Heuristicas ( Estrategias)/ Participante
Descomponer y recomponer el problema.

EQUIPO A EQUIPOB

Dibujar la figura.

Elementos auxiliares.

Examinar la hipdtesis.

Generalizacion.

Casos particulares

Plantear una ecuacion.

(== = R L

Medicion de atributos.

Tabla 4. Estrategias utilizadas por los equipos




EQUIPOA EQUIPOB

:

Figura 4.10. Comparativo de uso de estrategias

En la clase posterior a la implementacion de la tarea 2, el instructor abord6 una solucion
para la tarea en la cudl hizo uso de semejanza de triangulos y generaliz6 la solucion del

problema.

4.2.3. Resultados derivados de la tarea 3 “El tesoro del pirata”

En esta seccion se analizaran los reportes de la Tarea 3. Las principales estrategias que se
destacan son descomponer el problema, dibujar la figura, trazo de elementos auxiliares,
generalizacion, casos particulares, planteamiento de una ecuacion, medicion de atributos y
arrastre. El reporte que se presenta fue seleccionado debido a que aplico6 una mayor
cantidad de estrategias en comparacion con los demas participantes.Se empled un sistema
de nomenclaturas que combina las iniciales del tesoro del pirata y la inicial del nombre del

participante, asi como el numero de linea en donde se encuentra la estrategia.

4.2.3.1. El tesoro del pirata: El caso de Christian
La primera estrategia utilizada fue dibujar la figura en el SGD (TPC 51-52), los objetos se
etiquetaron de la siguiente forma: Palmera (P); Piedra Halcon (A); Piedra Buho (B) , estaca

1 (El); estaca 2 (E2) y tesoro (T). Usando la estrategia de trazos auxiliares se trazd un
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segmento para unir los puntos El y E2; A, E1 y P; Ay B; P, By E2 como se muestra en
la Figura 4.11.

Con la estrategia de arrastre, explord el problema moviendo los puntos P, A y B. También
se identifico la estrategia de medicion de atributos para medir los angulos EIAP y PBE2, de

lo anterior se aplicd la estrategia de arrastre en P para verificar si los angulos rectos
permanecian en la construccion..

Archivo Edicién Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
R A1~

(.__') z_’_ ,\\ ABC ols

P.- palmera
A - halcon
F B.- bdho
1 E1.-estaca 1
E2 -estacal

T.-tesoro del pirata
B e J

Entrada
—

Figura 4.11. Elementos del mapa del tesoro usando GeoGebra

El participante realizo otra figura con nuevas etiquetas, y aplicando la estrategia de arrastre

se movid a la Palmera de manera aleatoria, permitiendo conjeturar que la ubicacion del

tesoro no depende de la ubicacion de la palmera (TPC 54, 56-57; Figura 4.12).
 Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
AL ICOIO] € xl==] 4

IAFU‘.TD Ec‘h‘c‘m‘r’\“\;\a Opcunn;s Herramientas Ventana Ayuda C “
DR NEERNES
[TH~ e~ A~ Tl ev v
£2
TESORO

\

|‘I

/ PALMERA "!

| ".‘
BUHO MW o

HALCON &
Entrada:
Entrada: - . —
Figura 4.12. Arrastre del punto que representa a la palmera

57



A partir de las estrategias anteriores y del SGD, se identifico que el tesoro se encuentra “A
una distancia igual a la mitad que existe entre las dos rocas” (TPC 59-60) es decir la
ubicacion del tesoro es perpendicular al punto medio del segmento halcon y buho (Figura

4.13).
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Figura 4.13. Posicion del tesoro

Se construy6 otra figura usando un plano coordenado e identificando los objetos como:
palmera (P), piedra en forma de halcon (H), piedra en forma de biho (B), tesoro (T), estaca
1 (E1) y estaca 2 (E2). Después se aplico la estrategia de casos particulares para analizar

dos instancias.

El primer caso considera las coordenadas P (0,4), H (-4,0), B (4,0), E1 (-4,4) y E2 (4,4), es
decir, cuando P es el punto medio del segmento HB (Figura 4.14). Con la herramienta
Rectas, trazd los segmentos para unir los puntos y se realizé una ecuacion para obtener la
coordenada de T y verificar que el tesoro se situa perpendicularmente al punto medio de

HB (TPC 68-71).
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Figura 4.14. El tesoro del pirata en el plano coordenado.

En el segundo caso, se ubico a P en (0,4), E1(-8,4) y E2 (8,4), se plante6 una ecuacion para

determinar el punto medio de HB y verificar que coincida con la ubicacion de T (0,4) de

manera perpendicular (Figura 4.15).
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Figura 4.15. Segundo caso particular
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De los casos particulares anteriores, el participante generalizé el problema considerando

que el punto medio del segmento HB se encuentra en (0,0), mientras que E1(-2a, 0) y E2

(2a, 2a) dependen de P (-a, a). Usando la ecuacidn para hallar el punto medio del segmento

E1E2 se ubicé a T en (0,a), de tal manera que justificd la conjetura realizada al comienzo

(TPC 120, Figura 4.16).
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Figura 4.16. El caso general.

El participante construyd una segunda solucion, aplicando la estrategia de examinar la

hipotesis sosteniendo que T no depende de la ubicacion de P, por lo que realiza una

construccion similar a la Figura 4.14, ubicando a T de forma perpendicular a P, siendo éste

ultimo el punto medio del segmento HB (Figura 4.17).
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Figura 4.17. Estrategia de examinar la hipotesis

A partir de la figura anterior, se aplicaron las estrategias de arrastre y trazos auxiliares para
mover a P y trazar paralelas, perpendiculares y puntos de interseccion como se muestra en
la Figura 4.18. Lo anterior le permite construir dos pares de tridangulos congruentes PKB y
BJE2; HKP y HFE1,; los rectangulo FIQJ y FIRE1. Aplicando la estrategia de descomponer

el problema establece relaciones de congruencia e igualdad de areas.

Figura 4.18. Trazo de elementos auxiliares

Lo anterior le ayuda a comprobar que “que T se encuentra en la linea perpendicular a una

distancia de la mitad que existe entre ambas piedras o puntos H y B” (TPC 156-157).

En la Tabla 5 se muestra un resumen de las estrategias utilizadas. Se puede observar que las
estrategias mas utilizadas fueron dibujar la figura, trazar elementos auxiliares y el arrastre
guiado. Por otro lado, las estrategias como generalizacion y revision de casos particulares
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solo se utilizaron por Christian, quien fue uno de los participantes que utilizd una mayor
cantidad de estrategias. Las estrategias de medicion de atributos y planteamiento de

ecuacion fueron otras estrategias ampliamente utilizadas.

Heuristicas ( Estrategias)/ Participante Christian Renata Leomardo Abril Barbara Victor Isabel Marcela
Descomponer y recomponer el problema.
Dibugjar la figura.

Elementos auxiliares.

Generalizacion.

Casos particulares
Plantear una ecuacion.
Medicion de atributos.
Arrastre Guiado.

e = L L R e R

Tabla 5. Estrategias utilizadas para la Tarea del Tesoro del Pirata.
4.4. Identificacion de patrones, regularidades, tendencias o discordancias

Las estrategias que tuvieron mayor presencia en las tareas fueron la de dibujar la figura,
trazar elementos auxiliares, medicion de atributos y el arrastre. En la tarea 1 se observa que
la aplicacion de estrategias es escasa asi como las justificaciones de los resultados
obtenidos. Para la tarea 2, se observd que los participantes realizaban justificaciones de las
estrategias que implementan para abordar la tarea, asi como un mejor manejo de las
herramientas del SGD. En la tarea 3 se requirié una mayor demanda cognitiva, y estrategias
como andlisis de casos particulares, generalizacion y descomposicion del problema eran
necesarias para explorar soluciones mas complejas. De acuerdo con Smith y Stein (2011)
la demanda cognitiva se refiere al conjunto de esfuerzos que el estudiante requiere para
abordar un problema y se categoriza como una tarea de alta demanda cognitiva cuando el
resolutor logra conectar sus conocimientos para dar solucion a la tarea (citado en Candela,

2016, p.315)

Posteriormente a la aplicacion de la tarea 3, el profesor abordé la solucion por medio del
SGD, en la cudl realizé construcciones de elementos auxiliares para comprobar la hipotesis

de la ubicacion del Tesoro del Pirata.
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Al concluir el curso, se solicitdé a los participantes escribir un reporte en el cual
reflexionaran sobre el rol de la tecnologia cuando se resuelven tareas con multiples
soluciones, en este se observaron cuatro aspectos relacionados a el uso de un SGD,
estrategias, Tareas con Multiples Soluciones y trabajo en equipo. La nomenclatura que se
emplea para identificar las producciones escritas es RF que significa reporte final y la
inicial del nombre del participante, ademas como en los casos anteriores se identificaron las
lineas en las que se identificaron los aspectos importantes ya antes mencionados. En el
reporte final se logro identificar como el uso del SGD influy6 en la solucion de las Tareas,
debido a que les facilité manipular los objetos en lugar de imaginar como podrian moverse
de forma adecuada (RFA 17-21), por otro lado las herramientas que ofrece el software
ayudan a identificar propiedades de las construcciones geométricas y con ayuda de la
estrategia de trazos auxiliares permite encontrar la ruta para justificar la solucion obtenida (

RFR 35-39).
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CAPITULO 5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

5.1 Introduccion
En esta seccion se sintetizan los resultados obtenidos para responder a la pregunta de

investigacion que se planted desde el capitulo primero, ademas se realiza un comparativo
con las investigaciones revisadas con la finalidad de realizar algunas sugerencias Ttiles para
investigaciones futuras. También se indican los alcances y limitaciones que se obtuvieron

en el desarrollo de este trabajo de investigacion.

5.2 Respuesta a la pregunta de investigacion

En el capitulo primero se establecié que la pregunta de investigacion es: ;Qué estrategias
muestran profesores de bachillerato cuando resuelven tareas con multiples soluciones
usando Geogebra? Las estrategias que los profesores emplearian en la resolucion de tareas
con multiples soluciones por medio de GeoGebra serian el trazado de elementos auxiliares,
medicion de atributos y arrastre guiado. Sin embargo, después del andlisis de los datos
empiricos se identifico que la estrategia de arrastre no fue usada en una de las tareas (tarea
2) y emergieron otras estrategias no consideradas inicialmente tales como el uso de casos
particulares, generalizacion, planteamiento de ecuaciones y dibujar la figura. Debido a que
los problemas son de naturaleza geométrica, la estrategia mas comun que utilizaron los
participantes fue dibujar una figura que satisficiera las condiciones expresadas en el
enunciado de la tarea, dadas las facilidades que ofrece la herramienta en este aspecto. A
partir de esta estrategia inicial se fueron incluyendo otras heuristicas como el trazado de
elementos auxiliares (mediatrices, bisectrices, circunferencias y segmentos). Cabe
mencionar que algunos de los participantes aplicaron ambas estrategias, pero al no

encontrar relaciones entre ellas abandonaron la ruta.
5.3. Discusion de los resultados

La estrategia de incluir trazos auxiliares como mediatrices, perpendiculares y paralelas, en

una configuracion dindmica, permitio a algunos participantes disefiar una ruta de solucion
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casi directa, pero para otros, constituye solo una estrategia para llevar a cabo una
exploracion inicial del problema, en la cudl construyen circunferencias, trazan segmentos o
nuevas figuras con la finalidad de encontrar relaciones entre los objetos geométricos; sin
embargo, en algunos casos no identifican tales relaciones lo cual puede tener varias causas
una posible es no identificar visualmente trazos relevantes en el proceso de entendimiento y

solucion del problema e.

Por otra parte, estrategias como la medicion de atributos (longitudes y dngulos), jugaron un
rol importante en la formulacion de conjeturas, debido a que los participantes realizaron
calculos con esta estrategia para verificar que sus conjeturas eran correctas y la estrategia
les permitié aproximarse, sucesivamente a la solucion del problema. Al igual que en el
trabajo de Hollebrands (2007), en este trabajo se obtuvo evidencia de que las estrategias de
arrastre y de medicion de atributos, fueron indispensables para que los estudiantes lograran
tener una comprension mas profunda de los problemas en los cuéles aplicaron dichas
estrategias, y aunque en el estudio de Hollebrands (2007) fue aplicado a estudiantes de
secundaria, se observan algunas similitudes en cuanto al uso de la estrategia de medicion de
atributos, debido a que en este trabajo los profesores la emplearon para comprobar que el
calculo de las longitudes que determinaban o que la distancia entre ciertos puntos (puntos
medios) era la indicada. En cuanto a la estrategia de arrastre, fue una de las estrategias mas
utilizadas en dos de las tres tareas (1 y 3) debido a que se emplearon sus distintas
modalidades, incluidos el arrastre errante, el arrastre guiado y la prueba de arrastre (ver
apéndice F), este ultimo so6lo para verificar que la construccidon geométrica era robusta (ver

apéndice F).

Las estrategias anteriores, también fueron utiles para identificar relaciones entre los objetos
que conforman una configuracion dindmica. Como ejemplo se puede mencionar el caso de
la tarea 1, ya que al realizar el arrastre guiado sobre el eje horizontal uno de los
participantes pudo observar como las longitudes de los catetos del tridngulo APD varian,
asi como el area. En el caso del Tesoro del Pirata, cuando los participantes realizaron el
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arrastre de tipo errante observaron que no importaba de qué manera movieran los puntos
que representaban las estacas, el tesoro se encontraba en el punto medio de dicho segmento,
el cual también midieron para verificar sus observaciones. Cuando se aplico la estrategia de
arrastre en cualquiera de sus modalidades en el problema 3, fue de gran apoyo para los
resolutores establecer la conjetura sobre la ubicacion del tesoro y brindar un acercamiento

a la solucion de la tarea (Arzarello, et al., 2002)

Entre otras de las caracteristicas que se identificaron fue que los profesores tienen
dificultades para justificar resultados, asi como para expresar ideas claras de forma escrita
(RFB 26-29; RFA 34-36; RFI 12-18), lo cual lleva a pensar que esas mismas dificultades se
ven reflejadas en los estudiantes, como se ha identificado en otras investigaciones (Carrion

Miranda, 2007; Guimaraes et al., 2008).

Por otro lado, al tener un primer acercamiento a tareas con multiples soluciones se observa
que se encuentran en un conflicto al descubrir que una tarea puede tener distintas rutas de
solucion y que cada ruta dirigida por una misma estrategia puede generar rutas muy
diferentes. En este trabajo se considerd que se deben identificar los procesos y estrategias
empleadas cuando se usa GeoGebra al resolver tareas con multiples soluciones, a diferencia
de otros estudios interesados solo en la obtencion del resultado y en las estrategias que
involucran transformaciones geométricas (Levav-Waynberg (b), 2012; In’am, 2014;
Kordaki, 2015). Por otro lado, coincidimos con ellos sobre que en el proceso de resolucion
de problemas es indispensable que el resolutor sea capaz de entender el problema, disefiar

un plan, ejecutarlo y verificarlo.

Hiebert (1997) menciona que conocer sobre un tema es adentrarse en €l y ver como las
cosas funcionan, y para ello se necesita que el resolutor entienda la naturaleza del problema
es decir que conecte un nuevo conocimiento con los conocimientos previos que posee. En
la revision de los reportes se busco identificar si los participantes pasaron por el ciclo del

entendimiento matematico (ver seccion 2.3.3). Por ejemplo, en la tarea 2, el equipo A
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disefi6 un plan a partir de la construccidon geométrica original, y con el uso de la estrategia
de trazos de elementos auxiliares los integrantes fueron capaces de establecer una hipdtesis
respecto de como hallar la longitud del segmento. Posteriormente, al verificar
empiricamente el resultado con las herramientas de medicidén fueron capaces de conjeturar
y generalizar el caso. En este caso, la elaboracion del reporte permitio al equipo estructurar
la justificacion que se presentd durante la exposicion de las rutas de solucion. De lo anterior
se destaca que el proceso de reflexion se ve ligado a como es que los participantes trazaron
un plan para abordar la tarea y, a partir de ello, eligieron las estrategias mas adecuadas, y a
su vez lo comunicaron de forma escrita ( reportes) y verbal (exposiciones) interactuando
con sus demas compaiieros sobre los hallazgos realizados. Considerando lo anterior, dentro
de los resultados adicionales, se identificd que los profesores veian de utilidad el escuchar
las exposiciones y discusiones que se llevaron a cabo en el aula después de revisar las
tareas, debido a que observaban la manera en que sus demds compafieros aplicaban las
estrategias en la resolucion de problemas y que ellos considerarian como parte de sus
recursos para cuando tuvieran que resolver problemas similares. Como se ha sefialado
anteriormente, el hecho de que el profesor se enfrente a €ste tipo de problemas le permite
crear conciencia de las dificultades que se presentan en el aula con sus estudiantes y que ¢l
deberia tener los recursos suficientes para brindarle el apoyo necesario para poder saltar ese

obstaculo.
5.4. Alcances y limitaciones del trabajo

El presente trabajo se realizd con un reducido nimero de profesores de matematicas, que
cursaron el segundo semestre de un posgrado, en una universidad publica del estado de
Hidalgo. Por ello los resultados obtenidos no son generalizables a todos los profesores de
matematicas, debido a que los participantes de este estudio tienen una formacion distinta
entre ellos y diferentes anos de experiencia, por lo que los resultados pudieran diferir de

otro grupo de profesores con caracteristicas diferentes.
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Una alternativa para fortalecer las conclusiones de este trabajo podria considerar los

siguientes aspectos:

I.  Realizar grabaciones durante la sesiéon de clases sobre la manera en que los
participantes abordan las tareas, asi como solicitar los archivos de las
construcciones geométricas, ya que para esta investigacion no se contd con el
equipo de grabacion suficiente y en cuanto a las construcciones realizadas en
GeoGebra, no se proporcionaron instrucciones claras sobre cémo compartir los
archivos.

II. Formar equipos de trabajo mas reducidos para que los participantes tengan una
mejor interaccion entre pares.

II.  Identificar el rol que tiene el profesor sobre las formas de influir en la resolucion de

tareas de los estudiantes.

Lo anterior, s6lo son algunas sugerencias que pudieran tomarse en consideracion para

investigaciones similares.

5.5. Reflexiones finales

Considero que una de las experiencias obtenidas durante la realizacion de esta
investigacion, es que se debe considerar que cada profesor de matematicas, de cualquier
nivel educativo, debiera tener una formacién matematica solida que involucra, entre otras
cosas, una disposicion permanente a plantear y resolver problemas, ademas de usar de
manera sistematica diversas herramientas digitales para complementar nuestra practica
docente. De esta manera, la practica como profesores de matematicas debe contemplar
disposicién para guiar a los estudiantes en el proceso de aprendizaje. Otra ensefianza fue
el considerar la importancia del uso de tecnologia en el proceso de aprendizaje, debido a
que un software como GeoGebra puede auxiliar al resolutor a representar la informacion de

manera adecuada y que las herramientas con las que cuenta permiten explorar el problema
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para identificar patrones. Lo anterior se puede lograr cuando quien resuelve el problema
cuente con los elementos necesarios para saber emplear de mejor manera dichas
herramientas. Por otro lado, el tener la posibilidad de discutir un problema matematico con
otros integrantes del grupo, permiten mejorar las formas de expresar las ideas de forma
verbal o escrita, y ademas ayuda a identificar nuevas estrategias que se agregaran a nuestro

repertorio para abordar problemas similares.
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APENDICE A. [Antecedentes de la Tarea 3]

El planteamiento para la Tarea 3 que fue aplicada al grupo de ocho participantes se describe

de la siguiente manera:

La isla en donde enterré mi tesoro tiene una unica palmera, una piedra en forma de halcon

y otra en forma de buho. Encuentra la palmera, camina directo hacia la piedra en forma de

halcon contando el numero de pasos, cuando llegues a la piedra gira a tu derecha en

cuarto de circulo y camina el mismo numero de pasos, en ese lugar clava una estaca.

Regresa a la palmera, camina derecho hacia la piedra que tiene forma de buho y cuenta el

numero de pasos, cuando llegues a la piedra gira a tu izquierda un cuarto de circulo y

camina el mismo numero de pasos, en ese lugar clava una segunda estaca,; con una cuerda

una las dos estacas. El tesoro se encuentra enterrado debajo del punto medio de esta

cuerda.
\\\\]44,//
':: ‘i—' (-‘:\
j/ril'\‘\g‘ - C_) @
~

“Sail to —____ North latitude and ______ West longitude®
where thou wilt find a deserted island. There lieth a large
meadow, not pent, on the north shore of the island where stand-
eth a lonely oak and a lonely pine.” There thou wilt see also an
old gallows on which we once were wont to hang traitors. Start
thou from the gallows and walk to the oak counting thy steps.
At the oak thou must turn right by a right angle and take the
same number of steps. Put here a spike in the ground, Now must
thou return to the gallows and walk to the pine counting thy
steps. At the pine thou must turn left by a right angle and see
that thou takest the same number of steps, and put another spike
into the ground. Dig halfway between the spikes; the treasure
is there.”

Figura 3. El Tesoro del Pirata propuesto por Gamow

(1961)

El problema del tesoro del pirata ha sido abordado desde distintas perspectivas, aunque en

cada version tiene variaciones minimas relacionadas con los objetos principales como la

palmera, las rocas en forma de halcén y de buho, pero conserva la esencia original de la
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construccion geométrica. Este problema fue mencionado por primera vez por Gamow

(1961) con el propdsito de ilustrar una aplicacion practica de los numeros imaginarios.

Por su parte Libeskind (2008) en su libro retoma el problema de Gamow (1961), mismo
que descubrido durante su juventud y aunque la solucion propuesta involucra el uso de
nimeros complejos, ¢l decidid abordarlo en su libro desde tres fases, la experimental la cual
involucra el uso de un SGD como Geometer’s Sketchpad, la deductiva por medio del uso
de los topicos del libro y por aproximaciones que lo aborda utilizando transformaciones
geométricas. También existen trabajos de investigacion en los cudles toman de referencia el
problema del Tesoro del Pirata, ya que tienen por objetivo identificar en los profesores en
preservicio sus nociones con respecto a demostraciones utilizando geometria euclidiana

(Scher 2003, citado en Ratliff, 2011).

Por su parte Shriki (2011), retoma el problema del Tesoro del Pirata debido a que le resulta
atractivo e imposible de resolver a los estudiantes después de realizar algunos intentos. En
su trabajo muestra seis rutas de solucion en las que aplico herramientas de geometria plana
y analitica, combinacion de vectores, numeros complejos y geometria transformacional.
Cabe senalar que dentro de sus observaciones se puede abordar el problema representando
los objetos con o sin el uso de un SGD. Ademas, considera que la riqueza didactica del
problema yace en el uso de lenguaje matematico, asi como en el uso de diversos topicos de

matematicas para lograr un cambio en la percepcion del estudiante al resolver problemas.

El Teorema de Bottema, propuesto por el matematico Holandes Oene Bottema (Koetsier,
2007) es el fundamento geométrico del problema del Tesoro del Pirata. El Teorema
establece lo siguiente: Dado cualquier tridngulo ABC, se construyen dos cuadrados en dos
lados AC y BC. El punto medio del segmento de recta que une los vértices de los cuadrados
opuestos al vértice comun C, es independiente de la ubicacion de C. Si lo anterior lo
trasladamos a los elementos del problema del Tesoro del Pirata, se puede notar que los

vértices del tridngulo A y B representan las Rocas; la Palmera es el vértice en comin (C);
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los vértices opuestos son las Estacas; y el punto medio es la ubicacion del Tesoro. Por lo
que la ubicacion de la Palmera (c) no es importante, ésta puede hallarse en cualquier lugar
del plano sin afectar la ubicacion del Tesoro, ya que €ste se localiza de forma perpendicular

al punto medio del segmento que une a las Rocas.
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APENDICE B. [ Analisis de resultados Tarea 1]

https://docs.google.com/document/d/1i7ulxxrjCvhORaN9L-xD5SKISB1FzRFke-klq i4
hkY/edit?2usp=sharin

APENDICE C. [ Analisis de resultados Tarea 2]

https://docs.google.com/document/d/1jUiSsSEfXUBTahOUKMen1NT9T46LWUIm9xhl

RmT0VJzY/edit?usp=sharing
APENDICE D.[ Anilisis de resultados Tarea 3]

h : 1 m ment/d/1ICAepZ0O3-m MGASEKSnbIcHHFtTYQ?2
OuS7bs1Chg/edit?usp=sharing

APENDICE E. [ Reportes de los participantes]

https://drive.google.com/drive/folders/1UmZKO TiVsZoJ5SSDgLWEZ 7iZoRgkaV?

usp=share link
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APENDICE F.[ Heuristicas]

De acuerdo con Polya (1973), define las siguientes estrategias en la resolucion de
problemas

Dibujar una figura: Es una representacion grafica de informacion relevante en el
problema.

Generalizacion: Consiste en examinar una coleccion de objetos habiendo examinado uno
o varios de ellos.

Descomponer y recomposicion del problema: Considerar el objeto como un todo,
concentrarse en las diversas combinaciones de detalles que se pueden presentar y
recomponer sus partes de un modo diferente.

Elementos auxiliares: En problemas de geometria consiste en la incorporacion de
elementos geométricos tales como rectas, paralelas, mediatrices, puntos entre otros. Para
mayores referencias, revisar la fuente original.

Durante este trabajo se desarrolld una definicion para la estrategia de arrastre

Arrastre: Dada una configuracion de objetos geométricos, el arrastre es un proceso que
permite examinar cualquier cantidad de casos particulares para sustentar una conjetura o
comportamiento.

De acuerdo con Arzarello (2002) define los diferentes tipos de arrastre existentes en un
software de geometria dinamica, para una mayor comprension, se sugiere consultar
directamente las fuentes citadas.

Construccion Robusta: De acuerdo con Laborde (2005) las construcciones robustas son
aquellas que mantienen sus propiedades incluso al utilizar el modo de arrastre. Para crear
estas construcciones, es esencial emplear objetos geométricos y relaciones especificas que
definan claramente la construccion deseada.
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