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Resumen

En distintos campos del conocimiento, existen problemas de optimización com-
plejos que representan una oportunidad para ser abordadosmediante herramien-
tas computacionales avanzadas. Un problema dentro de la fenomenología de la
Física de Altas Energías (FAE), es la validación de modelos teóricos de matrices
de masa con ceros de textura. Estos modelos, relevantes para entender la estruc-
tura e interacciones de partículas elementales como los quarks, pueden analizarse
numéricamente utilizando el método de ajuste de Chi-cuadrado (χ2) para evaluar
su viabilidad según datos experimentales actuales. Tradicionalmente, se han em-
pleado métodos exhaustivos y técnicas exactas de optimización para esta tarea.
Sin embargo, debido a la estructura matemática de la función χ2, es necesario re-
currir a otras técnicas de optimización poco utilizadas en la FAE, para explorar
ampliamente el espacio de búsqueda de la función χ2 y encontrar los parámetros
óptimos del modelo que mejor se ajusten a los datos experimentales. En esta tesis,
se propone el uso de Algoritmos Bio-Inspirados (ABI) para optimizar la función
χ2 en el análisis numérico delmodelo dematrices demasa con cuatro ceros de tex-
tura. Se presenta una nueva variante del Algoritmo de Evolución Diferencial ba-
sado en Optimización por Enjambre de Partículas con mutación auto-adaptativa
(DEPSO) llamada Algoritmo de Evolución Diferencial basado en Optimización
por Enjambre de Partículas con Información Élite Histórica (HE-DEPSO), que
utiliza una estrategia de mutación basada en información histórica de los mejo-
res individuos e implementa la adaptación de parámetros del algoritmo “Success-
History based Adaptive DE” (SHADE). Los resultados obtenidos al comparar el ren-
dimiento de HE-DEPSO con otros algoritmos, en la optimización de la función χ2

y en el conjunto de funciones de prueba “Congress on Evolutionary Computation”
(CEC) 2017,muestran buenos resultados en precisión y estabilidad. Al implemen-
tar HE-DEPSO en el análisis numérico del modelo de texturas con cuatro ceros, se
pudo comprobar la viabilidad del modelo y analizar sus implicaciones fenome-
nológicas.
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Abstract

In several fields of knowledge, there are complex optimization problems that re-
present an opportunity to be addressed using advanced computational tools. One
problem within the phenomenology of the High Energy Physics (HEP) is the va-
lidation of theoretical mass matrix models with texture zeros. These models, re-
levant for understanding the structure and interactions of elementary particles
such as quarks, can be analyzed numerically using the Chi-square (χ2) fitting
method to evaluate their viability based on current experimental data. Traditio-
nally, exhaustive methods and exact optimization techniques have been used for
this task. However, due to the mathematical structure of the χ2 function, it is ne-
cessary to resort to other optimization techniques that are not widely used in the
HEP, to explore the search space of the χ2 function extensively and find the opti-
mal model parameters that best fit the experimental data. In this thesis, the use of
ABI is proposed to optimize the χ2 function in the numerical analysis of the four
texture zeros mass matrix model. A new variant of DEPSO called HE-DEPSO is
presented, which uses a mutation strategy based on historical information of the
best individuals and implements the parameter adaptation of the SHADE algo-
rithm. The results obtainedwhen comparing the performance of HE-DEPSOwith
other algorithms, in the optimization of the χ2 function and in the CEC 2017 test
function set, show good results in accuracy and stability. By implementing HE-
DEPSO in the numerical analysis of the four texture zerosmodel, it was possible to
verify the viability of the model and analyze its phenomenological implications.
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Capítulo 1

Introducción

La física, como ciencia fundamental, se puede dividir en tres áreas principales que
se complementan entre sí para comprender y explicar los fenómenos naturales:
la física teórica, que utiliza un formalismo matemático riguroso para desarrollar
modelos y teorías; la física experimental, enfocada en la adquisición de datos y
la realización de experimentos para validar o refutar las teorías propuestas; y la
fenomenología, que actúa como un puente entre ambas, vinculando los mode-
los teóricos con los resultados experimentales para validar y refinar los modelos,
determinar parámetros, distinguir entre diferentes teorías y estudiar las conse-
cuencias observables de los modelos en el mundo real, avanzando así en el co-
nocimiento y la comprensión de los fenómenos físicos desde la formulación de
teorías hasta la validación experimental y la aplicación práctica de los modelos
desarrollados.

Un claro ejemplo de la aplicación de estas áreas de la física es el Modelo Estándar
de la Física de Partículas (ME), que utiliza un formalismomatemático para descri-
bir las interacciones fundamentales entre las partículas elementales, y que ha sido
validado experimentalmente a través de experimentos en aceleradores de partícu-
las como el LHC en el CERN. A pesar del éxito del Modelo Estándar en explicar
muchos fenómenos, sigue teniendo dificultades en explicar ciertas propiedades y
estructuras de las partículas fundamentales, como la masa de los quarks y lepto-
nes.

Uno de los problemasmás importantes es el conocido como “problema del sabor”,
que se refiere a grandes rasgos a la falta de explicación sobre por qué los quarks y
leptones tienen las masas y propiedades específicas que tienen, y por qué no hay
más partículas con propiedades similares. En este contexto, las investigaciones so-
bre la generación de masa de los fermiones y la reproducción de los elementos de
la matriz VCKM , conocida como la matriz de mezcla, son una parte importante de
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la física de partículas. Estas investigaciones tienen sus inicios en los primeros años
de la década de los 70s, poco después del establecimiento delME. Desde entonces,
se han desarrollado diferentes enfoques, como los mecanismos radiactivos [2, 3],
texturas [4–6], simetrías entre familias [7, 8] y mecanismos de seesaw [9–11], que
se encuentran relacionados entre sí y buscan explicar la estructura y propiedades
de las partículas fundamentales, incluyendo el problema del sabor.

En el ámbito del ME, las masas de los quarks se originan a partir de matrices her-
míticas 3× 3 conocidas como matrices de masa (una para los quarks tipo u y otro
para los quarks tipo d) [12–14], como los valores absolutos de sus eigenvalores y
la matriz VCKM como el producto de la matriz que diagonaliza a los quarks tipo u
y la matriz que diagonaliza a los quarks tipo d. Sin embargo, debido al formalis-
mo matemático utilizado, las matrices de masa permanecen desconocidas, lo que
impide predecir teóricamente lasmasas de los quarks y lamatriz demezcla VCKM ,
siendo el experimento quien proporciona el valor numérico de estas cantidades.

El formalismo de texturas nace al considerar que ciertas entradas de la matriz de
masa son cero, de modo que se pueda calcular analíticamente la matriz que la
diagonaliza y, por ende, la matriz VCKM . En 1977, Harald Fritzsch creó este for-
malismo al utilizar las texturas hermíticas de 6 ceros como unmodelo viable [15].
En 2005, con datos experimentales de aquella época, encontró que las texturas her-
míticas con 4 ceros eran viables para generar lasmasas de los quarks y lamatriz de
mezcla. Sin embargo, es interesante constatar la viabilidad de estas texturas con
los datos experimentales actuales, así como los nuevos criterios utilizados hoy en
día.

1.1. Planteamiento del Problema

Considerando un enfoque fenomenológico de la física de partículas, se estudia el
modelo teórico de texturas de cuatro ceros para las matrices de masa de quarks
para verificar su validez, comparando la matriz VCKM obtenida del modelo con
datos experimentales actuales. En este proceso de comparación, se requiere de
un análisis numérico en el cual se utiliza el método de Chi-cuadrado (χ2) para
evaluar la concordancia entre la parte teórica y la experimental. La validación del
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3 Capítulo 1. Introducción

modelo involucra construir la función χ2 y encontrar valores permisibles de los
parámetros libres del modelo que satisfagan un criterio propuesto. En este trabajo
se utilizará el criterio de Chi-cuadrado reducido (χ2

red) y se buscarán soluciones
de la función χ2 que cumplan con la condición 0 < χ2

red < 1. Sin embargo, la mani-
pulación algebraica compleja de las expresiones involucradas en la construcción
de la función χ2 puede dificultar la búsqueda de estas soluciones.

Este problema debe ser tratado como un problema de optimización global de un
solo objetivo con restricciones de frontera, el cual puede ser modelado de la si-
guiente forma:

min χ2(X), X = (x1, x2, ..., xN) (1.1.1)

donde χ2 : RN → R define una función objetivo con valores reales, y N la di-
mensión o número de parámetros libres del modelo de texturas. Los paráme-
tros x1, x2, ..., xN se encuentran delimitados por sus respectivas fronteras, es decir,
xN ∈ [aN , bN ], donde aN es la frontera inferior del N -ésimo parámetro libre y bN

la frontera superior del N -ésimo parámetro libre.

1.2. Justificación

En el análisis numérico de modelos de texturas, la construcción de la función χ2

implica el manejo de expresiones matemáticas complejas que componen la matriz
VCKM . Estas expresiones no triviales dificultan la obtención directa de derivadas
o gradientes, lo que limita o imposibilita la aplicación de técnicas de optimización
exactas como el descenso del gradiente. Además, el uso de técnicas exhaustivas
puede requerir tiempos de cómputo significativos y no obtener buenos resultados.
Por lo tanto, se hace necesario recurrir a técnicas de optimización más avanzadas
para abordar este problema de manera eficiente.

Los ABI, han sido poco explorados en la FAE, en contextos experimentales se han
implementado Algoritmos Evolutivos (AE) con el fin de mejorar el análisis de
grandes cantidades de datos [16], así como la optimización del diseño de acele-
radores de partículas [17]. Referente a la fenomenología, Algoritmos Genéticos
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(GA) han sido utilizados con el fin discriminar modelos provenientes de teorías
supersimétricas [18]. La aplicación de estos algoritmos ha probado ser favora-
ble. Particularmente, el Algoritmo de Evolución Diferencial (DE) y el Algoritmo
de Optimización por Enjambre de Partículas (PSO) son técnicas de optimización
prometedoras para resolver el problema de optimización de la función χ2 en el
análisis numérico del modelo de texturas de cuatro ceros considerado en este tra-
bajo.

El algoritmo DE es eficiente en la exploración global, pero puede tener dificulta-
des para converger rápidamente. PSO se destaca por su rápida convergencia, pero
puede quedar atrapado en óptimos locales. Un algoritmo híbrido que combinara
estas fortalezas podría llevar a una optimización más eficiente y precisa de la fun-
ción χ2. El algoritmo podría alternar entre exploración y explotación, utilizando
DE para ampliar el espacio de búsqueda y PSO para refinar la solución.

DEPSO [19] es una hibridación efectiva entre DE y PSO, pero puede presentar
dificultades debido a la selección aleatoria de los parámetros Cr y F , y de conver-
gencia prematura debido a su estrategia demutación. Una nueva variante mejora-
da del algoritmoDEPSOpodría incorporar la información histórica de losmejores
individuos y ajustes dinámicos de los parámetros de control, lo que permitiría una
mejor capacidad de exploración y adaptación a las características específicas del
problema de optimización de la función χ2 en el análisis numérico del modelo
de texturas de cuatro ceros. Esto podría llevar a una optimización más precisa y
estable de la función χ2, así como en otros problemas de optimización.

1.3. Hipótesis

Incorporar algoritmos bio-inspirados dentro del análisis numérico de modelos de texturas
ayuda en el proceso de optimización de la función χ2 necesaria en dicho análisis, permi-
tiendo de forma particular validar y analizar a mayor profundidad el modelo de texturas
con cuatro ceros.
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1.4. Objetivo General

Desarrollar un algoritmo computacional que optimice la función χ2 con alta precisión uti-
lizando técnicas bio-inspiradas para su implementación en el análisis numérico del modelo
de texturas con cuatro ceros.

1.4.1. Objetivos Específicos

■ Revisar la literatura reciente sobre el paradigmametaheurístico bio-inspirado,
destacando sus aplicaciones, beneficios y limitaciones, con un enfoque espe-
cial en su utilización en la física de altas energías.

■ Contribuir al avance en el campo de la hibridación de técnicas metaheurís-
ticas, mediante el diseño y implementación de un algoritmo bio-inspirado
híbrido innovador que integre la potencia de diferentes enfoques para resol-
ver problemas complejos.

■ Integrar estrategias que permitan mejorar las capacidades de exploración y
explotación dentro del espacio de búsqueda, mediante las cuales, el algorit-
mo propuesto adquiera características deseables como: control adaptativo
de parámetros, precisión, y estabilidad.

■ Definir el conjunto de funciones de prueba a través del cual se mediará el
desempeño del algoritmo propuesto.

■ Validar el desempeño del algoritmo propuestomediante la comparación con
otros algoritmos relacionados y analizar las diferencias en su rendimiento.

■ Mediante el uso del algoritmo propuesto analizar la viabilidad del modelo
de texturas con cuatro ceros.

1.5. Metodología

La metodología propuesta para llevar a cabo el presente trabajo se muestra en la
Figura 1.5.1.
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Revisión y Análisis

Estado del arte de los Algoritmos 
Bio-inspirados en la Física de Partículas

GA PSO DE

Inicio

Paradigma Metaheurístico

Algoritmos Bio-inspirados

Fin

Aplicación

Optimizar el criterio

Viabilidad del modelo

Análisis numérico del modelo 
de texturas con cuatro ceros

Diseño y Desarrollo

Hibridación

Estudiar los diferentes
esquemas de hibridación

Adaptación de parámetros

Estrategias de mutación

Diseño del algoritmo Bio-inspirado 
híbrido propuesto

Evaluación y Validación

Funciones de prueba

CEC 2017

Validación Estadística

Media

Desviación Estándar

Análisis de Wilcoxon

Seleccionar algoritmos Bio-inspirados 
para propositos de comparación

Realizar experimentos para probar 
el algoritmo propuesto

Comparar contra otros algoritmos

Figura 1.5.1: Metodología propuesta.

En primer lugar, se tiene una etapa de revisión y análisis. En esta etapa, se revisará
el paradigma metaheurístico y se realizará un estudio del estado del arte sobre el
uso de algoritmos bio-inspirados en física de partículas. Después de conocer los
algoritmos bio-inspiradosmás representativos en el área de física de partículas, así
como sus ventajas y desventajas, en la siguiente etapa, denominada diseño y de-
sarrollo, se estudiarán los esquemas para hibridar dos algoritmos bio-inspirados.
Considerando lo anterior, en esta etapa se desarrollará el algoritmo bio-inspirado
híbrido propuesto. Para evaluar y validar el rendimiento del algoritmo propuesto,
en la etapa de evaluación y validación, se seleccionarán algunos algoritmos bio-
inspirados relacionados para un estudio comparativo. Finalmente, en la última
etapa de la metodología, se implementará el algoritmo propuesto como parte del
análisis del modelo de texturas con cuatro ceros. En esta última etapa, según la
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7 Capítulo 1. Introducción

información obtenida mediante el algoritmo propuesto, se analizará la viabilidad
de este modelo teórico.

1.6. Organización de la Tesis

Este documento de tesis se encuentra organizado en 6 capítulos. En los primeros
dos (incluyendo este capítulo), se describen conceptos básicos relacionados con
el tema de investigación. El Capítulo 2 proporciona un marco teórico sobre la op-
timización, así como las técnicas metaheurísticas, incluyendo algoritmos de opti-
mización bio-inspirados. También se presentan algunos conceptos teóricos impor-
tantes relacionados con el modelo estándar. Este capítulo concluye con la teoría
relacionada con el formalismo de texturas. En el Capítulo 3, se presenta el estado
del arte concerniente al análisis numérico del modelo de texturas con cuatro ce-
ros, los algoritmos de optimización bio-inspirados utilizados dentro de la física de
partículas y las principales mejoras realizadas sobre el algoritmo DE. El Capítu-
lo 4 presenta la descripción detallada del algoritmo propuesto, y en el Capítulo 5,
se analiza la viabilidad e implicaciones fenomenológicas del modelo de texturas
con cuatro ceros, teniendo en cuenta la información obtenida mediante el algo-
ritmo propuesto. Finalmente, en el Capítulo 6, se proporcionan las conclusiones
generales y el trabajo futuro.

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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Capítulo 2

Marco Teórico

Este capítulo se centra en presentar los conceptos básicos relacionados con la pre-
sente investigación, abarcando desde el tipo de problema de optimización global
que se intenta resolver hasta las técnicas computacionales de optimización uti-
lizadas para abordarlo. Además, se introducen conceptos relevantes del modelo
estándar de la física de altas energías y se presentan los conceptos fundamentales
dentro del formalismo de texturas en el que se desarrolla el problema a resolver.

2.1. Optimización

La optimización se enfoca en identificar los extremos de funciones o sistemas, sien-
do un área fundamental de las matemáticas. Sus raíces se remontan a filósofos y
matemáticos como Pitágoras, Platón, Aristóteles, Arquímedes y Herón, quienes
establecieron los fundamentos. Posteriormente, científicos como Newton, Leib-
niz, Euler y Lagrange contribuyeron significativamente a su desarrollo [20]. El
continuo progreso en esta área, unido al avance tecnológico, ha permitido resol-
ver problemas complejos en diversas áreas y escenarios.

2.1.1. Problemas de Optimización Global

UnProblema deOptimizaciónGlobal (POG) es formulado de la siguientemanera
[21]:

Dada una función f(x) : Rn → R y un conjunto S ∈ Rn, se busca encontrar x∗ tal
que:

f(x∗) = min {f(x)| ∀ x ∈ S} , (2.1.1)

9
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en donde x = (x1, x2, ..., xn) es un vector de parámetros, S es el espacio de bús-
queda y n corresponde a la dimensión del POG. La función f , también conocida
como función objetivo, función de pérdida, criterio o función de ajuste [22–24], es
utilizada para evaluar la calidad de las soluciones candidatas dentro del espacio
de búsqueda.

Siguiendo la formulación de un POG descrita anteriormente, se asume un pro-
blema que busca minimizar la función objetivo f . Aunque se está asumiendo la
minimización, no se restringe la generalidad de los resultados, ya que se puede
establecer una equivalencia entre problemas de maximización y minimización de
la siguiente forma [25]:

max {f(x)| ∀ x ∈ S} = min {−f(x)| ∀ x ∈ S} . (2.1.2)

Las restricciones son un componente clave en problemas de optimización global,
ya que establecen los límites y condiciones que deben considerarse al buscar la
mejor solución. Estas pueden presentarse como funciones o como restricciones de
frontera. Las restricciones de frontera quedan establecidas de la siguiente manera
[26, 27]:

ai ≤ xi ≤ bi, i ∈ {1, 2, ..., n} , (2.1.3)

donde ai es la frontera inferior y bi es la frontera superior correspondiente al pa-
rámetro i. Un POG el cual requiera exclusivamente de restricciones de frontera, es
denominado como un POG sin restricciones [24].

Por otra parte, las funciones de restricción, se pueden identificar en dos tipos, las
restricciones de igualdad (Ecuación (2.1.4)) y las restricciones de desigualdad
(Ecuación (2.1.5) y Ecuación (2.1.6)) [28].

gi(x) = 0, i = 1, 2, ..., P, (2.1.4)

donde P es el número de igualdades.

hj(x) ≤ 0, j = 1, 2, ..., Q, (2.1.5)
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hj(x) ≥ 0, j = 1, 2, ..., Q, (2.1.6)

donde Q es número de desigualdades. Estas funciones de restricción, definen lo
que se conoce como región factible.

En la Figura 2.1.1, semuestran ambos tipos de restricciones en un POG en un espa-
cio de búsqueda bidimensional (n = 2). La Figura 2.1.1(a) ilustra las restricciones
de frontera, donde el espacio de búsqueda S se define por la región delimitada
por las intersecciones de las restricciones inferior y superior respectivas a cada eje
coordenado. La Figura 2.1.1(a)muestra cómo las funciones de restricción generan
la región factible, que es la región en la que todos los vectores de parámetros son
soluciones factibles para el POG. En contraste, aquellos vectores de parámetros
fuera de esta región son considerados no factibles. En un POG sin restricciones, la
región factible coincide con el espacio de búsqueda.

El término “Problema de Optimización Global sin restricciones” puede conducir a una
confusión debido a que, en realidad, se está utilizando un solo tipo de restriccio-
nes, las de frontera. El motivo de este término es que la mayoría de problemas de
optimización global tienen este tipo de restricciones, que son fáciles de satisfacer
en comparación con las funciones de restricción.

Restricción

Restricción

Restricción

Restricción

(a) Constricciones de frontera.

Restricción

Restricción

Restricción

(b) Funciones de constricción.

Figura 2.1.1: Restricciones en un Problema de Optimización Global considerando un
espacio de búsqueda de dos dimensiones (n = 2).

Al considerar el tipo de espacio de búsqueda S dentro del cual se encuentra defi-
nido un POG, se identifican tres tipos de problemas de optimización: continuos,

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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discretos (combinatorios) y una combinación entre los dos anteriormentemencio-
nados [23]. En la Figura 2.1.2 se ilustran dos tipos de problemas de optimización
global de acuerdo a su dominio. La Figura 2.1.2(a) muestra el caso en el cual S
pertenece a un dominio continuo. En este caso la función f es una función suave
en todo x ∈ S. Por otro lado, en la Figura 2.1.2(b) se presenta el caso discreto. Al
estar S dentro de un dominio discreto, se cuenta con la particularidad de que x

puede tomar una cantidad contable de valores en S.

(a) Dominio continuo. (b) Dominio discreto.

Figura 2.1.2: Tipos de problemas de optimización global de acuerdo a su dominio.

Al resolver problemas de optimización global, es importante definir una medida
de cercanía o proximidad entre soluciones. Dos soluciones se consideran próxi-
mas si se encuentran dentro del mismo vecindario. Siguiendo este contexto, la es-
tructura de vecindario de una solución en un problema de optimización se puede
definir como [22]:

N : S → S. (2.1.7)

de forma que, para cada x ∈ S le corresponde un conjunto Si ⊆ S. Además se
tiene que, si x1 se encuentra en el vecindario de x2, entonces x2 se encuentra en
el vecindario de x1, en otras palabras, x2 ∈ S1 si y solo si x1 ∈ S2. La figura Fi-
gura 2.1.3 ilustra esta situación en una función unidimensional f . La solución x1

(color rojo) tiene definido el vecindario S1 (representado por la región en color
rojo) el cual contiene a la solución x2, mientras que la solución x2 (color azul) cu-
yo vecindario es S2 (representado por la región en color azul) abarca a la solución
x1. De esta forma ambas soluciones permanecen dentro de la intersección de sus
vecindarios.
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Figura 2.1.3: Soluciones x1 y x2 (puntos color rojo y azul) para la función unidimen-
sional f y su correspondiente vecindario (S1 y S2 respectivamente).

En la optimización de un solo objetivo, se busca maximizar o minimizar una fun-
ción objetivo única. Una solución óptima en este contexto, representa un valor
máximo o mínimo [29]. Esta solución a su vez, puede ser óptima solo dentro de
su vecindario y no sobre todo el espacio de búsqueda. Lo anterior da pie a la de-
finición de óptimo local.

Un óptimo local xl ∈ Sl de una función f : Sl → R es una solución la cual satisface
la siguiente desigualdad (asumiendo minimización) [22, 29]:

f(xl) < f(x), ∀ x ∈ Sl. (2.1.8)

Por otro lado, un óptimo global sigue esta desigualdad considerando todo el es-
pacio de búsqueda, es decir, un optimo global x∗ ∈ S de una función f : S → R
es una solución la cual satisface la siguiente desigualdad (asumiendo minimiza-
ción):

f(x∗) < f(x), ∀ x ∈ S. (2.1.9)

En la Figura 2.1.4, se muestran los óptimos locales y globales de una función f en
dos dimensiones. La figura presenta dos óptimos locales, un mínimo y un máxi-
mo, y dos óptimos globales, también un mínimo y un máximo. En ambos casos,
un óptimo global es el mejor resultado dentro de todo el espacio de búsqueda S,
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mientras que un óptimo local es el mejor resultado solo en un subconjunto de S o
en su vecindario inmediato.

Figura 2.1.4: Óptimos locales y globales en una función bidimensional f .

Enproblemas de optimización global, la función objetivo f puede presentar varios
valores óptimos, clasificados en óptimos locales y globales. Si f tiene un solo óp-
timo en todo el espacio de búsqueda, se considera unimodal. Por otro lado, si hay
múltiples óptimos en el espacio de búsqueda, se consideramultimodal [24, 29].

La Figura 2.1.5 ilustra una función unimodal bidimensional f (Función Esférica
[24]), junto con sus curvas de nivel. Estas curvas de nivel visualizan claramente
la existencia de un solo óptimo, que es el mínimo global f(x) = 0 situado en
x = (0, 0). Por otro lado, la Figura 2.1.6 muestra una función multimodal de dos
dimensiones (Función de Griewank [24]), con sus respectivas curvas de nivel.
Aunque esta función presenta múltiples óptimos locales, fácilmente identificables
mediante sus curvas de nivel, su mínimo global es f(x) = 0 en x = (0, 0).

Es posible que un POG tenga múltiples óptimos globales [24], en cuyo caso se
puede definir un conjunto óptimo X∗ que agrupe todas las soluciones óptimas
(globales) [29]. La Figura 2.1.7 muestra dos ejemplos de problemas de optimiza-
ción global unidimensionales con uno y múltiples mínimos globales. En la Figu-
ra 2.1.7(a) se presenta un problema de optimización mediante la función f(x) =

x2
1 dentro del espacio de búsqueda S = [−1, 1]. Esta función unidimensional tie-

ne un solo óptimo global ubicado en x = 0 = (0), con lo cual es este caso, el
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Figura 2.1.5: Función objetivo unimodal (Función Esférica) y sus respectivas curvas
de nivel.

Figura 2.1.6: Función objetivo multimodal (Función de Griewank) y sus respectivas
curvas de nivel.

conjunto óptimo X∗ es un conjunto óptimo unitario, es decir, X∗ = {0}. Por otro
lado, la Figura 2.1.7(b) se tiene un problema de optimización representado por
la función f(x) = cos(x1) dentro del espacio de búsqueda S = [−3π, 3π]. En es-
te caso se tienen múltiples mínimos globales ubicados en: x = (−3π), x = (−π),
x = (π) y x = (3π). En este contexto, X∗ = {(−3π), (−π), (π), (3π)} es un con-
junto contable con un número finito de elementos. De forma general, esta fun-
ción presenta múltiples mínimos globales ubicados en xi = ((2i + 1))π y múl-
tiples máximos globales ubicados en xi = (2iπ), para todo i ∈ Z. El conjun-
to óptimo X∗ = {((2i+ 1)π) : i ∈ Z} de mínimos globales y el conjunto óptimo
X∗ = {(2iπ) : i ∈ Z} de máximos globales son definidos como conjuntos conta-
bles con un número infinito de elementos.

Esta investigación se enfoca en la solución de un POG de un solo objetivo, sin
restricciones, con variables (parámetros) continuas.

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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(a) Función con un solo óptimo global,
donde f(x) = x2

1.
(b) Función con múltiples óptimos glo-
bales, donde f(x) = cos(x1).

Figura 2.1.7: Problemas de optimización global con uno y múltiples óptimos globa-
les.

2.1.2. Algoritmos de Optimización

Un POG se considera resuelto cuando se encuentra el óptimo global, sea máxi-
mo o mínimo, dependiendo del problema. Sin embargo, encontrar este óptimo
puede ser complicado debido a factores como múltiples óptimos locales (ver Fi-
gura 2.1.6) o un gran número de parámetros. Para abordar estos desafíos, existen
varios algoritmos de optimización global que buscan encontrar el conjunto óptimo
de soluciones para un problema específico [29]. Dentro de la literatura, es posi-
ble encontrar distintas clasificaciones para estos algoritmos [20, 22, 26, 29–32]. De
forma general se puede distinguir entre dos clases principales de algoritmos: Al-
goritmos de optimización exactos y Algoritmos de optimización aproximados
[20, 22, 32, 33].

2.1.2.1. Algoritmos de Optimización Exactos

La teoría del cálculo permite resolver algunos problemas de optimización sin res-
tricciones de manera analítica, encontrando los ceros del gradiente y verificando
que la matriz Hessiana sea positiva definida en esos puntos [20]. Esto se logra
asumiendo que la función f asociada es clase C2, es decir, que tenga derivadas
de segundo orden continuamente diferenciables. Sin embargo, cumplir con estas
condiciones puede ser un desafío en muchos casos. Otros métodos analíticos bus-
can determinar el óptimo global de una función f , considerando características
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específicas como convexidad [20, 34].

Dentro de las técnicas numéricas de optimización, los algoritmos de optimización
exactos son aquellos que siguen un comportamiento determinista, lo que significa
que siempre obtienen lamisma solución cuando se ejecutan desde elmismo punto
de inicio. Estos algoritmos iterativos ajustan la dirección y el rango de búsqueda
en cada iteración. Se clasifican en dos categorías: aquellos basados en el gradiente
de la función objetivo y aquellos basados en la evaluación de la función objetivo
[20, 35].

Los algoritmos exactos basados en el gradiente de la función objetivo buscan la
solución óptima mediante la resolución de un conjunto de ecuaciones no linea-
les que igualan a cero el gradiente de la función objetivo. Alternativamente, se
puede partir de una solución inicial x y generar una secuencia de soluciones me-
joradas iterativamente [35]. Algunos de los algoritmos más destacados en esta
categoría son el descenso del gradiente, el método de Newton-Raphson y los mé-
todos Quasi-Newton [20]. Estos algoritmos son particularmente eficientes en la
búsqueda local de óptimos en entornos como los mostrados en las Figura 2.1.5 y
Figura 2.1.7(a).

Los algoritmos basados en la evaluación de la función objetivo, se enfocan en eva-
luar de forma iterativa en la función objetivo a cada una de las posibles soluciones
dentro del espacio de búsqueda, esto con el fin de tratar de encontrar el valor del
óptimo global. Este tipo de algoritmos sufren de lo que se denominamaldición de
la dimensión, lo cual significa que debido al tamaño que pueda tener del espacio
de búsqueda de un problema, el algoritmo será ineficiente debido a la gran can-
tidad de evaluaciones que debe realizar [35]. El algoritmo de Nelder-Mead es un
ejemplo de este tipo de algoritmos basados en la evaluación de la función objetivo.

En general, los algoritmos de optimización exactos son eficientes en búsqueda
local y aseguran encontrar la solución óptima global [22]. Sin embargo, su aplica-
ción en optimización global es limitada debido a la complejidad de los problemas
y los tiempos de cómputo prolongados necesarios [22, 26]. Esto los hace menos
viables para problemas con múltiples parámetros, restricciones y funciones obje-
tivo.
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Capítulo 2. Marco Teórico 18

2.1.2.2. Algoritmos de Optimización Aproximados

A causa de las limitaciones de los algoritmos, métodos y técnicas de optimización
exactos, los algoritmos de optimización aproximados (también llamados estocás-
ticos o probabilísticos) han ganado relevancia en las últimas décadas. Estos algo-
ritmos, que se remontan a la década de los años 50s [36], no garantizan encontrar
el óptimo global (en la mayoría de los casos), pero pueden encontrar una solu-
ción óptima en un tiempo significativamente menor que los algoritmos exactos
[22]. Aunque no garantizan la solución óptima global, no implica que la solución
obtenida sea incorrecta; simplemente no es la óptima global. En muchos casos,
encontrar una solución suficientemente buena es mejor que no tener una solución
o esperar cientos de años para encontrarla.

Dentro de los algoritmos de optimización aproximados, los algoritmos metaheu-
rísticos han adquirido gran relevancia por su capacidad para resolver y encon-
trar soluciones óptimas en una amplia variedad de problemas de optimización,
sin necesidad de un conocimiento profundo en los detalles y definición de tales
problemas [33, 37]. En las siguientes secciones, se profundizará en este tipo de
algoritmos, que tienen una estrecha relación con la presente investigación. An-
tes de continuar, se presentará el Teorema No free lunch, uno de los teoremas más
influyentes en el campo de los algoritmos de optimización.

2.1.2.3. The No Free Lunch Theorem

Ante la existencia de diversos algoritmos de optimización, surge la pregunta de
cuál es el más adecuado para un problema específico. Wolpert y Macready inves-
tigaron esta cuestión y formularon el teoremaNo free lunch [38], que establece que,
para cualquier par de algoritmosA1 yA2, siA1 supera aA2 en ciertos problemas,
entoncesA2 superará a A1 en otros [39].

∑
f

P (xm|f,A1) =
∑
f

P (xm|f,A2) (2.1.10)

donde P (xm|f,A1) es la probabilidad que el algoritmoA1 identifique la solución
óptima para una función objetivo f arbitraria y P (xm|f,A2) es la probabilidad
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análoga para el algoritmo A2.

El teoremaNo free lunch establece que el rendimiento promedio de cualquier algo-
ritmode optimización es igual para todos los problemas posibles. Esto implica que
si un algoritmo es mejor en ciertos problemas, necesariamente tendrá un desem-
peño inferior en otros. En consecuencia, no es posible desarrollar un algoritmo de
optimización universal que pueda resolver cualquier problema de optimización.
Las características de un problema de optimización pueden influir en el desem-
peño de un algoritmo, lo que hace que sea importante considerar el conocimiento
específico del problema y evitar comparar algoritmos sobre unamuestra reducida
de problemas [39].

2.1.3. Metaheurísticas

Las metaheurísticas son algoritmos de optimización aproximados que pueden re-
solver problemas de optimización de diversas clases sin necesidad de ser adap-
tados a cada tipo de problema o conocer su estructura detallada. Estos algorit-
mos utilizan técnicas de aproximación con componentes estocásticos, llamadas
heurísticas, para explorar el espacio de búsqueda [22]. Las heurísticas ayudan al
algoritmo a tomar decisiones para encontrar soluciones óptimas, utilizando in-
formación actual del proceso de optimización [29]. El término “metaheurísticas”
incluye el prefijo griego “meta”, indicando que estos algoritmos son un procedi-
miento de nivel superior para generar heurísticas. Los algoritmosmetaheurísticos
tienen características como implementación sencilla, robustez en su aplicación a
problemas de optimización variados, no requieren cálculo de derivadas y, debido
a su naturaleza estocástica, tienen mejor capacidad para evitar mínimos locales.
Estas características han llamado la atención de varios investigadores y han sido
implementadas en diversas aplicaciones [40–43].

Lamayoría de los algoritmosmetaheurísticos se basan en conceptos naturales. Al-
gunos se inspiran en la evolución biológica, el comportamiento animal, procesos
físicos y químicos, y otros fenómenos naturales [44].

Este tipo de algoritmos, en general, siguen un mecanismo que permite encontrar
soluciones óptimas. La Figura 2.1.8 ilustra este proceso. La búsqueda de solucio-
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nes óptimas comienza con la generación aleatoria de un conjunto inicial de posi-
bles soluciones dentro del espacio de búsqueda (círculos verdes). Este conjunto
se conoce por diferentes nombres en la literatura, como enjambre, población, co-
lonia o grupo. Cada elemento de este conjunto se puede denominar de manera
distinta, como individuo, cromosoma o partícula. Luego, se aplican operadores
o métodos para combinar los elementos del conjunto inicial. A partir de esto, se
genera un nuevo conjunto de soluciones modificadas (círculos morados). A con-
tinuación, se crea un nuevo conjunto a partir del inicial y modificado (círculos
verdes y morados). Finalmente, se selecciona una nueva posible solución óptima
bajo cierto criterio del nuevo conjunto de soluciones. Este proceso se repite de for-
ma iterativa hasta que se alcanza un criterio de parada, como un número máximo
de iteraciones o un valor de la función objetivo [45].

Figura 2.1.8: Mecanismo general de un algoritmo metaheurístico para la búsqueda
de una solución óptima.

El proceso de búsqueda en algoritmos de optimización puede dividirse en dos
fases: exploración y explotación. La exploración busca identificar áreas promete-
doras dentro del espacio de búsqueda que puedan contener soluciones óptimas
de alta calidad, mientras que la explotación se enfoca en la búsqueda local den-
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tro de estas áreas. La naturaleza estocástica de estos algoritmos beneficia la fase
de exploración [46]. El equilibrio entre ambas fases es crucial, ya que afecta sig-
nificativamente el rendimiento de los algoritmos. Este balance implica encontrar
soluciones de alta calidad sin invertir recursos en regiones ya exploradas o que no
muestren indicios de tener soluciones óptimas [46].

Dentro del amplio espectro demetaheurísticas, cada una se distingue por su enfo-
que único en lograr el equilibrio entre exploración y explotación. Estas metaheu-
rísticas pueden clasificarse según características como la trayectoria de búsqueda,
el uso de memoria histórica, la fuente de inspiración y el uso de poblaciones de
soluciones. La literatura ofrece diversas clasificaciones basadas en estas caracterís-
ticas [1, 45, 47–50]. La clasificación más común, propuesta por Behesht et al. [1],
utiliza un diagrama de Euler para categorizar algunos algoritmos metaheurísti-
cos conocidos según características como el tipo de búsqueda (ver Figura 2.1.9),
la fuente de inspiración, el tipo de población y la trayectoria de búsqueda.
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Figura 2.1.9: Clasificación de algunas de las metaheurísticas más conocidas (Adapta-
do y traducido al español de Behesht et al. [1].).
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En el marco de esta investigación, se centrará en un tipo específico de algorit-
mos metaheurísticos, conocidos como Algoritmos Bio-Inspirados. Estos algorit-
mos, que se encuentran dentro de la categoría de metaheurísticas inspiradas en la
naturaleza, serán descritos en las secciones siguientes [51–54].

2.2. Algoritmos Bio-Inspirados

Algunos de los procesosmás eficientes se encuentran en la naturaleza. Un ejemplo
es la coordinación hábil de un grupo de aves al buscar alimento. De esta forma, la
naturaleza representa una de las mayores inspiraciones a partir de la cual se rea-
liza el diseño de un amplio espectro de algoritmos de optimización [52]. Este tipo
de algoritmos de optimización son conocidos como Algoritmos Biológicamente-
Inspirados o de forma compacta como Algoritmos Bio-Inspirados.

Dentro de la literatura, los algoritmos bio-inspirados se clasifican según su fuente
de inspiración natural [52, 53, 55–57]. La Figura 2.2.1 muestra una clasificación
sencilla de estos algoritmos, destacando su relación con la naturaleza. En este tra-
bajo, se enfocan principalmente en dos categorías: Algoritmos Evolutivos, basados
en la evolución biológica, y Algoritmos Basados en Inteligencia de Enjambre, que
se inspiran en comportamientos sociales colectivos [55]. En las siguientes seccio-
nes, se describen estas dos categorías y se presentan algunos de sus algoritmos
más representativos.

Figura 2.2.1: Clasificación de los Algoritmos Bio-Inspirados.
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2.2.1. Algoritmos Evolutivos

El campo de estudio dentro de la Inteligencia Computacional (IC) conocido como
Computo Evolutivo (CE) incluye a los AE [24]. Estos algoritmos son una clase de
metaheurísticas diseñados para resolver problemas de optimización, inspirados
en la Teoría de la Evolución de Darwin y conceptos biológicos.

De acuerdo con la Teoría de la Evolución de Darwin, la evolución de los seres
vivos se basa en los siguientes principios:

■ Variaciones: Existen variaciones en las características individuales entre pa-
dres y su descendencia. Cada individuo presenta rasgos únicos que lo dife-
rencian de sus progenitores y hermanos.

■ Herencia: Estas características se transmiten de generación en generación a
través de la herencia genética. Los descendientes heredan una combinación
de los rasgos de sus padres.

■ Selección natural: En una población, los individuos más adaptados al en-
torno en el que se encuentran tienen mayores probabilidades de sobrevivir
y reproducirse (presión selectiva). Este proceso de selección natural favore-
ce la perpetuación de las característicasmás ventajosas para la supervivencia
en un determinado medio.

Darwin concluyó que la competencia entre individuos fomenta la transmisión de
las mejores variaciones a través de las generaciones, lo que llevó a la evolución na-
tural de organismos complejos adaptados a diferentes entornos [58, 59]. Este éxi-
to en la generación de organismos complejos se ha extrapolado a la optimización,
donde se aplican principios de evolución natural. De manera similar, los algorit-
mos AE utilizan operadores evolutivos para resolver problemas de optimización
difíciles.

La mayoría de los AE siguen un patrón de búsqueda guiado por variaciones esto-
cásticas generadas a partir de operadores evolutivos. El proceso comienza gene-
rando una población aleatoria de soluciones dentro del dominio del problema de
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optimización. Luego, cada solución candidata se evalúa mediante la función obje-
tivo para determinar su calidad. Las soluciones candidatas interactúan y compar-
ten información mediante operadores de cruce y mutación. El cruce combina dos
o más soluciones candidatas para generar nuevas soluciones. La mutación aplica
variaciones a una solución candidata para generar una nueva posible solución. Es-
tos operadores generan una nueva población de soluciones (descendencia), que
luego compite con la población anterior según su calidad. Este proceso se repi-
te iterativamente hasta que se cumpla un criterio de parada, como encontrar una
solución suficientemente buena o ejecutar un número establecido de iteraciones
(generaciones) [58]. En el Algoritmo 2.2.1 se muestra en forma de pseudocódigo
el esquema general de búsqueda que sigue un algoritmo evolutivo.

Algoritmo 2.2.1: Esquema general de un Algoritmo Evolutivo en pseu-
docódigo.
1: Inicializar de forma aleatoria una población de posibles soluciones
2: Evaluar cada solución en la función objetivo
3: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
4: Seleccionar padres
5: Recombinar pares de padres
6: Mutar la descendencia resultante
7: Evaluar la nueva población
8: Seleccionar individuos para la siguiente generación
9: fin

La construcción de un algoritmo evolutivo (incluso otros ABI) implica definir va-
rios componentes clave. Estos incluyen la representación de soluciones, la iniciali-
zación de soluciones, la selección, el cruce, lamutación y el reemplazo. Además, es
necesario establecer un criterio de parada para indicar cuando el algoritmo debe
detener su ejecución. A continuación, se describirán estos componentes con ma-
yor detalle. Posteriormente, se presentará uno de los algoritmos evolutivos más
representativos relacionados con el presente trabajo de tesis.

2.2.1.1. Representación de soluciones

Uno de los primeros pasos en el diseño de un algoritmo evolutivo es especificar
la representación matemática de las posibles soluciones al problema. Esta repre-
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sentación permite almacenar las soluciones en una computadora y manipularlas
mediante el propio algoritmo evolutivo. Una solución candidata a un problema,
expresada como un vector de parámetros, se denomina fenotipo. La representa-
ción de esta solución utilizada por el algoritmo evolutivo se conoce como genotipo
[60]. En la Figura 2.2.2, se ilustran los espacios a los que pertenecen el fenotipo y
el genotipo asociados a una solución candidata. Además, se muestra que un ma-
peo del espacio fenotipo al espacio genotipo se define mediante un proceso de
codificación, mientras que la decodificación se realiza de forma inversa.

Figura 2.2.2: Espacio fenotipo y genotipo para la representación de una solución.

La representación de las soluciones tiene una gran importancia ya que determina
la naturaleza del espacio de búsqueda del algoritmo evolutivo. Además, la forma
de la representación impacta directamente en el diseño que tendrán los opera-
dores de cruce y mutación debido a que de acuerdo a la representación, estos
operadores pueden variar [61]. A continuación se da una revisión de las repre-
sentaciones más comunes dentro de los algoritmos evolutivos.

Representación binaria

En los AE, la representación binaria fue una de las primeras formas de represen-
tar soluciones. En esta representación, el genotipo se compone de una sucesión
de bits, que deben ser configurados adecuadamente para cada problema. Esto in-
cluye determinar la longitud de la cadena de bits y cómo reproducir el fenotipo
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asociado. Es fundamental establecer unmapeo entre el genotipo y el fenotipo para
asegurar que la decodificación represente una solución válida dentro del contex-
to del problema original y que toda solución pueda ser codificada en una cade-
na de bits para ser manipulada por el algoritmo evolutivo [61]. Por ejemplo, en
la Figura 2.2.3, se muestra cómo una posible solución (x = (58, 30, 32, 12)) para
un problema de optimización con cuatro parámetros se asocia con el genotipo:
111010011110100000001100.

Figura 2.2.3: Representación binaria: fenotipo y genotipo.

En problemas de optimización en los cuales los parámetros de la función objetivo
son del tipo booleano, la representación binaria es natural. Sin embargo, puede
ser utilizada para representar parámetros con valores enteros y reales [62].

A pesar de la simplicidad de la codificación binaria, se enfrenta a un problema
conocido como Hamming Cliffs. Esto implica que grandes cambios en el genoti-
po pueden generar pequeños cambios en el valor entero resultante. Para superar
esta limitación, se busca localidad, es decir, que pequeños (grandes) cambios en
el genotipo produzcan pequeños (grandes) cambios en el fenotipo y en el valor
objetivo [61]. Una forma de abordar este problema es utilizar la Codificación Gray.
En esta codificación, un cambio en un solo entero requiere solo un cambio en un
bit del genotipo binario (ver Tabla 2.2.1), lo que garantiza que soluciones adya-
centes en el espacio de búsqueda tengan valores enteros adyacentes en el espacio
codificado [60, 61].

Tabla 2.2.1: Codificación binaria y Gray para un valor decimal.

Decimal Binaria Gray
0 0000 000
1 0001 0001
2 0010 0011
3 0011 0010
4 0100 0110
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Entre los algoritmos evolutivos, la representación binaria es muy utilizada parti-
cularmente por los Algoritmos Genéticos [63].

Representación entera

En la representación entera, las soluciones a un problema se representanmediante
vectores de parámetros con valores enteros. Cada parámetro puede tener un con-
junto infinito de valores enteros o estar limitado a un conjunto finito de valores
[58]. En contraste con la representación binaria, no es necesario realizar un pro-
ceso de codificación y decodificación entre el fenotipo y genotipo, lo que puede
acelerar el proceso de optimización. La Figura 2.2.4 muestra un ejemplo de cómo
se representa un fenotipo y genotipo de una posible solución (x = (58, 30, 32, 12))

para un problemade optimización con cuatro parámetros. En este caso, el fenotipo
y genotipo son idénticos, lo que permite al algoritmo evolutivo trabajar directa-
mente en el contexto del problema sin necesidad de conversiones adicionales.

Figura 2.2.4: Representación entera: fenotipo y genotipo.

En términos generales, la representación entera resulta ideal para problemas de
optimización en los cuales el dominio del problema de optimización contempla
solo el uso de valores enteros.

Representación real o de punto flotante

En problemas de optimización de la vida real, es común que las variables tomen
un conjunto continuo de valores, en lugar de un conjunto discreto. La forma más
natural de representar una posible solución es mediante un vector de parámetros
con valores reales. Esta representación permite especificar valores de cantidades
físicas como longitud, ancho, altura o peso de un componente dentro de un um-
bral determinado. Debido a las limitaciones de precisión de las computadoras pa-
ra representar valores reales, este tipo de representación también se conoce como
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representación de punto flotante [58]. Por ejemplo, al utilizar un algoritmo evolu-
tivo para evolucionar los pesos de las conexiones entre nodos en una red neuronal
artificial, se puede emplear esta representación. La Figura 2.2.5 ilustra el fenotipo
y genotipo asociados a la representación de punto flotante de una posible solución
(x = (58, 30, 32, 12)) a un problema dependiente de cuatro parámetros. En este ca-
so, el genotipo consiste en cuatro valores de punto flotante, lo que permitemejorar
la precisión del algoritmo evolutivo en la búsqueda de soluciones óptimas.

Figura 2.2.5: Representación de punto flotante: fenotipo y genotipo.

La representación de punto flotante es ideal para optimizar parámetros que nece-
sitan alta precisión. Sin embargo, si el problema no requiere una alta resolución
del espacio de parámetros, se puede utilizar la representación binaria, asignando
un número razonable de bits a cada parámetro [64]. La representación de punto
flotante tiene una ventaja significativa sobre la representación binaria, ya que no
hay pérdida de precisión debido a la discretización o codificación binaria. Ade-
más, ofrece una amplia variedad de operadores que pueden ser utilizados [60].

En las siguientes secciones, se abordarán otros componentes y operadores clave
para definir un algoritmo evolutivo. Como este estudio se centra en la optimiza-
ción global en dominios continuos, los componentes y operadores se describirán
bajo la suposición de un dominio o espacio de búsqueda continuo.

2.2.1.2. Inicialización de soluciones

Los algoritmos evolutivos operan sobre una población de individuos, donde cada
individuo representa una posible solución codificada a un problema de optimi-
zación. La inicialización de estos algoritmos consiste en generar una población
inicial diversa, que será sometida a un proceso de evolución [62]. Para asegurar
una adecuada exploración del espacio de búsqueda, la población inicial debe ser
lo suficientemente grande y variada, de modo que los individuos presenten dife-
rentes valores de ajuste o evaluación sobre la función objetivo [60, 64]. El tamaño
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óptimo de la población depende de las características del espacio de búsqueda
y del costo computacional asociado a la evaluación de los individuos a lo largo
de varias generaciones. Si bien no existe una fórmula precisa para determinar el
número de individuos a utilizar, es común emplear poblaciones que van desde
cientos hasta miles de individuos [60, 64].

Para mejorar la capacidad de búsqueda global del algoritmo evolutivo, la inicia-
lización de la población debe ser aleatoria [62]. Una forma común de hacerlo es
seleccionar valores aleatorios dentro de un rango válido para cada parámetro, es-
pecialmente en representaciones reales o de punto flotante [61, 64]. Una vez que
la población inicial está generada, se puede calcular su ajuste o evaluación ante la
función objetivo.

2.2.1.3. Selección

La selección de individuos más adaptados dentro de una población es importante
en el proceso evolutivo, ya que permite identificar a aquellos con mayor probabi-
lidad de sobrevivir y reproducirse. Los algoritmos evolutivos, al intentar imitar
la evolución natural, deben utilizar estrategias de selección adecuadas [60]. La
mayoría de estas estrategias se basan en selecciones probabilísticas, donde los in-
dividuos de mayor calidad tienen más probabilidades de reproducirse [58]. Sin
embargo, también es importante considerar la posibilidad de seleccionar indivi-
duos de baja calidad para evitar la estancamiento en un mínimo local [61].

La estrategia de selección determina la presión de selección, que indica el grado
en que las mejores soluciones son seleccionadas. Una presión de selección baja
puede prolongar el proceso de optimización, mientras que una alta presión pue-
de llevar a una convergencia prematura. Un balance entre la presión de selección y
la exploración del espacio de búsqueda es clave para un proceso de optimización
efectivo. Existen varias estrategias de selección, que pueden clasificarse en dos
grandes categorías: selección proporcional al ajuste y selección ordinal [61, 64].
Estas estrategias deben ser cuidadosamente seleccionadas y ajustadas para lograr
un proceso de optimización eficiente y evitar la convergencia prematura.
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Selección proporcional al ajuste

En esta estrategia de selección la probabilidad de que un individuo de la población
sea seleccionado esta relacionada a su valor de ajuste f(xi) y el ajuste del resto de
individuos [64]. Esta probabilidadde selección puede ser calculadade la siguiente
manera:

pi =
f(xi)

N∑
i=1

f(xi)

, (2.2.1)

donde pi es la probabilidad de selección del individuo o posible solución xi y N

es el número total de individuos.

Este proceso de selección puede ser representado mediante una ruleta, donde ca-
da sección corresponde a un individuo de la población y su tamaño está direc-
tamente relacionado con la probabilidad de selección pi [64]. Las mejores solu-
ciones tienen secciones más grandes, mientras que las malas soluciones tienen
secciones más pequeñas. La figura 2.2.6 muestra una ruleta con cinco individuos
(x1,x2,x3,x4,x5). Debido a la probabilidad de selección, el individuo x1 tienemás
probabilidades de ser seleccionado. La selección se realiza mediante un número
aleatorio dentro del intervalo [0, 1] dentro de la ruleta.

Figura 2.2.6: Selección proporcional al ajuste en donde cada sección de la ruleta co-
rresponde a la probabilidad de selección de cada individuo de la población. El indi-
viduo x1 es seleccionado.

La selección proporcional al ajuste puede parecer intuitiva, pero puede fallar en
dos situaciones específicas. En la primera, si todos los individuos tienen probabi-
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lidades de selección similares, la evolución de la población se comporta como una
búsqueda aleatoria. En la segunda, si un individuo tiene una probabilidad de se-
lección muy alta, el proceso de optimización tiende a converger prematuramente,
lo que puede ser perjudicial para la búsqueda de soluciones óptimas [61, 64].

Selección ordinal

La selección ordinal incluyemétodos como: selección basada en ranking, selección
por truncamiento y selección por torneo. [58, 61, 64].

■ Selección basada en ranking. En este tipo de selección ordinal, los indivi-
duos son clasificados de mejor a peor, y sobre esta clasificación se asigna la
probabilidad de selección.

■ Selección por truncamiento. Los individuos de la población son ordenados
de mejor a peor de acuerdo a su valor de ajuste. Una vez ordenados, los
primeros n individuos son seleccionados para ser utilizados en el operador
de cruce.

■ Selección por torneo. Consiste en llevar a cabo torneos entre pequeños sub-
conjuntos de individuos de la población. En cada torneo, se seleccionan alea-
toriamente k individuos de la población, siendo k el tamaño del torneo. De
este grupo, se elige al individuo con el mejor valor de aptitud para participar
en el cruce.

2.2.1.4. Cruce

El cruce, también conocido como recombinación, es el proceso por el cual se inter-
cambia información entre dos o más individuos padres para generar una nueva
solución o descendencia. Este proceso asegura que la descendencia adquiera ca-
racterísticas de sus padres mediante la recombinación de componentes seleccio-
nados [64]. La probabilidad de cruce Pc ∈ [0, 1] controla si un individuo padre
forma parte de la siguiente generación, permitiendo que individuos de diversas
generaciones coexistan. Si Pc = 1, la siguiente generación se conforma de la des-
cendencia producida durante el cruce; si Pc = 0, la descendencia es igual a la
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generación actual. En caso de 0 ≤ Pc ≤ 1, algunos padres pueden sobrevivir a la
siguiente generación [60].

Para la representación real o de punto flotante, existen varios operadores de cru-
ce. Algunos de estos operadores son adaptados de la representación binaria y se
realizan directamente sobre los vectores de parámetros de los individuos padres,
en lugar de sobre cadenas de bits. Ejemplos de operadores de cruce provenientes
de la representación binaria y adoptados por la representación real son el cruce
de un punto y el cruce multi-punto. Además, se pueden utilizar el cruce uniforme
y el cruce aritmético para generar una nueva descendencia bajo la representación
real [64]. A continuación, se proporciona una breve revisión de estos operadores
de cruce utilizados en la representación real.

Cruce de un punto y multi-punto

El cruce de un punto implica la selección aleatoria de un punto de cruce entre dos
individuos padre, a partir del cual se intercambia la información de sus vectores
de parámetros. En la figura Figura 2.2.7(a) se muestra un ejemplo de cruce con un
solo punto, donde el punto de cruce está ubicado en el segundo parámetro de los
individuos padre x1 = (1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6) y x2 = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6),
generando una nueva descendencia. Por otro lado, el cruce multi-punto se logra
al seleccionar n puntos de cruce aleatorios (n > 1), intercambiando la información
confinada entre cada par de puntos de cruce entre los individuos padre. En la figu-
ra Figura 2.2.7(b) se ilustra un ejemplo de cruce multi-punto con n = 2, donde los
individuos padre x1 = (1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6) y x2 = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6)

intercambian la información confinada por los puntos de cruce ubicados en el se-
gundo y cuarto parámetro, generando una nueva descendencia.

Cruce uniforme

El cruce uniforme consiste en el intercambio de información entre individuos pa-
dre en n posiciones seleccionadas de forma aleatoria. A diferencia del cruce de un
solo punto o multi-punto, el intercambio de información se realiza directamente
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sobre el parámetro seleccionado yno sobre la informaciónposterior al punto selec-
cionado o sobre la información confinada entre dos puntos seleccionados. En la Fi-
gura 2.2.8 se presenta un ejemplo de cruce uniforme, en donde la selección de alea-
toria de los parámetros: x1, x3, x5 y x6 en intercambiada de forma directa entre los
individuos padre x1 = (1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6) y x2 = (0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6),
para producir nueva descendencia.

(a) Cruce de un punto.

(b) Cruce multi-punto.

Figura 2.2.7: Ejemplos de operadores de cruce provenientes de la representación bi-
naria y adoptados por la representación real.

Figura 2.2.8: Ejemplo de cruce uniforme.

Cruce aritmético

Dentro del cruce aritmético, se genera una nueva descendencia mediante el cálcu-
lo del promedio en posiciones específicas de los vectores de parámetros de dos
individuos padre. El cruce aritmético puede ser simple, completo o de una sola
posición, dependiendo de la selección aleatoria del punto de cruce [58]. En el cru-
ce aritmético simple, se selecciona un punto de cruce y se calculan los promedios
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de las posiciones restantes de los vectores de parámetros. Por ejemplo, en la Figu-
ra 2.2.9(a), se muestra un cruce aritmético simple donde se selecciona el cuarto
parámetro de los individuos padre x1 y x2. En el cruce aritmético de una sola po-
sición, se selecciona solo una posición dentro de los vectores de parámetros y se
calcula el promedio por pares de los parámetros de los individuos padre en esa
posición. La Figura 2.2.9(b) muestra un ejemplo de cruce aritmético de una sola
posición. Finalmente, el cruce aritmético completo implica tomar los promedios
de ambos padres a lo largo de todos sus parámetros. Este es uno de los operado-
res de cruce más utilizados y se muestra un ejemplo en la Figura 2.2.9(c) para los
individuos padre x1 y x2.

(a) Cruce aritmético simple.

(b) Cruce aritmético de una sola posición.

(c) Cruce aritmético completo.

Figura 2.2.9: Ejemplos de cruce aritmético: simple, de una sola posición y completo.

2.2.1.5. Mutación

Lamutación es un proceso que opera a nivel individual, realizando pequeñasmo-
dificaciones aleatorias en el vector de parámetros de una posible solución. Estas
modificaciones son útiles para escapar de mínimos locales y preservar la diversi-
dadde la población, algo que el operador de cruce no puede garantizar [64, 65]. En
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representaciones con valores reales, existen varias formas de crear nuevos descen-
dientes omodificar soluciones provenientes de un cruce. Dosmétodos destacados
son la mutación uniforme, que cambia los parámetros por valores aleatorios den-
tro de sus límites, y la mutación no uniforme o Gaussiana [58]. A continuación,
se describen estos operadores de mutación en mayor detalle.

Mutación uniforme

El operador de mutación uniforme modifica los valores de los parámetros de una
posible solución x = (x1, x2, ..., xn) mediante valores aleatorios uniformemente
generados dentro de su dominio o entre sus constricciones de frontera. Aunque
es uno de los métodos más directos y fáciles de implementar, su uso requiere una
probabilidad de mutación pm para decidir si se lleva a cabo o no la modificación
de cierto parámetro [58, 64].

Mutación no uniforme o Gaussiana

La mutación Gaussiana es una de las técnicas más utilizadas en la representación
real de individuos en algoritmos evolutivos [65]. Este operador introduce peque-
ños cambios al sumar un vector de valores aleatorios generados a partir de una
distribuciónGaussiana conmedia cero y desviación estándar definida por el usua-
rio al individuo a mutar. La distribución Gaussiana (ver Ecuación (2.2.2)) tiene
la propiedad de que la probabilidad de generar un número aleatorio de cualquier
tamaño es una función que decrece rápidamente en función de la desviación es-
tándar σ. Esto significa que la mayoría de los cambios serán pequeños, pero existe
la posibilidad de obtener grandes cambios debido a que la distribución nunca
alcanza un valor exacto de cero. El parámetro σ se conoce como el tamaño de mu-
tación y determina la extensión de las perturbaciones para un valor xi dado al
aplicar el operador de mutación. Valores grandes de σ pueden ser útiles al prin-
cipio del proceso de optimización, ya que permiten una exploración más amplia
del espacio de búsqueda. Por el contrario, valores pequeños de σ se recomiendan
en las últimas etapas paramejorar la precisión en la búsqueda del óptimo [58, 65].

p(∆xi) =
1

σ
√
2π
· e−

(∆xi−ξ)2

2σ2 (2.2.2)
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El operador de mutación no uniforme produce un vector de parámetros mutado
de la siguiente forma:

m = x+N (0, σ), (2.2.3)

donde m es el vector de parámetros mutado, x es el individuo a ser mutado y
N (0, σ) es un vector del mismo tamaño de x con valores aleatorios pertenecientes
a una distribución Gaussiana con media cero y desviación estándar σ.

Una alternativa a la distribución Gaussiana es hacer uso de la distribución de
Cauchy. Con esta distribución las probabilidades de obtener valores más grandes
son más altas en comparación de la distribución Gaussiana, teniendo en cuenta la
misma desviación estándar [58].

2.2.1.6. Reemplazo

El reemplazo, también conocido como selección de supervivientes, es un meca-
nismo que, similar al proceso de selección de individuos padres, evalúa la calidad
de los individuos de una población para conformar una nueva población µ [58].
Después de la creación de descendencia, los mecanismos de reemplazo se utilizan
para seleccionar a los individuos que compondrán la próxima generación, a partir
de µ padres y una descendencia λ [61]. Estos mecanismos pueden variar según el
valor de ajuste o la edad de los individuos. A continuación, se presentan algunas
estrategias más comunes para llevar a cabo el proceso de reemplazo clasificadas
según estos criterios.

Reemplazo basado en edad

En este tipo de estrategias de reemplazo, el valor de ajuste de los individuos no
influye en la selección de los individuos que sobrevivirán en futuras generaciones
o iteraciones. Entre estas estrategias de reemplazo se tiene al reemplazo genera-
cional y el reemplazo aleatorio.

■ Reemplazo generacional. El método de reemplazo generacional es uno de
los más simples y mayormente adoptados dentro de la estructura canónica
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los algoritmos genéticos [61]. En cada generación la población de padresµ es
reemplazada por la descendencia λ. Con lo cual, el tamaño de la población
de padres que sobreviven para cada una de las siguientes generaciones se
mantiene constante, es decir, µ = λ [64, 65].

■ Reemplazo aleatorio. La nueva población es generada a partir de la selec-
ción aleatoria de individuos entre la población de padres µ y su descenden-
cia λ. El tamaño de la nueva población debe corresponder al tamaño de la
población de individuos padre µ [61].

Reemplazo basado en el valor de ajuste

En estas estrategias de reemplazo, el valor de ajuste obtenido por los individuos
padre, así como el obtenido por su descendencia, juega un rol importante al mo-
mento de seleccionar a los individuos que sobrevivirán dentro de futuras genera-
ciones.

■ Reemplazo de los peores individuos. En esta estrategia de reemplazo, los
peores individuos de la población λ son seleccionados para ser reemplaza-
dos.

■ Reemplazo por torneo. Involucra a un individuo padre y su descendencia.
El que tenga el mejor valor de ajuste es seleccionado para permanecer en la
población [61, 64].

■ Elitismo. Semantienen a losmejores n individuos de la población obtenidos
en la generación anterior. Métodos como el elitismo mejoran considerable-
mente el rendimiento de los algoritmos evolutivos cuando son aplicados en
funciones objetivo convexas, sin embargo, el rendimiento puede verse afec-
tado en funciones objetivomultimodales debido a que el elitismo incrementa
la presión de selección en los mejores individuos de la población [65].

■ Reemplazo (µ, λ)-ES. Mediante una selección truncada de los mejores µ in-
dividuos en la descendencia λ es como se crea la nueva población. Para este
reemplazo se debe cumplir que λ ≥ µ [65].

■ Reemplazo (µ+λ)-ES. La nueva población es generada a partir de un proce-
so de selección truncada entre la unión de los individuos que conforman la
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descendencia λ y a la población de individuos padre µ. Este tipo de reempla-
zo puede ser considerado como elitista, ya que mantiene al mejor individuo
de la población [65]. Los reemplazos (µ, λ)-ES y (µ+ λ)-ES fueron presen-
tados originalmente dentro de las estrategias evolutivas.

2.2.1.7. Criterio de parada

En los algoritmos evolutivos, los operadores de evolución, como el cruce y la mu-
tación, se aplican iterativamente sobre la población de individuos hasta que se
cumpla un criterio de parada (ver Algoritmo 2.2.1). Los criterios de parada se
clasifican en dos categorías: aquellos basados en el tiempo de ejecución y aque-
llos basados en la convergencia [24]. A continuación, se presentan los principales
criterios de parada de cada tipo.

Criterios de parada basados en el tiempo de ejecución

Una opción para detener la ejecución de un algoritmo evolutivo sin considerar la
calidad de la solución encontrada, consiste en limitar su tiempo de ejecución. En
este sentido, se tienen los siguientes criterios de parada:

■ Número máximo de iteraciones (generaciones). Si el algoritmo supera un
número máximo de iteraciones permitidas a ejecutar, entonces el algoritmo
detiene su ejecución.

■ Número máximo de evaluaciones. Similar al criterio de parada menciona-
do anteriormente, si el algoritmo supera un número máximo permitido de
evaluaciones sobre la función objetivo, entonces el algoritmo detiene su eje-
cución.

Criterios de parada basados en la convergencia

Al evaluar la calidad de la solución o la convergencia de la población, se pueden
considerar otros criterios de parada más allá de los basados en el tiempo de ejecu-
ción. La convergencia se define como un estado de estancamiento en la población
[24]. Algunos criterios de parada basados en convergencia que se pueden utilizar
son:
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■ Terminar cuando no se observan mejoras en un número consecutivo de
iteraciones. Si en un número determinado de iteraciones el valor de ajuste de
la mejor solución encontrada no mejora, entonces el algoritmo es detenido.

■ Terminar si no hay cambio en la población. Si en un número determina-
do de iteraciones el cambio promedio en la información de cada uno de los
parámetros de los individuos de la población es pequeño, entonces el algo-
ritmo evolutivo puede ser detenido.

■ Terminar si se ha encontrado un solución con una calidad aceptable. Si x∗

representa la solución global de la función objetivo, y si el mejor individuo
xi es tal que f(xi) ≤ |f(x)−ϵ|, entonces se tiene una solución con una calidad
aceptable. En este caso ϵ representa un umbral de error. Si ϵ es muy grande,
se tendrán malas soluciones. Si ϵ es muy pequeño, puede provocar que la
ejecución del algoritmo se prolongue indefinidamente si no se restringe su
tiempo de ejecución.

2.2.2. Evolución Diferencial

Uno de los algoritmos evolutivos más destacados es el Algoritmo de Evolución
Diferencial (DE) (DE, por sus siglas en inglés), propuesto por Storn y Price en
1995 para abordar problemas de optimización global en espacios continuos [66].
Aunque no se basa en un proceso biológico específico, utiliza los mecanismos co-
munes de los algoritmos evolutivos [61]. Debido a su relevancia en este trabajo,
se describe con más detalle a continuación.

El algoritmo DE sigue las etapas generales de un algoritmo evolutivo, pero con
una diferencia clave en el orden de los operadores de cruce y mutación. El funcio-
namiento general del algoritmo DE se describe de la siguiente manera: se genera
una población µ de NP soluciones candidatas, representadas por vectores de N

dimensiones con valores reales dentro del espacio de búsqueda, y luego se aplica
un operador de mutación para crear un vector mutado vi,G, el cual se cruza con la
información de la solución candidata xi,G (i ∈ [1, NP ]) en la generación actual G,
para producir un vector prueba ui,G. Si el valor de ajuste del vector de prueba es
mejor que el de la solución candidata, entonces el vector de prueba reemplaza a la
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solución candidata [60, 67]. Este proceso se repite iterativamente hasta satisfacer
un criterio de parada. A continuación se detallan los operadores de mutación y
cruce implementados en este algoritmo.

2.2.2.1. Mutación

El operador de mutación del algoritmo DE tiene el objetivo de permitir la diversi-
dad en la población y desplazar a las soluciones candidatas hacia el optimo global
del problema [57]. En este operador, para cada solución candidata xi,G de la po-
blación, se seleccionan de forma aleatoria a otras tres soluciones candidatas de la
población xr1,G, xr2,G y xr3,G, diferentes entre sí y diferentes a xi,G. Luego, a partir
de la suma entre el vector xr1,G y la diferencia vectorial entre xr2,G y xr3,G mul-
tiplicada por un factor de escala F ∈ [0.4, 0.9], se crea un vector mutado para la
solución candidata xi,G. Esta forma de generar un vector mutado para una posible
solución se puede expresar de la siguiente forma:

vi,G = xr1,G + F (xr2,g − xr3,G). (2.2.4)

La Figura 2.2.10 ilustra el procedimiento de mutación para generar el vector vi, G.
En este esquema bidimensional, tres soluciones candidatas aleatorias se represen-
tan con marcas amarillas, naranjas y azules. La marca magenta denota la solución
candidata. El vector azul, resultado de la diferencia vectorial entre xr2, G y xr3, G

escalada por F , se suma a xr1, G para producir el vector mutado (en verde), cuya
posición se indica con una marca roja.

2.2.2.2. Cruce

Después de obtener el vector mutado vi,G, la siguiente etapa dentro del algoritmo
DE es la construcción de un vector de pruebaui,G a través del cruce de información
de la solución candidata xi,G y el vector mutado vi,G. Cada variable del vector de
prueba se obtiene por medio de la selección del valor de una variable j ∈ [1, N ] ya
sea del vector objetivo o del vectormutado. Esta selección se realiza de la siguiente
manera[61, 68]:
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Figura 2.2.10: Procedimiento para obtener el vector mutado vi,G a través del opera-
dor de mutación.

uj
i,G =

vj
i,G, si (rj ≤ Cr) o (j = irand)

xj
i,G, si (rj > Cr) y (j ̸= irand)

, (2.2.5)

donde rj es un valor aleatorio uniformemente distribuido en el intervalo [0, 1] y
irand un valor entero en [1, N ]. El valor de irand es utilizado para garantizar que el
vector de prueba tenga al menos una variable del vector mutado. Cr es el valor
asociado a la probabilidad de cruce, y toma valores entre 0 y 1.

La probabilidad de cruce Cr al igual que el factor de escala F y el número de indi-
viduos que conformarán a la población inicialNP , son los únicos parámetros que
requieren ser ajustados dentro de la versión canónica del algoritmo de evolución
diferencial. Cabe resaltar que este tipo de cruce es conocido como cruce binomial.

En la Figura 2.2.10 la región iluminada de colo azul claro representa el área en la
cual el vector de prueba ui,G puede ser generado a partir de la información del
vector mutado vi,G y la solución candidata xi,G.

2.2.2.3. Reemplazo

La siguiente etapa del algoritmo de evolución diferencial implica la selección de
supervivientes para la próxima generación. En este proceso, se utiliza un esquema
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de competición uno a uno entre la solución candidata xi,G y el vector de prueba
ui,G. El vector con el mejor valor de ajuste sobrevive y es seleccionado para per-
manecer en la población en la próxima generación.

Teniendo en cuenta todos los componentes y etapas descritas anteriormente, el
proceso completo del algoritmo DE se muestra en el pseudocódigo del Algorit-
mo 2.2.2.

Algoritmo 2.2.2: Algoritmo de Evolución Diferencial Canónico.
1: Inicializar parámetros del algoritmo
2: F = Factor de escala ∈ [0.4, 0.9]

3: Cr = Probabilidad de cruce ∈ [0, 1]

4: NP = Numero de individuos en la población
5: G = 0

6: µG ← Inicializar de forma aleatoria una población con NP soluciones candidatas
7: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
8: para cada solución candidata xi,G ∈ µG, i = 1, 2, .., NP hacer
9: Seleccionar de forma aleatoria xr1,G, xr2,G y xr3,G ∈ µG, tales que

r1 ̸= r2 ̸= rb ̸= i

10: vi,G ← Generar el vector mutado usando la Ecuación (2.2.4)
11: ui,G ← Cruzar xi,G y xm,G para generar el vector de prueba
12: Evaluar ui,G y xi,G

13: si ui,G tiene mejor valor de ajute que xi,G entonces
14: xi,G+1 = ui,G

15: en otro caso
16: xi,G+1 = xi,G

17: fin

18: fin

19: fin
20: G = G+ 1

21: fin

2.2.2.4. Variantes del Algoritmo de Evolución Diferencial

Existen diversas variaciones del operador de mutación y del esquema de cruce en
el algoritmo de evolución diferencial, lo que da lugar a diferentes variantes del
algoritmo. Estas variaciones se reflejan en la selección del vector base, el número
de diferencias vectoriales utilizadas y la forma de realizar el cruce [58, 61]. Para
identificar estas variaciones, se utiliza la notación DE/a/b/c, donde a especifica la
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selección del vector base (aleatorio, mejor individuo o solución, o un vector entre
la solución candidata y la mejor solución), b denota el número de diferencias vec-
toriales (normalmente una o dos), y c la forma de cruce (binomial o exponencial)
[58, 61]. La variante utilizada en las secciones anteriores se puede representar co-
moDE/rand/1/bin, que selecciona el vector base xr1,G aleatoriamente, utiliza una
diferencia vectorial (xr2,g−xr3,G) y aplica el cruce binomial (ver Ecuación (2.2.5)).
Esta variante es la forma canónica del algoritmo de evolución diferencial y una de
las más utilizadas [61, 66].

El algoritmo DE ofrece diferentes variantes que no especifican explícitamente el
operador de cruce. Sin embargo, se asume generalmente el uso del cruce binomial.
Dos ejemplos de estas variantes sonDE/best/1, que utiliza el mejor individuo de
la población como vector base, y DE/rand/2, que combina dos diferencias vec-
toriales para aumentar la diversidad. Estas variantes se implementan según las
ecuaciones Ecuaciones (2.2.6) a (2.2.7) y Ecuaciones (2.2.6) a (2.2.10) respectiva-
mente.

DE/rand/1:
vi,G = xr1,G + F · (xr2,G − xr3,G) (2.2.6)

DE/rand/2:

vi,G = xr1,G + F · (xr2,G − xr3,G) + F · (xr4,G − xr5,G) (2.2.7)

DE/best/1:
vi,G = xbest,G + F · (xr1,G − xr2,G) (2.2.8)

DE/best/2:

vi,G = xbest,G + F · (xr1,G − xr2,G) + F · (xr3,G − xr4,G) (2.2.9)

DE/current-to-best/1:

vi,G = xi,G + F · (xbest,G − xi,G) + F · (xr1,G − xr2,G) (2.2.10)
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donde los índices r1, .., r5 son seleccionados de forma aleatoria dentro del rango
[1, NP ] tales que sean diferentes entre sí y distintos al índice i. xbest,G es la mejor
solución dentro de la población en la generación G, y F es el factor de escala.

Además de la selección del operador de mutación (o estrategia de mutación de
acuerdo a la notación DE/a/b), dentro de la literatura se cuenta con otro tipo de
variantes las cuales tratan de mejorar el rendimiento de la forma canónica del
algoritmoDE. En estas variantes se busca principalmente:mejorar el control de los
parámetros F y Cr, realizar hibridaciones del algoritmo DE con otros algoritmos
de optimización, mejorar las estrategias de mutación existentes, así como crear
nuevas.

2.2.3. Algoritmos Basados en Inteligencia de Enjambre

La Inteligencia de Enjambre (IE) y los AE son paradigmas dentro de la IC que se
basan enmodelos algorítmicos de agentes o individuos que interactúan entre sí en
un entorno local. Estos modelos permiten a los individuos desarrollar estrategias
para resolver problemas complejos a través de la interacción [24]. En este contexto,
el grupo de individuos se conoce como un enjambre. La IE se inspira en sistemas
biológicos como bandadas de aves, bancos de peces, abejas, arañas y hormigas,
que a pesar de tener estructuras simples, logran comportamientos complejos a
través de la colaboración [24, 69]. Este comportamiento se desarrolla a través de
interacciones entre individuos a lo largo del tiempo, permitiendo a los individuos
aprender de su propia experiencia y de la de los demás, lo que les permite resolver
conjuntamente tareas complejas que serían imposibles para cualquier individuo
de la población de manera individual [61].

La cooperación dentro de la inteligencia de enjambre es importante, ya que los
individuos pueden resolver tareas complejas a pesar de tener información limi-
tada sobre su entorno [61]. Esto se logra a través de interacciones directas, como
contacto físico y estímulos auditivos, visuales o químicos, y indirectas, que se pro-
ducen a través de cambios en el entorno.

El objetivo de los modelos de inteligencia de enjambres es simular el comporta-
miento de individuos simples y sus interacciones con su entorno y otros indivi-
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duos cercanos para generar comportamientos complejos que puedan ser utiliza-
dos para resolver problemas, y en particular problemas de optimización.

El algoritmo de inteligencia de enjambre sigue un patrón de etapas fundamen-
tales. La primera etapa consiste en inicializar aleatoriamente una población de
individuos o agentes en el espacio de búsqueda. En la segunda etapa, se evalúa el
ajuste de cada individuo. Luego, se verifica si se ha cumplido un criterio de para-
da. Si se cumple, el algoritmo termina y se regresa la mejor solución encontrada.
De lo contrario, los individuos se actualizan y se mueven a una nueva posición
[70]. La inteligencia de enjambre es una clase popular de algoritmos de optimi-
zación debido a su eficacia en resolver problemas de la vida real [69, 71]. En el
Algoritmo 2.2.3 se muestra en forma de pseudocódigo el esquema general que
sigue un algoritmo de inteligencia de enjambre.

Algoritmo 2.2.3: Esquema general de un Algoritmo de Inteligencia de
Enjambre en pseudocódigo.
1: Inicializar de forma aleatoria una población de posibles soluciones
2: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
3: Evaluar cada solución en la función objetivo
4: Actualizar individuos
5: Mover individuos
6: fin

Uno de los algoritmos de optimización más destacados dentro de la inteligencia
de enjambre, y especialmente relevante en el contexto de esta investigación, se
describe a continuación.

2.2.4. Optimización por Enjambre de Partículas

El Algoritmo de Optimización por Enjambre de Partículas (PSO) (PSO, por sus
siglas en inglés) fue introducido por primera vez en 1995 por Kennedy y Eberhart
[72]. Destaca entre los algoritmos de inteligencia de enjambre por su simplicidad
y capacidad de resolver diversos problemas de optimización [73]. Basado en una
población de individuos, PSO imita el comportamiento social de bandadas de aves
o bancos de peces, emulando habilidades como el movimiento sincronizado, el
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cambio repentino de direcciones, la dispersión y el reagrupamiento. El objetivo
principal del desarrollo del PSO ha sido representar modelos de interacción social
y optimizar espacios continuos [61, 74].

PSO utiliza un conjunto de NP soluciones candidatas generadas aleatoriamente
dentro del espacio de búsqueda, conocidas como enjambre. Cada solución can-
didata, o partícula, se representa mediante un vector de N componentes xi =

(xi1, xi2, ..., xiN), i ∈ [1, NP ]. El proceso de búsqueda se ve influenciado por dos
tipos de aprendizaje: el aprendizaje cognitivo, que permite que cada partícula
aprenda de su propia experiencia y almacene la mejor posición encontrada por
sí misma xipbest,G dentro de la iteraciónG, y el aprendizaje social, que permite que
cada partícula aprenda de los demás miembros del enjambre y almacene la mejor
posición encontrada por cualquiera de los miembros del enjambre Xgbest,G [69].
Cada partícula tiene asociadas dos propiedades: su posición actual xi,G y su ve-
locidad actual vi,G, y la actualización de estas propiedades dentro del espacio de
búsqueda se realiza mediante la modificación de estas propiedades, con el fin de
encontrar el óptimo global.

La velocidad desempeña un papel importante en PSO, ya que determina el cambio
en la magnitud y dirección de las partículas y afecta directamente a la capacidad
de convergencia. En este contexto, la velocidad se refiere al cambio en la posición
respecto a una iteración [69]. Desde su creación, el PSO ha experimentado varia-
ciones en la forma de actualizar la velocidad de las partículas [72, 74, 75], aunque
una forma estándar de hacerlo , se realiza de la siguiente manera [75]:

vi,G+1 = vi,G + c1r1(xipbest,G − xi,G) + c2r2(xgbest,G − xi,G), (2.2.11)

donde vi,G+1 es la velocidad actualizada correspondiente a la i−ésima partícula
xi,G, vi,G es la velocidad actual de la partícula, xipbest,G representa lamejor posición
encontrada por xi,G, xgbest,G es la mejor posición encontrada por todo el enjambre,
c1 y c2 son dos constantes positivas conocidas parámetros de escalamiento cog-
nitivo y social respectivamente, r1 y r2 son dos valores aleatorios uniformemente
distribuidos en el intervalo [0, 1]. En esta ecuación, el segundo término es con-
siderado como la parte cognitiva, y representa la pensamiento individual de la
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partícula. El tercer término de la ecuación, es la parte social, el cual representa la
colaboración entre todas las partículas del enjambre [68, 76].

La forma de actualizar la posición de una partícula, se puede ver como la adición
de un vector de perturbación a la posición actual de la partícula dentro del espa-
cio de búsqueda [74]. Este vector de perturbación está determinado por la nueva
velocidad de la partícula vi,G+1. De forma iterativa la posición de cada partícula
se actualizará de la siguiente forma [75]:

xi,G+1 = xi,G + vi,G+1, (2.2.12)

donde xi,G+1 representa la nueva posición de la i−ésima partícula, xi,G+1 la posi-
ción actual de la partícula y vi,G+1 la nueva velocidad de la partícula.

La Figura 2.2.11 ilustra el proceso de actualización de la posición de una partícula
en el algoritmo PSO mediante un esquema en dos dimensiones. La partícula, ini-
cialmente en xi, G (marca color azul), con velocidad vi, G (vector color negro),
actualiza su posición sumando los vectores resultantes del segundo y tercer tér-
mino de la Ecuación (2.2.11), representados por los vectores verde y rojo respec-
tivamente. La suma de estos vectores (vector punteado color azul) determina la
nueva posición de la partícula.

De acuerdo a lo presentado anteriormente, el proceso completo del algoritmo de
optimización por enjambre de partículas muestra mediante el pseudocódigo del
Algoritmo 2.2.4. El algoritmo de optimización por enjambre de partículas (PSO)
comienza generando un enjambre de partículas de forma aleatoria µG, cada una
con una posición, velocidad y mejor posición encontrada. En la primera iteración,
se establece lamejor posición de cada partícula como su posición actual y se inicia-
lizan las velocidades a cero. Luego, se determina la partícula con lamejor posición
dentro del enjambre. A continuación, se actualizan las velocidades y posiciones
de las partículas mediante las Ecuaciones (2.2.11) a (2.2.12). Si la nueva posición
tiene un ajuste mejor que la mejor posición encontrada hasta el momento, se re-
emplaza. Si es mejor que la mejor posición del enjambre, se reemplaza también.
Este proceso se repite hasta que se cumpla un criterio de parada.
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Figura 2.2.11: Esquema del proceso de actualización de la posición de una partícula
en dos dimensiones.

Algoritmo 2.2.4: Algoritmo de Optimización por Enjambre de Partícu-
las Canónico.
1: Inicializar parámetros del algoritmo
2: c1 = Parámetro de escala cognitivo
3: c2 = Parámetro de escala social
4: NP = Numero de individuos en el enjambre
5: G = 0

6: µG ← Inicializar un enjambre con NP partículas de forma aleatoria
7: vi,G ← Inicializar las velocidades de las partículas
8: xpbest,G = µG ← Inicializar las mejores posiciones de las partículas
9: xgbest,G ← Determinar a la mejor posición de la población
10: mientras no se cumpla el criterio de parada hacer
11: para cada partícula xi,G ∈ µG, i = 1, 2, .., NP hacer
12: vi,G+1 ← Actualizar la velocidad usando la Ecuación (2.2.11)
13: xi,G+1 ← Actualizar la posición usando la Ecuación (2.2.12)
14: Evaluar xi,G+1, xipbest,G y xgbest,G

15: si xp,G+1 tiene mejor valor de ajute que xipbest,G entonces
16: xipbest,G = xp,G+1

17: fin
18: si xp,G+1 tiene mejor valor de ajute que xgbest,G entonces
19: xgbest,G = xp,G+1

20: fin

21: fin
22: G = G+ 1

23: fin
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2.2.4.1. Configuración de parámetros

PSO tiene tres parámetros configurables: el tamaño de la población NP , el pará-
metro de escala cognitivo c1 y el parámetro de escala social c2. No hay una confi-
guración óptima universal, ya que cada parámetro puede depender del problema
de optimización. Sin embargo, se ofrecen recomendaciones en la literatura. El ta-
maño de la población suele variar según la complejidad del problema y el número
de variables, recomendándose entre 20 y 50 partículas en general [69]. Los pará-
metros c1 y c2 controlan la velocidad de las partículas. Si c1 = c2 > 0, las partículas
se atraen hacia el promedio entre la mejor posición individual y la mejor posición
del enjambre. Para problemas multimodales, c1 > c2 es recomendable mientras
que c2 > c1 para problemas unimodales. Valores pequeños de c1 y c2 generan tra-
yectorias suaves, mientras que valores grandes producen movimientos abruptos
[69].

2.2.4.2. Estructura de red social y variaciones

La estructura de la red social en PSO se definemediante vecindarios que se super-
ponen y la influencia entre las partículas dentro de ellos. Las partículas dentro de
un vecindario se comunican intercambiando información sobre el éxito de cada
partícula en el vecindario. El rendimiento del algoritmo puede verse afectado por
la estructura de la red social, que depende de factores como la conectividad entre
nodos, el agrupamiento y la distancia entre ellos [24]. Una estructura de red al-
tamente conectada puede generar una mejor convergencia, pero es más propensa
a quedar atrapada en mínimos locales. El algoritmo PSO canónico utiliza una es-
tructura de red llamada estrella, en la que cada partícula se comunica con todas
las demás y se atrae hacia la mejor solución encontrada. Otros tipos de estructu-
ras de red incluyen anillo, pirámide, rueda, agrupamientos y Von Neumann. Los
detalles de estas estructuras se pueden encontrar en [24].

A partir de la estructura canónica del algoritmo PSO, se han realizado variaciones
del algoritmo PSO para mejorar su rendimiento. Estas variaciones se centran en
controlar la velocidad de las partículas, la estructura de red social, la obtención
de los parámetros de escala c1 y c2, y la actualización de la mejor posición de cada
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partícula y del enjambre. Las variaciones más destacadas incluyen el algoritmo
PSO con factor de inercia y con coeficiente de constricción. A continuación, se
presentan brevemente estas variaciones [24, 61, 62].

Shi y Eberhart [76] introdujeron el parámetro de inercia o fricción ω, con el pro-
pósito de mejorar el balance entre la búsqueda global y la búsqueda local [61, 68].
En esta variante, el parámetro de inercia impacta sobre la manera de actualizar la
velocidad una partícula, concretamente, la forma de actualizar la velocidad de la
partícula se realiza de la siguiente manera:

vi,G+1 = ωvi,G + c1r1(xipbest,G − xi,G) + c2r2(xgbest,G − xi,G). (2.2.13)

Valores altos de ω permiten una mayor exploración inicial, mientras que valores
bajos fomentan la explotación en las etapas finales. Comúnmente, se controlan
estos valores mediante un mecanismo que combina exploración y explotación en
diferentes etapas del proceso de optimización [24, 68]. Esta versión del PSO es
ampliamente utilizada en diversas aplicaciones debido a su capacidad para adap-
tarse a diferentes problemas de optimización [73].

Otra variante que también trata de generar un balance entre la exploración y ex-
plotación fue propuesta por Clerc en [77]. En esta variante se introduce al factor
de constricción χ, el cual impone una constricción a la velocidad. Con este factor la
forma de actualizar la velocidad de una partícula se realiza de la siguiente forma:

vi,G+1 = χ[vi,G + c1r1(xipbest,G − xi,G) + c2r2(xgbest,G − xi,G)], (2.2.14)

con:
χ =

2κ

|2− ϕ−
√

ϕ(ϕ− 4)|
, (2.2.15)

donde ϕ = c1+c2, ϕ > 4 y κ ∈ [0, 1]. La selección de estos valores ha sido realizada
con el fin de que el algoritmo PSO converja a una pequeña región del espacio de
búsqueda [61]. Una selección común de valores del parámetro de constricción
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es χ = 0.7298. Lo cual resulta en valores de c1 = c2 = 2.05 [61]. El parámetro
κ en la Ecuación (2.2.15), controla las habilidades de exploración y explotación
del enjambre. Valores de κ ≈ 0, generan una convergencia rápida en entornos
de búsqueda local. Con valores de κ ≈ 1, se obtiene una convergencia lenta que
involucra ua mayor exploración [24].
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2.3. El Modelo Estándar

ElModelo Estándar de la Física de Partículas (ME) propuesto por Glashow, Salam
y Weinberg [78], es una teoría cuántica de campos que describe a las partículas
elementales y sus interacciones. En elME, se distinguen dos categorías principales
de partículas: los fermiones, que constituyen la materia, y los bosones, que actúan
como mediadores de las fuerzas fundamentales.

Los fermiones están constituidos por partículas elementales llamadas quarks y
leptones. Cada una de estas partículas se divide a su vez en dos subsectores: el
sector “up” y “down” para los quarks, y el sector de los leptones cargados y los
neutrinos para los leptones. En cada uno de estos últimos sectores, los fermiones
se estructuran en tres generaciones o familias, donde cada familia comparte el
mismo número cuántico, a excepción de su masa, que varía entre ellas [82]. La
primer familia está formada con partículas más ligeras, mientras que la segunda
y tercer familia tienen partículas más pesadas. En la Figura 2.3.1 se muestran las
partículas elementales del ME en forma de una tabla periódica.

Es importante destacar que el término “sabor” en la FAE es utilizado para deno-
minar a cada tipo de quark o lepton [83, 84], y no tiene relación con el sabor en el
sentido culinario o sensorial. Con lo cual, se pueden identificar 12 tipos diferentes
de sabores: el sector de quarks tienen los sabores u, c, t, d, s y b; el sector de lep-
tones los correspondientes sabores e, µ, τ , νe, νµ, ντ . Las propiedades tanto de los
quarks y leptones se describen respectivamente en las Tablas 2.3.1 y 2.3.3.

Tabla 2.3.1: Propiedades de los Quarks.

Quark Masa Carga (Q) Spin Familia
Up (u) 2.3MeV/c2 2

3
1
2

I
Down (d) 4.8MeV/c2 − 1

3
1
2

I
Charm (c) 1.275 GeV/c2 2

3
1
2

II
Strange (s) 95MeV/c2 − 1

3
1
2

II
Top (t) 173.07 GeV/c2 2

3
1
2

III
Bottom (b) 4.18 GeV/c2 − 1

3
1
2

III
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e
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Z
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nuclear
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Electrom
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N
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D
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Aumento de masa→ 5 bosones

Materia Estándar Materia Inestable Partı́culas Mediadoras
Primera Segunda Tercera Familia

Figura 2.3.1: Tabla de partículas elementales del modelo estándar.

Tabla 2.3.2: Propiedades de los Leptones.

Lepton Masa Carga (Q) Spin Familia
Electrón (e−) 0.511MeV/c2 −1 1

2
I

Electrón Neutrino (νe) < 2.2MeV/c2 0 1
2

I
Muón (µ−) 105.7MeV/c2 −1 1

2
II

Muón Neutrino (νµ) < 0.17 GeV/c2 0 1
2

II
Tau (τ−) 1.777 GeV/c2 −1 1

2
III

Tau Neutrino (ντ ) < 15.5 GeV/c2 0 1
2

III

Por su parte, los bosones se encargan de mediar las interacciones (fuerzas) entre
partículas, esto significa que, las partículas interactúan a través del intercambio de
un bosón. Cada bosón se encarga demediar una interacción en particular: El fotón
(γ) media la interacción electromagnética entre partículas cargadas eléctricamen-
te; Ocho gluones (g) encargados de mediar las interacciones nucleares fuertes,
que mantienen a los hadrones unidos; y los bosonesW± y Z median a las interac-
ción nuclear débil, la cual genera la desintegración radioactiva. Además, se tiene
al bosón de Higss (H), el cual es responsable de dotar de masa a otras partículas
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elementales. Los bosones de acuerdo a su spin se clasifican en dos tipos: bosones
vectoriales (Gauge) y bosones escalares (Higgs). Las propiedades asociadas a los
bosones se muestran en la Tabla 2.3.3.

Tabla 2.3.3: Propiedades de los Bosones.

Bosón Masa Carga (Q) Interacción
Bosones vectoriales (Gauge), spin = 1

Fotón (γ) 0 0 Electromagnética
8 Gluones (g) 0 0 Nuclear Fuerte

W±1 80.4GeV/c2 ±1 Nuclear débil
Z 91.2GeV/c2 0 Nuclear débil

Bosones escalares (Higss), spin = 0

Higgs (H) ∼ 125 GeV/c2 0 Generación de masa

2.3.1. El problema del sabor

El ME de la FAE es una teoría muy exitosa que describe con gran precisión las
interacciones fundamentales de la naturaleza. Sin embargo, a pesar de su éxito,
el ME deja algunos problemas sin resolver, especialmente en lo que respecta a la
estructura y propiedades de las partículas elementales.

Uno de estos problemas es el “Problema del Sabor”, que se refiere a la falta de
una explicación satisfactoria para el patrón observado de masas y mezclas de los
fermiones (quarks y leptones). Las masas de los fermiones en el ME se generan
a través del mecanismo de Higgs, pero los valores específicos de estas masas, así
como la mezcla entre los diferentes sabores de fermiones, no están predichos por
la teoría y deben determinarse experimentalmente. El Problema del Sabor surge
porque el ME no proporciona una comprensión profunda de por qué las masas y
mezclas de los fermiones toman los valores observados.

Las investigaciones sobre la generación de masa de los fermiones y de reproducir
los elementos de la matriz VCKM conocida como la matriz de mezcla, constituyen
actualmente una parte importante de la física de partículas. Desde los primeros
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años de la década de los 70s, poco después del establecimiento del Modelo Están-
dar, se han desarrollado diferentes enfoques para abordar este problema, que se
pueden clasificar en:Mecanismos radiactivos [2, 3], Texturas[4–6], Simetrías entre
familias[7, 8], y Mecanismos de Seesaw[9–11]. Estos enfoques están relacionados
entre sí.

La presente investigación se centra en el enfoque fenomenológico de texturas. An-
tes de profundizar en este enfoque, es importante presentar algunos conceptos
teóricos relacionados, comenzando con el sector electrodébil del modelo están-
dar. En este sector, la dinámica de masa de los quarks, que son de especial interés
en este estudio, tiene lugar.

2.3.2. Sector electrodébil

El ME es una teoría unificada que describe tres de las cuatro interacciones funda-
mentales: la interacción electrodébil y la interacción fuerte. Este modelo se basa
en una teoría de norma con un grupo de simetría SUC(3)× SUL(2)×UY (1), don-
de la interacción fuerte está descrita por SUC(3) y la interacción electrodébil por
SU(2)L × U(1)Y .

En el sector electrodébil, las partículas fermiónicas interactúan mediante el inter-
cambio de bosones cargados (corrientes cargadas) o neutros (corrientes neutras).
La interacción débil distingue entre los estados de helicidad izquierda (dobletes
bajo SU(2)L) y derecha (singletes) de las partículas.

Para describir la física del ME, se utiliza un lagrangiano que abarca las interac-
ciones fuertes y electrodébiles. Esta sección, se centrará únicamente en el sector
electrodébil del modelo estándar.

El lagrangiano del sector electrodébil, denotado como LSU(2)×U(1), se describe por:

LSU(2)×U(1) = Lnorma + LΦ + LF + LY ukawa, (2.3.1)

donde Lnorma describe los términos cinéticos y de interacción de los campos de
norma, LΦ describe el sector escalar, LF describe el sector de fermiones y LY ukawa
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describe las interacciones de Yukawa con el campo escalar. Este último término es
muy importante, ya que en él se describen las masas de los fermiones a través del
mecanismo de Higgs, y por lo tanto merece un análisis más profundo.

2.3.2.1. Sector de Yukawa

El Sector de Yukawa está descrito por el siguiente lagrangiano:

−LY ukawa =
3∑

m,n=1

(
Y u
mnQ̄

′
LmΦ̄nu

′
Rn + Y d

mnQ̄
′
LmΦ̄nd

′
Rn + Y l

mnL̄
′
LmΦ̄nl

′
Rn

)
+ h.c. ,

(2.3.2)

donde Y u,d son matrices de dimensión 3× 3 las cuales describen los acoplamien-
tos de Yukawa entre el doblete de Higgs y los saboresm y n de quarks y leptones.
Φ = (ϕ±, ϕ0)T es un doblete que transforma de la misma forma que Φ̄ bajo SU(2)

definido por Φ̄ = iσ2Φ
∗. “h.c.” denota el conjugado hermítico para incluir los tér-

minos de Yukawa complejos conjugados.

Se puede observar que este lagrangiano se puede dividir en dos partes:

LY ukawa = LQuarks
Y + LLeptones

Y , (2.3.3)

donde LQuarks
Y y LLeptones

Y representan los sectores de leptones y quarks respecti-
vamente.

En este trabajo, se analiza únicamente el sector de quarks, dado su relevancia para
la investigación actual.

2.3.2.2. Sector de quarks de Yukawa

De la Ecuación (2.3.2), se tiene que el sector de quarks del lagrangiano de Yukawa
tiene la siguiente forma:

−Lq
Y = Q̄′

Lm

(
Y d
mnΦd

′
Rn + Y u

mnΦ̄u
′
Rn

)
+ h.c. , (2.3.4)

MCCAyE UAEH



57 Capítulo 2. Marco Teórico

donde Q′
L =

u′

d′

 por lo que se puede reescribir el lagrangiano como:

−Lq
Y =

3∑
m,n=1

(
Y u
mnū

′
Lmϕ

0∗u′
Rn + Y d

mnū
′
Lmϕ

−u′
Rn + Y d

mnū
′
Lmϕ

+d′Rn + Y d
mnd̄

′
Lmϕ

0d′Rn

)
+h.c.

(2.3.5)

Se considera únicamente el término del campo escalar neutro de Higgs ya que es
necesario para la generación de masas de las partículas:

L0q
Y =

3∑
m,n=1

(
Y u
mnū

′
Lmϕ

0∗u′
Rn + Y d

mnd̄
′
Lmϕ

0d′Rn

)
+ h.c. (2.3.6)

Al expandir el campo escalar neutro alrededor de su estado de mínima energía:

ϕ0 =
v√
2
+H, (2.3.7)

y sustituyendo en la Ecuación (2.3.6), se tiene:

L0q
Y =

3∑
m,n=1

(
v∗√
2
Y u
mnū

′
Lmu

′
Rn + Y u

mnū
′
LmH

∗u′
Rn +

v√
2
Y d
mnd̄

′
Lmd

′
Rn + Y d

mnd̄
′
LmHd′n

)
+h.c.

(2.3.8)

Incorporando el término correspondiente del hermítico conjugado, el lagrangiano
L0q

Y finalmente es:

L0q
Y =

3∑
m,n=1

(
v√
2
Y u
mnū

′
mu

′
n + Y u

mnū
′
mH

∗u′
n +

v√
2
Y d
mnd̄

′
md

′
n + Y d

mnd̄
′
mHd′n

)
+ h.c.

(2.3.9)

Se pueden reconocer dos partes en el lagrangiano:

L0q
Y = L0q

m + L0q
I , (2.3.10)
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donde L0q
m y L0q

I corresponden al lagrangiano de masa y al lagrangiano de inter-
acción respectivamente.

El Lagrangiano de masa L0q
m se utiliza para definir la masa de los quarks y viene

dado como:

L0q
m =

3∑
m,n=1

(
ū′
LmM

u
mnu

′
Rn + d̄′LmM

d
mnd

′
Rn

)
, (2.3.11)

donde se definen las matrices:

Mu,d
mn =

v√
2
Y u,d
mn . (2.3.12)

En el ME la matriz de masa M y la matriz de Yukawa Y están alineadas, es decir,
comparten los mismos eigenvectores. Hasta este punto se ha utilizado una base
de sabor, pero es más conveniente utilizar una base de masa. Para lograrlo, es
necesario diagonalizar la matrizMmn. Esto se logra encontrando los eigenvalores
y eigenvectores deMmn. Sin pérdida de generalidad, se puede asumir que Y u,d

mn es
hermítica, lo cual implica que Mmn también lo es, según la Ecuación (2.3.12).

Del álgebra lineal se establece que para cualquier matriz hermíticaM , siempre es
posible encontrar una matriz unitaria V , tal que VMV † es diagonal y real. Esto
significa que se puede obtener una matriz diagonal deM de la forma:

Mdiag = VMV †, (2.3.13)

donde V es una matriz unitaria, es decir, V †V = I. En otras palabras, las columnas
de V forman un conjunto ortonormal de vectores propios de M , y los elementos
diagonales de Mdiag son los valores propios correspondientes.

Reescribiendo el lagrangiano de masas:

L0q
m =

3∑
m,n=1

[
(ū′

LmV
†
u )(VuM

u
mnV

†
u )(Vuu

′
Rn + (d̄′LmV

†
d )(VdM

d
mnV

†
d )(Vdd

′
Rn)
]
. (2.3.14)
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Para encontrar los eigenvalores deMu,d, que representan las masas de los quarks,
y sus eigenvectores asociados que describen los campos físicos, se utilizan las si-
guientes transformaciones unitarias que diagonalizan las matrices de masa.

u = Vuu
′, d = Vdd

′. (2.3.15)

Por lo que, los lagrangianos de masa para quarks tipo u y d, se escriben respecti-
vamente como:

Lu
m = ū′Muu′, (2.3.16)

Ld
m = d̄′Mdd′. (2.3.17)

Es así que al tomar la matriz como unitaria, se asegura que sea real y diagonal, es
decir:

Vu,dM
u,dV †

u,d = Mu,d
diag =


mu,d 0 0

0 mc,s 0

0 0 mt,b

 . (2.3.18)

Se definen los nuevos campos físicos (ū, d̄) y (u, d) como:

ū = (ū, c̄, t̄), u =


u

c

t

 , (2.3.19)

d̄ = (d̄, s̄, b̄), d =


d

s

b

 . (2.3.20)

Por lo que finalmente, los lagrangianos de masa tienen la siguiente estructura:

Lu
m = ūmuu+ c̄mcc+ t̄mtt, (2.3.21)

Ld
m = d̄mdd+ s̄mss+ b̄mbb, (2.3.22)
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donde las antipartículas de cada quark se denotan por ū, c̄, t̄, d̄, s̄, b̄ respectiva-
mente.

De lo anterior, se desprende al lagrangiano de masas dado por:

Lmasa = −d̄LM̄ddR − ūLM̄
uuR + h.c. (2.3.23)

La matriz de mezcla VCKM se construye a partir de las matrices de rotación Vq a
través de la siguiente expresión:

VCKM = V †
uVd (2.3.24)

Dado que las masas de los quarks y los elementos de la matriz VCKM son los úni-
cos parámetros experimentales medibles, las matrices Vu y Vd no son observables
físicos ni predichas por la teoría, lo que implica que tampoco lo es la matriz VCKM .

Los acoplamientos del bosón de Higgs con los distintos sabores de quarks, vienen
descritos por el lagrangiano de interacción, el cual se define como:

L0q
Y =

3∑
m,n=1

(Y u
mnū

′
mH

∗u′
n + Y d

mnd̄
′
mH

∗d′n) + h.c. (2.3.25)

Escribiendo los lagrangianos en términos de los campos físicos de los quarks da-
dos en las Ecuaciones 2.3.19 y 2.3.20, se tiene:

Lu
1 =

√
2

v
ūMuuH (2.3.26)

Ld
1 =

√
2

v
d̄MddH (2.3.27)

Los cuales, finalmente se convierten en:

Lu
1 =

√
2

v
ūmuuH +

√
2

v
c̄mccH +

√
2

v
t̄mttH (2.3.28)

Ld
1 =

√
2

v
d̄mddH +

√
2

v
s̄mssH +

√
2

v
b̄mbbH (2.3.29)
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De este lagrangiano se muestra que el acoplamiento es proporcional a las masas
de los diferentes tipos de quarks. Esto significa que el Higgs se acopla más fuerte-
mente a quarks más pesados. Además, el lagrangiano conserva el sabor, es decir,
no hay acoplamientos entre quarks de diferentes generaciones inducidos por el
escalar de Higgs.

2.3.3. La matriz de mezcla Vckm

En 1963, Nicola Cabibbo propuso que los quarks débiles no eran los mismos que
los quarks de sabor, sino que estaban relacionados por una matriz de rotación.
Esto explicaba la supresión de ciertos procesos débiles. Posteriormente, en 1973,
Makoto Kobayashi y Toshihide Maskawa extendieron el trabajo de Cabibbo a tres
generaciones de quarks, proponiendo la matriz 3×3 ahora conocida comomatriz
VCKM .

La matriz VCKM (ver Ecuación (2.3.24)) describe cómo los eigenvectores de masa
de los quarks no coinciden con los eigenvectores de interacción débil. Los elemen-
tos dematriz (ver Ecuación (2.3.30)) representan las probabilidades de transición
entre quarks de diferentes sabores mediante la interacción débil. La matriz VCKM

es unitaria y se parametriza con tres ángulos de mezcla y una fase compleja.

VCKM =


Vud Vus Vub

Vcd Vcs Vcb

Vtd Vts Vtb

 (2.3.30)

Desde su introducción, la matriz VCKM ha sido probada extensamente por expe-
rimentos de física de partículas. Sus predicciones han sido confirmadas con gran
precisión, convirtiéndola en una pieza fundamental del Modelo Estándar. El tra-
bajo de Cabibbo, Kobayashi y Maskawa fue reconocido con el Premio Nobel de
Física en 2008, por haber descubierto el origen del rompimiento de la simetría y
predicho la existencia de 6 sabores de quarks.

2.3.3.1. Parametrización Chau-Keng

Como se mencionó anteriormente, la matriz Vckm es unitaria y puede parametri-
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zarse en términos de tres ángulos y una fase. La parametrización más utilizada, y
la que se empleará en este trabajo, es la parametrización de Chau-Keng, definida
por los ángulos θ12, θ13, θ23 y la fase δ13, a través de la siguiente multiplicación de
matrices [85, 86]:

VCKM =


1 0 0

0 C23 S23

0 −S23 C23




C13 0 S13e
−iδ13

0 1 0

−S13e
iδ13 0 C13




C12 S12 0

−S12 C12 0

0 0 1



=


C12C13 S12C13 S13e

−iδ13

−S12C23 − C12S23S13e
iδ13 C12C23 − S12S23S13e

iδ13 S23C13

S12S23 − C12C23S13e
iδ13 C12S23 − S12C23S13e

iδ13 C23C13

 ,

(2.3.31)

donde se ha utilizado la notación Cij = Cos(θij) y Sij = Sen(θij), además, los
índices (i, j), relacionan las familias de los quarks.

Los elementos θ13, θ12, θ23 se obtienen al elegir las tres magnitudes de los elemen-
tos | (VCKM)us |, | (VCKM)ub | y | (VCKM)cb | y la fase δ13 se obtiene del invariante de
Jarlskog (J) a través de las siguientes relaciones[86]:

sin θ13 = | (VCKM)ub |, (2.3.32)

sin θ12 =
| (VCKM)us |√

1− | (VCKM)ub |2
, (2.3.33)

sin θ12 =
| (VCKM)us |√

1− | (VCKM)ub |2
, (2.3.34)

sin θ23 =
| (VCKM)cb |√

1− | (VCKM)ub |2
, (2.3.35)

sin δ13 =
J√

1− (sin θ12)2 sin θ12 [1− (sin θ13)2] sin θ13
√
1− (sin θ23)2 sin θ23

, (2.3.36)

donde J = Im(Vus Vcb V
∗
ub, V

∗
cs).
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2.3.3.2. Valores experimentales

La matriz VCKM describe con precisión la interacción entre quarks. De acuerdo a
los datos experimentales más actuales [87], se han determinado los valores nu-
méricos de los nueve elementos que componen esta matriz. A continuación, se
presentan los valores centrales y los errores asociados a cada uno de estos ele-
mentos:

|VCKM | =


0.97401± 0.00011 0.22650± 0.00048 0.00361+0.00011

−0.00009

0.22636± 0.00048 0.97320± 0.00011 0.04053+0.00083
−0.00061

0.00854+0.00023
−0.00016 0.03978+0.00082

−0.00060 0.999172+0.000024
−0.000035

 . (2.3.37)

Mientras que para las masas de los quarks en escala deMz se tiene [88]:

mu = 1.23± 0.21MeV, md = 2.67± 0.19MeV, ms = 53.16± 4.61MeV
mc = 0.620± 0.017 GeV, mb = 2.839± 0.026 GeV, mt = 168.26± 0.75 GeV

(2.3.38)

En la Ecuación (2.3.38) se observa una jerarquía de masas donde se establece que
las masas de los quarks siguen la relación |md| < |ms| < |mb| y |mu| < |mc| < |mt|.
Esta secuencia de masas crecientes dentro de cada familia se conoce como la je-
rarquía de masas en el modelo estándar de la física de partículas.

2.4. Formalismo de texturas

El Modelo Estándar Electrodébil (MEED) no proporciona información sobre la
estructura de las matrices de masa de quarks, lo que tiene un impacto significa-
tivo en el patrón de mezcla de sabor de quarks. Se espera que una teoría más
fundamental permita determinar la estructura concreta de las matrices de masa
de quarks Mu y Md, lo que a su vez permitiría calcular de manera precisa las seis
masas de quarks, los tres ángulos de mezcla de sabor y la fase de violación CP .

El formalismo de texturas es una propuesta teórica dentro de la física de partículas
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que busca explicar el origen de las masas de los quarks y la estructura de la matriz
demezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa VCKM . Este formalismo fue introduci-
do por Harald Fritzsch en 1978 y se basa en la idea de que las matrices de masa de
los quarks tienen una estructura específica llamada “texturas” que podría ayudar
a determinar la estructura concreta de las matrices de masa de quarks y, por lo
tanto, a calcular de manera precisa las propiedades de los quarks y la matriz de
mezcla de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa.

2.4.1. Modelos de matrices de masa tipo texturas

Desde un punto de vista fenomenológico, es posible analizar si hay una simetría
subyacente considerando una matriz de Yukawa bajo la fenomenología existen-
te y restringir sus entradas con información experimental. Esto inicialmente se
propuso por Harald Fritzsch con una textura de masas con el menor número de
parámetros libres que puedan atender a limites experimentales, colocando ceros
en la textura ya sea en la diagonal ó fuera de la diagonal de manera simétrica,
considerando en los dos casos como un cero.

Las matrices de masa de quarks Mu y Md pueden considerarse hermíticas en ge-
neral, lo que permite asumir texturas hermíticas de la forma:

Mq =


Eq Dq Fq

D∗
q Cq Bq

F ∗
q B∗

q Aq

 q = u, d (2.4.1)

La física queda invariante bajo una transformación unitaria Mq → SMqS
†, donde

S es una matriz unitaria arbitraria [89]. Esta libertad permite una configuración
adicional para las matrices de masa de quarks como:

Mq =


0 Dq 0

D∗
q 0 Bq

0 B∗
q Aq

 q = u, d , (2.4.2)

donde el elemento Aq es real, mientras que Bq y Dq son complejos y se expresan
en forma polar como Zq = |Zq|eiϕZq , donde |Zq| es la magnitud y iϕZq es su fase
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angular (Z = B,D).

La estructura de matriz de masa mostrada en la Ecuación (2.4.2) representa la
propuesta original de Fritzsch, es decir unamatriz demasa simétrica con seis ceros
de textura [15]. Cabe destacar que en este contexto, una matriz de masa con “n”
ceros de textura en particular, se denota de tal manera que la suma del número de
ceros en posiciones diagonales y un par de ceros simétricamente colocados fuera
de la diagonal, contados como uno, es “n”.

2.4.2. Viabilidad de los modelos de texturas

El proceso de evaluar la viabilidad de una combinación específica de texturas con
ceros involucra de forma general, los siguientes pasos:

1. Derivar la matriz VCKM correspondiente: Se calcula la matriz de Cabibbo-
Kobayashi-Maskawa (VCKM) en función de la combinación de textura de
ceros que se está analizando.

2. Comparar lamatriz VCKM derivada con datos experimentales: Se compara la
compatibilidad de la matriz VCKM derivada con los valores experimentales
más actuales de la matriz VCKM .

3. Determinar la viabilidad de la combinación de texturas con ceros: Basándose
en la comparación entre las matrices VCKM derivada y obtenida experimen-
talmente, se llega a una conclusión sobre la viabilidad de la combinación de
la textura con ceros bajo investigación.

Siguiendo esta metodología, se puede evaluar sistemáticamente la factibilidad de
varias combinaciones omodelos de texturas con ceros y su compatibilidad con las
observaciones experimentales más recientes.

Análisis realizados sobre diferentes modelos de texturas con seis ceros (como el
presentado en la Ecuación (2.4.2)) indican que este tipo de modelos han sido ex-
cluidos de acuerdo a los datos experimentales más recientes [90]. Esto también
ocurre para el caso de modelos de texturas con cinco ceros, los cuales también
han sido excluidos por los datos experimentales más recientes [91].
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Considerando el contexto previo y el éxito demostrado por el modelo de texturas
de cuatro ceros de Fritzsch (ver Ecuación (2.4.3)) en estudios anteriores [89, 92],
esta investigación se centra en evaluar su viabilidad y las posibles implicaciones
fenomenológicas a la luz de los datos experimentales más recientes. Este análisis,
que se presentará en los siguientes capítulos, permitirá evaluar la solidez y rele-
vancia del modelo de texturas de Fritzsch con cuatro ceros, y proporcionará una
base sólida para futuras investigaciones en esta área.

Mu =


0 Du 0

D∗
u Cu Bu

0 B∗
u Au

 , Md =


0 Dd 0

D∗
d Cd Bd

0 B∗
d Ad

 (2.4.3)
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Capítulo 3

Estado del Arte

El enfoque algorítmico bio-inspirado propuesto para abordar el problema de op-
timización del criterio χ2 dentro del análisis numérico del modelo de texturas de
cuatro ceros, involucra una serie de conceptos de diversas áreas de estudio. Por tal
motivo, el estado del arte revisa en primer lugar, trabajos previos relacionados al
análisis numérico de la estructura tipo texturas de cuatro ceros. Después, se discu-
te sobre trabajos previos dentro de la FAE en los cuales se han implementado ABI,
ya sea en el contexto del análisis de modelos de textura o en otras aplicaciones.
Finalmente, se analizan propuestas para mejorar el rendimiento del algoritmo DE
en problemas de optimización con parámetros reales con un solo objetivo y con
restricciones de frontera, tal como el problema de optimización del criterio χ2.

3.1. Análisis numérico de la estructura tipo texturas

de cuatro ceros

Determinar la viabilidad de los modelos de texturas de acuerdo a los datos expe-
rimentales más recientes de observables físicas como la magnitud de los elemen-
tos |Vus|, |Vub| y |Vcb| de la matriz VCKM , así como los valores de la masas de los
quarks, es un tema activo dentro del formalismo de texturas. Analizar de forma
numérica el espacio de parámetros de los elementos de las matrices de masa de
los quarks Mu y Md, y la capacidad de predicción de los elementos de la matriz
VCKM , permite encontrar nuevas características del modelo, o poder excluirlo. De
forma particular, a continuación se revisan los trabajos más recientes y relevantes
sobre el análisis numérico del modelo de texturas de cuatro ceros.

Establecer la forma concreta una matriz de masa de los quarks, la cual sea con-
sistente de acuerdo a los datos experimentales, permite determinar los valores de
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cantidades como las masas de los quarks, los ángulos de mezcla y la fase de viola-
ción CP. En [93] se propone de forma analítica una estructura de matriz de masas
para el sector de quarksMq considerando cuatro ceros en la matriz. A partir de los
elementosDq, Bq, Cq y Aq de esta matriz de masa, los cuales se definen por medio
del parámetro aq = 1−δq, se obtienen las expresiones analíticas de las matrices de
transformación Oq y de los elementos de la matriz Vckm. Como parte del análisis
numérico, y con el fin revisar la compatibilidad entre las expresiones analíticas de
los elementos de la matriz Vckm y los datos experimentales [94], se utiliza un crite-
rio de χ2. A partir de este análisis, se encontraron los rangos para los parámetros
de la diagonal de la matriz de masa de quarks. Los resultados obtenidos reportan
ser congruentes respecto trabajos previos, y se motiva a utilizar el parámetro aq

en futuros análisis numéricos.

En [95] se analiza la viabilidad de todos los modelos de textura de matrices de
masa de quarks. Entre estos modelos de textura, se estudian modelos generales
y simétricos. Para probar que cierto modelo de textura fuera compatible con los
valores experimentales de las masas de los quarks, y de los parámetros de mezcla
λ,A, ρ̄ y η̄ [96, 97], se realizó un análisis numérico de χ2, en el cual, para cada
modelo se estableció de manera similar una función con la siguiente forma:

χ2(x) =
∑
j

χ2
j(x) con χ2

j(x) =

(
Pj(x)−Oj

σj

)2

, (3.1.1)

donde x representa el conjunto de parámetros del modelo, Pj(x) es la predicción
del modelo para la observable Oj con valores centrales Ōj y errores σj .

En este análisis numérico, se identifica que un modelo de texturas es compatible
con los datos experimentales si en el valor mínimo de χ2 la contribución de cada
observable a χ2 es a lo máximo 25, lo cual implica que χ2 ≤ 250. Los autores
propusieron además, un método numérico para conocer el alcance predictivo de
un modelo compatible con los datos experimentales. Este método se basa en la
idea de conocer que tanto la predicción de la observable Oi puede desviarse de
su media variando x tal que todas P (x)j con j ̸= i se mantengan cerca de Ōi.
Los resultados del análisis concluyeron que, diversosmodelos de texturas pueden
ser compatibles con los datos experimentales, sin embargo algunos de ellos, no
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muestran un gran alcance predictivo.

En [89] se explora de forma numérica el espacio de parámetros de las matrices
de masa de quarks Mu y Md con cuatro ceros. El análisis realizado para explorar
dicho espacio de parámetros, utilizó los valores experimentales de la matriz Vckm

y las masas de los quarks en escala deMz [97, 98]. Los elementos |Vus|, |Vub|, |Vcb| y
la observable Sin(2β) fueron seleccionadas como entradas. Cabe resaltar que los
autores no reportan el criterio y/o algoritmos utilizados para comprobar la com-
patibilidad con los datos experimentales seleccionados. Los resultados obtenidos
de este análisis, permitieron encontrar una región no explorada anteriormente del
espacio de parámetros. La integración de esta nueva región, dio paso a la propues-
ta de nuevas estructuras para las matrices de masa de quarksMu y Md.

Para ampliar el entendimiento de la relación entre la textura de cuatro ceros y el
patrón jerárquico observado de forma experimental en la matriz Vckm, en [88] se
propusieron nuevas aproximaciones analíticas para los elementos de las matri-
ces de transformaciónOq. Con estas aproximaciones, se obtuvieron las correspon-
dientes expresiones analíticas de cada uno de los elementos de la matriz Vckm, en
términos de un nuevo parámetro rq. La introducción de este parámetro permitió
obtener expresiones analíticas más simples para los elementos de la matriz Vckm,
en términos de las masas de los quarks, dos faces y el parámetro rq. Con ayuda de
estas expresiones y de los valores obtenidos de forma experimental para la matriz
Vckm, así como los valores centrales de las masas de los quarks [99], se llevó a ca-
bo un análisis numérico a partir del cual se obtienen: los valores de cada uno de
los nueve elementos de la matriz Vckm, el valor del invariante de Jarlskog y las co-
rrespondientes texturas de masas de quarks. A partir estos resultados analíticos,
se encontró que bajo las expresiones analíticas aproximadas para los elementos
la matriz Vckm, existe hasta un 6% de error, en comparación de las expresiones
genéricas de la matriz Vckm, al ser evaluadas con los mismos valores para los pa-
rámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2. Con estos resultados se pudo concluir que los elementos
(2, 2), (2, 3) y (3, 3) de la matriz de masa de quarks deben tener una jerarquía re-
lativamente más débil que su correspondiente jerarquía de masas de los quarks.

En la Tabla 3.1.1 se muestran las características principales de acuerdo al objetivo
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de la presente investigación, de los trabajos relacionados al análisis de la textura
de cuatro ceros [88, 89, 93].

Tabla 3.1.1: Trabajos relacionados al análisis de la textura de cuatro ceros del estado del
arte y algunas de sus características.

Autor Enfoque de estudio Criterio de
Ajuste

Método de
optimización

O. Félix Beltrán et al., 2013 [93]

Obtener correlaciones entre una
textura de cuatro ceros y los valores
experimentales provenientes de la

matriz VCKM mediante un
ajuste de χ2.

χ2
No especificado

(Simplex)

P.O. Ludl y W. Grimus, 2015 [95]

Identificar la compatibilidad de
distintos modelos de textura con
datos experimentales, y conocer

su alcance predictivo.

χ2 Nelder-Mead

Xing y Zhao, 2015 [89]
Encontrar nuevas regiones de valores

permitidos para los parámetros
de una textura de cuatro ceros.

No mencionado No mencionado

H. Fritzsch et al., 2021 [88]

Demostrar que los elementos (2,2), (2,3)
y (3,3) deMq tienen una jerarquía

débil de textura, inclusive más débil que
la correspondiente jerarquía de masa

en quarks.

|V |aprox−|V |exacto
|V |exacto No mencionado

Propuesta, 2024

Identificar la compatibilidad del modelo
de texturas de cuatro ceros con los datos
experimentales actuales y conocer su

alcance predictivo.

χ2 HE-DEPSO

3.2. Algoritmos bio-inspirados dentro de la física de

altas energías

En la Física de Altas Energías (FAE) los Algoritmos Bio-Inspirados (ABI) han si-
do poco explorados, a pesar de esto, han mostrado ser capaces de brindar buenos
resultados en contextos experimentales y fenomenológicos. Una de sus aplicacio-
nes ha sido la optimización de hiperparámetros de modelos de aprendizaje de
máquina, los cuales, son utilizados en el análisis de grandes cantidades de datos
provenientes de experimentos de FAE. Otras aplicaciones recaen en la optimiza-
ción del diseño de aceleradores y en la discriminación de modelos provenientes
de teorías supersimétricas. A continuación se revisan los trabajos más recientes y
relevantes, concernientes a la aplicación de los ABI dentro de la FAE.
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En [16], por ejemplo, se propone el uso de algoritmos evolutivos con el fin de
encontrar la mejor configuración de hiperparámetros para un modelo de árboles
de decisión, el cual tiene el objetivo de realizar el análisis de grandes cantidades
de datos derivados de experimentos realizados en FAE. De forma concreta, los
algoritmos que se proponen utilizar son GA y PSO. El rendimiento de estos algo-
ritmos evolutivos es comparado contra otras técnicas de optimización como “Gra-
dient Descent” (GD), “Grid Search” (GS), y “Random Guessing” (RNG). Las tareas
que ayudaron a cuantificar el rendimiento de estos algoritmos, consistieron en la
optimización de la función de Rosenbrock y la implementación de estos algorit-
mos como optimizadores de hiperparámetros del método de árboles de decisión.
En ambas tareas se observó un rendimiento sobresaliente por parte de los AE, y
en especial del algoritmo PSO.

Una aplicación de estos algoritmos dentro de la fenomenología de la FAE semues-
tra en[18]. En este trabajo se hace uso de un GA con el fin de abordar el problema
de discriminar entre modelos de ruptura de supersimetría. La discriminación en-
tre modelos se realiza mediante la evaluación de la precisión requerida en ciertas
mediciones de masa para poder distinguir entre dos modelos. Se construye una
función de ajuste denominada como: distancia relativa. Esta función, determina
la diferencia entre dos espectros de masa. Es por medio de esta función que se
obtiene el valor correspondiente a la precisión requerida para las mediciones de
masa. Este valor a la vez permite establecer la distinción entre modelos teóricos.

La optimización del diseño de aceleradores de partículas es otra de las aplicacio-
nes que han tenido los algoritmos de optimización metaheurísticos. En [17] se
muestra una variedad de casos en los que, de forma particular, se hace uso de
GA para solucionar distintos problemas en física de aceleradores, principalmen-
te relacionados al diseño de estos aceleradores. Por su parte en [100, 101], con el
objetivo de optimizar el diseño de la apertura dinámica del anillo en los colisio-
nadores SuperKEKB y CEPC, se propone el uso del algoritmo DE.

En la Tabla 3.2.1 se presentan de forma resumida los trabajos más relevantes y
recientes, relacionados a la aplicación de algoritmos bio-inspirados dentro de la
física de altas energías.
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Tabla 3.2.1: Trabajos relacionados a las técnicas de optimización bio-inspiradas y sus
aplicaciones dentro del área de física de altas energías.

Autor Algoritmo Aplicación

B.C Allanach et al., 2004 [18] GA
Discriminación de forma

experimental de modelos de
súper simetría de ruptura.

Hofler et al., 2013 [17] GA Optimización del diseño de
aceleradores de partículas.

Zhang et al., 2016 [100] DE Optimización del diseño de
aceleradores de partículas .

Wu et al., 2020 [101] DE Optimización del diseño de
aceleradores de partículas .

Laurits Tani et al., 2021 [16] GA
PSO

Optimización de
hiperparámetros en modelos
de aprendizaje automático.

Propuesta, 2024 HE-DEPSO Optimización de χ2 dentro
del formalismo de texturas.

3.3. Mejoras en el algoritmo de EvoluciónDiferencial

El algoritmoDEes unode los algoritmos evolutivos quemás hadestacado en tiem-
pos recientes debido a su sencillez, poder y eficiencia [102, 103], sin embargo, al
igual que otros AE, es propenso a sufrir convergencia prematura y estancamiento
en mínimos locales [102, 104]. Las mejoras implementadas para solucionar estos
problemas se pueden clasificar de la siguiente forma:

1) Cambiar la estrategia de mutación. La fase de mutación del algoritmo de DE
tiene una importancia, ya que permite la integración de nuevos individuos en
la población existente, influyendo así en su rendimiento. Algoritmos como “Self-
Adaptive Differential Evolution” (JADE) [105] y “Composite DE” (CoDE) [106] han
presentado nuevas estrategias demutación e implementado diferentes estrategias
de mutación, respectivamente, con el fin de mejorar la eficacia del algoritmo DE.

2) Control de parámetros. El algoritmo DE es sensible a la configuración de los
de sus principales parámetros: el factor de escala F y la probabilidad de cruce Cr

[102, 107]. El control auto-adaptativo de estos parámetros ha demostradomejorar
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significativamente el rendimiento del algoritmo DE. En este sentido, los algorit-
mos SHADE [108] y “Self-Adaptive DE” (SaDE) [109] representan dos variantes
bastante conocidas.

3) Hibridación con otros algoritmos de optimización. Una forma de mejorar el
rendimiento del algoritmo DE, consiste en tomar ventaja de las fortalezas de ope-
radores de otros algoritmos e incorporarlos dentro de la estructura del algoritmo
DEmediante un proceso de hibridación [103, 110]. La hibridación con otros algo-
ritmos de IC como: “Artificial Neural Networks” (ANN), “Ant Colony Optimization”
(ACO) y PSO, han marcado una tendencia dentro de la última década [103].

Como se mencionó anteriormente, una de las variantes más representativas con-
cernientes a la mejora del control de los parámetros F y Cr del algoritmo DE, fue
propuesta en el algoritmo SHADE [108]. De forma precisa, en cada iteración del
algoritmo SHADE los parámetros F y Cr asociados a vectores de prueba con un
mejor ajuste que su vector padre, son almacenados en dos conjuntos: SF y SCr res-
pectivamente. Dos archivos o memorias MF y MCr con un tamaño H definido, y
cuyos contenidosMCr,k yMF,k (k = 1, ..., H) son inicializados con un valor de 0.5,
sirven para generar los parámetros Fi y Cri del i-ésimo individuoXi,t en cada ite-
ración t. La forma de generar los valores de estos parámetros requiere la selección
uniforme de un índice ri ∈ [1, H] y es llevada a cabo de acuerdo a las siguientes
expresiones:

Cri = randni(MCr,ri , 0.1), (3.3.1)

Fi = randci(MF,ri , 0.1), (3.3.2)

donde MCR,ri es el elemento seleccionado de MCr para generar el valor de Cri,
mientras queMF,ri es el elemento seleccionado deMF para generar el valor de Fi.
randni(MCr,ri , 0.1) representa una distribución normal conmediaMCR,ri y desvia-
ción estándar 0.1, mientras que randci(MF,ri , 0.1) representa una distribución de
Cauchy con posición de parámetroMF,ri y factor de escala 0.1. Al generar el valor
del parámetro Cri, se debe verificar que este se encuentre dentro del rango [0, 1],
en caso contrario, si Cri < 0 entonces Cri es truncado a 0 y si Cri > 1 entonces
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Cri es truncado a 1. Para el parámetro Fi, si Fi > 1 entonces Fi es truncado a 1, en
otro caso, si Fi < 0 entonces Fi es regenerado hasta que Fi > 0.

Al final de cada iteración, los contenidos de las memorias MCr y MF son actuali-
zados de la siguiente forma:

MCr,k,t+1 =

meanWL(SCr), si SCr ̸= ∅

MCr,k,t, otro caso
, (3.3.3)

MF,k,t+1 =

meanWL(SF ), si SF ̸= ∅

MF,k,t, otro caso
, (3.3.4)

donde meanWL(S) es la media ponderada de Lehmer definida por medio de la
Ecuación (3.3.5), en la cual S hace referencia a SCr o SF .

meanWL =

|S|∑
k=1

wk · S2
k

|S|∑
k=1

wk · Sk

(3.3.5)

wk =
∆fk

|S|∑
l=1

∆fl

(3.3.6)

∆fk = |f(Xp,k,t)− f(Xk,t)| (3.3.7)

En la Ecuación (3.3.3) y Ecuación (3.3.4), k ∈ [1, H] determina la posición en la
memoria a actualizar. En la iteración t, el elemento k−ésimo en la memoria es
actualizado. Al principio del proceso de optimización k = 1, y es incrementado
cada vez que unnuevo elemento es agregado a lamemoria. Si k > H , k es asignado
igual a 1.

Siguiendo la tendencia de mejorar rendimiento del algoritmo DE mediante hibri-
daciones, el Algoritmo de Evolución Diferencial basado en Optimización por En-
jambre de Partículas con mutación auto-adaptativa (DEPSO) [19] es un método
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actual, el cual incorpora características del algoritmo PSO dentro de la estructura
del algoritmo DE para la solución de problemas numéricos de optimización.

En este algoritmo, el top α · NP (α ∈ [0.1, 0.9]) de las mejores partículas en la
iteración actual, es utilizado para conformar un sub-enjambre élite (P ), mientras
que el resto, es utilizado para formar un sub-enjambre no élite sub-enjambre no
élite (Q).

El algoritmo DEPSO sigue un esquema similar a la versión estándar del algoritmo
DE, es decir, utiliza los operadores de mutación, cruce y selección dentro del pro-
ceso evolutivo del algoritmo. Dentro de lamutación, se implementa una estrategia
de mutación la cual, de forma auto-adaptativa, selecciona entre dos esquemas de
mutación para generar en cada iteración un vector mutado Vi,t+1 para la i-ésima
partícula Xi,t de la siguiente forma:

Vi,t+1 =


XP

r1,t + Fi · (Xp
r2,t −XQ

r3,t) si rand[0, 1] < SPt

ω ·Xi,t + c1 · r1 · (Xgbest,t −Xi,t)

+c2 · r2 · (Xpbest,t −Xi,t) otro caso

, (3.3.8)

donde rand(0, 1) es un número aleatorio seleccionado de forma uniforme den-
tro del intervalo [0, 1], y SPG representa la probabilidad de seleccionar entre al-
guno de los dos esquemas de mutación. En la Ecuación (3.3.8), el caso en el cual
rand[0, 1] < SPt representa la forma en la cual un novedoso esquema demutación
denominado DE/e-rand/1 genera un vector mutado Vi,t+1. En este esquema son
requeridas dos soluciones óptimas del sub-enjambre élite (XP

r1,G y Xp
r2,G) y una

solución del sub-enjambre no élite (XQ
r3,G), además se utiliza un factor de escala

Fi, el cual actúa a nivel de cada partícula. El caso restante representa la forma en la
cual el esquema demutación del algoritmo PSO estándar es utilizado para genera
un vector mutado Vi,t+1.

La probabilidad de selección SPG de la Ecuación (3.3.8) cambia de forma adapta-
tiva dentro de la evolución del algoritmo de la siguiente manera:
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SPt =
1

1 + e1−(tmax/t+1)τ
, (3.3.9)

donde tmax es el número máximo de iteraciones y t la iteración actual. τ es una
constante positiva.

Dentro del operador de cruce se genera un vector de prueba mediante la com-
binación de la información de la partícula actual Xi,t y el vector mutado Vi,t+1,
siguiendo el cruce binomial (ver Ecuación (2.2.5)). La selección de la partícula
que sobrevive a la siguiente generación se lleva acabo mediante la competición
entre la partícula actual Xi,t y el vector mutado Vi,t+1, el que tenga mejor valor de
ajuste de acuerdo a la función objetivo, es seleccionado para permanecer dentro
de la siguiente iteración.

Cuando una partícula permanece estancada sobre un número máximo de itera-
ciones (por ejemplo 5), los valores de su correspondiente factor de escala Fi y
probabilidad de cruce Cri son reiniciados con el objetivo de incrementar la di-
versidad. La forma en la cual se reinician los valores de estos parámetros, es la
siguiente:

Fi,t+1 =

Fi,t si NSi < NSmax

Fl + rand[0, 1] · (Fu − Fl) otro caso
, (3.3.10)

Cri,t+1 =

Cri,t si NSi < NSmax

Crl + rand[0, 1] · (Cru − Crl) otro caso
, (3.3.11)

donde Fi y Cri son el factor de escala y la probabilidad de cruce respectivamente,
de la partículaXi,G en la iteración t. Fl = 0.1 y Fu = 0.8 son las fronteras inferior y
superior respectivamente del factor de escala. Crl = 0.3 y Cru = 1.0 son las fron-
teras inferior y superior respectivamente de la probabilidad de cruce. rand[0, 1]
es un número aleatorio seleccionado de forma aleatoria dentro del intervalo [0, 1].
NSi es un contador de estancamiento para cada partícula, y NSmax es el número
máximo de iteraciones con estancamiento.
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Para evitar estancamiento, el algoritmo DEPSO selecciona de forma aleatoria sub-
dimensiones de los individuos dentro de la población no élite (Q) en los cuales
NSi < NSmax, para reiniciarlas de la siguiente manera:

Xj
i,t =

Xj
min + rand(0, 1) · (Xj

max −Xj
min) si rand(0, 1)j ≤ γ, j = 1, 2, ..N

Xj
i,t otro caso

,

(3.3.12)

donde rand(0, 1)j es un número aleatorio seleccionado de forma aleatoria dentro
del intervalo [0, 1]. γ es un valor de ajuste de probabilidad. Xj

min y Xj
max son los

límites inferior y superior respectivamente, de la variable j.

De forma general, el algoritmo DEPSO logra ser superior a otras variantes del al-
goritmo DE en distintos problemas de optimización. El rendimiento de este algo-
ritmo se debe a que mantiene un buen equilibrio entre exploración y explotación,
gracias al uso de la estrategia de mutación auto-adaptativa, en la cual, el esquema
“DE/e-rand/1” tiene mejores habilidades de exploración, mientras que, el esque-
mademutación del algoritmoPSO consiguemejores habilidades de convergencia.
Con esta estrategia, la población consigue mantener una buena diversidad en las
primera etapas del proceso evolutivo, y una convergencia más rápida hacia las
últimas etapas del mismo.

En la Tabla 3.3.1 se muestran diversos algoritmos relacionados con la mejora en el
rendimiento del algoritmo DE.

3.4. Discusión

En este capítulo se presentaron los trabajos más relevantes respecto al análisis nu-
mérico del modelo de texturas con cuatro ceros, al igual que el estado del arte
de las aplicaciones de los ABI dentro de la FAE, y los principales trabajos respec-
to a la mejora en el rendimiento del algoritmo DE. De la revisión de la literatura
presentada en este capítulo, se puede observar que, aunque existan distintos en-
foques de estudio del modelo de texturas de cuatro ceros como se presenta en la
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Tabla 3.3.1: Resumen de los trabajos más importantes del estado del arte relacionados
con la mejora en el rendimiento del algoritmo DE.

Autor Algoritmo Mejora

Qin et al., 2009 [109] SaDE Nueva estrategia de mutación,
Control de parámetros

Zhang y Sanderson,
2009 [105]

JADE Nueva estrategia de mutación

Wang et al., 2011 [106] CoDE Nueva estrategia de mutación
Tanabe y Fukunaga,

2013 [108]
SHADE Control de parámetros

Kumar y Singh,
2018 [51]

Hibridación entre
ANN y DE

Hibridación del algoritmo DE
con otros algoritmos de IC

Zhang et al., 2018 [111] coACO Hibridación del algoritmo DE
con otros algoritmos de IC

Song et al., 2018 [112] GPSO Hibridación del algoritmo DE
con otros algoritmos de IC

Wang et al., 2019 [19] DEPSO Hibridación del algoritmo DE
con otros algoritmos de IC

Propuesta, 2024 HE-DEPSO Nueva estrategia de mutación,
Control de parámetros

Tabla 3.1.1, la validación del modelo de texturas con cuatro ceros de acuerdo a
los últimos datos experimentales sigue siendo un aspecto importante dentro de
la FAE. Además, se encontró que dentro del análisis numérico realizado en estos
trabajos, es común el uso del criterio χ2 como parte del ajuste entre las expresiones
teóricas y los datos experimentales, sin embargo, en la mayoría de estos trabajos
no se menciona de forma concisa el método o algoritmo utilizado para optimizar
dicho criterio de ajuste. En el caso de [95], si bien se reporta el método utilizado,
el autor advierte que el algoritmo puede depender de la selección de un punto de
inicio óptimo, quedar estancado fácilmente en mínimos locales, e inclusive puede
requerir de un largo periodo de cómputo. En vista de esto, se ve una oportunidad
nicho en incorporar estrategias de optimización distintas como los ABI dentro del
análisis numérico del modelo de texturas de cuatro ceros.

Dentro de la segunda sección de es capítulo se mostraron trabajos del estado del
arte de las aplicaciones de los ABI dentro de la FAE. De forma general, es posible
observar que el número de trabajos es pequeño, lo cual demuestra la poca explo-
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ración de estos algoritmos en esta área de la física, y se identifica la oportunidad
de expandir el uso de estas técnicas. Por otro lado, se encontró que la gran par-
te de las aplicaciones recaen en la optimización del diseño de aceleradores (ver
Tabla 3.2.1), y que en tiempos más recientes, el uso de los algoritmos DE y PSO
se ha visto más presente. Esto principalmente a su facilidad de implementación y
robustez.

Finalmente, en la última sección de este capítulo se presentaron distintos algorit-
mos que han tratado de mejorar el rendimiento del algoritmo DE, principalmente
en problemas de optimización con parámetros reales con un solo objetivo y con
restricciones de frontera, tal como los representa el problema de optimización del
criterio χ2. De la literatura revisada, se encontró que las variantes más represen-
tativas del algoritmo DE han mejorado el control de parámetros y la estrategia de
mutación, tal es el caso de los algoritmo SHADE y JADE. Recientemente, se ob-
serva una mayor tendencia hacia la hibridación con otros algoritmos de IC, entre
los cuales destaca la hibridación con el algoritmo PSO.

En el siguiente capítulo, se presenta un nuevo algoritmo llamado HE-DEPSO, el
cual se encuentra inspirado en los principios del algoritmo DEPSO y SHADE.
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Capítulo 4

Algoritmo propuesto HE-DEPSO

En ese capítulo se describe de forma detallada el algoritmo propuesto denomina-
do Algoritmo de Evolución Diferencial basado en Optimización por Enjambre de
Partículas con Información Élite Histórica (HE-DEPSO).

4.1. Motivación

A pesar de la existencia de diversas versiones avanzadas del algoritmo DE pro-
puestas dentro de los últimos años, el rendimiento del algoritmo DE sigue pre-
sentando dificultades en problemas de optimización con múltiples mínimos lo-
cales. Para hacer frente a estos problemas, el diseño de operadores de mutación
efectivos y el control de parámetros representan dos puntos clave para mejorar el
rendimiento del algoritmoDE. Con este fin, en el algoritmo propuestoHE-DEPSO
se desarrolla un operador de mutación híbrido adaptativo el cual toma como base
la estrategia de mutación auto-adaptativa propuesta dentro del algoritmo DEPSO
[19] e incorpora el control de parámetros del algoritmo SHADE [108]. Dentro de
este operador demutación híbrido adaptativo, se propone una nueva estrategia de
mutación llamada “DE/current-to-EHE/1”, la cual utiliza la información histórica
de los individuos élite de la población.

4.2. Operador de mutación híbrido adaptativo

Con el fin de lograr unmejor balance entre exploración y explotación, el operador
de mutación del algoritmo HE-DEPSO adopta un mecanismo dual en el cual se
selecciona de forma adaptativa entre dos estrategias de mutación. En primer lu-
gar, se presenta una nueva estrategia de mutación denominada “DE/current-to-
EHE/1”, la cual se encuentra orientada a mejorar el balance entre las habilidades
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de exploración y explotación dentro de las primeras etapas del proceso evoluti-
vo. Por otro lado, con el propósito de mejorar la capacidad de explotación dentro
de las etapas más avanzadas del proceso evolutivo, se incorpora de forma simi-
lar a la estrategia de mutación auto-adaptativa del algoritmo DEPSO (ver Ecua-
ción (3.3.8)), el esquema de mutación del algoritmo PSO (ver Ecuación (2.2.13)).

A diferencia del esquema “DE/e-rand/1” utilizado dentro del la estrategia demu-
tación auto-adaptativa del algoritmo DEPSO, en la cual, solo se utiliza la informa-
ción de los individuos de la iteración actual, la estrategia “DE/current-to-EHE/1”,
utiliza la información histórica de los individuos élite y obsoletos del proceso evo-
lutivo para mejorar la capacidad de exploración del algoritmo. Esta estrategia es
descrita a continuación.

4.2.1. Estrategia “DE/current-to-EHE/1”

Dentro de los algoritmos evolutivos, los mejores individuos de la población tam-
bién conocidos como individuos élite conservan información evolutiva valiosa pa-
ra guiar a la población hacia regiones prometedoras [19, 113–115]. Sin embargo,
gran parte de las propuestas realizadas utilizan la información de los individuos
élite de la iteración actual, olvidando por completo la información de los indivi-
duos élite anteriores. Esta ausencia de información dentro de iteraciones posterio-
res, puede acotar la capacidad que tienen nuevos individuos de explorar el espa-
cio de búsqueda. Debido a esto, se recurre a la información histórica de evolución
para mejorar la capacidad de exploración de los nuevos individuos.

Antes de ser aplicado el operador de mutación, todos los individuos en la pobla-
ción actual Pt son reordenados de forma ascendente de acuerdo a su valor de ajus-
te. Una vez reordenada la población, dos particiones de individuos son generadas,
la primer partición denotada por Et, está conformada por los top pb% ∈ [0.1, 1]

mejores individuos o individuos élite. La segunda partición, denotada por NEt

agrupa a todos los individuos no élite, es decir, (NP −NP · pb%). Es importante
notar que Et ∪NEt = Pt.

A diferencia de otras estrategias de mutación actuales [19, 105, 116], en las cuales
solo se utilizan individuos élite correspondientes a la iteración actual, en esta es-
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trategia se hace uso del historial de evolución mediante la incorporación de dos
archivos externos de tamaño NP . El primer archivo denotado por HE, almace-
na en cada iteración a los individuos élite pertenecientes a la partición Et. Si el
tamaño del archivo HE es mayor que NP entonces se reajusta su tamaño. El se-
gundo archivo utilizado, se denota porHL y almacena a los individuos obsoletos
(individuos descartados dentro del proceso de selección) y es actualizado en ca-
da generación. De forma similar al archivo HE, si el tamaño del archivo HL es
mayor que NP entonces se reajusta su tamaño. Con la información de los indivi-
duos pertenecientes a Et yHE se puede conformar un grupo de candidatos guía
Et∪HE para mutar individuos en la población. Por otra parte, los individuos de
NEt yHL conforman un grupo de individuosNEt∪HL cuya información contri-
buye a la exploración del espacio de búsqueda. La forma en la cual se genera un
vector mutado mediante la estrategia “DE/current-to-EHE/1”, es de la siguiente
manera:

Vi,t = Xi,t + Fi · (XEr,t −Xi,t) + Fi · (XPr,t −XHLr,t), (4.2.1)

dondeXi,t es el i−ésimo individuo de la iteración t,XEr,t es un individuo seleccio-
nado de forma aleatoria entre los individuos del grupo Et∪HE, XPr,t es un indi-
viduo seleccionado de forma aleatoria dentro de la población actual Pt, XHLr,t es
un individuo seleccionado de forma aleatoria de los individuos que conforman el
grupoNEt∪HL, y Fi es el factor de escala correspondiente al i−ésimo individuo.

Siguiendo a la Ecuación (4.2.1), es posible observar que la estrategia “DE/current-
to-EHE/1” puede ayudar al algoritmo HE-DEPSO a mantener una buena capaci-
dad de exploración, y dirigir a los individuos mutados hacia regiones promete-
doras sin propiciar el estancamiento en mínimos locales. Esto se puede explicar
debido a las siguientes razones:

■ El uso de un individuo seleccionado de forma aleatoria dentro del grupo
Et∪HE, es decir XEr,t, contribuye a guiar a los individuos mutados hacia
regiones más prometedoras. Sin embargo, debido a la presencia de la infor-
mación histórica de los individuos élite (HE), se evita que los individuos
mutados se dirijan de manera boráz hacia las mejores regiones encontradas,
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permitiendo así,mantener una buena diversidad en la población y aumentar
las posibilidades de dirigirse a regiones óptimas.

■ La participación de dos individuos, XPr,t y XLr,t, seleccionados de forma
aleatoria de Pt yHL respectivamente, promueve la diversidad de los indivi-
duos mutados. Por consecuencia, la diversidad de búsqueda del algoritmo
HE-DEPSO es mejorada considerablemente, lo cual es beneficioso para es-
capar de posibles mínimos locales.

Al comienzo de la ejecución del algoritmo HE-DEPSO, los archivos HE y HL se
definen vacíos, y a través del proceso evolutivo, almacenan a los individuos éli-
te y obsoletos respectivamente. Al analizar el efecto del parámetro pb%, el cual
determina el porcentaje de individuos dentro de la partición Et, se encontró que
valores cercanos a 0.9 promueven la participación de un mayor número de in-
dividuos élite, provocando una mayor diversidad en la población. Sin embargo,
este incremento en la diversidad puede afectar a la capacidad de convergencia del
algoritmo HE-DEPSO. Por otro lado, valores cercanos a 0.1 pueden restringir el
número de individuos élite a considerar, lo cual mejora la convergencia del algo-
ritmo, pero puede provocar el estancamiento en mínimos locales.

Debido a lo anterior, dentro del algoritmo HE-DEPSO se opta por actualizar en
cada iteración el valor de pb% siguiendo un decrecimiento lineal dado de la si-
guiente manera:

pb% = pmax −
t · (pmax − pmin)

tmax

, (4.2.2)

donde t hace referencia a la iteración actual, tmax es el númeromáximo de iteracio-
nes, pmin y pmax son los valores mínimos y máximos del intervalo asignado para
el porcentaje de individuos dentro de la partición Et. En este trabajo se ha opta-
do por utilizar los valores pmax = 0.4 y pmin = 0.1. De esta forma, se disminuye
la sensibilidad del parámetro pb% y a la vez, se logra mantener un buen balance
entre explotación y exploración.
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4.2.2. Selección de estrategia de mutación para el operador de
mutación híbrido adaptativo

El operador de mutación híbrido adaptativo implementado en el algoritmo HE-
DEPSO, utiliza dos estrategias demutación las cuales tienen el objetivo demejorar
las habilidades de exploración y explotación del algoritmoHE-DEPSOendistintas
etapas del proceso de evolutivo. De forma concreta, para cada individuo Xi,t en
la población, este operador genera un vector mutado Vi,t de la siguiente forma:

Vi,t =


Xi,t + Fi · (XEr,t −Xi,t) + Fi · (XPr,t −XHLr,t) si rand[0, 1] < αt

ω ·Xi,t + c1 · r1 · (Xgbest,t −Xi,t)

+c2 · r2 · (Xpbest,t −Xi,t) otro caso

,

(4.2.3)

donde rand[0, 1] es un número aleatorio seleccionado de forma uniforme dentro
del intervalo [0, 1], yαt representa la probabilidad de seleccionar entre la estrategia
de mutación “DE/current-to-EHE/1” y la estrategia de mutación adoptada del
algoritmo PSO (ver Ecuación (2.2.13)).

La probabilidad de selección αt, es actualizada en cada iteración de acuerdo a la
Ecuación (3.3.9) tomando un valor de τ = 1.8. En la Figura 4.2.1 se muestra la cur-
va de selección de estrategia demutación que sigue el operador demutación híbri-
do adaptativo del algoritmoHE-DEPSO. En la Figura 4.2.1a se ilustra en color rojo,
la curva de selección de probabilidad descrita por la Ecuación (3.3.9) con un valor
de τ = 1.8, para un número máximo de iteraciones tmax. Por otra parte, en la Figu-
ra 4.2.1b se muestra a modo de ejemplo, una posible distribución de ocurrencias
entre las cuales es seleccionada la estrategia de mutación “DE/current-to-EHE/1”
(cuadrados en color azul) o la estrategia adoptada del algoritmo PSO (círculos en
color magenta)). De acuerdo con estas gráficas, se puede observar que dentro de
las primeras etapas de evolución del algoritmoHE-DEPSO, la probabilidad de se-
lecciónαt tiende hacia valores cercanos a 1, lo cual aumenta la probabilidad de que
la estrategia de mutación “DE/current-to-EHE/1” sea seleccionada, y se aprove-
che el equilibrio entre exploración y explotación que proporciona esta estrategia.
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Por otra parte, hacia las etapas más avanzadas de la evolución del algoritmo, la
estrategia de mutación adoptada del algoritmo PSO es seleccionada con mayor
frecuencia, esto implica que, durante las etapas más avanzadas existe una mayor
probabilidad de que el algoritmo HE-DEPSO incremente su capacidad de explo-
tación debido a un uso más frecuente de la información de las mejores posiciones
de cada individuo, así como la información de la posición del mejor individuo de
la población.

(a) Probabilidad de selección αt. (b) Distribución de selección de estrategia.

Figura 4.2.1: Curva de selección de estrategia.

4.3. El algoritmo HE-DEPSO completo

El algoritmo HE-DEPSO sigue de forma general la estructura usual del algoritmo
DE, en la cual, se tienen las etapas de mutación, cruce y selección. Después de
generar un vector mutado Vi,t para el i-ésimo individuo de la población de acuer-
do a lo descrito en la sección anterior, se procede a generar un vector de prueba
Ui,t para el individuo Xi,t utilizando el cruce binomial (Ecuación (2.2.5)). Con el
fin de reducir la sensibilidad del control de los parámetros F y Cr, el algoritmo
HE-DEPSO toma ventaja del control de parámetros adaptativo a nivel individuo
del algoritmo SHADE [108], para generar la configuración de parámetros de F

y Cr para cada individuo. Finalmente, en la etapa de selección se identifican a
los individuos que conformarán a la población para la siguiente iteración, esto se
realiza de acuerdo a lo comentado dentro de la Subsección 2.2.2.3. Basado en la
descripción anterior, el pseudocódigo del algoritmo HE-DEPSO es reportado en
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el Algoritmo 4.3.1.

Algoritmo 4.3.1: HE-DEPSO
Entrada: Tamaño de la población: NP , Número máximo de iteraciones: tmax,

Número de dimensiones: D
// Inicialización

1: Numero de iteración: t = 0
2: Inicializar aleatoriamente la población: P0 = {Xt,0}, i = 1, 2, ..., NP
3: Evaluar el valor de ajuste de la población inicial: {fi,0}
4: Inicializar todos los elementos enMF y MCr a 0.8 y 0.5 respectivamente
5: InicializarHE = ∅,HL = ∅
6: Inicializar pmin = 0.1 , pmax = 0.25, k = 0, c1 = c2 = 2
7: Inicializar pbest y gbest

// Ciclo principal
8: mientras t < tmax hacer
9: SCr = ∅; SF = ∅
10: Actualizar pb%, αt y ω
11: Ordenar individuos en Pt

12: Generar Et y NEt a partir de {100pb%} y {NP − (100pb%)} respectivamente
13: Añadir directamente Et a HE (Reajustar el tamaño deHE si es necesario)
14: Seleccionar de forma aleatoria un par de valores deMF y MCr para generar F y Cr para todos

los individuos
15: para i = 1 : NP hacer
16: Seleccionar de forma aleatoria un índice de [1, NP ] para obtener el asociado Fi,t y Cri,t de

Xi,t

17: Seleccionar de forma aleatoria un individuo XEr,t de Et ∪HE
18: Seleccionar de forma aleatoria un individuo XPr,t de Pt

19: Seleccionar de forma aleatoria un individuo XHLr,t de NEt ∪HL
20: Generar un número aleatorio de forma uniforme randi dentro del intervalo [0, 1]
21: Generar el vector mutado Vi,t con:
22: si randi <αt entonces
23: Vi,t = Xi,t + Fi · (XEr,t −Xi,t) + Fi · (XPr,t −XHLr,t)
24: en otro caso
25: Vi,t = ω ·Xi,t + c1 · r1 · (Xgbest,t −Xi,t) + c2 · r2 · (Xpbest,t −Xi,t)
26: fin
27: Generar el vector de prueba Ui,t usando el cruce binomial y calcular su valor de ajuste
28: si f(Ui,t) < f(Xi,t) entonces
29: Xi,t+1 = Ui,t

30: Fi,t → SF ; Cri,t → SCr

31: en otro caso
32: Añadir directamenteXi,t a HL (Reajustar el tamaño deHL si es necesario)
33: Xi,t+1 = Xi,t

34: fin
35: si f(Ui,t) < f(Xpbest,i) entonces
36: Xpbest,i = Ui,t

37: fin
38: si f(Ui,t) < f(Xgbest,i) entonces
39: Xgbest,i = Ui,t

40: fin
41: fin
42: ActualizarMCR y MF

43: k = k + 1 (Si K > NP → k = 1)
44: t = t+ 1

45: fin
Salida : gbest y f(gbest)

4.4. Resultados experimentales y análisis

En esta sección se verifica el rendimiento del algoritmo propuesto HE-DEPSO al
resolver diferentes problemas de optimizacón. En primer lugar, se presenta el con-
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junto de problemas de prueba utilizado, posteriormente, se dan a conocer los algo-
ritmos seleccionados para llevar a cabo comparaciones, así como la configuración
de sus parámetros. Después, el rendimiento del algoritmo HE-DEPSO es com-
parado contra los algoritmos seleccionados dentro del conjunto de problemas de
prueba. Finalmente, se presenta una discusión de los resultados obtenidos.

4.4.1. Funciones de prueba

Para validar el rendimiento del algoritmo HE-DEPSO al resolver distintos pro-
blemas de optimización, se utilizó el conjunto de funciones de prueba de un solo
objetivo con restricciones de frontera CEC 2017 [117]. Este conjunto se encuentra
conformado por un total de 29 funciones de prueba, de las cuales se conoce su
óptimo global. Se tienen dos funciones unimodales (F1 y F3), siete funciones mul-
timodales simples (F4−F10), diez funciones híbridas (F11−F20) y diez funciones
compuestas (F21 − F30). En todos estos problemas de optimización, se busca en-
contrar el mínimo global (Fmin) dentro del espacio de búsqueda delimitado en
cada dimensión (D) por el intervalo [−100, 100]. En la Tabla 4.4.1 se presenta de
forma breve, información acerca de este conjunto de funciones de prueba. Una
descripción más detallada de estas funciones de prueba se presenta dentro del
Apéndice A.

4.4.2. Algoritmos y configuración de parámetros

Para comparar el algoritmo HE-DEPSO, se seleccionaron seis algoritmos, inclui-
dos los algoritmos PSO y DE, así como tres variantes representativas y avanzadas
del algoritmo DE, denominadas: CoDE [106], SHADE [108] y DEPSO [19]. Entre
estos algoritmos, CoDE yDEPSO incorporanmodificaciones principalmente den-
tro del operador de mutación del algoritmo DE, mientras que SHADE modifica
el control de parámetros F y Cr. La comparación del rendimiento del algoritmo
HE-DEPSO con los algoritmos anteriormente mencionados se realizó en dos di-
mensiones diferentes,D = 10 yD = 30, sobre el conjunto de funciones de prueba
CEC 2017.

Con el propósito de garantizar una comparación equitativa, la configuración de
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Tipo de Fución Índice Nombre de la función Óptimo (Fmin)

Funciones 1 Shifted and Rotated Bent Cigar 100
Unimodales 3 Shifted and Rotated Zakharov 300

4 Shifted and Rotated Rosenbrock 400
5 Shifted and Rotated Rastrigin 500

Funciones 6 Shifted and Rotated Expanded Schaffer F6 600
Multimodales 7 Shifted and Rotated Lunacek Bi-Rastrigin 700

Simples 8 Shifted and Rotated Non-Continuous Rastrigin 800
9 Shifted and Rotated Levy 900
10 Shifted and Rotated Schwefel 1000
11 Hybrid Problem 1 (N = 3) 1100
12 Hybrid Problem 2 (N = 3) 1200
13 Hybrid Problem 3 (N = 3) 1300

Funciones 14 Hybrid Problem 4 (N = 4) 1400
Híbridas 15 Hybrid Problem 5 (N = 4) 1500

16 Hybrid Problem 6 (N = 4) 1600
17 Hybrid Problem 7 (N = 5) 1700
18 Hybrid Problem 8 (N = 5) 1800
19 Hybrid Problem 9 (N = 5) 1900
20 Hybrid Problem 10 (N = 6) 2000
21 Composition Problem 1 (N = 3) 2100
22 Composition Problem 2 (N = 3) 2200
23 Composition Problem 3 (N = 4) 2300

Funciones 24 Composition Problem 4 (N = 4) 2400
Compuestas 25 Composition Problem 5 (N = 5) 2500

26 Composition Problem 6 (N = 5) 2600
27 Composition Problem 7 (N = 6) 2700
28 Composition Problem 8 (N = 6) 2800
29 Composition Problem 9 (N = 9) 2900
30 Composition Problem 10 (N = 3) 3000

Tabla 4.4.1: Funciones de prueba CEC 2017.

los parámetros en común de todos los algoritmos fue asignada de la misma ma-
nera: el númeromáximo de iteraciones tmax es configurado a 1000, el tamaño de la
población NP es configurado a 100, y el número de repeticiones independientes
realizadas es 31. La configuración de los parámetros de cada algoritmo siguiendo
los valores sugeridos por sus respectivos autores se presenta en la Tabla 4.4.2. Vale
la pena mencionar que el algoritmo propuesto HE-DEPSO fue implementado en
el lenguaje de programación Python en la versión 3.11 y que todos los algoritmos
fueron ejecutados en la misma computadora con 8 GB de RAM y un procesador
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de seis núcleos a 3.6 GHz.
Tabla 4.4.2: Configuración de parámetros de todos los algoritmos.

Algoritmo Parámetros
HE-DEPSO pmin = 0.1, pmax = 0.4, τ = 1.8, c1 = c2 = 2, ω ∈ [0.4, 0.9],

H = NP , MF (1 : H) = 0.5,MCr(1 : H) = 0.8

DEPSO c1 = c2 = 2, ω ∈ [0.4, 0.9], Cr[0.3, 1.0], F [0.1, 0.8],
NSmax = 5, γ = 0.001, τ = 1.7, SEP = 0.4 ·NP

SHADE H = NP , MF (1 : H) = MCr(1 : H) = 0.5

CoDE 1) [F = 1.0, Cr = 0.1], 2) [F = 1.0, Cr = 0.9] , 3) [F = 0.8, Cr = 0.2]

DE Cr = 0.9, F = 0.5

PSO ω ∈ [0.4, 0.9], c1 = c2 = 2

4.4.3. Comparación con DE, PSO y tres variantes avanzadas del
algoritmo DE

Con el fin de evaluar el rendimiento del algoritmo HE-DEPSO, sus resultados de
optimización ypropiedades de convergencia son comparadas y analizadas respec-
to a los obtenidos por los algoritmos: DE, PSO, CoDE, SHADE y DEPSO, sobre el
conjunto de funciones de prueba CEC 2017.

Las Tablas 4.4.3 y 4.4.4 reportan los resultados estadísticos de cada algoritmo en
D = 10 yD = 30 respectivamente. La medida de error de solución |Fmin−F (X∗)|,
donde Fmin es la solución conocida del problema y X∗ es la mejor solución en-
contrada en cada repetición de cada algoritmo, fue utilizada para obtener estos
resultados. En estas tablas se muestra la media y la desviación estándar (Std) de
la medida del error de solución para cada función y algoritmo sobre las 31 repe-
ticiones independientes, así como la clasificación alcanzada basada en el valor de
media obtenido. Los mejores resultados son resaltados en negrita.

Para identificar diferencias estadísticas significativas entre los resultados obteni-
dos por el algoritmo HE-DEPSO y aquellos obtenidos por cada uno de los demás
algoritmos, se realizó la prueba no paramétrica de suma de rangos de Wilcoxon
con un nivel de confidencialidad de α = 0.05. En estas tablas, la significación
estadística relacionada al rendimiento del algoritmo HE-DEPSO es representada

MCCAyE UAEH



91 Capítulo 4. Algoritmo propuesto HE-DEPSO

mediante los símbolos “+”, “≈” y “−”, los cuales indican, que el rendimiento del
algoritmo HE-DEPSO es “mejor/similar/peor” que el algoritmo a comparar. La
fila “W/T/L” cuenta el número total de “+”, “≈” y “−”, respectivamente.
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Tabla 4.4.3: Comparación de resultados entre HE-DEPSO, DE, PSO y tres variantes
avanzadas del algoritmo DE, sobre el conjunto de funciones de prueba CEC 2017 con
D = 10.

Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO
Media 0.0000E+00 1.8337E-15 0.0000E+00 1.1580E-10 3.5103E-05 1.1366E+10

F1 Std 0.0000E+00 4.8427E-15 0.0000E+00 6.0507E-11 2.0793E-05 9.7631E+09
Clasificación 1 4 1 3 2 5
Significación ≈ ≈ + + +

Media 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 4.0392E-11 4.9147E-04 1.5964E+02
F3 Std 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 2.7390E-11 4.8441E-04 6.2297E+02

Clasificación 1 1 1 2 3 4
Significación ≈ ≈ + + +

Media 0.0000E+00 2.3838E-14 2.0805E+00 2.3103E-09 1.0409E-03 5.8071E+01
F4 Std 0.0000E+00 2.8513E-14 6.7544E-01 1.2601E-09 6.4578E-04 6.9704E+01

Clasificación 1 2 5 3 4 6
Significación + + + + +

Media 2.8439E+00 4.0119E+00 3.8489E+00 8.5594E+00 2.9710E+01 3.0728E+01
F5 Std 7.2094E-01 1.6940E+00 1.0401E+00 1.4246E+00 3.9355E+00 1.2073E+01

Clasificación 1 3 2 4 5 6
Significación + + + + +

Media 0.0000E+00 4.6321E-03 2.7530E-04 4.6895E-03 4.5748E-05 1.1970E+01
F6 Std 0.0000E+00 2.5790E-02 5.5026E-04 2.4954E-03 2.2095E-05 9.6167E+00

Clasificación 1 4 3 5 2 6
Significación + + + + +

Media 1.2678E+01 2.1067E+01 1.3953E+01 2.0678E+01 3.9143E+01 3.0657E+01
F7 Std 7.0313E-01 6.7134E+00 7.6551E-01 2.2560E+00 3.7389E+00 8.6791E+00

Clasificación 1 4 2 3 6 5
Significación + + + + +

Media 2.2853E+00 4.2045E+00 3.8070E+00 8.6884E+00 2.6037E+01 2.4833E+01
F8 Std 8.1114E-01 1.9346E+00 7.3957E-01 1.8765E+00 5.5290E+00 1.1493E+01

Clasificación 1 3 2 4 6 5
Significación + + + + +

Media 0.0000E+00 7.3346E-15 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 6.8233E+01
F9 Std 0.0000E+00 2.8391E-14 0.0000E+00 0.0000E+00 0.0000E+00 1.9812E+02

Clasificación 1 2 1 1 1 3
Significación ≈ ≈ ≈ + +

Media 2.4499E+02 8.9742E+02 1.5812E+02 7.4438E+02 1.4730E+03 9.1356E+02
F10 Std 1.1864E+02 1.6890E+02 7.6565E+01 1.1745E+02 1.7509E+02 3.3829E+02

Clasificación 2 4 1 3 6 5
Significación + − + ≈ +

Media 2.5687E-07 8.6658E-01 2.3208E+00 1.2502E+00 6.7909E+00 8.1368E+01
F11 Std 1.4103E-06 6.1559E-01 4.7869E-01 4.6467E-01 9.9142E-01 8.3317E+01

Clasificación 1 2 4 3 5 6
Significación + + + + +

Continúa en la página siguiente
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Tabla 4.4.3. Continúa de la página anterior
Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO

Media 8.1966E+01 1.1535E+01 3.5298E+01 2.7652E+02 5.3458E+02 8.7444E+07
F12 Std 7.0615E+01 2.8045E+01 1.4666E+01 6.4786E+01 1.2345E+02 3.8318E+08

Clasificación 3 1 2 4 5 6
Significación − − + + +

Media 3.8882E+00 4.6716E+00 5.9948E+00 1.1231E+01 1.2796E+01 6.3448E+03
F13 Std 2.4042E+00 9.7586E-01 6.0682E-01 2.0901E+00 1.7030E+00 1.2009E+04

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación ≈ + + + +

Media 2.4091E+00 6.8868E+00 1.9065E+01 2.0295E+01 2.6185E+01 1.7551E+02
F14 Std 5.1573E+00 8.0249E+00 3.0340E+00 1.2717E-01 1.2365E+00 9.5615E+01

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 3.6646E-01 5.7132E-01 1.0838E+00 1.3990E+00 2.1239E+00 4.6041E+02
F15 Std 2.3145E-01 4.9456E-01 3.3723E-01 5.4455E-01 1.2934E+00 1.0508E+03

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 1.4450E+00 1.6357E+00 4.5365E+00 4.3009E+00 1.9028E+01 1.2496E+02
F16 Std 3.2202E-01 3.2942E+00 2.2215E+00 2.5242E+00 1.6484E+01 1.0780E+02

Clasificación 1 2 4 3 5 6
Significación − + + + +

Media 7.2016E+00 1.2075E+01 2.1001E+01 2.0112E+01 2.8168E+01 5.7710E+01
F17 Std 3.0221E+00 8.5311E+00 3.2211E+00 2.8326E+00 1.8397E+00 2.4017E+01

Clasificación 1 2 4 3 5 6
Significación + + + + +

Media 3.8770E-01 8.2949E+00 1.9823E+01 2.0117E+01 2.0542E+01 2.7241E+04
F18 Std 1.4583E-01 6.7399E+00 1.9348E+00 3.4569E-02 1.0532E-01 1.8731E+04

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 9.7895E-02 5.4625E-01 1.0349E+00 5.9210E-01 1.2208E+00 5.0978E+03
F19 Std 1.2871E-01 3.7564E-01 1.5715E-01 4.4716E-02 2.0310E-01 1.1584E+04

Clasificación 1 2 4 3 5 6
Significación + + + + +

Media 5.2046E+00 6.9310E+00 1.7787E+01 2.0000E+01 2.5137E+01 5.9825E+01
F20 Std 3.1153E+00 6.8469E+00 3.9314E+00 1.4932E-04 1.9501E+00 4.0129E+01

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación ≈ + + + +

Media 1.7676E+02 1.0695E+02 1.5575E+02 1.2554E+02 1.9598E+02 1.9045E+02
F21 Std 4.6029E+01 2.0972E+01 4.2795E+01 4.8087E+01 5.7606E+01 6.2148E+01

Clasificación 4 1 3 2 6 5
Significación − − − + +

Media 1.0000E+02 9.7428E+01 9.9647E+01 7.4280E+01 1.0070E+02 1.2711E+02
F22 Std 0.0000E+00 1.5939E+01 2.1997E+00 4.4524E+01 5.7442E-01 5.6792E+01

Clasificación 4 2 3 1 5 6
Significación + + ≈ ≈ +

Media 3.0613E+02 3.0845E+02 3.0859E+02 3.2072E+02 3.3600E+02 3.4479E+02
F23 Std 1.4783E+00 2.1842E+00 1.4096E+00 3.4098E+00 5.2784E+00 1.6592E+01

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Continúa en la página siguiente
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Tabla 4.4.3. Continúa de la página anterior
Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO

Media 3.2397E+02 2.6066E+02 3.0017E+02 3.0685E+02 3.6119E+02 3.7743E+02
F24 Std 4.1615E+01 1.1813E+02 6.5109E+01 9.2286E+01 4.7582E+00 1.5025E+01

Clasificación 4 1 2 3 5 6
Significación ≈ − ≈ + +

Media 4.1869E+02 4.2783E+02 4.0980E+02 3.9783E+02 4.0247E+02 4.7998E+02
F25 Std 2.3095E+01 2.2521E+01 2.0463E+01 1.5694E-01 1.3981E+01 6.1710E+01

Clasificación 4 5 3 1 2 6
Significación ≈ − − + +

Media 3.0304E+02 3.0849E+02 3.0085E+02 2.9625E+02 3.8419E+02 5.6150E+02
F26 Std 1.1775E+01 3.2854E+01 1.7405E+01 6.3643E+01 1.6020E+02 2.5242E+02

Clasificación 3 4 2 1 5 6
Significación + ≈ + ≈ +

Media 3.7584E+02 3.7153E+02 3.7683E+02 4.1575E+02 3.9004E+02 4.1060E+02
F27 Std 2.3098E+01 5.3891E-01 7.7935E+00 1.8031E+01 3.4010E+01 2.0006E+01

Clasificación 2 1 3 5 4 6
Significación ≈ + + + +

Media 4.7251E+02 4.7218E+02 4.7338E+02 4.7816E+02 4.7253E+02 6.1933E+02
F28 Std 3.0463E-02 1.8112E+00 2.7252E+00 6.1120E+00 1.6134E-01 1.5566E+02

Clasificación 2 1 4 5 3 6
Significación + + + ≈ +

Media 2.3616E+02 2.3508E+02 2.4658E+02 2.5569E+02 2.8284E+02 3.4235E+02
F29 Std 6.1991E+00 8.2538E+00 6.1477E+00 9.0010E+00 1.4685E+01 9.4838E+01

Clasificación 2 1 3 4 5 6
Significación ≈ + + + +

Media 2.0061E+02 2.0113E+02 2.0227E+02 2.0313E+02 2.0320E+02 1.6044E+06
F30 Std 1.5718E-01 5.2187E-01 3.8772E-01 4.7938E-01 8.5716E-01 2.1981E+06

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Clasificación 1.68 2.27 2.75 3.24 4.48 5.48
promedio
Clasificación 1 2 3 4 5 6
final
W/T/L -/-/- 17/9/3 20/4/5 24/3/2 25/4/0 29/0/0
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Tabla 4.4.4: Comparación de resultados entre HE-DEPSO, DE, PSO y tres variantes
avanzadas del algoritmo DE, sobre el conjunto de funciones de prueba CEC 2017 con
D = 30.

Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO
Media 1.6045E-14 2.0034E-04 2.3598E+03 1.2860E+08 2.0817E+09 6.3600E+10

F1 Std 6.0758E-15 4.9086E-04 1.2985E+03 3.5599E+07 7.3074E+08 5.8100E+10
Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 1.4486E-13 1.3343E+02 6.1189E+04 7.0539E+04 4.1473E+05 2.1200E+04
F3 Std 4.1092E-14 8.8712E+01 2.2749E+04 2.6622E+04 1.3053E+05 2.9800E+04

Clasificación 1 2 4 5 6 3
Significación + + + + +

Media 2.8405E+00 1.2605E+01 7.7040E+01 9.6061E+01 3.5736E+01 1.7300E+03
F4 Std 2.1842E+00 8.6176E+00 3.8595E+00 2.0503E+01 3.2288E+00 1.3000E+03

Clasificación 1 2 4 5 3 6
Significación + + + + +

Media 2.3850E+01 1.8175E+02 9.3463E+01 1.8418E+02 2.4169E+02 1.8500E+02
F5 Std 5.0701E+00 1.2845E+01 1.0871E+01 1.2630E+01 1.2302E+01 4.4900E+01

Clasificación 1 3 2 4 6 5
Significación + + + + +

Media 4.6793E-01 5.7971E-03 3.7760E+01 5.8751E+01 2.4651E+01 5.3800E+01
F6 Std 3.5101E-01 2.9636E-02 5.8394E+00 5.2672E+00 3.3305E+00 1.2000E+01

Clasificación 2 1 4 6 3 5
Significación − + + + +

Media 5.2487E+01 2.3377E+02 1.1601E+02 2.1572E+02 2.6887E+02 2.9100E+02
F7 Std 3.3716E+00 1.4172E+01 8.0551E+00 1.2272E+01 1.3070E+01 1.1300E+02

Clasificación 1 4 2 3 5 6
Significación + + + + +

Media 2.0726E+01 1.7779E+02 9.3771E+01 1.8161E+02 2.3844E+02 1.7100E+02
F8 Std 4.6475E+00 1.1810E+01 9.9764E+00 1.3211E+01 1.6657E+01 3.8700E+01

Clasificación 1 4 2 5 6 3
Significación + + + + +

Media 1.1236E+00 2.8880E-03 7.6008E+02 4.1017E+03 4.8783E+02 2.8400E+03
F9 Std 9.0322E-01 1.6080E-02 2.7907E+02 8.3155E+02 1.5998E+02 1.2400E+03

Clasificación 2 1 4 6 3 5
Significación − + + + +

Media 2.6526E+03 6.7636E+03 3.4600E+03 6.3166E+03 7.9631E+03 5.2400E+03
F10 Std 3.0794E+02 2.5866E+02 2.3363E+02 2.0917E+02 3.0010E+02 8.1500E+02

Clasificación 1 5 2 4 6 3
Significación + + + + +

Media 3.2932E+01 7.9240E+01 7.3961E+01 2.7578E+02 2.1665E+02 9.3600E+02
F11 Std 1.7540E+01 9.4859E+00 1.6453E+01 6.0425E+01 4.1872E+01 1.7000E+03

Clasificación 1 3 2 5 4 6
Significación + + + + +

Continúa en la página siguiente
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Tabla 4.4.4. Continúa de la página anterior
Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO

Media 6.0704E+03 7.4374E+04 1.7001E+06 5.9649E+08 2.5500E+09 1.1600E+10
F12 Std 5.2411E+03 7.3297E+04 5.7892E+05 1.8156E+08 8.9672E+08 1.5200E+10

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 5.3737E+01 2.3200E+03 7.2862E+03 3.3010E+08 1.0201E+08 1.0300E+10
F13 Std 4.9535E+01 5.3868E+03 2.4057E+04 8.7976E+07 3.9539E+07 1.5000E+10

Clasificación 1 2 3 5 4 6
Significación + + + + +

Media 5.1892E+01 9.7833E+01 7.5446E+01 1.5942E+04 4.0951E+03 2.2100E+05
F14 Std 1.3639E+01 2.2150E+01 1.0230E+01 4.5198E+03 8.1599E+02 4.9000E+05

Clasificación 1 3 2 5 4 6
Significación + + + + +

Media 6.7166E+01 7.9018E+01 1.0487E+02 3.0409E+07 3.1028E+06 2.9100E+08
F15 Std 4.6957E+01 3.4973E+01 2.4704E+01 9.9730E+06 1.2198E+06 1.6200E+09

Clasificación 1 2 3 5 4 6
Significación ≈ ≈ + + +

Media 2.7544E+02 1.4323E+03 8.5936E+02 1.6794E+03 2.3141E+03 1.7100E+03
F16 Std 1.4178E+02 1.6353E+02 1.1941E+02 1.7833E+02 1.8579E+02 6.0700E+02

Clasificación 1 3 2 4 6 5
Significación + + + + +

Media 6.6918E+01 3.8170E+02 1.9226E+02 6.8169E+02 1.1646E+03 8.4800E+02
F17 Std 1.3274E+01 1.0402E+02 6.2540E+01 9.4653E+01 1.4710E+02 3.2100E+02

Clasificación 1 3 2 4 6 5
Significación + + + + +

Media 6.1722E+01 2.4655E+02 2.3829E+05 3.4473E+05 7.9235E+05 1.9200E+06
F18 Std 2.7440E+01 2.4587E+02 1.4060E+05 1.1610E+05 1.9796E+05 4.8700E+06

Clasificación 1 2 3 4 5 6
Significación + + + + +

Media 4.0473E+01 3.7316E+01 3.2834E+01 5.0014E+03 3.7873E+04 4.2500E+08
F19 Std 2.2587E+01 7.4498E+00 6.1811E+00 2.4562E+03 2.1473E+04 7.1600E+08

Clasificación 3 2 1 4 5 6
Significación ≈ ≈ + + +

Media 8.7890E+01 2.6052E+02 3.3149E+02 4.8347E+02 1.0591E+03 6.0400E+02
F20 Std 3.2291E+01 9.0720E+01 7.0732E+01 7.4079E+01 1.1750E+02 2.3100E+02

Clasificación 1 2 3 4 6 5
Significación + + + + +

Media 2.2047E+02 3.7820E+02 2.7893E+02 3.9662E+02 4.4351E+02 3.8400E+02
F21 Std 4.7309E+00 1.3317E+01 3.7140E+01 7.1300E+00 1.3511E+01 5.0800E+01

Clasificación 1 3 2 5 6 4
Significación ≈ ≈ ≈ + ≈
Media 1.0186E+02 2.9760E+03 2.2144E+02 6.5363E+03 8.0766E+03 4.5500E+03

F22 Std 2.0196E+00 3.4464E+03 2.9380E+01 5.3749E+02 2.9236E+02 2.0400E+03
Clasificación 1 3 2 5 6 4
Significación + ≈ + + +

Media 3.7543E+02 5.4924E+02 4.4917E+02 5.5419E+02 5.8732E+02 7.2800E+02
F23 Std 8.3139E+00 1.3235E+01 9.7459E+00 1.2816E+01 1.9032E+01 7.9500E+01

Clasificación 1 3 2 4 5 6
Significación + + + + +

Continúa en la página siguiente

MCCAyE UAEH



97 Capítulo 4. Algoritmo propuesto HE-DEPSO

Tabla 4.4.4. Continúa de la página anterior
Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO

Media 4.4893E+02 6.2854E+02 5.3810E+02 6.9034E+02 6.7462E+02 8.2800E+02
F24 Std 6.6585E+00 1.3484E+01 1.6953E+01 1.5747E+01 1.2401E+01 1.0000E+02

Clasificación 1 3 2 5 4 6
Significación ≈ ≈ + ≈ +

Media 3.8051E+02 3.7837E+02 3.7882E+02 4.1044E+02 3.9396E+02 5.6400E+02
F25 Std 1.1308E+01 6.0195E-02 1.1887E+00 6.6423E+00 4.4183E+00 2.0000E+02

Clasificación 3 1 2 5 4 6
Significación − ≈ + ≈ +

Media 1.3469E+03 2.6899E+03 1.4149E+03 2.6587E+03 3.0652E+03 4.9700E+03
F26 Std 9.6715E+01 2.2460E+02 5.7298E+02 9.0222E+01 1.2139E+02 9.0600E+02

Clasificación 1 4 2 3 5 6
Significación + ≈ + + +

Media 5.0001E+02 5.0001E+02 5.0001E+02 5.0001E+02 5.0001E+02 7.1600E+02
F27 Std 1.5786E-04 1.2917E-04 9.3150E-05 5.9917E-05 8.1534E-05 1.0700E+02

Clasificación 1 1 1 1 1 2
Significación ≈ ≈ ≈ ≈ ≈
Media 4.9902E+02 4.9059E+02 4.9845E+02 5.0001E+02 5.0001E+02 1.2300E+03

F28 Std 3.0735E+00 4.2116E+00 1.3995E+00 6.6494E-05 6.6473E-05 8.4400E+02
Clasificación 3 1 2 4 4 5
Significación − ≈ ≈ ≈ +

Media 3.8546E+02 9.3919E+02 4.6431E+02 1.6187E+03 2.0724E+03 1.9200E+03
F29 Std 4.5529E+01 2.1194E+02 4.2813E+01 1.8521E+02 1.8256E+02 6.1300E+02

Clasificación 1 3 2 4 6 5
Significación + + + + +

Media 2.8659E+02 2.3933E+02 1.7439E+04 1.4650E+07 2.4426E+06 4.7800E+07
F30 Std 5.8034E+01 6.7166E+00 2.1431E+04 6.8820E+06 1.5971E+06 8.9800E+07

Clasificación 2 1 3 5 4 6
Significación − + + + +

Clasificación 1.31 2.44 2.44 4.37 4.75 5.13
promedio
Clasificación 1 2 2 3 4 5
final
W/T/L -/-/- 19/5/5 20/9/0 26/3/0 25/4/0 27/2/0
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4.4.3.1. Resultados de optimización

De acuerdo a los resultados reportados en la Tabla 4.4.3, para D = 10, el algo-
ritmo propuesto HE-DEPSO obtiene la solución óptima global para las funciones
F1 − F4, F6 y F9. En la función unimodal F3, DEPSO y SHADE consiguen la so-
lución óptima global. Por otra parte, SHADE, CoDE y DE, obtienen la solución
óptima global en la función multimodal simple F9. Para las funciones F5, F7−F9,
F11, F13 − F20, F23 y F30 el algoritmo HE-DEPSO logra el mejor resultado entre
todos los algoritmos. DEPSO es el mejor en las funciones F12, F21, F24 y F27 − F29.
SHADE obtiene los mejores resultados en la función F10, mientras que CoDE los
obtiene en las funciones F22, F25 y F26. PSO no muestra resultados superiores en
ninguna función. Los resultados de esta tabla indican que, para estas pruebas, el
algoritmo propuesto HE-DEPSO obtiene la mejor clasificación de acuerdo al valor
de la media entre todos los algoritmos. Por otro lado, los resultados de la prueba
de suma de rangos de Wilcoxon muestran que HE-DEPSO es superior a DEPSO,
SHADE, CoDE, DE y PSO en 17, 20, 24, 25, y 29 funciones de un total de 29 fun-
ciones de prueba respectivamente.

Para D = 30, los resultados estadísticos presentados en la Tabla 4.4.4, muestran
que el algoritmo HE-DEPSO obtiene los mejores resultados en las funciones F1 −
F5, F7 − F8, F10 − F18, F20 − F24, F26 − F27 y F29. Por otra parte, DEPSO, SHADE,
CoDE y DE, logran los mejores resultados en la función F27. DEPSO es el mejor en
las funciones F6, F9, F25, F28 y F30, mientras que SHADE, demuestra se el mejor
en la función F19 en comparación al resto de algoritmos. Con estos resultados,
es posible identificar que HE-DEPSO obtiene la mejor clasificación entre todos
los algoritmos para estas pruebas. De acuerdo con los resultados de la prueba de
suma de rangos de Wilcoxon, entre las 29 funciones de prueba, HE-DEPSO tiene
19, 20, 26, 25, y 27 elementos que son mejores que DEPSO, SHADE, CoDE, DE y
PSO, respectivamente.
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99 Capítulo 4. Algoritmo propuesto HE-DEPSO

4.4.3.2. Propiedades de convergencia

Las propiedades de convergencia pueden ser resumidas en cuatro tipos los cuales
se representan mediante las gráficas presentadas en las Figuras 4.4.1 y 4.4.2.

1. La propiedades de convergencia de las funciones F1−F4, F6 y F9, pueden ser
identificadas dentro de una misma clase, esto se puede observar con ayuda
de las Figuras 4.4.1a a 4.4.1d. En este tipo, el algoritmo HE-DEPSO muestra
una convergencia más rápida que el resto de algoritmos enD = 10, mientras
que en D = 30, obtiene un mejor valor de media de error.

2. En las Figuras 4.4.1e a 4.4.1h, las curvas de convergencia de las funciones
F5 y F8 son presentadas, las cuales son similares a las correspondientes para
las funciones F10, F16, F17 y F20. En estas funciones, todos los algoritmos se
encuentran en diversos grados de estancamiento evolutivo o presentan una
evolución lenta.

3. Las curvas de convergencia de las funciones F12 − F15, F18 − F19, F23 y
F29 − F30, son similares a las curvas de las funciones F7 y F24 (ver Figu-
ras 4.4.2a a 4.4.2d) obtenidas para el algoritmo HE-DEPSO. En este tipo,
HE-DEPSO presenta al principio una rápida convergencia, y posteriormen-
te, sigue evolucionando a la baja.

4. El proceso evolutivo presentado en las curvas de convergencia de las fun-
ción F22 y F27, sigue la misma tendencia que las curvas de convergencia de
las funciones F25 y F28 como se puede ver en las Figuras 4.4.2e a 4.4.2h. Aquí,
la mayoría de los algoritmos presentan estancamiento de forma acelerada,
aunque algunos de ellos logran seguir evolucionando a la baja.

En el Apéndice B se muestra en la Figura B.1 todas las curvas de convergencia
para las funciones de prueba CEC 2017 conD = 10, mientras que en la Figura B.2,
se muestran para D = 30.
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Figura 4.4.1: Curvas de convergencia de la medida de error de solución para las fun-
ciones F1, F3, F5 y F8, con D = 10, 30. El eje horizontal y vertical representan la
iteraciones y los valores de media de error para las 31 repeticiones independientes.
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Figura 4.4.2: Curvas de convergencia de la medida de error de solución para las fun-
ciones F1, F3, F5 y F8, con D = 10, 30. El eje horizontal y vertical representan la
iteraciones y los valores de media de error para las 31 repeticiones independientes.
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4.4.4. Discusión

Los experimentos realizados anteriormente, prueban la superioridad del algorit-
mo propuesto HE-DEPSO al resolver diferentes problemas de optimización. Las
razones por las cuales el algoritmo HE-DEPSO obtiene dicho rendimiento supe-
rior pueden ser resumidas de la siguiente manera.

1. El operador de mutación híbrido adaptativo implementado en HE-DEPSO
se encuentra basado en la estrategia de mutación auto-adaptativa del algo-
ritmo DEPSO, la cual ha demostrado ser útil al abordar diversos problemas
complejos de optimización. Por otro lado, el trabajo colaborativo entre la es-
trategia de mutación “DE/current-to-EHE/1” con información histórica de
los individuos élite y la estrategia del algoritmoPSO, genera un buen balance
entre exploración y explotación en diferentes etapas del proceso evolutivo.

2. El control auto-adaptativo de los parámetros F y Cr adoptado del algo-
ritmo SHADE, permite mitigar la sensibilidad del los parámetros. De esta
forma, la probabilidad de cruce y el factor de escala son ajustados de for-
ma dinámica durante el proceso evolutivo a nivel de cada individuo, lo cual
hace que el algoritmo propuesto sea adecuado para una mayor variedad de
problemas de optimización.
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Capítulo 5

Análisis numérico del modelo de texturas de
cuatro ceros con HE-DEPSO

En este capítulo, se aborda el problema principal del trabajo de tesis, que con-
siste en analizar numéricamente la viabilidad de utilizar una matriz de textura
con cuatro ceros para representar las matrices de masa de los quarks. Se obtienen
expresiones analíticas para la matriz VCKM predichas por el modelo con cuatro
ceros de textura y se evalúa su compatibilidad y viabilidad mediante el método
de ajuste de χ2 utilizando los datos experimentales más recientes y las masas de
los quarks. Se implementa el algoritmoHE-DEPSOparaminimizar la función χ2 y
determinar el espacio de parámetros permitido del modelo. Finalmente, se utiliza
este espacio para analizar el poder predictivo del modelo, determinar su viabili-
dad según los últimos datos experimentales y discutir sus implicaciones dentro
del formalismo de texturas.

5.1. Modelo de texturas de cuatro ceros

El presente trabajo está enfocado en analizar el modelo de texturas de Fritzsch
de cuatro ceros. En esta sección, se presenta una descripción detallada de dicho
modelo, incluyendo la derivación de las expresiones analíticas de los elementos de
lamatriz demezcla de quarks VCKM predichas por este modelo. Estas expresiones
son utilizadas para evaluar la validez y capacidad predictiva delmodelo de cuatro
ceros al considerar los datos experimentales más recientes de la matriz VCKM y las
masas de los quarks.

De acuerdo a lo mencionado en la Sección 2.4, en el formalismo de texturas se
proponen estructuras con ceros en algunas entradas de la matriz de masa para
encontrar analíticamente las matrices que la diagonalizan y calcular la matriz de

103



Capítulo 5. Análisis numérico del modelo de texturas de cuatro ceros con HE-DEPSO 104

mezcla VCKM , validando así la estructura de texturas elegida. Sin pérdida de ge-
neralidad, se consideran a las matrices demasaMu yMd hermíticas, de tal manera
que la estructura más general tiene la forma:

Mq =


Eq Dq Fq

D∗
q Cq Bq

F ∗
q B∗

q Aq

 q = u, d. (5.1.1)

El modelo de texturas de Fritzsch de cuatro ceros se caracteriza por tener cuatro
elementos nulos en la matriz de masa de los quarks, lo que permite obtener re-
laciones entre los elementos de la matriz VCKM y las masas de los quarks. Esta
textura se forma a partir de la matriz de la Ecuación (5.1.1), tomando las entradas
(1, 1), (1, 3) y (3, 1) iguales a cero, dando lugar a la siguiente estructura matricial:

Mq =


0 Dq 0

D∗
q Cq Bq

0 B∗
q Aq

 q = u, d. (5.1.2)

En la Ecuación (5.1.2), los elementos Aq y Cq son reales, mientras que Bq y Dq

son complejos y se expresan en forma polar como Zq = |Zq|eiϕZq , donde |Zq| es la
magnitud y iϕZq es su fase angular (Z = B,D). Por lo tanto, la Ecuación (5.1.2)
puede reescribirse en forma polar de la siguiente manera:

Mq =


0 |Dq|eiϕDq 0

|Dq|e−iϕDq Cq |Bq|eiϕBq

0 |Bq|e−iϕBq Aq

 (5.1.3)

Separando las fases en la matriz de la Ecuación (5.1.3), mediante el producto
de una matriz ortogonal M̄q y una matriz diagonal unitaria de fase Pq (Mq =

P †
q M̄qPq), se tiene:

Mq =


1 0 0

0 e−iϕDq 0

0 0 e−i(ϕDq+ϕBq )




0 |Dq| 0

|Dq| Cq |Bq|
0 |Bq| Aq



1 0 0

0 eiϕDq 0

0 0 ei(ϕDq+ϕBq )


(5.1.4)
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donde la matriz ortogonal M̄q es:

M̄q =


0 |Dq| 0

|Dq| Cq |Bq|
0 |Bq| Aq

 (5.1.5)

La matriz ortogonal M̄q se puede diagonalizar por medio de una transformación
ortogonal:

OT
q M̄qOq = diag{λq

1, λ
q
2, λ

q
3}, (5.1.6)

donde λq
i denota cada uno de los tres eigenvalores de M̄q, y Oq representa una

matriz de transformación.

Es conveniente expresar la matriz de transformación Oq como una matriz de ro-
tación, de forma que se puede hacer uso de los invariantes ante transformaciones
de similaridad en conjunto con los valores propios.

Tr(M̄q) =
∑
i

λq
i (5.1.7)

Det(M̄q) =
∏
i

λq
i (5.1.8)

Tr(M̄q
2
) =

∑
i

(λq
i )

2 (5.1.9)

Pormedio de las Ecuaciones (5.1.7) a (5.1.9) se puede obtener una relación directa
entre las masas de los quarks y sus respectivos acoplamientos de Yukawa. Los
valores de los elementos de masa |Bq|2, |Dq|2 y Cq en términos del parámetro libre
Aq están dados por:

Cq = λq
1 + λq

2 + λq
3 − Aq (5.1.10)

|Dq|2 =
−λq

1λ
q
2λ

q
3

Aq

(5.1.11)
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|Bq|2 =
(Aq − λq

1)(Aq − λq
2)(λ

q
3 − Aq)

Aq

(5.1.12)

A partir de la fuerte jerarquía |λq
1| ≪ |λ

q
2| ≪ |λ

q
3|, sin perdida de la generalidad,

se puede tomar λq
3 > 0 y Aq > 0, lo cual requiere que λq

1λ
q
2 < 0 ya que la Ecua-

ción (5.1.13) se debe satisfacer.

Det(M̄q) = −|Dq|2Aq = λq
1λ

q
2λ

q
3. (5.1.13)

Bajo esta condición las relaciones entre λq
i con las masas físicas de los quarks son:

(λu
1 , λ

u
2 , λ

u
3) = (−ηumu, ηumc,mt) (5.1.14)

(λd
1, λ

d
2, λ

d
3) = (−ηdmd, ηdms,mb) (5.1.15)

dondemu,mc ymt son las masas de los quarks u, c y t, respectivamente, ymd,ms

y mb son las masas de los quarks d, s y b. En este trabajo se considera la misma
estructura de texturas de cuatro ceros para la matriz de masa de los quarks u y la
matriz de masa de los quarks tipo d (una estructura de masas paralela).

A partir de la ecuación de vectores propios:

M̄qv⃗i = λq
i v⃗i, i = 1, 2, 3 (5.1.16)

y haciendo uso de las Ecuaciones (5.1.10) a (5.1.12), en función de las masas, se
puede obtener la matriz de transformación Oq al calcular de forma explícita cada
uno de los vectores propios v⃗i, es decir:


−λq

i |Dq| 0

|Dq| cq − λq
i |Bq|

0 |Bq| Aq − λq
i



xi

yi

zi

 =


0

0

0

 (5.1.17)

de donde se obtienen las siguientes tres ecuaciones:

−λq
ixi + |Dq|yi = 0 (5.1.18)
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|Dq|xi + (cq − λq
i )yi + |Bq|zi = 0 (5.1.19)

|Bq|yi + (Aq − λq
i )zi = 0 (5.1.20)

de las cuales solo dos son linealmente independientes, por lo tanto, de la Ecua-
ción (5.1.18) se tiene:

yi =
λq
ixi

|Dq|
(5.1.21)

Utilizando la Ecuación (5.1.21) en la Ecuación (5.1.20):

zi =
−|Bq|λq

ixi

|Dq|(Aq − λq
i )

(5.1.22)

Con lo cual el eigenvector v⃗i toma la forma:

v⃗i =


1
λq
i

|Dq |
−|Bq |λq

i

|Dq |(Aq−λq
i )

xi (5.1.23)

A partir de las Ecuaciones (5.1.20) a (5.1.22) se tiene que xi = 1, por lo tanto:

v⃗i =


1
λq
i

|Dq |
−|Bq |λq

i

|Dq |(Aq−λq
i )

 (5.1.24)

Normalizando:

v⃗i =
(
1 +

(λq
i )

2

|Dq|2
+

|Bq|2(λq
i )

2

|Dq|2(Aq − λq
i )

2

)−1/2


1
λq
i

|Dq |
−|Bq |λq

i

|Dq |(Aq−λq
i )

 (5.1.25)

Expresando a cada uno de los vectores propios normalizados ˆ⃗vi, que componen a
la matriz de transformación Oq en términos de los valores propios λq

i , por medio
de la Ecuación (5.1.25), se tiene:
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 (5.1.28)

Es entonces que, con los vectores propios ˆ⃗v1, ˆ⃗v2 y ˆ⃗v3 se puede construir la matriz
de transformación Oq:

Oq =


ˆ⃗v1(1) ˆ⃗v2(1) ˆ⃗v3(1)
ˆ⃗v1(2) ˆ⃗v2(2) ˆ⃗v3(2)
ˆ⃗v1(3) ˆ⃗v2(3) ˆ⃗v3(3)

 (5.1.29)
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 (5.1.30)

donde η = +1 y η = −1 corresponden respectivamente a λq
2 > 0 y λq

2 < 0, esto
conforme a las posibilidades (λq

1, λ
q
2) = (−λq

1,+λq
2) o (+λq

1,−λ
q
2).

A partir de lo anterior, se puede construir la matriz de mezcla VCKM predicha por
el modelo de cuatro texturas:

V th
CKM = O†

uPuP
†
dOd (5.1.31)
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donde:

PuP
†
d = diag{1, ei(ϕDu−ϕDd

), ei[(ϕDu−ϕDd
)+(ϕBu−ϕBd

)]}

= diag{1, eiϕ1 , ei(ϕ1+ϕ2)}
(5.1.32)

Con las fases ϕ1 y ϕ2 definidas como:

ϕ1 = ϕDu − ϕDd
= arg(Du)− arg(Dd) (5.1.33)

ϕ2 = (ϕBu − ϕBd
) = arg(Bu)− arg(Bd) (5.1.34)

De manera que la matriz VCKM queda parametrizada con dos fases las cuales se
consideran medidas en radianes con argumento principal [0, 2π]. Por lo tanto, los
nueve elementos de la matriz VCKM predichos por el modelo de cuatro texturas
son:

(V th
CKM)ij = (Ou)1i(Od)1j + (Ou)2i(Od)2je

iϕq
1 + (Ou)3i(Od)3je

i(ϕq
1+ϕq

2) (5.1.35)

donde los índices i y j corresponden respectivamente a los índices (u, c, t) y (d, s, b).

La magnitud de los elementos de la matriz de mezcla vienen dado por:

|(VCKM)thij | =
{
[(Ou)1i(Od)1j]

2 + [(Ou)2i(Od)2j]
2 + [(Ou)3i(Od)3j]

2

+ 2[(Ou)1i(Od)1j][(Ou)2i(Od)2j]Cos(ϕ1)

+ 2[(Ou)1i(Od)1j][(Ou)3i(Od)3j]Cos(ϕ1 + ϕ2)

+ 2[(Ou)2i(Od)2j][(Ou)3i(Od)3j]Cos(ϕ2)

}1/2

.

(5.1.36)

Hasta este punto, se han calculado las expresiones analíticas para los elementos
de la matriz de mezcla de quarks utilizando el formalismo de texturas de cuatro
ceros. Estas expresiones se pueden comparar con los datos experimentales para
verificar la consistencia del modelo con los datos experimentales.
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5.2. Análisis numérico del modelo de texturas de cua-

tro ceros

La Ecuación (5.1.35) proporciona las expresiones teóricas de los elementos de la
matriz V th

CKM del modelo de texturas de cuatro ceros, con una dependencia explí-
cita de los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2. Para comprobar la viabilidad de este mode-
lo, se buscarán los valores permitidos para estos parámetros que concuerden con
los datos experimentales recientes, considerando sus márgenes de error. Esto se
realizará mediante un procedimiento de minimización de la función estimadora
χ2. Además, se evaluará el poder predictivo del modelo al reproducir los valores
experimentales de la matriz VCKM . Los resultados determinarán si el modelo de
texturas de cuatro ceros es viable para describir la estructura de la matriz de masa
de los quarks. Finalmente, se discutirán las implicaciones y posibles extensiones
del modelo en el contexto de la física de partículas.

5.2.1. Análisis de χ2

Para probar la compatibilidad delmodelo de texturas de cuatro ceros con los datos
experimentalesmás recientes, se utiliza el método de ajuste de χ2. Concretamente,
se define la función χ2 la cual tiene la forma usual (ver Apéndice C):

χ2(x) ≡
n∑

i=1

(
Pi(x)− Ōi

σi

)2

, (5.2.1)

donde el vector x contiene los parámetros del modelo, Pi(x) es la predicción del
modelo para la observable Oi y Ōi el valor central para Oi. σi representa el error
de Oi.

Con este acercamiento, el espacio de parámetros de las matrices Mu y Md puede
restringirse considerando los valores más recientes de los elementos de la matriz
VCKM (ver Ecuación (2.3.37)), junto con los valores actualizados de las masas de
los quarks a escala MZ (ver Ecuación (2.3.38)).

En este análisis, se utilizaron como entradas los elementos independientes: |Vus|,
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|Vub|, |Vcb| y el invariante de Jarlskog (J) (ver Ecuación (2.3.36)), dado que sus
magnitudes han sido establecidas con notable precisión. En la Ecuación (5.2.2) se
indica el valor del invariante de Jarlskog [87].

J = (3.00+0.15
−0.09)× 10−5 (5.2.2)

Con lo establecido anteriormente, la función χ2 definida para el modelo de textu-
ras de cuatro ceros toma la siguiente estructura:

χ2(x) =
(|(VCKM)thus(x)| − |Vus|)2

σ2
Vus

+
(|(VCKM)thub(x)| − |Vub|)2

σ2
Vub

+
(|(VCKM)thcb(x)| − |Vcb|)2

σ2
Vcb

+
(J th(x)− J)2

σ2
J

(5.2.3)

donde x = (Au, Ad, ϕ1, ϕ2), el súper índice “th” denota que el término proviene de
la parte analítica (ver Ecuación (5.1.36)) y la correspondiente sin índices denota
la parte experimental con incertidumbre σ2

Vij
.

La utilidad principal del análisis de χ2 estándar radica en determinar si el modelo
de texturas de Fritzsch con cuatro ceros puede ser descartado a partir de los datos
experimentales. Para evaluar la compatibilidad entre este modelo y los datos, en
este trabajo se emplea un criterio específico: se considera que elmodelo de texturas
es compatible con los datos experimentales si el valor de Chi-cuadrado reducido
(χ2

red) es inferior a uno, lo que indica un buen ajuste [118]:

0 < χ2
red(x) < 1, (5.2.4)

donde:

χ2
red(x) =

χ2(x)

4
. (5.2.5)

Dado el criterio anterior, en lo que sigue se procederá a buscar, con ayuda del
algoritmo HE-DEPSO, regiones de los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 donde el valor
de χ2 reducido sea menor que uno, así como χ2 < 1 × 10−1 y χ2 < 1 × 10−2.
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Esto nos permitirá identificar los valores de los parámetros que mejor se ajustan a
los datos experimentales disponibles. Buscar estas regiones es fundamental para
determinar la validez y el poder predictivo del modelo, fortaleciendo la evidencia
a su favor si se encuentran regiones significativas que cumplan con este criterio.

Es crucial notar que la función χ2 (ver Ecuación (5.2.3)), aunque aparentemente
simple con pocos parámetros libres, la dificultad de encontrar el rango numérico
de los mismos que cumplan la condición dada en la Ecuación (5.2.4) proviene de
la engorrosa composición de funciones a evaluar que la constituyen. Para tener
una noción del relieve topográfico de esta función, en la Figura 5.2.1 se muestran
distintas proyecciones de la función χ2 en diferentes planos. En la Figura 5.2.1c
se muestra la proyección en el plano Au y Ad (con ϕ1 y ϕ2 fijos). Asimismo, en
Figura 5.2.1e se proyecta enAu y ϕ2 (conAd y ϕ1 fijos). Por último, en Figura 5.2.1f
se visualiza la proyección en el plano ϕ1 y ϕ2 (con Au y Ad fijos). El código de
colores utilizado indica que las zonas rojas son elevadas y las azules sonmás bajas.

5.2.2. Optimización de χ2 con HE-DEPSO

En la sección anterior se describió la idea del análisis de χ2 dentro del cual se in-
volucra la minimización de la función χ2, una función real positiva que depende
de n parámetros. Con los cual, para utilizar el método de χ2 y determinar las re-
giones de los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 donde se cumpla el criterio establecido
(ver Ecuación (5.2.4)), es esencial emplear un algoritmo especializado en la opti-
mización de funciones con un solo objetivo y valores reales, sujeto a restricciones
de frontera. En el campo de la FAE, las técnicas de búsqueda exhaustiva son co-
munes y efectivas en ciertos casos y condiciones, pero pueden ser poco precisas
[119, 120]. Por otro lado, la implementación de métodos de optimización tradicio-
nales, como losmencionados en la Subsección 2.1.2.1, puede enfrentar dificultades
significativas debido varios factores:

La dependencia no lineal entre las cantidades (elementos de la matriz Oq).

Debido a la naturaleza de las expresiones matemáticas involucradas, la fun-
ción a optimizar χ2 generalmente no será diferenciable.
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(a) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables Ad y ϕ1 (gráfica de la derecha)
y curvas de nivel (gráfica izquierda) corres-
pondientes. Se observa una periodicidad de
los máximos de la función χ2 respecto a la
variable ϕ2.

(b) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables Ad y ϕ2 (gráfica de la derecha)
y curvas de nivel (gráfica izquierda) corres-
pondientes. Se observa una periodicidad de
los máximos y de los mínimos de la función
χ2 respecto a la variable ϕ2.

(c) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables Au y Ad (gráfica de la derecha).
De las curvas de nivel (gráfica izquierda) se
observa que la región que minimiza a χ2 se
encuentra alrededor de una línea recta a 45◦.

(d) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables Au y ϕ1 (gráfica de la derecha)
y curvas de nivel (gráfica izquierda) corres-
pondientes. Se observa una periodicidad de
los máximos de la función χ2 respecto a la
variable ϕ1.

(e) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables Au y ϕ2 (gráfica de la derecha)
y curvas de nivel (gráfica izquierda) corres-
pondientes. Se observa una periodicidad de
los máximos y de los mínimos de la función
χ2 respecto a la variable ϕ1.

(f) Dependencia de la función χ2 respecto a
las variables ϕ1 y ϕ2 (gráfica de la derecha)
y curvas de nivel (gráfica izquierda) corres-
pondientes.

Figura 5.2.1: Proyecciones de la función χ2 sobre las variables Au, Ad, ϕ1, ϕ2.

El entorno que describe la función a optimizar χ2 (ver Figura 5.2.1) presenta
múltiples mínimos locales.

lo que generalmente genera problemas de convergencia y demuestra la desven-
taja de utilizar métodos de optimización tradicionales en este contexto. En vista
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de esto, en el presente trabajo se propone abordar el problema de optimizar la
función χ2 mediante un algoritmo más apropiado, capaz de explorar mejor el es-
pacio de búsqueda y obtener soluciones más precisas. Dado el buen rendimiento
del algoritmoHE-DEPSO demostrado en la Subsección 4.4.3, se implementará pa-
ra minimizar la función χ2 y encontrar las regiones de los parámetros Au, Ad, ϕ1 y
ϕ2 que cumplan con el criterio de la Ecuación (5.2.4).

Antes de aplicar el algoritmo HE-DEPSO para buscar las regiones de los pará-
metros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2, se realizará un estudio previo del comportamiento del
algoritmo al optimizar la función χ2. Este análisis se enfocará en las características
de optimización, convergencia y estabilidad del algoritmo, lo que proporcionará
una comprensión más profunda de las propiedades del algoritmo propuesto al
ser aplicado a otro tipo de problemas.

Al plantear un problema de optimización con un solo objetivo y valores reales,
sujeto a restricciones de frontera, como lo representa el problema de optimización
de la función χ2, es muy importante establecer el espacio de búsqueda dentro del
cual se llevará a cabo el proceso de optimización. Además, al hacer uso de un ABI
es importante definir la forma en que las posibles soluciones serán representadas
y manipuladas por el algoritmo.

En el problema de optimización de la función χ2 : R4 → R, la función objetivo
está dada por la Ecuación (5.2.3), mientras que su espacio de búsqueda está con-
dicionado por las posibles combinaciones de signos de los parámetros ηu y ηd (ver
Ecuación (5.1.30) y Tabla 5.2.1), los cuales definen los diferentes casos de estudio
a considerar para los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 de la función χ2. De acuerdo a
lo establecido dentro de la Sección 5.1, las fases ϕ1 y ϕ2 toman valores dentro del
rango [0, 2π]. Los rangos de los parámetros Au y Ad varían según los signos de ηu
y ηd. En el Apéndice D se establecen los rangos respectivos de Au y Ad para cada
combinación de signos de ηu y ηd. La Tabla 5.2.2 resume los rangos de búsqueda
de los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 para cada combinación de ηu y ηd.

La representación de las posibles soluciones con las que trabajará el algoritmo
HE-DEPSO tienen la siguiente forma:
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Tabla 5.2.1: Diferentes casos de estudio.

Caso de estudio ηu ηd

I +1 +1

II +1 −1

III −1 +1

IV −1 −1

Tabla 5.2.2: Espacios de búsqueda conforme a las posibles combinaciones de ηu y ηd.

Caso de estudio Espacio de búsqueda

Au Ad ϕ1 ϕ2

I [mc,mt] [ms,mb] [0, 2π] [0, 2π]

II [mc,mt] [md,mb] [0, 2π] [0, 2π]

III [mu,mt] [ms,mb] [0, 2π] [0, 2π]

IV [mu,mt] [md,mb] [0, 2π] [0, 2π]

xi = (Au, Ad, ϕ1, ϕ2). (5.2.6)

Dicho en otras palabras, el i-ésimo individuo de la población en el algoritmo HE-
DEPSO estará representado por medio de un vector xi de cuatro dimensiones,
cuyas componentes (Au, Ad, ϕ1, ϕ2) viven respectivamente en los rangos descritos
en la Tabla 5.2.2.

A través de un experimento se evaluará la eficacia del algoritmo HE-DEPSO en
encontrar el mínimo global de la función χ2 para analizar sus capacidades de opti-
mización. Se utilizará el espacio de búsqueda del caso de estudio I de la Tabla 5.2.2.
Se comparará el rendimiento del HE-DEPSO con los algoritmos PSO y DE, junto
con variantes avanzadas del algoritmo DE, denominadas: CoDE [106], SHADE
[108] y DEPSO [19]. Para asegurar una comparación justa, se fijaron los paráme-
tros comunes de todos los algoritmos: tmax = 1000, NP = 100, y se realizaron 31

repeticiones independientes. Los demás parámetros de cada algoritmo se ajusta-
ron según lo indicado en la Tabla 4.4.2.

Para evaluar el rendimiento del algoritmo HE-DEPSO propuesto, se compararon
y analizaron sus resultados de optimización con los algoritmos DE, PSO y tres
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variantes avanzadas de DE aplicados a la función χ2. Siguiendo un protocolo si-
milar al presentado en la Subsección 4.4.3, la Tabla 5.2.3 reporta los resultados
estadísticos de cada algoritmo.

Tabla 5.2.3: Comparación de resultados entre HE-DEPSO, DE, PSO y tres variantes
avanzadas del algoritmo DE, sobre la función χ2.

Función Métrica HE-DEPSO DEPSO SHADE CoDE DE PSO

Media 1.7267E-28 3.4971E-28 7.2296E-03 2.3720E-05 6.1610E-13 7.4247E+00
χ2 Std 1.4496E-28 5.6400E-28 8.7102E-03 7.7748E-05 3.4294E-12 1.6815E+01

Clasificación 1 2 5 4 3 6
Significación + + + + +

Clasificación
final

1 2 5 4 3 6

W/T/L -/-/- 1/0/0 1/0/0 1/0/0 1/0/0 1/0/0

De acuerdo a los resultados de la Tabla 5.2.3, el algoritmo HE-DEPSO destaca
al lograr los mejores resultados en optimización para la función χ2, superando a
DEPSO.AunqueDEPSO se acerca a los resultados deHE-DEPSO, no logra igualar
su precisión. El algoritmo DE también logró una buena precisión, sin embargo,
esta fue inferior a la alcanzada por HE-DEPSO y DEPSO. Los algoritmos SHADE,
CoDE y PSO obtuvieron los peores resultados en comparación con los demás.
En términos de clasificación media, HE-DEPSO lidera entre todos los algoritmos
evaluados. Además, los resultados del test deWilcoxon confirman la superioridad
de HE-DEPSO sobre DEPSO, SHADE, CoDE, DE y PSO en la optimización de la
función χ2.

En la Figura 5.2.2, se muestran las curvas de convergencia de la medida de error
de solución para la función χ2, obtenidas por los algoritmos HE-DEPSO, DEP-
SO, SHADE, CoDE, DE y PSO, a lo largo de las 31 repeticiones independientes.
El algoritmo HE-DEPSO presenta un excelente comportamiento de convergencia,
aunque el algoritmo DEPSO converge más rápidamente a partir aproximadamen-
te de la iteración número 300. Sin embargo, el algoritmo HE-DEPSO destaca por
superar en todo momento a los algoritmos SHADE, CoDE, DE y PSO, y por con-
verger hacia un valor más bajo de media de error que el resto de algoritmos. La
convergencia prolongada del algoritmoHE-DEPSO en comparación con el algorit-
mo DEPSO puede deberse a unamayor capacidad de exploración y al mecanismo
mediante el cual actualiza sus parámetros.
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Figura 5.2.2: Curvas de convergencia de la medida de error de solución para la fun-
ción χ2. El eje horizontal y vertical representan la iteraciones y los valores de media
de error para las 31 repeticiones independientes.

En la Figura 5.2.3, semuestran los diagramasde cajas de los algoritmosHE-DEPSO,
DEPSO, SHADE, CoDE, DE y PSO, basados en losmejores valores de ajuste global
de 31 repeticiones en la función χ2. Estos diagramas representan la distribución
de estos valores, divididos en cuartiles, con la mediana marcada por una línea
horizontal roja en un recuadro azul. Los límites del recuadro corresponden a los
cuartiles superior (Q3) e inferior (Q1). Las líneas que se extienden desde el re-
cuadro indican los valores máximo y mínimo, excluyendo los valores atípicos re-
presentados por el símbolo “+” en azul, que caen fuera del rango definido por
Q1 − 1.5 · (Q3 − Q1) y Q3 + 1.5 · (Q3 − Q1). Los círculos verdes representan la
media de los mejores valores de ajuste global de las 31 repeticiones.

A partir de los diagramas de cajas, se encontró que el algoritmo HE-DEPSO su-
pera a los demás algoritmos comparados en términos de estabilidad y calidad de
solución en 31 repeticiones independientes. La distribución de los mejores valo-
res de ajuste global obtenidos por HE-DEPSO muestra una mayor concentración
alrededor de un mejor óptimo, reflejado en una media más baja en comparación
con los otros algoritmos, lo que indica un rendimiento superior y estable.

Al estudiar las características del algoritmo HE-DEPSO en la optimización de
la función χ2, en comparación con otros cinco algoritmos, se demostró que HE-
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Figura 5.2.3: Diagramas de caja de los mejores valores de ajuste global obtenidos por
HE-DEPSO y los algoritmos DEPSO, SHADE, CoDE, DE y PSO en las 31 repeticio-
nes independientes en la función χ2. En eje horizontal se tienen a los algoritmos a
comparar y en el eje vertical valores de ajuste global.

DEPSO mantiene una alta efectividad y eficiencia al resolver este problema de
optimización, mostrando además un comportamiento muy estable. Cabe desta-
car que este estudio previo evidencia la dificultad que representa optimizar la
función χ2, ya que variantes avanzadas del algoritmo DE, como SHADE y Co-
DE, presentaron claras dificultades para encontrar valores de ajuste más bajos en
comparación al algoritmo base DE.

5.2.3. Resultados y discusión

En esta sección se presentan los resultados obtenidos tras la búsqueda de regiones
válidas correspondientes a los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 mediante la aplicación
del algoritmoHE-DEPSO. Este proceso se llevó a cabo siguiendo el procedimiento
detallado en la Subsección 5.2.2, haciendo uso de los valores experimentales más
recientes asociados a los elementos de la matriz VCKM , así como a las masas de los
quarks y al invariante de Jarlskog (ver Ecuaciones (2.3.37), (2.3.38) y (5.2.2)).

Para cada caso de estudio, según se especifica en las Tablas 5.2.1 y 5.2.2, la es-
trategia de búsqueda se enfocó en identificar las regiones de los parámetros que
satisficieran las siguientes precisiones para el criterio χ2

red propuesto:
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χ2
red < 1, (5.2.7)

χ2
red < 1× 10−1, (5.2.8)

χ2
red < 1× 10−2. (5.2.9)

La selección específica de estas precisiones se ha realizado con el propósito de
analizar de manera más detallada los datos obtenidos. Para la obtención de los
datos en cada nivel de precisión y en cada caso de estudio, se ha ejecutado el
algoritmo HE-DEPSO (considerando el criterio χ2

red) de manera iterativa hasta
recolectar 5000 puntos o soluciones óptimas. En este estudio, se logró identificar
un total de 60000 soluciones óptimas. En cada ejecución, una vez se ha alcanzado
la precisión requerida, se ha procedido a almacenar la solución encontrada en un
archivo externo y reiniciar la búsqueda.

5.2.3.1. Regiones permitidas para Au, Ad, ϕ1 y ϕ2

Con las soluciones encontradas con ayuda del algoritmoHE-DEPSO, se encontra-
ron regiones permitidas para los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2, en cada uno de los
cuatro casos de estudio. En la Figura 5.2.4 se grafican las regiones permitidas pa-
ra los parámetros Au y Ad escaladas como Au/mt y Ad/mb en todos los casos de
estudio. Estas regiones, generadas con las soluciones encontradas, se dividen en
tres colores según la precisión de χ2

red: negro (< 1), azul (< 1 × 10−1) y naranja
(< 1×10−2). Bajo una precisión de χ2

red < 1, se encontraron dos regiones distintas.

Para los casos de estudio I y III, estas dos regiones se sitúan entre rangos similares
con valores:

Caso de estudio I.

Región 1: Au

mt

∈ [0.3519, 0.4260],
Ad

mb

∈ [0.3711, 0.4210]

Región 2: Au

mt

∈ [0.6486, 0.8728],
Ad

mb

∈ [0.6884, 0.8729]
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Figura 5.2.4: Regiones permitidas para Au/mt y Ad/mb restringidas según datos ex-
perimentales actuales con diferentes niveles de precisión: χ2

Red < 1 (color negro),
χ2
Red < 1 × 10−1 (color azul) y χ2

Red < 1 × 10−2 (color naranja), en cada uno de los
cuatro casos de estudio.

Caso de estudio III.

Región 1: Au

mt

∈ [0.3436, 0.4191],
Ad

mb

∈ [0.3649, 0.4157]

Región 2: Au

mt

∈ [0.6427, 0.8713],
Ad

mb

∈ [0.6865, 0.8727]

Para los casos de estudio II y IV, estas dos regiones aparecen en lugares similares
dentro de los siguientes rangos de valores:

Caso de estudio II.
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Región 1: Au

mt

∈ [0.3743, 0.4025],
Ad

mb

∈ [0.3611, 0.4050]

Región 2: Au

mt

∈ [0.7303, 0.8692],
Ad

mb

∈ [0.6890, 0.8661]

Caso de estudio IV.

Región 1: Au

mt

∈ [0.3738, 0.4010],
Ad

mb

∈ [0.3613, 0.4050]

Región 2: Au

mt

∈ [0.7299, 0.8677],
Ad

mb

∈ [0.6918, 0.8682]

En todos los casos de estudio analizados, las regiones correspondientes a las pre-
cisiones χ2

red < 1×10−1 y χ2
red < 1×10−2 se encuentran completamente contenidas

dentro de la regiones permitidas para una precisión de χ2
red < 1× 10−2.

Para los parámetros ϕ1 y ϕ2, en la Figura 5.2.5 se grafican sus regiones permitidas
escaladas como ϕ1/π y ϕ2/π en todos los casos de estudio. La estructura con la
que se muestran estas gráficas, es similar a la descrita para las regiones de los
parámetros Au y Ad. Para una precisión de χ2

red < 1, se pueden distinguir al igual
que para los parámetros Au y Ad, dos regiones de valores permitidos.

En los casos de estudio I y IV, estas dos regiones se sitúan entre rangos similares
con valores:

Caso de estudio I.

Región 1: ϕ1

π
∈ [0.530, 0.546],

ϕ2

π
∈ [1.960, 1.990]

Región 2: ϕ1

π
∈ [1.455, 1.470],

ϕ2

π
∈ [1.973, 1.976]

Caso de estudio IV.

Región 1: ϕ1

π
∈ [0.512, 0.527],

ϕ2

π
∈ [0.010, 0.040]
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Figura 5.2.5: Regiones permitidas para ϕ1/π, ϕ2/π restringidas según datos expe-
rimentales actuales con diferentes niveles de precisión: χ2

Res < 1 (color negro),
χ2
Red < 1 × 10−1 (color azul) y χ2

Red < 1 × 10−2 (color naranja), en cada uno de
los cuatro casos de estudio.

Región 2: ϕ1

π
∈ [1.472, 1.487],

ϕ2

π
∈ [0.023, 0.026]

Para los casos de estudio II y III, estas dos regiones aparecen en lugares similares
dentro de los siguientes rangos de valores:

Caso de estudio II.

Región 1: ϕ1

π
∈ [0.47, 0.49],

ϕ2

π
∈ [0.022, 0.027]

Región 2: ϕ1

π
∈ [1.51, 1.53],

ϕ2

π
∈ [0.010, 0.040]
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Caso de estudio III.

Región 1: ϕ1

π
∈ [0.455, 0.471],

ϕ2

π
∈ [1.972, 1.977]

Región 2: ϕ1

π
∈ [1.530, 1.544],

ϕ2

π
∈ [1.960, 1.990]

Al igual que para los parámetros Au y Ad, las regiones para las precisiones χ2
red <

1 × 10−1 y χ2
red < 1 × 10−2, se localizan dentro de la región permitida para una

precisión de χ2
red < 1, en todos los casos de estudio.

Considerando las gráficas y rangos de valores para todos los casos de estudio,
se identificaron dos regiones destacadas para los parámetros Au/mt y Ad/mb: la
Región 1 (R1) con valores entre 0.34 y 0.43 para Au/mt y entre 0.36 y 0.42 para
Ad/mb, y la Región 2 (R2) con valores entre 0.64 y 0.87 para ambos parámetros.
Esto permite considerar la aproximación R = Au/mt ≃ Ad/mb, dividiendo a R en
dos regiones: una cercana a 0.4 (R ∼ 0.4) y otra cercana a 0.8 (R ∼ 0.8). Si bien
Au/mt yAd/mb parecen ser insensibles (en general) al signo de ηu y ηd en cada ca-
so de estudio, se encontró una mayor sensibilidad al signo de ηd. Cuando ηd = +1

independientemente del signo de ηu (casos I y III), se observa una distribución
específica de las soluciones o puntos dentro de las regionesR1 yR2. Por el contra-
rio, cuando ηd = −1 independientemente del signo de ηu (casos II y IV), se tiene
otra distribución de las soluciones encontradas en dichas regiones.

Después de analizar los gráficos y rangos de valores para los parámetros ϕ1 y ϕ2

en todos los casos de estudio, se observó que el rango permitido para ϕ1 es amplio
en comparación con ϕ2. Se puede dividir en dos partes aproximadas: ϕ1 ∼ 0.5π y
ϕ1 ∼ 1.5π. En contraste, para ϕ2 se encontró que en los casos I y III se acerca a 2π,
por lo que su rango permitido puede expresarse como ϕ2 ≲ 2π; mientras que en
los casos II y IV se acerca a 0, lo que permite representar su rango como ϕ2 ≳ 0.
Tras el análisis de los cuatro casos de estudio, se presentan en la Tabla 5.2.4 las
correlaciones obtenidas entre R, ϕ1 y ϕ2.

Tras estos resultados, es crucial destacar que se lograron encontrar soluciones óp-
timas para los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2, validando la coherencia del modelo de
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Tabla 5.2.4: Correlaciones entre R, ϕ1 y ϕ2 en los cuatro casos de estudio.

Caso de estudio R ∼ 0.4 R ∼ 0.8

I ϕ1 ∼ 1.5π, ϕ2 ≲ 2π ϕ1 ∼ 0.5π, ϕ2 ≲ 2π

II ϕ1 ∼ 0.5π, ϕ2 ≳ 0 ϕ1 ∼ 1.5π, ϕ2 ≳ 0

III ϕ1 ∼ 0.5π, ϕ2 ≲ 2π ϕ1 ∼ 1.5π, ϕ2 ≲ 2π

IV ϕ1 ∼ 1.5π, ϕ2 ≳ 0 ϕ1 ∼ 0.5π, ϕ2 ≳ 0

texturas de cuatro ceros con datos experimentales actuales, aunque sin confirmar
su viabilidad. El descubrimiento de las regiones R ∼ 0.4 y R ∼ 0.8 revela dos
regiones distintas en el espacio de parámetros de las matrices de masa Mu y Md,
respaldando investigaciones previas [89]. Estas soluciones óptimas han permiti-
do definir con mayor precisión estas regiones, incluso identificando subregiones
potencialmente significativas previamente no consideradas.

5.2.3.2. Predicciones de los elementos de la matriz VCKM

Para verificar la viabilidad del modelo de texturas de cuatro ceros de Fritzsch, se
pretende reproducir los elementos de lamatriz VCKM . Dado que dentro de la cons-
trucción del criterio deχ2

red establecido para analizar la compatibilidad delmodelo
con los datos experimentales actuales, se ajustan tres elementos (|Vus|, |Vub|, |Vcb|)
más el invariante de Jarlskog (J), a continuación se presentan las predicciones
para los elementos restantes de la matriz VCKM (|Vud|, |Vcd|, |Vcs|, |Vtb|, |Vtd| y |Vts|),
obtenidas a través del algoritmo HE-DEPSO.

A partir de los datos obtenidos por el algoritmo HE-DEPSO para encontrar solu-
ciones que cumplieran con el criterioχ2

red, se calculaS13,S12,S23 y δ13 utilizando las
Ecuaciones (2.3.32) a (2.3.36). Estos valores, junto con la parametrización Chau-
Keng (ver Ecuación (2.3.31)), permiten calcular las predicciones numéricas para
los elementos |Vud|, |Vcd|, |Vcs|, |Vtb|, |Vtd| y |Vts|.

Las predicciones de los elementos de la matriz VCKM se muestran en gráficas de
dispersión que representan los valores de los pares: |Vud| vs |Vcd|, |Vcs| vs |Vtb| y
|Vtd| vs |Vts|. Cada gráfica incluye el valor experimental central de cada elemento
junto con su error asociado. Los puntos que caen dentro de la región delimitada
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por los errores de cada valor experimental tienen una buena predicción, mientras
que los puntos fuera de esta región no la tienen.

En la Figura 5.2.6, se presentan las predicciones para los elementos |Vud| y |Vcd|
en los cuatro casos de estudio. Los puntos negros, azules y naranjas indican una
precisión de χ2

red < 1, χ2
red < 1 × 10−1 y χ2

red < 1 × 10−2, respectivamente. Para
|Vcd|, el valor central experimental (0.22636) se indica con una línea sólida roja en
el eje correspondiente, mientras que su error experimental (±0.00048) se muestra
con dos líneas punteadas rojas a cada lado del valor central. En el caso de |Vud|,
el valor central experimental (0.97401) se representa con una línea sólida azul en
el eje |Vud|, y su error experimental (±0.00011) se indica con dos líneas punteadas
azules a ambos lados del valor central. Las predicciones para los dos elementos
muestran que los datos con una precisión de χ2

red < 1 pueden estar fuera de la
región de errores experimentales, lo que sugiere una predicción deficiente. Por
otro lado, las predicciones con χ2

red < 1 × 10−1 y χ2
red < 1 × 10−2 se mantienen

dentro de esta región, indicando predicciones acertadas. Este patrón se repite en
los cuatro casos de estudio analizados.

Las predicciones para los elementos |Vcs| y |Vtb| se muestran en la Figura 5.2.7 pa-
ra los cuatro casos de estudio. El valor central experimental de |Vcs| se representa
con una línea sólida roja en el centro del eje |Vcs| en 0.97320, mientras que su error
experimental de ±0.00011 se indica con líneas punteadas rojas a cada lado. El va-
lor central experimental de |Vtb| se muestra con una línea sólida azul en el centro
del eje |Vtb| en 0.999172, y su error experimental de ±0.0000241 se representa con
líneas punteadas azules a cada lado. Según las predicciones mostradas en la Fi-
gura 5.2.7, los datos obtenidos con χ2

red < 1 no representan buenas predicciones,
ya que quedan fuera de los errores experimentales. Por otro lado, las predicciones
con χ2

red < 1× 10−1 y χ2
red < 1× 10−2 se mantienen dentro de la región de error, lo

que indica que son buenas predicciones. Este patrón se repite en los cuatro casos
de estudio.

Finalmente, en la Figura 5.2.8, se muestran las predicciones para los elementos
|Vtd| y |Vts| en los cuatro casos de estudio. Para |Vtd|, se representa el valor central

1Se ha considerado el valor de error menor
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Figura 5.2.6: Predicción de |Vcd| y |Vud| en cada uno de los cuatro casos de estudio.

experimental con una línea sólida roja en |Vtd| = 0.00854, y su error experimental
con dos líneas punteadas rojas a±0.00016. Para |Vts|, el valor central experimental
semuestra con una línea sólida azul en |Vts| = 0.03978, y su error experimental con
dos líneas punteadas azules a ±0.00060. Las predicciones para estos dos elemen-
tos, indican que los datos obtenidos con precisiones de χ2

red < 1 y χ2
red < 1× 10−1

pueden estar fuera de los errores experimentales, por lo que no son buenas pre-
dicciones. En contraste, la predicción con χ2

red < 1 × 10−2 permanece dentro de
los errores, siendo una buena predicción. Estas características se observan en los
cuatro casos de estudio.

Al analizar las predicciones de los elementos de la matriz VCKM (|Vud|, |Vcd|, |Vcs|,
|Vtb|, |Vtd| y |Vts|), se encontró que estas predicciones son insensibles a los signos de
ηu y ηd. Por otro lado, se observó que solo las soluciones obtenidas por el algoritmo
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HE-DEPSO con una precisión de χ2
red < 1 × 10−2 se ajustan dentro de los límites

de error experimental. Estas soluciones se consideran válidas y capaces de repro-
ducir la matriz VCKM en todos los casos de estudio y elementos. Las predicciones
con χ2

red < 1 y χ2
red < 1× 10−1 no cumplen con este requisito, especialmente para

Vtd, por lo que no se consideran válidas. Con base en los resultados obtenidos, se
puede establecer que la viabilidad del modelo de texturas de cuatro ceros, con-
siderando los datos experimentales actuales, se encuentra limitada dependiendo
de la precisión de χ2

red utilizada. A pesar de esto, resulta interesante explorar las
implicaciones que esta información tiene dentro del formalismo de texturas.
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Figura 5.2.7: Predicción de |Vcs| y |Vtb| en cada uno de los cuatro casos de estudio.

5.2.3.3. Espacio completo de parámetros de las matrices de masa de quarks

Utilizando la información sobre las regiones válidas para Au/mt y Ad/mb, junto
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Figura 5.2.8: Predicción de |Vtd| y |Vts| en cada uno de los cuatro casos de estudio.

con las Ecuaciones (5.1.10) a (5.1.12), es posible explorar el espacio completo de
los elementos no nulos restantes de las matrices de masa de quarks Mu y Md:
|Bq|, Cq, y |Dq|. Esta exploración puede proporcionar información valiosa sobre
las relaciones entre los elementos y sus implicaciones fenomenológicas.

En la Figura 5.2.9 se presentan las regiones permitidas para |Bq|, escaladas por
|Bu|/Au y |Bd|/Ad. En la Figura 5.2.10 se muestran las regiones válidas para Cq,
escaladas porCu/Au yCd/Ad. Por último, en la Figura 5.2.11 se exhiben las regiones
correspondientes a |Dq|, escaladas por |Du|/Au y |Dd|/Ad, abarcando los cuatro
casos de estudio.

Al analizar los resultados numéricos de las regiones permitidas para los elementos
restantes de la matriz VCKM , se identificaron dos áreas representativas asociadas
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Figura 5.2.9: Regiones permitidas para |Bu|/Au y |Bd|/Ad restringidas según datos
experimentales actuales con diferentes niveles de precisión: χ2

Red < 1 (color negro),
χ2
Red < 1 × 10−1 (color azul) y χ2

Red < 1 × 10−2 (color naranja), en cada uno de los
cuatro casos de estudio.

a las regiones R ∼ 0.4 y R ∼ 0.8 mencionadas dentro de la Subsección 5.2.3.1.
En la región R ∼ 0.8, las soluciones válidas que reproducen la matriz VCKM per-
miten establecer una aproximación de los valores de estos parámetros: |Bu|/Au =

|Bd|/Ad ∼ 0.42, Cu/Au ∼ 0.17, Cd/Ad ∼ 0.20, |Du|/Au ∼ 0.0002, y |Dd|/Ad ∼ 0.005.
En consecuencia, numéricamente, las matrices de masa de quarks Mu y Md para
R ∼ 0.8 son:

M̄u ≈ Au


0 0.0002 0

0.0002 0.17 0.42

0 0.42 1

 , (5.2.10)
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Figura 5.2.10: Regiones permitidas para Cu/Au y Cd/Ad restringidas según datos
experimentales actuales con diferentes niveles de precisión: χ2

Red < 1 (color negro),
χ2
Red < 1 × 10−1 (color azul) y χ2

Red < 1 × 10−2 (color naranja), en cada uno de los
cuatro casos de estudio.

M̄d ≈ Ad


0 0.005 0

0.005 0.20 0.42

0 0.42 1

 , (5.2.11)

lo que permite observar que en la regiónR ∼ 0.8 se tiene una fuerte jerarquía entre
los elementos (1, 2) y (2, 2) de las matrices de masa de quarks Mu y Md, mientras
que se identifica una jerarquía débil entre los elementos (2, 2), (2, 3) y (3, 3) de las
matricesMu y Md. Esto implica que se cumple la relación Aq > |Bq| > Cq.

Para la regiónR ∼ 0.4, las soluciones válidas que reproducen la matriz VCKM per-
miten aproximar los parámetros de la siguientemanera: |Bu|/Au ∼ 1.25, |Bd|/Ad ∼
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Figura 5.2.11: Regiones permitidas para |Du|/Au y |Dd|/Ad restringidas según datos
experimentales actuales con diferentes niveles de precisión: χ2

Red < 1 (color negro),
χ2
Red < 1 × 10−1 (color azul) y χ2

Red < 1 × 10−2 (color naranja), en cada uno de los
cuatro casos de estudio.

1.32, Cu/Au ∼ 1.58, Cd/Ad ∼ 1.52, |Du|/Au ∼ 0.0006, y |Dd|/Ad ∼ 0.017. Numéri-
camente, esto implica que las matrices de masa de quarks Mu y Md para R ∼ 0.4

son:

M̄u ≈ Au


0 0.0006 0

0.0006 1.58 1.25

0 1.25 1

 , (5.2.12)

M̄d ≈ Ad


0 0.017 0

0.017 1.52 1.32

0 1.32 1

 , (5.2.13)
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de las cuales se puede observar una jerarquía distinta entre los elementos de las
matrices de masa Mu y Md a la presentada en la región R ∼ 0.8. En este caso, se
mantiene la fuerte jerarquía entre el elemento (1, 2) y los elementos (2, 2), (2, 3) y
(3, 3). La particularidad de la región R ∼ 0.4 se muestra dentro del sector (2, 3) de
las matrices de masaMu yMd, en donde se tiene una jerarquía diferente entre los
elementos (2, 2), (2, 3) y (3, 3), que pudiera permitir la aproximación Aq ∼ |Bq| ∼
Cq.

El análisis del espacio completo de parámetros de las matrices de masa de quarks
Mu y Md revela el efecto de las dos regiones identificadas, R ∼ 0.4 y R ∼ 0.8. En
la región R ∼ 0.8, las matrices de masa se caracterizan por una fuerte jerarquía
entre los elementos (1, 2) y (2, 2), y una jerarquía débil entre los elementos (2, 2),
(2, 3) y (3, 3). Por otro lado, en la región R ∼ 0.4, las propiedades estructurales
de las matrices de masa permiten posibles casos en los que Aq ∼ |Bq| ∼ Cq. Cabe
destacar que estas propiedades se mantienen para cada una de las subregiones
dentro deR ∼ 0.4 yR ∼ 0.8, generadas con las soluciones válidas que reproducen
la matriz VCKM en los cuatro casos de estudio y en cada uno de los elementos |Bq|,
Cq, y |Dq|.

Dentro del Apéndice E se discute la posibilidad de restringir cada uno de los tér-
minos de ajuste que componen la función χ2 utilizada dentro del criterio de χ2

red

propuesto en esta investigación.
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Conclusiones y trabajo futuro.

En este trabajo se analizó numéricamente el modelo de texturas de cuatro ceros
para las matrices de masa de quarks Mu y Md, utilizando el método de ajuste de
χ2 para vincular el modelo teórico con los datos experimentales actuales. Debido
a la dificultad que representa optimizar la función χ2, se propuso el uso de téc-
nicas de optimización avanzadas, como los ABI. En particular, se desarrolló una
nueva variante del algoritmo DEPSO denominada HE-DEPSO, que combina una
estrategia de mutación basada en la información histórica de los mejores indivi-
duos y la adaptación de parámetros del algoritmo SHADE. Con este algoritmo, se
encontraron las regiones válidas de los parámetros libres del modelo de texturas
de cuatro ceros de Fritzsch que mejor se ajustan a los datos experimentales dis-
ponibles, lo que permitió indagar en la compatibilidad del modelo con los datos
actuales, identificar su viabilidad y explorar el rango completo de los parámetros
de las matrices de masa de quarksMu y Md.

Las principales conclusiones de esta tesis se resumen en los siguientes puntos:

■ Se demostró que optimizar la función χ2 dentro del análisis numérico del
modelo de texturas de cuatro ceros es un desafío significativo. Mediante la
visualización de gráficas que muestran diferentes proyecciones de los pará-
metros de la función, se logró identificar múltiples mínimos locales, lo que
demuestra la complejidad de este problema de optimización.

■ Se propusounanueva variante del algoritmoDEPSOdenominadaHE-DEPSO
para la optimización de la función χ2 en el análisis numérico del modelo de
texturas de cuatro ceros.

■ Incorporar la información histórica de los mejores individuos mediante una
nueva estrategia de mutación, así como adoptar el control de parámetros
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del algoritmo SHADE, permitieron mejorar el equilibrio entre exploración y
explotación del algoritmo DEPSO.

■ El algoritmo HE-DEPSO demostró ser una herramienta eficaz y estable para
la optimización, obteniendo buenos resultados tanto en el conjunto de fun-
ciones de prueba CEC 2017 como en la optimización de la función χ2, lo que
lo convierte en una opción viable y prometedora para resolver problemas de
optimización complejos.

■ La implementación del algoritmo HE-DEPSO para optimizar la función χ2

en el análisis numérico delmodelo de texturas de cuatro ceros ha promovido
el uso de técnicas bio-inspiradas dentro de la FAE.

■ El algoritmo HE-DEPSO permitió encontrar un total de 60,000 soluciones
óptimas para los parámetros libres del modelo de texturas con cuatro ce-
ros (Au, Ad, ϕ1 y ϕ2). Estas soluciones se distribuyeron entre los cuatro casos
de estudio y las diferentes precisiones solicitadas según el criterio χ2

red. Esto
demuestra la compatibilidad del modelo con los datos experimentales ac-
tuales.

■ El algoritmo HE-DEPSO fue capaz de encontrar la precisión más baja y de
forma consistente del criterio χ2

red respecto a otros algoritmos.

■ Se confirmo la presencia de dos regiones válidas (R ∼ 0.4 y R ∼ 0.8) para
el espacio completo de parámetros de las matrices de masa de quarks Mu y
Md.

■ Se descubrió que la viabilidad del modelo de texturas de cuatro ceros se
ve limitada por la precisión de χ2

red empleada. Solo las soluciones que cum-
plieron con una precisión de χ2

red < 1× 10−2 pudieron reproducir con éxito
los elementos de lamatriz |VCKM | dentro de los límites experimentales en to-
dos los casos analizados. Esto condujo a la identificación de dos subregiones
dentro de R ∼ 0.4 y R ∼ 0.8.

■ Se encontró que en la región R ∼ 0.4 se preserva la fuerte jerarquía entre
los elementos (3, 3), (2, 3), (2, 2) y el elemento (2, 2) de las matrices de masa
de quarks, mientras que en la región R ∼ 0.8 los elementos Aq |Bq| y Cq
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de la matriz de masa tienden a tener valores similares, aproximándose a la
relación Aq ∼ |Bq| ∼ Cq.

6.1. Aportaciones

Las aportaciones de este trabajo de tesis son las siguientes:

■ Un algoritmo bio-inspirado que combina la potencia de diferentes enfoques
para resolver problemas complejos con un rendimiento superior a las técni-
cas metaheurísticas bio-inspiradas comúnmente utilizadas en física de par-
tículas, como PSO y DE.

■ Un estudio experimental del algoritmo propuesto, validado mediante prue-
bas estadísticas en diferentes funciones de prueba y comparación con otros
algoritmos bio-inspirados.

■ Un análisis detallado sobre la viabilidad del modelo de texturas con cuatro
ceros, basado en los datos experimentales actuales.

6.2. Trabajo futuro

El trabajo futuro que puede surgir a partir de esta tesis se resume en los siguientes
puntos:

■ Analizar numéricamente la viabilidad de otros modelos de texturas con los
datos experimentales más recientes.

■ Ampliar la capacidad de optimización del algoritmo HE-DEPSO para abor-
dar problemas de optimización multi-objetivo y con restricciones.

■ Aplicar el algoritmo HE-DEPSO en la solución de otros problemas de opti-
mización de la vida real, especialmente en problemas con gran número de
parámetros o dimensiones.

■ Comparar el algoritmo HE-DEPSO contra otros algoritmos y en otros con-
juntos de funciones de prueba para verificar su robustez.

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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Apéndice A

Funciones de prueba CEC 2017

En este trabajo se hace uso de las funciones de prueba propuestas en [117] pa-
ra evaluar el rendimiento de algoritmo propuesto. Este conjunto de funciones de
prueba está conformado de 291 problemas de optimización global, el cual está or-
ganizado en cuatro grupos: dos funciones unimodales, siete funciones multimo-
dales, diez funciones híbridas y diez funciones compuestas. En todos estos pro-
blemas se busca encontrar el mínimo global dentro de un espacio de búsqueda
delimitado al intervalo [−100, 100] en cada una de las dimensiones.

A.1. Funciones Básicas

1. Función Bent Cigar

f1(X) = x2
1 + 106

D∑
i=2

x2
i (A.1.1)

2. Suma de dos funciones exponenciales

f2(X) =
D∑
i=1

|xi|i+1 (A.1.2)

3. Función Zakharov

f3(X) =
D∑
i=1

x2
i +

(
D∑
i=1

0.5xi

)2

+

(
D∑
i=1

0.5xi

)4

(A.1.3)

1La función F2 ha sido excluida del conjunto de funciones de prueba debido a que muestra
un comportamiento inestable especialmente en dimensiones altas.
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4. Función de Rosenbrock

f4(X) =
D−1∑
i=1

[
100(x2

i − xi+1)
2 + (xi − 1)2

]
(A.1.4)

5. Función de Rastrigin

f5(X) = 10D +
D∑
i=1

[
x2
i − 10cos(2πxi)

]
(A.1.5)

6. Función de Schaffer ampliada

f6(X) = g(x1, x2) + g(x2, x3) + ...+ g(xD−1, xD) + g(xD, x1)

donde: g(x, y) = 0.5 +
sen2(

√
x2 + y2)− 0.5

(1 + 0.001(x2 + y2))2

(A.1.6)

7. Función Lunacek Bi-Rastrigin

f7(X) = min
(

D∑
i=1

(xi − µ0)
2, dD + s

D∑
i=1

(xi − µ1)
2 + 10(D −

D∑
i=1

cos(2πzi))
)
,

donde: µ0 = 2.5, µ1 = −
√

µ2
0 − d

s
, s = 1− 1

2
√
D + 20− 8.2

, d = 1

(A.1.7)

8. Función de Rastrigin discontinua y rotada

f8(X) =
D∑
i=1

(z2i − 10cos(2πzi) + 10) + f ∗
13,

donde:

z = M1Λ
10M2T

0.2
asy(Tosz(y)), yi =

xi, si |xi| ≤ 0.5

round(2xi)
2

, si |xi| > 0.5
, x =

5.12

100
M1(x− o)

(A.1.8)
donde: Λα es una matriz diagonal en D dimensiones con el i−ésimo elemento en

la diagonal dado por λii = α

i− 1

2(D − 1) , i = 1, 2, ..., D. Las definiciones de Tasy y
Tosz se describen a mayor detalle en [117].
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9. Función de Levy

f9(X) = sen2(πw1) +
D−1∑
i=1

(wi − 1)2
[
1 + 10sen2(πwi + 1)

]
+ (wD − 1)2

[
1 + sen2(2πwD)

]
,

donde: wi = 1 +
xi − 1

4
con i = 1, .., D.

(A.1.9)

10. Función de Schwefel modificada

f10(X) = 418.9829×D −
D∑
i=1

g(zi),

donde:
zi = xi + 420.9687462275036,

g(zi) =


zisen(

√
|zi|), si |zi| ≤ 500

(500−mod(zi, 500))h(zi)−
(zi − 500)2

10000D
, si zi > 500

(mod(zi, 500)− 500)h(zi)−
(zi + 500)2

10000D
, si zi < −500

,

h(zi) = sen(
√
|500−mod(|zi|, 500)|)

(A.1.10)

11. Función elíptica condicionada

f11(X) =
D∑
i=1

(106)

i− 1

D − 1x2
i (A.1.11)

12. Función de disco

f12(X) = 106x2
1 +

D∑
i=2

x2
i (A.1.12)

13. Función de Ackley

f13(X) = −20 exp

−0.2
√√√√ 1

D

D∑
i=1

x2
i

−exp

(
1

D

D∑
i=1

cos(2πxi)

)
+20+e (A.1.13)
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14. Función de Weierstrass

f14(X) =
D∑
i=1

(
kmax∑
k=0

[
akcos(2πbk(xi + 0.5))

])
−D

kmax∑
k=0

[
akcos(πbk)

]
donde: a = 0.5, b = 3, kmax = 20

(A.1.14)

15. Función de Griewank

f15(X) =
D∑
i=1

x2
i

4000
−

D∏
i=1

cos
(

xi√
i

)
+ 1 (A.1.15)

16. Función de Katsuura

f16(X) =
10

D2

D∏
i=1

(
1 + i

32∑
j=1

|2jxi − round(2jxi)|
2j

) 10
D1.2

− 10

D2
(A.1.16)

17. Función HappyCat

f17(X) =

∣∣∣∣∣
D∑
i=1

x2
i −D

∣∣∣∣∣
1
4

+
1

D

D∑
i=1

(
1

2
x2
i + xi

)
+

1

2
(A.1.17)

18. Función HGBat

f18(X) =

∣∣∣∣∣
(

D∑
i=1

x2
i

)2

−

(
D∑
i=1

xi

)2∣∣∣∣∣
1
2

+
1

D

D∑
i=1

(
1

2
x2
i + xi

)
+

1

2
(A.1.18)

19. Función de Griewank ampliada más la función de Rosenbrock

f19(X) = f7(f4(x1, x2)) + f7(f4(x2, x3)) + ...+ f7(f4(xD−1, xD)) + f7(f4(xD, x1))

(A.1.19)

20. Función de Schaffer F7

f20(X) =

[
1

D − 1

D−1∑
i=1

(√
si

(
sen(50s0.2i ) + 1

))]2
, si =

√
x2
i + x2

i+1
(A.1.20)
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A.2. Funciones unimodales

Función Bent Cigar rotada y desplazada

F1(X) = f1(M(X−O1)) + 100 (A.2.1)

Suma de dos funciones exponenciales (rotada y desplazada)

F2(X) = f2(M(X−O2)) + 200 (A.2.2)

Función Zakharov rotada y desplazada

F3(X) = f3(M(X−O3)) + 300 (A.2.3)
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Figura A.2.1: Funciones de prueba unimodales y sus respectivas curvas de nivel
(D = 2).
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A.3. Funciones multimodales

Función de Rosenbrock rotada y desplazada

F4(X) = f4

(
M

(
2.048(X−O4)

100

)
+ 1

)
+ 400 (A.3.1)

Función de Rastrigin rotada y desplazada

F5(X) = f5(M(X−O5)) + 500 (A.3.2)

Función de Schaffer F6 rotada y desplazada

F6(X) = f20

(
M

(
0.5(X−O6)

100

))
+ 600 (A.3.3)

Función Lunacek Bi-Rastrigin rotada y desplazada

F7(X) = f7

(
M

(
600(X−O7)

100

))
+ 700 (A.3.4)

Función de Rastrigin discontinua y rotada

F8(X) = f8

(
M

(
5.12(X−O8)

100

))
+ 800 (A.3.5)

Función de Levy rotada y desplazada

F9(X) = f9

(
M

(
5.12(X−O9)

100

))
+ 900 (A.3.6)

Función de Schwefel modificada

F10(X) = f10

(
M

(
1000(X−O10)

100

))
+ 1000 (A.3.7)

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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Figura A.3.1: Funciones de prueba multimodales y sus respectivas curvas de nivel
(D = 2).

A continuación se muestran las gráficas de las funciones híbridas y compuestas,
así como sus respectivas curvas de nivel. La definición detallada de cada una de
estas funciones se encuentra en [117].
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A.4. Funciones híbridas
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Figura A.4.1: Funciones de prueba híbridas y sus respectivas curvas de nivel (D =
2).
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A.5. Funciones de composición
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Figura A.5.1: Funciones de prueba compuestas y sus respectivas curvas de nivel
(D = 2).
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Apéndice B

Curvas de convergencia para el conjunto de
funciones de prueba CEC 2017

En este apéndice, se presentan las curvas de convergencia de la medida de error
de solución para las 29 funciones de prueba del conjunto CEC 2017 en 10 y 20
dimensiones, obtenidas por los algoritmos HE-DEPSO, DEPSO, PSO, DE, CoDE
y SHADE, como se describe en el Capítulo 4. En todas las gráficas, el eje horizontal
representa las iteraciones y el eje vertical representa los valores medios de error
para 31 repeticiones independientes.
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Figura B.1: Curvas de convergencia de la medida de error de solución para el con-
junto CEC 2017 con (D = 10). El eje horizontal y vertical representan la iteraciones y
los valores de media de error para las 31 repeticiones independientes.
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Figura B.2: Curvas de convergencia de la medida de error de solución para el con-
junto CEC 2017 con (D = 30). El eje horizontal y vertical representan la iteraciones y
los valores de media de error para las 31 repeticiones independientes.
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Apéndice C

Método de ajuste χ2

En este apéndice se presenta de forma breve el método de χ2, el cual permite vin-
cular modelos teóricos con datos experimentales. Este método estadístico es am-
pliamente utilizado en diversas áreas de la ciencia, como física, química, biología
y astronomía, para evaluar la bondad de ajuste entre unmodelo teórico y los datos
observados experimentalmente.

Considérese la siguiente situación común dentro de la física. Dado un conjunto
de m observables Oi en la forma:

Oi = Ōi ± σi, (C.1)

dondeOi son los valores centrales y σi su errores correspondientes.

Con el objetivo de explicar los hallazgos experimentales y observacionales, se pro-
pone un modelo teórico que provee predicciones Pi(x) para las observablesOi de
interés, donde:

x =


x1

...
xn

 (C.2)

constituye el vector que alberga los n parámetros libres del modelo.

Una cuestión evidente en este punto es la evaluación de la concordancia del mo-
delo con los datos experimentales. En el contexto del método de χ2, se utiliza una
función específica, llamada función χ2, para cuantificar qué tan bien se ajusta el
modelo con parámetros x a las observables Oi = Ōi ± σi. Esta función toma la
siguiente forma:
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χ2(x) ≡
n∑

i=1

(
Pi(x)− Ōi

σi

)2

, (C.3)

donde el vector x contiene los parámetros del modelo, Pi(x) es la predicción del
modelo para la observable Oi y Ōi el valor central para Oi. σi representa el error
de Oi.

Es evidente que la función χ2 no es negativa, es decir, χ2 ≥ 0, y que su mínimo
global puede ser cero si y solo si:

∃xmin : Pi(xmin) = Ōi ∀i. (C.4)

Con lo cual, para un modelo dado el mínimo global:

χ2 ≡ min
x

χ2(x) = χ2(xmin) (C.5)

de la función χ2 es una medida de la concordancia o acuerdo entre las prediccio-
nes del modelo y los datos. Cuanto menor sea el valor de χ2, mejor será el ajuste
del modelo a los datos. Por lo tanto, la función χ2 actúa como una función de mé-
rito, permitiendo evaluar la calidad del ajuste del modelo y, en última instancia,
determinar si el modelo es adecuado para describir los datos.

Es crucial destacar que el mínimo global xmin no es necesariamente único. Incluso
si fuera único, se debe considerar la presencia de varios mínimos locales x con χ2

cerca del mínimo global χ2.

En resumen, el método de χ2 es una herramienta estadística fundamental para
vincular modelos teóricos con datos experimentales de manera rigurosa y cuan-
titativa, permitiendo evaluar la validez de las teorías y modelos propuestos en
diversas áreas de la ciencia.

MCCAyE UAEH



Apéndice D

Rangos de valores de los parámetros Au y Ad

El espacio de búsqueda para esta función objetivo χ2 está delimitado por los va-
lores que pueden tomar los parámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2.

Para determinar el rango de valores de los parámetros Au y Ad, se deben conside-
rar la condiciónAq > 0, las ecuaciones Ecuaciones (5.1.11) a (5.1.12), las relaciones
de las Ecuaciones (5.1.14) a (5.1.15), y las jerarquías de masas (mu < mc < mt) y
(md < ms < mb), de tal forma que se asegure que los elementos de las matrices
Ou y Od sean reales.

A partir de las Ecuaciones (5.1.11) a (5.1.12), el parámetro Au o Ad debe cumplir
con ser mayor a cero. Teniendo esto en cuenta y considerando el caso particular
de Au (aplica lo mismo para Ad), de la Ecuación (5.1.12) se tiene:

Au − (−ηumu)(Au − ηumc)(mt − Au)

Au

> 0 (D.1)

de donde se obtienen las siguientes posibilidades:

■ Posibilidad I:

(mt − Au) > 0 ∧ (Au + ηumu)(Au − ηumc) > 0 (D.2)

■ Posibilidad II:

(mt − Au) < 0 ∧ (Au + ηumu)(Au − ηumc) < 0 (D.3)

Con el propósito de mostrar el procedimiento de la obtención de los rangos para
el parámetro Au, se da continuidad a la Posibilidad I.
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De acuerdo a la Expresión (D.2), para el parámetro Au se tienen dos casos parti-
culares, estos son:

■ Caso I:

(Au + ηumu) > 0 ∧ (Au − ηumc) > 0 (D.4)

■ Caso II:

(mt − Au) < 0 ∧ (Au + ηumu)(Au − ηumc) < 0 (D.5)

Teniendo en cuenta que ηu puede tomar los valores ηu = +1 y ηu = −1, al evaluar
estos valores en las Expresión (D.4) y Expresión (D.5), se obtienen cuatro posi-
bles intervalos para el parámetro Au bajo la posibilidad I. Para determinar si un
intervalo es viable, se debe verificar que se cumplan las condiciones Au > 0 y la
Ecuación (D.1). Los cuatro intervalos posibles para el parámetro Au son:

Au ∈ [mc,mt] (D.6)

Au ∈ [−mt,−mu] (D.7)

Au ∈ [mu,mt] (D.8)

Au ∈ [−mc,−mt] (D.9)

Los intervalos relacionados con las Expresiones (D.6) y (D.7) se asocian con ηu =

+1, mientras que los de las Expresiones (D.8) y (D.9) se relacionan con ηu = −1.
Sin embargo, en los casos de la Expresión (D.7) y la Expresión (D.9), Au sería
negativo, lo que excluye directamente el uso de estos intervalos. Por otro lado, en
la Expresión (D.6) y la Expresión (D.8), Au no tendría valores negativos, por lo
que se evalúan en la Ecuación (D.1) según el valor de ηu correspondiente. Al ha-
cer esto, se observa que los intervalos de las Expresiones (D.6) y (D.8) satisfacen
las condicionesmencionadas anteriormente, por lo que se consideran para formar
parte de casos de estudio independientes, vinculados a las cuatro posibles combi-
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naciones de valores entre ηu y ηd, generando su propio espacio de búsqueda para
la función objetivo χ2.

Al llevar a cabo este procedimiento con el Caso II, y de igual forma, con la Posi-
bilidad II, se obtienen un total de cuatro casos de estudio en los cuales se definen
distintos intervalos para los parámetros Au y Ad. Estos casos de estudio son los
siguientes:

■ Caso de estudio I: ηu = +1 y ηd = +1.

Au ∈ [mc,mt]

Ad ∈ [ms,mb]
(D.10)

■ Caso de estudio II: ηu = +1 y ηd = −1.

Au ∈ [mc,mt]

Ad ∈ [md,mb]
(D.11)

■ Caso de estudio III: ηu = −1 y ηd = +1.

Au ∈ [mu,mt]

Ad ∈ [ms,mb]
(D.12)

■ Caso de estudio IV: ηu = −1 y ηd = −1.

Au ∈ [mu,mt]

Ad ∈ [md,mb]
(D.13)

Como se mencionó anteriormente, cada caso de estudio establece intervalos tota-
les para los parámetros Au y Ad. Estos intervalos, junto con los de los parámetros
ϕ1 y ϕ2, definen cuatro espacios de búsqueda de valores continuos, los cuales se
asocian a cada caso de estudio.

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.



176

MCCAyE UAEH



Apéndice E

Detalles en el criterio χ2
red utilizado

En la Sección 5.2, se estableció el uso del criterio de Chi-cuadrado reducido (χ2
red),

expresado mediante la Ecuación (5.2.4), para evaluar la compatibilidad del mo-
delo teórico de matrices de masa con cuatro ceros de textura y los datos experi-
mentales actuales. Sin embargo, esta forma de proponer el criterio puede generar
cierta ambigüedad, ya que para satisfacer dicho criterio, existen diferentes posibi-
lidades de valores con los cuales puede contribuir cada uno de los cuatro términos
de ajuste que constituyen la función χ2 (ver Ecuación (5.2.3)) establecida en esta
investigación. Por ejemplo, se puede dar el caso en el cual el primer término de
ajuste:

(|(VCKM)thus(x)| − |Vus|)2

σ2
Vus

, (E.1)

denotado por simplicidad como χ2
12, tenga un valor de χ2

23 = 1.455424, mientras
que el segundo, tercer y cuarto término denotados respectivamente por χ2

13, χ2
23 y

χ2
JJ , tengan valores de χ2

13 = 1.020717, χ2
23 = 0.011266 y χ2

JJ = 0.441887. Si bien,
estos valores al ser sumados y divididos entre cuatro de acuerdo a las Ecuacio-
nes (5.2.4) y (5.2.5) satisfacen el criterio de χ2

red propuesto (ver Ecuación (5.2.4)),
se tiene que los términos χ2

23 y χ2
13 son mayores que 1 (contribuyendo más que los

demás términos), lo que indica que puede existir una gran discrepancia entre la
predicción del modelo teórico y el valor experimental relacionado a las observa-
bles físicas χ2

23 y χ2
13, y por lo tanto no ajustarse adecuadamente.

Para abordar este inconveniente, en este apéndice se presenta un estudio que ana-
liza los efectos de restringir simultáneamente la contribución individual de cada
término de ajuste (χ2

12, χ2
13, χ2

23 y χ2
JJ) dentro de la construcción del criterio de χ2

red

utilizado en la investigación. Se analizarán los valores obtenidos para estos térmi-
nos a partir de las soluciones encontradas para los parámetrosAu,Ad, ϕ1 y ϕ2 (ver
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Subsección 5.2.3.1). Se tendrá principal interés en aquellas soluciones en las cua-
les la contribución de cada término sea a lo sumo 1, con el propósito de garantizar
que ninguno de ellos genere un ajuste insuficiente. Esto se puede interpretar como
que cada término es restringido de la siguiente forma:

χ2
12 : 0 <

(|(VCKM)thus(x)| − |Vus|)2

σ2
Vus

< 1, (E.2)

χ2
13 : 0 <

(|(VCKM)thub(x)| − |Vub|)2

σ2
Vub

< 1, (E.3)

χ2
23 : 0 <

(|(VCKM)thcb(x)| − |Vcb|)2

σ2
Vcb

< 1, (E.4)

χ2
JJ : 0 <

(J th(x)− J)2

σ2
J

< 1. (E.5)

Este análisis se realizó en todas la soluciones encontradas, por caso de estudio (ver
Tabla 5.2.1) y por precisión de χ2

red requerida (ver Ecuaciones (5.2.7) a (5.2.9)).

En la Tabla E.1, se muestra el porcentaje de soluciones encontradas para los pa-
rámetros Au, Ad, ϕ1 y ϕ2 por caso de estudio y precisión de χ2

red, en las cuales se
cumplen simultáneamente las Ecuaciones (E.2) a (E.5). Se observa que, en todos
los casos de estudio, las soluciones que cumplen con una precisión de 1× 10−1 <

χ2
red < 1 son las únicas en las que se ve reducido el porcentaje de soluciones

en las que las contribuciones de χ2
12, χ2

13, χ2
23 y χ2

JJ satisfacen ser menores que
1. Esto implica que, del total de soluciones encontradas originalmente para esta
precisión, se reducen en promedio hasta un 65.3%. El 34.7% de soluciones res-
tantes correspondientes a esta precisión, junto con aquellas para las precisiones
1 × 10−2 < χ2

red < 1 × 10−1 y χ2
red < 1 × 10−2, se denominarán como soluciones

válidas bajo una restricción de χ2
red por término.

Las gráficas de la Figura E.1, muestran las regiones permitidas para Au/mt vs
Ad/mb (Figura E.1(a)) y ϕ1/π vs ϕ2/π (Figura E.1(b)) en el caso de estudio I. Se
distinguen las soluciones válidas bajo dos tipos de restricciones en el criterio χ2

red:

■ Soluciones válidas bajo una restricción de χ2
red por término (puntos verdes):
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Tabla E.1: Porcentaje de las soluciones encontradas para los parámetros Au, Ad ϕ1 y ϕ2

por caso de estudio y precisión de χ2
red, en las cuales cada una de las contribuciones de

χ2
12, χ2

13, χ2
23 y χ2

JJ satisfacen ser menores que 1.

Caso de estudio Precisión

χ2
red < 1 χ2

red < 1 × 10−1 χ2
red < 1 × 10−2

I 34.9% 100% 100%

II 35.4% 100% 100%

III 32.9% 100% 100%

IV 35.3% 100% 100%
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0.4966
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(a) Au/mt vs Ad/mb.
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(b) ϕ1/π vs ϕ2/π.

Figura E.1: Regiones permitidas para Au/mt, Ad/mb, ϕ1/π y ϕ2/π en el caso de estu-
dio I, mostrando soluciones válidas según restricciones de χ2

red por término (puntos
verdes) y soluciones válidas según restricción general de χ2

red (puntos púrpura).

aquellas en las que todos los términos de χ2 satisfacen simultáneamente las
Ecuaciones (E.2) a (E.5).

■ Soluciones válidas bajo una restricción de χ2
red general (puntos purpura):

aquellas que satisfacen la condición de la Ecuación (5.2.4) teniendo almenos
un termino de ajuste mayor que 1.

Al imponer restricciones en cada términodeχ2, las regiones permitidas paraAu/mt,
Ad/mb, ϕ1/π y ϕ2/π se ven reducidas, resultando en regiones más definidas. Estas
observaciones se mantienen para los demás casos de estudio.

En la Figura E.2, siguiendo la estructura descrita en la Subsección 5.2.3.2, se grafi-
can las regiones permitidas paraAu/mt vsAd/mb y ϕ1/π vs ϕ2/π generadas con las
soluciones válidas bajo una restricción de χ2

red por término, en el caso de estudio
I. De forma general, se mantienen los resultados y observaciones realizadas en la

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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Figura E.2: Regiones permitidas para Au/mt, Ad/mb, ϕ1/π y ϕ2/π en el caso de es-
tudio I, restringidas según datos experimentales actuales con diferentes niveles de
precisión (χ2

Red < 1, χ2
Red < 1 × 10−1 y χ2

Red < 1 × 10−2), generadas utilizando las
soluciones válidas bajo una restricción de χ2

red por término.

Subsección 5.2.3.2. Sin embargo, al restringir la contribución de cada término de
la función χ2, se evidencia más claramente la presencia de cuatro regiones permi-
tidas para los cuatro parámetros libres del modelo de texturas con cuatro ceros.

De acuerdo al esquema presentado en la Subsección 5.2.3.2, en la Figura E.3 se
grafican las predicciones para los elementos de la matriz VCKM : |Vcd|, |Vud|, |Vcs|,
|Vtb|, |Vtd| y |Vts|, para el caso de estudio I, generadas con las soluciones válidas bajo
una restricción de χ2

red por término. Estas gráficas muestran que las predicciones
del modelo de texturas con cuatro ceros se ajustan mejor a los valores experimen-
tales, reduciendo el número de puntos que sobrepasan los límites de error. Sin
embargo, el modelo no logra predecir el elemento |Vtd| dentro de los límites expe-
rimentales con una precisión de1× 10−2 < χ2

red < 1× 10−1, como sí lo hace con el
resto de elementos en todos los casos de estudio, limitando su alcance predictivo
a soluciones con χ2

red < 1× 10−2.

Con lo discutido en este estudio, se puede establecer que restringir la contribu-
ción de los términos de ajuste en la función χ2 utilizada para comparar el modelo
teórico de la textura con cuatro ceros y los datos experimentales, evita incluir so-
luciones que no representan un buen ajuste a ciertas observables físicas. A pesar
de las implicaciones de esta restricción, los resultados y observaciones del Capí-
tulo 5 se mantienen, ya que es posible llegar a las mismas conclusiones. Además,
la presencia más clara de cuatro regiones permitidas para los parámetros: Au, Ad,

MCCAyE UAEH
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Figura E.3: Predicciones para los elementos |Vcd|, |Vud|, |Vcs|, |Vtb|, |Vtd| y |Vts| en el
caso de estudio I, generadas utilizando las soluciones válidas bajo una restricción de
χ2
red por término.

ϕ1 y ϕ2, identificadas mediante soluciones válidas bajo una restricción de χ2
red por

término, puede dar pie a un análisis más profundo de sus implicaciones fenome-
nológicas dentro del formalismo de texturas.

Algoritmos bio-inspirados, texturas y su aplicación a la física de altas energías.
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