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0 = mı́n
u∈U

{L(x, u) +∇xV (x) · f(x, u)} , t [t0,∞] , x ∈ R
n �����

��	�
 dV (x)
dt

= ∇xV (x) · f(x, u)� �� 

��
��	 �
 �������	���
�����
����	 �������

 ��

��	
��	 �
 �
�����	 V (x)� �
��� �
 �� �����
	�
 ������

V (x0) = mı́n
u∈U

Ju(·)(t0, x0) ��� �

�� ��	
��	 �
 �
����	 ��� � �
�
�! �������

� �� 

��
��	 ����� " �
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 ��� ���"

������ �
 ���$��

% 
�	��	��
��	 �
 
&'��
� ��
(
�
	�
 �� �'��
�
��	 �
 ��� 

��
��	
� �
�
����� �	�
�����

�
	�
 '��� �
���(
� 
� '����
�� �
 
�	���� �'���� �
 )���*�	�
 �	�	��� 
	 
� 
��� �
 ���

����
��� ��	
��
� +����
�� �
� ,
������� -����!��
� ��.,� ��	
�� .�������
 ,
�������

�
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 �� �'����*�
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��	�� 
�
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	 �� ����� �
 �
'�
�
	��
��	 
�'�
�� 
������

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) ���0�

��� #�
 A ∈ R
n×n " x(t) ∈ R

n, u(t) ∈ R
m " �
�	� �	 �	��

 �
 �
�
�'
1� 
����!��
��

J =

∫ tf

t0

{
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

}
dt ���2�

��	�
 Q ∈ R
n×n " R ∈ R

m×m ��	 �����

� �
���
�	��� '�����(� " �
�	��� '�����(�

�
�'

��(��
	�
� 3� 
�	4�	�� �
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� u ∈ U� ��� #�
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��	 ��	
�� �
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����� x(t)� ��
)� 
���� u(t) = u(x(t))� 5
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u(x(t)) = u∗(x(t)) ���7�



�� ��� ������	� 
���	���

����� �� 	
��� 
�� 

����� V (x(t)) ������� �������� ���� �
� �
 �������� �� ����� ���

������������ ��� ������� ����� ����

dV (x(t))

dt
= −L∗(x(t), u∗(t)) �����

������

L∗(x(t), u∗(t)) = xT (t)Qx(t) + u∗T (x(t))Ru∗(x(t))

�� ���� �� �� 0 � ∞ � ��	�� ����� �� ���!� �� �	������

ĺım
t→∞

V (x)(t)− V (x0) = −
∫ ∞

0

L∗(x(t, x0), u
∗(t))dt

��� �� �
� �� ������� �� ����	�� (u∗) �� 
� ������� ������	��" �� ����� �� �� 
����� ��
������

V (x0) =

∫ ∞

0

L∗(x(t, x0), u
∗(t))dt

����� �� ��	� �
� x(t, x0) ������ �� ���
���� �� ������� ����� �� ��#� ������� ��� ���!�� $�

	��� L∗(x(t, x0), u
∗(t)) �� ������� ��������" ��� �	������ V (x(t)) �� 
�� 

����� %���
���

���� �� ������� ������ %� �&������� ����� �� �
��� �	������ �
��

dV (x(t))

dt
+ L∗(x(t), u∗(t)) = 0 ���'�

�������	����� �
��� �� �� �� 
����� 
�����

mı́n
u∈U

(
dV (x(t))

dt

∣∣∣∣
2.5

+ xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
= 0 ������

(� 
���� �
� �� ��
����� ������ �� �������� ���� �� ��
����� �� )�������*+���	�*

,������ ���� �������� �������� � �� 

����� �
� �����
��� ���� ��
����� �� ����� 

�����

�� ,������ ���� �������� ������ -
���� �� ������ �� 

����� �� ,������ V (x(t))" �


���
���� �� ������ ��� �������� � u" �� �
� ����������� �� ������� ������ �� u∗(t)�
%� 

����� �� V (x(t)) �
��� ������������ ���� 
�� 

����� �� %���
��� ���� �� �������

����� �� ��#� ������� ��� u∗(t)� (���� �
� � ���� 
� ������� ������ u∗(t) = u∗(x(t))"
��� 
�� 

����� �� %���
��� �� ��#� ������� �� �
��� �������� �� �� .�
����� �������

/��� ��� �������� ��������" ���� �� ������������� �
� �� �������� � ������
����� �� ���0

����	������� $�� ��	�� �" ���� ��� �������� �� ��������" �1� �� �������� ���� 
� 0���
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��� ������	� 
���	��� ��

V (x(t)) = xT (t)Px(t) ������

����	 P ∈ R
n×n 
	 �	��	 ��

�
�� � 
	 ������� �� �	�
���� �	 V (x(t)) 	� ����
 ��


����	����
�
 �	� 


�	�� ������

dV (x(t))

dt

∣∣∣∣
(2.5)

= 2xT (t)P (Ax(t) + Bu(t)) ������


	 
�
�
���	 �� �	�
���� ������ 	� ������ ���� �	�	��� �	 �� ������

mı́n
u∈U

(
AxTPAx(t) + 2xT (t)PBu(t) +

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

))
������

�	 �� 	����
�� ������� 
	 �	
	� 	�������� �� �	� �	 ������� ���
�� u∗� �	 ��	�	 � 
	�!
��� "�	 	� ������ 	
 ��� ����
�� �����#�
�� ��	��	�	��	 ����	$� �	
�	��� � u� ���� ��
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	��	 
	 %�����
&� �� 	$

�	��
� �	 �� �'�
�� %�� �� ���� ������� (�� ���

%�
	��	 	�

��
 �	
������
 �	� �#����� �	 ���
��
��	
� �� ��
�	�� ���
��
�� �	 �� ����
�� "�	 
	 "�
	�	

���
�
&�� ��� �	
�	��� � u �	 	�# 
	� �	���

∂

∂u

(
2AxTPAx(t) + 2xT (t)PBu(t) +

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

))
= 0

��� �� "�	�

2BTPx(t) + 2Ru(t) = 0 ����)�

��� ���

%�
	��	 �� �	� �	 ������� ���
�� ���� 	� 


�	�� ����� 	
�

u∗(t) = −R−1BTPx(t) ������

*� 	$��	

�� ������ 
	 �
�	 ���
�� ���� "�	�

∂2

∂u2

(
2AxTPAx(t) + 2xT (t)PBu(t) +

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

))
= 2R > 0
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& P �	 �� ����
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 �	�	
��
� �	��
&�� 	� �#����� �	 �� �	�
���� �	������ �	 ������. (�
�	�
���	��	 	������

��
 ����	����
�
 �	� 


�	�� ����� 	� ��&� �	����� ��� �� �	� �	 ������� ���
�� �������



�� ��� ������	 
���
� �� �����
�� �� 	����	�� ��������

dV (x(t))

dt
= x(t)T

(
ATP + PA

)
x(t) + u∗T (t)BTPx(t) + x(t)TPBu∗(t) ������

���	
	���
�� ��� �����
�
�� ������ � ������ �
 ������� �� ��	
�
� ��� ���� 	��� ��	���

x(t)

x(t)T
(
ATP + PA+Q− PBR−1BTP

)
x(t) = 0

�� 	���

� �� ������
�
�
	� �� �� �����

ATP + PA+Q− PBR−1BTP = 0 ������
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x̄(k + 1) = f0(x̄(k)) + f1(x̄(k))ū(k), ����-�

��
�� k = 0, 1, . . . N � (x̄(k)) ∈ R
n, f1(x̄(k)) ∈ R

n×m � ū(k) ∈ R
m� $� �
����� �� ��
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��� ������	 
���
� �� �����
�� �� 	����	�� �������� ��

ū(k) ������ 	 
	� ��	��
����	� ��
 ������	 �������

J =
1

2
x̄T (N)Hx̄(N) +

1

2

N−1∑
k=0

{
x̄T (k)Qx̄(k) + ūT (k)Rū(k)

}
, ������

����� H,Q ≥ 0 � R > 0 ��� �	���
�� �������
	�� tf = TsN ��������	 �
 ��������� � Ts

�� �
 ������� �� ��������� ���� �� �
 
	�� ��
 ����
	��� ��	�� ��
� !���	
 
	� �	���
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H � Q ���	
��	� 
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�	 ��
 ���	�� � 
	 �	���� R ���	
��	 
	 �����#	 $�� ��� 
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��	��� �	�	 �
 ������	�

%
 ��&�$�� �� 
	 �����	�	
�'� ��� ��
	 ���
�	 
�� 
	 ��
���
�	 �� 
�����
�� $�� �	����


�� ��������� tf = TsN � �	�� �	
�	 	�� � $�� ��� ��������	�� ��� �
 #���
� �� �������(�

�� ������ ���
���� N )

J∗
N,N =

1

2
x̄T (N)Hx̄(N).

%
 ������� �� ������� �� 
	 
�� �� 
�����
 ū(N)� � �� ��������	 
��� �
 '����� �� J

�� �
 ������ ���
���� N � *���	 �	�	 
	

�
	� �
 ��������� �	�� �� ��+�� �� 
	 ���������

�	���	�

J∗
N−1,N = mı́n

ū(N−1)

{
1

2
x̄T (N)Hx̄(N) +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

}

= mı́n
ū(N−1)

{
J∗
N,N +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

}
.

%
 "	
�� �	�	 �
 ���	�� x̄(N) �� �,����� �� 
	 �
�	
�'� ��
 ������	 �� ���	
�� �� ���	��

������ ��� 
� �	���)

J∗
N−1,N(x̄(N − 1), ū(N − 1)) = mı́n

ū(N−1)

{
1

2
[f0(x̄(N − 1)) + f1(x̄(N − 1))ū(N − 1)]T H

× [f0(x̄(N − 1)) + f1(x̄(N − 1))ū(N − 1)]

+
1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

}
,

����-�

%
 "	
�� �#���� �� JN−1,N �� 
	

�
	 �� 
	 ��������� �	���	

ū∗(N − 1) = − [
fT
1 (x̄(N − 1)) +Hf1(x̄(N − 1)) +R

]−1
fT
1 (x̄(N − 1))Hf0(x̄(N − 1)),

������
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� �� �����
�� �� 	����	�� ��������

�� �����	 R 
�� �
 ������� ��
����� �������	�
[
fT
1 (x̄(N − 1)) +Hf1(x̄(N − 1)) +R

]−1


�� ���
�� �� ������ ����� ������

∂2JN−1,N(x̄(N − 1), ū(N − 1))

∂2ū(N − 1)
=

[
fT
1 (x̄(N − 1)) +Hf1(x̄(N − 1)) +R

]−1
������

�� ���
������ �� �� ������ �
�� �������	���� ���
�� �� ���� ����� � �� �� ��������

����!� �
 "���������� ������� ��� ��
����� � ū(N − 1)� #��� �� 
�������� ��
� N − 2�

����
� 
�� �� ����� �� ū∗(N − 1) �
 �� ������ �� �� ��
� N − 1� $ 
��%� ��� �� ���������

�� ����������� �� &������� �
�� ������� ������ �� ����� ������ ���� x̄(N − 1)� '������


���� �� ��
� N − 2� ������
 
�� (�)*

J∗
N−2,N(x̄(N − 2), ū(N − 2)) = mı́n

ū(N−1),ū(N−2)

{
1

2
(x̄(N))THx̄(N) +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1)

+
1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

+
1

2
ūT (N − 2)Rū(N − 2)

}
����+�

'� �,����� 
�� ������� x̄(N) ������� ��� ������� ū(N−1) $ �� �,����� x̄(N−2)� � ���

������� ��� ������� ū(N − 3)� �������
 
�� �� �,����� x̄(N − 1) ������� ��� �������

ū(N − 2)� -�� ��.����� �� ������� ū(N − 1) 
�� 
� �������� �� �� ��
� �������� �
 ������

$ x̄(N − 1) �
�� ���� ��� �� �������� �� �
����
 ����)�� 
� ����� ������� 
��

J∗
N−2,N(x̄(N − 2), ū(N − 2)) = mı́n

ū(N−2)

{
1

2
x̄(N)THx̄(N) +

1

2
[f0(x̄(N − 2)) + f1(x̄(N − 2))

× ū(N − 2)]T Q [f0(x̄(N − 2)) + f1(x̄(N − 2))ū(N − 2)]

+
1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

+
1

2
ūT (N − 2)Rū(N − 2)

}
. ������
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������� �� �� �������� �� /������ �� ������ ��
����� �
 �� ���.���� ������0� $ �
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� ������� ������ ��������� �� �������� ������ ���� �.����� �� ������� 
�.������ ū(N−2)�
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 ��$ 
������ �� ��
� ��������� � ��� .��� �� �������� ������ �
 "���������� �������
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ū∗(N − 2) = − [
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x̄T (N − k)(Qx̄(N − k) + ūT (N − k)

Rū(N − k)} ,
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fT
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]−1
fT
1 (x̄(N − k))
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Fermentación

v1 v2
1 2

Etanol + CO2

+ Sustrato
residual +
Biomasa

Azúcares
(glucosa:
sustrato)

x0

x0= Inóculo del 10 -15%



�� ��� ������	 
	 ���	
��

�� �� ��	
�� �
� �� �
����� � �� ������� ��� ����������� ��� �������� ��
������� ��������

��� �����
� �	�����
������� �� ���������� ����� ��� 
� ����
�� ��� 10%  
� � �
 ������ ��

���
������ ��� ��������������� ��
����� ��� �� �������� ����� �� �
������ ! �� �������


���� ������	 	
�	�
��������� �	� ���	�����

�� ���� ������� �� ��"�� �� ������� ���� 
���#����� ��������� �� �� ��� 
����� ���

�������� ���� ������"��� ��� $�������� �� ������ ���������� �� �� ����������


%�� 
����� &'�������� �� ��������&


S +X → X + Et

S +X
X−→ Et + CO2 ��
(�

����������� �� ������� �� �)��
�� ����  
� �� ��
����� ��
��  
��� ���������� ��� 
�����*

����� ����� ������$�� ! ����
���� �	
������ ����� ����� �� �� ��
�����


C6H2O6︸ ︷︷ ︸
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V dCi

dt
= V μi − V μCi
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dCi

dt
= μi − μCi
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�� ������ � ��� �	��	����� ������	�����

dS

dt
= −k1SX ���� 

dX

dt
= k2SX − k3Et ���! 

dEt

dt
= k4SXEn

t − k5X ���" 

dCO2

dt
= k6SXCOm

2 − k7X ���# 
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dV

dt
= F ���. 

� �� �� ������� ���	�� �� ����� �� �,��	�� F2 Ci )��
��
�

d(V Ci)

dt
= F1C1i + V (μi − μCi

) ���/0 



�� ��� �����	
�� 
� �� �
�����	���

���� �� ���	 �
��	�
�� �� ����
���	 �� ������� ��
���
���� �� �	 ���	�
�� �� ��	 ����
��

��� ����

V = f(F )
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dS

dt
= −k1SX +

F

V
(S0 − S) ������

dX

dt
= k2SX − k3Et − F

V
X ������

dEt

dt
= k4SXEn

t − k5X − F

V
Et ������

dCO2

dt
= k6SXCOm

2 − k7X − F

V
CO2 ������

dV

dt
= F ������

 !���	 ��"�
�	 ���� ��	 ����	��#
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���	����� $	�	 ���� �	�� �� ��	%

��	��� 	�#��	� ����	��#
	� &	 ��
���	�	� �� �
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F = F0 + α ∗X ∗ P ����(�

�����

F0 = 0.0095

α = 1

P = 0.02
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������	 D = F
V
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�� �� ���� 
� �	
��
� ����� �� 
� ����
� � ��� �� �������	

,(�-. μC1i ���� ����� �� �������	 ,(�(. ���
� 
� �� ������	
� �����&

V dCi

dt
= F (C1i − Ci) + V (μi − μCi)

dCi

dt
=

F

V
(C1i − Ci) + μi − μCi ,(�)/.

��� �� 
�	
�� ��� ����	��� 
� ��
���� ���� �� ���
��
�� �������� �
�	�� � CO2 ��	 ������
�

� ,(�)/. �� 
�������	 � ��	
�	�����	

dS

dt
= −k1SX +

F

V
(S0 − S) ,(�)0.

dX

dt
= k2SX − k3Et − F

V
X ,(��1.

dEt

dt
= k4SXEn

t − k5X − F

V
Et ,(��).

dCO2

dt
= k6SXCOm

2 − k7X − F

V
CO2 ,(���.
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�� ��� ������ �� ���
�
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��
�������� "� ���	�
�
��� ��� ������ �� ������

��������
	������ ��
�
$���� 	��(	
����� �� �(	
��	
� ��
����
�������
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�� ����
����
���� ��
� �� ��
���
����� �� �
����
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� �� 
��	�
��	
�� � ��
�����	
�� �� �� 	��� �� ��
�
$� �� ���
� �
����
	� ���
��

���
(	���* ���	���! 20gL−1 ��
� 
��	�
��
 � �� 40gL−1 � 60gL−1 ��
� �� ��
�����	
��+

MgSO4, 7H2O! 0.4gL−1!KH2PO4, 5gL
−1+ (NH4)2SO! 4.2gL−1+ �'�
�	�� �� ������
�!

1gL−1! �, 4.5� "� 	��� �� 
��	�
�� �� �� ���
�$ �� 25◦C � 200rpm�

��
���
�����

"� ��
�����	
�� �� 
���
$� 	�� �� 
��	��� �� 10%V
V
�� ��		���
��	�� 	���������� �� ��

���
�$ �
�������
 �� 2000mL 	�� �� ���
� ����

�� "� �����
���
� �� 
�	���	
�� ���

�� 30◦C ��� ��
��	
�� �� 200rpm� )�
� ��� �'��

������! ��� ����� �� ����� �� 	�	�� ��

������
�� � 40 g
L
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�	�����
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�
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�� �� 	��	���
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���
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��
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 	�� ���	��� 1mg
mL

�
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����
�� 10000rpm+ 10min � �����
���
� ���
����! �� ���

�
�� 4◦C
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� ����'
���� 
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�
 �

�� �� �������	0 	��������
�����0 � �
�
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� 0.9mLmin−1 ���	����� (99.99%) 1))2�
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"��� ������� �� #$% �� ��������� ����� 
� ������� ������ ���� ������� ��� �������� A �

B
 �� ������� � �������� �� ������������� �� �� ��������� ������
� ��
������� &'�()*�&'���*

���������� �
 �������������� ������� �������

ẋ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Ṡ

Ẋ

Ėt

˙CO2

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

−k1SX

k2SX − k3Et

k4SXEn
t − k5X

k6SXCOm
2 − k7X

⎤
⎥⎥⎥⎦+

⎡
⎢⎢⎢⎣
D(So − S)

−DX

−DEt

−DCO2

⎤
⎥⎥⎥⎦ u &+�(*

,� ������� � ����
��� ��� �
���� �� ��
������� �������� �� �-���� .�/����%������


������ � �
� ��� ��
������� ��� ���0������� � ��� ��������� �� �������������
 ����� �� ��

�����!������ �� ������� �� �������

�)
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x∗ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

S∗

X∗

E∗
t

CO∗
2

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
1.285

7.316

23.91

9.37

⎤
⎥⎥⎥⎦
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�
��
� �= 0 � �� ����� �� �� �
�

���� �������

X̄ = X −X∗

S̄ = S − S∗

Ēt = Et − E∗
t

¯CO2 = CO2 − CO∗
2
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�����

∂f(x)

∂x̄
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂
∂S̄
f1(x̄)

∂
∂X̄

f1(x̄)
∂

∂Ēt
f1(x̄)

∂
∂ ¯CO2

f1(x̄)
∂
∂S̄
f2(x̄)

∂
∂X̄

f2(x̄)
∂

∂Ēt
f2(x̄)

∂
∂ ¯CO2

f2(x̄)
∂
∂S̄
f3(x̄)

∂
∂X̄

f3(x̄)
∂

∂Ēt
f3(x̄)

∂
∂ ¯CO2

f3(x̄)
∂
∂S̄
f4(x̄)

∂
∂X̄

f4(x̄)
∂

∂Ēt
f4(x̄)

∂
∂ ¯CO2

f4(x̄)

⎤
⎥⎥⎥⎦
x̄ = x∗

ū = u∗

∂f(x)

∂ū
=

⎡
⎢⎢⎢⎣

∂
∂ū
f1(x̄)

∂
∂ū
f2(x̄)

∂
∂ū
f3(x̄)

∂
∂ū
f4(x̄)

⎤
⎥⎥⎥⎦
x̄ = x∗

ū = u∗

#�� ���
������ �� ��� ���
����� ����
���� ����

∂f(x)

∂x̄
=

⎡
⎢⎢⎢⎣
−k1X̄ +D −k1S̄ 0 0

k2X̄ k2S̄ −D −k3 0

k4X̄Ēt
n

k4S̄Ēt
n − k5 nk4X̄S̄Ēt

n−1 −D 0

k6X̄ ¯CO2
m

k6S̄ ¯CO2
m − k7 0 mk6X̄S̄ ¯CO2

n−1 −D

⎤
⎥⎥⎥⎦
x̄ = x∗

ū = u∗



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

∂f(x)

∂ū
=

⎡
⎢⎢⎢⎣
(So − S)

−X

−Et

−CO2

⎤
⎥⎥⎥⎦
x̄ = x∗

ū = u∗
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����� ���� ��	 	
 ����	�� ��	�	 �	 
�

������

ẋ = Ax+Bu �����

�	 ����	
	 	
 ����	�� 
�
	�
����� �	 
� ����� �������

˙̄x =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−0.3558 −0.0643 0 0

0.0699 0.0023 −0.0006 0

0.2434 0.0422 −0.0088 0

0.0941 0.0156 0 −0.0091

⎤
⎥⎥⎥⎦ x̄+

⎡
⎢⎢⎢⎣

38.7150

−7.3160

−23.9100

−9.3700

⎤
⎥⎥⎥⎦ ū

�
� �	� �	�
����� 
� 
�
	�
������
 �	 ����	�	 � �	�� ��� 
� ��
���
���
���� �	
 ����	��!

�	 ����	
	 
� ������ �	 ��
���
���
���� C ∈ R
n×n � �	 �	�� �� ��	 �	� �	 ��
"� n�

C =

[
B
���AB

��� . . .
���AN−1B

]

#� ������ �	 ��
���
���
���� �
 �	� ��� ��
��
�� 
�
	�
�	
�	 �
�	�	
��	
�	�! ��	
	 �


��
"� �	 4$ ��� 
� ��
�� 	� 
���
�	
�	 ��
���
��
	�

C =

⎡
⎢⎢⎢⎣

38.7150 −13.3047 4.5603 −1.5629

−7.3160 2.7015 −0.9286 0.3183

−23.9100 9.3247 −3.2064 1.0990

−9.3700 3.6151 −1.2431 0.4261

⎤
⎥⎥⎥⎦

%
 ��
���
 u ���� 	
 ����	��! �	 ����	
	 ��
 
� ��
������
 �	 
� 
	� �	 &�
���
 '	"�
����

&����(���� #�
	�
 ����)�! ��
�	 	
 ��
�� �	 R 	� �	 
��� �������� � 	��	 	� ���� ��� 	


������� � P 	� �
� ��
����
 �	 
��� �������� �	 
� 	������
 �
"	������ �	 '������ *�)+�

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0

��
�	�

A 	� 
� ������ A �	
 ����	��



�� �������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������


B �� �� ���	
� B ��� �
�����


 Q �� ��� ���	
� ����
�� ���
�
�� �	������� ��	 �� ����	
��

K∗ =R−1BTP.

K∗ = [k11 k22 k33 k44]

��	� �� ������
�� �� �� ���	
� K∗ �� ���� ��� ��� �	��	��� ������ � !"# ��� ��


���	���
�� ��		������
���� �� ����	�����	 $�������	 %���	&�
�� �
�����

[k s e] = lqr (ABQR)

�� ���	
� A 
 B ��� ����� ��	 �� �
����
���
�� '(��!) �� �	����� �� ���	
� Q

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

9
1000

0 0 0

0 2 0 0

0 0 1
10

0

0 0 0 2
10

⎤
⎥⎥⎥⎦ y R = [10000]

�� �������� �	
 �	�	���	
 
���	��� �� 
����	�� ������ � 
� �
���
���	� �� �� 
�
��
	

�� ����	�� 
� ��
��	 �� ������� ��� ��	��
���	���� �� �
�	�� �	� ����

x(t) → xss ��	��� t < ∞

����� x(t) 
�� ��
 �
�	��
 ��� 
�
��
	 ��� 
� ������ 
���� � xss �
 �� �	��� �� �	 ���������	

��� ������� �� �
�	��� � �
 ���
�	��� 

e(t) = x(t)− xss

�� �	��� e(t) �����
���	 �� ����� � ��� �� ������� 
� �������� �����	 	 ���� 

��
 ��
���	��
 �� �	 �
���
���	���� �� 
�
��	���� 
� 
��
��	� �� �� �	�!���� "

������ ����	�
 �� 
��
�
 �
 ��	�����
 ������ ��	� 

 ���	
����	

��
	����� 
� ��������

#� �
�	 
������ 
� ���
���	 �	 	����	���� ��� ������� 
������
� 
���	��� �� �������

�� �	 �����	
	���� ���$
��	� 	 �� ������	���� ����	���� �������	 �	�	 ��	 ��	��	 ��



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

��������	
 ��
� ����	� ���������� ����� 	�� ���������� ������	�� �� ������ [S X E C] 


�� ������	� �� ������� �� D
 ��������������� � 	� ���� �� ��	����� D = F
V

�

dS

dt
= −k1SX +D(S0 − S)

dX

dt
= k2SX − k3E −DX

dE

dt
= k4SXEn − k5X −DE

dC

dt
= k6SXCm − k7X −DC �����

������ ����	� �
 ���
�� �������� ���� �	 ���������� ��������
 �


��
��
��

�	 ����	� �� 	� �	���� ����������� � �� ������� �� 	����	
 ��� 	� ��� �� ����������

��	������ �	 ������ �� ������������ �� ��	��� �	 ������ �� �������� �� ��� ���� 
 ��

��!���� ���� Ts 
 t = kTs
 ����� k = 0, 1, 2, ...N � "� �������� ���� �	 ������ �� ������

��	 ����	� ���� ���� ��� ����� �� ���������� ����#

d

dt

⎡
⎢⎢⎢⎣
S(t)

X(t)

E(t)

C(t)

⎤
⎥⎥⎥⎦ ≈ 1

Ts

⎡
⎢⎢⎢⎣
S(k + 1)− S(k)

X(k + 1)−X(k)

E(k + 1)− E(k)

C(k + 1)− C(k)

⎤
⎥⎥⎥⎦ �����

"� �������������� ��	 ����	� �����
 �� ��������� �� 	� ���������  ����#

x̄(k + 1) = f0(x̄(k)) + f1(x̄(k)ū(k)) ���$�

�����

x̄(k) = [S(k) X(k) E(k) C(k)]T ���%�

f0(x̄(k)) =

⎡
⎢⎢⎢⎣

S(k) + Ts(−k1S(k)X(k))

X(k) + Ts(k2S(k)X(k)− k3E(k))

E(k) + Ts(k4S(k)X(k)E0.09(k)− k5E(k))

C(k) + Ts(k6S(k)X(k)C0.07(k)− k7X(k))

⎤
⎥⎥⎥⎦ ���&�



�� �������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������


�

f1(ū(k)) =

⎡
⎢⎢⎢⎣
Ts(S0 − S(k))

−Ts(X(k))

−Ts(E(k))

−Ts(C(k))

⎤
⎥⎥⎥⎦ ū(k) = [D(k)] �����

������ �����	
 �
� 
������ �������	� ���� 
� 	��
�� 
� 
�������

�	 
��
��	 �����
��� ��� ����
� �	 ��
��� ���
��
� x̄(k) ��	 ���
��� ���
��
� �� 	����	

������ �� 
�������� ��� �	 ����� �� 	����	 f0(.) ��
� ������� 
�� �����

� � 	�� ������� 


��� �����!�� ��� �	 ������ �� �� ���
� 
���
��
� �� �	 ���
��� ������ ��
� ��
������ ���

f0(0) = 0 
����� �	 !�

�� �� 
��
��	 ū(k) ∈ R �� ����	 � 
��� � k = 0, 1, ..., N � ����

�	����� N ∈ N�

"� ��
������ 	� �������
� �����
��� ���� ���
����� 	� 
��
��	���	���� �� ���
���� ���
��
���

���������	�	
�
� �	 ��� x0, x1 ��� 
��
��	��	��� �� �#��
� ��� ��
���
�� �� 
��
��	��

�������	�� ū(k) 
�	 ���� �	 ���
��� ������� ��� ������ �� 
����$����� �� x0 � x1 �� N �����

���
���

�	 ����	� �� 	� �	��
� �����
��� �� 
��
���� �� �� ���
��� �� 	����	 ����
� ��� ��


���	� 
�� 	�� ����
����� �� ���������
��� � %������������ �� ��� �		� ���� �� 	����	�&�

���� ��
���� 	� ��
��& �� 
��
��	���	���� � ��
� ���� ������ ����� �	��� ���� ����� �� 


��	�
�� ��� 	� �	��
� ��� 	�
�	���
� 
��
��	��	��

�	 ��$���� �� 	� ��������
��� ������
� �� �������
� ��� '(�) �� ��
� 
��� �� ��
����

�	 �	����
�� �� ����
� ���� ���	����
�� �	 ����	���� � 
��� �	 ��
��� �� 	� 
��*
�
� ��

	����	 ������

J =
1

2
x̄T (N)Hx̄(N) +

1

2

N−1∑
k=0

{
x̄T (k)Qx̄(k) + ūT (k)Rū(k)

}
���+�

�� 	� �
��
��� ���+� �� ����� �	 ,���
� �� �������-�� �	 ����� ������&� 
�� �����

�

� 	� ��
���
�� �� 
��
��	 ū(k) ����
� � 	�� 
����

����� ��	 ���
��� ������

����� H,Q ≥ 0 � R > 0 ��� ��
��
�� ���*
��
��� tf = TsN ��
������ �	 %���&��
� � Ts

�� �	 ������� �� ����
���� .��� �� �	 
��� ��	 /���	���� .�����
�
� 0����	 	�� ��
��
��



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

H � Q �����	
�� �� ���
������	� ��� ������ � �� ����	
 R �����	
� �� ������� ��� ����

�������	� ���� �� �������

�� �������� �� �� ���	�	
��	�� �� ��������� ����� ��������� �� �������	� �� ���������

������	��� ū(k) ��� �	�	�	�� �� ���	�� �� ��������� ����	�� ��� � �!" ��#��� � ��� ���$

������	�� �� �� ������ � ��"�

%� ������ ���� ����	�� ��� ��� �����	���� � ��" � �� ���	�� �� ��������� �������	�� � �!"�

&'���( �� ��������� �� ���	�� ����� �� ������� � �� �������	� �� ��������� ������	��

ū(k)�

u∗(k −N) = E(k)q33Ts

[
E(k)− Ts (K5X(k)

q33E0.09(k)T 2
s + q11S2

0T
2
s − 2q11S0T 2

s S(k)

−E0.09(k)K4S(k)X(k))

+q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k) +R

]
− q11Ts(S0 − S(k))[

S(k)−K1TsS(k)X(k)

q33E0.09(k)T 2
s + q11S2

0T
2
s − 2q11S0T 2

s S(k) + q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k) +R

]

+ q44TsC(k)

[
C(k)− Ts(K7X(k)

q33E0.09(k)T 2
s + q11S2

0T
2
s − 2q11S0T 2

s S(k) + q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k)

−K6C(k)0.07S(k)X(k))

+q22T 2
sX

2(k) +R

]
+ q22TsX(k)

[
X(k)− Ts(E(k)K3

q33E0.09(k)T 2
s + q11S2

0T
2
s − 2q11S0T 2

s S(k)

−K2S(k)X(k))

+q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k) +R

]
� �)*"

����� K1, K2, K3, K4, K5, K6, K7 ��� ���������� ��� �	����� � ��� ����	��� H, Q �

R ��� ����	��� �� �� �	��	���� +�����

H =

⎡
⎢⎢⎢⎣
h11 0 0 0

0 h22 0 0

0 0 h33 0

0 0 0 h44

⎤
⎥⎥⎥⎦ , Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣
q11 0 0 0

0 q22 0 0

0 0 q33 0

0 0 0 q44

⎤
⎥⎥⎥⎦ y R = [�������] � �))"

%�� ����	��� H � Q ��� �	�,��	��� � ���	����	��� ���	�	
��( �	������ ��� �� ����	
 R

�� ����	�� ����	�������� ���	�	
��

%� ������ �� ���� �� �� ��+���� �� �� ���������	�� �	���	�� � 	�	�	� ��� �� �������	�

�� ��������� ��� ������ ��� '��	
���� tf = TsN ( ���� '��	� ����� ��� ���� ������	����



�� �������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������


��� �� �	
��� 
� 
�
������ �	 ������ 
�
����� N �

J∗
N,N =

1

2
x̄T (N)Hx̄(N)

�� ������ ��
� 
� ��	
�
��� ��� �� ����� ������ ���� �� ��	���� ū∗(k) �
 ����� � �����

�
� ��� �� �	
��� 
� 
�
������ 	� 
���	
� 
� �� ��� 
� ��	���� ū(k)� 
� �����
� ��


�
���� ������ x̄(N) 
���	
� �	�����	�� 
�� ��	���� ū(N − 1)�  �� �� ��	��� �� �	
���


� 
�
������ J∗
N,N 
��! �� ����� ������ 
� J �	 �� ��
� N � "�	 ��#����� ���� ���$� 
�


�
������� 
�

� N−1 � N � �%��� �� 
�
������� 
� �� ������&����	 ��	 ��
����� �� ��	����

ū(k) ���
��

J∗
N−1,N = mı́n

ū(N−1)

{
J∗
N,N +

1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

}
���'(�

�	 ������ �� �
��
� x̄(N) 
���	
� 
�� ��	���� ū(N − 1)� ��� �� ���� 
� 
� 
�
������ 
�

��
� 
����%� �� 
�
���� ���$� ���
� �)���
�
� �	 �� 
�����	�� �������	�

J∗
N−1,N(x̄(N − 1), ū(N − 1)) = mı́n

ū(N−1)

{
1

2
[f0(x̄(N − 1)) + f1(ū(N − 1))]T . . .

. . .×H [f0(x̄(N − 1)) + f1(ū(N − 1))]

. . .+
1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1)

}

���'��

�� �	
��� 
� 
�
������ ���'�� �%��� 
��� 
���	
� 
� ������
 �	 x̄(N − 1) � ū(N − 1)

� ���� x̄(N − 1) �	 �
�� ��
� 
���	
� 
� ū(N − 2) ���#�*	 
� ���
� �	��	���� �	

��	��� ��	 ��
����� � ū(N − 1)� �
 �������	�� ��	���	�� ��� �� �	
��� 
� 
�
������

�	 �� �)���
��	 ��
���
� �	��������	�� 
�	��� ��� �
 +�������	�� ��	��)� � �
 	���
����

��	
�
���� ��
 ��	
����	�
 
�,���	��
 ���� ����	��&�� �	 ��	��� ������

∂JN−1,N

∂ū(N − 1)
= 0, ���'��

-�	 �� ������� ��	
����	 	���
���� �
��#����
� �	 ���'��� 
� 
������	� �� 
�����	��

��	����

ū∗(N − 1) = − [
fT
1 Hf1 +R

]−1
fT
1 Hf0 (x̄(N − 1)) , ���'��

"� 
������	� ��� �)�
�� �� �	���
� ����
[
fT
1 Hf1 +R

]
� 
�
� ��� �� �����& R �
 ��
������

.� 
���	
� ��	
����	 	���
���� 
� 
�,	� 
� �� 
�����	�� +�����

∂2JN−1,N(x̄(N − 1), ū(N − 1))

∂2ū(N − 1)
> 0, ���'��



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

�� ������	
 ��
��� ������
 �� ������� �
����� �� �� ������
�� �����

∂2JN−1,N(x̄(N − 1), ū(N − 1))

∂2ū(N − 1)
=

[
fT
1 (x̄(N − 1)) +Hf1(x̄(N − 1)) +R

]−1
��
���

��� �� ��
��� �� ������	
 ��
��� �� �������
�  �� �� 	����� �������
��
 !"���� ����

�������� �� �
���
�� N−2� �� ��
���� ū∗(N−1) �� �� #���� 	����� �
 �� �
���
�� N−1 $ ���

�� ��������� �� ����������� �� %��"��� &�����
 ���"� ��
���� �� 	����� ���� x̄(N − 1)


'��"� �� �
������� �"��� �� (
���� �� �������)�  ���� �*������� �� �� ������
�� �����

���� �� �
���
�� (N − 2)


J∗
N−2,N(x̄(N − 2), ū(N − 2)) = mı́n

ū(N−1)ū(N−2)

{
1

2
x̄T (N)Hx̄(N) + . . .

. . .+
1

2
x̄T (N − 1)Qx̄(N − 1) +

1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2) + . . .

. . .+
1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1) +

1

2
ūT (N − 2)

}
. ��
�+�

,� �-����� ��� �(
��� ����� �
 �� �
���
�� ū(N − 2) �� 
�������� ���� ��������� ��� ����

�����"� �� �� ������	
 �� ������ ��
�� �
 �����
�� �� x̄(N − 1) $ ū(N − 2).

J∗
N−2,N(x̄(N − 2), ū(N − 2)) = mı́n

ū(N−2)

{
1

2
x̄(N)Hx̄(N)+

1

2
[f0x̄(N − 2) + f1ū(N − 2)]T Q [f0(x̄(N − 2)) + f1(ū(N − 2))] +

+
1

2
x̄T (N − 2)Qx̄(N − 2) +

1

2
ūT (N − 1)Rū(N − 1) +

1

2
ūT (N − 2)Rū(N − 2)

}
. ��
�/�

�� ������	
 ��
�/� �� ��������
�� ��
#�*� ��� ū(N − 2) ����
��0�
�� �
 �(
��� �����


��� ��  ��� "����
�� ��� ��� ��
���� ���	����� $ ������
� �� ��
����	
 
�������� 
1����

� �
 ��
���.

ū∗(N − 2) = − [
fT
1 Qf1 +R

]−1
fT
1 Qf0 (x̄(N − 2)) .

2� ������� � ��
�����0�� �� ������	
 �� �� ������
�� �����.

J∗
N−k,N(x̄(N − k), ū(N − k)) = J∗

N−k+1,N +
1

2
x̄T (N − k)Qx̄(N − k) + . . .

. . .+ ūT (N − k)Rū(N − k)

ū∗(N − k) = − [
fT
1 Wf1 +R

]−1
fT
1 Wf1(x̄(N − k))

��
��W = H k = 1 $W = Q ���� k = 2, 3, . . . , N



�� �������� 	
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��� �� ������������
 ������


�� ����	
� ��	

�
�	 �� ����������

∂2JN−k,N(x̄(N − k), ū(N − k))

∂2ū(N − k)
=

[
fT
1 (x̄(N − 1)) +Hf1(x̄(N − 1)) +R

]−1

�� �����
� ��� 
�� ��	

�
�	�� 	������
�� �� ������� ��� �� ���
�����	 ���� ��
� �
����



������ (N − k) � �� ����	�
�� �� ��
���	�
� 
� �	 ��	
�� ���� �� �	

�� 
� 
��������

� !"#! $�� �� ���% �� ����
��� �� ����
���
�	 �	 ��� ����
��� � !&#% � !�# � � !''#! (� ���
�	�

�� ��	���� 
� �� ����� ū∗(N − k) �	 � !')#!

��������	
����

��� ����
��� H,Q � R ����	�
��	 ��� �� ��	���� ����� ��	 ��
� �� ����
�!

*� ��	�����
�� �� ��	������ ��	 ���� �� ����� 
� ����� 
	�����% 
� ��� ����� ���%

���
� �������
� 
� �� �
��
�	�� ������

x̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

Serror = Ss1(k)− SDes(k)

Xerror = Xx1(k)−XDes(k)

Eerror = Ee1(k)− EDes(k)

Cerror = Cc1(k)− CDes(k)

⎤
⎥⎥⎥⎦


�	
� ��� ���
����� 
�� ������� ��	 Ss1(k), Xx1(k), Ee1(k), Cc1(k) � ��� ������� 
�

������	�
� ��	 SDes(k), XDes(k), EDes(k), CDes(k)!

*��� �����
��� �� ���
��
� ���� ��	������ �� ����
� 
� �� ���	�� 

�����
��
� 
�� �
�+

�������� ������
�	 ��	�
	��! ,��� ��	�
�	�� ��� ��� ���-������ � �� ���	�� �����	 

�	+

�
.��
�� 
� ����� �����
��	���! *� ��	�����
�� ��� ��������
� �	 ����/��� 0����� �

(
���
	1 � ��� �������
�� �� �������	 �	 �� �������� 2!

������ ����	
��
 ��
�
����� ����
	 �


 �	 ���
�
���
 ���

����

�� 	��� 
	�����
��

*� �34 �� �	 ��	���� �
	��� � ���� ���
����� � �� ���	�� �� 	������
� �
	���
��� �� ��
���

� ����	�� ��� ����
��� � � 5% �� �����
� � ����
��� �� �
	���
���
�	 
� �� ������
�	 ����

��
��	��
� �����
�	�� ��!''#+��!'2# ����	
�	
� �� �������	���
�	 �����
� ����
�!
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��� �� ������������
 ������
 ��

ẋL =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ṠL

ẊL

˙EtL

˙CO2L

V̇L

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−k1SLXL

k2SLXL − k3EtL

k4SLXLE
n
tL − k5XL

k6SLXLCOm
2L − k7XL

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

F

VL

(So − SL)

− F

VL

XL

− F

VL

EtL

− F

VL

CO2L

F

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
uL ������

	
 ��
�

� �� 
�� �
���� �� ��
�
����� �� ���
��� �������� �
 ������ ������� ��!���"

������ � �
� 
�� ��
������� ��� ���#
������ $ !�$ ��������� �� �%��������
��" ��� 
�

�����" ����� �� 
� �
���&����'� �� ������� �� 
����
�

x∗
L =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S∗
L

X∗
L

E∗
tL

CO∗
2L

V ∗
L

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1.022

14.02

56.41

10.95

1.3834

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(�� )�� �
� �� ������ 
�� �
���� �� ��
�
����� �� ���
��� 
� ������ �� )�����
�" ����

�
� �
 �
��� �� ��
�
����� �= 0 $ �� ��������� �� 
� ��*
����� ������+

X̄L = XL −X∗
L

S̄L = SL − S∗
L

ĒtL = EtL − E∗
tL

¯CO2L = CO2L − CO∗
2L

V̄L = VL − V ∗
L

,�� 
� &��
���� �� ������� 
� ����
� ���������� 
����
 ���� �
 ������� �� 
����
" ��

��������� �
� 
�� )�����
�� ��
� ������ 
�*��� ���)����'� �� �
*
�� �������'� �� �������'�"

$ �� ������� � �%������ �� ������ �� -�$
�� �
������� ��
 �
��� �� �������'� .��/ $ ��

��
�

�� 
�� ����)���� ������
��+
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∂f(x)

∂x̄L

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂
∂S̄L

f1(x̄L)
∂

∂X̄L
f1(x̄L)

∂
∂ĒtL

f1(x̄L)
∂

∂ ¯CO2L
f1(x̄L)

∂
∂V̄L

f1(x̄L)
∂

∂S̄L
f2(x̄L)

∂
∂X̄L

f2(x̄L)
∂

∂ĒtL
f2(x̄L)

∂
∂ ¯CO2L

f2(x̄L)
∂

∂V̄L
f2(x̄L)

∂
∂S̄L

f3(x̄L)
∂

∂X̄L
f3(x̄L)

∂
∂ĒtL

f3(x̄L)
∂

∂ ¯CO2L
f3(x̄L)

∂
∂V̄L

f3(x̄L)
∂

∂S̄L
f4(x̄L)

∂
∂X̄L

f4(x̄L)
∂

∂ĒtL
f4(x̄L)

∂
∂ ¯CO2L

f4(x̄L)
∂

∂V̄L
f4(x̄L)

∂
∂S̄L

f5(x̄L)
∂

∂X̄L
f5(x̄L)

∂
∂ĒtL

f5(x̄L)
∂

∂ ¯CO2L
f5(x̄L)

∂
∂V̄L

f5(x̄L)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x̄L = x∗

L

ūL = u∗
L

∂f(x)

∂ūL

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂
∂ūL

f1(x̄L)
∂

∂ūL
f2(x̄L)

∂
∂ūL

f3(x̄L)
∂

∂ūL
f4(x̄L)

∂
∂ūL

f5(x̄L)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x̄L = x∗

L

ūL = u∗
L

��� ����	
���� �� 	�� ���
����� ����
�	�� ����

∂

∂S̄L

f1(x̄L) = −k1X̄L − F

V̄L

∂

∂X̄L

f1(x̄L) = −k1S̄L

∂

∂ĒtL

f1(x̄L) = 0

∂

∂ ¯CO2L

f1(x̄L) = 0

∂

∂V̄L

f1(x̄L) = − F

V̄ 2
L

S̄L

∂

∂S̄L

f2(x̄L) = k2X̄L

∂

∂X̄L

f2(x̄L) = k2S̄L − F

V̄L

∂

∂ĒtL

f2(x̄L) = −K3

∂

∂ ¯CO2L

f2(x̄L) = 0

∂

∂V̄L

f2(x̄L) =
F

V̄ 2
L

X̄L



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

∂

∂S̄L

f3(x̄L) = k4X̄LĒtL
n

∂

∂X̄L

f3(x̄L) = k4S̄LĒtL
n − k5

∂

∂ĒtL

f3(x̄L) = nk4X̄LS̄LĒtL
n−1 − F

V̄L

∂

∂ ¯CO2L

f3(x̄L) = 0

∂

∂V̄L

f3(x̄L) =
F

V̄ 2
L

ĒtL

∂

∂S̄L

f4(x̄L) = k6X̄L
¯CO2L

m

∂

∂X̄L

f4(x̄L) = k6S̄L
¯CO2L

m − k7

∂

∂ĒtL

f4(x̄L) = 0

∂

∂ ¯CO2L

f4(x̄L) = mk6X̄LS̄L
¯CO2L

n−1 − F

V̄L

∂

∂V̄L

f4(x̄L) =
F

V̄ 2
L

C̄O2L

∂

∂S̄L

f5(x̄L) = 0

∂

∂X̄L

f5(x̄L) = 0

∂

∂ĒtL

f5(x̄L) = 0

∂

∂ ¯CO2L

f5(x̄L) = 0

∂

∂V̄L

f5(x̄L) = 0
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 ������


∂

∂ūL

f1(x̄L) =
SL

VL

∂

∂ūL

f2(x̄L) = −XL

VL

∂

∂ūL

f3(x̄L) = −EtL

VL

∂

∂ūL

f4(x̄L) = −CO2L

VL

∂

∂ūL

f5(x̄L) = 1

��� ����	
� �
 ����
���
� 
� ��� ������ �
 
��
�
�	
� ��	� ��
 
� �
��
�� ��
�
 �
 ��

��	���

ẋ = Ax+Bu ������

�� �
��
�� �
�
��
���� ���� �� ��	�� �������

˙̄xL =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−0.3775 −0.0266 0 0 −0.3666

0.1339 −0.0033 −0.0006 0 0.1319

0.5666 0.0409 −0.0120 0 0.5306

0.1079 0.0069 0 −0.0123 0.1030

0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
x̄L +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

28.1755

−10.1345

−40.7763

−7.9153

1.0000

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
ūL

�� �
�
��
���
�� ��� �
� �
	�
����� 
� �
 �

��
 ���� 
� �
	
!��	 �� ����	����
�
��� �
�

�
��
��� ��	� 
��� �
 �"����� �� ���	
� �
 ����	����
�
��� C ∈ R
n×n 
� 	�� � �

�
 ��
 �
	

�����
��� 
� �
�
	 	�� � n�

C =

[
B
���AB

��� . . .
���AN−1B

]

�� ���	
� �
 ����	����
�
��� �� ���

	 ��� �������� �
�
���
��
 
��
�
��

��
�� �

�
 ��

	�� � �
 5# ��	 �� ������ 
� ������
��
 ����	�����
�

C =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

28.1755 −10.7345 3.9474 −1.4515 0.5337

−10.1345 3.9597 −1.4592 0.5366 −0.1973

−40.7763 16.5684 −6.1185 2.2502 −0.8274

−7.9153 3.1709 −1.1701 0.4303 −0.1582

1.0000 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

�� ����	�� u 
�	� �� 
�
����� 
� ������� ��� �� �
�������� �� �� ��� �� ����	�� ��������	

����	����� ������ ����� � ����� �� !���	 �� R �
 ��"���� 
�
���!� � �
�� �
 ���� 
�	 ��

�
��	�� � P �
 ��� 
������� ��"���� 
�
���!� �� �� �������� �����	���� �� ������� #��$�

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0

�����%

A �
 �� ���	�& A ��� 
�
����

B �
 �� ���	�& B ��� 
�
����

� Q �
 ��� ���	�& ��"���� 
�
���!� 
	�
��
�� 
�	 �� �
��	���

K∗ =R−1BTP.

K∗ = [k11 k22 k33 k44 k55]

�� ������� �� �� ���	�& K∗ 
� 	����&� �������� �� 
�'�(�	� )*+�*, �-�.� ��� �� ��
�	��/

���� ��		�

�������� �� ����	�����	 ��������	 ����	����� �������

[k s e] = lqr (ABQR)

��
 ���	���
 A � B 
�� ����
 
�	 �� �������&����� ����� 
� 
	�
��� �� ���	�& Q

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4.3 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 26

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y R = [100000]

��
 ��������
 
� �������� �������� �� 
�'�(�	� )*+�*, � 
� ��
�������� �� �� 
�
����

�� ������� 
� 
	����� � ��
�0�	 �� ����	�� 
�	 	������������� �� �
���� ��� 1��%

x(t) → xss ������ t < ∞
����� x(t) 
�� ��
 �
����
 ��� 
�
���� 1�� 
� 
����� ����	 � xss �
 �� !���	 �� �� 	�'�	�����

1�� 
	�
��� �� �
��	�� � �
 ���
������

e(t) = x(t)− xss

�� !���	 �� e(t) 	�
	�
���� �� �		�	 � ��� �� ����	�� 
� 
	������ ������ � ��	��

��
 	�
������
 �� �� ��
����������� �� 
��������� 
� ���
�	�� �� �� ��
2���� �
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������ ����	�
 �� 
��
�
 �
 ��	�����
 ������ ��	� 

 ���		
����	

��
	����� 
� 
��
 �
��
�����

�� �� ����	
� ����
 �� ���	���	
� �� ���� �� �	��������� ������	
� ����	���� ������

�� ���	�� �� �	��� ������	�� �� ������� ���
��	�� ���� �� ���� ���� ���� �� �	���������

������	
� ���� ��	������� ���� �� �������	
� �� �	������� �� ����� �� ������ �������	��

�� ������� �� ���

�

dS

dt
= −KA1SX +

F

V
(S0 − S)

dX

dt
= KA2SX −KA3E +

F

V
(X)

dE

dt
= −KA4SXEn −KA5X − F

V
(E)

dC

dt
= KA6SX − Cm −KA7 − F

V
(C)

dV

dt
= F ���

�

����� ��� ���	����� �� ������ ��� [S, X, E, C, V ]� �� ���	���� �� ������� �� F � �	������

��� ��� ���������� ��� KA1, KA2, KA3, KA4, KA5, KA6, KA7, n = 0.1±σ  m = 0.07±σ�

������ ���

� 
� ��
��� ����	
�� ��	� 

 ���	
����	 ��
	����� 
�


��
 �
��
�����

�� ������	����� ��� �� ����	!� �� �� ����	
� ����" ���� �� �	�������� �� ����	���� ���#

�	$� �� ���	�� ���� �� ���� ��	�������� �� ������ �� �	�����	!� ��� �� �����	���	
� ��

�����  �� �	���� �� ��%�	�� ���� Ts  t = kTs� �� ���	���� k = 0, 1, 2, ...N �
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 ������
 ��

d

dt

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S(t)

X(t)

E(t)

C(t)

V (t)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≈ 1

Ts

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S(k + 1)− S(k)

X(k + 1)−X(k)

E(k + 1)− E(k)

C(k + 1)− C(k)

V (k + 1)− V (k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

�	 
��
�����	
��� 
�� ��
��� ������� �� ������	
� 
� �	 ��������� ����	�

x̄A(k + 1) = f2(x̄A(k)) + f3(x̄A(k)ūA(k)) ������


��
�

x̄A(k) = [S(k) X(k) E(k) C(k) V (k)]T ������

f2(x̄A(k)) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

S(k) + Ts(−kA1S(k)X(k))

X(k) + Ts(kA2S(k)X(k)− kA3E(k))

E(k) + Ts(kA4S(k)X(k)E0.09(k)− kA5E(k))

C(k) + Ts(kA6S(k)X(k)C0.07(k)− kA7X(k))

V (k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

�

f3(ūA(k)) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Ts

(
S0−S(k)
V (k)

)
−Ts

(
X(k)
V (k)

)
−Ts

(
E(k)
V (k)

)
−Ts

(
C(k)
V (k)

)
Ts

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

ūA(k) = [F (k)] ���� �

������ ����	
� ��
 �	���	
 �������
	 ���� �� ��	������	� 	�����

���� �� 
	�� �
�
�����	

!� �	 ��"��

��� ��#��� �� ������	 �� ������� 
�� 
��	������ 
�� 	�������� ��"�������

$%��	� �	�	 ���� 
	�� 
� ����
�� %	����� �� ����� 
��	������ �	�	 �� "�����	
��� ����

	������	
�� 
	"� ���
���	� &�� �� �	��� �� �� ����	��

'� ������� �� ��������� (�
�
� 
� 
������)��

Ja =
1

2
x̄T
A(N)H1x̄A(N) +

1

2

N−1∑
k=0

{
x̄T
A(k)Q1x̄A(k) + ūT

A(k)R1ūA(k)
}

����*�



�� �������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������


����� ���	
�� 
������� ��� ��������� �� ��������� ������ � ��� ������������ ��� �����
�

���		� H1, Q1 ≥ 0 � R1 > 0 ��� 
������� ��
�������� tf = TsN �����
��� �� ��������� �

Ts �� �� ������� �� 
��������

�� �������� ��������� �� ��������� �� ��������� ��� 
���
���� �� ������ �� ����
����

����� ���� ���	
�� ����������� �� 
���
� ����� ���� �� �����
� ���		��

u∗
Ali(k −N) = V (k)q44TsC(k)

[
E(k)− Ts (KA5X(k)− E0.09(k)KA4S(k)

q55V 2(k)T 2
s +RV 2(k) + q33E2(k)T 2

s + q11S0T 2
s S(k)

X(k))

+q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k)

]
− q55V

3(k)

[
S(k)−KA1

q55V 2(k)T 2
s +RV 2(k)

TsS(k)X(k)

+q33E2(k)T 2
s + q11S0T 2

s S(k) + q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k)

]
+V (k)q33E(k)×[

E(k)− Ts (KA5X(k)− E0.09(k)KA4S(k)X(k))

q55V 2(k)T 2
s +RV 2(k) + q33E2(k)T 2

s + q11S0T 2
s S(k) + q44C2(k)T 2

s + q11T 2
s S

2(k) + q22T 2
sX

2(k)

]

+ V (k)q22TsX(k)

[
C(k)− Ts(KA7X(k)

q55V 2(k)T 2
s +RV 2(k) + q33E2(k)T 2

s + q11S0T 2
s S(k)

−KA6C(k)0.07S(k)X(k)

+q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k)

]
−V (k)q11Ts(S0−S(k))

[
X(k)− Ts(E(k)KA3

q55V 2(k)T 2
s

−KA2S(k)X(k))

+RV 2(k) + q33E2(k)T 2
s + q11S0T 2

s S(k) + q44C2(k)T 2
s + q11T 2

s S
2(k) + q22T 2

sX
2(k)

]

���	!�

����� KA1, KA2, KA3, KA4, KA5, KA6, KA7 ��� ��� 
����� ��� �����
� � ��� 
�������

H1, Q1 � R1 ��� ��"����� �� �� ��#������ $��
�%

H1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h11 0 0 0 0

0 h22 0 0 0

0 0 h33 0 0

0 0 0 h44 0

0 0 0 0 h55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q11 0 0 0 0

0 q22 0 0 0

0 0 q33 0 0

0 0 0 q44 0

0 0 0 0 q55

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y R1 = [�������]

���&'�

(�� 
������� H1 � Q1 ��� ��
������� � ��
���"����� ������)��� 
������� ��� �� 
�����

R1 �� ��"���� ������)��

*� ���������� ��� ��#����
� ����� ��
� �+����)� ��������� �� )���� ,���
� ���� �� ���
��

���� � �� ��������� ��� �� ������� ū∗(k)Ali �� �#��� � ����� ���� ��� �� ������ �� ����
����



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

�� ������� �� �	 ��
 �� ����
�� ūA(k) �� 	���
�� 	� ������	 ������ �	�� ��� x̄A(N)

������� ����	����� ��� ����
�� ūA(N − 1)� �� ��
 ����� ��� �� ������ �� ���������

Ja∗N,N �� �� �	��
 ������ �� Ja �� �� �	�� N � �	
	 ������ �� ���	

���	� ��� �	��� �� N−1

	 N �	
	 �� ����
�� ūA(k)�

Ja∗N−1,N = mı́n
ūA(N−1)

{
J∗
N,N +

1

2
x̄T
A(N − 1)Q1x̄A(N − 1) +

1

2
ūT
1 (N − 1)R1ūA(N − 1)

}
��� !�

�� �	 ���	���� ������� �� ���	�� x̄A(N) ������� ��� ����
�� ūA(N − 1)� ��
 �� ���� �� ��

�������
� �� �	�� ��
��"� �� ������	 ����#� ����	 �$�
��	�	 �� �	 ��%������ ���	����&

Ja∗N−1,N(x̄A(N − 1), ūA(N − 1)) = mı́n
ūA(N−1)

{
1

2
[f2(x̄A(N − 1)) + f3(ūA(N − 1))]T . . .

. . .×HA [f2(x̄A(N − 1)) + f3(ūA(N − 1))]

. . .+
1

2
x̄T
A(N − 1)QAx̄A(N − 1) +

1

2
ūT
A(N − 1)

×RAūA(N − 1)} ��� ��

�� ������ �� ��������� ��� �� 	"�
	 ���� ������� �� �	��
�� �� x̄A(N−1) 
 ūA(N−1) 


���� x̄A(N−1) ������� �� ūA(N−2)� ���� �� ����� ������
	
 �� ������ ��� 
������� 	

ūA(N−1)� �� ����
�	��� �������	
 ��� �� ������ �� ��������� �� �	 �$�
����� ����
	�	

	���
��
����� �����	 ��� �� '��
������� �����$	 
 �� �����	
�� �������
	
 �	� �����������

��(������� �	
	 %	
	���)	
 �� ������ ���	� * +,�

∂JaN−1,N

∂ūA(N − 1)
= 0 ���  �

-�� �	 �
���
	 ��������� �����	
�	 ���	.�����	 �� ���  �� �� ����
���	 �� ��%������

����
��

ū∗
A(N − 1) = − [

fT
3 H1f3 +R1

]−1
fT
3 H1f2 (x̄A(N − 1)) ��� ��

/"�
	� �� ����
���	 ��� �$���� �	 ����
�	 �	
	
[
fT
3 H1f3 +R1

]
� �	�� ��� �	 �	�
�) RA

�� �������	� 0	 ��%���	 ��������� �����	
�	 �� ��(�� �� �	 ��%������ '�
�	&

∂2JaN−1,N(x̄A(N − 1), ūA(N − 1))

∂2ūA(N − 1)
> 0 ��� +�

0	 ���	���� ��� +� �	�.�1� �	 ������� �����	
 �� �	 ��%������ '�
�	

∂2JaN−1,N(x̄A(N − 1), ūA(N − 1))

∂2ūA(N − 1)
=

[
fT
3 H1f3 +R1

]
��� 2�



�� �������� 	
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��� �� ������������
 ������


��� �� ��	��
 �� ��
����	 ������ �� �������	� �
� �� ������ �������	��� �����
 ����

����
��� �� �	���	�� N − 2
 �� ��	���� ū∗
A(N − 1) �� �� ����� ������ �	 �� �	���	�� N − 1 �

��� �� ����
���� �� ����������� �� �� ������	 ����� ��	���� �� ������ ���� x̄A(N − 1)�

����� �� �	������
 ����� ��  	���� �� �������!� �
��� �"������� �� �� ��#
��	�� $����

���� �� �	���	�� (N − 2)%

Ja∗N−2,N(x̄A(N − 2), ūA(N − 2)) = mı́n
ūA(N−1)ūA(N−2)

{
1

2
x̄T
A(N)H1x̄A(N) + . . .

. . .+
1

2
x̄T
A(N − 1)Q1x̄A(N − 1) +

1

2
x̄T
A(N − 2)Q1x̄A(N − 2) + . . .

. . .+
1

2
ūT
A(N − 1)R1ūA(N − 1) +

1

2
ūT
A(N − 2)

}
. ����&�

'	 �� �(��
�� ��� � 	��� ����� �	 �� �	���	�� ūA(N − 2) �� 	�������� �
����
�� ��� ����

������� �� �� ��
����	 �� ������ ���)�� �	 �*���	�� �� x̄A(N − 1) � ūA(N − 2)%

Ja∗N−2,N(x̄A(N − 2), ūA(N − 2)) = mı́n
ūA(N−2)

{
1

2
x̄A(N)H1x̄A(N)+

1

2
[f2x̄A(N − 2) + f3ūA(N − 2)]T Q1 [f3(x̄A(N − 2)) + f3(ūA(N − 2))] +

+
1

2
x̄T
A(N − 2)Q1x̄A(N − 2) +

1

2
ūT
A(N − 1)R1ūA(N − 1) +

1

2
ūT
A(N − 2)R1ūA(N − 2)

}
.

������

+� ��
����	 ������ �� $
������	�� ��	��"� �������� � ūA(N−2) #���	��,�	�� 
	 � 	���

������ ��� �� �
�
 �����	�� 
�� ��� ��	���� �
-������ � ������	� �� ��	�����	 	��������

	.���� 1 �	 ������%

ū∗
A(N − 2) = − [

fT
3 Q1f3 +R1

]−1
fT
3 Q1f2 (x̄A(N − 2)) .

/� ������� � #�	�����,�� �� ��
����	 �� �� ��#
��	�� $����%

Ja∗N−k,N(x̄A(N − k), ūA(N − k)) = Ja∗N−k+1,N +
1

2
x̄T
A(N − k)Q1x̄A(N − k)

. . .+ ūT
A(N − k)R1ūA(N − k)

ū∗
A(N − k) = − [

fT
3 Zf3 +R1

]−1
fT
3 Zf3(x̄A(N − k))

��	��Z = H k = 1 �Z = QA ���� k = 2, 3, . . . , N.

���� �� ��#
	�� ��	�����	 �� ����-����%



�������� 	
 ��
��� �� ������������
 ������
 ��

∂2JaN−k,N(x̄A(N − k), ūA(N − k))

∂2ūA(N − k)
=

[
fT
3 H1f3 +R1

]
�� �����	
 ��� 
�� ���
	�	���� ������
	�� �� ����
�� ��� �� ���	������ ��
� ��
� �	����


	��
��� (N − k) � �� ��
���	�� �� ��	�����	� 
� �� ���	�� ��
� �� ��
	�� 
� 
��������

��� ��������� �� ������� 
� �� �
��
����	�� 
	���	�� ���� � !�
 �� ���" �� 
���	��
 �� ���#

�	���	�� �� ��� ���
	��� ���$% " ���$& � �'�& � (� ���	��� �� ����
�� 
� �� ��
�� ū∗
A(N − k)

�� ���)* �

��������	
����

+�� ���
	��� H1, Q1 � R1 ��
���	��� ��� �� ����
���
�
 ��� ��� 
���	������	�� 
�

����
��

,� ����
���
�
 �� �����
��� ��� ���� �� �

�
" 
� ��� ��
�� ���" ���
� ���
���
� 
�

�� �	��	���� ��
��- ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SAerror = SsA(k)− SDesA(k)

XAerror = XxA(k)−XDesA(k)

EAerror = EeA(k)− EDesA(k)

CAerror = CcA(k)− CDesA(k)

VAerror = FfA(k)− FDesA(k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦


��
� ��� ��
	����� 
�� �
����� ��� SsA(k), XxA(k), EeA(k), CcA(k), � FfA(k)"

�	���
�� ��� ��� ����
�� 
� 
���
���	� ��� SDesA(k), XDesA(k), EDesA(k), CDesA(k)

� FDesA(k)�

,��� ����
	��� �� ���	��
� ��
� ����
���
 �� ����
� 
� �� ������ 
	��
��	��
� 
�� �	�#


�����
 ���
��	�� �� ���� ��	�����
�� .��� ����	���
 ��� ��� ��
����
�� � �� ������

���
�� 	
���	/��
�� 
� ��
�� ����
	������� ,� ����
���
�
 ��� �
��
���
� �� ����0�
�

1�����#(	���	�2 � ��� 
������
�� �� �����
�� �� �� �������� '�
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�������� 	


������
�� 
� ����������

���� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	�����

�� ���� �����	� �� 
���� 
������� ������������ ���� ��������� ��� �������
�� ��� ��������

����� �����������	� 
� ������ �� ���� ������� ���� ��� 
��������� ������������

������ �����	
�� �
� �
��

��� ���������� ��� 
�������� �� �������������� 
� �� ������ ��� 
�������� 
� ��������� �!

��� ���
������� ��������� ��� [40, 0.10, 0.49, 0.1] � ��� ��� ���������� ��"��������

k1 = ±0.055 k4 = ±.025000 k7 = ±.0095

k2 = ±.01226 k5 = ±.025500 n = .09

k3 = ±.00055 k6 = ±.014961 m = .03


��
� X �� �� ������� �� �� ������ 
� ����������	� � ��� k1 k2 k3 k4 k5 k6 y k7 ��� �����

������! S �� �� ��������! Et �� �� ������ � �� CO2 �� �� 
�	#�
� 
� ��������

�$



�� ��� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	�����

������ ��	
 ���
��� �����
��� ��� ����

 Sustrato  Biomasa

 Etanol  CO
2

�� �� ��	
�� ��� �� �����	
 ��� 
�
��� �� �����
�� �� �
 
��������� �� 
��
������� ��

�
 ����
�
 
�

��
 �� ������ �� 8.834 g
L
� �� ��
��� ��
 �����

��� �� 18.8964 g

L
� ��


�����

��� �� 10.1103 g
L
�
�
 �� CO2� �
����� �� ����� �����	
� ��� �� 
����
��� �
��
�

�� ����� 
 ��� �
��� ����������
��� �
�
 

�
��
� �
 ���	�

��� ���
��
� ��� �
� �� ��

�����
�� �
������
�� �� �  !�  "#

������ ��	
 ��
�����
�� ������� �� ��������


$� �
 %����
 ��& �� ����������� 
����
� 
����
����� ���
�
���� 
�� �� '(� �� ������� �


�
��� 
��
����

��� �� �����
���� $� �
 �
��
 ��� �� �����
� ��� 	
����� 
�

��
��� �
�


�
� ��'������� 
����
����� ���
�
����



��� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	����� ��

����� ���� 	
��
�

��� 
�
�
���� � �� �
������
�� ����� �
��������

����

�������	
������ g/L

���
�������

�����
��� ����	
�� ����
�
 ��
��� ��2

���
� � [40, 0.10, 0.49, 0.1] 0.01639 8.8340 18.8964 10.1103

���
� � [38, 0.20, 0.5, 0.15] 0.0120 8.4884 17.5944 9.5400

���
� � [43, 0.05, 0.6, 0.2] 0.0162 9.4452 20.8249 11.0894


� 
���	
� 
 �
 �
��
 ��� �� ���
� �������	 ��� �� �� ���	
 ��� �
� ���
������� �����
���

������ 3 �� 
��
��
 ��
 �
��	 �������	
���� 
� �����
����

������ ����	
��
 �
 ���� 	����
�	��

�� �
� ���	�������  ����!" ����! �� 
���	���� ��� �����	�
������� 
� �
� ���#���
� 
� �
�

�������	
������$ ��� �
	%���	�� ��		�����
������ �� �����	
� 
 �������
���� � ��� ���
�"

������ �����
��� ��� [40, 0.11, 0.2, 0.1, 0.02]$ �����	
� ��� ω �� 
�&�� ���� �
 
��'�
����

���
�

	 
�� 10 � 15%�

k1 = 0.0260± ω k4 = .01600± ω k7 = .00095± ω F = 0.018± ω

k2 = .00955± ω k5 = .00045± ω n = 0.09± ω

k3 = .00055± ω k6 = .00651± ω m = 0.07± ω

�
���� ���� �����
� 
�����
�� �
�� ��
������




�� ��� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	�����

�� �� ��	
�� ��
 �� ������� �
� �� �
������ 
�� ��� �
� �� ����
��� �� ������� �������


� ������ �� 14.64 g
L

� �� ������ 
�� ����
����� �� 31.88 g
L

� 
�� 	��������� �� 11.32 g
L

���� �� CO2� ��� ������
����� � �� ��������� �� ���� ��
��� �� ��������� �
� �� ���	��

������������� ���� �� �
�� �
������������ 
�� �� ����� �� �� ����� �� ��������� � ���� ���

���
��� �
� �� �� 2L � �� �	��	���� ��� ������ �� ����� ���� 	���������� �
�� ������� ��

�� ���������

!��"� #Fu = F0 + 1.0×X × F $��#%

&� ��
���� � $��#% �� ������� � 	��"��� �� ���"� �� '
(� �� �� ��	
�� ���� ����� �� �������

��� �������� �� ������ �� �
� ������� �� ���� ������ �� ����
�� � ��� ���������������

18h� �� ��(� �� ��������� �� ����������� ���� �
� �� ���� � �
 ��������� ��������� ��

���������� ���� ��������� �� �� ������
��� ����������� �� ����������� ����� � 
� ��������

������ ��	
 ���
� �� ���� � ���� ����������

!��"� )Fu = 0.021× exp(−k1 × S)× F

0.046
$��)%

!��"� 
Fu = 0.21× exp(−k1 × S)× F

0.046
$��
%

*� ������� 
� �
�
���� �� ��� ���"��� �� '
(� ) � 
 ��������� �� ��� ��
������� $��)% �

$��
%� + ������
����� �� �
������ ��� ��	
��� ��� � ��,� �� �� ��	
�� ��� �� ������� �
�

�� '
(� �� ������� �� ��������� �� ���
��� ��� ����������� �� 25h � ������� �
���� ���

��������������� ������� �� ��� ������������ ���� � ������
�� �������� �
� ���� �� ��	
��

��, �� ��������� �
� ��� ��� �������	�� �� �� ������ ����������� �� �������� �� �������

�� ������������� ������ �� ������� ����� ���
������ ��� ���������� ��� �������
�� ��



��� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	����� ��

���� � ����� 	
 �� 
���� ��� �� ���� �� ����������
 �� ��� ���� ������� �� ���� ��
 ���

��!���
��� ��
��
������
�� �� ��� "��������� #� �������
� $�� �� ����� �������%�� �� ��

����� & ����
'�
�� �� ��������� ���� �
 �� ��������� ��� ����������� ��
 �
� ���������


�� ������
�� �� 31.8879 g
L

�

������ ���	 
���
 �� ���� � 
��� �
��������

������ ���	 
���
 �� ���� � 
��� �
��������



�� ��� ������	
���	
� �� �������� ����� ��	�����

����� ���� 	
���
����� �� �
�����
���
��� �� ��� ����
����� ���
������� �� ��
��

�������	
������ g/L


�	�� ��

���� ����	
�� ����
�
 ��
��� ��2 ������� ���


�	�� � 1.022 14.02 56.41 10.95 1.3834


�	�� � 0.3870 14.1669 29.8626 10.6770 0.1643


�	�� � 0.6608 11.7000 25.1330 8.9426 1.4120
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��
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�
��
��

�
� ���
������ �� �!�"�� ��� �����
� 
� ������
 #
	
 �� 	�
���	 �#�	
��$� �������
% ��


���	�� 
� �����
�� �� #���� ����	 &�� �� �� ������
 �� ����
� ' ��� 	��#����(�� #
	)���	��

�� �����
� 
�������
��$�% �
� ����������� �����
��� �� �#�	
��$� ��� [40, 0.11, 0.2, 0.1]%

�����	
� &�� ω �� ����� ���� �
 ���(�
��$� ���
��
	 ��� 10 ' 15%  

k1 = 0.0500± ω k4 = 0.0250± ω k7 = .00095± ω

k2 = .00955± ω k5 = .00055± ω n = 0.090± ω

k3 = .00055± ω k6 = 0.0110± ω m = 0.070± ω

����� X �� �
 *���
�
 �� �� �
�&�� �� +�	����
��$�% D = F
V

�� �
 �
�
 �� ������$� ' �
�

k1 k2 k3 k4 k5 k6 y k7 ��� �����
����% S �� �� ����	
��% Et �� �� ��
��� ' �� CO2 �� �� ��$,���

�� �
	*��� 

����
� ���� �����
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����� �
�����
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���	
� �� �������� ����� ��	����� ��

�� �� ��	
�� ��� 
� ��
���� �
�� �
���� �� 


����� 
� �� ���

����� �� ����������� ��

�� �����
� ������� 
� ������ �� 7.3172 g
L
� �� ������ 
�� ����
����� �� 23.9113 g

L
� 
��

	��������� �� 9.3716 g
L

���� �� CO2� ����� � 
� �
��� ��
����� �
� 
� �	��	���� �����
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��
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���� ���� ��������� ��
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 �
�


�� #�������
 ���� ������ �� �� ����������� �� #���� �
�� ������� ��������� ��
 ������


��������������
 �� ��
 ����
���
� 
�� ����������� 
�� 
�$�� �� ��������

������ ��	
 ����
� �����
� �� 
��������

�� �� ��	
�� ��% 
� ������� ��
 ��
�
 �� ���
���� ��� ��
 ������
 ��
 ����
 �� �����
� ��

�
�� 
� 
��� �
� � ����� ������������� �� �����
� ����� �
 �� ����
����� �� ����������

�� �� ����� ��& 
� ������� ��
 ������
 ���������
 ���� ��
 ��#������
 ��������������
 ��

��
 ��������
�

����� ���
 �
��������� ����� �
���������
��� � ��� ����� �� ��������

'�������������
 g/L

��
� ��

���
���� (

����� )����
� ������ '*2

��
� + [0.01] 1.285 7.316 23.91 9.37

��
� , [0.02] 2.3834 7.1049 23.3634 9.1436

��
� & [0.03] 3.4975 6.8928 22.7698 8.9020
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�������� ����

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

9
1000

0 0 0

0 2 0 0

0 0 1
10

0

0 0 0 2
10

⎤
⎥⎥⎥⎦ y R = [10000]


�� �����	��� ����� ��
 �
 ���� �
� !"#$"% ��� 
�� �����������

k = [0.0014 0.0001 0.0008 0.0005]

����� �����	��� ��������� �� ���
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� ��
�&	�
 '�� 
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������ ��
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 �
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�� �� �� ������ ����
( �� ����)�
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�
 ��
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 '���
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�
���
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�������� �� 
� �
����
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�	��� 	��������
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 ��
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��� �	������ ��	 	
 �	�	�
	��

�	
 ������
���� �	� ��	����� � ��������� 
�� ���	����� 

���	���� 	� 
� �	����� � ! "��

	����	� ��� ��
��
���� �	 ����� �����	���#

e = V P − SP $� !%

&	 ���	 ��� �	 $� !% 
��� ���	�	� 
�� ����	��������	� �
�������� �	 
� 

���� � �	

�	�	������ 	� 
� �����	��	 ���
�#

����� ���� 	
���
���� �
 ��� 
�
��

���� �
 ����
�
����� ���� �� ��
������ 
� ���
����

'�����	��� g/L

(���	�������� )* "+, '����

&������� 1.285 1.517 0.232

-������ 7.316 7.261 0.055

'����
 23.91 23.8 0.105

(.2 9.37 9.322 0.048

'� 
� /��
� $� !% �	 ��	����� 
�� ���	�	��	� ����	��������	� �
�������� ��� 	
 ������
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����� ���� �	 ���������� �� ��������

(��� �	 ����
��	 	� 
� ����	����� � 1 �0 	
 �	�	�
	�� �	 	��	 ������
���� �� 	� 	


��	������ � �	 
���	 �	 
� ��	� �	 ����� ��

	�	���� �� ������
 �� 
��	�
 2���� 	�����	���

�	 	�
	�� 
�	�� �	����� 	
 �	�	�
	�� �	
 �����0 �

������ 	
 �	�����

� �	
 �
�������

��	 �	 �	�����	 	� ! 3 1 

'
 ��������	 �	
 4����	 �	 �	�	�
	�� �	����� 	� $! �%0 �	 ��� 	� N = 250 
�� 
� ��	0

����	�
���	 �� ��	�
� �	 25h0 ��� �� ��	�
� �	 ��	���	� �	 1h &	 	
��	� 
�� ��
��	�

�	 
�� ������	� H0 Q � R#



�� ��� ������	
��� �	 
������ ������

H =

⎡
⎢⎢⎢⎣
0.023 0 0 0

0 0.0015 0 0

0 0 0.00036 0

0 0 0 0.0023

⎤
⎥⎥⎥⎦ , Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
1000

0 0 0

0 49
25000

0 0

0 0 3
10000

0

0 0 0 8
10000

⎤
⎥⎥⎥⎦ y R =

[
10000

]
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	 ����	������� ��� �� � ���� �	���
�

���	
��
� g/L

�����������	� �� T = 24h T = 25h

�������� 1.285 1.289 1.21

������� 7.316 7.477 7.478

���	�
 23.91 24.42 24.49

��2 9.37 9.659 9.675


����� �� ������� � ���
���� �
 ��
��
� �� 
�� ������� �	 ������ �������	���� ���� �


������� �� 
� ����� ������ �� �������	 
�� ����
����� �	 
� �� 
� ��!

����� ���� 	

�
�
 ���������
 �� ��
 �
�
������
 �� ������������ �� ���� ��

���

�� "�����

��	��	�����"	 T = 24h T = 25h

�������� 0.0658 0.1447

������� 0.0083 0.0091

���	�
 0.4247 0.4889

��2 0.0785 0.0949

�	 
� �� 
� ��� �� �������	 
�� ��	��	������	�� �
��	����� ��	 �
 ��	���
����� �� ��


������ #�� �� ����� $����
���� #�� �	 �	 ������ �� 24h �
 ������� �
��	�� 
�� �������	�%

���� & �	 25h 
� ��&�� ��	��	�����"	 �� ���	�
� '��	���� #�� �	 
� �� 
� ��!� �� �������	


�� ������� ��
��
�����

�	 
� (�)��� ��*+ �� ������� 
� �������)�� �	��	����� ��	 �
 ��	���
 �� "����� ���� �	

������ �� ����
���"	 �� 24h�



��� ������	
��� �	 
������ ������ ��

������ ��	
� �
���
�������� ��� �������
�� ����������� �� �������� T = 24h
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 �	�	
�	�� �	
 ������
���� ��� �� ��	
�� �	 25h� 	� 	��	 ��	
��
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� ���� �	
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������ ��		� �
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������� �� �	 ���������� �
�
� �� 
��	������ �	�������� 
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 ����	� ��

�����
� 	 ��	���	� �	� �����	������ 
�� �������	
�� ��� ��� ���������	� �	�	���	� # �	������

��������	�



��
� �	� �	������ ��������	� ���$

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4.3 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 26

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y R = [100000]

�	� �	�	���	� 
	
	� ��� �� ��%�&	�� '�( �) ��� �	� ����������$

k = [0.0022 0.0002 − 0.000001 0.00002 0.0203]

���	� �	�	���	� �� ���������	� �� �� ������	 �� ����	�� �� 
��
�� �� 
���*	 �� �������

��� ��	������	���� 
� ���	
� �	�	 ����+�	� ��� ����	� ����	� 	� ������	 	 �� ����� 
�

���������� �� �� ������ �����


,� �	 -����	 �
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�� ���������	
� �� �	 ��	��	

�� ����	� ����	���� ���� 	������	
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� ��� ������� ���� �����	�� ��� �� 
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�� ��� �
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� � ��������� ��� ��������� �������
�� �� �� ��		��� ����  ��

������� ��� 	��	���
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� ����� ��
���	��!

e = V P − SP "#�$%

&� �� '���� #�( �� �������� ��� 
��������� 	��	�����	����� ��	��
�
�� 	�� �� 	������

������) 	��� �� ���
� �����
�� ���� 	������ ������� ��	��
�� ��� 	��	�����	����� � ��
�

������� ��	������ ������� �� ����� ������) �� ��� ���� ��� �� �����
�� ��� ������	�����

���� 
�� ������� 
��������� 	�� �� �*� 
� 	������� 	��	�����	����� � ���������� ��	��

��� 	������	��� 	�� �� 	������ �� �������

����� ���� ���������� �� ��� ����������� �� ���
�������� ���� �� ��������� �� ���� ���
������

 +, g/L

-��	�����	��� ./ 29h 30h

0������� 1.022 0.2172 0.15

1������ 14.02 14.24 14.24

&����� 56.41 56.57 56.68

-22 10.95 10.98 10.99

3������ 1.3834 1.019 1.019

 � '���� #�4 ������� ��� 
��������� ������� 	��	���
�� 
� �� ����� "#�$%) �� 
��
� ��

���
� �����
�� ��� ��� ������� ��� ���*���) 
��
� ����
�
 �� 	�������
���
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���
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 ��� 
����
� ���������� �
� ���
������� ��	 ���� �� ����
��
�� ��
������


� ��

 ����
�
���

�������

���	��
��	�
� 29h 30h

���
��
� 0.872 0.8048

������� 0.2084 0.2149

�
���� 0.2257 0.1219

��2 0.1001 0.0937

������� 0.3614 0.3614

������ ����	�
 ��
������ ��	� �
 
��	�����	 �� 
��� �
��������

���� �� ���	����
 �� �� �����		�
� ������� �� ���������� ��� ������
��� ����� �� �� 

!�����
� �� ������	�
� !��� �� �������	
�� ��
� ������
���� �� ������ 	�� �� "���	� ��

�����!�#� ��$���� �� ���%&� N = 30� 	�� �� 
���!� �� 30h� 	�� �� 
���!� �� ����
���

�� 1h� �� !��!���� ��� ��
��	�� H1� Q1 ' R1(

H1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

80 0 0 0 0

0 10 0 0 0

0 0 100 0 0

0 0 0 50 0

0 0 0 0 2000000

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Q1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

42 0 0 0 0

0 0.2 0 0 0

0 0 12 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1199000

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y R1 = [10]

�)���

�� �� *���� )�+ �� ����
��� ��� �����
���� �� ��� 	��	��
��	����� ��	��,���� 	�� ���
��
��


���!�� �� ������	�
�� ��
� !����
� ��	�� ��� 	��!���	�
� 	�� �� ��,� �����
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�
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�
����� �
 �� � ���� �
�����

�������	
 g/L

�
�
�����
��� �� T = 29h T = 30h

�������
 1.022 1.00 0.467

��
	��� 14.02 14.12 14.16

����
� 56.41 56.69 57.01

��2 10.95 9.397 11

�
��	�� 1.3834 1.895 1.895
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$� ����� ��%& 	������ �
� ���������� ���
��� 
��
����
� �� �� �
�	� '��() �� �
��� ��

����� �������� "�� �
� ���
��� �
� 	��#	
� ����
 !������ �� 

���
���
��

����� ����� 	
���
���� �
 ��� 
����
� ���������� �
� ���
������� �����
��� ���� �� ����
��
��

��
������ 
� ��

 ����
�
���

���
���

�
�
�����
��� 29h 30h

�������
 0.08 0.2687

��
	��� 0.06 0.0241

����
� 0.05 0.3

��2 0.03 0.0076

�
��	�� 0.004 0.004

$� *�+��� ��,, ���
���� �� �������+�� � ���
 ������
 �� �� ���	�
 �� 29h 

���� �� ���-�

�� .�/
 ���
 �
� �� 

���
� �������	
 	��	
 "�� ���	��� ���+�� ��� 0
�� ����� 

����

�� ���
 ������
 ��
������
 �� ����
�
����
 ��� ����
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29h

30h

30h

0.4213 g
L
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 ��� �������
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������ ��	
� �
����������� ��������� �� �� ��
���� �� 30h�

������ ��	�� �
����������� ��������� ��� ����
� �� 30h�

������ ��	�� �
����������� ��������� ��� ��2 �� 30h�



�� ��� ������	
��� �	 
������ ������

������ ��	
� ��
������ ������ �� �
������� �� 30h�

��� ����	
���� �� 	�� ������� �� 
���
��� �� 	�� ������� ����� ����� ���� � ����� �� 	����

�������� ��� 	�� ������� ��� ��������� � �� ������
��� �� 	�� ���	�� ��� � �����

������ ����� ����� �� ����� 
��� �� ��������

������ ����� ����� �� ����� 
��� �� �������
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 �� 
������� �� ����������� �� ��� �������� �� �
����� ��� ���������� ������

������ �� �
����������	



�� ��� ������	
��� �	 
������ ������

����� ����� 	
���
���� �
 ��� �
���
� ����
�
������
� ��������� ���
�
�

� 
�
��

���� �
 ����
��


������

�������	
� ��
��
����
�
�� 	��

�� �������� �	�
��� �����
 ��2

���� 0.0162 9.4452 20.8249 11.0894

���� ��
��
���� 1.022 14.02 56.41 10.95

��
�

�� 1.285 7.316 23.9113 9.3716

��
���� ���
��

��
���� ���� ��
�

�� 1.517 7.261 23.8 9.322

��
���� ������
��� ��
�

�� 1.21 7.478 24.49 9.675

��
���� ���� ���� ��
��
���� 0.15 14.24 56.68 10.99

��
���� ������
��� ���� ��
��
���� 0.4213 14.18 57.04 11.01

�� ����� �� ! ������� �� ������� �� �� �
����� �� "�#� �
 �
����� 

���$���� �� �
����

���� ��� �
����������� ��
 ������
�
 �
 ��
�

�� % ���� ��
��
�����

����� ����� ��
� ���� �� ����� �
 ��� 
�
��

���� �
 ����
�
�����

�������	
� &�����
�
 �
 ��
�

��

24h 25h

��'� ��
���� − 2.4

��� − 60.7134

(�����
�� 2.3975 2.3975

����� ����� ��
� ���� �� ����� �
 ��� 
�
��

���� �
 ����
�
����� ���� 
� ��

 ����
�
���

�������	
� &�����
�
 �
 �� ��
��
����

29h 30h

��'� ��
���� − 4.8245

��� 1.5256 1.5256

(�����
�� 2.7488 2.7488

)� ������� �� �
��*�
� �� ��� ����� +�� �� ��	
������
 �
 �� ����� ��  �� ����� ��
���
�
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 � �
������! �	 "#$ ������� �� ���� ����� 
�� �����
�� �	 �	������� %�������� &����

��� ��
	� ���'�
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��� ��	 
�����	 �������

+�����! �� ��
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Vf = 2.0L
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0.4L ≤ v0 ≤ 1.6L
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��
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���������* �� ����� ��
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Productividad =
E(tf )− E0

tf
�����

����� E0 � E(tf ) ��� ��� ������
�������� ������� � ���� � tf �� �� ������
������ 	����

tf =
∑N

i=1 ti

Rendimiento =
[E(tf )]V (tf )− E0V0

G0V0 +
∫ tf
0

∫
QinGindt
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Rendimiento
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g/L g/L �g/L−1h−1�

!� ������� 0.2 23.91 0.95

"� !#$ 0.2 23.80 0.94

"� ����
���� 0.2 24.49 0.97
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!� 
���	�� 23.91 33.12 33.12

"� !#$ 23.80 32.96 66.08

"� ���%����� 33.92 33.53 100.00
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#� ��	���� 56.41 33.16 33.16
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g/L g/L �g/L−1h−1�
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ζ = α1(FEtf
)α2 [Etf ]

α3(FEtf
)α4
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β = α5[Etf ]
α6(FEtf

) �����

γ = α7[Etf ]
α8(FEtf
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α1 0.1800 $/kg

α2 0.2760 −
α3 0.5349 −
α4 0.0025 −
α5 0.0035 $/kg

α6 0.8158 −
α7 0.4645 MJ/kg

α8 0.7133 −
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