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Resumen

En este trabajo presentamos un par de modelos nuevos para simular la dinámica
fenotípica en células bajo la hipótesis del fenotipo mutador. Ambos modelos dependen
fuertemente del estudio del proceso estocástico de Yule-Furry y de la ley de los pequeños
números. Aunado a lo anterior, el denominado modelo gráfico, recurre al concepto de
distribución impropia para su consolidación; mientras que, el segundo modelo recurre al
método de inversión y por tanto le denominamos modelo basado en el método de inversión.

Asimismo, presentamos un par de metodologías para estimar la tasa de mutación hacia
fenotipos mutadores. Por una parte, la primera se basa en el método de mínimos cuadrados
y, por otra parte, la segunda combina la transformada rápida de Fourier con los métodos
de máxima verosimilitud.

A lo largo de este trabajo nos dedicamos a discutir la justificación, confiabilidad y
alcances de los modelos y métodos de estimación presentados. En específico, se verifica que
el modelo gráfico y el modelo basado en el método de inversión son ambos comparables con
el modelo clásico y más ampliamente utilizado, el modelo Moran. Además, empleamos los
métodos de estimación y al conjuntarlos con técnicas de bootstrap, jackknife y verosimilitud
construimos intervalos de confianza para las estimaciones de la tasa de mutación hacia
fenotipos mutadores.
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Abstract

In this work, we present a pair of new models for simulating phenotypic dynamics in
cells under the hypothesis of the mutator phenotype. Both models rely on the study of
the Yule-Furry stochastic process and the law of small numbers. In addition to this, the
graphical model resorts to the concept of improper distribution for its consolidation, while
the second model relies on the inversion method and is therefore referred to as the model
based on the inversion method.

Furthermore, we introduce a pair of methodologies for estimating the mutation rate to
mutator phenotypes. On one hand, the first methodology is based on the least squares
method, and, on the other hand, the second methodology combines the fast Fourier
transform with maximum likelihood methods.

Along this work, we discuss the justification, reliability, and scope of the presented
models and estimation methods. Specifically, it is verified that both the graphical model
and the model based on the inversion method are comparable to the classic and widely
used Moran model. Furthermore, we employ the estimation methods in conjunction with
techniques such as bootstrap, jackknife, and likelihood to construct confidence intervals for
the estimations of the mutation rate to mutator phenotypes.
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Introducción

La evolución es un proceso continuo y perpetuo el cual ha permitido, partiendo de
organismos unicelulares, la aparición de relaciones colaborativas en organismos unicelulares
lo que, a su vez, conllevó a la formación de formas de vida con mayor complejidad, como
los organismos pluricelulares.

Ahora bien, como mencionamos, la aparición de los organismos pluricelulares sucede
como consecuencia de la evolución y una componente crucial para que la evolución tenga
lugar son las mutaciones, donde todo cambio en el material genético es considerado como
una mutación [114]. Dichos cambios ocurren aleatoriamente y manera cotidiana [125].

Cada célula puede presentar mutaciones a lo largo de su vida y esto es esperado, pero la
tasa con la que estas mutaciones aparecen, conocida con tasa de mutación, es sumamente
pequeña. Luego, los organismos poseen diversos mecanismos para lidiar con las mutaciones
por lo que, en general, la mayoría de las mutaciones no representan problemas para el
organismo [45].

Con lo anterior se plantea que la dinámica fenotípica en una población celular se reduce
a considerar la subpoblación de células silvestres, la subpoblación de células mutantes y las
relaciones entre ellas; por ejemplo, las células silvestres dan origen tanto a células mutantes
como a otras células silvestres; mientras que, las células mutantes dan origen exclusivamente
a más células mutantes.

El paradigma que discutimos previamente era ampliamente aceptado hasta la
publicación de Loeb et al. (1974) [87] en donde proponen la hipótesis del fenotipo
mutador. Esta hipótesis hace referencia a la existencia de un tercer tipo de célula: las
células mutadoras, las cuales se caracterizan por tener una tasa de mutación más alta en
comparación con el resto de las células de la población.

En este trabajo nos proponemos estimar la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores
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INTRODUCCIÓN 2

ya que la presencia de las células mutadoras tiene como implicación que la aparición de
mutaciones se favorece ocasionalmente lo cual resulta muy relevante ya que al haber más
mutaciones se incrementa la probabilidad de que las mutaciones producidas representen
algún problema en el organismo [51]; por ejemplo, bacterias resistentes a medicamentos,
células con inestabilidad genética o mayor riesgo de desarrollar cáncer.

No obstante, la identificación de células mutadoras es, en general, un problema
actualmente dado que no es posible distinguir a estas células de las células silvestres
empleando las técnicas de laboratorio estándar desarrolladas hasta ahora [61]. Por otro
lado, las células con alguna mutación sí pueden observarse con biomarcadores, por ejemplo.
Es decir, la identificación se lleva a cabo a través del uso de algunas sustancias químicas,
las cuales se infiltran al interior de las células y generan una reacción, como una tinción
o luminiscencia, solo cuando las células poseen la característica buscada, en este caso,
mutaciones.

Tomando ventaja de lo anterior desarrollamos modelos computacionales que emulan la
reproducción celular e incorporar la aparición de mutaciones y, de esta manera, empleamos
la función generadora de probabilidad empírica [97]

Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

tXi ,

con t ∈ [0, 1] y {Xi}ni=1 una muestra aleatoria de tamaño n ∈ N proveniente de una
variable aleatoria discreta X, para hacer inferencia sobre la presencia de células mutadoras
a través del número de mutaciones que se obtuvieron en la simulaciones.

Ahora, a nivel celular podemos hallar grandes diferencias respecto a los organismos
unicelulares y los organismos pluricelulares. En el caso de los organismos unicelulares están
compuestos por una única célula que es capaz de realizar, de manera autónoma, diversas
tareas; por ejemplo, procesar su propio alimento, responder a estímulos, reproducirse y, en
específico, reproducirse tanto como el ambiente se lo permita.

Por otra parte, los organismos pluricelulares se componen por más de una célula y
las células que componen a los organismos pluricelulares, en contraste con los organismos
unicelulares, se organizan de forma colaborativa por lo que se han especializado a fin de
preservar con vida al organismo a quien componen. En particular, lo anterior implica que
las células de un organismo pluricelular están sujetas a un control reproductivo más estricto
en comparación con los organismos unicelulares con el objetivo de mantener la fisionomía,
salud y, en general, la homeostasis del organismo.

Cuando este control reproductivo de las células de un organismo pluricelular falla,
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se está ante una amenaza de desarrollar cáncer. Así, finalizamos extrapolando nuestros
resultados al contexto del cáncer, una condición que aparece a la par de los organismos
pluricelulares, es exclusiva de ellos y resulta más agresiva con la aparición de mutadores [98].
Con esto, potencialmente, se lograría optimizar los tratamientos contra el cáncer puesto que,
al contar con predicciones sobre si los mutadores están por aparecer o si ya han aparecido,
podrían proponerse algunas modificaciones a lo largo de un tratamiento a fin de garantizar
y mantener su utilidad para cada paciente.



Capítulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Justificación

La existencia de células mutadoras en el organismo representa un tema de gran
relevancia y plantea implicaciones clínicas potencialmente graves. Estas células, poseen
una capacidad intrínseca que supone un mayor riesgo de encontrar mutaciones en una
población celular, planteando serias preocupaciones en el ámbito de la salud. Sus efectos
pueden abordarse desde diferentes perspectivas, pero una de las más notables es su papel
en el surgimiento de bacterias resistentes a los medicamentos [36], lo que a su vez conlleva
un riesgo latente en caso de infecciones bacterianas.

La resistencia a los antibióticos, un fenómeno de creciente preocupación actual [3],
es un ejemplo destacado de cómo las células mutadoras pueden desencadenar problemas
significativos. Cuando un organismo se enfrenta a una infección bacteriana, la elección de un
tratamiento eficaz es esencial. Sin embargo, la aparición de linajes de bacterias resistentes a
los medicamentos pueden obstaculizar, e incluso impedir, la respuesta de los tratamientos
prescritos. Esto puede conducir a infecciones más persistentes y graves. Así, la presencia de
células mutadoras, que favorecen la aparición de tales mutaciones, se convierte en un factor
crítico que afecta directamente la capacidad de la medicina para combatir las infecciones.

Además de las implicaciones en términos de resistencia bacteriana, las mutaciones
genéticas inducidas por las células mutadoras tienen consecuencias que van más allá.
Pueden generar problemas en el organismo, como el cáncer o la inestabilidad genética, la
cual afecta la aptitud de las células [98]. El cáncer, está caracterizado por la proliferación
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CAPÍTULO 1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 5

descontrolada de células anómalas, a menudo se origina en mutaciones genéticas. Por lo
tanto, es fundamental modelar y estudiar las tasas de mutación hacia fenotipos mutadores
en el organismo, ya que esto puede ayudar a prevenir y tratar de manera más eficaz esta
enfermedad.

Dentro de este contexto, la estimación de la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores
emerge como una tarea de vital importancia. A pesar de que existen investigaciones que se
centran en fenotipos mutadores específicos, el desarrollo de métodos que puedan aplicarse
de manera universal a todo tipo de fenotipos mutadores, representa una herramienta
matemática de gran alcance. Estos métodos tienen la capacidad de monitorear y predecir la
aparición de mutadores en el organismo, lo que podría expandir la forma en que se abordan
las enfermedades relacionadas con mutaciones genéticas.

Los resultados de este tipo de investigación no solo tienen un impacto significativo en
el contexto de la resistencia a los medicamentos y el cáncer, sino que también pueden abrir
nuevas puertas en la prevención y el tratamiento de otras condiciones médicas relacionadas
con mutaciones genéticas. Si es posible prever la aparición de mutadores en un paciente,
podríamos tomar medidas preventivas para mantenerle estable al reducir drásticamente
el riesgo de desarrollar enfermedades graves. Esta capacidad de predicción podría ser un
avance crucial en la medicina, permitiendo una atención médica más personalizada.

La identificación temprana de la presencia de células mutadoras nuevas es esencial
para el diagnóstico y el tratamiento efectivo del cáncer. Dado que esta enfermedad suele
desarrollarse a lo largo del tiempo, el diagnóstico precoz puede marcar una diferencia
significativa en las tasas de supervivencia y la calidad de vida de los pacientes. La
investigación destinada a estimar la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores puede
proporcionar a los médicos y a los pacientes las herramientas necesarias para detectar y
abordar el cáncer en sus etapas más tempranas.

En última instancia, la presencia de células mutadoras en el organismo humano plantea
cuestiones complejas y fundamentales relacionadas con la salud y el bienestar de las
personas. La resistencia a los medicamentos y el riesgo de cáncer son solo dos ejemplos de
las implicaciones que estas células pueden tener en nuestra vida cotidiana. La investigación
en torno a la estimación de la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores representa un
paso crucial en la comprensión y el control de este fenómeno.
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1.2. Pregunta de investigación

En consecuencia de lo planteado anteriormente, a lo largo de este trabajo se pretende
contestar a la siguiente pregunta. Partiendo de las metodologías para estimar la tasa de
mutación de células silvestres a células mutante, ¿podemos generalizar dichas técnicas
y obtener estimaciones confiables de la tasa de mutación de células silvestres a células
mutadoras?

Además, se verificará el poder estadístico al construir intervalos de confianza para
contrastar las hipótesis estadísticas siguientes.

H0: El valor real de la tasa de mutación de células silvestres a células mutadoras está
contenido en el intervalo de confianza, o

H1: El valor real de la tasa de mutación de células silvestres a células mutadoras no es
un elemento del intervalo de confianza.

1.3. Objetivo general

Formular e implementar una metodología estadística apegada a un protocolo
experimental viable para estimar la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores, probar
el poder estadístico de los métodos desarrollados al generar datos in silico generados
a través de modelos matemáticos fiables; de igual forma, explorar si existen diferencias
significativas entre la distribución de probabilidad del número de células mutantes respecto
a la distribución de probabilidad del número de células mutantes incluyendo al número de
células mutantes con fenotipo mutador.

1.4. Objetivos particulares

Construir dos modelos que sean capaces de emular la reproducción celular y
consideren la aparición de distintos fenotipos.

Verificar que no hay diferencias significativas de los resultados obtenidos con los
modelos planteados y los resultados que pueden obtenerse con modelos clásicos y
ampliamente utilizados.
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Desarrollar una metodología basada en la función generadora de probabilidad
empírica que permita obtener estimaciones confiables para la tasa de mutación hacia
fenotipos mutadores, en general.

Validar los métodos de estimación propuestos utilizando datos in silico y generar
regiones de confianza para las estimaciones.



Capítulo 2

Preliminares

En este capítulo presentamos las herramientas y resultados básicos necesarios para el
desarrollo de este trabajo. La lectora o el lector familiarizado con los conceptos básicos de
la teoría de probabilidad y procesos estocásticos puede comenzar la lectura en el capítulo
siguiente. Además, para no desviarnos del objetivo de este trabajo hemos omitido algunos
conceptos básicos relativos a teoría de la medida; sin embargo, recomendamos consultar el
libro de Kolmogorov [74, Cap. 1-2] para todas aquellas personas que deseen profundizar en
esta área en el contexto de probabilidad. Los resultados de probabilidad fueron tomados de
libro de Resnick [115], mientras que, los resultados referentes a procesos estocásticos han
sido tomados de los libros de Chiang, Ross y Taylor, [35], [118] y [137], respectivamente.

2.1. Conceptos generales de probabilidad

Para poder definir apropiadamente un espacio de probabilidad es conveniente introducir
algunos conceptos de teoría de la medida.

Definición 1 (σ-álgebra) Sea Ω ̸= ∅ un conjunto. Una σ-álgebra F es una colección de
subconjuntos de Ω que satisface las siguientes propiedades:

(a) Ω ∈ F .

(b) Si A ∈ F , entonces Ac ∈ F .

(c) Si {An}n∈N es una colección numerable de conjuntos en F , entonces
⋃
n∈N

An ∈ F .

8
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La pareja (Ω, F) recibe el nombre de espacio medible.

Ahora, veamos algunos ejemplos de σ-álgebra.

Ejemplo 1 (σ-álgebra generada) Sea A una colección de subconjuntos de Ω, entonces

σ(A) =
⋂

{F | F es una σ-álgebra en Ω y A ⊆ F}

es la σ-álgebra generada por A.

Un caso particular, y muy importante, de una σ-álgebra generada es la σ-álgebra de
Borel. Si tomamos

A = {(a, b) ⊆ R | a, b ∈ R, a < b}.

Entonces, la σ-álgebra generada por A se conoce como σ-álgebra de Borel y se denota por
B(R).

En todo espacio medible, la σ-álgebra nos dice qué conjuntos pueden ser medidos; sin
embargo, no se ha fijado una forma de medir, lo que nos lleva a introducir el concepto de
medida.

Definición 2 (Medida) Sea (Ω, F) un espacio medible. Una medida en (Ω, F) es una
función µ : F → [0, ∞] que satisface:

(a) µ(∅) = 0.

(b) µ(A) ≥ 0, para todo A ∈ F .

(c) Si {An}n∈N es una colección numerable de conjuntos disjuntos de F , entonces

µ

 ⋃
n∈N

An

 =
∑
n∈N

µ(An).

Es importante recordar que las propiedades que satisfacen los conceptos previos serán
omitidas; sin embargo, recomendamos a las personas interesadas consultar [115] y [69].

Obsevación 1 A la terna (Ω, F ,µ) se le conoce como espacio de medida y µ(B), con
B ∈ F , como la medida del conjunto B. Luego, si µ(Ω) < ∞ se dice que µ es una medida
finita y, en particular, si µ(Ω) = 1 se dice que µ es una medida de probabilidad y se
denotará como P ; por lo que, en este caso, a P (B) se le denomina como la probabilidad
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del evento B ∈ F . Además, como en este trabajo nos restringimos a emplear medidas de
probabilidad, no es necesario hablar de la incorporación del infinito en la recta real.

Finalmente, al espacio de medida (Ω, F ,P ) se le conoce como espacio de
probabilidad y, este contexto, a Ω se le conoce como espacio muestral y denota al
conjunto de resultados de un experimento aleatorio.

Los espacios de probabilidad son más interesantes cuando definimos variables aleatorias
en ellos, entonces procedamos con su definición.

Definición 3 (Variable aleatoria) Se dice que una función X : Ω → R es una función
medible si X−1((−∞,x]) = {ω ∈ Ω | X(ω) ≤ x} ∈ F , para toda x ∈ R. Las funciones
medibles en un espacio de probabilidad se conocen como variables aleatorias.

Consideremos los espacios medibles (Ω, F) y (R, B(R)), con B(R) la σ-álgebra de
Borel, y sea X una variable aleatoria Si P : F → [0, 1] es una medida de probabilidad,
diremos que PX(B) := P ({ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B}), para todo B ∈ B(R), es la medida de
probabilidad inducida por X (ver [43]).

En particular, la probabilidad del evento X−1((−∞,x]), para todo x ∈ R, se llama
función de distribución de la variable aleatoria X y la definición formal es la siguiente.

Definición 4 (Función de distribución) Sea X una variable aleatoria. La función de
distribución, de X, es una función, FX : R → [0, 1], que está definida por

FX(x) = PX(X ≤ x), para toda x ∈ R.

Con lo anterior, tenemos que si PX denota la medida de probabilidad inducida por la
variable aleatoria X, entonces hemos construido el espacio de medida (R, B(R),PX) y,
más fuerte aún, hemos construido un espacio de probabilidad, pues notemos que la función
de distribución de X y PX están relacionadas de la manera siguiente:

FX(x) = PX((−∞,x]), para toda x ∈ R.

Ejemplo 2 (Variable aleatoria uniforme) Sea (a, b) ⊂ R un intervalo. Consideremos
a la función de distribución F : R → [0, 1], definida por

F (x) =


0, si x ≤ a
x− a

b− a
, si x ∈ (a, b)

1, si x ≥ b.

(2.1)
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La variable aleatoria X, inducida por F , es conocida como variable uniforme continua con
parámetros a y b.

Diremos que una variable aleatoria X tiene distribución F , y en símbolos lo denotamos
como X ∼ F , si X es inducida por F ; así, si F es como en la ecuación (2.1) es frecuente
llamarla distribución uniforme y para expresar que una variable aleatoria tiene dicha
distribución se escribe X ∼ Uniforme(a, b).

Una vez aclarada la importancia de las función de distribución, estudiaremos algunas
de sus propiedades, las cuales son fundamentales para el estudio de la probabilidad.

Teorema 1 Sea F (x) = P (X ≤ x) una función de distribución. Entonces se satisfacen
las siguientes propiedades:

(a) ĺım
x→∞F (x) = 1.

(b) ĺım
x→−∞

F (x) = 0.

(c) Si x ≤ y, entonces F (x) ≤ F (y).

(d) F es continua por la derecha, es decir, si h > 0 y F (x+) := ĺım
h→0

F (x+ h), entonces
F (x+) = F (x).

(e) Si h > 0 y F (x−) := ĺım
h→0

F (x− h), entonces F (x−) = P (X < x).

Demostración.

(a) Sea a = {an}n∈N una sucesión creciente de números reales tal que ĺım
n→∞ an = ∞. Sea

A = {An}n∈N una sucesión de eventos con An = (X ≤ an), para toda n ∈ N. Como
la sucesión a es creciente, entonces la sucesión A lo es; además, como en el límite de
la sucesión a no converge, entonces

ĺım
n→∞An = Ω.

Así, por la continuidad de la medida de probabilidad (ver [43], [119]), se tiene que

ĺım
n→∞F (an) = ĺım

n→∞P (An) = P (Ω) = 1.

Y dado que de cualquier sucesión {xn}n∈N tal que ĺım
n→∞xn = ∞, podemos extraer

una subsucesión creciente {xnk
}k∈N tal que ĺım

k→∞
xnk

= ∞, pues R con la métrica
del valor absoluto es un espacio métrico, entonces se sigue el resultado.
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(b) Sea a = {an}n∈N una sucesión decreciente de números reales tal que ĺım
n→∞ an = −∞.

Sea A = {An}n∈N una sucesión de eventos con An = (X ≤ an), para toda n ∈ N.
Como la sucesión a es decreciente, entonces la sucesión A también lo es y esto implica
que

ĺım
n→∞An = ∅.

Entonces, nuevamente por la continuidad de la medida de probabilidad, se tiene que

ĺım
n→∞F (an) = ĺım

n→∞P (An) = P (∅) = 0.

Así, sin importar la forma en cómo los números tiendan a −∞ se cumple que
ĺım
n→∞F (xn) = 0.

(c) Como x ≤ y, entonces

F (x) ≤ F (x) + P (x < X ≤ y)

= P ([X ≤ x] ∪ [x < X ≤ y])

= P (X ≤ y)

= F (y).

(d) Sea {an}n∈N una sucesión decreciente de números reales positivos tal que ĺım
n→∞ an = 0.

Notemos que
F (x+ an) = F (x) + P (x < X ≤ x+ an).

Entonces, tomando la sucesión de eventos {An} donde An = (x < X ≤ x+ an), para
toda n ∈ N, se tiene que la sucesión converge al conjunto vacío, por lo que usando
la continuidad de la probabilidad obtenemos

ĺım
n→∞F (x+ an) = F (x) + ĺım

n→∞F (An) = F (x),

de donde se sigue lo deseado.

(e) Sea {an}n∈N una sucesión decreciente de números reales positivos tal que ĺım
n→∞ an = 0.

Tomando la sucesión de eventos {An}n∈N con An = (X < x− an), para toda n ∈ N,
se tiene que la sucesión converge al evento (X < x), por lo que la continuidad de la
probabilidad implica

P (X < a) = ĺım
n→∞P (An) = ĺım

n→∞F (x− an) = F (a−).

Otra propiedad de la función de distribución se encuentra descrita en la siguiente
definición.
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Definición 5 (Variable aleatoria absolutamente continua) Decimos que una
variable aleatoria X, con función de distribución F , es absolutamente continua si existe
una función no negativa e integrable en el sentido de Riemman, f : R → R, que
denominaremos función de densidad, tal que

F (x) =
∫ x

−∞
f(u)du.

En el caso que X sea una variable aleatoria discreta, es decir, una variable aleatoria cuyo
rango es a lo sumo numerable el símbolo de integral se reemplaza por una suma sobre el
conjunto de puntos en donde no es cero.

Cabe aclarar que solo en algunos casos, como en el Ejemplo 2, la función de densidad
existe, y tanto esta como su función de distribución son conocidas bajo algún nombre
específico, como distribución geométrica, binomial, normal, Poisson, etc., por tal razón,
generalmente se trabaja con la función de distribución

Ahora presentamos algunos ejemplos que serán relevantes a lo largo de este trabajo.

Ejemplo 3 (Distribución Bernoulli) Sea p ∈ (0, 1). Consideremos a la función de
distribución F : R → [0, 1] definida por

F (x) =


0, si x < 0,
1 − p, si 0 ≤ x < 1,
1, en otro caso.

Verificaremos que f : R → R definida por

f(x) =

p
x(1 − p)1−x, si x = 0, 1,

0, en otro caso,

es una función tal que
F (x) =

∑
u≤x

f(u).

Por la definición de f , para x < 0, se cumple que f(x) = 0, por lo que F (x) = 0.
Luego, para x = 0 se tiene que f(x) = 1 − p; mientras que, para 0 < x < 1 se satisface
que f(x) = 0, en consecuencia, para 0 ≤ x < 1 se cumple que F (x) = 1 − p. Finalmente,
f(1) = p y si x > 1, entonces f(x) = 0; por lo tanto F (x) = 1 para x ≥ 1, con lo que se
verifica la afirmación.
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Ahora, si una variable aleatoriaX tiene distribución F , diremos queX tiene distribución
Bernoulli con parámetro p y escribiremos X ∼ Bernoulli(p).

Ejemplo 4 (Distribución binomial) Sean n ∈ N y p ∈ (0, 1). Consideremos la función
de densidad f : R → R definida por

f(x) =


(
n

x

)
px(1 − p)n−x, si x = 1, . . . ,n,

0, otro caso.

Si una v.a, X, tiene función de densidad f , diremos que X tiene distribución Binomial con
parámetros n y p, y escribiremos X ∼ Binomial(n, p).

Ejemplo 5 (Distribución binomial negativa) Sean r ∈ N y p ∈ (0, 1). Consideremos
la función de densidad f : {r, r+ 1, . . .} → R definida por

f(x) =


(
x− 1
r− 1

)
pr(1 − p)x−r, si x = r, r+ 1, . . .,

0, en otro caso.

Si una variable aleatoria X tiene función de densidad f , diremos que X tiene distribución
binomial negativa con parámetros r y p, y escribiremos X ∼ BN(r, p).

Las variables aleatorias. poseen características numéricas entre las que destacan el valor
esperado, la varianza y la covarianza. A continuación presentamos su definición.

Definición 6 Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con función de
densidad f .

(a) El valor esperado, o esperanza, de X se define como la siguiente integral en el sentido
de Riemann

E(X) =
∫

R
xf(x)dx.

En el caso de que X sea una variable aleatoria discreta y absolutamente continua,
sustituiremos el símbolo de integral por una suma sobre el conjunto de puntos en
donde es distinta de cero. Además, cuando E(X) = ±∞ diremos que X no tiene
esperanza finita.

(b) La varianza de X se denota y define como

Var(X) = E([X −E(X)]2).
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(c) Si Y es una variable aleatoria, entonces la covarianza de X y Y se define como

Cov(X,Y ) = E([X −E(X)][Y −E(Y )]).

La razón por la cual los tres conceptos previamente definidos destacan, es la
interpretación que podemos asociarles. La esperanza es el número alrededor del cual se
concentran los eventos con mayor probabilidad de ocurrir; por otro lado, la varianza se
refiere a cuán dispersos se encuentran los eventos y, finalmente, la covarianza indica cómo
es la relación entre dos variables aleatorias dadas. Para no desviarnos del objetivo de este
trabajo sugerimos consultar [141], [115] y [69], para profundizar en las diversas propiedades
que satisfacen los conceptos antes mencionados.

Ahora, introduciremos los vectores aleatorios, pues estos relacionan dos o más variables
aleatorias. a fin de modelar experimentos aleatorios más sofisticados y la covarianza toma
un papel fundamental en el estudio de ellos.

Definición 7 (Vector aleatorio) Sea X : Ω → Rn una función. Diremos que X es un
vector aleatorio si

X−1((−∞,x1] × · · · × (−∞,xn]) ∈ F , ∀ x1, . . . ,xn ∈ R.

De la definición anterior no es del todo claro que estemos hablando de un vector
aleatorio; así, presentamos la siguiente proposición.

Proposición 1 Una función (X1, . . . ,Xn)T : Ω → Rn es un vector aleatorio si, y sólo si,
cada coordenada es una variable aleatoria.

Introduciremos ahora a las funciones de distribución conjuntas, las cuales son análogas
a las funciones de distribución definidas previamente.

Definición 8 (Función de distribución conjunta) Sean X1, . . . ,Xn variables
aleatorias. Diremos que la función de distribución conjunta del vector X = (X1, . . . ,Xn)T ,
FX : Rn → [0, 1], se define por

FX(x1, . . . ,xn) = PX(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn),

para cualquier (x1, . . . ,xn) ∈ Rn.

Para vectores aleatorios existen definiciones y resultados análogos a los presentados para
variables aleatorias. Recomendamos consultar [138], [115] y [69].
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Ahora, extenderemos a vectores aleatorios el concepto de variables aleatorias
absolutamente continuas y el concepto de función de densidad.

Definición 9 (Función de densidad conjunta) Sea X = (X1, . . . ,Xn)T un vector
aleatorio con función de distribución FX . Se dice que X es absolutamente continuo si existe
una función no negativa e integrable, fX : Rn → R, tal que para todo (x1, . . . ,xn) ∈ Rn,
se cumple que

FX(x1, . . . ,xn) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
fX(u1, . . . ,un)dun . . . du1,

empleando la integral en el sentido de Riemann. Notemos que, similar a variables aleatorias,
en el caso de que el vector aleatorio X esté formado de variables aleatorias discretas,
sustituiremos los símbolos de integral por sumas sobre los correspondientes soportes.
Además, a la función fX la denominaremos función de densidad conjunta.

Dado un vector aleatorio, en ocasiones, es útil conocer el comportamiento estocástico
de alguna colección de las variables aleatorias que lo componen, de esto surge el concepto
que definimos a continuación.

Definición 10 (Función de densidad marginal) Sea X = (X1, . . . ,Xn)T un vector
aleatorio con función de densidad fX . Definimos a la función de densidad marginal fXi

:
R → R, para cada i = 1, . . . ,n, por

fXi
(xi) =

∫ x1

−∞
· · ·

∫ xi−1

−∞

∫ xi+1

−∞
. . .
∫ xn

−∞
fX(u1, . . . ,un)dun . . . dui+1dui−1 . . . du1,

empleando la integral en el sentido de Riemann.

Habiendo definido las funciones de densidad marginales podemos introducir el concepto
de independencia en variables aleatorias.

Definición 11 (Independencia de variables aleatorias) Sean X y Y variables
aleatorias con funciones de densidad fX y fY , respectivamente. Diremos que X y Y son
independientes si

f
(X,Y )

(x, y) = fX (x)fY (y), (2.2)

para todos x, y ∈ R. Donde f
(X,Y )

denota la función de densidad conjunta del vector
aleatorio (X,Y ).

El concepto de independencia nos permite enunciar la definición de muestra aleatoria
que presentamos a continuación.
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Definición 12 (Muestra aleatoria) Sea X una variable aleatoria con función de
distribución FX . Sea {X1, . . . ,Xn} una colección de n variables aleatorias. Si dichas
variables son independientes e idénticamente distribuidas, es decir,

Xi ∼ FX ,

para toda i = 1, . . . ,n, diremos que {X1, . . . ,Xn} es una muestra aleatoria de X de tamaño
n. Además, diremos que x1, . . . ,xn es una realización, u observación, de la muestra si

xi = Xi(ω),

para algún ω ∈ Ω y para toda i = 1, . . . ,n.

2.2. Conceptos generales de procesos estocásticos

Las variables y vectores aleatorios resultan de gran utilidad para modelar sucesos que
ocurren una única ocasión. Luego, se recurre a las muestras aleatorias cuando repetimos
dichos sucesos un número finito de veces.

Sin embargo, al reconocer que cada suceso puede estudiarse no solo considerando su
resultado final sino también observando su evolución en el tiempo, surgen de esta manera
los procesos estocásticos. A continuación, presentamos su definición.

Definición 13 (Proceso estocástico) Sea X = {X(t) | t ∈ T} una colección de
variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad (Ω, F ,P ), indexadas por
un conjunto T ⊆ R, denominado espacio parametral, y que toman valores en un conjunto
S ⊆ R, denominado espacio de estados. Diremos entonces que X es un proceso estocástico.

Los procesos estocásticos pueden clasificarse por distintas propiedades. Las
clasificaciones más elementales recaen en la forma del espacio parametral y del espacio
de estados, y las presentamos a continuación.

Definición 14 (Clasificación basada en el espacio parametral) Sea X = {X(t) |
t ∈ T} un proceso estocástico.

Si |T | ≤ |N|, se dice que X es un proceso a tiempo discreto.

Si |T | = |R|, se dice que X es un proceso a tiempo continuo.
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Donde | · | denota la cardinalidad.

Definición 15 (Clasificación basada en el espacio de estados) Sea X = {X(t) |
t ∈ T} un proceso estocástico.

Si S ⊆ N, se dice que X es un proceso discreto.

Si S = R, se dice que X es un proceso continuo.

Para este trabajo nos interesan procesos estocásticos discretos y a tiempo continuo. Más
aún, estudiaremos procesos que satisfagan la propiedad de Markov, la cual se enuncia a
continuación.

Definición 16 (Propiedad de Markov) Sea X = {X(t) : t ≥ 0} un proceso estocástico
a tiempo continuo. Diremos que X tiene la propiedad de Markov si

P (X(t+ s) = j | X(s) = i,X(u) = x(u), 0 ≤ u < s)

= P (X(t+ s) = j|X(s) = i)
, (2.3)

para todos los tiempos s, t ≥ 0 y para todos los estados i, j,x(u) ∈ S, con u ∈ [0, s). Si X
tiene la propiedad de Markov es usual decir que X es un proceso Markoviano.

Luego, aquellos procesos de satisfacen las propiedades que nos interesan son llamados
cadenas de Markov discretas a tiempo contiuo. Y, formalmente, su definición es la siguiente.

Definición 17 (Cadena de Markov discreta a tiempo contiuo) Sea X un proceso
estocástico discreto a tiempo continuo. Decimos que X es una cadena de Markov discreta
a tiempo contiuo si X tiene la propiedad de Markov.

Si X es un proceso Markoviano, la propiedad de Markov puede interpretarse como
que la probabilidad de que ocurra un evento en X depende del evento anterior inmediato,
únicamente, y no de todos los eventos previos.

De la propiedad de Markov, se desprende un resultado de suma importancia. Para
presentarlo, es necesario discutir el siguiente lema.

Lema 2 Sea (Ω, F ,P ) un espacio de probabilidad. Dados los eventos E1,E2,E3 ∈ F , se
cumple que

P (E1,E2,E3) = P (E3 | E1,E2)P (E2 | E1)P (E1). (2.4)



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 19

Demostración. Por definición de la probabilidad condicional se tiene que

P (E3 | E1,E2) = P (E3,E2,E1)[P (E2,E1)]
−1 y

P (E2 | E1) = P (E2,E1)[P (E1)]
−1.

Así, al realizar el producto P (E3|E1,E2)P (E2|E1)P (E1) el resultado es P (E3,E2,E1), lo
deaseado.

El lema previo será de utilidad para enunciar el teorema siguiente. El cual nos provee
de herramientas que serán empleadas en la sección 4.1.1.

Teorema 3 (Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov) Sea X una cadena de Markov
discreta a tiempo continuo. Para todos los tiempos h, t ≥ 0 y estados j, k0 ∈ N se cumple
que

P (X(t+ h) =j | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ h) = j | X(t) = k)P (X(t) = k | X(0) = k0). (2.5)

Demostración. Usando el Lema 2 y por considerar como E1 = {X(0) = k0}, E2 =
{X(t) = k} y E3 = {X(t+ s) = j} se tiene que

P (X(t+ s) = j | X(0) = k0)

= P (X(t+ s) = j, Ω | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j,X(t) = k | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j,X(t) = k,X(0) = k0)[P (X(0) = k0)]
−1

=
∞∑
k=0

[
P (X(t+ s) = j | X(t) = k,X(0) = k0)P (X(t) = k | X(0) = k0)

P (X(0) = k0)[P (X(0) = k0)]
−1
]

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k,X(0) = k0)P (X(t) = k | X(0) = k0) (2.6)

Notemos que

P (X(t+ s) = j | X(t) = k,X(0) = k0) = P (X(t+ s) = j | X(t) = k), (2.7)
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por la propiedad de Markov.

Ahora, al sustituir la Ecuación (2.7) en la Ecuación (2.6) obtenemos que

P (X(t+ s) =j | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k,X(0) = k0)P (X(t) = k | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k)P (X(t) = k | X(0) = k0),

lo deseado.



Capítulo 3

Carcinogénesis

De manera usual, se define a la célula como la unidad básica de la vida [54] y es que
una célula es la forma más simple de vida, cada célula es capaz de procesar su alimento,
responder a estímulos, moverse, crecer y reproducirse, además de que todo organismo vivo
está compuesto de células.

Podemos estudiar a las células desde distintas perspectivas. Sin embargo, para
este trabajo, nos enfocaremos en discutir la diversidad fenotípica. Posteriormente,
contextualizaremos la relevancia que tienen los distintos fenotipos al presentar el desarrollo
de cáncer.

Un fenotipo es una característica perceptible de un organismo [150]; por ejemplo, el
tamaño del diámetro de una célula. En muchos caso, la detección de los distintos fenotipos
puede realizarse experimentalmente a través de tinciones, como puede apreciarse en [131].

La diversidad fenotípica se refiere a la variabilidad en los fenotipos de los individuos
dentro de una población o especie, donde tal variación puede ocurrir tanto por factores
estocásticos, como mutaciones, y/o factores adaptativos, como respuestas al ambiente [80],
[103].

Por un lado, los factores estocásticos representan una fuente constante de cambios en
los fenotipos, los cuales carecen de intención [39]: Por otra parte, los factores adaptativos
se desencadenan por la detección de cambios en el ambiente [55].

Tras el trabajo de Loeb et al. (1974) en [87], el paradigma en los fenotipos respectivo a
mutaciones cambió, al proponer la hipótesis del fenotipo mutador. Esta hipotesis plantea la

21
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existencia no solo de un fenotipo silvestre, coloquialmente llamado normal, y un fenotipo
mutante, sino también la existencia de un fenotipo tal que las células con dicho fenotipo se
caracterizan por poseer una tasa de mutación más alta que el resto de células, implicando
que la mutagénesis puede ser favorecida.

En la Figura 3.1 podemos apreciar la dinámica fenotípica bajo la hipótesis del fenotipo
mutador. Las células silvestres pueden dar origen a células mutantes, mutadoras y silvestres.
Luego, las células mutadoras puede dar a origen a células mutantes y mutadoras. Por último,
las células mutantes solo dan origen a más células mutantes.

Figura 3.1: Paradigma de la dinámica fenotípica.

La presencia de células mutadoras juega un rol crucial. Está altamente relacionada con,
por ejemplo, la inestabilidad genética que afecta la aptitud de las células, la resistencia a
medicamentos y el desarrollo de cáncer. Más aún, la hipótesis del fenotipo mutador tiene
sus orígenes en el estudio de cáncer [88], lo cual motiva la siguiente discusión sobre el
desarrollo de cáncer.

Recordemos que los organismos compuestos por una única célula son llamados
unicelulares y en otro caso, son llamados pluricelulares. Los animales, plantas y algunos
hongos son ejemplos de organismos pluricelulares y, como se menciona en Aktipis (2020)
[4], el origen de los organismos pluricelulares fue también origen del cáncer. A lo largo
de este capítulo profundizaremos en el estudio del porqué el cáncer es tan antiguo como
los organismos pluricelulares, ilustrando uno de los efectos mutacionales de mayor interés
científico y en el cual nuestro trabajo tiene repercusiones.

Desde el punto de vista evolutivo, todo organismo tiene como objetivo la reproducción
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exitosa ya que esto aumenta su aptitud. Esto es clave para el proceso de selección
natural pues, de acuerdo con Pianka (2008) [110], esta opera considerando el éxito en
la reproducción diferencial de los individuos, es decir, el número de descendientes que un
organismo deja a lo largo de su vida [26]

Ahora, consideremos a una célula, de un organismo pluricelular, y considerémosla como
un organismo unicelular; por ejemplo, una célula del estómago de algún humano entonces,
por lo anterior, sería natural que esta célula buscase reproducirse tanto como el ambiente le
permita; sin embargo, las células que conforman a un organismo pluricelular están siempre
bajo un control de crecimiento poblacional muy estricto [143]. De esta manera, en el primer
momento en que las células se organizan, por razones de cooperación [4], para formar a
los organismos pluricelulares pierden esta la posibilidad de proliferación que naturalmente
tenían, lo cual resulta contraintuitivo ya que esto disminuye su nivel de aptitud en términos
de evolución y selección natural. Así, el cáncer aparece para que las células en los organismos
pluricelulares sobrevivan y proliferen rápidamente, dejando más descendencia [4].

Se sigue de lo anterior que la evolución, de manera general, favorece a las células que
proliferan rápidamente; lo cual es una propiedad que caracteriza a las células cancerígenas,
también conocidas como células neoplásicas. Por otra parta parte, la evolución también
favorece a los organismos con mejores mecanismos para evitar y/o suprimir las células
cancerígenas [24]. De esta manera, ambos factores coexisten simultáneamente y los
detallamos a continuación.

El cáncer es un grupo de enfermedades que surge cuando algunas células de un organismo
pluricelular pierden el comportamiento cooperativo, proliferando y diseminándose sin
restricciones [24], lo que potencialmente provoca comorbilidades e inclusive la muerte del
organismo y para saber cómo se origina es necesario hablar sobre la carcinogénesis.

La carcinogénesis es el proceso por el cual las células sanas se transforman en
células cancerígenas y se pueden reconocer tres etapas principales: iniciación, promoción y
progresión [15].

En la etapa de iniciación ocurren las alteraciones, cambios o mutaciones en los genes
que ocurren espontáneamente o de manera inducida que afectan la regulación de rutas
bioquímicas asociadas con la proliferación celular, supervivencia y diferenciación; de esta
manera, aparecen las células preneoplásicas, es decir, aquellas que tienen la capacidad de
formar tumores [21], [128].

Luego, la etapa de promoción suele ser una etapa que se prolonga por varios años
y donde las células preneoplásicas se acumulan y comienzan a desarrollar características
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como la resistencia a la apoptosis, la muerte celular programada; la independencia de las
señales de crecimiento, es decir, las células ya no dependen de estímulos externos para la
reproducción [32]; y la falta de inhibición por contacto [21], esto es, usualmente, una célula
deja de reproducirse cuando entra en contacto con otra célula del mismo tipo [108], lo
cual mejora la habilidad de proliferación de las células, pues escapan de los mecanismos de
control del organismo.

Finalmente, la progresión es la fase entre una lesión premaligna, donde la definición
de lesión premaligna está basada usualmente en criterios epidemiológicos, clínicos y
morfológicos; así, incluye a los tumores benignos y lesiones específicas como nódulos
displásicos en el hígado y la displasia de Barret en el esófago [49], y el desarrollo del
cáncer invasivo. La progresión es la etapa final de la transformación neoplásica, ocurre la
proliferación celular; además, ocurren cambios genéticos y fenotípicos. Así, rápidamente
el tumor aumenta de tamaño y las células pueden sufrir mutaciones, volviéndolas
potencialmente invasivas y metastásicas [47], [128].

La carcinogénesis es un proceso multifactorial pues puede ocurrir por alteraciones
genéticas, como anomalías en la replicación celular o en la reparación de genes y condiciones
hereditarias [30]. Asimismo, también puede ocurrir por causas epigenéticas, como exposición
a algunos agentes físicos, químicos o virus [76]. En ambos escenarios se da origen a
mutaciones, pues el cáncer es resultado de ellas [9].

Recordemos que las mutaciones son alteraciones en la composición genética de un
organismo que pueden resultar en un cambio o fenotipo heredable e identificable [71]. Las
mutaciones tienen un rol crucial en el entendimiento del cáncer, son tan importantes que
se utilizan para caracterizar a los diversos tipos de cáncer existentes a través de sus firmas
mutacionales, los cuales son patrones en los procesos de mutación [101].

Ahora bien, no toda mutación origina cáncer [2] y para hablar de ello es necesario
introducir a las células germinales o gametos, que se refiere a una subpoblación de células
sexuales [18]; por ejemplo, los óvulos y los espermatozoides en los animales. Con lo anterior,
podemos proceder a definir las células somáticas como el conjunto de todas las células que
componen a un organismo pluricelular, exceptuando a las células germinales.

La razón para definir a las células somáticas es para hablar sobre las mutaciones que en
ellas aparecen [148], es decir, las mutaciones somáticas dado que estas son las mutaciones
capaces de dar origen al cáncer. Por otra parte, cuando ocurren las mutaciones en los
gametos estas no ocasionan cáncer, aunque son capaces de heredar un mayor riesgo de
desarrollar cáncer [91].
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Las mutaciones en las células ocurren de manera espontánea y, en promedio, ocurre
al menos una mutación que puede llegar a ser potencialmente cancerígena [125, Cap. 11].
Esto es, el riesgo de desarrollar cáncer siempre está presente; sin embargo, no es común
desarrollarlo. Estimaciones mostraron que el riesgo de desarrollar cáncer antes de los 75
años es del 20%; mientras que, el riesgo de morir de cáncer es del 10% [50]. Asimismo, se
ha estimado que aproximadamente el 20% de la población mundial será diagnosticada con
algún tipo de cáncer a lo largo de su vida [106].

De esta manera, diariamente es posible que comience algún tipo cáncer y, a la vez, no
es tan frecuente llegar a desarrollar cáncer. Esto se debe a diversos factores, uno de ellos
es que no todas las mutaciones somáticas convierten a un gen en un oncogén, es decir, un
gen que fue alterado en el proceso de mutación de una célula somática no necesariamente
resulta en un gen capaz de iniciar o favorecer la carcinogénesis [114].

3.1. Mecanismos internos contra el cáncer

Los organismos pluricelulares hemos desarrollado mecanismos intrínsecos que tienen,
entres sus objetivos, la supresión de células cancerígenas [31]. El primero de ellos es
la inhibición por contacto [1] la cual se refiere al proceso por el cual las células que
pertenecen a un mismo tejido se autorregulan considerando dos principios fundamentales: la
reproducción celular se detiene si la pared celular de cada célula del tejido está en contacto
con la pared celular de las células del mismo tejido que están a su alrededor y las células
del tejido que se reproduzcan fuera de la estructura de dicho tejido son sometidas a la
apoptosis [31].

En la Figura 3.2 se ilustra el funcionamiento de los principios fundamentales que
constituyen la inhibición por contacto. Si consideramos que las células pertenece al mismo
tejido y la línea punteada de color rojo como parte de la estructura que debe poseer dicho
tejido entonces en la Figura 3.2a se muestran células que no están haciendo contacto con
todas las células a su al rededor, por lo que la reproducción es necesaria a fin de que el
tejido a formar esté completo. Luego, en la Figura 3.2b se muestra que las células han
formado en su totalidad al tejido donde dado que la estructura del tejido debe mantenerse
y que cada célula está en contacto con el resto de las células que le rodean, la reproducción
está inhibida, salvo en caso de que ocurra la muerte de alguna de las células. Finalmente,
en la Figura 3.2c se muestra que las células están fuera de la estructura que debe poseer el
tejido y por tanto algunas de las células deben llevar a cabo la apoptosis.

Tras observar la Figura 3.2c podemos comprender mejor cuán relevante resulta la
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(a) (b)

(c)

Figura 3.2: Mecanismo de inhibición por contacto.

inhibición por contacto en la carcinogénesis puesto que cuando una mutación en la célula
interfiere con este mecanismo las restricciones que mantienen la estructura adecuada de los
tejidos se ignoran y, si aunado a lo anterior, las células adquieren resistencia a la apoptosis
entonces la proliferación de estas representa un riesgo potencial para la vida del individuo.

El segundo mecanismo del que hablaremos es conocido como senescencia celular y es
un proceso de detención estable del ciclo celular que se inicia por señales o por diversos
tipos de estrés; por ejemplo, señales de inflamación y/o daño de tejido, privación de
nutrientes y desorganización del material del que están compuestos los cromosomas, es decir,
desorganización de la cromatina [79]. Las células que son sometidas a la senescencia celular,
que son llamadas células senescentes, sufren cambios en su expresión génica, desarrollan el
fenotipo secretor complejo asociado a la senescencia (SASP, por sus siglas en inglés), el cual
se refiere a que las células se mantienen activas metabólicamente, aunque con alteraciones,
y secretan factores proinflamatorios en el cuerpo como citoquinas y proteasas [6], [34].
Además, la proliferación de las células senescentes se detiene, pero se mantienen vivas,
por lo que es una alternativa a la apoptosis; sin embargo, aun cuando este mecanismo
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está presente en diversos organismos, como en los humanos, existen algunos organismos
específicos; por ejemplo, algunos árboles perennes, moluscos bivalvos o esturiones, cuyas
células no poseen este mecanismo [22], [29].

Ahora, en el contexto del cáncer, recordemos que una de las características de las células
neoplásicas es que son resistentes a la apoptosis por lo que la senescencia celular resulta
crucial como mecanismo de prevención y defensa ante el cáncer en cualquiera de sus etapas
de desarrollo.

Para introducir al tercer mecanismo que presentaremos es necesario definir a los
telómeros. Los telómeros son estructuras que protegen los extremos de los cromosomas
[146] y resultan cruciales dado que estos se rompan o se dañen. Sin embargo, tras cada vez
que las células se reproducen ocurre una pérdida gradual de los telómeros que constituyen
cada uno de los cromosomas de la célula, un proceso conocido como erosión o reducción de
los telómeros [14], el cual puede desencadenar daños similares a rupturas de la doble hélice
del ADN [65], consideradas como el daño más letal que pueden sufrir las células eucariotas
[113].

Dadas las posibles implicaciones, una vez que los telómeros se han reducido hasta un
determinado punto, la célula debe proceder a la apoptosis o a la senescencia; así es que
después de que cada célula se haya reproducido algún determinado número de veces, el
organismo se puede asegurar que es inofensiva. Por otra parte, se ha encontrado que existe
una tercer posibilidad, las células somáticas pueden comenzar una trasformación oncogénica
[124]. En este caso, usualmente, la elongación de los telómeros se ve favorecida, por
activación de la telomerasa [62]; por ejemplo, en humanos se estima que, aproximadamente,
del 80 al 90% de las células neoplásicas son capaces de elongar sus telómeros [66]. Así es
que con la elongación de telómeros el organismo no recibe señales para neutralizar a la
célula pese a que haya sobrepasado sus límites de reproducción, una de las razones por las
cuales se considera al cáncer con la propiedad de inmortalidad [78].

En la Figura 3.3a, tomada de [99], podemos observar un cromosoma y en color naranja
se aprecian los telómeros. Luego, en la Figura 3.3b, modificada de [149], se muestra a detalle
la erosión de un telómero en función de la reproducción; además, con esta figura podemos
entender también a la elongación de telómeros, ya que es el proceso inverso.

Ahora, presentamos el mecanismo de corrección de errores, también conocido como
proofreading. Dentro de las células existen diversas enzimas las cuales son capaces de
reconocer y reparar errores que se originan a lo largo del proceso de reproducción celular
[114]; por ejemplo, la polimerasa I (Pol I), presente en las células procariotas, y su análoga
en células eucariotas, la polimerasa β [109].
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(a) (b)

Figura 3.3: Telómeros como mecanismo de prevención del cáncer. 3.3a Estructura de un
cromosoma mostrando en color naranja los telómeros, [99]. 3.3b Procesos de erosión de telómeros
como efecto de la reproducción, modificada de [149].

Una vez identificado algún error, el éxito de la corrección de errores recae en la habilidad
de elegir correctamente los nucleótidos (adenina, citocina, guanina, timina y uracilo) y
extirpar los nucleótidos que se habían incorporado erróneamente en el genoma empleando
exonucleasa [16], una enzima capaz de romper los enlaces que une los carbones 3′ - 5′ de la
desoxirribosa como se aprecia en la Figura 3.4, modificada del repositorio LabelMe [120],
donde estos enlaces son los responsables de la unión entre un nucleótido y otro [94].

Figura 3.4: Función de la exonucleasa [120].

Los errores en la replicaciones pueden causar diversas enfermedades; por ejemplo,
deficiencia inmunodeficiencia, neurodegeneración, envejecimiento prematuro y cáncer [8].
Así, intuitivamente, se tiene que este es un mecanismo útil y eficiente en varios casos,
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pero tiene sus limitaciones ya que, por otra parte, la células neoplásicas se caracterizan
por su inestabilidad genética; es decir, una alta tendencia de alteraciones en el genoma
durante la reproducción celular, por lo que se encuentran varias fallas a lo largo de un
mismo genoma [151]. Ahora, consideremos lo siguiente, de acuerdo con Fan et al. (2007)
[46] y Anandakrishnan et al. (2019) [9], existen modelos actuales [10], [12], [86], [89], [102],
[105], [139], [153] en donde se asume que las mutaciones en todo punto del genoma son
equiprobables; así que procediendo de esta manera, la probabilidad de que el mecanismo
de corrección de errores detecte las n mutaciones, para luego corregirlas, es

1
ℓG

1
ℓG

· · · 1
ℓG︸ ︷︷ ︸

n veces

=
1
ℓnG

, (3.1)

donde ℓG denota la longitud del genoma en nucleótidos.

Luego, si consideramos la ecuación anterior para el caso de los humanos, la Ecuación
(3.1) es equivalente a

1
(3200000000)n ,

pues la longitud del genoma humano, en nucleótidos, es de 3200000000 [27]. Por tanto, es
prácticamente nula la probabilidad de que los mecanismos de corrección de errores sean
efectivos contra las células neoplásicas.

Procedamos ahora a introducir el último de los mecanismos para la supresión de células
cancerígenas que discutiremos, pero también el más conocido, el sistema inmune.

De manera general, el sistema inmune es el responsable de mantener saludable el
organismo, por lo que se encarga no solo de prevenir la aparición del cáncer sino de brindar
protección ante todo agente patógeno e infeccioso que pueda perjudicar y/o comprometer
el bienestar de cada individuo [59]. Ahora bien, el sistema inmune está compuesto por
diversos tipos de células, las cuales describimos a continuación.

Los macrófagos, un tipo específico de los glóbulos blancos, están equipados para detectar
y responder a infecciones y lesiones de los tejidos además de que juegan un rol crucial en
la reparación de tejidos y la homeostasis de ellos [83], es decir, la regulación dinámica
de, por ejemplo, concentraciones de ácido, azúcar, energía, oxígeno, y temperatura [114].
Durante la carcinogénesis, actúan los macrófagos antitumorales que promueven la inflación
y participan en la eliminación de más células cancerígenas inmunogénicas [60], es decir,
células cancerígenas que tienen la habilidad de inducir respuestas inmunes adaptativas
similares a condiciones autoinmunes [20].

La inflamación crónica es un factor distintivo del cáncer [40] y los neutrófilos, glóbulos
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Figura 3.5: Células del sistema inmune [19].

blancos especializados, son de las primeras células inmunitarias en acudir cuando hay tejido
dañado, por lo que representan una parte importante durante la inflamación dado que,
además de eliminar patógenos, modulan la inflamación a través de diversos mecanismos
tales como: secreción de proteínas antibacterianas o fagocitosis [73], es decir, la eliminación
de microorganismos y sustancias de tamaño mayor a 0.5µm de diámetro [144].

Es importante mencionar que en pacientes con cáncer se han encontrado altos niveles
de neutrófilos lo cual se ha asociado a pronósticos médicos adversos [42]. Además, se ha
encontrado una variante de neutrófilos asociados a tumores, de la cual se han caracterizados
dos subpoblaciones, una protumoral y, la otra, antitumoral [53]; sin embargo, se conoce muy
poco acerca de la forma en la que los neutrófilos se vuelven protumorales y si es que es
posible revertir dicho proceso [60].

Hablemos ahora sobre las células NK, conocidas también como natural killer. Estás
células inmunológicas son de rápida respuesta contra células transformadas; por ejemplo,
células que han sido infectadas o, bien, que hayan adquirido cambios malignos, o
potencialmente malignos, como el caso de células neoplásicas [33]. Las células NK tienen
una amplia variedad de receptores inhibidores y estimulantes a lo largo de su superficie, la
membrana plasmática, los cuales son empleados para vigilancia inmunológica [60] pues, a
partir de ellos, reconocen expresiones alteradas de proteínas y controlan la función citolítica
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Figura 3.6: Mecanismo de reconocimiento de las células NK [129].

[107], esto es, la disolución de las células en sus componentes químicos [114].

En la Figura 3.6, modificada de [129], se ilustra el mecanismo a través del cual las
células NK llevan a cabo la identificación de células y en caso de detectar alguna célula
transformada proceder a su eliminación. Las células NK utilizan sus receptores para
reconocer las expresiones que son comunicadas por las células. A manera de analogía, las
expresiones de la célula funcionan como llaves; mientras que, los receptores toman el papel
de cerraduras; así, dada una cerradura, se tienen los siguientes casos:

1. Se tiene una llave que entra en la cerradura y da acceso;

2. Se tiene una llave que entra en la cerradura, pero no da acceso; y

3. No se tiene llave que entre en la cerradura.

Y en cada caso, se tiene información. Por ejemplo, en el primer caso, una de las
expresiones de las célula encaja con el determinado receptor y encajan de la manera
adecuada por lo que dependiendo de qué receptor fue activado, la célula NK puede proceder
a eliminar a la otra célula o no. Luego, en el segundo caso, se tiene que alguna de las
expresiones encaja con el receptor, solo que no encajaron de la manera correcta lo que, en
general, representa una potencial alerta. Por último, en el tercer caso, la célula NK no es
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capaz de reconocer la expresión, pero a fin de prevenir un daño al organismo, la célula NK
elimina a la célula e integra a sus memorias de respuesta este nuevo tipo de células dado
que, en condiciones estándares, todas las células que resultan inocuas para el individuo son
identificables por las células NK.

Como mencionamos, las células NK detectan, a través de sus receptores, a las células
que potencialmente pueden dañar al organismo, pero solo a partir que estas expresan algún
cambio, es decir, lo “comunican”. Las células neoplásicas han tomado ventaja de esto pues
son capaces de incrementar la expresión de una molécula específica, el complejo mayor
de histocompatibilidad de clase I (MHC-I), para inhibir las funciones citotóxicas, como
la función citolítica [134]. Además, disminuyen la expresión de una proteína, ligandos de
NKG2D, para tratar de evitar ser reconocidas por las células NK [58].

Ahora, introducimos las células dendríticas, mejor conocidas por DC. Estas son un tipo
especializado de las células presentadoras de antígeno, estas son capaces de procesar un
antígeno y exponerlos ante otras células del sistema inmune [60], es decir, desencadenan
una respuesta inmune al generar una sustancia que puede ser reconocida por más células
del sistema inmune [100].

En los humanos, las células dendríticas están presentes en todo el cuerpo, salvo en la
parénquima cerebral [95]; sin embargo, se dividen en diversos subtipos, los cuales poseen
distintas funciones inmunológicas detalladas, rutas migratorias y dependencia respecto a
infecciones o estímulos inflamatorios [25].

De acuerdo con Böttcher et al. (2018) [23], se ha mostrado que, en ratones, las células
neoplásicas de algunos tipos de cáncer afectan el reclutamiento de células dendríticas en el
micro-ecosistema que rodea al tumor dentro del organismo secretando prostaglandina E2,
mermando algunas funciones de las células NK contra el cáncer.

Hablaremos ahora sobre las células T, los linfocitos tímicos; estas pueden adquirir
fenotipos funcionales cuyo efecto actúa directamente en condiciones inflamatorias [132];
además; representan el segundo tipo de células más frecuentes en el cuerpo, respondiendo
a alérgenos, patógenos y tumores, al igual que mantienen la memoria inmunológica [77].

Las células T suelen trabajar de forma colaborativa con las células NK para degradar
antígenos extraños empleando un complejo proteico conocido como inmunoproteasoma
[114] y dado que muchas células neoplásicas producen antígenos [136], se ha observado
que las células T son altamente efectivas contra el cáncer. Por otra parte, en algunos
tipos de cáncer, la inmunoproteasoma es capaz de inhibir o promover la tumorogénesis
[140]; asimismo, a través de estudios clínicos se ha sugerido que las células neoplásicas
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toman ventaja de algunas propiedades inmunosupresoras de las células T, lo que afecta la
capacidad de supervivencia e infiltración en los tumores que poseen las células T [60].

Para finalizar, hablaremos de los linfocitos B, también conocidos conocidos como células
B. Estas se originan en la médula ósea, el tejido al interior de los huesos, y modulan la
respuesta de inmunidad humoral, es decir, la producción de anticuerpos contra patógenos
[60], [130].

Hasta el momento, la evidencia indica que las células B promueven la carcinogénesis
cuando se tienen condiciones de inflamación crónica [145], así que la ausencia de células B
maduras reducen la progresión tumoral [60]. Más aún, una característica importante del
cáncer es que induce la generación de una citoquina, la linfotoxina, la cual promueve el
crecimiento y metástasis de las células neoplásicas [126] y, por otra parte, las células B
pueden generar linfotoxina y cuando se infiltran en los tumores, en efecto, la producen
[152]. Por lo que la presencia de células B es de ayuda contra el cáncer, al igual que el resto
de las células del sistema inmune y, a la par, promueve el desarrollo del cáncer.



Capítulo 4

Modelos para la dinámica fenotípica

Las células de los organismos pluricelulares pueden reproducirse de manera sexual y
asexual las cuales son conocidas como meiosis y mitosis, respectivamente. La meiosis es
el mecanismo de reproducción presente exclusivamente en los gametos [104], es decir,
las células de reproducción que corresponden a los organismos; por ejemplo, óvulos y
espermatozoides. Por otra parte, el resto de las células llevan a cabo la mitosis [121].

La meiosis es un proceso que puede prolongarse a lo largo de días [17] debido a que este
proceso debe ser supervisado con sumo detalle a fin de prevenir errores posteriores [92] los
cuales, potencialmente, resultarían dañinos para la descendencia del organismo.

La meiosis se divide en dos grandes etapas la meiosis I y la meiosis II. La meiosis I toma al
rededor del 90% del tiempo total de duración de este proceso de reproducción [5]; mientras
que, la meiosis II es un proceso similar a la mitosis [104]. De concluirse exitosamente, en la
meiosis, se obtiene un total de cuatro células únicas dando lugar, cada una de ellas, a un
gameto [123].

En contraste, para el resto de las células, la mitosis es un proceso más rápido
prolongándose hasta los 180 minutos [85]. Además, en este caso, la célula progenitora
también conocida como célula madre, se divide en dos nuevas células hijas genéticamente
idénticas [122].

En lo que respecta a la modelación matemática de la reproducción celular, considerando
la hipótesis del fenotipo mutador, existen ya algunos modelos ampliamente aceptados,
siendo el modelo Moran el que se consolidó como el modelo más popular debido a su
precisión biológica.

34
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Omitiremos la discusión del modelo Moran pues está fuera del objetivo de este trabajo;
sin embargo, invitamos a consultar [28, Fig. 5B] en donde realizan un breve resumen.
No obstante, se anexa un código en R para generar simulaciones con dicho método en el
Apéndice A.1.

En este capítulo, presentaremos brevemente a los modelos previamente mencionados
para enfocarnos en los modelos desarrollados como parte de este trabajo.

Antes de comenzar será necesario introducir el concepto de tasa de mutación, el cuál
aparecerá en repetidas ocasiones y en distintos contextos.

Definición 18 (Tasa de mutación) Dada una célula, diremos que su tasa de mutación
es la probabilidad de que ocurran mutaciones en la célula por unidad de tiempo.
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4.1. Modelo gráfico

En principio, las simulaciones que se generan usando el modelo Moran poseen una
alta fidelidad al proceso biológico; sin embargo, se sabe que al generar simulaciones con
dicho algoritmo es computacionalmente costoso, especialmente para simular tamaños finales
de población “grande” [158]. Es decir, simular la dinámica fenotípica de una población
que crece hasta, digamos, 109 individuos a partir de un único individuo inicial, requiere
de al menos 109 decisiones, lo cual se traduce en un tiempo de espera prologando.
Específicamente, obtener una simulación empleando el modelo Moran y con las condiciones
antes descritas requiere de más de un mes ininterrumpido de tiempo computacional;
mientras que, en un laboratorio con condiciones ambientales óptimas, una población celular
de E. coli logra una población de tal magnitud en cuestión de, a lo más, un día [142].

Ahora, con el objetivo de optimizar el tiempo desarrollamos un modelo que hace uso
de más herramientas deterministas y probabilísticas de manera tal que los resultados se
obtuvieran con un menor tiempo de cómputo.

La siguiente sección está dedicada a las herramientas probabilistas a las que se recurre
para el desarrollo del modelo gráfico.

4.1.1. Proceso de Yule-Furry

La siguiente discusión tiene como objetivo caracterizar el comportamiento estocástico
del tamaño del linaje que un conjunto de células, de cardinalidad k0 ∈ N, es capaz
de producir en el intervalo de tiempo [t0, tf ] dado que crecen a una tasa λ. Esto es,
describiremos la variable aleatoria que cuenta el número total de células existentes al tiempo
tf en un cultivo celular que fue fundado, al tiempo t0, por k0 células la cuales crecen a una
tasa λ.

Para comenzar, introducimos siguiente concepto, el cual nos permitirá trabajar con el
crecimiento celular de una manera abstracta que se desarrolla aleatoriamente en el tiempo.

Definición 19 (Proceso de ramificación) Sea X = {X(t) : t ∈ [0, ∞)} una cadena de
Markov a tiempo continuo y con espacio de estados S = N. Diremos que X es un proceso
de ramificación si X tiene probabilidades de transición estacionarias. Es decir, satisface el
valor de

P (X(t+ s) = j | X(s) = i) (4.1)
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es independiente de s ≥ 0, para todo tiempo t ≥ 0 y todos los estados i, j ∈ N.

Una propiedad de gran relevancia que poseen los procesos de ramificación es la llamada
propiedad de diferencia. Esta propiedad puede interpretarse como una característica de
auto-similitud pues nos dice que dado un proceso de ramificación y considerar dicho proceso
de ramificación a partir de un tiempo s > 0 el proceso estocástico resultante vuelve a ser
un proceso de ramificación.

Teorema 4 (Propiedad de diferencia) Sea X = {X(t) | t ≥ 0} un proceso de
ramificación. Definamos Y = {Y (t) = X(t + s) | t ≥ 0}, para s ≥ 0 dada, entonces
Y es un proceso de ramificación.

Demostración. Sean t1, t2 ≥ 0 tiempos y sean i, j ∈ N estados arbitrarios. Notemos
que por definición se tiene que

P (Y (t1 + t2) = j | Y (t1) = i,Y (u) ∈ N, 0 ≤ u < t1)

= P (X(t1 + t2 + s) = j | X(t1 + s) = i,X(u+ s) ∈ N, 0 ≤ u < t1)

= P (X(t1 + t2 + s) = j | X(t1 + s) = i,X(v) ∈ N, 0 ≤ v < t1 + s).

Luego, por la propiedad de Markov de X obtenemos que

P (X(t1 + t2 + s) = j | X(t1 + s) = i,X(v) ∈ N, 0 ≤ v < t1 + s)

= P (X(t1 + t2 + s) = j | X(t1 + s) = i)

= P (Y (t1 + t2) = j | Y (t1) = i).

Verificando que

P (Y (t1 + t2) = j | Y (t1) = i,Y (u) = y(u), 0 ≤ u < t1)

= P (Y (t1 + t2) = j | Y (t1) = i),

la propiedad de Markov de Y .

Sean s1, s2 ≥ 0 tiempos arbitrarios y fijos. Dada t ≥ 0 se cumple que

P (X(t+ (s1 + s)) = j | X(s1 + s) = i) = P (X(t+ (s2 + s)) = j | X(s2 + s) = i),

pues X tiene probabilidades de transición estacionarias.

Por tanto

P (Y (t+ s1) = j | Y (s1) = i) = P (Y (t+ s2) = j | Y (s2) = i).
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Y ya que s1, s2 ≥ 0 fueron tiempos arbitrarios se tiene que el valor de

P (Y (t+ s∗) = j | Y (s∗) = i),

es independiente de s∗ ≥ 0. Verificando que Y tiene probabilidades de transición
estacionarias. Más aún, en conjunción, lo anterior muestra que Y es un proceso de
ramificación.

A manera de analogía, los procesos de ramificación admiten una representación en un
diagrama similar al de un árbol genealógico. Así, el teorema anterior puede interpretarse
de la siguiente manera: dado un árbol genealógico de un organismo y un ancestro en él,
el subconjunto del árbol genealógico que consta de exclusivamente de los descendientes
de dicho ancestro, ignorando los ancestros previos, es también un árbol genealógico,
independiente del ancestro elegido. Esta propiedad tendrá un rol crucial en el planteamiento
del modelo gráfico.

Para continuar, discutiremos el proceso de Yule-Furry. Existen diversas formas de
presentar dicho proceso; por ejemplo, a través de una construcción axiomática [137, Cap.
6], eigenteoría [35, Cap. 3, 6] o de manera heurística [118, Cap. 6]. Para este trabajo nos
hemos basado fuertemente en la introducción del proceso de Yule-Furry desde la perspectiva
heurística y complementamos la argumentación de algunos resultados con lo presentado en
la construcción axiomática.

Definición 20 (Proceso de Yule-Furry) Sea X = {X(t) | t ≥ 0} un proceso de
ramificación. Si X(t) denota el tamaño de una población al tiempo t y dicha población

Comienza con X(0) = k0 miembros,

Sus miembros se reproducen de manera independiente, pero no mueren, y

Crece exponencialmente a una tasa λ.

Entonces diremos que X es un proceso de Yule-Furry con parámetros λ y k0.

Cuando los parámetros λ y k0 se sobreentienden, es usual omitirlos del nombre. Así es
que, dado que a lo largo de esta sección dichos parámetros no toman valores, los omitiremos
y nos referiremos al proceso de Yule-Furry con parámetros λ y k0 como proceso de
Yule-Furry, únicamente. Ahora, para familiarizarnos con este concepto, vemos el siguiente
resultado.
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Lema 5 Sea X un proceso de Yule-Furry. Si p = P

⋃
t≥0

{X(t) ≥ j}

 denota la

probabilidad de que la población alcance un tamaño mínimo de j células, entonces

ĺım
h→0

1 − P (X(t+ h) = i | X(t) = i)

h
= iλ (4.2)

y

ĺım
h→0

P (X(t+ h) = j | X(t) = i)

h
= iλp, (4.3)

para toda t ≥ 0 y todas i, j ∈ {k0, k0 + 1, . . .}.

Demostración. Dado que P (X(t + h) = i | X(t) = i) es la probabilidad de que
en el intervalo de tiempo (t, t+ h) la población crezca de i a i individuos, entonces 1 −
P (X(t+ h) = i | X(t) = i) es la probabilidad de que al tiempo t, la población cuente con
i individuos y luego de h unidades de tiempo crezca.

Sabemos que cada célula crece con una tasa λ por unidad de tiempo, por tanto λ es
la tasa a la que ocurre una transición de estado. De esta manera, podemos interpretar a λ
como la probabilidad de que una célula se reproduzca . Así, 1 − P (X(t+ h) = i | X(t) =
i) es igual al producto de la probabilidad de que las i células se reproduzcan, λi, y el
tiempo durante el cual pueden reproducirse, h. Además, para incluir eventos posibles que
contribuyan a la reproducción, pero que se consideran ínfimamente probables, se añade un
sumando tal que que es función del tiempo y que puede despreciarse, es decir, una O1(h)
la cual satisface que

ĺım
h→0

O1(h)

h
= 0.

Lo anterior implica que

1 − P (X(t+ h) = i | X(t) = i) = λih+ O1(h) (4.4)

y

ĺım
h→0

1 − P (X(t+ h) = i | X(t) = i)

h
= ĺım

h→0

λih+ O1(h)

h
= λi, (4.5)

lo cual prueba la primera parte.

Para probar la siguiente parte, el argumento es similar. La probabilidad de que en el
intervalo de tiempo (t, t+ h) la población crezca de i a j individuos, P (X(t+ h) = j |
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X(t) = i), es igual al producto de la probabilidad de que las i células se reproduzca,
λi, el tiempo que transcurre, h, y la probabilidad de que la población alcance un tamaño
de j células, p, en h unidades de tiempo. Nuevamente, para incluir eventos posibles que
contribuyan a la reproducción, pero que se consideran ínfimamente probables, es decir, una
O2(h) la cual satisface que

ĺım
h→0

O2(h)

h
= 0.

Implicando que

P (X(t+ h) = j | X(t) = i) = λihp+ O2(h) (4.6)

y

ĺım
h→0

P (X(t+ h)

h
= ĺım

h→0

λihp+ O2(h)

h
= λip, (4.7)

lo deseado.

El resultado anterior se presenta de una manera completamente heurística, en gran
parte, para mantener una lectura fluida y los propósitos del trabajo. Sin embargo, la
discusión puede formalizarse para dar pie a condiciones de regularidad que conllevan a
la derivación de las ecuaciones diferenciales de Kolmogorov [35, p. 116]. Alternativamente,
al añadir condiciones adicionales, el resultado anterior puede derivarse de proponer una
construcción axiomática de un proceso estocástico [137, p. 334], lo que lleva a discutir la
existencia de tal proceso.

Para proseguir, recordemos que nuestro objetivo es obtener la distribución de la variable
aleatoria que cuenta el número de células, al tiempo tf , que provienen de k0 células iniciales
que crecen a una tasa λ y cuyo cultivo celular ocurrió al tiempo t0.

Hallaremos dicha distribución tras resolver las ecuaciones retrospectivas de Kolmogorov
para un proceso de Yule-Furry. Por tanto, exploremos el siguiente resultado.

Teorema 6 (Ecuación retrospectiva de Kolmogorov) Sea X = {X(t) : t ≥ 0} un
proceso de ramificación tal que X(0) = k0,

ĺım
h→0

1 − P (X(t+ h) = j | X(t) = j)

h
= uj (4.8)

y

ĺım
h→0

P (X(t+ h) = k | X(t) = j)

h
= vj,k, (4.9)
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para todos los estados i, j.

Si Pj(t) := P (X(t) = j | X(0) = k0) entonces se cumple que

P ′
j(t) =

∑
k ̸=j

vj,kPk(t) − ujPj(t), (4.10)

para toda t ≥ 0.

Demostración.

Por el Teorema 3, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, sabemos que

Pj(t+ h) = P (X(t+ h) = j | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k)P (X(t) = k | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k)Pk(t).

En consecuencia, se tiene lo siguiente

Pj(t+ h) − Pj(t) =
∞∑
k=0

P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t) − Pj(t)

=
∑
k ̸=j

P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t)

+ P (X(t+ h) = j | X(t) = j)Pj(t) − Pj(t)

=
∑
k ̸=j

P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t)

− (1 − P (X(t+ h) = j | X(t) = j))Pj(t).

(4.11)

Entonces, al tomar el límite cuando h tiende a 0 se obtiene que

ĺım
h→0

1
h

∑
k ̸=j

P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t)

− ĺım
h→0

1
h
(1 − P (X(t+ h) = j | X(t) = j))Pj(t)

=
∑
k ̸=j

ĺım
h→0

1
h
P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t)

− ĺım
h→0

1
h
(1 − P (X(t+ h) = j | X(t) = j))Pj(t),

(4.12)
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donde el intercambio del límite y la serie se garantiza por el teorema de convergencia
dominada de Lebesgue.

Luego, por las ecuaciones (4.9) y (4.8) se obtiene que

ĺım
h→0

1
h
P (X(t+ h) = j | X(t) = k)Pk(t) = vj,kPk(t) (4.13)

y

ĺım
h→0

1
h
(1 − P (X(t+ h) = j | X(t) = j))Pj(t) = ujPj(t), (4.14)

respectivamente.

Al sustituir las ecuaciones anterior en la Ecuación (4.12) se obtiene que

P ′
j(t) = ĺım

h→0

Pj(t+ h) − Pj(t)

h

=
∑
k ̸=j

vj,kPk(t) − ujPj(t),
(4.15)

lo deseado.

Del resultado anterior, tenemos como corolario las ecuaciones retrospectivas de
Kolmogorov para el proceso de Yule-Furry.

Corolario 1 Sea X un proceso de Yule-Furry. Si

Pj(t) = P (X(t) = j | X(0) = k0),

j = k0, k0 + 1, . . . entonces
P ′
k0(t) = −λk0Pk0(t) (4.16)

y
P ′
j(t) = −λjPj(t) + λ(j − 1)Pj−1(t), j > k0, (4.17)

denotan las ecuaciones retrospectivas de Kolmogorov para X.

Demostración. Por el Teorema 3, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, se tiene lo
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siguiente.

Pj(t+ s) = P (X(t+ s) = j | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k)P (X(t) = k | X(0) = k0)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) = j | X(t) = k)Pk(t)

=
∞∑
k=0

P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k)Pk(t)

=
j∑

k=0
P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k)Pk(t),

pues se cumple que j − k ≥ 0, e implica que k ≤ j.

Luego, para cada k ∈ {0, 1, . . . , j − 2} se cumple que

P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k) ≤ P (X(t+ s) −X(t) ≥ j − (j − 2) | X(t) = k)

= P (X(t+ s) −X(t) ≥ 2 | X(t) = k)

= 1 − P (X(t+ s) −X(t) < 2 | X(t) = k)

= 1 − P (X(t+ s) −X(t) = 0 | X(t) = k)

− P (X(t+ s) −X(t) = 1 | X(t) = k)).

Observemos que

P (X(t+ s) = j | X(t) = k) = P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k)

es la probabilidad de que la población crezca en j− k células en s unidades de tiempo. Más
aún, empleando las ecuaciones (4.4) y (4.6) se obtiene que

P (X(t+ s) −X(t) = 0 | X(t) = k) = P (X(t+ s) = k | X(t) = k)

= 1 − λis+ O1(s)

y

P (X(t+ s) −X(t) = 1 | X(t) = k) = P (X(t+ s) = k+ 1 | X(t) = k)

= λis+ O2(s),

respectivamente.
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Por tanto,

P (X(t+ s) −X(t) < 2 | X(t) = k) = P (X(t+ s) −X(t) = 0 | X(t) = k)

+ P (X(t+ s) −X(t) = 1 | X(t) = k)

= 1 + O1(s) + O2(s).

Lo que implica que

P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k) ≤ −O1(s) − O2(s).

De esta manera, se obtiene que para k = 0, 1, . . . , j − 2

P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k) = O3,k(s), (4.18)

donde ĺım
s→0

O3,k(s)

s
= 0.

Luego,

Pj(t+ s) =
j∑

k=0
P (X(t+ s) −X(t) = j − k | X(t) = k)Pk(t)

= P (X(t+ s) −X(t) = 0 | X(t) = j)Pj(t)

+ P (X(t+ s) −X(t) = 1 | X(t) = j − 1)Pj−1(t)

+
j−2∑
k=1

O3,k(s)Pk(t)

= (1 − λjs+ O1(s))Pj(t) + (λ(j − 1)s+ O2(s))Pj−1(t)

+
j−2∑
k=1

O3,k(s)Pk(t).

Por tanto, al despejar a Pj(t) obtenemos que

Pj(t+ s) − Pj(t) = (−λjs+ O1(s))Pj(t)

+ (λ(j − 1)s+ O2(s))Pj−1(t)

+
j−2∑
k=1

O3,k(s)Pk(t).
(4.19)

Implicando que

P ′
j(t) = ĺım

s→0
Pj(t+ s) − Pj(t)

s
= −λjPj(t) + λ(j − 1)Pj−1(t). (4.20)
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Para finalizar, notemos que si j = k0 se tiene que Pk0−1(t) = P (X(t) = k0 − 1 |
X(0) = k0) = 0 pues es un proceso de nacimiento puro. Así que

P ′
k0(t) = −λk0Pk0(t), (4.21)

obteniendo ambas ecuaciones deseadas.

Antes de proceder a hallar la solución de las ecuaciones retrospectivas de Kolmogorov
para el proceso de Yule-Furry observemos que podemos dotar a dichas ecuaciones
diferenciales de condiciones iniciales por realizar el siguiente análisis.

Lema 7 Sea X = {X(t) | t ≥ 0} un proceso de Yule-Furry y sea j ∈ N. Entonces

Pj(0) = P (X(0) = j | X(0) = k0) =

1, si j = k0.
0, en otro caso.

(4.22)

Demostración. Sea Y := X(0) y consideremos los eventos

Ei = {ω ∈ Ω | Y (ω) = i},

con i ∈ {k0, j}.

Notemos que Ek0 es no vacío, pues por hipótesis hemos supuesto que la población ha
comenzado con k0 células. Luego, si j = k0 entonces Ek0 ∩Ej ̸= ∅, dado que Ek0 = Ej y
Ek0 es no vacío.

Por otra parte, para j ∈ N \ {k0}, si existiera algún ω0 ∈ Ek0 tal que ω0 ∈ Ej implicaría
que j = Y (ω0) = k0, una contradicción puesto que j ̸= k0. Así, se tiene que

Ek0 ∩Ej =

Ek0 , si j = k0,
∅, en otro caso.

Lo anterior implica que

P (X(0) = k0,X(0) = j) = P (Ek0 ∩Ej) =

P (X(0) = k0), si j = k0,
0, en otro caso.

Luego, de la definición de probabilidad condicional obtenemos que

Pj(0) = P (X(0) = j | X(0) = k0) =

1, si j = k0,
0, en otro caso.
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Mostrando lo afirmado.

Considerando la ecuaciones retrospectivas del Corolario 1 y el análisis previo podemos
plantear los siguientes problemas de valores iniciales:


P ′
k0(t) = −λk0Pk0(t),

Pk0(0) = 1,
(4.23)

y 
P ′
j(t) = −λjPj(t) + λ(j − 1)Pj−1(t),

Pj(0) = 0,
(4.24)

para j > k0, cuyas soluciones presentaremos en el siguiente teorema.

Teorema 8 Dadas k0 ∈ N y λ ∈ R, sea f : {k0, k0 + 1, . . .} × [0, ∞) → R una función
definida por

f(j, t) =
(
j − 1
k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)j−k0 . (4.25)

La solución de los problemas de valores iniciales
P ′
k0(t) = −λk0Pk0(t),

Pk0(0) = 1,
(4.26)

y 
P ′
j(t) = −λjPj(t) + λ(j − 1)Pj−1(t),

Pj(0) = 0,
(4.27)

está dada por f(k0, t) y f(j, t), respectivamente.

Demostración. Consideremos el problema de valores iniciales
P ′
k0(t) = −λk0Pk0(t),

Pk0(0) = 1.
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Resolviendo la ecuación diferencial se tiene que

log(Pk0(t)) = −λk0t+ c,

con c ∈ R una constante. Lo anterior implica que

Pk0(t) = c1e
−λk0t, (4.28)

donde c1 ∈ R es una constante, la cual, al considerar la condición inicial se tiene que c1 = 1.
Así es que

Pk0(t) = e−λk0t

=

(
k0 − 1
k0 − 1

)
e−λk0t(1 − e−λt)k0−k0

(4.29)

Para j > k0, definamos Qj(t) := ejλtPj(t), entonces

Q′
j(t) = jλejλtPj(t) + ejλtP ′

j(t)

= ejλt
(
jλPj(t) + P ′

j(t)
)

.

Luego, de la Ecuación 4.17 en el Corolario 1 sabemos que

P ′
j(t) = −λjPj(t) + λ(j − 1)Pj−1(t).

Por tanto

Q′
j(t) = ejλtλ(j − 1)Pj−1(t),

donde su solución está dada por

Qj(t) = λ(j − 1)
∫ t

0
ejλxPj−1(x)dx (4.30)

o equivalentemente,

Pj(t) = e−jλtλ(j − 1)
∫ t

0
ejλxPj−1(x)dx.

Como j, k ∈ N y j > k entonces existe una única l ∈ N tal que j = k0 + l. De esta
manera, mostrar que

Pj(t) =

(
j − 1
k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)j−k0 ,
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para toda j > k0, es equivalente a mostrar que

Pk0+l(t) =

(
(k0 + l) − 1
k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)(k0+l)−k0 , (4.31)

para toda l ∈ N.

Caso l = 1. La Ecuación 4.30 implica que para j = k0 + 1 se tiene que

Pk0+1(t) = e−(k0+1)λtλk0

∫ t

0
e(k0+1)λxPk0(x)dx

= e−(k0+1)λtλk0

∫ t

0
e(k0+1)λxe−λk0xdx

= e−(k0+1)λtk0(e
λt − 1).

Luego, como k0 =

(
(k0 + 1) − 1

k0 − 1

)
y

e−(k0+1)λt(eλt − 1) = e−k0λt − e−(k0+1)λt

= e−k0λt(1 − e−λt)(k0+1)−(k0)

se sigue que

Pk0+1(t) =

(
(k0 + 1) − 1

k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)(k0+1)−k0 , (4.32)

lo que concluye este caso.

Supongamos ahora que la Ecuación (4.31) es cierta para l = l0 y procedamos a verificar
el caso l = l0 + 1.

Caso l = l0 + 1. Aplicando la Ecuación 4.30, para j = k0 + l0 + 1 tenemos que

Pk0+l0+1(t) = e−(k0+l0+1)λtλ(k0 + l0)
∫ t

0
e(k0+l0+1)λxPk0+l0(x)dx.

=

(
(k0 + l0) − 1

k0 − 1

)
e−(k0+l0+1)λtλ(k0 + l0)

∫ t

0
e(k0+l0+1)λxe−k0λx(1 − e−λx)l0dx

=

(
(k0 + l0) − 1

k0 − 1

)
e−(k0+l0+1)λtλ(k0 + l0)

∫ t

0
e(l0+1)λx(1 − e−λx)l0dx,

por la hipótesis de inducción.
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Luego, por el teorema del binomio sabemos que

(1 − e−λx)l0 =
l0∑
k=0

(
l0
m

)
(−e−λx)m.

Más aún, aplicando la linealidad de la integral se obtiene que
∫ t

0
e(l0+1)λx(1 − e−λx)l0dx =

l0∑
m=0

(
l0
m

)∫ t

0
e(l0+1)λx(−e−λx)mdx

=
l0∑

m=0

(
l0
m

)
(−1)m

∫ t

0
e(l0+1)λxe−λmxdx

=
l0∑

m=0

(
l0
m

)
(−1)m

∫ t

0
e(l0+1−m)λxdx

Donde ∫ t

0
e(l0+1−m)λxdx =

1
(l0 + 1 −m)λ

(
e(l0+1−m)λt − 1

)
. Lo cual implica que

∫ t

0
e(l0+1)λx(1 − e−λx)l0dx =

l0∑
m=0

(
l0
m

)
(−1)m 1

(l0 + 1 −m)λ

(
e(l0+1−m)λt − 1

)

=
1

(l0 + 1)λ

 l0∑
m=0

(
l0 + 1
m

)
(−1)m

(
e(l0+1−m)λt − 1

)

+ (−1)l0+1(1 − 1) − (−1)l0+1(1 − 1)


=
1

(l0 + 1)λ

l0+1∑
m=0

(
l0 + 1
m

)
(−1)m

(
e(l0+1−m)λt − 1

)
.

Nuevamente, por aplicar el teorema del binomio se sigue que
l0+1∑
m=0

(
l0 + 1
m

)
(−1)me(l0+1−m)λt = (−1 + eλt)l0+1

y
l0+1∑
m=0

(
l0 + 1
m

)
(−1)m =

l0+1∑
m=0

(
l0 + 1
m

)
(−1)m1l0+1−m

= (−1 + 1)l0+1

= 0.
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Por tanto ∫ t

0
e(l0+1)λx(1 − e−λx)l0dx =

1
(l0 + 1)λ(−1 + eλt)l0+1.

Implicando que

Pk0+l0+1(t) =

(
(k0 + l0) − 1

k0 − 1

)
e−(k0+l0+1)λtλ(k0 + l0)

∫ t

0
e(l0+1)λx(1 − e−λx)l0dx

=
(k0 + l0)!

(k0 − 1)!(l0 + 1)!e
−k0λt(e−λt)l0+1(−1 + eλt)l0+1

=

(
(k0 + l0 + 1) − 1

k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)l0+1,

lo enunciado.

Por último, verificamos que Pj(0) = 0, para toda j > k0. Esto se obtiene directamente
dado que el factor (1 − e−λt)j es igual a cero al tiempo t = 0. Lo que concluye la
demostración.

Del teorema previo se desprenden los siguientes corolarios.

Corolario 2 Sea X = {X(t) | t ∈ [0, ∞)} un proceso de Yule-Furry. Entonces

(X(t) | X(0) = k0) ∼ BN(k0, e−λt), (4.33)

para toda t ≥ 0.

Demostración. Sea p : [0, ∞) → R una función definida por

p(t) = e−λt, (4.34)

con λ > 0. Notemos que 0 ≤ p(t) ≤ 1 para toda t ∈ [0, ∞) pues p es una función positiva,
monótona decreciente y al tiempo t = 0 se tiene que p(0) = 1.

Luego, recordemos que si una variable aleatoria X posee la siguiente función de masa
de probabilidad

fX(x) =

(
x− 1
n− 1

)
pn(1 − p)x−n, (4.35)

para x = n,n+ 1, . . . entonces decimos que X tiene una distribución binomial negativa con
parámetros n ∈ N y 0 ≤ p ≤ 1, o bien, en símbolos escribimos X ∼ BN(n, p).
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Por el Teorema 8, sabemos que dada j ∈ {k0, k0 + 1, . . .}

P (X(t) = j | X(0) = k0) =

(
j − 1
k0 − 1

)
e−k0λt(1 − e−λt)j−k0

denota la probabilidad de que la población fundada a partir de k0 células alcance un tamaño
de j individuos al tiempo t.

De esta manera, variable aleatoria X(t) | X(0) = k0 que cuenta tamaño al tiempo t de
una población celular que se fundó inicialmente con k0 individuos satisface que

(X(t) | X(0) = k0) ∼ BN(k0, e−λt). (4.36)

Y finalmente, enunciamos el resultado deseado que caracteriza la distribución de la
variable aleatoria que cuenta el número total de células existentes al tiempo tf en un
cultivo celular el cual que fue fundado, al tiempo t0, con k0 células iniciales que crecen a
una tasa λ.

Corolario 3 Sea X = {X(t) | t ∈ [0, ∞)} un proceso de Yule-Furry. Dado t0 ≥ 0 se
cumple que

(X(t) | X(t0) = k0) ∼ BN(k0, e−λ(t−t0)), (4.37)

para toda t ≥ t0.

Demostración. Sea j ∈ {k0, k0 + 1, . . .} arbitraria y fija. Notemos que dad t ≥ t0

P (X(t) = j | X(t0) = k0) = P (X([t− t0] + t0) = j | X(t0) = k0).

Luego, ya que X tiene probabilidades de transición estacionarias, se sigue que

P (X([t− t0] + t0) = j | X(t0) = k0) = P (X(t− t0) = j | X(0) = k0),

donde

P (X(t− t0) = j | X(0) = k0) =

(
j − 1
k0 − 1

)
e−k0λ(t−t0)(1 − e−λ(t−to))j−k0 ,

por el Corolario 2.

Finalmente, como j ∈ {k0, k0 + 1, . . .} fue arbitraria se tiene que

P (X(t) = j | X(t0) = k0) =

(
j − 1
k0 − 1

)
e−k0λ(t−t0)(1 − e−λ(t−to))j−k0 , (4.38)
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para toda j ∈ {k0, k0 + 1, . . .}. Concluyendo la prueba.

Para concluir esta sección, discutiremos algunos resultados sencillos, pero cruciales para
el desarrollo del modelo gráfico.

Obsevación 2 SeaX la variable aleatoria que cuenta el número de células mutantes dentro
de una población de Nf células. Si las células mutan de manera independiente y 0 ≤ µ ≤ 1
denota la probabilidad de que una célula mute, entonces modelar la probabilidad de que la
célula ci mute, i = 1, . . . ,Nf , a través de una variable aleatoria Xi tal que

P (Xi = x) =

µ, si x = 1,
1 − µ, si x = 0,

es decir, Xi ∼ Bernoulli(µ), para cada célula ci, donde el evento {Xi = 1} significa que una
mutación ocurre; mientras que, el evento {Xi = 0} significa que una mutación no ocurre.
De esta manera, se tiene que X ∼ Binomial(Nf ,µ).

Recurrir a la distribución binomial cuando el número de ensayos Bernoulli considerados
es suficientemente grande suele representar un problema computacional, pues debe
calcularse el factorial de números de la misma magnitud. Por ello, presentaremos el teorema
de la ley de los pequeños números, el cual hace uso del siguiente resultado clásico.

Lema 9 Sea x ∈ R. Entonces

ĺım
n→∞

(
1 − x

n

)n
= ex. (4.39)

Demostración. Sabemos que ax = ex log(a), para toda x ∈ R y para toda a ≥ 0. Así que(
1 − x

n

)n
= exp

(
n log

(
1 − x

n

))
, lo cual implica que

ĺım
n→∞

(
1 − x

n

)n
= ĺım

n→∞ exp
(
n log

(
1 − x

n

))
(4.40)

= exp
(

ĺım
n→∞n log

(
1 − x

n

))
(4.41)

= exp
 ĺım
n→∞

log
(
1 − x

n

)
1
n

 . (4.42)
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Aplicando la regla de L’Hopital obtenemos que

ĺım
n→∞

log
(
1 − x

n

)
1
n

= ĺım
n→∞

− x
n2

1− x
n

− 1
n2

(4.43)

= ĺım
n→∞

x

1 − x
n

(4.44)

= x. (4.45)

Tras sustituir la Ecuación (4.43) en la Ecuación (4.42) se tiene que

ĺım
n→∞

(
1 − x

n

)n
= ex,

lo deseado.

Procedemos ahora a presentar el teorema de la ley de los pequeños números, que una
aproximación a la distribución binomial de parámetros n y p, cuando n es suficientemente
grande.

Teorema 10 (Ley de los pequeños números) Sean n ∈ N y p ∈ [0, 1]. Si X ∼
Binomial(n, p) y λ = np, entonces

ĺım
n→∞P (X = x) =

λx

x!
e−λ,

para cada x ∈ {0, 1, . . .}.

Demostración. Sea x ∈ {0, 1, . . . ,n} un número arbitrario y fijo. Sabemos que

P (X = x) =

(
n

x

)
px(1 − p)n−x, (4.46)

dado que X ∼ Binomial(n, p).
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Como p = λ
n , al tomar el límite cuando n → ∞ en la Ecuación (4.46) se tiene que

ĺım
n→∞P (X = x) = ĺım

n→∞

(
n

x

)
px(1 − p)n−x

= ĺım
n→∞

n!
x!(n− x)!

(
λ

n

)x (
1 − λ

n

)n−x

=
λx

x!
ĺım
n→∞

n(n− 1) · · · (n− x+ 1)
nx

(
1 − λ

n

)n (
1 − λ

n

)−x

=
λx

x!
ĺım
n→∞

(
1 − 0

n

)(
1 − 1

n

)
· · ·

(
1 − −x+ 1

n

)(
1 − λ

n

)n (
1 − λ

n

)−x

=
λx

x!
e−λ,

al aplicar el Lema 9.

Obsevación 3 En contextos experimentales se tiene que Nf y µ, los parámetros discutidos
en la Observación 2, satisfacen las hipótesis del Teorema 10 por lo que, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que

X ∼ Poisson(Nfµ). (4.47)

Más aún, esto permite considerar valores no enteros de Nf , es decir, extender a Nf ∈ R+,
dado que la distribución Poisson, con parámetro λ, está definida para todo λ > 0.

4.1.2. Crecimiento poblacional

Biológicamente, en poblaciones celulares podemos distinguir cuatro fases:

1. Fase de retraso,

2. Fase de crecimiento exponencial,

3. Fase estacionaria, y

4. Fase de muerte.

La fase de retraso se caracteriza por la adaptación de las células al ambiente [117].
La duración de esta fase depende del número inicial de células en el ambiente, además
de factores físicos, químicos y fisiológicos [135]; por ejemplo, la temperatura del ambiente,
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Figura 4.1: Curva de crecimiento celular [147].

el pH del ambiente y la actividad metabólica de las células, respectivamente. La fase de
crecimiento exponencial comienza cuando las células comienzan el proceso de reproducción
por fisión binaria y el número de células crece acorde a una función exponencial [93].
Posteriormente, en la fase estacionaria la reproducción cesa, pero las células permanecen
metabólicamente activas [70]. Finalmente, en la fase de muerte se observa un pérdida
neta en la cantidad de células en la población y, generalmente, esto también ocurre
exponencialmente, pero más lento en comparación con la fase de crecimiento exponencial
[93].

En la Figura 4.1, modificada de [147], podemos apreciar de manera gráfica el
comportamiento de la población en cada fase y la transición entre fases a lo largo del
tiempo. Notemos que en la fase de retardo el número de células se mantiene constante hasta
antes de comenzar la fase de crecimiento exponencial basta considerar el comportamiento
en dicha fase. Así que mantendremos este mismo esquema para obtener un modelo tal que
las simulaciones construidas a partir de este sean similares a las que puede obtenerse con
el clásico modelo Moran.

Intuitivamente, para modelar la fase de crecimiento exponencial en un cultivo celular
se puede considerar el siguiente planteamiento [90].
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Sea N : [0, ∞) → [N0, ∞) una función tal que N(t) indica el número de bacterias que
crecen en un cultivo al tiempo t y N0 ∈ N denota la cantidad inicial de células. Para emular
el comportamiento que se observa en la fase de crecimiento exponencial, supongamos que la
población celular crece a una tasa directamente proporcional a N(t). Esto permite plantear
el siguiente problema de valores iniciales

dN(t)

dt
= N(t),

N(0) = N0.

(4.48)

Dado que la ecuación diferencial asociada al problema anterior es una ecuación de
variables separables la solución a la ecuación diferencial es N(t) = k1et, con k1 ∈ R una
constante. Más aún, al considerar la condición inicial, se tiene que

N(t) = N0e
t (4.49)

es la solución al problema de condiciones iniciales.

Supongamos que las células en la población poseen la misma tasa de mutación µ y
que mutan de manera independiente; además, supongamos que inicialmente hay M0 ∈ N

células mutantes.

SeaM : [0, ∞) → R una función tal queM(t) denota el número de mutaciones al tiempo
t. Notemos que el número de mutaciones incrementa por dos factores: las mutaciones que
se han originado de las M0 células mutantes iniciales y por el número esperado de células
mutantes que aparecen aleatoriamente al tiempo t, el cual, por la Observación 3, se sabe
que es

µN(t). (4.50)

En principio, para incorporar la hipótesis de crecimiento exponencial podríamos suponer
que M crece a una tasa M(t). Sin embargo, para incluir el número de mutaciones que se
originan por el azar se supondrá que M crece a una tasa M(t) + µN(t). Lo cual, nos
permite escribir el siguiente problema de valores iniciales

dM(t)

dt
= M(t) + µN(t),

M(0) = M0.

(4.51)
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Cuya solución es

M(t) = µtN(t) +M0e
t, (4.52)

dado que al multiplicar por e−t a la ecuación diferencial

dM(t)

dt
= M(t) + µN(t)

se obtiene que

d

dt

(
e−tM(t)

)
= e−tµN(t). (4.53)

Implicando que

e−tM(t) =
∫
e−tµN(t)dt

Ec. (4.49)
=

∫
µN0dt

= µN0t+ k3,

con k3 ∈ R, una constante. Luego, al despejar, se obtiene que

M(t) = µN0te
t + k3e

t. (4.54)

Finalmente, de acuerdo a la Ecuación (4.51), se satisface que M(0) = M0, lo cual
implica que k3 = M0 y por tanto

M(t) = µtN(t) +M0e
t, (4.55)

lo deseado.

4.1.3. Algoritmo

Al analizar el planteamiento discutido en la sección previa, podemos notar que las
siguientes suposiciones fueron realizadas:

1. La población crece en un espacio ilimitado,

2. Los recursos son inagotables, y
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3. El experimento se observa de manera perpetua.

Dichas suposiciones resultan útiles, pero poco apegadas al contexto biológico. Es así que,
a continuación, modificamos el planteamiento previo para darle un enfoque más realista.

Consideremos un cultivo celular que crece a una tasa constante g e inicia con una
población de tamaño N0. Supongamos que las condiciones de espacio y nutrientes permiten
la coexistencia de, a lo más, Nf células. Sea tf ∈ R+ el tiempo requerido para que
la población alcance el tamaño máximo; por convención, es usual medir el tiempo en
generaciones y ya que las células se reproducen por fisión binaria se tiene que tf es tal
que 2tf = Nf , o equivalentemente, log2(Nf ) = tf .

Partiendo de lo anterior, si N : [0, tf ] → [N0,Nf ] es una función tal que N(t) denota el
tamaño de la población al tiempo t, formulamos el siguiente problema de valores iniciales

dN(t)

dt
= gN(t),

N(0) = N0.

(4.56)

Cuya solución es

N0e
gt. (4.57)

Dado que, al integrar, se obtiene
∫ dN(t)

dt

N(t)
dt = log(N(t)) =

∫
gdt = gt+ k4,

con k4 ∈ R, una constante. Luego, al despejar a N(t), se tiene que

N(t) = k5e
gt, (4.58)

con k5 ∈ R, una constante. Por último, se requiere de que N(0) = N0, lo cual se satisface
al fijar k5 = N0 y determina la solución del problema de valores iniciales (4.56).

Notemos que al evaluar la función N al tiempo t = tf se cumple que

N(tf ) = Nf .

De donde se obtiene la relación

g =
1
tf

log
(
Nf
N0

)
, (4.59)
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la cual determina una expresión para la tasa de crecimiento.

Ahora, sea M : [0, tf ] → R una función tal que M(t) denota el número de mutaciones
al tiempo t y sea M0 la cantidad inicial de células mutantes. Procediendo como en el
planteamiento para la Ecuación (4.51), el número de células mutantes crece a una tasa
µN(t) + gM(t), dado que el número esperado de células mutantes nuevas que aparecen
aleatoriamente es µN(t) y las mutaciones que se originan a partir de la descendencia de
las M0 células iniciales, las cuales crecen a una tasa g.

Con el planteamiento anterior podemos formular el siguiente problema de valores
iniciales 

dM(t)

dt
= µN(t) + gM(t),

M(0) = M0.

(4.60)

Cuya solución es

M(t) = µtN(t) +M0e
gt, (4.61)

puesto que al multiplicar por e−gt a la ecuación diferencial

dM(t)

dt
= µN(t) + gM(t)

obtenemos

d

dt

(
e−gtM(t)

)
= µN(t). (4.62)

Lo cual, al integrar, implica que

e−gtM(t) =
∫
e−gtµN(t)dt

Ec. (4.49)
=

∫
µN0dt

= µN0t+ k6,

con k6 ∈ R constante.

Luego, al despejar a M(t) se obtiene

M(t) = µtN(t) + k6e
gt
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y al considerar la condición inicial se concluye que

M(t) = µtN(t) +M0e
gt (4.63)

es la solución al problema de valores iniciales.

Observemos que el crecimiento de la población celular, descrito a través de la Ecuación
(4.57), posee un comportamiento estrictamente determinista. Mientras que, el número de
mutaciones, descrito a través de la Ecuación (4.61) se compone por un factor determinista
y un factor aleatorio.

Por una parte, el factor determinista resulta análogo al comportamiento del crecimiento
de la población y, por otra parte, el factor aleatorio se analizará con ayuda de las
herramientas de probabilidad previamente discutidas.

Para proseguir, sean µ
W −→R

, µ
W −→M

y µ
M−→R

las tasas de mutación de células silvestres
hacia células con fenotipo mutante, de células silvestres hacia células con fenotipo mutador
y de células mutadoras hacia células mutantes con fenotipo mutador, respectivamente.

Supongamos que se inicia un cultivo celular con N0 células silvestres y M0 = 0 células
con fenotipo mutante. Por tanto, la Ecuación (4.61) implica que el número esperado de
mutaciones al tiempo t = tf es tfNfµW −→R

.

Dado que presentar una mutación, probabilísticamente, es un ensayo Bernoulli y el
producto tfNf , en contextos biológico, es suficientemente grande, entonces el Teorema 10,
la ley de los pequeños números, implica que si M

W −→R
es la variable aleatoria que cuenta

el número de tipos de mutaciones en el cultivo al tiempo tf , se cumple que

M
W −→R

∼ Poisson(tfNfµW −→R
). (4.64)

Biológicamente, no todas las mutaciones que ocurren en un organismo tienen efecto
sobre dicho individuo. Esto, dado a que pueden ser neutrales, implicando que no hay una
real diferencia con las células silvestres, o pueden ser corregidas de alguna manera.

Por tanto, se requiere de un método de decisión para determinar cuántos y cuáles tipos
de mutaciones tienen presencia en el cultivo. Más aún, conocer el momento en que dichas
mutaciones aparecen en la población. Para ello consideremos f

W −→R
: [0, tf ] → [0, 1] una

función definida por

f
W −→R

(t) =
1
Nf

N0e
gt, (4.65)
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esto es, f
W −→R

(t) denota la proporción del tamaño poblacional al tiempo t respecto al
tamaño máximo de la misma.

La función f
W −→R

, vista desde la perspectiva probabilística, es una distribución
impropia. Esto es, existe una constante c ∈ R tal que∫ tf

0
f

W −→R
(t)dt = c,

con c ̸= 1. Por tanto, si se construye un histograma con una muestra aleatoria cuya
distribución común sea f

W −→R
, se cumple que dicho histograma queda bajo la gráfica de

f
W −→R

.

Lo anterior nos dota de un criterio de aceptación/rechazo en el que el propio
comportamiento del crecimiento poblacional es el factor para realizar la decisión. De esta
manera dispersamosm

W −→R
puntos, conm

W −→R
una realización deM

W −→R
, en el conjunto

[0, tf ] × [0, 1].

Para que la dispersión de los puntos sea insesgada procedamos de la manera siguiente.
Sea C = (T ,P ) un vector aleatorio tal que

T ∼ Uniforme(0, tf ) y P ∼ Uniforme(0, 1). (4.66)

La primera entrada de C nos da información sobre el momento en que los tipos de
mutaciones aparecen; mientras que, la segunda entrada de C modula la posiciona vertical
de los puntos, indicando la proporción de la población a la cual dicha célula pertenece.

Luego, cada punto pi, i = 1, 2, . . . ,m
W −→R

, se determina como una realización de C, es
decir, {p1 = (T1,P1), p2 = (T2,P2), . . . , pm

W −→R
= (Tm

W −→R
,Pm

W −→R
)} es una muestra

aleatoria de tamaño m
W −→R

del vector aleatorio C.

Lo anterior puede visualizar en la Figura 4.2. La gráfica de la función f
W −→R

se aprecia
en color negro, los puntos en color azul representan los tipos de mutaciones que son
descartados y los puntos en color rojo representan los tipos de mutaciones presentes en
el cultivo celular.

Tras el proceso de decisión, sea m∗
W −→R

el número de tipos de mutaciones presentes en
la población celular, es decir, m∗

W −→R
≤ m

W −→R
es el número de puntos bajo la gráfica de

f
W −→R

.

Reindexando, supongamos sin pérdida de generalidad que los puntos p1, p2, . . . , pm∗
W −→R

denotan los tipos de mutaciones presentes en el cultivo celular. Notemos que el i-ésimo tipo



CAPÍTULO 4. MODELOS PARA LA DINÁMICA FENOTÍPICA 62

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Tiempo

P
ro

p
o
rc

ió
n
 d

e
 l
a
 p

o
b
la

c
ió

n

Figura 4.2: Método de decisión para determinar las mutaciones que se presentan en un cultivo
celular. Para determinar las características del cultivo, los siguientes valores fueron considerados:
N0 = 1, Nf = 109 y µ

W −→T
= 10−7.

de mutación, i = 1, 2, . . . ,m∗
W −→R

, está presente en una célula, digamos ci, la cual cuenta
desde el instante Ti al tiempo final tf para dar origen a su descendencia clonal.

Notemos que al contar con una cantidad aleatoria de tiempo, el tamaño del linaje de
la célula ci es una variable aleatoria. Luego, ya que ci mantiene la tasa de crecimiento
g, se reproduce de manera independiente y hemos supuesto que las células no mueren, el
Corolario 3 implica que la variable aleatoria, Li, que cuenta el tamaño del linaje de la célula
ci es tal que

Li ∼ BN
(
1, e−g(tf −Ti)

)
, (4.67)

para i = 1, 2, . . . ,m∗
W −→R

.

La distribución anterior resulta de gran utilidad ya que, biológicamente, las células
mutantes que aparecen en etapas tempranas tienen una mayor oportunidad de generar un
linaje clonal robusto, en comparación con aquellas células mutantes que aparecen cerca del
tiempo final. Más aún, con lo anterior se obtiene que el número total de células mutantes
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en la población es

R =

m∗
W −→R∑
i=1

Li. (4.68)

Luego, supongamos que las células mutadoras provienen exclusivamente por mutaciones
en las células silvestres. Así es que modelar la aparición de células mutadoras es análogo a
lo presentado previamente. El cultivo se inicia con N0 células silvestres y M0 = 0 células
con fenotipo mutador, que crecen exponencialmente a una tasa g.

La variable aleatoria M
W −→M

que cuenta los tipos de mutaciones que dan origen al
fenotipo mutador en la población al tiempo tf es tal que

M
W −→M

∼ Poisson(tfNfµW −→M
), (4.69)

por un argumento análogo al discutido para la Ecuación (4.64).

Notemos que el método de decisión que discutimos previamente no depende de la tasa de
mutación µ

W −→M
. Por tanto, podemos aplicarlo directamente considerando una realización

de M
W −→M

en lugar de una realización de M
W −→R

.

Tras aplicar el método de decisión, se obtiene m∗
W −→M

el número de tipos de mutaciones
presentes en la población, las cuales generan al fenotipo mutador, donde para cada tipo de
mutación pi = (Ti,Pi), i = 1, 2, . . . ,m∗

W −→M
, la célula con dicha mutación, ci, cuenta con

tf − Ti unidades de tiempo para generar su linaje clonal de tamaño Li, con Li una variable
aleatoria tal que

Li ∼ BN
(
1, e−g(tf −Ti)

)
, (4.70)

por un argumento análogo al usado en la Ecuación (4.67).

Esto implica que el número total de células mutadoras en el cultivo es

M =

m∗
W −→M∑
i=1

Li, (4.71)

una expresión similar la Ecuación (4.68).

Finalmente, para incorporar al modelo la aparición de células mutantes con fenotipo
mutador, supongamos que dichas células aparecen como resultado de mutaciones dentro de
células mutadoras, únicamente. Es decir, la dinámica anterior es un subproceso que ocurre
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dentro del crecimiento de células mutadoras y por tanto, el Teorema 4 tiene un rol crucial
en lo subsecuente.

Dado que las células mutantes con fenotipo mutador pueden aparecer exclusivamente
dentro del linaje de células mutadoras, realizaremos un análisis individual a cada mutador.

Sea ci, i = 1, 2, . . . ,m
W −→M

, la célula mutadora que posee el i-ésimo tipo de mutación
que genera al fenotipo mutador y apareció al instante Ti. Considerando las ideas que
motivan el Teorema 4, las células mutantes con un fenotipo mutador, cuyo ancestro es
el mutador ci, se producen en un cultivo celular que se inicia con N0 = 1 células mutadoras
y M0 = 0 células mutantes con fenotipo mutador.

Bajo el planteamiento anterior, el problema de valores iniciales de la Ecuación (4.56) y
su solución, se mantienen válidos, salvo que el rango y dominio de la función N : [0, tf ] →
[N0,Nf ] se reescriben como N : [0, tf − Ti] → [N0,Li].

Esto, debido a que Li, la variable aleatoria que cuenta el tamaño de linaje de ci, denota
el tamaño máximo de células que se permiten en dicho cultivo y la población alcanza este
tamaño en tf − Ti unidades de tiempo.

Luego, dado que N(tf − Ti) = Li se obtiene una expresión para la tasa de crecimiento,
gi, que aplica dentro del ciclo de crecimiento del mutador ci

gi =
1

tf − Ti
log

(
Li
N0

)
. (4.72)

Más aún, el problema de valores iniciales en la Ecuación (4.60) y su solución también
se mantienen válidas, salvo que, el rango y dominio de la función M : [0, tf ] → [M0, ∞) se
reescriben como M : [0, tf − Ti] → [M0,Li].

Al evaluar la solución del problema de valores iniciales en la Ecuación (4.60) y
argumentar como en la Ecuación (4.64), obtenemos que la variable aleatoria M

Mi−→R
que

cuenta el número de tipos de mutaciones, al tiempo tf − Ti, en el linaje de la célula que
posee el i-ésimo tipo de mutación que genera al fenotipo mutador es tal que

M
Mi−→R

∼ Poisson
(
(tf − Ti)LiµM−→R

)
. (4.73)

Notemos que la función en la Ecuación (4.65), que funge el papel discriminante en el
proceso de decisión, depende del tamaño final de la población y la tasa de crecimiento. Y
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dado que, en este caso, la población crece exponencialmente a una tasa gi y el tamaño final
de la población es Li, consideremos f

Mi−→R
: [0, tf − Ti] → [0, 1] una función definida por

f
Mi−→R

(t) =
1
Li
egit. (4.74)

Como previamente, la función f
Mi−→R

es una distribución impropia. Esto nos permite
preservar la idea subyacente en el método de decisión. Dispersar m

Mi−→R
puntos, con

m
Mi−→R

una realización de M
Mi−→R

, en el conjunto [0, tf − Ti] × [0, 1] y considerar a
aquellos puntos bajo la gráfica de f

Mi−→R
como los tipos de mutaciones presentes en el

ciclo de crecimiento de la célula mutador de tipo i.

Cada punto pi,j , j = 1, 2, . . . ,m
Mi−→R

, queda determinado por una realización del vector
aleatorio D = (S,Q) tal que

S ∼ Uniforme(0, tf − Ti) y Q ∼ Uniforme(0, 1). (4.75)

Es decir, {pi,1 = (S1,Q1), pi,2 = (S2,Q2), . . . , pi,m
Mi−→R

= (Sm
Mi−→R

,Qm
Mi−→R

)} es una
muestra aleatoria de tamaño m

Mi−→R
del vector aleatorio D.

El procedimiento puede apreciarse en la Figura 4.3, que resulta similar a lo observado
en la Figura 4.2. La gráfica de la función f

Mi−→R
se muestra en color negro, los puntos

en color azul representan los tipos de mutaciones descartados y los puntos en color rojo
representan los tipos de mutaciones que, en efecto, están presentes en la población clonal de
la célula mutadora que posee el i-ésimo tipo de mutación que origina al fenotipo mutador.

Posterior al proceso de decisión, sea m∗
Mi−→R

el número de mutaciones presentes en
la población. Esto es, m∗

Mi−→R
≤ m

Mi−→R
denota el número de puntos bajo la gráfica de

f
Mi−→R

.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que los puntos pi,1, pi,2, . . . , pi,m∗
Mi−→R

representan los tipos de mutaciones presentes en el linaje clonal de la i-ésima célula mutada.
Observemos que el j-ésimo tipo mutación que da origen a células mutantes con fenotipo
mutador, j = 1, 2, . . . ,m∗

Mi−→R
, está presente en una célula mutadora, digamos ci,j , la cual

cuenta desde el instante Ti + Sj al tiempo tf para generar su linaje clonal.

Por el Teorema 4, sabemos que considerar al proceso de ramificación que se observa a
partir del instante Ti+ Sj , donde la célula mutadora ci,j se considera como la única célula
inicial, es un proceso de Yule-Furry, nuevamente. Por lo que el Corolario 3 implica que la



CAPÍTULO 4. MODELOS PARA LA DINÁMICA FENOTÍPICA 66

0 5 10 15

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Tiempo

P
ro

p
o
rc

ió
n
 d

e
 l
a
 p

o
b
la

c
ió

n

Figura 4.3: Método de decisión para determinar las mutaciones que se presentan en un cultivo
celular iniciado con una célula mutadora. Se consideró un cultivo en donde N0 = 1, Nf = 109,
µ

W −→R
= 0, µ

W −→M
= 10−7, µ

M−→R
= 10−4 y con ninguna célula mutante, mutadora ni mutante

con fenotipo mutador. El cultivo ocurrió en tf = log2(109) ≈ 29.89735 unidades de tiempo;
mientras que la célula mutadora de la cual se observa el proceso de decisión para determinar
mutaciones en su linaje apareció en el instante ti ≈ 12, con ti la realización de Ti. Implicando que
las mutaciones en su linaje cuentan con tf − ti ≈ 18 unidades de tiempo para suscitarse.

variable aleatoria Li,j que cuenta las células en el linaje de la célula mutadora ci,j es tal
que

Li,j ∼ BN
(
1, e−gi(tf −Ti−Sj)

)
. (4.76)

Implicando que el número total de células mutantes con fenotipo mutante que
aparecieron dentro del linaje clonal de la célula mutadora ci es

m∗
Mi−→R∑
j=1

Li,j . (4.77)

Más aún, por proceder como antes para cada una de las m∗
W −→M

células mutadoras
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obtenemos que

MR =

m∗
W −→M∑
i=1

m∗
Mi−→R∑
j=1

Li,j , (4.78)

es el número total de células mutantes con fenotipo mutador, al finalizar la observación de
la población celular. Lo que culmina el planteamiento del modelo gráfico.

A manera de resumen, presentamos el pseudocódigo que se desprende del modelo
gráfico. La forma en la que hemos planteado el modelo gráfico permite su implementación
computacional a través de una estructuración modular. Esto se debe a que los
planteamientos propuestos para las células mutantes y las células mutadoras son
independientes, pero el planteamiento para las células mutantes con fenotipo mutador
depende del planteamiento para las células mutadoras.

De esta manera, el modelo gráfico se escribe en un par de módulos. En el Algoritmo
1, presentamos la sección del modelo gráfico que corresponde a la aparición de células
mutantes y sus linajes clonales. Luego, en el Algoritmo 2, presentamos lo correspondiente a
la aparición de células mutadoras, células mutantes con fenotipo mutador y sus respectivos
linajes clonales.



CAPÍTULO 4. MODELOS PARA LA DINÁMICA FENOTÍPICA 68

Entradas:
N0: Número de células silvestres con que se inicia la población.
Nf : Tamaño final de la población.
µ

W −→R
: Tasa de mutación de células silvestres hacia células mutantes.

t_f= log2(Nf ). Tiempo requerido para alcanzar el tamaño Nf .
g= log(Nf/N0)/t_f. Tasa de crecimiento.
m. Una realización de M

W −→R
∼ Poisson(t_fNfµW −→R

).
C. Una matriz de tamaño m × 2
para i=1 hasta m con incrementos de 1 hacer

C[i,1]=t_i. Una realización de T ∼ Uniforme(0, t_f)
C[i,2]=p_i. Una realización de P ∼ Uniforme(0, 1)

fin
D. Conjunto de filas i de C tal que C[i,2]≤ (N0egC[i,1])/Nf .
m*. Número de filas de D.
Mutantes=0. Inicializar variable contadora.
para i=1 hasta m* con incrementos de 1 hacer

d_t_i=t_f-C[1,i]. Tiempo disponible para generar el linaje clonal.
l_i. Una realización de Li ∼ BN

(
1, e−g d_t_i

)
.

Mutantes=Mutantes+l_i. Actualizar variable contadora1.
fin

Salida: Mutantes.
Algoritmo 1: Módulo del modelo gráfico respectivo a las células mutantes.

1Sustituya por Mutantes=Mutantes + l_i + 1, en caso que el lenguaje de programación a utilizar
considere al conjunto {0, 1, 2, . . .} como el soporte de una distribución binomial negativa, en vez del conjunto
{1, 2, . . .}. Por ejemplo, al implementar este pseudocódigo en R [111, función rnbinom].
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Entradas:
N0: Número de células silvestres con que se inicia la población.
Nf : Tamaño final de la población.
µ

W −→M
: Tasa de mutación de células silvestres hacia células mutadoras.

µ
M−→R

: Tasa de mutación de células mutadoras hacia células mutantes.

t_f= log2(Nf ). Tiempo requerido para alcanzar el tamaño Nf .
g= log(Nf/N0)/t_f. Tasa de crecimiento.
m. Una realización de M

W −→M
∼ Poisson(t_fNfµW −→M

).
C. Una matriz de tamaño m × 2
para i=1 hasta m con incrementos de 1 hacer

C[i,1]=t_i. Una realización de S ∼ Uniforme(0, t_f)
C[i,2]=p_i. Una realización de Q ∼ Uniforme(0, 1)

fin
D. Conjunto de filas i de C tal que C[i,2]≤ (N0egC[i,1])/Nf .
m*. Número de filas de D.
Mutadores=0. Inicializar variable contadora.
Mutantes_mutadores=0. Inicializar variable contadora.
para i=1 hasta m* con incrementos de 1 hacer

d_t_i=t_f-C[1,i]. Tiempo disponible para generar el linaje clonal.
l_i. Una realización de Li ∼ BN

(
1, e−g d_t_i

)
.

Mutadores=Mutadores+l_i. Actualizar variable contadora. Nota al pie 1.
g_i= log(l_i)/d_t_i. Tasa de crecimiento del i-ésimo mutador.
m_i Una realización de M

Mi−→R
∼ Poisson(d_t_iµ

M−→R
l_i).

E. Una matriz de tamaño m_i × 2
para i=1 hasta m_i con incrementos de 1 hacer

E[i,1]=t_i. Una realización de T ∼ Uniforme(0, d_t_i)
E[i,2]=p_i. Una realización de P ∼ Uniforme(0, 1)

fin
F. Conjunto de filas i de E tal que E[i,2]≤ (eg_i E[i,1])/l_i
m*_i. Número de filas de F.
Mutantes_Mutador_i=0. Inicializar variable contadora.
para j=1 hasta m*_i con incrementos de 1 hacer

d_t_j_i= d_t_i - E[1,j]. Tiempo para generar el linaje.
l_i_j. Una realización de Li,j ∼ BN

(
1, e−g_id_t_j_i

)
Mutantes_Mutador_i= Mutantes_Mutador_i + l_i_j. Nota al pie 1.

fin
Mutantes_mutadores=Mutantes_mutadores+Mutantes_Mutador_i.

fin

Salida: Mutadores; Mutantes_mutadores.
Algoritmo 2: Módulo del modelo gráfico respectivo a las células mutadoras y células
mutantes con fenotipo mutador.
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Ahora, en la Figura 4.4 se presentan los histogramas obtenidos a partir de considerar
150 simulaciones del modelo gráfico empleado los siguientes valores para los parámetros
Nf = 233, µ

W −→R
= 10−7, µ

W −→M
= 10−6 y µ

W −→M
= 10−5.
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Figura 4.4: Histogramas resultantes de ejecutar 150 simulaciones.

Recordemos que estudiar un histograma da indicios de la distribución de probabilidad
subyacente. En este caso, la característica más importante a considerar es que la Figura
4.4a se observa el siguiente comportamiento: el número de células mutantes producidas por
células silvestres crece hasta alcanza un máximo y luego decae rápidamente.

Las distribuciones que presentan dicho comportamiento se conocen como distribuciones
de cola pesada y la relevancia de esto recae en que la distribución Luria-Delbrück, que se
presenta en el Capítulo 5, se caracteriza por ello.
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4.2. Modelo basado en el método de inversión

El modelo gráfico es capaz de abstraer el comportamiento de las células a través de
variables aleatoria. Esto permite obtener simulaciones en menor tiempo, pero la creación
de los gráficos, por ejemplo Figura 4.2 y Figura 4.3, consumen tiempo de cómputo. Más
aún, el proceso para determinar las mutaciones que se presentan en la población implica la
producción de información redundante, dado que conocer las mutaciones que no se hacen
presentes en el cultivo no resulta de interés, además que también implica un costo en tiempo
computacional.

Para resolver lo anterior proponemos un par de soluciones. La primera es omitir la
creación e impresión de tales gráficos, como se plantea en los algoritmos 1 y 2. Mientras
que la segunda propuesta es enfocarnos en simular tiempos de aparición exclusivamente de
células mutantes en la población directamente, en lugar de lidiar con tiempos de aparición
de mutaciones que pueden o no dar paso a las células mutantes en la población.

4.2.1. Método de inversión

La idea de simular exclusivamente los tiempos de aparición de células mutantes motivó
el desarrollo del modelo siguiente y para hablar de él será necesario introducir una definición
que se origina de los trabajos de Francis Galton: la función cuantil [56], también conocida
como la función cuantil de una función de distribución y cuya definición es la siguiente.

Definición 21 (Función cuantil) Sea F una función de distribución dada. La función
cuantil de F es una función F− : [0, 1] → [−∞, ∞] dada por

F−(x) := ı́nf{y ∈ R | F (y) ≥ x},

para 0 < x < 1.

El concepto de función cuantil generaliza la idea de función inversa [44]; por tanto,
escribimos F−, y no F−1, para hacer una distinción. Sin embargo, es importante mencionar
que cuando se trabaja con una función de distribución continua y estrictamente creciente,
se cumple que su función inversa existe y, mas aún, coincide con la función cuantil (ver [67,
pág. 294])

Considerando la Definición 21 surge una pregunta natural sobre si la dicha función está
bien definida para todo x ∈ (0, 1). Lo cual motiva el siguiente teorema.
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Teorema 11 Si F es una función de distribución dada, entonces su función cuantil, F−,
está bien definida.

Demostración. Sea x ∈ (0, 1) un número arbitrario y fijo. Definamos Ax = {y ∈ R |
F (y) ≥ x} y ε := 1 − x > 0. Por el inciso (a) del Teorema 1 se tiene que

ĺım
y→∞F (y) = 1.

Así, existe N0 ∈ N tal que si y > N0 entonces |F (y) − 1| = 1 − F (y) < ε, es decir,
x < F (y). Por tanto, como N0 + 1 > N0 se tiene que F (N0 + 1) > x y se sigue que
N0 + 1 ∈ Ax, por lo que Ax ̸= ∅.

Luego, por el inciso (b) del Teorema 1 se tiene que

ĺım
y→−∞

F (y) = 0.

Así que para ε0 = x existe M0 ∈ N tal que si y < −M0 entonces |F (y)| = F (y) < ε0. Por
tanto, −(M0 + 1) es una cota inferior de Ax ya que de no ser así existiría z ∈ Ax tal que
z < −(M0 + 1). Sin embargo, como z < −M0 entonces F (z) < x = ε0 y dado que z ∈ Ax
también se cumple que F (z) ≥ x, una contradicción.

De esta manera, como Ax es un conjunto no vacío y acotado inferiormente, ı́nf Ax existe.
Además, como x fue arbitraria, se tiene que ı́nf Ax existe para cada 0 < x < 1.

Para familiarizarnos con la función cuantil de una función de distribución discutiremos
algunas propiedades que se utilizarán posteriormente. Sugerimos consultar el libro de
Shorak y Wellmer [127] si se desea profundizar en este tema.

Teorema 12 Sea F una f.d. dada. Si F− denota la función cuantil de F , entonces F−

satisface las siguientes propiedades.

(a) F (F−(x)) ≥ x, para toda x ∈ (0, 1).

(b) F (F−(x)
−
) ≤ x, para toda x ∈ (0, 1). Donde F (y−), con y = F−(x), es el límite

por la izquierda (vea inciso (e) del Teorema 1).

Demostración.

(a) Sea x ∈ (0, 1) arbitraria y fija. Como antes, definamos Ax := {y ∈ R | F (y) ≥ x} y
sea a := F−(x) = ı́nf Ax, el cual existe por el Teorema 11. Dada ε > 0 se tiene que
a < a+ ε y, más aún, a+ ε ∈ Ax pues:
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si a ∈ Ax, necesariamente se cumple que F (a) ≥ x y dado que F es no decreciente
se tiene que

F (a+ ε) ≥ F (a) ≥ x.

Por otro lado, si a /∈ Ax y suponemos que a+ ε /∈ Ax, entonces F (a) < x y F (a+ ε) <
x, por la definición de Ax; no obstante, por la definición de ínfimo, se cumple que para
la ε dada existe α ∈ Ax tal que α < a+ ε lo que implica que x ≤ F (α) ≤ F (a+ ε),
una contradicción.
De esta manera, como para cada ε > 0 se cumple que F (a+ ε) ≥ x, entonces se tiene
que

ĺım
ε→0

F (a+ ε) = F (a+) ≥ x.

Y puesto que F es continua por la derecha se tiene que F (a) = F (a+), de donde se
sigue que

F (a) = F (F−(x)) ≥ x.

Luego, como x fue arbitraria se muestra que el resultado es válido para cada x ∈ (0, 1).

(b) Sea x ∈ (0, 1) arbitraria y fija. Definamos Ax := {y ∈ R | F (y) ≥ x} y sea a :=
ı́nf Ax = F−(x), el cual existe por el Teorema 11. Dada ε > 0 se cumple que a− ε < a

lo que implica que a− ε /∈ Ax, pues si a− ε fuese un elemento de Ax necesariamente
se cumpliría, por la definición de ínfimo, que a ≤ a− ε, lo cual es una contradicción.
Así, se sigue que F (a− ε) < x, para toda ε > 0, por lo que al tomar límite cuando ε
→ 0 se tiene que

ĺım
ε→0

F (a− ε) = F (a−) = F (F−(x)
−
) ≤ x.

Notemos que como x fue arbitraria, se tiene que el resultado es válido para toda
x ∈ (0, 1), lo cual concluye la prueba.

Del teorema anterior se desprende el siguiente corolario. Este resultado nos permite
reconocer explícitamente la forma que poseen los conjuntos {y ∈ R | F (y) ≥ x}, para toda
x ∈ (0, 1).

Corolario 4 Sea F es una función de distribución dada. Si x ∈ (0, 1) y Ax = {y ∈ R |
F (y) ≥ x}, entonces Ax es un intervalo de la forma (a, ∞) o [a, ∞).

Demostración. Sea x ∈ (0, 1) arbitraria y fija. Del Teorema 11 se tiene que Ax es
acotado inferiormente; luego, usando un argumento similar a la demostración del inciso (a)
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del Teorema 12 sabemos que para todo ε > 0 se tiene que ı́nf Ax + ε ∈ Ax por lo que
(́ınf Ax, ∞) ⊆ Ax. Por otro lado, si ı́nf Ax /∈ Ax para y ∈ Ax entonces y > ı́nf Ax y se sigue
que y ∈ (́ınf Ax, ∞), por lo que Ax = (́ınf Ax, ∞).

Note que si ı́nf Ax ∈ Ax entonces y ≥ ı́nf Ax, es decir, y ∈ [́ınf Ax, ∞). Además, si
y ∈ [́ınf Ax, ∞) se cumple que y = ı́nf Ax + (y − ı́nf Ax) de donde se sigue que y ∈ Ax,
pues si y > ı́nf Ax entonces tomando ε0 = y − ı́nf Ax > 0 se tiene que ı́nf Ax + ε0 ∈ Ax,
mientras que si y = ı́nf Ax entonces trivialmente y ∈ Ax. De esta manera se tiene que
Ax = [́ınf Ax, ∞).

Con lo anterior se ha mostrado que Ax es intervalo no acotado superiormente y dado
que x fue arbitraria el resultado es válido para toda x ∈ (0, 1).

Obsevación 4 Desde que x ∈ (0, 1), los incisos (a)-(c) del Teorema 1 implican que si
Ax = {y ∈ R | F (y) ≥ x}, entonces ı́nf Ax ∈ Ax, por lo que

Ax = [́ınf Ax, ∞).

O, equivalentemente, en términos de la función cuantil

Ax = [F−(x), ∞).

La discusión anterior permite presentar el resultado en el que se basa el modelo que da
nombre a esta sección.

Teorema 13 (Método de inversión) Sea F una f.d. dada y ξ una v.a. con distribución
uniforme, es decir, ξ ∼ Uniforme(0, 1). Si X = F−(ξ), con F− la función cuantil de la f.d.
F , entonces X ∼ F .

Demostración. Sea x ∈ R arbitraria y fija. Demostraremos a continuación que los
eventos E1 := {ω ∈ Ω | F (x) ≥ ξ(ω)} y E2 := {ω ∈ Ω | x ≥ F−(ξ(ω))} son equivalentes.

Sea ω∗ ∈ E1. Como ξ(ω∗) ∈ (0, 1), pues ξ ∼ Uniforme(0, 1), entonces de la definición
de la función cuantil se tiene que

F−(ξ(ω∗)) = ı́nf{y ∈ R | F (y) ≥ ξ(ω∗)}.

Notemos que se cumple que F (x) ≥ ξ(ω∗), puesto que ω∗ ∈ E1, entonces x ∈ {y ∈ R |
F (y) ≥ ξ(ω∗)}; así, por la definición de ínfimo, se tiene que F−(ξ(ω∗)) ≤ x, probando que
E1 ⊆ E2.
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Ahora, sea ω∗ ∈ E2, entonces x ≥ F−(ξ(ω∗)); de esta manera, aplicando el Corolario 4
y la Nota 4, se tiene que x ∈ {y ∈ R | F (y) ≥ ξ(ω∗)}, por lo que F (x) ≥ ξ(ω∗), mostrando
que E2 ⊆ E1.

De lo anterior se tiene que E1 = E2 y ya que x fue arbitraria se tiene que el resultado
es válido para toda x ∈ R. De esta manera, se sigue que

P (X ≤ x) = P (F−(ξ) ≤ x) = P (ξ ≤ F (x)) =
∫ F (x)

0
ξdξ = F (x).

Es decir, X ∼ F .

4.2.2. Algoritmo

Usando la discusión anterior y los resultados presentados en la Sección 4.1.2 como punto
de partida, presentamos a continuación al modelo basado en el método de inversión.

Consideremos las hipótesis y notación del modelo gráfico que respectan a la cantidad
inicial N0 de células en la población, la cantidad final Nf de células en el cultivo, el
crecimiento exponencial con tasa g y el intervalo de tiempo en el que se desarrolla el
crecimiento poblacional [0, tf ].

Como en el modelo gráfico, supongamos que las células crecen exponencialmente hasta
el tiempo tf , donde tf > 0 denota el tiempo en el cual el espacio y los recursos están por
agotarse. Esto es, para tiempos posteriores a tf el crecimiento poblacional ha alcanzando
la capacidad de carga asociada con las condiciones experimentales.

Además, nuevamente, sean µ
W −→R

, µ
W −→M

y µ
M−→R

las tasas de mutación de células
silvestres hacia células con fenotipo mutante, de células silvestres hacia células con
fenotipo mutador y de células mutadoras hacia células mutantes con fenotipo mutador,
respectivamente.

Por la Observación 3, si M
W −→R

la variable aleatoria que cuenta el número de tipos de
células mutantes entonces

M
W −→R

∼ Poisson(NfµW −→R
). (4.79)

Diremos que en el cultivo existen m
W −→R

tipos de células mutantes, con m
W −→R

una
realización de M

W −→R
Recordemos que nos interesa determinar el tiempo de aparición de
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cada uno de las m
W −→R

tipos de células mutantes. Para ello, sabemos que

N0e
gt,

denota la población al tiempo t, para toda t ∈ [0, tf ]. Por tanto, la Observación 3 implica
que

µ
W −→R

N0e
gt

indica el número esperado de células mutantes al instante t.

Por un argumento similar que llevó al planteamiento de la Ecuación (4.65), la función
anterior es una distribución impropia dado que su integral sobre el intervalo de tiempo
[0, tf ] es finita pero distinta de 1. No obstante, al considerar un factor de escalamiento
apropiado, una constante s ∈ R, se obtiene una distribución propia.

De esta manera, sea s = g
(Nf −N0)µW −→R

y h
W −→R

: [0, tf ] → [sµ
W −→R

N0, sµ
W −→R

Nf ]

dada por

h
W −→R

(t) = sµ
W −→R

N0e
gt. (4.80)

Entonces se cumple que∫ tf

0
sµ

W −→R
N0e

gtdt =
N0

(Nf −N0)

∫ tf

0
gegtdt

=
N0

(Nf −N0)
(egtf − 1) = 1

Más aún, como h es continua y no decreciente se tiene que h es una función de densidad
cuya función de distribución es H

W −→R
: [0, tf ] → [0, 1] dada por

H
W −→R

(t) =
N0sµW −→R

g
(egt − 1). (4.81)

En casos como el anterior, en donde la distribución carece de un nombre común, se
suele utilizar al nombre de la función de distribución, H

W −→R
, para hacer referencia a

tal distribución y escribir X ∼ H
W −→R

para denotar que la variable aleatoria X tiene
distribución H

W −→R
.

Procedamos a hallar la función cuantil de H
W −→R

para simular los tiempos de aparición
de las células mutantes a través del método de inversión. Como H es continua y monótona
creciente, su inversa inversa existe y coincide con su función cuantil H−

W −→R
: [0, 1] → [0, tf ]

dada por

H−
W −→R

(u) =
1
g

log
(

1 + gu

N0sµW −→R

)
(4.82)
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Sea U
W −→R

∼ Uniforme(0, 1). Entonces, el Teorema 13 implica que

V
W −→R

=
1
g

log
(

1 +
gU

W −→R

N0sµW −→R

)

=
1
g

log
(

1 + Nf −N0
N0

U
W −→R

) (4.83)

es una variable aleatoria tal que V
W −→R

∼ H
W −→R

.

Como se ha mencionado previamente, el método de inversión nos permite determinar
el tiempo de aparición de cada célula mutante. Esto, a través de asociar una realización de
la variable V

W −→R
a cada una de dichas células.

Ahora, presentamos en la Figura 4.5 una verificación visual de la precisión que nos
proporciona el método de inversión para simular los tiempos de aparición. La gráfica de
la función h

W −→R
se muestra en color negro, mientras que en color azul observamos un

histograma construido a partir de 1000 realizaciones de la variable V
W −→R

.

Más aún, al observar dicho histograma se aprecia que las mutaciones pueden ocurrir en
todo momento; sin embargo, estas suelen aparecer con mayor frecuencia en tiempos grandes.
Lo cual es congruente con el hecho que el envejecimiento y la aparición de mutaciones en
las células están relacionados [37], [52], [96].

Luego, el i-ésimo tipo de célula mutante, i = 1, 2, . . .m
W −→R

se originó al instante Vi,
con Vi una muestra aleatoria de V

W −→R
. Por tanto, dispone del instante Vi al final de la

observación del experimento para generar su linaje clonal.

De esta manera, el tamaño del linaje de la célula mutante de tipo i es una variable
aleatoria Li tal que

Li ∼ BN(1, e−g(tf −Vi)), (4.84)

por el Corolario 3.

Notemos que lo anterior es válido para toda i = 1, 2, . . . ,m
W −→R

. Por tanto, implica
que el número total de células mutantes en el cultivo es

R =

m
W −→R∑
i=1

Li. (4.85)

Notemos que, al comparar la Ecuación (4.68) con la ecuación anterior ambas resultan
ser similares. Sin embargo, una diferencia crucial se encuentra en el límite superior de la



CAPÍTULO 4. MODELOS PARA LA DINÁMICA FENOTÍPICA 78

Tiempo

D
e

n
s
id

a
d

0 5 10 15 20 25 30

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

Figura 4.5: Método de inversión para determinar los tiempos de aparición de las células mutantes
en un cultivo celular. Para determinar las características del cultivo, los siguientes valores fueron
considerados: N0 = 1, Nf = 109 y µ

W −→T
= 10−7.

suma, en el caso de la Ecuación (4.85) aparece directamente el valor de la realización de
una variable aleatoria que cuenta el número del tipo de células mutantes.

Mientras que en la Ecuación (4.68), el número que aparece en el límite superior es
menor o igual, frecuentemente menor estricto, que la realización de una variable aleatoria
que cuenta el número de tipos de mutaciones. Podemos intepretar lo anterior como que en
el método gráfico se produce información redundante, lo cual en el método basado en el
método de inversión se logra evadir.

Para proceder con la aparición de células mutadoras, procedamos de manera similar
a la discutida en el método gráfico. Así, supongamos que las células mutadoras surgen a
través de mutaciones en las células silvestres. Más aún, el cultivo se inicia con N0 células
silvestres y cero células con fenotipo mutador que crecen exponencialmente a una tasa g.

De esta manera, la variable aleatoria M
W −→M

que cuenta el número de tipos de
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mutaciones que dan origen a células con fenotipo mutador es tal que

M
W −→M

∼ Poisson(NfµW −→M
), (4.86)

por la Observación 3.

Sea m
W −→M

el número de tipos de mutaciones que originan células con fenotipo
mutador, con m

W −→M
una realización de M

W −→M
. Para determinar el tiempo de aparición

de cada uno de los m
W −→M

tipos de mutación consideremos s1 = g
(Nf −N0)µW −→M

y la
función de densidad h

W −→M
: [0, tf ] → [s1µW −→M

N0, s1µW −→M
Nf ] dada por

h
W −→M

(t) = s1µW −→M
N0e

gt. (4.87)

Más aún, lo anterior implica que la función H : [0, t] → [0, 1] definida por

H
W −→M

(t) =
N0s1µW −→R

g
(egt − 1) (4.88)

es su función de distribución. Mientras que la función H−
W −→M

: [0, 1] → [0, tf ] dada por

H−
W −→M

(u) =
1
g

log
(

1 + gu

N0s1µW −→M

)
(4.89)

es la función cuantil de H.

De esta manera, el método de inversión implica que si U
W −→M

∼ Uniforme(0, 1) entonces

V
W −→M

=
1
g

log
(

1 +
gU

W −→M

N0s1µW −→M

)

=
1
g

log
(

1 + Nf −N0
N0

U
W −→M

) (4.90)

es una variable aleatoria tal que V
W −→M

∼ H
W −→M

.

Se sigue entonces que el instante en el que surge el i-ésimo de tipo de mutación que
origina al fenotipo mutador se determina con Vi, una realización de V

W −→M
. Además, si ci

denota a la célula que posee el i-ésimo de tipo de mutación que origina al fenotipo mutador
entonces ci dispone desde el instante Vi al final del experimento tf para generar a su linaje
clonal.

Así que Li la variable aleatoria que cuenta el número de células en el linaje de la célula
mutadora ci es tal que

Li ∼ BN(1, e−g(tf −Vi)), (4.91)
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por el Corolario 3. Implicando que el número total de células mutadoras es

M =

m
W −→M∑
i=1

Li. (4.92)

Ahora, procediendo de manera análoga al modelo gráfico, supondremos que las células
mutantes con fenotipo mutador aparecen exclusivamente por consecuencia de mutaciones
en las células mutadoras.

Por tanto, realicemos un análisis dentro del ciclo de crecimiento de la célula mutadora ci,
la cual posee el i-ésimo tipo de mutación que origina el fenotipo mutador. Considerando lo
anterior, nos restringimos a un examinar un cultivo que inicia con N0 = 1 célula mutadora,
cero células mutantes mutadoras, admite un tamaño final de Li células y se observará
durante tf − Vi unidades de tiempo.

Sea M
Mi−→R

la variable aleatoria que cuenta el número de tipos de mutaciones que
originan células mutantes y cuyo ancestro es la célula mutadora ci. Entonces

M
Mi−→R

∼ Poisson(LiµM−→R
). (4.93)

El número de tipos de mutaciones que aparecieron a lo largo del ciclo de crecimiento de
la célula mutadora ci se determina a través de m

Mi−→R
, una realización de M

Mi−→R
.

Luego, sea si = gi
(Li−1)µ

M−→R

, con

gi =
1

tf − Vi
log

(
Li
N0

)
, (4.94)

análogo a la Ecuación (4.72).

Dada la función de densidad h
Mi−→R

: [0, tf −Vi] → [siµM−→R
, siµM−→R

Li], definida por

h
Mi−→R

(t) = siµM−→R
egit, (4.95)

y la función de distribución H
Mi−→R

: [0, tf − Vi] → [0, 1], tal que

H
Mi−→R

(t) =
siµM−→R

gi
(egit − 1), (4.96)

podemos determinar los tiempos de aparición de los m
Mi−→R

tipos de mutaciones que
aparecieron a lo largo del ciclo de crecimiento de la célula mutadora ci a través del Teorema
13 y la función cuantil de H

Mi−→R
.
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Sea H−
Mi−→R

: [0, 1] → [0, tf − Vi] dada por

H−
Mi−→R

(u) =
1
gi

log
(

1 + giu

siµM−→R

)
, (4.97)

la función cuantil de H
Mi−→R

. Empleando el método de inversión tenemos que si U
Mi−→R

∼
Uniforme(0, 1) entonces

W
Mi−→R

=
1
gi

log
(

1 + giU

siµM−→R

)

=
1
gi

log
(

1 + Li −N0
N0

U
) (4.98)

es una variable aleatoria tal que W
Mi−→R

∼ H
Mi−→R

.

En la Figura 4.6 presentamos el método de inversión aplicado a la distribución H
Mi−→R

,
mostrando un resultado similar a lo que se observa en la Figura 4.5. La gráfica de h

Mi−→R

se aprecia en color negro, mientras que en color azul se observa un histograma construido
a partir de 1000 realizaciones de la variable W

Mi−→R
.

Lo anterior implica que el j-ésimo tipo de mutación que originan células mutantes
con fenotipo mutador y cuyo ancestro es la célula mutadora ci, j = 1, 2, . . . ,m

Mi−→R
, ha

aparecido en el instante Wj , con Wj una muestra aleatoria de tamaño uno proveniente de
W

Mi−→R
.

Así es que la célula ci,j que posee el j-ésimo tipo de mutación que origina células
mutantes con fenotipo mutador y que es descendiente de la célula mutadora ci dispone del
momento de su aparición Vi +Wj a final del experimento tf para generar su linaje clonal.

De esta manera, por aplicar el Corolario 3 sabemos que la variable aleatoria Li,j que
cuenta el número de células en el linaje de la célula ci,j es tal que

Li,j ∼ BN
(
1, e−gi(tf −Vi−Wj)

)
. (4.99)

Consecuentemente, el número de células mutantes con fenotipo mutador que se encuentran
en el cultivo celular es

MR =

m
W −→M∑
i=1

m
Mi−→R∑
j=1

Li,j . (4.100)

Culminando el planteamiento del modelo basado en el método de inversión.
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Figura 4.6: Método de inversión para determinar los tiempos de aparición de las células mutantes
con fenotipo mutador en un cultivo celular. Para determinar las características del cultivo, los
siguientes valores fueron considerados: N0 = 1, Nf = 109 y µ

W −→T
= 10−7. El cultivo ocurrió

en tf = log2(109) ≈ 29.89735 unidades de tiempo; mientras que, la célula mutadora apareció en
el instante vi ≈ 20, con vi una realización de V

W −→M
. Lo cual implica que las mutaciones en su

linaje pueden aparecer en tf − vi ≈ 10 unidades de tiempo.

A continuación, presentamos el pseudocódigo que se desprende del modelo anterior. Y,
similar al modelo gráfico, podemos estructurar dicho pseudocódigo a través de dos módulos.
Donde el primer módulo, Algoritmo 3, presenta la aparición y reproducción de células
mutantes; mientras que, el segundo módulo, Algoritmo 4, expone la aparición de las células
mutadoras, las células mutantes con fenotipo mutador y sus respectivas reproducciones.
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Entradas:
N0: Número de células silvestres con que se inicia la población
Nf : Tamaño final de la población.
µ

W −→R
: Tasa de mutación de células silvestres hacia células mutantes.

t_f=log2(Nf ). Tiempo requerido para alcanzar el tamaño Nf .
g= log(Nf/N0)/t_f . Tasa de crecimiento.
m. Una realización de M

W −→R
∼ Poisson(NfµW −→R

).
C. Una matriz de tamaño m × 1.
Mutantes= 0. Inicializar variable contadora.
para i=1 hasta m con incrementos de 1 hacer

u_i. Una realización de U
W −→R

∼ Uniforme(0, 1).
C[i,1]=log(1 + ((Nf −N0)u_i)/N0). Tiempo de aparición.
d_t_i=t_f-C[1,i]. Tiempo disponible para generar el linaje clonal.
l_i. Una realización de Li ∼ BN(1, e-gd_t_i).
Mutantes=Mutantes+l_i. Actualizar variable contadora. Nota al pie 1.

fin

Salida: Mutantes.
Algoritmo 3: Módulo del modelo basado en el método de inversión respectivo a las
células mutantes.
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Entradas:
N0: Número de células silvestres con que se inicia la población
Nf : Tamaño final de la población.
µ

W −→M
: Tasa de mutación de células silvestres hacia células mutadoras.

µ
M−→R

: Tasa de mutación de células mutadoras hacia células mutantes.

t_f=log2(Nf ). Tiempo requerido para alcanzar el tamaño Nf .
g= log(Nf/N0)/t_f . Tasa de crecimiento.
m. Una realización de M

W −→R
∼ Poisson(NfµW −→R

).
D. Una matriz de tamaño m× 1.
Mutadores= 0. Inicializar variable contadora.
Mutantes_mutadores= 0. Inicializar variable contadora.
para i=1 hasta m con incrementos de 1 hacer

u_i. Una realización de U
M−→R

∼ Uniforme(0, 1).
D[i,1]=log(1 + ((Nf −N0)u_i)/N0). Tiempo de aparición.
d_t_i=t_f-D[1,i]. Tiempo disponible para generar el linaje clonal.
l_i. Una realización de Li ∼ BN(1, e-gd_t_i).
Mutadores=Mutadores+l_i. Actualizar variable contadora. Nota al pie 1.
g_i= log(l_i)/d_t_i. Tasa de crecimiento del i-ésimo mutador.
m*. Una realización de M

Mi−→R
∼ Poisson(l_iµ

W −→R
).

E. Una matriz de tamaño m* × 1.
Mutantes_Mutador_i=0. Inicializar variable contadora.
para j=1 hasta m* con incrementos de 1 hacer

u_i_j. Una realización de U
Mi−→R

(0, 1).
E[j,1]=log(1 + (l_i - 1)u_i_j). Tiempo de aparición.
d_t_j_i=d_t_i - E[j,1]. Tiempo disponible para generar el linaje clonal.
Mutantes_Mutador_i. Una realización de Li,j ∼ BN(1, e−g_id_t_j_i)
Mutantes_Mutador_i= Mutantes_Mutador_i+ Mutantes_Mutador_i.
Actualizar varible contadora. Nota al pie 1.

fin
Mutantes_mutadores=Mutantes_mutadores+Mutantes_Mutador_i.

fin

Salida: Mutadores; Mutantes_mutadores.
Algoritmo 4: Módulo del modelo basado en el método de inversión respectivo a las
células mutadoras y células mutantes con fenotipo mutador.
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A continuación presentamos la Figura 4.7 con los histogramas obtenidos a partir de
considerar 150 simulaciones del modelo gráfico empleado los siguientes valores para los
parámetros Nf = 233, µ

W −→R
= 10−7, µ

W −→M
= 10−6 y µ

W −→M
= 10−5.
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Figura 4.7: Histogramas resultantes de ejecutar 150 simulaciones.

Para referencia, se emplearon los mismos valores para generar las simulaciones que dan
origen a los histogramas en la figura anterior y aquellas simulaciones de que dan origen a
los histogramas en la Figura 4.4.

Aquí, nuevamente puede observarse el comportamiento de cola pesada en las
distribuciones subyacentes en el número de células mutantes producidas por células
silvestres, la Figura 4.7a y Figura 4.7b, respectivamente.



Capítulo 5

Métodos de estimación

En trabajos previos, dedicados a la estimación de la tasa de mutación de células silvestres
a células mutantes [41], [63], [68], [72], [75], [81], [156], [157], han desarrollado metodologías
con gran precisión.

En este trabajo, tomamos como referente a dicha bibliografía, la cual principalmente se
fundamenta en la función generadora de probabilidad y la versión empírica de la misma
[97]. Además, discutimos los métodos que desarrollamos para estimar la tasa de mutación
hacia fenotipos mutadores.

El primero de ellos, implementa técnicas de ajuste directo a través del método de
mínimos cuadrado, minimizando la distancia entre la función generadora de probabilidad
y función generadora de probabilidad empírica, para producir los estimados deseados.
Mientras que, el segundo método toma mayor ventaja del proceso de dilución, que se
propone como parte del protocolo experimental, para emplear la transformada rápida de
Fourier y los métodos de máxima verosimilitud para generar las estimaciones.

5.1. Distribución Luria-Delbrück

La distribución Luria-Delbrück, una distribución discreta, aparece a consecuencia del
trabajo de Luria y Delbrück (1943) [90], en el que se dedican a estudiar cómo las células
silvestre adquieren resistencia a medicamentos a través de mutaciones. No obstante, se
determinó una expresión analítica para dicha distribución hasta el trabajo de Lea y Coulson

86
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(1949) [84].

La expresión que se provee en [84], está dada en términos de una función generadora
de probabilidad y no de una función de densidad, esto se debe a que una variable aleatoria
con tal distribución no es absolutamente continua. Así es que la función de densidad de
Luria-Delbrück no admite una expresión analítica [155], dado que no posee momentos finitos
[154, p. 19]. Y es que, de conocer los momentos de la distribución, podemos recuperar la
función generadora de momentos por el teorema de Taylor, ver [67, p. 74], y por tanto
obtener la función de densidad.

Para proseguir, introduzcamos el concepto de función generadora de probabilidad.

Definición 22 (Función generadora de probabilidad) Sea X una variable aleatoria
discreta y no negativa. Diremos que la función GX : C → C definida por

GX(θ) = E
(
θX
)

(5.1)

es la función generadora de probabilidad de X.

Profundicemos en algunas propiedades de interés sobre la función generadora de
probabilidad.

Lema 14 Sea X una variable aleatoria discreta y no negativa definida en el espacio de
probabilidad (Ω, F ,P ) y GX su función generadora de probabilidad. Si R denota el rango
de convergencia de GX entonces se cumple que

{θ ∈ C : |θ| ≤ 1} ⊆ R. (5.2)

Demostración. Sea θ ∈ {θ ∈ C : |θ| ≤ 1} un elemento arbitrario y fijo. Por el criterio de
comparación sabemos que ∫

Ω
|θX |dP =

∫
Ω

|θ|XdP

≤
∫

Ω
dP

= 1.

Esto es, E
(
θX
)
es absolutamente convergente y, por tanto, el criterio de comparación

implica su convergencia. De esta manera se tiene que θ ∈ R; luego, como θ fue arbitrario
se sigue lo deseado.

El teorema que presentamos a continuación será crucial en el desarrollo de la
metodología de estimación.
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Teorema 15 Sean X y Y variables aleatorias discretas con función de generadora de
probabilidad GX y GY , respectivamente. Entonces

GX+Y (θ) = GX(θ)GY (θ). (5.3)

Demostración. Dadas funciones u, v, se sabe que si X y Y son independientes y
E(u(X)) y E(v(Y )) existen, entonces E(u(X)v(Y )) = E(u(X))E(v(Y )), ver [67, Teo.
2.4.4 ]. De esta manera, por considerar u(x) = v(x) = θx se tiene que

GX+Y (θ) = E(θX+Y )

= E(θXθY )

= E(θX)E(θY )

= GX(θ)GY (θ).

(5.4)

Utilizando la discusión procedemos a introducir la distribución Luria-Delbrück a través
de su función generadora de probabilidad.

Definición 23 (Distribución Luria-Delbrück) Sea X una variable aleatoria discreta.
Diremos que X tiene distribución Luria-Delbrück con parámetro Λ si su función generadora
de probabilidad es tal que

GX(θ) = e−Λ exp
 ∞∑
k=0

Λθk

k(k+ 1)

 , (5.5)

para toda θ ∈ [0, 1].

Notemos que el rango de convergencia de la ecuación se restringe al intervalo [0, 1],
esto ocurre por la interpretación biológica que discutiremos más adelante. Luego, dado
que la expresión en la Ecuación (5.5) resulta poco práctica, presentaremos una expresión
equivalente. Para ello, enunciemos el siguiente lema.

Lema 16 Dado θ ∈ [0, 1] entonces

∞∑
j=1

θj

j(j + 1) =

1 +
(

1−θ
θ

)
log(1 − θ), si θ ∈ [0, 1).

1, if θ = 1.
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Demostración. Si θ = 1 se tiene que

∞∑
j=1

θj

j(j + 1) = ĺım
k→∞

k∑
j=1

(
1
j

− 1
j + 1

)

= ĺım
k→∞

(1
1 − 1

2

)
+
(1

2 − 1
3

)
+ · · · +

(1
k

− 1
k+ 1

)
= ĺım

k→∞
1 − 1

k+ 1
= 1.

Para el caso θ ∈ [0, 1), recordemos que la serie de Taylor de log(1+ ζ) [133, p. 586] está
dada por

T (ζ) =
∞∑
j=1

(−1)j+1

j
ζj , ζ ∈ (−1, 1).

Implicando que
log(1 − ζ) = T (−ζ)

=
∞∑
j=1

(−1)2j+1

j
ζj

= −
∞∑
j=1

ζj

j
,

(5.6)

para cada ζ ∈ (−1, 1). Por tanto

∞∑
j=1

θj

j + 1 =
1
θ

∞∑
j=1

θj+1

j + 1

=
1
θ

θ− θ+
∞∑
j=2

θj

j


=

1
θ

−θ+
∞∑
j=1

θj

j


= −1 − 1

θ
log(1 − θ).

(5.7)
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De la Ecuación (5.7) y la Ecuación (5.6) se sigue que
∞∑
j=1

θj

j(j + 1) =
∞∑
j=1

(
1
j

− 1
j + 1

)
θj

=
∞∑
j=1

θj

j
−

∞∑
j=1

θj

j + 1

= − log(1 − θ) +
1
θ

log(1 − θ) + 1

= 1 +
(

1 − θ

θ

)
log(1 − θ),

como se enunció.

Partiendo del lema anterior, se presenta una expresión alterna para la Ecuación 5.5, a
través del siguiente teorema.

Teorema 17 Dada θ ∈ [0, 1] y bajo la convención ĺım
(x,y)→(0,0)

xy = 1 entonces

e−Λ exp
 ∞∑
j=1

Λθj

j(j + 1)

 = (1 − θ)
Λ(1−θ)

θ . (5.8)

Demostración. Si θ = 1, la Ecuación (5.8) se cumple por la convención.

Sea θ ∈ [0, 1) un número arbitario y fijo. Además, sea ψ =
∞∑
j=1

θj

j(j + 1) entonces el

Lema 16 implica que

eΛψ = exp
(

Λ + Λ
(

1 − θ

θ

)
log(1 − θ)

)

= eΛ exp
(

Λ
(

1 − θ

θ

)
log(1 − θ)

)

= eΛ exp
(

log
(
(1 − θ)Λ( 1−θ

θ )
))

= eΛ(1 − θ)Λ( 1−θ
θ ).

Por tanto,
e−ΛeΛψ = (1 − θ)Λ( 1−θ

θ ).
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Para proseguir, sea h : [0, 1] → R dada por

h(θ) = (1 − θ)(
1−θ

θ ). (5.9)

Si Λ = NfµW −→R
, (h(θ))Λ describe el número total de células mutantes producidas por

células silvestre en una población. Luego, si Λ = NfµW −→M
, (h(θ))Λ denota el número

total de células mutadoras producidas por células silvestre en la población. Más aún, si
Λ = µ

M−→R
, (h(θ))Λ describe el número total de células mutantes con fenotipo mutador

producidas por una única células mutadora.

De esta manera, (h(h(θ))µM−→R )NµW −→M es la función generadora de probabilidad
que describe el número total de células mutantes con fenotipo mutador en una población.
Entonces, por aplicar el Teorema 15 se tiene que

F (θ) = (h(θ))Λ
W −→R (h(h(θ))µM−→R )Λ

W −→M , (5.10)

con Λ
W −→R

= NfµW −→R
y Λ

W −→M
= NfµW −→M

, es la función generadora de probabilidad
que indica el número total de células mutantes.

La ecuación anterior resulta crucial pues, en general, no existen técnicas de laboratorio
para distinguir a las células mutadoras en un cultivo, lo que impide realizar una estimación
directa de la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores. Sin embargo, la Ecuación (5.10)
permite realizar tal estimación a través del número de células mutantes y el número de
células mutantes con el fenotipo mutador, para las cuales sí existen técnicas experimentales
para su distinción dado que se detecta mutaciones y no al fenotipo mutador per se.

Finalmente, las funciones generadoras de probabilidad no dependen de los datos
experimentales. Sin embargo, se debe traducir dichos datos para llevar a cabo las
estimaciones; por tanto, presentamos a la función generadora de probabilidad empírica.

Definición 24 (Función generadora de probabilidad empírica) Sea {X1, . . . ,Xn}
una muestra aleatoria de tamaño n y proveniente de una variable aleatoria discreta. Si
Fn : [0, 1] → R es una función definida por

Fn(θ) =
1
n

n∑
i=1

θXi , (5.11)

diremos que Fn es la función generadora de probabilidad empírica asociada a la muestra
{X1, . . . ,Xn}.
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Antes de presentar los métodos de estimación, discutamos el protocolo experimental
al que deben apegarse. Se inicia r∗ cultivos con N0 células silvestre y una vez que han
alcanzado el tamaño máximo Nf , se toma una muestra de aleatorias de b + δ1 células
en cada uno de los cultivos. Con las b células se inicia un siguiente ciclo de crecimiento;
mientras que, las δ1 células se colocan en una placa para contabilizar los mutantes presentes.

El proceso anterior se itera tantas veces como se desee. Dicho protocolo se ha propuesto
con el objetivo de magnificar la presencia y efecto de las células mutadoras. Dado que en
las b células que iniciarán el nuevo cultivo puede contener más que sólo células silvestre.

Ahora, para continuar presentamos los métodos de estimación que hemos propuesto.

5.2. Ajuste directo

Como se mencionó previamente, al trabajar con la función generadora de probabilidad
de Luria-Delbrück se estila considerar el intervalo [0, 1] exclusivamente. Esto se debe
principalmente a cuestiones biológicas, al considerar valores cercanos a cero, por la derecha,
reflejan el efecto de la observación de cantidades pequeñas de células mutantes; mientras
que, valores cercanos a uno, por la izquierda, reflejan la influencia de cantidades grandes
de células mutantes en los cultivos celulares [64].

En trabajos como [57] y [64] se limitan a estudiar la función generadora de probabilidad
en los puntos θ ∈ Θ, con Θ = {0.1, 0.8, 0.9}, para generar las estimaciones de la tasa de
mutación hacia células mutantes. No obstante, para las estimar la tasa de mutación hacia
fenotipos mutadores consideraremos los puntos θ ∈ Θ∗, con θ∗ = {0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9}.

Esto, debido a que emplearemos la función generadora de probabilidad de la suma de la
variable aleatoria que cuenta el número de células mutantes producidas por células silvestres
y aquella que cuenta el número de células mutantes producidas por células mutadoras.
Dado que se espera observar cantidades pequeñas de células mutantes esporádicamente y
al considerar el conjunto θ∗ modulamos podemos reflejar dicho esquema.

Supongamos que se han considerado r∗ réplicas del experimento, cada una con c∗ ciclos
de crecimiento. Sea mi ∈ Rr∗ , i = 1, . . . , c∗, un vector cuya j-ésima entrada, j = 1, . . . , r∗,
está formada por la suma del número células mutantes producidas por células silvestres y
el número células mutantes producidas por células mutadoras.

Para acoplar la información al proceso de dilución del protocolo experimental, definamos
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el vector ni ∈ Rr∗ , i = 1, . . . , c∗, tal que su j-ésima entrada, j = 1, . . . , r∗, corresponde a
una realización de la varible aleatoria Sj

Sj ∼ Binomial(mi,j , δi),

es decir, un muestreo binomial. Donde mi,j y δi ∈ (0, 1) denotan la j-ésima entrada del
vector mi y la dilución considerada para i-ésimo ciclo de crecimiento, respectivamente.

Antes de introducir el método de estimación, proponemos intervalos I
W −→R

=
[Nl

W −→R
,Nu

W −→R
], I

M−→R
= [l

M−→R
,u

M−→R
] e I

W −→M
= [l

W −→M
,u

W −→M
] tales que

log10(µW −→R
) ∈ I

W −→R
,

log10(µM−→R
) ∈ I

M−→R
y

log10(µW −→M
) ∈ I

W −→M
.

Dado que, para proceder computacionalmente, lo anterior nos ofrece mayor precisión en la
búsqueda de los estimados.

Luego, para trabajar con un número finito de posibilidades, particionaremos
los intervalos a fin de considera solo (p + 1)3 puntos dentro del conjunto
I := I

W −→R
× I

M−→R
× I

W −→M
. Así, en lugar de trabajar con el intervalo [a, b],

(a, b) ∈ {(Nl
W −→R

,Nu
W −→R

), (l
M−→R

,u
M−→R

),Nl
W −→M

,Nu
W −→M

)}, trabajaremos con el
conjunto de puntos a

(
b

a

)q/p

: q = 0, 1, . . . , p
 ⊂ [a, b]. (5.12)

Sea F1 : Θ∗ × I → R dada por

F1(θ, ι1, ι2, ι3) = h(θ)ι1h(h(θ)ι2)ι3 (5.13)

y sea Fi : Fi−1(Θ∗) × I → R dada por

Fi(θ, ι1, ι2, ι3) = h(Fi−1(θ))
ι1h(h(Fi−1(θ))

ι2)ι3 , (5.14)

para i = 2, . . . , c∗.

De esta manera, los estimadores {∆
W −→R i

, {µ
M−→R i

y {∆
W −→M i

de ∆
W −→R

, µ
W −→R

y
∆

W −→M
en el i-ésimo ciclo de crecimiento, respectivamente, son aquellos que satisfacen∑

θ∈Θ∗

(
Fi(θ, {∆

W −→R i
, {µ

M−→R i
, {∆

W −→M i
) −Gi(θ)

)2

= mı́n
(ι1,ι2,ι3)∈I

∑
θ∈Θ∗

(Fi(θ,N10ι1 , 10ι2 ,N10ι3) −Gi(θ))
2 ,
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con Gi la función generadora de probabilidad empírica construida con los r∗ datos del
i-ésimo ciclo de crecimiento, i = 1, . . . , c∗.

5.3. Ajuste por métodos de máxima verosimilitud

Recurrir a métodos de máxima verosimilitud requiere de trabajar directamente con
funciones de masa de probabilidad. En este caso, implicaría trabajar con la expresión
explícita de la distribución Luria-Delbrück, la cual no admite una expresión analítica [155].

Sin embargo, al considerar el planteamiento del método anterior hasta la Ecuación
(5.14) se tiene la información necesaria para recuperar los estados de probabilidad de
la distribución Luria-Delbrück suficientes para implementar los métodos de máxima
verosimilitud. Lo anterior, a través de emplear la transformada rápida de Fourier como
en [7] y [82, Ec. 5].

Sea di = máx
j∈{1,...,r∗}

ni,j , con ni,j la j-ésima entrada del vector ni, para i = 1, . . . , r∗.
Es decir, di es la máxima cantidad de células mutantes presentes en el i-ésimo ciclo de
crecimiento tras la dilución.

De esta manera, dada ι = (ι1, ι2, ι3) ∈ I y definiendo Fi(θ; ι) :=
Fi(θ,N10ι1 , 10ι2 ,N10ι3), se tiene que la parte real de la tranformada rápida de Fourier
de Fi,

qF(k) =
1
di

di−1∑
l=0

Fi

(
2πil
di

; ι
)

exp
(

−2πilk
di

)
, (5.15)

con i2 = −1, aproxima al valor de

pXi
(k; ι) = P (Xi = k; ι),

k = 0, 1, . . . , di. Donde Xi es la variable aleatoria cuya función generadora de probabilidad
es Fi.

Por tanto,

Li(ι) =
r∗∏
j=1

pXi
(ni,j ; ι)

denota la función de verosimilitud asociada al i-ésimo ciclo de crecimiento.
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Implicando que los estimadores de máxima verosimilitud {∆
W −→R

∗
i
, {µ

M−→R

∗
i
y {∆

W −→M

∗
i

de ∆
W −→R

, µ
M−→R

y ∆
W −→M

en el i-ésimo ciclo de crecimiento, respectivamente, son
aquellos que satisfacen

Li( {∆
W −→R

∗
i
, {µ

M−→R

∗
i
, {∆

W −→M

∗
i
) = máx

ι∈I
Li(ι). (5.16)



Capítulo 6

Resultados

A lo largo de este trabajo desarrollamos un par de modelos para emular la dinámica
fenotípica y un par de métodos para la estimación de la tasa de mutación hacia fenotipos
mutadores. A continuación presentamos los resultados encontrados.

6.1. Confiabilidad de los modelos

Como se mencionó en el Capítulo 4, se observa que la distribución del número de células
mutantes producidas por las células silvestre es una distribución de cola pesada [64]. Esto
es esperado, dado que la distribución Luria-Delbrück debe ser la distribución que subyace
en las figuras 4.4a y 4.7a.

Para verificar lo anterior, empleamos la herramienta web bz-rates [57] que recurre a la
metodología de [64]. Empleando los modelo Moran (ver Apéndice A.1), gráfico y el basado
en el método de inversión construimos un conjunto de 100 simulaciones por método.

Para cada una de las simulaciones, los valores de los parámetros se fijaron de la siguiente
manera: N0 = 1, Nf = 106, µ

W −→R
= 10−7, µ

W −→M
= 0 y µ

M−→R
= 0. Esto, con la

finalidad de estandarizar y equiparar las condiciones.

La herramienta bz-rates realiza una prueba χ2 para bondad de ajuste [38] con el objetivo

96
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de determinar cuál de las siguientes hipótesis estadísticas es cierta:

H0 : Los datos se ajustan a la distribución Luria-Delbrück, o
H1 : Los datos no se ajustan a la distribución Luria-Delbrück.

En nuestro caso, los p-valores que se obtuvieron fueron todos mayores que 0.05, ver Tabla
6.1. Por tanto, se acepta la hipótesis nula implicando que, en efecto, las variables aleatorias
que aparecen en las ecuaciones (4.68) y (4.85) tienen una distribución Luria-Delbrück.

Lo anterior es consecuencia de que un p-valor es una medida de significancia estadística,
la cual asigna valores pequeños, usualmente menores que 0.05, en caso de tener evidencia
contra la hipótesis nula [116].

Moran Gráfico Método de inversion
Estimación de µ

W −→R
2.05063 × 10−7 1.841444 × 10−7 1.237306 × 10−7

Error en la estimación 1.05063 × 10−7 8.4144 × 10−8 2.3730 × 10−8

Cota inferior del intervalo
del 95 % de confianza 1.262 × 10−7 1.098 × 10−7 6.346 × 10−8

Cota superior del intervalo
del 95 % de confianza 2.839 × 10−7 2.585 × 10−7 1.840 × 10−7

χ2 de Pearson 1.6333 4.1370 1.0446
p-valor 0.8027 0.3877 0.9029

Tabla 6.1: Resultados reportados por bz-rates.

Además, en la Figura 6.1 puede apreciarse una comparativa, generada por bz-rates,
respecto al comportamiento de los datos y el comportamiento de la distribución
Luria-Delbrück. El ajustes de los datos construidos por el modelo Moran, el modelo gráfico
y el modelo basado en el método de inversión se muestra en las figuras 6.1a, 6.1b y 6.1c,
respectivamente.

Como se mencionó previamente, el modelo Moran es ampliamente utilizado; sin
embargo, se sabe que su ejecución computacional consume grandes cantidades de tiempo.
Por otra parte, nuestros métodos representa una alternativa más rápida.

No obstante, es crucial verificar si existen diferencias significativas entre las
distribuciones de los números de mutantes que se obtienen con el clásico modelo Moran y con
nuestros modelos. Para esto, se fijaron las tasas de mutación µ

W −→R
= 10−7, µ

W −→M
= 0

y µ
M−→R

= 0 y la cantidad inicial de células en el cultivo N0 = 1.
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(a) (b)

(c)

Figura 6.1: Ajuste de los datos a la distribución Luria-Delbrück.

En este caso, nuestro objetivo fue determinar si existen diferencias significativas al variar
el tamaño final de la población. Por tanto, se consideró el siguiente conjunto de tamaños
finales A = {20000, 40000, 60000, 80000, 100000, 200000, 300000, 400000,
500000, 600000, 700000, 800000, 900000, 1000000}.

De es manera, para cada Nf ∈ A se generó un conjunto de 100 simulaciones por método.
Luego, recurrimos a una modificación de la prueba Kolmogorov-Smirnov para dos muestras
que provienen de variables aleatorias discretas [11]. Una prueba de bondad de ajuste la
cual, dados dos conjuntos de datos D1 y D2 que provienen de algunas variables aleatorias
discretas X y Y , respectivamente, determina cuál de las siguiente hipótesis estadísticas es
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cierta:

H0 : La distribución FX y FY son iguales, o
H1 : La distribución FX y FY no son iguales

Donde FX y FY denotan las funciones de distribución asociadas a las variables X y Y .

En este caso, los p-valores obtenidos fueron todos mayores que 0.05. Por tanto, se acepta
la hipótesis nula e implicando que el modelo Moran, el modelo gráfico y el modelo basado
en el método de inversión son equivalentes en cuanto la simulación del número de células
mutantes producidas por células silvestre.
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Figura 6.2: Comparaciones de las distribuciones de células mutantes obtenidas por los modelos
Moran, gráfico y basado en el método de inversión.

Las comparaciones de los datos construidos con el modelo Moran respecto al modelo
gráfico, el modelo Moran respecto al modelo basado en el método de inversión, y el modelo



CAPÍTULO 6. RESULTADOS 100

gráfico respecto al modelo basado en el método de inversión se observan en las figuras 6.2a,
6.2b y 6.2c, respectivamente.

6.2. Confiabilidad de las estimaciones

Notamos, por inspección, que al considerar información de más de un ciclo de
crecimiento las estimaciones no proveen mayor precisión. Por tanto, nos restringimos a
discutir los resultados que se obtienen al utilizar un único ciclo de crecimiento.

Presentamos la estimación puntual y del intervalo del 95% de confianza para µ
W −→M

a
través de los siguientes métodos

1. Bootstrap del ajuste directo [112, Cap. 6].

2. Región de máxima verosimilitud ([48]; [155, Ec. 14]).

3. Jackknife del ajuste por métodos de máxima verosimilitud [112, Cap. 6].

4. Región de máxima verosimilitud suponiendo que

µ
M−→R

= kµ
W −→R

,

para k ∈ R constante.

5. Jackknife del ajuste por métodos de máxima verosimilitud suponiendo que

µ
M−→R

= kµ
W −→R

,

para k ∈ R constante.

Para estandarizar, dada una tasa de mutación η, η ∈ {µ
W −→R

,µ
W −→M

,µ
M−→R

}
denifimos al intervalo J , J ∈ {I

W −→R
, I

W −→M
, I

M−→R
}, como

J = [log10(η) − 2, log10(η) + 2]. (6.1)

Además, el parámetro para la discretización se fija como p∗ = 20 y, como consideraremos
un único ciclo de crecimiento, se define c∗ = 1.

Los cinco métodos para la estimación puntual e intervalo de confianza se aplicarán a
un par de conjuntos de datos, cada uno constituido por r∗ = 150 simulaciones. El primer
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conjunto de datos se construyó con el modelo gráfico empleando los siguientes parámetros:
N0 = 1, Nf = 233, µ

W −→R
= 10−7, µ

W −→M
= 10−6, µ

M−→R
= 5 × 10−5. Mientras que,

el segundo conjunto de datos se construyó a través del modelo basado en el método de
inversión considerando los siguientes parámetros: N0 = 1, Nf = 233, µ

W −→R
= 10−7,

µ
W −→M

= 10−5, µ
M−→R

= 5 × 10−4.

Para emplear el Método 1, se aplicó el método de ajuste directo 500 veces, considerando
en cada una de ellas a δ1 = 220/233 como parámetro de dilución. Respecto al Método 2, el
método de ajuste por métodos de máxima verosimilitud fue empleado una única ocasión y
tomando δ1 = 220/233.

En tanto al Método 3, se aplicó el método de ajuste por métodos de máxima
verosimilitud 500 veces, en cada ocasión se consideró un remuestreo con reemplazo de 50
cultivos y el parámetro de dilución se determinó a través de δ1 = u, con u una realización
de una variable aleatoria U ∼ Uniforme(0.0000005, 220/233).

Luego, para el Método 4, se empleó el método de ajuste por métodos de máxima
verosimilitud fue empleado una única ocasión con δ1 = 220/233. Respecto a la constante
k, es un parámetro denominado fuerza del mutador y se tomó k = 500 para el conjunto de
datos construido con el método gráfico y k = 5000 para el conjunto de datos construido
con el método basado en el método de inversión.

Por último, para el Método 5 se aplicó el método de ajuste por métodos de máxima
verosimilitud 500 veces, en cada ocasión se consideró un remuestreo con reemplazo de 50
cultivos y el parámetro de dilución se determinó a través de δ1 = u, con u una realización
de una variable aleatoria U ∼ Uniforme(0.0000005, 220/233). Además, respecto a la fuerza
del mutador se tomó k = 500 para el conjunto de datos construido con el método gráfico
y k = 5000 para el conjunto de datos construido con el método basado en el método de
inversión.

De esta manera, aplicamos los cinco métodos previamente discutidos a cada uno de los
conjuntos de datos. En las tablas 6.2 y 6.3 se muestran los resultados obtenidos referentes
a conjunto de datos construido con el modelo gráfico y el modelo basado en el método de
inversión, respectivamente.
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Método Estimación de µ
W −→M

Intervalo del 95 % de confianza
1 4.446193 × 10−6

(
1 × 10−8, 1.165914 × 10−5

)
2 8.652343 × 10−7

(
1.874255 × 10−7, 1 × 10−4

)
3 1.028965 × 10−6

(
1 × 10−8, 3.434306 × 10−6

)
4 1.656201 × 10−5

(
2.168967 × 10−6, 9.211989 × 10−5

)
5 1.542048 × 10−6

(
1 × 10−8, 5.163048 × 10−5

)

Tabla 6.2: Estimaciones e intervalos del 95 % de confianza para el conjunto de datos generado con
el modelo gráfico, siendo µ

W −→M
= 10−6 el valor real de la tasa de mutación.

Método Estimación de µ
W −→M

Intervalo del 95 % de confianza
1 1.958892 × 10−4

(
1 × 10−7, 1 × 10−3

)
2 4.241429 × 10−7

(
1 × 10−8, 1 × 10−4

)
3 1.864772 × 10−6

(
1 × 10−7, 7.416085 × 10−4

)
4 2.604188 × 10−6

(
1 × 10−7, 1.416185 × 10−5

)
5 4.05051 × 10−5

(
1 × 10−7, 1.572404 × 10−5

)

Tabla 6.3: Estimaciones e intervalos del 95 % de confianza para el conjunto de datos generado con
el modelo basado en el método de inversión, siendo µ

W −→M
= 10−5 el valor real de la tasa de

mutación.

Más aún, ya que el Método 4 está dado en términos de dos variables, µ
W −→R

y µ
W −→M

,
y la función de verosimulitud entonces podemos observar su gráfica en R3. Así, presentamos
a continuación la gráfica de curvas de nivel de la superficie de verosimulitud, para las cuales
consideramos p∗ = 150 a fin de obtener una mejor resolución de imagen.

En las figuras 6.3 y 6.4, puede apreciarse las curvas de nivel del logaritmo de la
función de verosimilitud, log(L1), y del re-escalamiento de la función de verosimilitud donde
(máxι∈I{L1(ι)})−1 se utilizo como factor de escalamiento de manera que L1(I) = [0, 1].

Además, la región delimitada por las curvas en color negro denotan la región del 95% de
confianza, el punto en color rojo muestra los valores de las tasas de mutación, en logaritmo
base diez, en las que se alcanzó el valor máximo de la función; mientras que, el punto en
color azul representa los valores reales de las tasas de mutación, en logaritmo base diez.
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(a)

(b)

Figura 6.3: Curvas de nivel del logaritmo de la función de verosimilitud y del re-escalamiento al
intervalo [0, 1] de la función de verosimilitud asociadas al conjunto de datos construido con el
modelo gráfico.
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(a)

(b)

Figura 6.4: Curvas de nivel del logaritmo de la función de verosimilitud y del re-escalamiento al
intervalo [0, 1] de la función de verosimilitud asociadas al conjunto de datos construido con el
modelo basado en el método de inversión.



Capítulo 7

Conclusiones

Respecto a los modelos propuestos en este trabajo, ofrecen una alternativa comparable al
clásico modelo Moran y, además, su ejecución requiere de un menor tiempo computacional.

Asimismo, como se puede observar en la Tabla 6.1, las estimaciones de la tasa de
mutación de células silvestre a células mutantes reportan un error más pequeño cuando se
utilizan simulaciones construidas con el modelo gráfico y el modelo basado en el método
de inversión en comparación con las simulaciones generadas mediante el modelo Moran.

Tras analizar la Figura 6.2, se concluye que el modelo gráfico y el modelo basado en
el método de inversión son comparables al modelo Moran, incluso cuando se varían los
tamaños de la población final. Además, como se observa en la Figura 6.2c, el modelo
gráfico y el modelo basado en el método de inversión son comparables entre sí.

En cuanto a las estimaciones puntuales de la tasa de mutación hacia fenotipos mutadores
y la obtención de los intervalos de confianza del 95%, la metodología desarrollada ha
demostrado ser efectiva.

Los métodos (1) de bootstrap del ajuste directo y (2) de la región de máxima
verosimilitud contienen el valor real de µ

W −→M
. Lo anterior fue observado en las

estimaciones que se obtienen en ambos casos, al considerar los datos generados mediante
el modelo gráfico como aquellos datos generados mediante el modelo basado en el método
de inversión.

No obstante, es importante destacar que los métodos bootstrap pueden fallar en caso de
lidiar con distribuciones de cola pesada [13]. Por tanto, proponemos que el Método (2) es el

105
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que ofrece el mejor desempeño, dado que la distribución Luria-Delbrück es una distribución
con la característica antes mencionada.
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Apéndice A

Códigos en R

A.1. Modelo Moran

Moran <−function ( populat ion ,m0,m1, k ){
#I n i t i a l c ond i t i on s ; i . e . a s e n s i t i v e w i l d t y p e (WT) c e l l wi th
#mutation ra t e m0
#F i r s t en try : 0 means s e n s i t i v e to the a n t i b i o t i c , 1 means
#a n t i b i o t i c −r e s i s t a n t c e l l produced by WT
#Second entry : 0 means w i l d t y p e c e l l , 1 means mutator c e l l
#Third entry : 0 means s e n s i t i v e to the a n t i b i o t i c , 1 means
#r e s i s t a n t mutator
m <−matrix (0 ,nrow=1,ncol=3)
#I n i t i a l popu la t i on : 1 c e l l
p <−1
while (p<populat ion ){

#We randomly choose which c e l l i s go ing to be a parent
#( unbiased cho ice ; i . e . every c e l l i s e q u a l l y l i k e l y to be
#chosen )
f <−sample ( seq . i n t ( 1 : p ) , 1 )
#Parent has mutation ra t e m0 ( as WT)
i f (m[ f ,2]==0){
mu=m0

}
else {

mu=m0∗k

119
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}
#Blank a u x i l i a r y matrix to save the daughter c e l l s and
#t h e i r mutation r a t e s
o <−matrix ( 0 , 2 , 3 )
for (d in 1 : 2 ){

#I f the parent c e l l i s s e n s i t i v e to the a n t i b i o t i c
i f (m[ f ,1]==0){

r=runif (n=1, min=0, max=1)
#Daughter o f a WT becomes r e s i s t a n t
i f ( r <= mu && mu==m0){

o [ d ,1 ]=1
}
#The daughter o f a mutator becomes r e s i s t a n t
i f ( r <= mu && mu==k∗m0){

o [ d ,3 ]=1
}
#Otherwise , remains s e n s i t i v e ( both e n t r i e s were zero
#a l ready )

}
#I f the parent i s r e s i s t a n t , i t s o f f s p r i n g i t i s as w e l l
i f (m[ f ,1]==1){

o [ d ,1 ]=1
}
#I f the mutator parent i s r e s i s t a n t , i t s o f f s p r i n g i t i s
#as w e l l
i f (m[ f ,3]==1){

o [ d ,3 ]=1
}
#I f the parent i s not a mutator ( which imp l i e s i t s
#mutation ra t e i s m0)
i f (m[ f ,2]==0){

r=runif (n=1, min=0, max=1)
#Ce l l becomes a mutator wi th p r o b a b i l i t y m1, hence i t s
#mutation ra t e i n c r ea s e s from m0 to k∗m0
i f ( r<=m1){

o [ d ,2 ]=1
}
#Otherwise , the mutation ra t e remains the same as the
#parent

}
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#I f the parent has a mutation ra t e k∗m0, i t s o f f s p r i n g
#w i l l have i t as w e l l
i f (m[ f ,2]==1){

o [ d ,2 ]=1
}

}
#Remove the parent
m <−m[− f , ]
#We bind the o r i g i n a l matrix and the matrix wi th the
#informat ion a s s o c i a t e d wi th the new two c e l l s
m <−rbind (m, o )
#The popu la t i on has increased by one c e l l
p=p+1

}
colnames (m) <−c ( " Res i s tant " , "Mutator " , " Res i s tant ␣mutator " )
return (m)

}

A.2. Modelo gráfico

Modulo I

graphicalmethod <−function ( f i n a l_pop , t ,mu){
i f ( i s .na( f i n a l_pop ) | | f i n a l_pop==0 | | i s .na( t ) | | t==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

#Sample o f s i z e one from a random v a r i a b l e wi th Poisson
#d i s t r i b u t i o n where lambda=f i n a l_pop∗ t ∗mu
pop <−rpois (1 , f i n a l_pop∗t∗mu)
i f ( pop==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

#Sample o f s i z e pop from a uniform random v a r i a b l e on [ 0 , 1 ]
y <−runif ( pop )
#Sample o f s i z e pop from a uniform random v a r i a b l e on [0 , t ]
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x <−runif ( pop , 0 , t )
#Bind the l a s t two v e c t o r s
c e l l s <−cbind (x , y )

#Create the graph o f the func t i on
#f ( x)= (1/pop ) exp ( x∗ l n ( pop )/ t ) on [0 , t ]
x_1 <−seq (0 , t , 0 . 0 0 1 )
y_1 <−1/ f i n a l_pop∗exp( x_1∗ log ( f i n a l_pop )/t )
#Determine the mutant c e l l s
mutants <−subset ( c e l l s ,
c e l l s [ , 2 ] < 1/ f i n a l_pop∗exp( c e l l s [ , 1 ] ∗log ( f i n a l_pop )/t ) )

#i f the mutants s e t i s empty
i f ( length (mutants)==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

#Quanti ty o f mutat ions
mutations <−length (mutants [ , 1 ] )
#Disp lay the mutant c e l l s
#mutants
#Plo t the c e l l s , the graph o f the d i s c r im ina t i on
#funct ion , and the r e s u l t i n g mutants in red
#Margins
#par (mar = c (4 . 2 , 4 .2 , 0 .1 , 0 . 1 ) )

#p l o t ( c e l l s , c o l = i f e l s e ( c e l l s [ , 2 ] <
#1/ f i n a l_pop∗exp ( c e l l s [ , 1 ] ∗ l o g ( f i n a l_pop )/ t ) , ’ red ’ , ’ green ’ ) ,
#xl im=c (0 , t ) , y l im=c (0 ,1) , x l a b =’Time ’ , y l a b =’ Fract ion o f
#f i n a l popu la t ion ’ , pch=19, lwd =0.75 , cex . l a b =1.5 ,
#cex . a x i s =1.2 , cex . main=0.1 , cex . sub =0.1)
#l i n e s ( x_1 , y_1 , c o l =’ b lack ’ , lwd=2)
#Time between the end o f the experiment and the appearing
#of the mutant c e l l s
time_d i f <−t−mutants [ , 1 ]
#Number o f mutants r a i s ed by o r i g i n a l mutant c e l l s
#Create an a u x i l i a r y vec t o r wi th −1’ s
mutants_o f f s p r i n g <−rep(−1 , length ( time_d i f ) )
#Number o f mutants as a sample from a r . v . wi th nega t i v e
#binomia l d i s t r i b u t i o n and parameters (1 ,
#e^{−r ( time_d i f )}) p l u s one s ince the suppor t o f the
#binomia l d i s t r i b u t i o n de f ined by R cons ide r s the zero ,
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#but we are modeling a pure−b i r t h proces s
i f ( f i n a l_pop==1){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

for ( i in 1 : length ( time_d i f ) ){
mutants_o f f s p r i n g [ i ] <−1+rnbinom (1 , 1 ,
prob=exp(−log ( f i n a l_pop )/t∗time_d i f [ i ] ) )

}
tota lmutants <−sum(mutants_o f f s p r i n g )
tota lmutants
#Orig ina l mutants and f i n a l r a i s e d mutants
r e s u l t <−c ( mutations , tota lmutants )

}
}

}
}
return ( r e s u l t )

}

Modulo II

graphmutators <−function ( f i n a l_pop , t ,mu1 ,mu2){
#Sample o f s i z e one from a random v a r i a b l e wi th Poisson
#d i s t r i b u t i o n where lambda=f i n a l_pop∗ t ∗mu
pop <−rpois (1 , f i n a l_pop∗t∗mu1)
i f ( pop==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 , 0 , 0 )
}
else {

#Sample o f s i z e pop from a uniform random v a r i a b l e on [ 0 , 1 ]
y <−runif ( pop )
#Sample o f s i z e pop from a uniform random v a r i a b l e on [0 , t ]
x <−runif ( pop , 0 , t )
#Bind the l a s t two v e c t o r s
c e l l s <−cbind (x , y )

#Create the graph o f the func t i on f ( x)=
#(1/pop ) exp ( x∗ l n ( pop )/ t ) on [0 , t ]
x_1 <−seq (0 , t , 0 . 0 0 1 )
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y_1 <−1/ f i n a l_pop∗exp( x_1∗ log ( f i n a l_pop )/t )
#Determine the mutant c e l l s
mutants <−subset ( c e l l s ,
c e l l s [ , 2 ] < 1/ f i n a l_pop∗exp( c e l l s [ , 1 ] ∗ log ( f i n a l_pop )/t ) )

#I f the su b s e t i s empty
i f ( length (mutants)==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 , 0 , 0 )
}
else {

#Quanti ty o f mutants
or i g ina lmutant s <−length (mutants [ , 1 ] )
#Disp lay the mutant c e l l s
#mutants
#Margins
#par (mar = c (4 . 2 , 4 .2 , 0 .1 , 0 . 1 ) )
#Plo t the c e l l s , the graph o f the d i s c r im ina t i on funct ion ,
#and the r e s u l t i n g mutants in red
#p l o t ( c e l l s , c o l = i f e l s e ( c e l l s [ , 2 ] <
#1/ f i n a l_pop∗exp ( c e l l s [ , 1 ] ∗ l o g ( f i n a l_pop )/ t ) , ’ red ’ , ’ b lue ’ ) ,
#xl im=c (0 , t ) , y l im=c (0 ,1) , x l a b =’Time ’ , y l a b =’ Fract ion o f
#f i n a l popu la t ion ’ , pch=19, lwd =0.75 , cex . l a b =1.5 ,
#cex . a x i s =1.2 , cex . main=0.1 , cex . sub =0.1)
#l i n e s ( x_1 , y_1 , c o l =’ b lack ’ , lwd=3)
#Time between the end o f the experiment and the appearing
#of the mutant c e l l s
time_d i f <−t−mutants [ , 1 ]
#Number o f mutants r a i s ed by o r i g i n a l mutant c e l l s
#Create an a u x i l i a r y vec t o r wi th −1’ s
mutants_o f f s p r i n g <−rep(−1 , length ( time_d i f ) )
#Number o f mutants as a sample from a r . v . wi th nega t i v e
#binomia l d i s t r i b u t i o n and parameters (1 , e^{−r ( time_d i f )})
#p lu s one s ince the suppor t o f the b inomia l d i s t r i b u t i o n
#de f ined by R cons i de r s the zero , but we are mode l l ing a
#pure−b i r t h proces s
#i f f i n a l_pop==1 then l o g ( f i n a l_pop)=0 and rnbinom (1 ,1 ,
#prob=exp(− l o g ( f i n a l_pop )/ t ∗ t ime_d i f [ i ]))= rnbino (1 ,1 ,0)=NA
i f ( f i n a l_pop==1){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )

}
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else {
for ( i in 1 : length ( time_d i f ) ){

mutants_o f f s p r i n g [ i ] <−1+rnbinom (1 , 1 ,
prob=exp(−log ( f i n a l_pop )/t∗time_d i f [ i ] ) )

}
tota lmutants <−sum(mutants_o f f s p r i n g )
tota lmutants
#Create an a u x i l i a r y vec t o r wi th −1’ s f o r the mutator
#mutants
mutator_o f f s p r i n g <−rep(−1 , length ( time_d i f ) )
mutators <−rep(−1 , length ( time_d i f ) )
for ( i in 1 : length ( time_d i f ) ){

a <−graphicalmethod ( f i n a l_pop = mutants_o f f s p r i n g [ i ] ,
t= time_d i f [ i ] , mu2)
mutators [ i ] <−a [ 1 ]
mutator_o f f s p r i n g [ i ] <−a [ 2 ]

}
t o t a l_mutator_mutants <−sum( mutator_o f f s p r i n g )
t o t a l_mutators <−sum( mutators )
r e s u l t <−c ( or ig ina lmutants , totalmutants , t o t a l_mutators ,
t o t a l_mutator_mutants )

}
}

}
return ( r e s u l t )

}

A.3. Modelo basado en el método de inversión

Modulo I

f 1 <−function ( F ina l_pop , f i n a l_time , mutation_r a t e ){
i f ( i s .na( F ina l_pop ) | | F ina l_pop==0 | | i s .na( f i n a l_time )
| | f i n a l_time==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {
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#growth ra t e
#i f Fina l_pop=1, then gr=0 and 1/gr i s unde f ined
i f ( F ina l_pop==1){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

gr <− log ( F ina l_pop )/ f i n a l_time
#Number o f mutat ions
mutations <−rpois (1 , F ina l_pop∗mutation_r a t e )
i f ( mutations==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 )
}
else {

#Sample o f s i z e ’ mutations ’ from a uniform v a r i a b l e on
#[ 0 , 1 ]

uniform <−runif ( mutations )
#Time when mutants appeared
t <−1/gr∗ log ( uniform∗ ( F ina l_pop−1)+1)
#Time between the f i n a l time and the time when mutants
#appeared
time_d i f f <− f i n a l_time − t
mutants_o f f s p r i n g <−rep(−1 ,mutations )
for ( i in 1 : mutations ){

mutants_o f f s p r i n g [ i ] <−1+rnbinom (1 , 1 ,
prob=exp(−gr∗time_d i f f [ i ] ) )
i f ( i s .na(rnbinom (1 , 1 , prob=exp(−gr∗time_d i f f [ i ] ) ) ) ) {

print ( time_d i f f [ i ] )
}

}
tota lmutants <−sum(mutants_o f f s p r i n g )
tota lmutants
#Orig ina l mutants and f i n a l r a i s e d mutants
r e s u l t <−c ( mutations , tota lmutants )

}
}

}
return ( r e s u l t )

}



APÉNDICE A. CÓDIGOS EN R 127

Modulo II

f 2 <−function ( F ina l_pop , f i n a l_time , mutation_rate ,
mutation_r a t e_mutators ){

#r f a c t o r
r <− log ( F ina l_pop )/ f i n a l_time
#Number o f mutat ions
mutations <−rpois (1 , F ina l_pop∗mutation_r a t e )
i f ( mutations==0){

r e s u l t <−c ( 0 , 0 , 0 , 0 )
}
else {

#Sample o f s i z e ’ mutations ’ from a uniform v a r i a b l e on [ 0 , 1 ]
uniform <−runif ( mutations )
#Time when mutants appeared
t <−1/ r∗ log ( uniform∗ ( F ina l_pop−1)+1)
#Time between the f i n a l time and the time when mutants
#appeared
time_d i f f <− f i n a l_time − t
#Number o f mutants r a i s ed by each mutation
#Create an a u x i l i a r y vec t o r wi th −1’ s
mutants <−rep(−1 , length ( time_d i f f ) )
#Number o f mutants as a sample from a r . v . wi th nega t i v e
#binomia l d i s t r i b u t i o n and parameters (1 ,
#exp(−r∗ t ime_d i f f [ i ] ) )
for ( i in 1 : mutations ){

#A pure−b i r t h proces s
mutants [ i ] <−1+rnbinom (1 , 1 , prob=exp(−r∗time_d i f f [ i ] ) )

}
tota lmutants <−sum(mutants )
tota lmutants
#Create an a u x i l i a r y vec t o r wi th −1’ s f o r the mutator mutants

mutator_o f f s p r i n g <−rep(−1 ,mutations )
mutators <−rep(−1 ,mutations )
for ( i in 1 : mutations ){

a <−f 1 ( F ina l_pop = mutants [ i ] , time_d i f f [ i ] ,
mutation_r a t e_mutators )
mutator_o f f s p r i n g [ i ] <−a [ 2 ]
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mutators [ i ] <−a [ 1 ]
}
t o t a l_mutator_mutants <−sum( mutator_o f f s p r i n g )
t o t a l_mutators <−sum( mutators )
#Orig ina l mutants , mutants at the end , mutators , mutator−
#mutants
r e s u l t <−c ( mutations , totalmutants , t o t a l_mutators ,
t o t a l_mutator_mutants )

}
return ( r e s u l t )

}

A.4. Estimación por ajuste directo

LSQ_Estimation=function ( F i l e , populat ion_s i z e , GC, d i l u t i on ,
d i s c r e t i z a t i o n , WT2R_bounds , WT2M_bounds , M2R_bounds ){

#Reading the f i l e
td <− read . table ( F i l e , header = F, sep=" " )
n_c y c l e s <−GC
nn1 <− populat ion_s i z e
n i <− d i s c r e t i z a t i o n
lbm <− 10^WT2R_bounds [ 1 ]
ubm <− 10^WT2R_bounds [ 2 ]
lbm1 <− 10^WT2M_bounds [ 1 ]
ubm1 <− 10^WT2M_bounds [ 2 ]
lbmm <− 10^M2R_bounds [ 1 ]
ubmm <− 10^M2R_bounds [ 2 ]
ps1 <− d i l u t i o n
pb1 <− 2^(20)/ (2^(33) )

h <− function ( z ) {
(1 − z )^( (1 − z ) / z )

}

px <− function ( z ,Am,m1,Amm) {
(h( z )^Am) ∗ (h(h( z )^m1)^Amm)
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}

psb <− function ( z , pb ) {
(1 − pb) + pb ∗ z

}

ps <− function ( z , p ) {
(1 − p) + p ∗ z

}

pgb <− function ( z ,Am,m1, pb ,Amm) {
px ( psb ( z , pb ) ,Am,m1,Amm)

}

pgs <− function ( z , p ,Am,m1,Amm){
px (ps ( z , p ) ,Am,m1,Amm)

}

#resample_s i z e =50
#td=sample ( td , resample_s i z e , r ep l a c e = T)
#head ( td )

epgf_gc_j <−function ( j , td , ps1 ){
a=c ( )
for ( i in 1 :nrow( td ) ){

a=c ( a , rbinom(n = 1 , s i z e = ( td [ , 2∗ j −1]+td [ , 2∗ j ] ) [ i ] ,
prob = ps1 ) )
#a=sample (a , s i z e =50, r ep l a c e = T)

}

epgf <−function ( x ){
return (sum( x^a )/nrow( td ) )

}
return ( epgf )

}
zr <− seq ( 0 . 4 , 0 . 9 , by = 0 . 1 )
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mr <− ( lbm ∗ (ubm / lbm )^ ( 0 : n i / ni ) ) ∗ nn1

m1r <− ( lbm1 ∗ (ubm1 / lbm1 )^ ( 0 : n i / ni ) )

mmr <− (lbmm ∗ (ubmm / lbmm)^ (0 : n i / ni ) ) ∗ nn1

for ( i in 1 :GC){
aux=paste0 ( ’ t l s ’ , i )
a s s i gn ( aux , c ( ) )

}
#t l s 1 <− c ( )
#t l s 2 <− c ( )
#t l s 3 <− c ( )

l l s <− c ( )
t l s <− c ( )

for ( i in 1 :GC){
aux=paste0 ( ’ epgf ’ , i )
a s s i gn ( aux , epgf_gc_j ( i , td , ps1 ) )

}
#epg f1 <− epg f_gc_j (1)
#epg f2 <− epg f_gc_j (2)
#epg f3 <− epg f_gc_j (3)

for ( i in 1 :GC){
aux=paste0 ( ’mne ’ , i )
a s s i gn ( aux , 1000000)

}
#mne1 <− 1000000
#mne2 <− 1000000
#mne3 <− 1000000

for (mi in mr) {
for (m1i in m1r) {



APÉNDICE A. CÓDIGOS EN R 131

for (mmi in mmr) {
#tp1=0
#tp2=0
#tp3=0
for ( i in 1 :GC){

aux=paste0 ( ’ tp ’ , i )
a s s i gn ( aux , 0)

}
for ( z in zr ){

#pgs ( z , p ,Am,m1,Amm) #Parameters to be used
pg1 <− pgs ( z , ps1 , mi , m1i ,mmi)
#pgb ( z ,Am,m1, pb ,Amm) #Parameters to be used
#pg2 <− pgb ( pg1 , mi , m1i , pb1 ,mmi)
#pg3 <− pgb ( pg2 , mi , m1i , pb1 ,mmi)
i f (GC>1){

for ( i in 2 :GC){
aux=paste0 ( ’ pg ’ , i )
past=paste0 ( ’ pg ’ , i −1)
past . var=get ( past )
a s s i gn ( aux , pgb ( past . var , mi , m1i , pb1 ,mmi) )

}
}
#tp1=tp1+(pg1 − epg f1 ( z ))^2
#tp2=tp2+(pg2 − epg f2 ( z ))^2
#tp3=tp3+(pg3 − epg f3 ( z ))^2
for ( i in 1 :GC){

t h e o r e t i c a l=paste0 ( ’ pg ’ , i )
t h e o r e t i c a l . var=get ( t h e o r e t i c a l )
emp i r i c a l=paste0 ( ’ epg f ’ , i )
emp i r i c a l . var=get ( emp i r i c a l )
aux=paste0 ( ’ tp ’ , i )
a s s i gn ( aux , get ( aux ) + ( emp i r i c a l . var ( z ) −
t h e o r e t i c a l . var )^2 )

}
}
tpt1 <− tp1
#tp t 2 <− tp1 + tp2
#tp t 3 <− tp1 + tp2 + tp3
i f (GC>1){

for ( i in 2 :GC){
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aux=paste0 ( ’ tpt ’ , i )
tp_now=paste0 ( ’ tp ’ , i )
tp_now . var=get ( tp_now)
past=paste0 ( ’ tpt ’ , i −1)
past . var=get ( past )
a s s i gn ( aux , past . var + tp_now . var )

}
}
#i f ( t p t 1 < mne1) {
# mne1 <− t p t 1
# l s 1 <− c ( l o g (mi / nn1 ) , l o g (m1i ) , l o g (mmi / nn1 ) ,
log ( tpt1 ) )
#}
#i f ( t p t 2 < mne2) {
# mne2 <− t p t 2
# l s 2 <− c ( l o g (mi / nn1 ) , l o g (m1i ) , l o g (mmi / nn1 ) ,
#l o g ( t p t 2 ) )
#}
#i f ( t p t 3 < mne3) {
# mne3 <− t p t 3
# l s 3 <−c ( l o g (mi / nn1 ) , l o g (m1i ) , l o g (mmi / nn1 ) ,
#l o g ( t p t 3 ) )
#}
for ( i in 1 :GC){

tpt . name=paste0 ( ’ tpt ’ , i )
tpt . var=get ( tpt . name)
bound . name=paste0 ( ’mne ’ , i )
bound . var=get ( bound . name)
i f ( tpt . var < bound . var ){

a s s i gn ( bound . name , tpt . var )
a s s i gn ( paste0 ( ’ l s ’ , i ) , c ( log (mi / nn1 ) , log (m1i ) ,
log (mmi / nn1 ) , log ( tpt . var ) ) )

}
}

#t l s <− cb ind ( t l s , c ( l o g (mi / nn1 ) , l o g (m1i ) ,
#l o g (mmi / nn1 ) ) ,
# c ( l o g ( t p t 1 ) , l o g ( t p t 2 ) , l o g ( t p t 3 ) )
#)

}
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}
}

#t l s 1 <− cb ind ( t l s 1 , l s 1 )
#t l s 2 <− cb ind ( t l s 2 , l s 2 )
#t l s 3 <− cb ind ( t l s 3 , l s 3 )
for ( i in 1 :GC){

a s s i gn ( paste0 ( ’ t l s ’ , i ) , get ( paste0 ( ’ l s ’ , i ) ) )
}
#l l s <− cb ind ( l l s , t l s )

aux=c ( t l s 1 [ 1 : 3 ] )
i f (GC>1){

for ( i in 2 :GC){
a s s i gn ( paste0 ( ’ aux ’ ) , cbind ( aux , get ( paste0 ( ’ t l s ’ , i ) ) [ 1 : 3 ] ) )

}
}
#aux<−cb ind ( t l s 1 [ 1 : 3 , ] , t l s 2 [ 1 : 3 , ] , t l s 3 [ 1 : 3 , ] )
aux=t (exp( aux ) )
naming=c ( ’Growth␣ cy c l e ␣ 1 : ’ )
i f (GC>1){

for ( i in 2 :GC){
a=paste0 ( ’Growth␣ cy c l e ␣ ’ , i , ’ : ’ )
naming=c ( naming , a )

}
}
row .names( aux)=naming
colnames ( aux)=c ( ’ ␣WT␣ to ␣Mutant ’ , ’ ␣WT␣ to ␣Mutator ’ ,
’ ␣Mutator␣ to ␣Mutant ’ )

return ( aux )
}

A.5. Estimación por métodos de máxima
verosimilitud en tres dimensiones
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h <− function ( z ) {
(1 − z )^( (1 − z ) / z )

}

px <− function ( z ,Am,m1,Amm) {
(h( z )^{Am}) ∗ (h(h( z )^m1)^{Amm})

}

psb <− function ( z , pb ) {
(1 − pb) + pb ∗ z

}

ps <− function ( z , p ) {
(1 − p) + p ∗ z

}

pgb <− function ( z ,Am,m1, pb ,Amm) {
px ( psb ( z , pb ) ,Am,m1,Amm)

}

pgs <− function ( z , p ,Am,m1,Amm){
px (ps ( z , p ) ,Am,m1,Amm)

}

ML_Estimation=function ( F i l e , populat ion_s i z e , resampling ,
resample_s i z e , GC, d i l u t i on , d i s c r e t i z a t i o n ,
WT2R_bounds , WT2M_bounds , M2R_bounds , alpha ){

#Di lu t i on proces s : Binomial sampling , wi th p r o b a b i l i t y ps1 , o f
#r e s i s t a n t c e l l in the j−th growth c y c l e
binomial_sampling_GC_j <−function ( td , j , ps1 ){

a=c ( )
for ( i in 1 :nrow( td ) ){

a=c ( a , rbinom(n = 1 , s i z e = ( td [ , 2∗ j −1]+td [ , 2∗ j ] ) [ i ] ,
prob = ps1 ) )

}
return ( a )

}

#Recovery o f the k−th p r o b a b i l i t y s t a t e o f the pmf
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#WT2R Mutation ra t e from wi l d t y p e to r e s i s t a n t c e l l s
#WT2M Mutation ra t e from wi l d t y p e to mutator c e l l s
#pop Fina l popu la t i on s i z e
#N Tota l number o f p r o b a b i l i t y s t a t e s
pmf_c o e f f <−function (k ,WT2R,WT2M,M2R, pop ,N, ps1 ){

sum=0
for (n in 0 : (N−1)){

#Aux i l i a r y v a r i a b l e to transform the pg f i n t o a #
c h a r a c t e r i s t i c function
aux_char=exp ( (2 i ∗pi∗n)/N)
#Aux i l i a r y v a r i a b l e to app ly the FFT a lgor i thm
aux=(−1∗2 i ∗pi∗n∗k )/N
#FFT
sum=sum + pgs ( aux_char , p=ps1 ,Am=10^{WT2R}∗pop ,m1=10^{WT2M} ,
Amm=10^{M2R}∗pop )∗exp( aux )

}
#Real par t
return (Re(sum/N))

}

d i s c r e t i z a t i o n_fun<−function (range , n ){
mu_min=range [ 1 ]
mu_max=range [ 2 ]
a=seq (0 , n )
r e s u l t=mu_min∗ (mu_max/mu_min)^{a/n}
return ( r e s u l t )

}

#log − l i k e l i h o o d func t i on
l l_fun<−function (data ,WT2R,WT2M,M2R, pop_s i z e ,N, ps1 ){

sum( log (pmf_c o e f f (data+1,WT2R,WT2M,M2R, pop_s i z e ,N, ps1 ) ) )
}

#Reading the f i l e
td <− read . table ( F i l e , header = T, sep=" " )
#Binomial sampling o f r e s i s t a n t c e l l s in the j−th growth cyc l e ,
#j=1
data<−binomial_sampling_GC_j ( td , j=GC, p=d i l u t i o n )

i f ( resampl ing==T){
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data=sample (data , resample_s i z e , replace = T)
}

#Maximum va lue in data
N=max(data )
N

#Sample space d i s c r e t i z a t i o n
paramters_WT2R=WT2R_bounds
WT2R=d i s c r e t i z a t i o n_fun ( paramters_WT2R, d i s c r e t i z a t i o n )
paramters_WT2M=WT2M_bounds
WT2M=d i s c r e t i z a t i o n_fun ( paramters_WT2M, d i s c r e t i z a t i o n )
paramters_M2R=M2R_bounds
M2R=d i s c r e t i z a t i o n_fun ( paramters_M2R, d i s c r e t i z a t i o n )

#I n i t i a l maximum
max=l l_fun (data ,WT2R = WT2R[ 1 ] , WT2M = WT2M[ 1 ] , M2R=M2R[ 1 ] ,
populat ion_s i z e , N, d i l u t i o n )

powers=c ( )
output=c ( )
for ( i in WT2R){

for ( j in WT2M){
for ( k in M2R){

aux=l l_fun (data , WT2R = i , WT2M = j , M2R = k ,
populat ion_s i z e , N, d i l u t i o n )
output=rbind ( output , c (10^{ i } , 10^{ j } , 10^{k} , aux ) )
i f (max<aux ){

max=aux
powers=c ( i , j , k )

}
}

}
}

#Maximum va lue
max
#Est imat ions on l o g_10 s c a l e
names( powers)=c ( ’Wildtype␣ to ␣Mutant ’ , ’Wildtype␣ to ␣Mutator ’ ,
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’Mutator␣ to ␣Mutant␣mutator ’ )

df=as . data . frame ( output )

df_con f idence <−df [ df [ , 4 ] >= max−qchisq(1−alpha , 3 )/2 , ]

CI=matrix ( 0 , 3 , 2 )
row .names(CI)=c ( ’Wildtype␣ to ␣Mutant ’ , ’Wildtype␣ to ␣Mutator ’ ,
’Mutator␣ to ␣Mutant␣mutator ’ )
colnames (CI)=c ( ’ Lower␣bound ’ , ’Upper␣bound ’ )
CI [1 ,1 ]=min(df_con f idence$V1)
CI [1 ,2 ]=max(df_con f idence$V1)
CI [2 ,1 ]=min(df_con f idence$V2)
CI [2 ,2 ]=max(df_con f idence$V2)
CI [3 ,1 ]=min(df_con f idence$V3)
CI [3 ,2 ]=max(df_con f idence$V3)

out=l i s t (10^{ powers } , CI , output )
names( out )<−c ( ’ Est imat ions ’ , ’ML_Confidence_I n t e r v a l ’ ,
’ Log_l i k e l i h o o d ’ )
return ( out )

}

A.6. Estimación por métodos de máxima
verosimilitud en dos dimensiones

h <− function ( z ) {
(1 − z )^( (1 − z ) / z )

}

px <− function ( z ,Am,m1,Amm) {
(h( z )^{Am}) ∗ (h(h( z )^m1)^{Amm})

}

psb <− function ( z , pb ) {
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(1 − pb) + pb ∗ z
}

ps <− function ( z , p ) {
(1 − p) + p ∗ z

}

pgb <− function ( z ,Am,m1, pb ,Amm) {
px ( psb ( z , pb ) ,Am,m1,Amm)

}

pgs <− function ( z , p ,Am,m1,Amm){
px (ps ( z , p ) ,Am,m1,Amm)

}

ML_Biva r i a t e=function ( F i l e , populat ion_s i z e , resampling ,
resample_s i z e , GC, d i l u t i on , d i s c r e t i z a t i o n ,
WT2R_bounds , WT2M_bounds , s t rength , alpha ){

#Di lu t i on proces s : Binomial sampling , wi th p r o b a b i l i t y ps1 , o f
#r e s i s t a n t c e l l in the j−th growth c y c l e
binomial_sampling_GC_j <−function ( td , j , ps1 ){

a=c ( )
for ( i in 1 :nrow( td ) ){

a=c ( a , rbinom(n = 1 , s i z e = ( td [ , 2∗ j −1]+td [ , 2∗ j ] ) [ i ] ,
prob = ps1 ) )

}
return ( a )

}

#Recovery o f the k−th p r o b a b i l i t y s t a t e o f the pmf
#WT2R Mutation ra t e from wi l d t y p e to r e s i s t a n t c e l l s
#WT2M Mutation ra t e from wi l d t y p e to mutator c e l l s
#pop Fina l popu la t i on s i z e
#N Tota l number o f p r o b a b i l i t y s t a t e s
pmf_c o e f f <−function (k ,WT2R,WT2M,M2R, pop ,N, ps1 , s t r ength ){

sum=0
for (n in 0 : (N−1)){

#Aux i l i a r y v a r i a b l e to transform the pg f i n t o a
#c h a r a c t e r i s t i c f unc t i on
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aux_char=exp ( (2 i ∗pi∗n)/N)
#Aux i l i a r y v a r i a b l e to app ly the FFT a lgor i thm
aux=(−1∗2 i ∗pi∗n∗k )/N
#FFT
sum=sum + pgs ( aux_char , p=ps1 ,Am=10^{WT2R}∗pop ,m1=10^{WT2M} ,
Amm=strength∗10^{WT2R}∗pop )∗exp( aux )

}
#Real par t
return (Re(sum/N))

}

d i s c r e t i z a t i o n_fun <−function (range , n ){
mu_min=range [ 1 ]
mu_max=range [ 2 ]
a=seq (0 , n )
r e s u l t=mu_min∗ (mu_max/mu_min)^{a/n}
return ( r e s u l t )

}

#log − l i k e l i h o o d func t i on
l l_fun <−function (data ,WT2R,WT2M,M2R, pop_s i z e ,N, ps1 , s t r ength ){

sum( log (pmf_c o e f f (data+1,WT2R,WT2M,M2R, pop_s i z e ,N, ps1 ,
s t r ength ) ) )

}
#Reading the f i l e
td <− read . table ( F i l e , header = F, sep=" " )
#Binomial sampling o f r e s i s t a n t c e l l s in the j−th growth cyc l e ,
#j=1
data <−binomial_sampling_GC_j ( td , j=GC, p=d i l u t i o n )

i f ( resampl ing==T){
data=sample (data , resample_s i z e , replace = T)

}
#Maximum va lue in data
N=max(data )
N

#Sample space d i s c r e t i z a t i o n
paramters_WT2R=WT2R_bounds
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WT2R=d i s c r e t i z a t i o n_fun ( paramters_WT2R, d i s c r e t i z a t i o n )
paramters_WT2M=WT2M_bounds
WT2M=d i s c r e t i z a t i o n_fun ( paramters_WT2M, d i s c r e t i z a t i o n )

#I n i t i a l maximum
max=l l_fun (data , WT2R = WT2R[ 1 ] , WT2M = WT2M[ 1 ] , M2R=WT2R[ 1 ] ,
populat ion_s i z e , N, d i l u t i on , s t r ength )

powers=c ( )
output=c ( )
for ( i in WT2R){

for ( j in WT2M){
aux=l l_fun (data , WT2R = i , WT2M = j , M2R = i ,
populat ion_s i z e , N, d i l u t i on , s t r ength )
output=rbind ( output , c (10^{ i } , 10^{ j } , s t r ength∗10^{ i } ,
aux ) )
i f (max<aux ){

max=aux
powers=c (10^{ i } , 10^{ j } , s t r ength∗10^{ i })

}
}

}

#Maximum va lue
max

names( powers)=c ( ’Wildtype␣ to ␣Mutant ’ , ’Wildtype␣ to ␣Mutator ’ ,
’Mutator␣ to ␣Mutant␣mutator ’ )
df=as . data . frame ( output )

df_con f idence<−df [ df [ , 4 ] >= max−qchisq(1−alpha , 2 )/2 , ]

CI=matrix ( 0 , 3 , 2 )
row .names(CI)=c ( ’Wildtype␣ to ␣Mutant ’ , ’Wildtype␣ to ␣Mutator ’ ,
’Mutator␣ to ␣Mutant␣mutator ’ )
colnames (CI)=c ( ’ Lower␣bound ’ , ’Upper␣bound ’ )
CI [1 ,1 ]=min(df_con f idence$V1)
CI [1 ,2 ]=max(df_con f idence$V1)
CI [2 ,1 ]=min(df_con f idence$V2)
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