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Resumen

El analsis de la estabilidad de un sistema a lazo cerrado ayuda a disenar y sintonizar leyes
de control més eficientes. En este anéalisis de estabilidad debe considerarse la robustez del
sistema a cambios en las caracteristicas del proceso controlado, la fragilidad del controlador
a cambios en sus parametros y el desempeno a una perturbaciéon o a un cambio en el punto
de ajuste [2].

Es importante estudiar la fragilidad de un controlador porque en la practica los con-
troladores no pueden implementarse con exactitud y debe considerarse el deterioro de la
estabilidad del sistema a lazo cerrado producido por la variaciéon en los pardmetros del
controlador en términos de sus valores de diseno. En [63| se demostrd que bajo ciertas
condiciones, el controlador menos fragil existe y se propuso un algoritmo para determinar
sus parametros.

En la practica, el desempeno de un controlador esta relacionado con la rapidez con la
que el sistema a lazo cerrado puede recuperarse de una perturbacion. En el Capitulo 4, se
estudia el desempeno de un controlador considerando la rapidez con la que la solucién del
sistema a lazo cerrado converge a cero y se obtiene la cota maxima de decaimiento [62].

En los Capitulos 5 y 6 se aborda la robustez de un sistema y se estudian, respectivamente,
criterios de estabilidad de Hurwitz y estabilidad de Schur para familias de polinomios, y
en particular para familias de polinomios de intervalo.

En el Capitulo 7, los resultados obtenidos sobre fragilidad, desempeno y robustez en los

Capitulos 3 a 6 se implementan en un robot moévil omnidireccional (OMR).
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Abstract

The stability analysis of a closed-loop system helps to design and tune a control law. In
this stability analysis should be considered the robustness of the system to changes in the
characteristics of the controlled process, the controller fragility to changes in its parameters,
and its performace to a load disturbance or set-point change |[2|.

It is important to study the fragility of a controller due to in practice controllers cannot
be implemented with exactness and must be considered the stability deterioration of the
closed-loop system produced by the variation of the controller parameters in terms of its
design values. It is proved in [63] that under certain conditions, the least fragile controller
exists and an algorithm to find its parameters was proposed.

In practice, the performance of a controller is related to how fast the closed-loop system
can recover from a disturbance. In Chapter 4, the performance of a controller is studied
taking into account the speed at which the solution of the closed-loop system converges to
zero and it is obtained the maximum decay rate [62].

In Chapters 5 and 6 robustness of a system is addressed, it is studied, respectively,
Hurwitz stability and Schur stability criteria for families of polynomials, in particular for
families of interval polynomials.

In Chapter 7, the results obtained about fragility, performance and robustness in Chap-

ters 3 through 6 are implemented on an omnidirectional movil robot (OMR).
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Capitulo 1

Introduccion

La estabilidad del sistema a lazo cerrado es fundamental en el diseno y sintonizaciéon de
una ley de control. En el anéilisis de la de estabilidad del sistema a lazo cerrado debe
considerarse la fragilidad del controlador a variaciones en sus pardmetros, su desempeno
a una perturbaciéon o cambio en el punto de ajuste y la robustez que tiene el sistema a
cambios en las caracteristicas del proceso controlado.

Estudiar la fragilidad de un controlador es importante debido a que en la practica los
controladores no pueden implementarse con exactitud y debe considerarse el deterioro de
la estabilidad del sistema a lazo cerrado producido por la variacion en los pardmetros del
controlador respecto a sus valores de diseno.

Para controles con retardo, el sistema a lazo cerrado es un sistema con retardos y el estu-
dio de su estabilidad y desempeno conduce a determinar la estabilidad de cuasi-polinomios.
Estos cuasi-polinomios pueden formar una familia politopica convexa, y debido a esto, es
importante estudiar la estabilidad de familias politdpicas con términos trascendentes.

Los sistemas con retardo aparecen en varias areas de la ciencia y la ingenieria. La carac-
teristica que define a un sistema con retardo es que la evolucién futura del sistema no sélo
depende de su estado presente sino también de un periodo de su historia |31].

Los sistemas con retardo pueden modelarse mediante ecuaciones diferencia-diferenciales
o mas generalmente por ecuaciones diferenciales funcionales [45]. Si los efectos del retar-
do son pequenos, los sistemas pueden modelarse satisfactoriamente sb6lo por ecuaciones
diferenciales. Pero si el efecto del retardo es grande, éste no puede ignorarse.

Un retardo en un sistema es el tiempo (muerto) que transcurre entre la transmision y
la ejecuciéon de una accion. Muchos de los sistemas reales tienen retardos. Por ejemplo, los
procesos de reclicado [80], los modelos de epidemias en biociencias [61, 85| y en robotica,
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las interfaces hépticas [18].

El retardo en un sistema puede tener varias fuentes: son inherentes al sistema, son intro-
ducidos por el control o un retraso en una medicién o surgen de simplificar una ecuacion
diferencial parcial. Entre los sistemas con retardos inherentes estan el maquinado de piezas
[24, 31| y los sistemas térmicos e hidraulicos [41, 48, 49, 81, 75].

El control o la medicién retardada, son generalmente considerados indeseables porque
tienden a deteriorar el desempeno del sistema o incluso a desestabilizar el sistema. Pero en
algunos sistemas, como el del resonador retardado [31], se introduce intencionalmente un
retardo para mejorar el desempeno del sistema.

En los anos 30 y 40 del siglo pasado, la formulacién adecuada de un nimero importante
de problemas cientificos y técnicos exigia tomar en cuenta la existencia de diferentes retar-
dos. Unos de los primeros problemas de este tipo fueron considerados por Volterra (modelo
presa~-depredador, 1931), Callender y Stevenson (inestabilidad de sistemas con retardo,
1939) y Gerasimov (sistema retroalimentado para transferencia de calor, 1949). Ver las re-
ferencias en [46]. En 1942, Pontryagin |74], obtuvo algunos resultados fundamentales sobre
la distribucion de las raices de cuasi-polinomios y en 1940, Chebotarev [17] publico varios
articulos sobre el criterio de Routh-Hurwitz para cuasi-polinomios. En 1949, Neimark [60]
estudio la distribucion de las raices de cuasi-polinomios por el método de D-subdivisiones.

Un resumen del estado del arte y problemas abiertos en sistemas con retardo puede
encontrarse en [79).

Recientemente, el método de D-subdivisiones ha sido aplicado por varios autores para
obtener controles estabilizadores [30, 58, 59, 92].

El problema de la estabilidad de Hurwitz para un cuasi-polinomio surge cuando se aplica
transformada de Laplace a un sistema lineal continuo con retardos y el problema de la
estabilidad de Schur para un polinomio surge cuando se aplica transformada Z a un sistema
lineal discreto con retardos |28, 34|.

1.1. Objetivos

Objetivo general

Analizar una clase de sistemas de tipo retardado para hacer mas eficiente el diseno y la
sintonizacion de leyes de control mediante un estudio de la fragilidad, desempeifio y robustez
del sistema a lazo cerrado.
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Objetivos especificos

OE1l Estudiar la fragilidad de un sistema, usando el método de D-particiones de Neimark

|60] para obtener una regla de sintonizacion [56, 59].

OE2 Determinar el desempeno de un controlador para sistemas a lazo cerrado con un
retardo mediante el analisis de la respuesta del sistema para obtener una regla de

sintonizacion.

OE3 Analizar la robustez de sistemas a lazo cerrado mediante el andalisis de una clase de

familias de polinomios para obtener una regla de sintonizacion.

1.2. Formulacioén del problema

En la actualidad el diseno y sintonizaciéon de leyes de control més eficientes es uno de
los problemas més recurrentes en el area de teoria de control. En Alfaro 2| se propone
considerar tres aspectos importantes: fragilidad, desempeno y robustez. Sin embargo, en la
literatura existen pocos resultados que proporcionan herramientas para determinar estas
propiedades. Una formulaciéon general de lo anterior es la siguiente: consideremos un sistema
de la forma
T = f(a,x,u)
y una ley de control

u=u(k,z),

donde los parametros a del sistema varian en un conjunto A y los pardmetros k£ del con-
trolador varfan en un conjunto K. El el sistema a lazo cerrado es

&= f(a,z,u(k,x)).

Fragilidad. Supongamos que el sistema a lazo cerrado es estable para cada k € K e
inestable para cada k € K°. Entonces, dado k € K,

p(k) = dist(k,0K) = inf{||l — k|| : | € 0K}

es la distancia del punto k a la region de inestabilidad del sistema, donde 0K denota

la frontera del conjunto K. Si existe un punto k*/ € K tal que
o) = sup{p(k) : k€ K},

decimos que k*7f es el punto menos frdagil del sistema.
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Desempeno. Ahora supongamos que tenemos un indice de desemperio 1(k) del controla-
dor u(k, ). Si existe un punto k*? € K tal que

I(k*P) =sup{I(k) : k € K},
decimos que k£*P es el punto de mejor desempeno del sistema.
Robustez. Sea k fijo y supongamos que el sistema a lazo cerrado
T = f(a,z,u(k,x))
es estable para cada a € A e inestable para cada a € A°. Entonces, dado a € A,
d(a) = dist(a,0A) = inf{||b —a| : b € A}

es la distancia del punto a a la region de inestabilidad del sistema, donde 0A denota

la frontera del conjunto A. Si existe un punto ™" € A tal que
d(a™") =sup{d(a) : a € A},
decimos que a*" es el punto mds robusto del sistema.

Notamos que teéricamente, fragilidad y robustez pueden considerarse como el mismo
problema. Sin embargo, fragilidad se refiere a los parametros del controlador mientras que

robustez se refiere a los parametros del sistema.

1.3. Hipotesis

Los controladores con retardo(s) pueden estabilizar un sistema y tienen un desempefio
comparable 0 mejor que otros controladores (como los PID), ademas de que ofrecen reglas

relativamente simples de sintonizacion.

1.4. Justificacion

Determinando la estabilidad de familias politoépicas con términos trascendentes pueden
construirse controles estabilizadores para sistemas con mualtiples retardos. Esto se ha hecho
en [58, 92] y esperamos extender de alguna manera esos resultados.
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Capitulo 2

Sistemas con retardo

En este capitulo definimos los sistemas con retardo y formularemos con precision el pro-
blema de la estabilidad de cuasi-polinomios y de familias politépicas de cuasi-polinomios.

2.1. Sistemas no lineales

Supongamos que h es una constante positiva y sea f : R® — R una funciéon continua. Una

de las ecuaciones con retardo mas simple es
(t) = f(t,z(t),z(t — h)), t>to. (2.1)

Notamos que para poder calcular los valores de z(t) en el intervalo [to, o + h], necesitamos
conocer los valores de z(t) en el intervalo [ty — h,to]. Esto es, necesitamos la condicion
inicial

z(t) = o(t), t € [to—h,to], (2.2)
donde ¢ : [ty — h,to] — R es una funcion continua. Con esta condicién inicial, integrando

la ecuacion (2.1), tenemos que

x(t) = o(to) +/t f(s,x(s),0(s — h))ds, t€ [to,to+ h]. (2.3)

Una vez que conocemos z(t) en el intervalo [tg, to+ h], de manera similar, podemos calcular
los valores de x(t) en el intervalo [to + h,to + 2h]. Esto es,
t

x(t) = x(to + h) + f(s,z(s),x(s —h))ds, t € [ty+ h,ty+ 2h]. (2.4)



8 2.1 Sistemas no lineales

Repitiendo este procedimiento infinitas veces, podemos calcular x(t) en el intervalo [tg, +00).
Este es el método de pasos |25, 45].

En este caso, repetir infinitas veces significa que la ecuacion (2.1) puede resolverse suce-
sivamente en los intervalos [tg,to + hl, [to + h, to + 2h], [to + 2h,to + 3R], . . ..

Ejemplo. La solucion de la ecuacion @(t) = az(t — 1), ¢ > 0 con la condicién inicial
x(t) =1, te[-1,0], es

[t/h]+1 o
w(t)= ) H[t —(k—=1Dh*, t>0, (2.5)
k=0
donde [s] denota la parte entera de s.
El método de pasos no es general, no puede aplicarse a una ecuacién con un retardo

variante en el tiempo que se anula en algunos puntos. Por ejemplo,
i(t) = f(ta(t) alt — h(D), > to. (2.6)

donde h(t) >0y h(ty) =0 para t; > .

Ahora, formularemos con precision el problema de valores iniciales para un sistema con
retardo.

El espacio de todas las funciones continuas del intervalo [a,b] en R™ se denotar& por
Cla,b]. Si ¢ € Cla, b], definimos su norma por

6]l = méx |¢(s)],
s€la,b]
donde | - | denota una norma en R". Con esta norma, Cla,b] es un espacio de Banach

[47]. Para x € C[to — h,to + b] y t € [to,to + b], definimos la funcién z, € C[—h,0] por
x4(s) = x(s + t). Entonces, z; es una traslacion de ¢ unidades a la izquierda de la funcion
x.

Consideremos la funcion f : R x Cla,b] — R". Entonces, dada una funcion ¢ € C[—h, 0],
el problema de valores iniciales para una ecuaciéon con retardo puede escribirse formalmente

como

i(t) = f(t,z), t>to (2.7)
Ty = ¢a (28)

donde z denota derivada por la derecha.
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Teorema 1. [46, p. 21] Suponer que Q C R x C[—h,0] es un conjunto abierto y sea f(t, )
una funcion continua en ) que toma wvalores en R™ y satisface una condicion local de
Lipschitz en ¢. Si (to, @) € 2, existe un 6 > 0 tal que el problema (2.7)-(2.8) tiene solucion
unica en el intervalo [to,to + 6), y esta solucion depende continuamente de la condicion
wnicial.

En el teorema anterior, la funcién f : 2 — R" satisface una condicion local de Lipschitz
en ¢ si para cada punto (¢,¢) € Q) existe un conjunto abierto S C € que contiene a (t, ¢)
y una constante L tal que

|f(t7¢1) - f(t7¢2)‘ < H¢1 - ¢2||

para todo (¢, ¢1), (t,¢2) € S.

Hablaremos ahora de la estabilidad de soluciones. Supongamos que el sistema (2.7) posee
la solucion cero definida por 0(t) = 0 para t > to. Si esto no sucede y y(¢) es una solucion
distinta de la soluciéon cero, haciendo el cambio de variable z(t) = x(t) — y(t), vemos que

el sistema
2t)=ft,ye+2) — f(t, )

tiene la solucion cero z(t) = 0 para t > t.

(i) Decimos que 0, o que la soluciéon cero, es estable si para cada to € Ry cada e > 0
dados, existe un 0 = §(tp,€) > 0 tal que para cualquier solucion z del sistema (2.7)
que satisfaga ||z, || < d se tiene que |z(t)| < e para todo t > t.

(i) 0 es asintdticamente estable si 0 es estable y ademaés las soluciones z de la definicion

(i) satisfacen que z(t) — 0 cuando t — +oc.

(iii) 0 es uniformemente estable si 0 es estable y el delta de la definicion (i) no depende
de to.

Un sistema que no es estable se dice que es inestable.

La estabilidad de sistemas sin retardo puede determinarse usando funciones de Lyapunov.
En el caso de sistemas con retardo, su estabilidad puede determinarse usando funcionales
de Lyapunov-Krasovskii [31] .

Sea V : R x C[—h,0] — R un functional continuo y denotemos V(¢,x;) por V(t). La
derivada V' del funcional V (t, z;) sobre las trayectorias del sistema (2.7) esta definida por

. V(t+ At) =V (t
V(t) = lim sup (t+ ) ( )
At—0+ At
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Teorema 2. (Lyapunov-Krasovskii)[45, p. 105] Supongamos que existen tres funciones
escalares, continuas y no decrecientes w; tales que w;(0) = 0 y w;(r) > 0 para r > 0, i =

1,2,3. Si el funcional V satiface las condiciones

(i) V(t,0) =0

(i) wi(|¢(0)]) < V(¢ @) S wa(l0l]), (t ¢) € R x C[—h,0]
(iii) V(t) < —ws(|z(t)]),

entonces la solucion 0 del sistema (2.7) es asintdticamente estable.

2.2. Sistemas lineales

Sea f: R x R" x R"™ — R"™ una funcién continua. El sistema con retardo
T = f(t,x,z) (2.9)

es lineal si f es una funcion lineal en = y x;. Si ademas la funcién de retardo z; s6lo depende
de un estado pasado, el sistema toma la forma

#(t) = A(t)z(t) + B(t)x(t — h), (2.10)

donde A(t) y B(t) son matrices continuas de orden n x n.
El sistema es lineal invariante en el tiempo si las matrices A y B son constantes. En este

caso, el sistema es de la forma
i(t) = Az(t) + Bz(t — h). (2.11)

Si X (s) denota la transformada de Laplace de z(t) y zp = ¢ es la condicion inicial,
entonces tomando transformada de Laplace en ambos lados de (2.11), se obtiene que

X(s)=(sI —A—eB) o(0) + e " ®(h, s)],
donde ®(h,s) = fi)h o(t)e *dt. La estabilidad del sistema depende de las raices del deter-
miante de la matriz caracteristica A(s) = sl — A — e "B, que es el cuasi-polinomio
q(s) = |A(s)]
= q(s) +q(s)e™ + qa(s)e™™ + - 4 gu(s)e™™,

= Z qi(s)e ",
=0
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donde ¢;(s) es un polinomio en s para 0 < j < n. A ¢(s) = 0 se le llama ecuacion
caracteristica.

En general, el sistema lineal invariante en el tiempo con mailtiples retardos es de la forma

)=

@(t) =) Ajx(t—hy),

=0
donde A; es una matriz de orden n x n para 0 < j < n y los retardos h; satisfacen la
condiciéon 0 = hg < hy < --+ < hg. En este caso, la matriz caracteristica es

k
A(s) = sl — Ze_hjsAj
5=0
y su determinante es el cuasi-polinomio

q(s) = |A(s)]
= qo(s)+q(s)e™ 4+ qa(s)e ™ + - 4 gu(s)e ™,

= Z qj (S)e_rjsv
=0

donde ¢;(s) es un polinomio en s para 0 < j < m y los niimeros 0 = 7y, 71,...,7,, son

sumas de los retardos 0 = hg, hq, ..., hy.

Teorema 3. [31] El sistema (2.12) es estable si todas las raices de la ecuacion caracteristica

q(s) = 0 tienen parte real negativa.
Tenemos la siguiente definicién. El polinomio con coeficientes reales
q(s) = ag + a15 + ags® + - - + a,s" (2.12)
es estable (o Hurwitz estable) si todas sus raices tienen parte real negativa.

Teorema 4. (Routh-Hurwitz)[26] Suponer que ay > 0. El polinomio (2.12) es estable si y
solo si los n determinantes

aq ao 0 tee 0
a; ay 0 as ) a -+ 0
ay Qo
Ay =ay, Ay = ,Ag=|as ay ar |, ..., Ap=1] s ay ag -+ 0
az asg
as Qa4 as
Qgp—1 Q2p—2 A2p—3 *°° Qpn

son positivos.
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Ejemplo. Consideremos el sistema masa-resorte no auténomo

mij(t) + ky(t) = u(t),

donde m y k son constantes positivas y u es un control proporcional-integral-derivativo
(PID) de la forma

t
lt) = ky(®) + ks [ y(s)ds + hait)
0
con ky, k; y kq constantes.
Sea Y (s) la transformada de Laplace de y(t). Entonces,

my(0)s* + [my(0) — kqy(0)]s
Yis) = ms3 — kqs? + (k — kp)ds — ki

(a) Si k; = kg = 0, entonces el control u s6lo tiene accién proporcional. En este caso las
raices del polinomio caracteristico ¢(s) = ms? + k — k, son

k,—k
/Bt g, >k

Como no todas las raices tienen parte real negativa, el control no puede estabilizar

el sistema.

(b) Si k, = k; = 0, entonces el control u sélo tiene accién derivativa. En este caso las
raices del polinomio caracteristico ¢(s) = ms? — kgs + k son

kgt~/k2—4mk
RENVZETIE L kg > 2V/mk
S1,2 =

— 12
ha g VIR g < 0V/mk.
El control estabiliza el sistema cuando kg < 0.

(¢) Si k, = kg = 0, entonces el control u solo tiene acciéon integral. En este caso el

polinomio caracteristico es q(s) = —k; + ks + ms>. Si k; < 0, tenemos que
k' —k O
k —k’i 2
Alzl{?, AQI :mk;z y Agz m 0 k :mkl
m
0 0 m

Por el criterio de Hurwitz, no todas las raices de ¢ tienen parte real regativa y el
control no puede estabilizar el sistema. Si k; > 0, el control tampoco puede estabilizar

el sistema.
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_— : . oy —y(t—h)
(d) Sik; = 0y laderivada g(t) en el control u se reemplaza por la aproximacion £=—,—2,

entonces, sumando términos semejantes y renombrando constantes, obtenemos el

sistema con retardo
mi(t) = kpy(t) + key(t — h).

Esta vez la estabilidad del sistema esta determinada por el cuasi-polinomio q(s) =

2 —hs
ms® — k, — kye™"%.

2.3. Conclusion

En este capitulo definimos sistemas con retardo y para sistemas lineales invariantes, hemos
relacionado su estabilidad con la localizacién de las raices de un cuasi-polinomio. La robus-
tez, fragilidad y desempeno de un sistema pueden determinarse estudiando la estabilidad

de una colecciéon de cuasi-polinomios con cierta regularidad.



14

2.8 Conclusion




Capitulo 3

Fragilidad de controladores para

sistemas a lazo cerrado con retardo

3.1. Introduccion

En teoria de control, la robustez de los controladores es uno de los temas de mayor interés en
la comunidad, porque la robustez de un controlador garantiza el funcionamiento apropiado
de un sistema a lazo cerrado cuando existen perturbaciones e incertidumbres [98]. Esto es
importante para aquellos que estan involucrados en aplicaciones donde ruidos, perturbacio-
nes e incertidumbres del modelo estan siempre presentes. Por lo tanto, el conocimiento de
la robustez de los controladores usados beneficiaré el anélisis de estabilizacion y la sintesis
de controladores mas eficientes. Sin embargo, no sélo la robustez debe ser considerada al
disenar y sintonizar un controlador, sino que también es necesario determinar la desviacion
méaxima de los parametros de los controladores que garantizan la estabilidad del sistema
a lazo cerrado [40]. Esta desviacion paramétrica permite determinar la desestabilizacion
de un sistema a lazo cerrado debido a perturbaciones o incertidumbres en los coeficientes
del controlador y se conoce como fragilidad [72]. Como se menciona en [8], la necesidad de
proveer métodos para disenar controladores estabilizadores respecto a la incertidumbre de
los parametros y las perturbaciones de los coeficientes del controlador es primordial. Por
lo tanto, la obtencion de métodos para determinar la fragilidad de un controlador puede

contribuir en este contexto.

Sin duda, cuando se mencionan los controladores para sistemas lineales invariantes en

el tiempo con retardo, parece que en la literatura existen varios resultados en este sen-

15
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tido. Desde hace varias décadas la comunidad cientifica ha desarrollado un gran nimero
de propuestas para su diseno, asi como para su sintonizacion. Entre los controladores pre-
feridos, tal vez por su simplicidad y facilidad de implementacion, se encuentran aquellos
con acciones proporcional, derivativa, integral y/o retardada, ver |1, 4, 6, 11, 22, 33, 39,
66, 67, 68, 69, 70, 71, 76, 78, 83, 87, 83, 89, 90, 93, 94, 95]. En general, para el disefio y
la sintonizaciéon de este tipo de controladores, se debe considerar lo siguiente: su desem-
peno a una perturbacién o a un cambio en el punto de ajuste, su robustez a los cambios
en las caracteristicas del proceso controlado, y su fragilidad a la variacion de sus propios
parametros [2|. Por lo tanto, la robustez y fragilidad de un controlador deben considerarse
independientes, entendiendo que la robustez de un control indica el margen de variacion en
el que las caracteristicas de la planta con un controlador fijo pueden variar y la fragilidad
de un controlador tiene un significado similar en términos de la variaciéon de sus propios
parametros. Porque existen controladores robustos, disenados mediante el uso de Hy, H
y 11, que a menudo son controladores extremadamente fragiles [40]. Hasta donde sabemos,
parece que los estudios para determinar la fragilidad de los controladores no han recibido

suficiente atencién en la literatura.

En este contexto, algunos de los resultados que se pueden encontrar son los siguientes.
La fragilidad de un controlador se ha estudiado en [10] cuando se presenta el problema de
controlar de forma robusta el flujo de informacién en un canal tinico de comunicacion de una
red ATM y se muestra que las politicas de control 6ptimo son fragiles si se permite que el
tiempo de retardo varie (posiblemente en una cantidad arbitrariamente pequenia) respecto
al valor nominal en el que se basa el diseno. En [44], se presenta la sintesis de controladores
retroalimentados de estado H, para sistemas lineales con incertidumbre en los parametros
y retardo en el estado. Aqui, la medida de la no fragilidad en el controlador puede calcularse
usando el enfoque de LMI’s. En [84] el estudio de la no fragilidad para algunas técnicas de
sintonizacién PID se basan en modelos de primer orden con retardos. Aqui, se muestran
algunas graficas que delimitan las variaciones de las ganancias del controlador para las que
el sistema permanece estable. En |96] se propone un control real positivo no fragil para
sistemas inciertos neutros retardados con norma acotada invariante en el tiempo de los
parametros inciertos. La no fragilidad del controlador se garantiza usando LMI’s para los
casos de incertidumbres del controlador aditivas y multiplicativas. En [97] se propone, entre
otros, el diseno de un controlador de costo garantizado no fragil basado en una soluciéon de
un conjunto de LMI’s estrictos para sistemas descriptores inciertos con retardos tanto en el

estado como en la entrada. Sin embargo, en ninguno de estos, se pueden encontrar métodos
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o técnicas generales para determinar la fragilidad o no fragilidad de un controlador.

Algunas ideas para analizar la fragilidad de un controlador sugieren elegir sus parame-
tros como el conjunto que maximizaria el margen de estabilidad paramétrica (méaximo de
la norma Iy del vector de los parametros del controlador). Sin embargo, el procedimiento
propuesto no considera las caracteristicas de desempeno de la respuesta del sistema a lazo
cerrado, véase [2, 21, 35]. Mientras que otros sugieren elegir parametros del controlador
menos fragiles (no fragiles o resilientes) como el centro de la esfera de radio maximo con-
tenida en la region de estabilidad del espacio paramétrico del sistema a lazo cerrado, y
el desempeno del control se obtiene mediante el analisis de los parametros alrededor del
centro de la esfera. Sin embargo, no se proponen criterios especificos o metodologia para
conseguir esto, ver [83].

En [56] se presenta un andlisis de fragilidad para controladores PI aplicado a sistemas
SISO con retardo usando un enfoque geométrico: dados los parametros (k,, k;) de un con-
trolador estabilizador, el andlisis de fragilidad consiste en encontrar la desviacion méaxima
d de los parametros del controlador de tal manera que el sistema a lazo cerrado permanece
estable si los parametros del controlador estan dentro del circulo con centro (k,, k;) y radio
d. Esto equivale a encontrar el circulo méas grande con centro (k,, k;) que esta dentro de la
region de estabilidad, aunque (k,, k;) no necesariamente proporciona el valor mas grande
posible para d.

En [55] el problema de estabilizacién de modelos de flujo de fluido con retardo del pro-
tocolo de control de transmision/manejo activo de filas (TCP/AQM) de redes usa un
controlador integral proporcional (PI) como estrategia AQM. Aqui, los parametros del
controlador son el centro del circulo mas grande que los autores pueden colocar dentro
de las regiones de estabilidad. En [59], se presenta un método simple y amigable para el
anélisis de estabilidad a lazo cerrado y no fragilidad del controlador PID. Mientras que
en [33] se presenta el diseio de controladores retardados (controladores PR) para siste-
mas lineales invariantes en el tiempo (LTI) de una entrada y una salida (SISO), asi como
una propuesta para obtener las ganancias menos fragiles del controlador con una tasa de
decaimiento exponencial deseada o.

En este capitulo presentamos una metodologia para determinar los parametros menos
fragiles de controladores para estabilizar sistemas SISO-LTT con retardo. Esta metodologia
consiste en encontrar el centro del circulo més grande posible inscrito en la region de
estabilidad del plano de los parametros del sistema a lazo cerrado. A diferencia de los

resultados encontrados en la literatura, tenemos un algoritmo explicito para obtener los
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parametros menos fragiles del controlador . Ademaés, este algoritmo mejora los resultados
reportados hasta ahora en otros trabajos. Lo anterior se corrobora con la aplicacion y
comparacion de la metodologia propuesta con varios de los ejemplos més relevantes que se
encuentran en la literatura en lo que se refiere a la no fragilidad.

3.2. Formulacioén del problema

En esta seccion precisaremos lo que llamamos el punto menos fragil de una region de
estabilidad, y derivaremos un método para encontrar este punto. A diferencia de otros
resultados encontrados en la literatura, este método tiene como objetivo encontrar el punto

menos fragil de una region, y no otro punto.

Consideremos un sistema SISO-LTI a lazo cerrado con un controlador cuya ecuacion ca-

racteristica conduce a un cuasi-polinomio de la forma

q(k73) :p0<7775) +p1<7775)677-87 (31)

donde py y p; son polinomios con coeficientes reales tales que degpy > degpi, n =
(M1,Mm2, -, Mn_1), son parametros del sistema o el controlador y el retardo 7 > 0 puede
ser un parametro del controlador o un parametro inherente al sistema. Aqui, el vector
k= (m,n2,...,Mn_1,7) denota todos los pardmetros del cuasi-polinomio (3.1). Es bien
sabido que la estabilidad del sistema a lazo cerrado estd completamente determinada por
la ubicacion de las raices de (3.1) en el plano complejo [31]. Ademaés, las raices tienen
variaciones continuas respecto a las variaciones paramétricas del vector k que pertenece a
una region K C R™. Esto se conoce como la propiedad de continuidad [57]. Normalmente
para determinar los pardmetros del controlador que garantizan estabilizacion del sistema
se usa el método geométrico de D-particiones [60] para obtener las regiones de estabilidad
en el plano paramétrico ki-ke, donde ki, ks € {n1,m2,...,0n_1,7}, (si 7 es un pardmetro
del controlador) del sistema a lazo cerrado. Estas regiones de estabilidad se pueden utilizar
para determinar los pardmetros menos fragiles del controlador que garantizan la estabi-
lizacion del sistema. Lo anterior consiste en determinar el centro del circulo méas grande
inscrito en las regiones de estabilidad.

Sea I el conjunto de todos los pardmetros k tales que ¢ tiene al menos una raiz imaginaria,
esto es,

I'={ke K:q(k,s) =0 paraalgin s€ C y Re(s) = 0}.
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Puesto que las raices del cuasi-polinomial (3.1) son funciones continuas de los parametros
|60], el conjunto I" divide a K en subregiones con un niimero constante de raices complejas
con parte real positiva, es decir,

K:KQUK1UK2U y
donde
K,, ={k € K : q(k,s) tiene exactamente m raices con parte real positiva}.

El conjunto K se denomina la region de estabilidad del cuasi-polinomio (3.1).
Para w € R, tenemos que

q(k,iw) = u(k,w) + iv(k,w),

donde
u(k,w) = Re[q(k, iw)] y  v(k,w)=Imlg(k,iw)].
Entonces
q(k,iw) =0
si y soélo si
u(k,w)=0 y v(k,w)=0. (3.2)

Eligiendo dos componentes k; y ko del vector k y manteniendo las demés fijas, y supo-
niendo que se cumplen las condiciones del teorema de la funcion implicita [5], es posible
resolver localmente el sistema (3.2) para (kq, ko) en términos de w. Por lo tanto, podemos
obtener una parametrizacion de algunas porciones del conjunto I' para a fijo. Estamos in-
teresados en las parametrizaciones de las partes de I' que son la frontera de subconjuntos
de la region de estabilidad K.

En lo que sigue podemos suponer que k tiene sélo dos componentes. Sea D una subregion
compacta de Ky, y supongamos que su frontera 0D puede parametrizarse por la curva
cerrada simple y(w) con w en I = [«, 5]. Queremos encontrar un punto k* € D tal que

p(k*) = méix p(k).

keD

donde
p(k) = minp(k,w), y ok, w) = |[v(w) — K|

wel
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En este contexto, £ denota los pardmetros de una ley de control, y llamamos a k* el
punto menos fragil de la region de estabilidad D.

Puesto que ¢ es una funcion continua en el conjunto compacto D x I, p es una funcién
continua en D, y el punto k* existe [23]. Este problema es equivalente a encontrar el circulo
méas grande que se puede inscribir en la region D.

3.3. Metodologia para encontrar los parametros menos
fragiles

En esta seccion del capitulo vamos a establecer algunas propiedades generales del circulo

més grande inscrito en una region de estabilidad, asi como un procedimiento para obtenerlo.

3.3.1. Propiedades del circulo mas grande inscrito en una region
de estabilidad

Para k fijo, tenemos que

k) = min p(k,w) = min ok
p(k) = min p(k, w) w@}&)w( ,w),

donde
(k) = {w € I+ pk,w) = p(k)}

es el conjunto de todos los puntos donde la funcion ¢(k, w) alcanza su valor minimo. Puesto
que I es un conjunto compacto, J(k) # (). Denotemos por

Sk,r)={leR*: |l — k|| =1}

el circulo con centro en k y radio r.

Si k esta en D, el circulo S(k, p(k)) esta contenido en D y para cualquier w € J(k),
v(w) es un punto de contacto del circulo S(k, p(k)) con la curva . El siguiente resultado
establece una propiedad general de los puntos de contacto.

Proposicién 1. Si k € D y 7 es una curva continuamente derivable, el circulo S(k, p(k))

es tangente a la curva v en cada punto de contacto.
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Demostracion. Tenemos que

Oy B
a_w(kv w) -

Si w € J(k), entonces necesariamente

Op B
a_w(k7w> )

y debemos tener que
[y(w) = k] -+ (w) = 0. (3.3)

Esto muestra que el circulo S(k, p(k)) es tangente a la curva en cada punto de contacto. [

Proposicion 2. El circulo mds grande S(k*, p(k*)) tiene al menos dos puntos de contacto

con la curva .

Demostracion. Por nuestras observaciones anteriores, S(k*, p(k*)) tiene al menos un punto
de contacto con la curva 7, y existe un punto w* € I tal que ||v(w*) —k*|| = p(k*). Si y(w*)
fuera el tnico punto de contacto con la curva, tendriamos que J(k*) = {w*}.

Ahora, la derivada direccional de p en k* en la direccion de un vector unitario u esté

dada por
dp
Py = — min {—Vo(k*. w) -
50 F) wg}l(?*){ Vo(k*,w) - u}
_ , { V(w) — K }
= — mn ¢ ————
wed (k) {[|y(w) =]
*\ k/,*
_ _% o
(W) — &
ver [23]. Tomando u = —%, tenemos que %(/{:*) = 1. Esto implica que la funcién

p puede crecer més en esta direccion, lo que contradice el hecho de que p alcanza su valor
méximo en k*. Por lo tanto, el circulo mas grande S(k*, p(k*)) tiene al menos dos puntos
de contacto con la curva 7. O

A continuacion se averigua lo que sucede cuando existen exactamente dos puntos de
contacto.
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Proposicion 3. Siy es una curva continuamente derivable y el circulo mds grande S(k*, p(k*))
liene exactamente dos puntos de contacto con la curva, entonces el centro k* y los puntos
de contacto estan sobre la misma linea recta, y esta recta es ortogonal a la curva en los

puntos de contacto.

Demostracion. Puede probarse [23], que si p alcanza su valor maximo en k*, entonces 0
esta en la cascara convexa del conjunto H = {Vp(k*,w) : w € J(k*)}. Por hipotesis, J(k*)
tiene solamente dos puntos, digamos J(k*) = {wy, ws }. Puesto que

v(w) — K

VAR = TR R

existe un A € [0, 1] tal que

(1— ) y(w) — k7 (ws) — K

p— 0’
(@) =k lyv(wa) — K|

y tenemos que
k"= (1= M)y(w) + Ay(wa).

Esto significa que k* esta sobre la recta que pasa por los puntos de contacto v(wq) y y(ws).
De las ecuaciones

Y(wi) =k = Ay(wr) = v(w2)]
Y(w2) — k" = (1= A)[y(w2) — y(w1)],

obtenemos que A\ = 1/2. Por lo tanto, k* = [y(w;) + v(w2)]/2.
Ahora, de las ecuaciones

2[y(w1) = k] = (w1) — y(we)
2[y(w2) = k] = (w2) — y(w1),

y por la Proposiciéon 1, obtenemos que

[Y(wi) = y(w2)] - v (w1) = 0 (3.4)
[Y(w2) — y(wi)] -7 (w2) = 0.

Esto prueba que la recta que pasa por los puntos de contacto y(w;) y y(w2) es ortogonal a

la curva en esos puntos. O
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Ahora, vamos a averiguar lo que sucede cuando existen tres o mas puntos de contacto.

Proposicion 4. Si el circulo mds grande S(k*, p(k*)) tiene tres o mds puntos de contacto
con la curva v, podemos encontrarlo resolviendo un sistema de lres ecuaciones con tres

incognitas.

Demostracion. Sabemos que el circulo més grande S(k*, p(k*)) existe, es tangente a la
curva en los puntos de contacto, y s6lo necesitamos tres puntos para determinarlo. Usando
estos hechos podemos plantear un sistema de ecuaciones para encontrar S(k*, p(k*)).

Supongamos que y(wy ), y(w2) v 7(ws) son tres puntos de contacto. Puesto que S(k*, p(k*))
es tangente en esos puntos, las tres rectas normales a la curva en esos puntos deben inter-

sectarse en el centro k*. Las ecuaciones de las rectas normales estan dadas por

E' = ~y(w) + s'n(w)
= y(w) + s*n(ws)
o= y(ws) + s°n(ws),

donde n(w;) es el vector normal a la curva en y(w;), y s’ es el parametro de j-ésima recta
normal para 7 =1, 2, 3.

En el punto de interseccion, debemos tener que

Y(wi) + s'n(wr) = y(wa) + s*n(ws)
Y(w) +s'n(w) = (ws) + s’n(ws) (3.5)
Y(wa) + s*n(wy) = (ws) + s°n(ws),

y debido a que este es un circulo

Is'n(w)ll = lIs*n(w)|
Is'n(w)ll = lIs*n(ws)| (3.6)
Is*n(w2) | = lIs*n(ws)]l

Este es un sistema de seis ecuaciones con seis incognitas: wi, ws, ws, s', 52, y s3. Puesto que
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v (wj) - n(w;) = 0 para j = 1,2,3, de las ecuaciones normales (3.5), tenemos que

g o Dl) =)l -Aws) - [rwn) = (ws)] -y (ws)
n(wi) -9 (wa) n(wi) -9 (ws)
2 [y(w2) = y(ws)] - Y (ws)  [y(wi) = y(w2)] - 7 (wr)
¥ @) @) () () (37)
8 — D) =vwy)] (@) _ [r(ws) = v(ws)] -7 (w2)
n(ws) - ' (wi) n(ws) -y (w2)

Si el vector normal se elige en direccién contraria al movimiento de las manecillas de un
0 —1

)
1 0

v (w;) - n(wy) = =" (wg) -n(w;)  para  j k=1,23. (3.8)

reloj, entonces

n(w) = Ry (w), donde R=

Sustituyendo las ecuaciones de los pardmetros (3.7) en las ecuaciones de los radios (3.6) y
usando (3.8), obtenemos

Iv(wi) = v(w2)] - V' (w2)n(w)ll = [[y(wr) = y(w2)] - 7 (wi)n(ws)]

Iv(wi) = v(ws)] - Y (ws)n(w)ll = l[y(wr) = v(ws)] -7 (wi)n(ws)]

Il (w2) = v(ws)] - Y (ws)n(wa) | = [lly(wa) = y(ws)] - 7' (wa)r(ws)]-
Finalmente, debido a que ||n(w;)|| = ||7/(w;)]| para j = 1,2,3 y elevando al cuadrado,

obtenemos el sistema

{Iy(w) = (@2)] -7 (@2)} |7 (@)l* = {[y(w1) = 2(w2)] -7 (@)} 17 (wo)]* = 0
{Iy(w) = y(@s)] -7 (@s)} [ (@) I? = {ly(wn) = 7(@s)] - 7 (@)} [ (ws)|* = 0 (3.9)
{Ir(wn) = v(ws)] -7 (ws)} I (@) 17 = {[v(wz) = 3(ws)] - 7' (wo)} 17/ (ws) > = 0.

]

El circulo més grande inscrito en una region D no necesariamente es tnico, y hemos

probado que puede tener dos o mas puntos de contacto con la curva frontera.

3.3.2. Procedimiento numeérico

En esta seccion describimos un procedimiento numérico para obtener aproximaciones del

circulo mas grande inscrito en una regiéon D, y de esta manera el punto menos fragil.
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(iii)

Elegir una aproximacion k de k*, y resolver la ecuacion (3.3). Sea Q = {wi,, wiy, Wig, - - - }
el conjunto solucion. Algunas de esas soluciones pueden no corresponder a puntos de
contacto.

Si S(k*, p(k*)) tiene dos puntos de contacto, elegir wy,ws € € de tal manera que el
angulo entre los vectores v(w1) — k y v(wq) — k sea cercano a 7 radianes. Entonces,
tomar esos valores de la frecuencia como aproximacién inicial para resolver numé-
ricamente el sistema (3.4). Esta eleccion se debe a que para la solucion exacta los
vectores y(w]) — k* y v(ws) — k* forman realmente un angulo de 7 radianes.

Si S(k*, p(k*)) tiene mas de dos puntos de contacto, elegir wy,ws, w3 € Q de tal
manera que el angulo entre los vectoress y(w;) — k, v(wq) — k y v(ws) — k sea cercano
a 2w /3 radianes. Entonces, tomar esos valores de la frecuencia como aproximacion
inicial para resolver numéricamente el sistema (3.9). Esta eleccion se debe a que
preferimos puntos y(wy), v(w3) v v(wj) que no estén demasiado proximos.

Repetir los pasos (i)-(iii) hasta estar satisfecho. Esto quiere decir que los valores que

se obtienen de k£* y las frecuencias no cambian mucho de una iteraciéon a otra.

Los sistemas (3.3), (3.4) v (3.9) pueden resolverse numéricamente usando el método de
Newton [29]

Observacion. Recordar que (3.3) es una condicion necesaria. Cuando existen mas de

dos puntos de contacto, es suficiente elegir tres de ellos, y se recomienda elegir tres de los

que tengan una mejor distribuciéon sobre la curva . La elecciéon de los puntos de contacto

en (iii) se parece a lo que ocurre cuando un circulo es inscrito en un triangulo. Cuando D

es un poligono, el punto k* se llama centro de Chebyshev del poligono, ver [14].

3.4.

Implementaciéon y comparacion de resultados

En esta seccién presentamos cuatro ejemplos de sistemas para mostrar como usar el

procedimiento descrito arriba para obtener el control menos fragil.
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3.4.1. Controlador PI y dos puntos de contacto

Un sistema de segundo orden descrito por la funcién de transferencia

(s —2)e 2
H(s) = 1 13
52 — 58 -+ v

conduce al cuasi-polinomio

1 13
q(k,s) = s° — 532 +st (s —2)(kps + ki)e™™,

(3.10)

donde el parametro k = (k,, k;) esta formado por las ganancias de un controlador proporcional-

integral (PI), ver [56]. En el plano de los pardmetros k,k;, la Figura 3.1(a) muestra la region

de estabilidad D y su frontera 7, que estamos considerando para el cuasi-polinomio (3.10).

Suponemos que existen sélo dos puntos de contacto con la frontera. Una vez graficada la

region D, una aproximacion de k* puede obtenerse usando la aplicacion Get Coodinates de

Mathematica. Tomamos k& = (—0.5, —0.34) como una aproximacion de k*. Resolviendo la

ecuacion (3.3), obtenemos tres valores de la frecuencia w, los que se muestran en la segunda

columna de la Tabla 3.1. Puesto que angulo entre los vectores v(wy) — k v y(w3) — k es

cercano a 7 radianes, elegimos esos valores como la aproximacion inicial del método de

Newton para resolver numéricamente las ecuaciones (3.4). Los resultados obtenidos se

muestran en la tercera columna de la Tabla 3.1. Vemos que el procedimiento propuesto

mejora los resultados anteriores. En la Figura 3.1(a), el circulo negro fue graficado usando

los datos en [56], y el circulo rojo fue graficado usando el procedimiento propuesto.

Tabla 3.1: Comparacién del procedimiento propuesto con resultados existentes

en la literatura para el Ejemplo 1.

Reportado en [56] Aproximacion inicial Procedimiento propuesto
k| (-0.4959-0.3559)  (-0.5,-0.34) (-0.503379, -0.372191)
w1 | 1.3294 1.33965 1.31468
we | 1.6313 1.63727 1.63172
wsz | 1.9530 1.93838 1.97236
p(k) | 0.1649067 0.15386 0.165342
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(a) (b)
Figura 3.1: (a) Region de estabilidad D para el cuasi-polinomio (3.10), y el punto menos fragil

k*. (b) Ampliacion de una parte de la grafica en (a).

3.4.2. Controlador PI y tres puntos de contacto

El cuasi-polinomio

1 2
Q(k>3)283+;<1+1>s + —s+

c
L A 3.11
—c s+ y ( pS T+ )| e ( )

donde el parametro k = (k,, k;) esta formado por la ganacias del controlador, se obtiene de
linealizar el sistema a lazo cerrado de un modelo de red TCP/AQM sujeto a un controlador
proporcional-integral (PI), ver [56]. En el plano de los parametros kyk;, la Figura 3.2(a)
muestra la region de estabilidad D y su frontera 7, que estamos considerando para el
cuasi-polinomio (3.11) con v = 60, ¢ = 3750 y 7 = 0.24.

Para aplicar el procedimiento propuesto, primero parametrizamos toda la frontera ~
eligiendo un solo parametro, que podemos seguir llamando w, y suponemos que existen tres
puntos de contacto con la frontera. Tomamos k = (9.0x107°,6.0x107°) como aproximacion
de k*. Resolviendo la ecuacion (3.3), obtenemos tres valores de la frecuencia w y un valor
para k,. Esos valores se muestran en la segunda columna de la Tabla 3.2. Puesto que el
angulo entre los vectores y(wy)—k, y(ws)—k y (kp, 0)—Fk es cercano a 27 /3 radianes, elegimos

los correspondientes valores de la frecuencia como la aproximacion inicial del método de
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Newton para resolver numéricamente las ecuaciones (3.9). Los resultados obtenidos se
muestran en la tercera columna de la Tabla 3.2. Vemos que el procedimiento propuesto
mejora los resultados anteriores. En la Figura 3.2(a), el circulo negro fue graficado usando
los datos en [56], y el circulo rojo fue graficado usando el procedimiento propuesto.

Tabla 3.2: Comparacién del procedimiento propuesto con resultados existentes
en la literatura para el Ejemplo 2.

Reportado en [56] Aproximacion inicial Procedimiento propuesto
ko] (91044 x 107°5,6.8 x 107°) (9.0 x 107°,6.0 x 107°)  (9.15074 x 1075),6.78693 x 1077)
wy | 1.76 1.67415 1.76594
wy | 2.75 2.75925 2.75405
ws | 3.49 3.54364 3.49895
k, |9.1044 x 10— 9.0 x 107° 9.15074 x 1077
p(k) | 6.7410 x 1073 6.0 x 1073 6.78693 x 1077
ki
| Vi) o.ooo12k—i
0.00015 Y=6D [
I 0.00011 :
Foy(w?) 0.00010
0.00010 1 (51 y(ws)
I v(ws) 0.00009
K i
ke 0.00008:
0.00005
0.000077
D L
N Kp A T 0.00006 -
0.00005 0.90010 0.00015 000020 © r
Kp 000005 0.0(;002‘ ‘ ‘0.00‘004‘ ‘ ‘0.00‘006‘ ‘ ‘0.00‘008‘ ‘ ‘0.00‘010 kp
(a) (b)

Figura 3.2: (a) Region de estabilidad D para el cuasi-polinomio (3.11), y el punto menos fragil
k*. (b) Ampliacion de una parte de la grafica en (a).
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3.4.3. Controlador PR y tres puntos de contacto

El cuasi-polinomio correspondiente a un sistema marginalmente estable con funcion de

transferencia
G(s) = 0.038
544+ 0.127653 + 9.3364s2 + 1.1484s + 3.0276’

sujeto a un controlador PR de la forma
C(s) =ky+ ke ™
€S
q(k,s) = 0.038(k, + ke ™) + (s* + 0.12765> 4 9.3364s” + 1.1484s + 3.0276),  (3.12)

donde el parametro k = (k,, k,) esta formado por la ganancias controlador. La Figura
3.3(a) muestra la region de estabilidad D para el parametro de retardo 7 = 5, ver [33].

En este caso, tomamos como aproximacion de k* el valor reportado en [33]. Resolviendo la
ecuacion (3.3), obtenemos tres valores para la frecuencia w. Esos valores se muestran en la
segunda columna de la Tabla 3.3. Puesto que el angulo entre los vectores y(wy) —k, y(w2) —k
v v(ws) — k es cercano a 27/3 radianes, elegimos esos valores de la frecuencia como la
aproximacion inicial del método de Newton para resolver numéricamente las ecuaciones
(3.9). Los resultados obtenidos se muestran en la tercera columna de la Tabla 3.3. Vemos
que el procedimiento propuesto mejora los resultados anteriores. En la Figura 3.3(a), el
circulo negro fue graficado usando los datos en [33], y el circulo rojo fue graficado usando

el procedimiento propuesto.

Tabla 3.3: Comparacién del procedimiento propuesto con resultados existentes

en la literatura para el Ejemplo 3

Reportado en [33] Aproximacion inicial Procedimiento propuesto
k (135,60) (135,60) (138.255, 60.2977)
w1 | — 0.593113 0.593686
wy | — 1.31924 1.32011
w3 | — 2.89134 2.88837
p(k) | 51.6999 51.6981 53.6615
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Figura 3.3: (a) Region de estabilidad D para el cuasi-polinomio (3.12), y el punto menos fragil
k*. (b) Ampliacion de una parte de la gréfica en (a).

3.4.4. Cotrolador PR y dos puntos de contacto
Consideremos un sistema de segundo orden de la forma
§i(t) + 20vy(t) + vy (t) = bu(t), (3.13)

donde 9, v, y b son constantes positivas. Si este sistema esta sujeto a un control proporcional-
retardado (PR) de la forma

u(t) = kpy(t) + ky(t — h), (3.14)

donde k,, k, y h son niimeros reales con h positivo, la ecuacion caracteristica del sistema a

lazo cerrado conduce al cuasi-polinomio
p(h, ky Ky, s) = s* + 26vs + V2 + bk, — bk.e ™. (3.15)

Dada una constante positiva o, la region de o-estabilidad del sistema (3.13)-(3.14) esta
definida como region de estabilidad K, del cuasi-polinomio p(h, k;, k,, s — o), ver [91].
Para puntos (h, k., k,) € Ko, el sistema a lazo cerrado es estable y sus soluciones decaen

exponencialmente con constante de decaimiento o.
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Poniendo k& = (h,k,), permitimos variar el pardmetro de retardo h y la ganancia del
control k,, y mantenemos fijos todos los otros parameteros de sintonizacion. En este caso,

el correspondiente cuasi-polinomio es

qk,s) = p(h,ky, ky,s—0)
= 2+ 2(0v —0)s+ (0 + v* — 20vo + bk,) — bk,e"7e " (3.16)

Para b = 1,v = 2.3968,0 = 0.00055,k, = 5, y 0 = 0.1, obtenemos la regiéon de o-
estabilidad D que se muestra en la Figura 3.4(a), y procedemos a encontrar el punto
menos fragil. Suponemos que existen dos puntos de contacto con la frontera, y tomamos
k = (0.4,3.0) como aproximacion de k*. Resolviendo la ecuacion (3.3), obtenemos tres
valores de la frecuencia w, los que se muestran en la primera columna de la Tabla 3.4.
Puesto que el angulo entre los vectores y(w;) — k y v(ws) — k es cercano a 7 radianes,
elegimos esos valores de la frecuencia como la aproximacion inicial del método de Newton
para resolver numéricamente las ecuaciones (3.4). Los resultados obtenidos se muestran
en la segunda columna de la Tabla 3.4. Vemos que el procedimiento propuesto mejora la
aproximacion inicial. En la Figura 3.4(a), el circulo negro muestra la aproximacion inicial,

y el circulo rojo fue graficado usando el procedimiento propuesto.

Tabla 3.4: Resultados del procedimiento propuesto para el Ejemplo 4

Aproximacion inicial Procedimiento propuesto
k| (0.4,3.0) (0.414803, 3.50893)
wi | 2.79156 2.69665
wy | 3.28091 3.28036
ws | 3.73077 3.80483
p(k) | 0.334194 0.358611




32 3.5 Conclusiones

Kr 40
D y=0D
381
361 .
k &
r ] y(w3)
y(wi)
341
32l
sol b y(ws)
y(wy) K
28]
26l
0 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L T L 0 [ T IS Y T S ST S SN NS SO S TS ST S N SO SO N S T
0.0 0.2 04 06 08 02 0.0 02 04 06 08 1.0 12
(a) (b)

Figura 3.4: (a) Region de o-estabilidad D para el cuasi-polinomio (3.16), y el punto menos fragil
k*. (b) Cambio de escala de la grafica en (a).

3.5. Conclusiones

En este capitulo se ha definido la nocién de punto menos fragil de un sistema. Este punto
menos fragil se encuentra en la region de estabilidad de un cuasi-polinomio y se ha propuesto
un procedimiento numérico para encontrarlo.

El procedimiento numérico ha sido probado y comparado con resultados anteriores. Las
tablas de comparacion y las figuras muestran que el procedimiento propuesto mejora re-
sultados existentes en la literatura. Ademas, los resultados que se refieren al circulo mas

grande pueden aplicarse a cualquier otra regiéon con una frontera suave.



Capitulo 4

Desempeno de controladores para

sistemas a lazo cerrado con retardo

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudia el desempeno de un controlador considerando la rapidez con
la que la solucion del sistema a lazo cerrado converge a cero y se obtiene la cota maxima
de decaimiento. Para ello, el capitulo esta organizado de la siguiente manera.

En la seccion 4.2 se formula el problema, que consiste en definir los puntos de mejor
desempeno de una region de estabilidad y la abscisa de estabilidad. En la seccion 4.3
se establece la clase de sistemas o cuasi-polinomios que vamos a considerar, porque una
propiedad importante para los resultados que se obtienen es la continuidad de la funciéon de
la abscisa espectral. En la seccion 4.4 se definen las regiones de o-estabilidad y se establecen
algunas de sus propiedades. En la seccion 4.5 se establecen algunas condiciones necesarias
que satisfacen los puntos de mejor desempeno. En la secciéon 4.6 se calculan numéricamente
los puntos de mejor desempeno y la abscisa espectral para algunos ejemplos.

4.2. Formulacién del problema

En esta seccién precisamos lo que se llama puntos de mejor desempeno de una regiéon de
estabilidad y abscisa de estabilidad de un cuasi-polinomio.

Sea K C R™ una region y supongamos que ¢(k, ) es un cuasi-polinomio, donde s = o+iw
es una variable real cuando w = 0 y una variable compleja cuando w # 0, y £ € K denota

33
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los parametros del cuasi-polinomio ¢(k,s). Definimos I' como el conjunto de todos los

parametros k tales que ¢(k, s) tiene al menos una raiz puramente imaginaria, esto es,
I'={ke K:qk,s)=0 paraalgin s€ C y Re(s)=0}.

Puesto que las raices del cuasi-polinomio ¢(k, s) son funciones continuas de los parametros
[60], el conjunto I' divide a K en subregiones con un nimero constante de raices complejas
con parte real positiva, esto es,

K=KyUK UK, U---,
donde
K,,={k € K :q(k,s) tiene exactamente m raices con parte real positiva}.

Entonces, el conjunto K, se denomina region de estabilidad del cuasi-polinomio ¢(k, s).
Definimos la funcion de la abscisa de estabilidad o : K — R por

a(k) = sup{Re(s) : q(k,s) = 0}.
Notamos que
a(k) <0 paratodo k€ K.

Para una subregion D C K tal que su frontera 0D es un subconjunto de I', la abscisa
de estabilidad del quasi-polinomio ¢(k, s) correspondiente a la region D esta definida por

o =inf{a(k) : k € D}.
Si existe un punto k* € D tal que
o = a(k"),

decimos que k£* es un punto de mejor desempeno de la region D, y si existe una raiz
s* = o* +iw* tal que a(k*) = Re(s*), entonces a* = o*.

El objetivo es determinar los puntos k* de mejor desempeino de una regién D y las raices
s* en donde se alcanza la abscisa de estabilidad o*.

4.3. Sistemas lineales con retardo

En esta seccion se explica a qué clase de cuasi-polinomios se aplicaran los conceptos de
punto de mejor desempeno y de abscisa de estabilidad.
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Consideremos un sistema SISO-LTI a lazo cerrado con un controlador cuya ecuacion

caracteristica conduce a un cuasi-polinomio de la forma

q(k,s) = po(n,s) + pi(n,s)e ", (4.1)

donde py y p1 son polinomios con coeficientes reales tales que el grado de py es mayor
que el grado de p1, n = (1,72, ..., Mu—1) son parametros del sistema o el controlador y el
retardo 7 > 0 puede ser un parametro del controlador o un pardmetro inherente al sistema.
Entonces, el vector k = (11, M2, ..., Mn—1, 7) denota todos los parametros del cuasi-polinomio
(4.1). La estabilidad del sistema a lazo cerrado esté determinada por la ubicacion de las
raices de (4.1) en el plano complejo y estas raices son funciones continuas del vector k € K,
ver [60].

Puesto que un cuasi-polinomio de la forma (4.1) es la ecuaciéon caracteristica de un
sistema lineal invariante con retardo, en este caso, la funcién de la abscisa de estabilidad
recibe el nombre de funcion de la abscisa espectral y la abscisa de estabilidad se llama
abscisa espectral.

Lema 1. [57] Para el cuasi-polinomio (4.1), la funcion de la abscisa espectral o es una

funcion continua.
Observacioén 1. Cuando D es un conjunto compacto, existe un punto k* € D tal que
af = a(kY),
y entonces k* es un punto de mejor desempeno de la regién D.

Lema 2. [57] Sea y(t) la solucion de un sistema cuyo cuasi-polinomio es (4.1). Sio > o,

existe una constante L tal que
ly(t)| < L||¢|l-e”*  para todo t >0,

donde ¢ es la condicion inicial en el intervalo [—7,0], ||@|l- = méx{|o(s)| : s € [-7,0]} y

| - | denota la norma euclideana.

Observacion 2. Si la abscisa espectral o < 0 y ponemos ¢ = o* en el Lema 6, entonces
y(t) — 0 conforme t — +o00, y podemos decir que —a* es la cota mdzima de decaimiento
de la solucion y(t). En este capitulo estamos interesados en encontrar los parametros k* de
una region D en donde el cuasi-polinomio (4.1) tiene raices que alcanzan la cota maxima

de decaimiento.
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4.4. Regiones de o-estabilidad

En esta seccion se definen las regiones de o-estabilidad y se establecen algunas de las
propiedades que permitiran calcular los puntos de mejor desempeno de una regiéon y la
abscisa espectral.

Supongamos que D es una subregion compacta de K tal que £ = 90D C I'. Para o <0,
definimos la region de o-estabilidad del cuasi-polinomio ¢(k, s) por

Dy,={keD:qk,s)=0 y Re(s) <o}. (4.2)
En términos de la funcion de la abscisa espectral, tenemos que
Dy,={keD:alk) <o} (4.3)

Claramente,
Dy=D y D, CD,, para o1 < 03.

Proposicion 5. D, es un conjunto compacto para cada o < 0.

Demostracion. Dy = D es un conjunto compacto porque por hipotesis D es un conjunto
compacto.

Supongamos que o < 0. S6lo tenemos que probar que D, es un conjunto cerrado. Sea
{k;} una sucesi6n de puntos en D,. Debemos probar que {k;} tiene una subsucesién que
converge a un punto de D,. Como {k;} C D y D es un conjunto compacto, existe una
subsucesion de {k;} que converge a un punto k& € D. Para no introducir més notacion,
podemos asumir que toda la sucesion {k;} converge a k. Tenemos que «a(k;) < o para
j =1,2,.... Haciendo que j — +o00, obtenemos que (k) < o. Por lo tanto, k € D, y D,
es un conjunto compacto. 0

La Proposicién 16 implica que para cada o < 0, existe un punto & € D, tal que
a(kr) = min{a(k) : k € D,}.

Esto significa que cada regiéon de o-estabilidad tiene al menos un punto de mejor desempeno

k% y una cota maxima de decaimiento —a(k}).

Proposicion 6. Sea D C Ky una subregion compacta con 0D C I'. Entonces,

(i) los valores de o de sus regiones de o-estabilidad satisfacen la desigualdad o < o <0,
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(ii) ki € D, para cada o € [a*,0], y
(i11) a(k) = o para cada o € [a*,0].
Demostracion. (i) Para o <0, sea
f(o) =min{a(k) : k € D,}
la funcién de las abscisas espectrales. Entonces,

flo) <o

y como D, C D, para o < 0, tenemos que

Por lo tanto,

o =a(ky) = f(0) <o. (4.4)

(ii) Esta propiedad se sigue de la desigualdad (4.4).
(iii) Tomemos o € [a*,0]. Por la parte (ii), k§ € D, y debemos tener que a(k}) < a(kf).
Pero como k) € Dy, tenemos que a(kj) < a(kX). Por lo tanto, a(k) = a(kg). O

De ahora en adelante podemos decir que en cada region de o-estabilidad estamos bus-
cando el punto de mejor desempenio £* = kj y la cota maxima de decaimiento o* = ag.

Proposiciéon 7. Para cada 0 < 0, E, ={k € D : a(k) = o} es un conjunto compacto,
E,=dD,yD= | E,.

a*<o<0
Demostracion. Puede probarse que E, es un conjunto compacto de la misma manera que
lo hicimos para D, en la Proposiciéon 16.
Que la frontera de D, se obtiene cuando ocurre la igualdad en la desigualdad de la

ecuacion (4.3) se debe a que « es una funcion continua.

Laigualdad D = |J FE, se sigue de la definicion de D, y la Proposicion 17. [

a*<o<0
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4.5. Raices en los puntos de mejor desempeno

En esta seccion se establecen algunas condiciones necesarias que satisfacen las raices del
cuasi-polinomio ¢(k, s) en los puntos de mejor desempeno.

Por la parte (ii) de la Proposicion 17, tenemos que k* € D, y estamos interesados en
los casos en que Dy« = {k*} = E.

Observaciéon 3. Sea A la funciéon racional definida por

o) =203

I

donde py and p; son los coeficientes polinomiales del cuasi-polinomio ¢(k, s) en (4.1). Puesto
que el grado de py es méas grande que el grado de p;, entonces para cualquier 7 fijo, tenemos
que A(n,s) — 0 cuando s — oo. Puede probarse que para un £; > 0 dado, existen
constantes 0; > 0y M; > 0 tales que

[A(n, 5)] < &1

para [|n — 7| < é1y [s| > M.
Ahora, cualquier raiz s del cuasi-polinomio ¢(k, s) satisface la ecuacion

e’ = An, 5),

y recordamos que k = (n,7) con 7 > 0.

Supongamos que k= (1, 7) es fijo y sean o1 < 02 < 0 dados. Usando la Observacion 3,
podemos obtener constantes d, > 0y My > 0 tales que si ||k — k|| < 65 y s es una rafz del
cuasi-polinomiao ¢(k, s) que satisface la desigualdad o1 < Re(s) < o9, entonces también
satisface

Im(s)| < Ms.

Puesto que ¢(k,s) es una funcién analitica, tenemos que si ||k — k|| < 85, entonces el
cuasi-polinomio ¢(k, s) sélo puede tener un ntimero finito de raices en la franja vertical
{s € C: 01 <Re(s) < o9} y estan contenidas en el rectangulo con vértices o1 + iM;y and
o9 M.

Proposicién 8. Sea keD fijo y denotemos por §; para j = 0,1,... las raices del cuasi-

polinomio q(/%, s). Supongamos que 8 es la inica raiz simple (real o compleja) que satisface

a(k) = sup{Re(3;) : j = 0,1,...} = Re(59) < 0,
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Sis;, j=0,1,..., denotan las raices del cuasi-polinomio q(k,s), entonces ezxiste un 6 > 0

tal que so es la unica raiz simple (real o compleja) que satisface
a(k) =sup{Re(s;) : 7 =0,1,...} = Re(so)
para ||k — k| < 6.

Demostracion. Por hipotesis

~

g0 = a(k) —sup{Re(s;) : j =1,2,...} >0,

y sea
1 ~
e=35 min(—a(k), o),
que también es positivo. Entonces, el cuasi-polinomio q(l%, s) tiene sélamente la raiz Sy (y
posiblemente su conjugada) en la franja vertical

{s € C: 01 <Re(s) <oy},

~ ~

donde 01 = a(k) — e, y 03 = a(k) + . Ahora, por el teorema de Rouché [20], existe un
§ > 0 tal que si ||k — k|| < 0, el cuasi-polinomio ¢(k, s) tiene solo la raiz s, (y posiblemente
su conjugada) en el rectangulo con vértices oy +iMs y o9 £+ iM,. O

Observacion 4. Esto nos dice que si un valor de la funcion de la abscisa espectral se
alcanza en una sola raiz simple esta condicién se mantiene para pequenas variaciones de
los pardametros.

Los siguientes resultados muestran que la abscisa espectral no puede ser alcanzada en
una sola raiz simple del cuasi-polinomio ¢(k*, s).

Proposiciéon 9. Sea D C Ky una subregion compacta y supongamos que existe una sola
raiz real s* del cuasi-polinomio q(k*, s) tal que a(k*) = s*, donde Vq(k*, s*) # 0. Entonces,

s* no puede ser una raiz simple.

Demostracion. Supongamos que «(k*) se alcanza en una sola raiz real simple s* de ¢(k*, s).
Entonces,

a(k*) = min{a(k) : k € D} = s,
donde

a(k) = sup{Re(s) : q(k,s) = 0}.
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* : . * * % 0 %k
Puesto que s* es una raiz real simple de ¢(k*, s), tenemos que q(k*,s*) = 0y gL(k*,s*) #
0. Por el teorema de la funcién implicita, existe una vecindad U de k* y una funcion
continuamente derivable ¢ : U — R tal que s* = ¢(k*) v q(k, s) = 0, donde s = ¢(k) para
todo k € U. Eligiendo U suficientemente pequeno, de la Proposicion 8, tenemos que

a(k) = (k) paratodo ke U.

Ahora por la regla de la cadena
—1

Vo) = gy
24, )

Vq(k*, %) £ 0

y la derivada direccional de ¢ at k* en la direccién de un vector unitario u estad dada por

dg

—(k*) = Vp(k*) - u.

20 = V(k)
Tomando u = —%, vemos que la funcién ¢(k) puede decrecer un poco mas en esta
direccion. Esta contradiccion prueba que s* no puede ser una raiz simple. O

Observacion 5. Esto significa que la abscisa espectral no puede ocurrir en una sola
raiz real simple.
En lo que sigue, elegimos dos componentes k; v kg del vector k£ y mantenemos fijas las

otras componentes. Al hacer esto, estamos asumiendo que K es un subconjunto del plano
R2.
Proposicién 10. Sea D C Ky C R? una subregion compacta y supongamos que existe una
sola raiz compleja s* del cuasi-polinomio q(k*,s) tal que a(k*) = Re(s*), donde
dq 9q
Im | —(k*,s")=—
Okl( )8k52

Entonces, s* no puede ser una raiz simple.

(k*,s*)| #0. (4.5)

Demostracion. Supongamos que a(k*) se alcanza en una sola raiz compleja simple s* =

o* 4+ iw* de ¢(k*, s). Entonces,
a(k®) =min{a(k) : k € D} =0",

donde a(k) = sup{Re(s) : q(k,s) = 0}. Puesto que s* es una raiz simple de q(k*,s),

tenemos que q(k*,s*) =0y %(k:*, s*) # 0, donde ahora ”%” significa derivada compleja.

Si escribimos
Q(k7 8) - u<k17 k27 g, (,4)) + Z.U(kly k27 g, W),
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donde k = (k1,ks) y s = 0 + iw, entonces (kf, k3, 0", w*) satisface el sistema
u(ky, ke, o,w) =0y v(ky, ke, o,w) = 0.

El Jacobiano de las funciones u y v respecto a las variables o y w esta dado por
2

O(u, v) dq
ki, k =|—(k
(3(0,(,0)( 1, 27an) ‘88( ,S) ’
donde | - | denota el modulo de un nimero complejo. Puesto que %(k*,s*) % 0, por el

teorema de la funcion implicita, existe una vecindad U de k* y dos funciones continuamente
derivables ¢, ¢ : U — R tales que (0*,w*) = (p(k*), ¥ (k*)) v

u(k,o,w) =0y v(k,o,w) =0,

donde 0 = ¢(k) y w = ¢(k) para todo k € U. Eligiendo U suficientemente pequena, de la
Proposicion 8, tenemos que

a(k) = p(k) paratodo keU.

Ahora, por la condicion (4.5) y la regla de la cadena, tenemos que

VgO(k’ ): 9q (k* *) |2 8771 87711 ! 8; 87112 750
Ds » S )| do  Oo 0o Oo (k*p*w*)
La derivada direccional de ¢ en £* en la direcciéon de un vector unitario u estd dada por
Iy
—(k*) =Vo(k*) - u.
2 (k) = Ve(k)
Tomando u = —%, vemos que la funcion ¢(k) puede decrecer un poco maés en esta
direccion. Esta contradiccion prueba que s* no puede ser una raiz simple. O

Observacion 6. FEsto significa que la abscisa espectral no puede ocurrir en una sola
raiz compleja simple. Es asi que las Proposiciones 9 y 10 complementan el resultado méas
preciso pero menos general del Teorema 7.6 en [57].

Observacion 7. De las Proposiciones 9 y 10, tenemos que la abscisa espectral puede

ser alcanzada en las siguientes configuracions de raices:

i. una sola raiz miltiple que puede ser real o compleja,
ii. una combinacién de una raiz real y una o mas raices complejas, y

iii. dos 0 mas raices complejas.

Este conocimiento nos ayudara a escribir un sistema de ecuaciones para calcular £* y .
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4.6. Metodologia para determinar los puntos de mejor

desempeno

En esta seccion se analiza la contraccion de las regiones de o-estabilidad para obtener una
metodologia que ayuda a determinar los puntos de mejor desempeno. Esto es, se estudia
el comportamiento de las curvas planas E, conforme o tiende a o* y D,« consiste de un
solo punto: Dy« = E, = {k*}.

Supongamos que D es una subregion compacta de Ky C R? tal que E = 0D C I'. Una
parametrizacion de los conjuntos E, = 0D, puede estar formada por varias secciones de
los siguientes dos tipos de curvas, ver Figura 4.1.

Sea k = (ki,ko) € Dy s =0 + iw, donde o,w € R.

(i) Si w # 0, podemos escribir
q(k, o +iw) = ulky, ke, 0, w) + iv(ky, k2, 0, w),

y tenemos que

q(k,o0+iw) =0

si y solo si

u(ky, ke, o,w) =0y v(ky, kg, 0,w) =0.

Asumiendo que las condiciones del teorema de la funcién implicita se satisfacen,
podemos resolver ki vy ko en términos de w, y obtener una parametrizacion de la

forma

k=~(o,w), donde w € [wy,ws). (4.6)

(ii) Siw =0, entonces

Q(k70) = u(kla k2a07 0) =0.

Otra vez, asumiendo que las condiciones del teorema de la funcién implicita se satis-
facen, podemos resolver, digamos, ks en términos de k; = t y obtener una parame-

trizacion de la forma

k= B(0,t), donde t€ [t1,t)]. (4.7)
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y(o,w)
Figura 4.1: E, es la frontera de D,.

Sean a = (ay,ay) y b= (by,by) dos vectores en el plano R%. Se dice que el vector b esta a
la izquierda del vector a si el determinante cuyos renglones son los vectores a y b en este
orden es positivo, esto es,

a ay as
b by by

Supongamos que para alguna region D las fronteras E, de las regiones de o-estabilidad

estan parametrizadas por las curvas y(o,w) con w € [wy(0),wq(0)] y o € [a*,0]. Por la

regla de la cadena, tenemos que

> 0. (4.8)

[ 2k, 0,w) %(k,a,w)] [%(J,w) %(U,w)]
dkl(k‘ o,w) g—é(/{,a,w) a—f(a,w) %?(U w)
B a—z(kr,a,w) a—g(k:,a,w)
_[g—g(k,a,w) %-g(k,a,w)]' (4.9)
)

B)
Tomando traspuesta en ambos lados de (4.

[20], obtenemos que

o O
[ M (g w) 22(

|
1

B
—~
o
Q 9

€

(%(kaw)]

%(U,w) 872 Fi o (k,o,w)
B a (k,o,w) —%(k,a,w) (4.10)
N aU(k:,(j, w) —g—g(ha,w) ' '

Ahora, tomando determinantes en ambos lados de (4.10) y usando la notacion introducida

n (4.8), podemos escribir

al o,Ww u,v
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donde O(u,v)/0(k1, k2) denota el Jacobiano de las funciones u y v respecto a las variables
kiy ko.

El vector S—Z(a, w) es tangente a la curva (o, -) en el punto (o, w) e indica la direccion en
la que el punto (o, w) se moveréa conforme w varia. De manera similar, el vector g—g(a, w)
es tangente a la curva y(-,w) en el punto vy(o,w) e indica la direccion en la que el punto

v(o,w) se mueve conforme o varia.

Proposicién 11. Supongamos que las curvas (o, w) orientadas positivamente, donde w €

[wi(0),wa(0)] and o € [a*,0], son una parametrizacidn de los conjuntos E, y que

O(u,v)
O(k1, k2)

para k € D, w € [w1(0),w2(0)] y o € [a*,0]. Entonces, los conjuntos E, se contraen hasta

(k,o,w) <0 (4.12)

el conjunto E.- conforme o — .

Demostracion. La ecuacion (4.11) y la condicion (4.12) implican que el vector %(a, w)

siempre esté a la izquierda del vector g—l(a, w). O

Observacién 8. Un calculo directo muestra que

d(u,v)
O(k1, k2)

que es el lado izquierdo de (4.5).

i [94 g) 08
(kZ,O',W)—Im —(k,S)a—k:Q(k?,S) )

Notamos que la curva S(o,t) = (51(0,t), 52(0,t)) satisface la ecuacion

q[p1(o,t), Ba2(0,t),0,0] =0,

y la curva y(o,w) = (71(0,w), v2(0,w)) satisface las ecuaciones

A (0,0), 1a(0,w), 0,0 =0 para w £ 0.
Proposicion 12. Si los limites

T (07 O) = wli%l_’_ T (07 w)

72(0,0) := lim 72(0,0)

existen, y el parametro t en (4.7) se elige de tal manera que
61(0-7 t) - Vl(o-a 0)7

entonces

Pa(o,t) = 72(0,0).
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Demostracion. El resultado se sigue de la unicidad de la solucién dada por el teorema de

la funcion implicita. O]

Observacion 9. En seguida se describen cuatro formas en las que la frontera F, puede

contraerse hasta k* conforme o — o*.

(a)

4.7.

Si para un cuasi-polinomio ¢(k,s) la abscisa espectral o* se alcanza en una raiz
que corresponde a un punto donde las curvas 5(o,t) y v(o,w) convergen conforme
w — 0+, entonces o satisface la ecuacion

q(k, o) =0. (4.13)
Aqui, o se alcanza en una raiz real.

Sit = (0o,w) y para un cuasi-polinomio ¢(k, s) la abscisa espectral o* se alcanza en
una raiz que corresponde a punto donde las curvas (o, t) and v(o,w) se intersectan,

entonces existe un valor de w tal que o satisface la ecuacion
flo,w) =0, (4.14)
donde f(o,w) = Pa(0,71(0,w))—72(0,w). Asumiendo que o = g(w) y puesto que a* es

un valor extremo de esta funcion, entonces el punto (o*,w*), donde o* = g(w*) = a*,

af
Oow

Resolviendo (4.14)-(4.15), podemos obtener o*. Aqui a* se alcanza en ambas: una

satisface la ecuacion
(o,w) = 0. (4.15)

raiz real y una raiz compleja.

Si s6lo una seccion de la curva y(o,w) converge a k*, entonces a* se alcanza en una

raiz compleja multiple de g(k*, s).

Si varias secciones de la curva v(o,w) convergen a k*, entonces a* se alcanza en varias

raices complejas de q(k*, s).

Ejemplos ilustrativos: puntos de mejor desempeno

y cota maxima de decaimiento

En esta seccion del capitulo, se aplican los resultados previos para obtener aproximaciones

numéricas de los puntos de mejor desempeno y la abscisa espectral de algunos cuasi-

polinomios y sus regiones de estabilidad.
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4.7.1. Controlador PI: 1 raiz real simple y 1 raiz compleja simple

con su conjugada

Un sistema de segundo orden descrito por la funcién de transferencia

(s —2)e %

H(s) —
() s — %S + 14—3
conduce al cuasi-polinomio
1 13
q(k,s) = s* — 532 + Vs + (s — 2)(kps + k;)e >, (4.16)

donde el parametro k = (k,, k;) esta formado por las ganancias de un controlador proporcional-
integral (PI), ver [56]. En el plano de los pardmetros k,k;, la Figura 4.2(a) muestra las
regiones de o-estabilidad D, para ¢ = 0, —0.04, —0.15 correspondientes al cuasi-polinomio
(4.16).

Para obtener una aproximacion de k£* y a* se efectiian los siguientes pasos:

(i) Determinar y dibujar la region de o-estabilidad Dj.

(ii) Obtener una aproximacion inicial k° de k*, digamos con la herramienta GetCoordinates

de Mathematica.

(iii) Escribir una subrutina para la funcion de la abscisa espectral y evaluar en k° para

obtener una aproximacion inicial (0, w?) de (0%, w*).

(iv) Usar el método de Newton con la aproximacion inicial (o9, w?) para resolver el siste-
ma de orden 2 x 2, (4.14)-(4.15). Esto produce una mejor aproximacion (o', w') de

(0*,w*). La aproximacion requrida para o* es o'.
(v) k' =~v(o!,w') es una mejor aproximacion de k* que &°.

Los resultados numéricos de este procedimiento se muestran en la Tabla 4.1. El punto
de mejor desempeno k* esta graficado en color rojo en las Figuras 4.2(a) y 4.2(b). Aqui,
o* y o* £ iw* son raices simples del cuasi-polinomio ¢(k*, s), con o* = a* = —0.18183633
y k* = (—0.42453403, —0.2726568).

Tabla 4.1: Iteraciones para determinar k* y o* del cuasi-polinomio (4.16).
n | k" (o™, w™)

0 | (-0.4241,-0.2729) (-0.18147035,-2.0045556)

1 | (-0.42453403,-0.2726568) (-0.18183633,-2.005537)
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Figura 4.2: (a) Regiones de o-estabilidad D, para o = 0,—0.04, —.15 y el punto de mejor de-
sempeno k* correspondientes al cuasi-polinomio (4.16). (b) Grafica 3D de la funcion de la abscisa

espectral o = a(kp, k;) en la region Dy.

4.7.2. Ecuacién de tipo retardado: 1 raiz compleja doble

La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial de tipo retardado
§(t) + kgt — 1) + kay(t) = 0

es el cuasi-polinomio
q(k,s) = s> + ky + kyse™, (4.17)

donde k = (k1, k2), ver [46]. En el plano de los parametros kik», la Figura 4.3(a) muestra
las regiones de o-estabilidad D, para o = 0, —0.1, —0.4 correspondientes al cuasi-polinomio
(4.17).

En este caso, para obtener una aproximacion de k* y a*, se efectiian los siguientes pasos:

(i) Determinar y dibujar la region de o-estabilidad Dy.

(ii) Obtener una aproximacion inicial k° of k*, digamos con la herramienta GetCoordinates
de Mathematica.

(iii) Escribir una subrutina para la funcion de la abscisa espectral y evaluar en k° para

obtener una aproximacion inicial (¢%,w°) de (o, w*).
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(iv) Usar el método de Newton con la aproximacion inicial (k°, 00 ) para el sistema

4x4, q(k,s) =0y ¢(k,s) = 0. Esto produce una mejor aproximacion (k', o', w') de

k* o* w*). La aproximacion requrida para a* es o'.
] M

A
a /
/
P o
N o
PR /
Xy;

(a) (b)
Figura 4.3: (a) Regiones de o-estabilidad D, para o = 0, —0.1, —0.4 y el punto de mejor desempenio
k* correspondientes al cuasi-polinomio (4.17). (b) Grafica 3D de la funcion de la abscisa espectral

a = a(ky, ko) en la region Dy.

Los resultados numéricos de este procedimiento se muestran en la Tabla 4.2. El punto
de mejor desempeno k* esta graficado en color rojo en las Figuras. 4.3(a) y 4.3(b). Aqui,

0* £ iw* son raices dobles del cuasi-polinomio ¢(k*,s), con o* = o = —0.93438980 y
k* = (—0.70786186, 10.749195).

Tabla 4.2: Iteraciones para determinar k* y o del cuasi-polinomio (4.17).
n | k" (o™, w™)

0 | (-0.7037, 10.73) (-0.83763516, -3.3548124)

1 | (-0.70786186, 10.749195) (-0.93438980, -3.3911160)

4.7.3. Controlador PR: 3 raices complejas simples

El cuasi-polinomio correspondiente al sistema marginalmente estable con funcién de trans-

ferencia

0.038
s+ 0.1276s% + 9.336452 + 1.1484s + 3.0276’

G(s) =
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sujeto a un controlador PR de la forma
C(s) =k, + ke ™
es

q(k,s) = s*40.12765> + 9.33645% + 1.1484s
+ 3.0276 + 0.038(k, + ke ™), (4.18)

donde el pardametro k = (k,, k,) consiste de las ganancias controlador. En el plano de
los parametros kyk,, la Figura 4.4(a) muestra las regiones de o-estabilidad D, para o =
0,—0.015, —0.04, —0.065 con parametro de retardo 7 = 5, ver [33].

En este caso, para obtener una aproximacion de k* y a*, se efectiian los siguientes pasos:

(i) Determinar y dibujar la region de o-estabilidad Dy.

(ii) Obtener una aproximacion inicial k° of k*, digamos con la herramienta GetCoordinates
de Mathematica.

(iii) Escribir una subrutina para la funcion de la abscisa espectral y evaluar en kY para

obtener una aproximacion inicial (69, w? wg wY) de (0%, w}, w3, w}).

(iv) Usar el método de Newton con la aproximacion inicial (k°,0%w wl w?) para resolver

el sistema 6x6, q(k,0+iw; ) =0, q(k,0+iws) =0, q(k,0+Hws)=0. Esto produce una mejor
aproximacion (k' o' wi,wi, wi) de (k*, 0*, w}f, w3, w}). Las aproximaciones requridas

para o* y k* son o' y k!, respectivamente.

Los resultados numéricos de este procedimiento se muestran en la Tabla 4.3. EI punto
de mejor desempeno k* esta graficado en color rojo en las Figuras 4.4(a) y 4.4(b). Aqui,
o* Liws, 0" Liws y o £ iw} son raices complejas simples del cuasi-polinomio ¢(k*, s), con
o* =a* = —0.0713859 y k* = (130.231, 80.5469).

Tabla 4.3: Iteraciones para determinar k* y o* del cuasi-polinomio (4.18).

n| k" (o™, Wi, wh, wy)
0 (131, 80.39) (—0.0707666,0.632489,1.26097,2.95299)
1 (130.231,80.5469) (—0.0713859,0.631815,1.26049,2.95395)
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Figura 4.4: (a) Regiones de o-estabilidad para o = 0, —0.015, —0.04, —0.065 y el punto de mejor
desempetlo k* correspondientes al cuasi-polinomio (4.18). (b) Grafica 3D de la funcion de la abscisa

espectral o = a(kp, k;) en la region Dy.

4.7.4. Controlador PR: 1 raiz real triple
Sean 6, y b constantes positivas. El cuasi-polinomio
q(k,s) = s* + 26vs + v + bk, — bk,e™ ™ (4.19)
es la ecuacion caracteristica del sistema de segundo orden
§i(t) + 26vy(t) + v2y(t) = bu(t)
sujeto a un control proporcional-retardado (PR) de la forma
u(t) = kpy(t) + kry(t — 7),

donde k,, k, y 7 son niimeros reales con 7 positivo.

Haciendo k = (7, k;), se permite que el parametro del retardo 7 y la ganancia del control
k, varien, mientras que los otros parametros permanecen fijos, ver [91].

Sean b = 1,v = 2.3968,6 = 0.00055 y k, = 5. En el plano de los parametros 7k,, la Figura
4.5(a) muestra la regiones de o-estabilidad D, para 0 = —0.1,—0.5, —1 correspondientes
al cuasi-polinomio (4.19).
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=

(a) (b)
Figura 4.5: (a) Regiones de o-estabilidad para o = —0.1, —0.5, —1 y el punto de mejor desempeno
k* correspondientes al cuasi-polinomio (4.19). (b) Grafica 3D de la funcion de la abscisa espectral

a = «(T, k) en la region Dy.

Bajo ciertas condiciones [12], el cuasi-polinomio (4.19) tiene una raiz real triple dominante
que reune las condiciones de la Observacion 9. Una demostracion alternativa al resultado
en [12] estd en el Apéndice 4.9. Usando las formulas (4.27)-(4.29), podemos ver que el
punto de mejor desempeno es k* = (7%, k) = (0.305073,7.90229) y a* = —3.27922. En las
Figuras. 4.5(a) y 4.5(b), el punto de mejor desempeno k* esta graficado en color rojo.

4.8. Conclusion

En este capitulo se presenta un anlisis para determinar los parametros (incluyendo el
retardo) de un controlador que proporciona la cota maxima de decaimiento de la respuesta
del sistema a lazo cerrado para un sistema lineal invariante en el tiempo con retardo. Este
analisis conduce a una metodologia para obtener los puntos de mejor desempeno para con-
troladores que se usan para estabilizar sistemas a lazo cerrado cuya ecuacién caracteristica
es un cuasi-polinomio. Lo anterior depende de resultados que ayudan a entender el compor-
tamiento de la funcién de la abscisa espectral. Para ilustrar la variedad de aplicaion de los
resultados obtenidos, se pesentan con éxito algunos ejemplos en los que las metodologias
actuales no puede ser aplicadas.
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4.9. Apéndice

Controlador PR: 1 raiz real triple

En este ejemplo, para encontrar una raiz que retina las condiciones necesarias de la
Obervacion 9, se relacionan los resultados obtenidos con los conceptos de grado de un cuasi-
polinomio, raiz dominante y multiplicidad maximal |52, 54]. Para probar la dominancia de
la raiz de multiplicidad maximal, se usa el teorema de Taylor como demostracion alternativa
a la dada en [12].

El grado del cuasi-polinomio
q(s) =s*+ As+ B+ Ce ™™, (4.20)

donde A, B,C y 7T son constantes con C' # 0y 7 > 0 es 3 y todas sus raices tienen
multiplicidad < 3, ver |73], p. 144.

Una raiz s* del cuasi-polinomio (4.20) es de multiplicidad mazimal si tiene multiplicidad
3.

Una raiz s¢ del cuasi-polinomio (4.20) es dominante si para cualquier otra raiz s, se tiene
que Re(s) < Re(sp).

Notamos que una raiz en la que la se alcanza la abscisa espectral es necesariamente

dominante.

Proposiciéon 13. Si el cuasi-polinomio (4.20) tiene una raiz de multiplicidad mazimal,

entonces esta raiz es dominante.

Demostracion. Resolviendo para A, By C el sistema

q(s)=0, d(s)=0 y ¢'(s)=0,

se obtiene que

A _2(14—73)’ B 72524—22734—2 (1.21)
T T
y
C= —Qj: (4.22)
Sea
= A1 (4.23)
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Haciendo un cambio de escala y una traslacion, se define el cuasi-polinomio

p(s) = 71%q (; + so>

A27.2 o Ar

= s> —2s+1+Br?— + Cr2ez 5t

Si las ecuaciones (4.21)-(4.22) se satisfacen, p tiene una raiz triple en s = 0, y
p(s) = (—1)"0726%_8+1 para n=3,4,....

Por el teorema de Taylor,

1 1 /[°
ps) = 90+ + 5 O 45 [ 80— 02 d
0
1 r s
= ——CT2€A2+1/ e (s —t)*dt.
2 0
Haciendo el cambio de variable t = us, se tiene que

1 , !
p(s) = —507'2336A2+1/ e (1 —u)? du. (4.24)
0

De (4.24), se ve que si p(s) =0y s # 0, entonces s € C. Sea s = ¢ + iw, donde w > 0. Asi,

tenemos que

1 1
/ e (1 —u)?du = / et (1 — )2 du
0 0
1 1
:/ e~ 7" (1—u)? cos wu du +i/ e~ 7" (1 —u)? sen wu du.
0 0
Sip(s) =0y s # 0, entonces

1
/ e 7"(1 —u)? coswudu = 0 (4.25)
0

1
/ e 7%(1 — u)?sen wu du = 0. (4.26)
0

La ecuacion (4.25) implica que w > 7 y la ecuacion (4.26) implica que w > 7. Es asi que
w>T.

Ahora, puesto que

§2—25+2—2e°

1
—us(q _ 2 du =
/0 e (1 —u)du 3 ,
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de (4.24), se tiene que

1 aT
p(s) = —507267+1(82 —25+2—2e°).

Si p(s) = 0, entonces

52 —-25+2—2e°=0,
275 = (s — 1) +1,
el =](s =1+ 1 = (s = 1)*| = 1=|s = 1= 1,
27> (-1 +w?—1>7"-1>38,

e’ < %
y
o< —In(4) <0.
Por lo tanto, s = 0 es una raiz domiante para p y sy es una raiz dominante para q. O

Resolviendo para 7 las ecuaciones (4.21), se obtiene que

2
De (4.23),
A 1
y de la ecuacion (4.22),
2670

(4.29)



Capitulo 5

Estabilidad de Hurwitz para familias de

polinomios

5.1. Introduccion

La estabilidad de Hurwitz esta relacionada con sistemas continuos, mientras que la esta-
biliadad de Schur esta relacionada con sistemas discretos. Puesto que existe una funcion
biyectiva, como la transformacion de Méebius w = (2 +1)/(z — 1), que convierte el circulo
unitario en el semiplano izquierdo, teéricamente los mismos criterios de estabilidad pueden
ser aplicados en ambos casos pero se prefieren criterios especificos para cada uno [38].

5.2. Formulacion del problema y contribucién

Ahora se formula el problema a estudiar, con una breve descripciéon de la contribucion.

Una funcién de la forma
fla,z) = ag + aw + apr® + -+ + ™, (5.1)

donde a = (ag, ay,...,a,) € R" y o, # 0, se llama polinomio de grado n con coeficientes
reales. Se dice que el polinomio (6.1) es estable (o Hurwitz estable) si y solo si todas sus
raices estan en el semiplano izquierdo abierto del plano complejo.

Para un conjunto A C R*!,

Sa={f(a,z):a € A}

%)
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es la familia de polinomios de la forma (6.1) cuyos coeficientes estan en A. El estudio de
la familia 4 depende del conjunto A y de la norma que se elija para R"™!. En particular:

= Si D, es una bola (n + 1)-dimensional (diamante) respecto a la l-norma [37] con
centro ¢ = (¢, c1, ..., ¢,) € R* y radio r > 0 de la forma
D, ={a € R" :|ag — co| + |y — 1| + - + | — cu] < 7], (5.2)
la coleccion §p, se conoce como familia de polinomios diamante. El diamante D,, tiene
2(n + 1) vértices de la forma (co,...,cj—1,¢; £7,¢j11,...,¢,) para j =0,1,...,n.
» Si B, es una caja (n + 1)-dimensional de la forma

BTL = [ZO,UO] X [llaul] X X [lnaun] (5 3)
= {a=(a,a1,...,a,) ER" : [; <@j <wyparaj=0,1,...,n}, '

la coleccion §p, se conoce como familia de polinomios de intervalo. Los intervalos
[l;,u;] representan la incertidumbre paramétrica en los coeficientes del polinomio
(6.1). La caja B, tiene 2"*! vértices de la forma (ag, a1, ..., ay), donde a; € {l;,u;}

para 3 =0,1,...,n.

= Si S, es una bola (n + 1)-dimensional (esfera sélida) respecto a la 2-normal37| con
centro ¢ = (co, c1, ..., ¢,) € R™ y radio r > 0 de la forma

S, ={aeR"™ : (ag—cp)*+ (a1 — c1)? + - + (a, — cn)® < 12}, (5.4)
la coleccion §g, se llama familia de polinomios bola. La bola S,, no tiene vértices.

Definicion 1. [8] Una familia §4 es estable (o Hurwitz estable) si y solo si cada uno de

sus elementos es un polinomio estable.

Un criterio para determinar la estabilidad de una familia de polinomios diamante es el

siguiente.

Teorema 5. (Barmish [7]) Sean ¢/, j = 1, ...,8, los puntos (vértices) del diamante D,
definidos por

q1’2 = (CO *r,ci,c0,. .., Ch2,Cn1, Cn)’

¢** = (co,c1 £7,Coy. .y Cr2y Cp1, Cn),

q5’6 = (CO,Cl,CQ,...,Cn_Q,Cn_l j:T; Cn)u Y

q7’8 = (Co,Cl,CQ,.--,Cn—Q;Cn—lycnj:T)' (55)
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Asumir que |cj| > r para j = 0,1,...,n. La familia §p, es estable si y sdlo si los ocho
polinomios
f(@%x) = fle,x) £ra" y f(g™%2) = fe,x) £ra” (5.6)

son estables.

El criterio mas conocido para determinar estabilidad de una familia de polinomios de

intervalo es el siguiente.

Teorema 6. (Kharitonov [43]) Sean k?, j =1, ... 4, los puntos (vértices) de la caja B,
definidos por

kl = <l07 ll; U2, U3, l47 l57 .- ')7 k2 = (Uo, Uy, l27 l37 Ug, Us,y - - )

k?’ = <l07u17u27l37l47u57"') Yy k4 = (u07ll7l27u37u47l57"')' (57)

La familia §p, es estable si y solo si los cuatro polinomios

f(EY 2) = 1o + Lo + uga® + usa® + lya* + ls2® + - -+,

f(k'va) = up + u T + L + 323 + wgrt + usa® + - - -,

fE,2) = lo +wx + upx? + 132 + lyx* +usz® + -+, g

f(E*, 2) = up + L + lha® + usa® + uga® + lsz® + - - (5.8)

son estables.

El siguiente resultado dice como encontrar la bola estable mas grande con centro en un

polinomio estable.

Teorema 7. (Soh [86]) Suponer que el polinomio f(c,z) = cy+ c1x + cox® + -+ + c,x™ es
estable y escribir
f(C, l’) = fe(x) + xf0($)7
donde
fo@)=coter? +egr* +--  y wfy(x) =crx+ csrd o5’ -

consisten de los términos pares e impares del polinomio f, respectivamente. Entonces, el

radio v de la bola S,, mds grande tal que la familia §s, es estable estd dada por

r= mfﬂ{CO; Cn, dmin}7
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donde
dpin = Inf{d(w), w > 0}
y 2
[fe (iw)]? [fo(iw)] _
[d(w)]? = Trot 4™ T ot seqwie s 1= 2P
[fe (iw)]* +[fo (iw)]? —9 1
1+w4+...+w4p 9 n p + .

De los Teoremas 5, 6 y 7 se sigue que:

= Existen ocho puntos (vértices) del diamante D,, que determinan la estabilidad de la
familia §p, .

» Existen cuatro puntos (vértices) de la caja B, que determinan la estabilidad de la
familia §p, .

= Los polinomios sobre la frontera de la bola S,, determinan la estabilidad de la familia

Ss,,» lo que parece implicar un nimero infinito de puntos.

Surgen las siguientes preguntas:

» ;Dado un conjunto A, es posible determinar condiciones necesarias y suficientes que
aseguren la estabilidad de toda una familia §47

» ;Es posible reducir el nimero de polinomios (o puntos) necesarios para determinar
la estabilidad de §p,, §5, 0 Ss,”

» ;Para §p, o §p,, son necesariamente vértices de un diamante o una caja, respecti-
vamente, los puntos (o polinomios) que determinan la estabilidad de esas familias?

Observacién 1. Hasta donde sabemos, uno de los mejores intentos para reducir el ni-
mero de polinomios de Kharitonov necesarios para probar la estabilidad de una familia
S5, es el de Anderson [3]. En este articulo, para n = 3,4 y 5, el nimero de polinomios de
Kharitonov que se requiere para probar estabilidad de §p, es uno, dos y tres, respectiva-
mente, en lugar de cuatro. Esto es, la estabilidad de §p,, ;, esta determinada por uno, dos
y tres puntos de la forma (5.7), respectivamente. También se demuestra que para n > 6
se rquieren los cuatro polinomios de Kharitonov |o los cuatro puntos (5.7)]. Mientras que
para la familia g, no parece haber un resultado equivalente.
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Contribuciones de este capitulo

5.3.

La evidencia de este estudio sugiere la existencia de un punto extremo o € A,
donde A es un conjunto compacto, tal que la estabilidad del polinomio f(a*,z), que
llamaremos polinomio extremo, determina la estabilidad de toda la familia § 4.

Un resultado muestra que el punto extremo o* esta en la frontera del conjunto A.

De acuerdo con lo anterior, el estudio apunta hacia la idea de que la estabilidad de
familias tales como §p,, §B, V s, puede ser garantizada por la existencia de al
menos un polinomio extremo f(a*, x) o por algunas desigualdades simples, cuando n

es pequeno.

El polinomio f(«a*, z) se obtiene al minimizar unos determinantes y algunas veces
f(a*, x) coincide con un polinomio de Kharitonov. Asi, obtenemos otra propiedad
extrema para algunos polinomios de Kharitonov.

Para ilustrar los resultados, se obtienen condiciones necesarias y suficientes que de-
terminan la estabilidad de §p,, §B, v §s, para n < 5. Los resultados sugieren que
este enfoque puede contribuir al entendimiento y relajamiento de las condiciones para
determinar estabilidad de familias de polinomios.

Resultados preliminares

En esta seccién se enuncian los teoremas requeridos para probar los resultados principales.

Lema 3. (Stodola [77]) Si f(a,x) es un polinomio estable de la forma (6.1), entonces

todos

sus coeficientes tienen el mismo signo.

Observacion 2. En lo que sigue, asumiremos que «; > 0 para j = 0,1,2,...,n.

Los determinantes principales de Hurwitz Ay, Ao, ..., A, asociados al polinomio (6.1) estan
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definidos por

aq (7)) 0 cee 0
Q3 [6%) (03] tee 0
Qs o7 o Z S 0
Ap(a) = , (5.9)
Qop—3 Qg CQ2k—5 - k9
Qop—1 Ogg—2 OQgg—3 - O

donde avg;j =0para2i—j<002t—75>n,4,7=12,... ., kyk=1,2,...,n Usando la
Observacion 2, uno de los criterios clasicos de estabilidad para polinomios puede ser escrito

de la siguiente manera.

Teorema 8. (Liénard-Chipart criterion[27]) El polinomio (6.1) es estable si y solo si los

determinantes

Aj(a), As(a), As(a), ...

Ag(Oé), A4(Oé), Aﬁ(Oé), .o
son todos posilivos.

Enseguida usaremos este criterio para obtener un punto a* € A tal que su correspondiente
polinomio (extremo) f(a*, z) determina la estabilidad de toda la familia § 4.

5.4. Resultados principales

En esta seccion se usa lo anterior para obtener condiciones necesarias condiciones necesarias
y suficientes para la estabilidad de una familia § 4, donde A es un conjunto compacto. Este
resultado serd aplicado a familias de polinomios diamante §p,_, de polinomios de intervalo
S$B, v de polinomios bola §g,,.

5.4.1. La familia §4

Ahora definimos lo que es un polinomio extremo para una familia de polinomios § 4.
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Definicion 2. Se dice que un polinomio f(a*,z) de la forma (6.1) es un polinomio
extremo para la familia §4 si y solo si la estabilidad de f(a*, x) determina la estabilidad
de toda la familia 4.

Notemos que obtener un polinomio extremo f(a*,x) en F4 es equivalente a obtener un
punto extremo o en A. Para obtener un polinomio extremo o un punto extremo se requiere

un criterio de estabilidad, y nosotros usaremos el criterio de Liénard-Chipart.

Supongamos que los coeficientes del polinomio (6.1) pertenecen a un conjunto compacto
A cuyos elementos tienen componentes positivas. Puesto que los determinantes (5.9) son

2

funciones continuas de «, existen puntos a',a?,...,a" € A tales que

Ai(a') = minfAy(a):a € A},
Ay(a?) flmﬂﬁﬂwi@EAL (5.10)
Ay(a") = min{A,(a):a € A}

2 . ..,a" no pueden ser puntos interiores del con-

Ahora, se muestra que los puntos a', a
junto A. Entonces, esos puntos estan sobre la frontera de A. Un resultado mas preciso pero
menos general puede encontrarse en Bialas[9]: para una familia estable §p,, se demuestra

que a" corresponde a un vértice de la caja B, .

Teorema 9. Suponer que los determinantes (5.10) son positivos. Entonces, estos valores

minimos no pueden alcanzarse en puntos interiores del conjunto A.

Demostracion. Sea k € {1,2,...,n} y supongamos que a* = (af,a¥,...,a%) es un punto
interior de A. Entonces, existe un € > 0 en el intervalo abierto (0, ||a*||) tal que B.(a*) C A,
donde B.(a*) denota la bola con centro a* y radio ¢, respecto a la norma euclideana.

Sea

a = \a",

donde A =1 — m Debido a esta eleccion, 0 < A < 1y
k k €
lo —a™ll = (A =Nl = 5 <e.

Es asi que a € B.(a"). Puesto que el determinante Ay es una funcién homogénea de grado
k, tenemos que

Ak(Oé) = )\kAk(ak),
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y como A < 1, obtenemos que Ay () < Ag(a*). Esta contradiccion prueba el resultado.

[
Usando el Teorema 8, definimos
Ay(a) = min{A(a), Az(a), As(a), ...} (5.11)
y
Ac(a) = min{Ay (), Ay(a), Ag(av), ...} (5.12)

Puesto que A, y A, son funciones continuas, existen puntos o, o’ € A tales que

Ay(a) =min{A,(a) : a € A}

Ac(a)) = min{A.(a) : o € A}.

Teorema 10. Sea A un conjunto compacto. La familia § 5 es estable si y solo si el polinomio
fla*,x), donde o* es o} o o, es estable. Esto es, f(a*,x) es un polimonio extremo para
la familia § 4.

Demostracion. Notamos que

A, () = min{A(a'), As(a®), As(a®), ...},

Ac(af) = min{Ay(a?), Ay(a?), Ag(a®),...}.

Entonces, la familia §4 es estable si y solo si A,(af) > 0 0 A,(a) > 0. El resultado se
sigue de la Definicion 2. O

Observacién 3. Puesto que un polinomio extremo se puede obtener resolviendo una de
las desigualdades A,(a) > 00 A.(af) > 0, 0 una desigualdad equivalente, en lo que sigue
usaremos la desigualdad que més convenga. También, en lo que resta del Capitulo, A se

usard para denotar A, o A, y o se usard para denotar o o o, respectivamente.
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5.4.2. La familia §p,

En esta seccion consideramos un conjunto compacto A que es un diamante o una bola en
la 1-norm de la forma (5.2).

Definimos el conjunto finito
Q=1{d¢",¢* ¢ q",4 ¢ d,¢"} C Dy,
donde ¢’ para j = 1,...,8, estan dados por (5.5). Entonces, existen puntos ¢* € Q y

o € D, tales que
A(¢") = min{A(q) : ¢ € Q}

A(a”) =min{A(«a) : o € D, }.

Notamos que los puntos ¢* y a* no son necesariamente iguales. Debido a esto los polinomios
extremos f(¢*,x) y f(a*,x) no son necesariamente el mismo polinomio, pero cualquiera

de ellos determina la estabilidad de la familia §p, .

Teorema 11. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La familia Fp, es estable
(11) El polinomio extremo f(a*,z) es estable

(111) El polinomio f(q*,x) es estable.

Demostracion. (i)=-(ii) Si todos los polinomios de la familia §p, son estables, en particular
f(a*, x) es estable.

(ii)=>(iii) Si f(o*,x) es estable, entonces A(a*) > 0. Puesto que
Ale”) < Alg"),

el polinomio f(q*,x) es estable.
(ili)=-(i) Si f(¢*, x) es estable, por el Teorema de Barmish 5, la familia §p, es estable. [

Observacioén 4. Notemos que una prueba directa de la implicaciéon (iii)=-(ii), propor-

cionaria una nueva demostracion del Teorema de Barmish.

Proposicién 14. Las familias Sp, y §p, son estables si y solo si los polinomios extremos

fla*,2) =ag+ (cp —r)z y f(a*,2) = ag+ (c1 — )z + azx? son estables, respectivamente.
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Demostracion. En ambos casos, el valor minimo del determiante A;(«) = a4 se alcanza

cuando ay = ¢; — r. Asi que o = a. [l

Proposicion 15. La familia p, es estable si y solo si los 4 polinomios {q*, q*, ¢%, ¢®} son
estables, y la familia Fp, es estable si y sdlo si los 7 polinomios {q¢*, ¢, ¢*,¢°, %, q", ¢®} son

estables.

Demostracion. Explicamos el caso §p,, el otro caso es similar. Por la Observacion 3, elegi-
mos el determinante par Ay(a) = ajas —apas. Debido a que a; > 0, Ag(a) es una function
creciente en las variables oy v ao, y una function decreciente en las variables o y as. El

conjunto donde estamos buscando un valor minimo de As(«) es
D3 ={a €R*: |a; —c1| + |ag — e1] + |ag — co| + |z — c3] < 7}

Si para algin punto o = (g, a1, a2, a3) en Ds, tenemos que a; > ¢, entonces el punto
simétrico o’ = (ayp, 2¢1 — a1, g, a3) estd también en D3 pero Ag(a’) < Ag(a). Lo mismo es
cierto para la variable ap. Ahora, si para algin punto o = (o, o, e, a3) en D3, tenemos
que oy < ¢p, entonces el punto simétrico o/ = (2¢o — ap, ay, g, av3) también esta en Ds
pero Ay(a’) < Ay(a). Otra vez, lo mismo es cierto para la variable ag. Es asi que podemos
descartar los vértices donde ¢; + 17, 3 + 7, cg —r 0 c3 — 1 aparece. O

5.4.3. La familia §p,

Como la mayoria de la comunidad cientifica ha dirigido su atencién hacia las familias de
la forma (6.2), se efatizard nuestra contribucion con varios resultados para esta clase de

familias.

Definimos el conjunto finito
K ={k" K> K* k'} C B,,

donde k7 para j = 1,...,4, estan dados por (5.7). Entonces, existen puntos k* € K y
a* € B, tales que
A(E*) = min{A(k) : k € K}

A(a”) =min{A(«) : « € B,}.
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Anélogamente a la Seccion anterior, la estabilidad de la familia §p, estd determinada por
cualquiera de los dos polinomios extremos f(k*,z) o f(a*, ), que no son necesariamente
iguales.

Teorema 12. Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
(i) La familia §p, es estable

(11) El polinomio extremo f(a*, x) es estable

(11i) El polinomio f(k*,x) es estable.

Demostracion. (i)=(ii) Si todos lo polinomios de la familia §p, son estables, en particular
fla*, ) es estable.

(il)=(iil) Si f(a*,x) es estable, entonces A(a*) > 0. Puesto que
Aa”) < A(KY),

el polinomio f(k*, z) es estable.
(iii)=-(i) Si f(k*, x) es estable, por el Teorema de Kharitonov 6, la familia §p, es estable.
[l

Observacion 5. En algunos casos, o(= k*) corresponde a coeficientes de un polinomio
de Kharitonov. Es asi que estos polinomios tienen otra propiedad extrema ademas de
la observada por Chapellat [16]. Sin embargo, siempre existe un polinomio de Kharitonov
extemo que determina la estabilidad de toda la familia § 5, lo que complementa el resultado
obtenido por Anderson [3].

Enseguida obtenemos condiciones necesarias y suficientes explicitas para estabilidad de
la familia §p,, cuando n < 5.

Proposiciéon 16. Las familias §p,, S, Yy Sp, son estables si y solo si los polinomios
extremos f(a*, 1) = ag+ Lz, f(a*,2) = ag+ Lz +La* y f(a*, ) = ug + lix + lhax* + uzx®

son estables, respectivamente.

Demostracion. Sin = 1, entonces By = [ly, uo| X [l1,u1], Ao = A1y

A(,(Oé:) = ll-
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En este caso a* = o} = (ap, (1), y el polinomio extremo es f(a*,x) = ag + 1.

Si n = 2, entonces By = [ly, ug] X [l1,u1] X [la,us], Ay = Ay y A, = Ay, Por la Observa-
ciéon 3, elegimos A,. Asi,
Ae(a:) = l1l2.
Para este caso, a* = af = (g, l1,l2), y el polinomio extremo es f(a*, z) = ap + L1z + lra?.

Sin = 37 entonces B3 = [l(), U[)] X [ll, Ul] X [ZQ, U/Q} X [lg, Ug], AO = min{Al, A3}7 y Ae = AQ.
Por la Observacion 3, elegimos A.. Asi

AE(OJZ) = lllg — UgUs3.

En este caso, a* = o = (uo,l1,ls,us3), y el polinomio extremo es f(a*,x) = uy + L1z +
lyz? + ugz®. O

Observaciéon 6. Como un hecho interesante, notamos que las componentes del punto o*
corresponden a los coeficientes del polinomio de Kharitonov f(k*, z) = ug+Iliz+x* +usx®.

Una conclusion equivalente se presenta en [3], ver Observacion 1.

Proposicion 17. Paran > 3, un condicion necesaria para la estabilidad de la familia §p,
es
l1l2 — ugus > 0. (513)

Demostracion. Para n > 3, los determinantes

Ay(a) = R 1y — Qo3
as Qo
permanecen sin cambio. Puesto que
SEHB%L Ag(ar) = l1ly — ugus, (5.14)
la familia §p, es estable si (5.14) es positivo. O

Si l3 = uz = 1, las condiciones enunciadas en la Proposiciéon 16 pueden verse geomé-
tricamente en la Figura 5.1. Cuatro de los ocho vértices de la caja Bz (un punto rojo y
tres puntos azules) corresponden a coeficients de polinomios de Kharitonov. El vértice rojo
es a* = (ug, 11,2, u3). Se observa que en tanto la caja Bj esté entre las superficies del
paraboloide hiperbdlico ay = ayae v el plano oy = 0, la familia §p, es estable.
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Qp=0a1Q2

& ® (I, uz,lo) @z
(u1,u2,h)

Figura 5.1: Estabilidad de la familia §g,.
Teorema 13. Sea d = l% —4ugug > 0. La familia de polinomios de intervalo §p, es estable

si y solo si el polinomio extremo f(a*, ), donde o = (ug,uq,la,l3,uq), (uo, l1, la, us, ug) 0

(uo, l1, 1o, l3,uq), es estable o equivalentemente una de las siguientes desigualdades

5.15
2U0 Uo ( )

min {As(ug, u, by, I3, us), As(uo, I, o, us, us), Az(ug, l1, I, I3, us) } >0 (5.16)

se satisface.

Demostracion. De (5.11) tenemos que
Ay(a) = min {A(a), As(a)}.

Como se mencion6 en la Observacion 3, para obtener un polinomio extremo, omitimos A
? Y
porque este determiante siempre es positivo, y minimizamos una funciéon relacionada con

Ajz. Por el Teorema 9, la familia §p, es estable si y so6lo si
Asz(a) = ajasaz — apa3 — aday > 0 para todo o € By.
Sea Fs(a) = Ag(ug, ag, Iz, az, ug) = lhagas — upas — ugat. Puesto que
iy ) = i )

podemos minimizar F3 en lugar de As.



68 5.4  Resultados principales

Se verifica facilmente que

Entonces,

l, —Vd I +Vd
ap < ag <
2U0 U

Fa)>0 <« a1 para todo « € By,

y tenemos que

lo —Vd l d
2 \/_U1<Z3S'LL3< 2+\/_
2U0 Uo

As(a) >0 paratodo o« € By <= l,

que es la condicion de estabilidad (5.15).

Ahora, puesto que

OF. 9
25 (0) = has — 2uaen < (3) 0 <= a3 < (>) —ay,
8041 l2
oF. ]
8TZ<O‘) = oy —2upa3 < (>) 0 <= a3z > (<) 2_50041,

52—\/E<%<l_2<l2+\/a
2u0 l2 2UO 2UO

Y

obtenemos la ecuacion (5.16).

(5.17)

O

Observacion 7. Los coeficientes (ug, w1, lo, l3,u4) y (o, l1, l2, us, us) corresponden a los

polinomios de Kharitonov f(k? x)y f(k?*, ), respectivamente, mientras que los coeficientes

(o, 11, 2, I3, us) 0.

El polinomio que determina la estabilidad de la familia §p, se obtiene a partir de la

ecuacion (5.16) evaluando el determinante Ag en tres puntos. Sin embargo, este resultado

puede mejorarse reduciendo el nimero de evaluaciones a dos. Para lograrlo, se necesita el

siguiente Lema elemental.
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Lema 4. Sean p,¢ : B C R™ — R funciones continuas, donde B es un conjunto compacto.

La afirmacion
pla) >0 <= YP(a) >0 para todo « € B,

es equivalente a

min pla) >0 = gléjrgllﬂ(&) > 0.

Demostracion. Se sigue de la definicion de minimo y el Teorema de Weierstrass.

Ahora usamos el Lema 6 para reducir el nimero de evaluaciones en As.

Teorema 14. Sea d = 12 — 4uguy > 0. La familia de polinomios de intervalo Fp, es estable

si y solo si el polinomio extremo f(a*,x), donde o = (ug,l1,la,us) o (ug,uy,ls,l3), €s

estable o equivalentemente
mfn{Gg(Uo, ll, lQ, us, U4), GS(UOa us, l27 l3> U4)} > 0’

donde

ly
Q3 — —0q
QUU

Gg(Oz) = \/3041 — 2U0

Demostracion. De (5.17), obtenemos la equivalencia

As(a) >0 <= G3(a) >0 paratodo a € By.

Puesto que
8G3 \/E + lz, Qg > QlTQOOq
(Oz = Iy
8041 \/3 — lQ, g < EOZ
y
8G3 (a . —QUO, Qa3 > ;72()0(1
6063 2u0, g < ;720061
vemos que

ml’n Gg(Oé) = ml,n{Gg('U/(), Uy, l27 l37 'LL4>, G3(u07 l17 127 us, U4)}

a€By

Por el Lema 6, obtenemos la ecuacion (5.18).

(5.18)
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Observacion 8. Notamos que:

» Los coeficientes (ug, uq, lo, l3,u4) v (v, 11, l2, us, uy) corresponden a los polinomios de
Kharitonov f(k? z)y f(k* x), respectivamente.

» Como se mencion6 en la Observacion 1, en [3] la estabilidad de §p, esta determi-
nada por dos polinomios de Kharitonov. Sin embargo, de acuerdo al Teorema 13, la
estabilidad de §p, estd determinada solamente por la desigualdad (5.15).

Corolario 1. La familia de polinomios de intervalo §p, es estable si y solo si el polinomio

extremo f(ar,x) es estable, donde o = a® o a*.

Demostracion. Observamos que A.(a?) > 0 siy solo si Ay(a?) > 0y Ay(a?) > 0. Por el

Teorema 10, tenemos que o = a? o a*. O

Debido a la complejidad de los célculos, pocos investigadores han abordado este problema
para n > 5. Fnseguida, se proporciona una condicion necesaria para la estabilidad de la
familia §p., mientras que en el Ejemplo 3, se obtiene f(a,x) para una familia particular

SBs-
Proposicion 18. Una condicion necesaria para la estabiliadad de la familia §p, es

I3 —4ugus >0 y 15— 4duguy > 0. (5.19)

Demostracion. Asumir que Ag(a) > 0 para todo a € Bs. El determinante

a; ag 0 0
Ayla) = G Q2o o (azay — anas) (o — agas) — (apas — apay)?
Qs Oy Q3 Q2

0 0 a5 ay

es una pardbola que abre hacia abajo en cada variable o; para j = 0,1,...,5. Usando
un sistema de algebra por computadora, se puede probar que el valor maximo de estas
parabolas es positivo. Entonces,

a3 —4ajas >0 y aj —4dagay >0 para todo o € Bs, (5.20)

y obtenemos la condicion necesaria (5.19). O
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5.4.4. La familia §g,

En esta Seccién consideramos un conjunto compacto A que es una bola respecto a la 2-norm
de la forma (5.4).

Proposicién 19. Las familias §s, y s, son estables si y solo si los polinomios extremos

fla*,z) =ag+ (a1 —7)x y fa*,z) = ag+ (c1 — 7)x + aex? son estables, respectivamente.

Demostracion. En ambos casos, elegimos el determinante impar A;(a) = ay. El valos

minimo de A; se alcanza cuando a; = ¢; — r. Asi que a* = a. O

Proposicion 20. Podemos encontrar un polinomio extremo f(o*,x) para la familia g, .

Demostracion. Sea p(a) = ajas — apas el segundo determinante y definamos g(a) =
la — ¢||* — 72, donde || - || denota la norma euclideana. Por el Teorema 9, ¢ alcanza su
valor mimimo sobre la frontera de la bola S;. Es asi que queremos minimizar ¢(«) sujeto
a la restriccion g(«) = 0. El lagrangiano de este problema es L(a, A\) = ¢(a) + Ag(«). Los
puntos criticos puntos del lagrangiano satisfacen el sistema de ecuaciones

0=V.L(a,\) = Vp(a)+ AVg(a)

= Ra+2\a—c) (5.21)
= (R+2\)a—2 \c= Ma — 2)c (5.22)
0=V.L(a,)) = g(a)=]a—c|*—r? (5.23)

donde M = R+ 2\, I es la matriz identidad y R estd dada por

0 00 -1
n_ 0 01 O
0 1.0 O
-1 0 0 O
De la ecuacion (5.22), obtenemos que
Mo =2Xe
0
B 2
a=2\M"c= (2Aco + €3,2Ac1 — 2,2 ¢ — ¢1,2A¢3 + ¢p), (5.24)

402 — 1
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donde puede verificarse que \ # 0, j:%. De las ecuaciones (5.21) y (5.23), tenemos que
ol = [[Ral] = 2[Alr
Resolviendo la ecuacion algebraica
M| =, (5.25)

obtenemos el multiplicador de Lagrange A, que puede sustituirse en (5.24).

Observacion.

» La ecuacion (5.25) es el polinomio en A de grado cuatro,
(2)\00 + 03)2 + (2)\61 — 02)2 + (2)\62 — 61)2 + (2)\05 + 00)2 = (4)\2 — 1)27"2. (526)
Esto implica que existen a lo més cuatro candidatos a ser un polinomio extremo.

» Puesto que los determinantes (5.9) y la frontera de una bola S,, estan definidos
por funciones polinomiales en las variables aq,aq,...,a,, entonces el ntamero de
candidatos a ser un polinomio extremo que determine la estabilidad de la familia §g,
es a lo mas finito.

= En general, si la frontera de la region A esta definida por una funcién polinomial en
las variables ag, g, ..., a,, la estabilidad de la familia §4 estd determinada por un
polinomio extremo, que puede obtenerse a partir de un ntimero finito de candidatos.

5.5. Illustracion de resultados

En esta seccion presentamos algunas aplicaciones de los resultados previos. Primero, toma-
mos una familia §p, de la literatura para corroborar la efectivadad y ventajas de nuestro
enfoque. Segundo, dos ejemplos muestran que los resultados también pueden usarse para
obtener cajas de maxima robutez B3 y B4 para polinomios de grado 3 y 4. Tercero, se
propone una familia §p, cuyo polinomio extremo no es un polinomio de Kharitonov. Fi-
nalmente, se usa una familia §g, para ejemplificar que el nimero de candidatos a ser un

polinomio extremo es a lo maés 4.
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5.5.1. Ejemplo de familia §p,

Ejemplo 1. Sea D, el diamante con centro ¢ = (3.49,7.98,6.49,3,1) y radio r = 0.5, ver
[7]. La familia §p, es estable si y solo si el polinomio extremo f(¢*,z) = 3.49 4+ 7.48x +
6.4922 + 323 + 2 es estable.

En efecto, para el polinomio
flc,z) = 3.49 + 7.98x + 6.492% + 32° + 2* (5.27)
se tiene que

Q = {¢"*=(349+r798,6.49,3,1), ¢>* = (3.49,7.98 +r,6.49,3, 1),
¢>° = (3.49,7.98,6.49,3+1,1), ¢"° = (3.49,7.98,6.49,3,1 £ r)}.

Sir = 0.5, usando el Teorema 11, Proposicion 15 y evaluando A, () = min{A;(«a), Az(a)}
0 A.(a) = min{Ay(a), Ay(a)} en los 7 puntos de Q\ {¢*}, se verifica que el punto extremo
es ¢ = a, = a, = ¢* = (3.49,7.48,6.49,3,1), y el resultado se sigue.

P Y Loy L
X r
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.2: Robustez del polinomio (5.27).

Por otra parte, si r = 0.7, los puntos extremos (polinomios extremos) de la familia §p,

SOI:

=, =q"=(3.49,7.28,6.49,3,1) = f(q¢*,x) =349+ 7.287 + 6.492% + 32° + 2, y
"= (3.49,7.98,6.49,3,1.7) = f(q¢*,x) = 3.49 + 7.98z + 6.492° 4 32 + 1.72*,

SIS
I
Q
I

S
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lo que muestra que un polinomio extremo no es tnico ni fijo.

Ademas, notamos que una vez que se elige el centro ¢ del diamante, los determinantes A,
y A, sb6lo dependen del radio r. Este parametro puede incrementarse hasta que se pierde
la estabilidad de uno de los polinomios f(«,x), donde a € Q). Asi obtenemos una medida
de la robustez del polinomio (5.27), que podemos llamar 7*. Usando un método numérico
se obtiene la aproximacion r* = 0.9466052. La Figura 5.2 muestra el comportamiento de
las funciones A,(r) y A¢(r) conforme r crece.

5.5.2. Ejemplos de familias §p,
Ejemplo 2. Consideremos un polinomio de la forma
f(z) = —4r — (45 + 30)x + 2 + 2°, (5.28)

donde r y s son dos pardmetros. Entonces, la maxima variacion de los pardmetros sin

perder estabilidad es

l 30 I 30
TE{ al 0} y SE[—UIZ ,—IZ ,

donde [} > ug. En efecto, aplicando (5.13) de la Proposicion 17, vemos que el polinomio
(5.28) es estable si y sélo si

0<ly < —4r < uyg, 0<11§—(4S+30>§U1 y {1 > up.

Notamos que ag = Iy = us = 1y ag = I3 = ug = 1. Eligiendo [y = 4,u9 = 8,[; = 10 y
u1; = 50, tenemos que
—2<r<-1ly —20<s<-10.

Ejemplo 3. Consideremos un polinomio de la forma
f(z) = —4r — (45 + 30)x + 52? + ta* + 27, (5.29)

donde 7, s y t son pardmetros. Entonces, la maxima variaciéon de los parametros sin perder
estabilidad es

[ lo . u +30  1;+30 Lo ly —/d 12+\/El
T ——, = S — — U
14 1 4 Y g 0 2uy )
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donde d = 13 — 4uguy > 0. En efecto, aplicando el resultado (5.15) del Teorema 13, vemos
que el polinomio (5.29) es estable si y s6lo si

lo —vd l d
loS—4TSUO, l1§—(4s+30)§u1 y 22—\/_U1<Z3SU3<ﬂl
Uo Ug

L (5.30)

donde d = 12 — 4uguy > 0. Notamos que g = ly = uy =5y oy = Iy = uy = 1. Eligiendo

lo=1, ug=4, [y =4y uy =8, tenemos que

—1<r<-025 -95<s<-85 y 2<t<A4.

as

a3=0.5+2a4
4r LAA_LAA>O ka
oy das a3=1.25+1.25a,
fy
I
— >0,
3
3r L a3=2+0.5a4
80, B,
-—,—>0
ah, 0Ny day daz
— >
day das
2
ke ﬁd}
0q
by 7
FINE T
—,—>0
1 K3 day daz
S S B S S R R
1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25

0Ay 0A4

Figura 5.3: Signo de las derivadas parciales 53* v e

Ejemplo 4. En este ejemplo se propone un caso particular de §p. donde el polinomio

extremo no es un polinomio de Kharitonov. Consideremos un polinomio de forma
fla,7) = ap + anx + ap2® + azz® + aua® + 2°. (5.31)
Es claro que

min Ay(a) = Ay(a?),

aEBy

donde a? = (ug, l1, 2, uz, a4, 1), y definimos el polinomio

fo(l’) = Ug + lll’ + l2$2 + U3£L’3 + 064.734 + I5. (532)
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Ahora, vamos a mostrar que el punto a* donde el determinante A, alcanza su valor minimo

no necesariamente corresponde a los coeficientes de un polinomio de Kharitonov.

Escribiendo
A _ 2 2 2 ) 2 2
() = —ajal + amaganas — apouas + (2000 — o) + apanas — o

y usando la condicion necesaria (5.20), vemos que Ay es una hipérbola en las variables oy

y as. Asumiendo que ay = oy = 2 y o = 5, tenemos que

1 7\° 9 3)°
A4(Oé) = 5 (043 + o1 — 5) — 5 <053 — O — 5) . (533)
La Figura 5.3 muestra el signo de las derivadas parciales %(a) y %(a). Las lineas rojas

lines acotan la region donde Ay(a) > 0. Si la caja [y, u1] X [l3,us] estd dentro de una de
las seis regiones triangulares, los simbolos f1, fa, f3 ¥ fi indican que en esa region el valor

minimo de Ay(«) se alcanza en los coeficientes de los polinomios

2+ lix + 522 + l323 + 22% 4 27,

= 24wz + 52? + ugx® + 22t + 28,

= f(K z)=2+wz+52* + 323+ 22" +2°, y
fEY ) =2+ Lz + 5a? + ugx® + 22t + 25,

(5.34)

respectivamente. Notamos que f1 y fo no son polinomios de Kharitonov, y puesto que ay
es fijo, fo = fi1. Asi, el polinomio extremo es uno de los polinomios dados en (5.34). Para
la caja l; = 2,u; = 2.5,l3 = 1.7+ 0.8u; y uz = 1.25 + 1.25[1, el polinomio extremo es f;
porque 2.5 = Ay(2,11,5,u3,2,1) > Ay(2,14,5,15,2,1) = 2.24.

5.5.3. Ejemplo de familia §g,

Ejemplo 5. Esta es una ilustracion de la Proposicion 20. Consideremos una bola S3 con
centro ¢ = (2,4,5,2) y radio r = 1. La ecuaciéon polinomial de cuarto grado (5.26) tiene
dos raices reales y dos raices complejas conjugadas. Eligiendo A = 3.25169, obtenemos
que A(a*) = Aq(af) = 9.27728, donde o = o = (2.36341, 3.30942,4.49112, 2.36341).
Asi, el polinomio extremo que determina la estabilidad de la familia §g, es f(a*, x) =
2.36341 + 3.30942z + 4.4911222 + 2.3634123.

Para corroborar lo dicho arriba, usamos el Teorema 7 para encontrar el radio r de la bola
de estabilidad mas grande con centro en el polinomio f(c,z) = 2 + 4z + 522 + 223. Aqui,
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p=1, fo(z) =2+527% fo(z) =4 +22% y

_ 212 _ 22
d(w)_\/(z 5w2)2 + (4 2w)’ o> 0.
14 w?

Una grafica de esta funciéon se muestra en la Figura 5.4. Puesto que d,,;,, = 2.43845,
tenemos que el radio r de la bola de estabilidad més grande con centro c es

r = min{cy, ¢z, dpmin} = min{2,2.43845,2} = 2.

Este niimero concuerda con el resultado previo.

Figura 5.4: La funcién d(w).

5.6. Conclusiones

En este capitulo se presenta un analisis de robustez para una clase de sistemas cuya ecuacion
caracteristica es un polinomio de grado n con coeficientes reales que varian en un conjunto
compacto A C R™™!. La evidencia de este estudio indica que la estabilidad de toda la
familia §4 puede determinarse por la estabilidad de un solo polinomio extremo f(a*,x)
cuyos coeficientes corresponden a las coordenadas de un punto extremo o* = « o al.
También, se muestra que este punto o* esta sobre la frontera de A. En este caso, f(a*, x)
se obtiene minimizando determinantes y algunas veces o coincide con los coeficientes de
un polinomio de Kharitonov, lo que muestra que se ha encontrado otra propiedad extrema
de los polinomios de Kharitonov. La versatilidad del enfoque propuesto permite aplicarlo
a familias de polinomios diamante §p, y familias de polinomios de intervalo §p, para
n < 5,y a familias de polinomios bola §s,, que tienen a lo mas 4 candidatos a ser polinomios
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extremos. Debe apuntarse que la estabilidad de la familia §g, esta casi siempre determinada
por un ntmero finito de candidatos a ser polinomios extremos. Los resultados confirman
que en algunos casos las condiciones necesarias y suficientes para determinar la estabilidad
de familias de polinomios encontradas en la literatura pueden ser relajadas o reducidas, ya
sea obteniendo un polinomio extremo o satisfaciendo desigualdades simples. También, el
estudio puede usarse para obtener la maxima robustez de un polinomio, como se describe
en los Ejemplos 1-3. Contrario a lo esperado, para una familia §p, es posible encontrar un
polinomio extremo que no es un polinomio de Kharitonov. Finalmente, si la frontera de la
region A esté definida por una funcién polinomial en las variables g, o, . . ., a,,, entonces
bajo ciertas condiciones la estabilidad de la familia § 4 estd determinada por un polinomio

extremo con un numero finito elecciones.



Capitulo 6

Estabilidad de Schur para familias de

polinomios

6.1. Introduccion

La estabilidad de Schur esta relacionada con sistemas discretos y la estabilidad de Hurwitz
con sistemas continuos. Puesto que existe una funcion biyectiva, como la transformacion
de Moebius w = (z+1)/(z— 1), que convierte el circulo unitario en el semiplano izquierdo,
tedricamente los mismos criterios de estabilidad pueden ser aplicados en ambos casos pero
criterios especificos para cada caso son preferidos [38].

En este capitulo se estudia la estabilidad de Schur para familias de polinomios, y mos-
traremos que la estabilidad de Schur puede abordarse casi de la misma manera como lo
hicimos para la estabilidad de Hurwitz en el Capitulo 5.

En ocasiones un anélisis de robustez de un sistema lineal discreto (LDS) implica un
estudio de estabilidad debido a variaciones paramétricas en un conjunto A. Esto conduce
a un andlisis de estabilidad de una familia de polinomios (FOP) denotada por §4. Algunas
de estas familias son la conocida familia de polinomios de intervalo §p,, donde B,, es una
caja (n + 1)-dimensional y la familia de polinomios de un parametro denotada por F¢,,
donde C), es una curva (n + 1)-dimensional. Actualmente, existen varios resultados para
garantizar la estabilidad de estas familias. Sin embargo, suelen ser procesos laboriosos,
especialmente si la dimension de A es grande y desafortunadamente para LDS no existe un
resultado analogo al Teorema de Kharitonov para sistemas lineales continuos (LCS). En

este articulo se propone un anéalisis para determinar las condiciones necesarias y suficientes

79
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de estabilidad de Schur en §4. Probamos la existencia de un punto extremo o € A tal
que la estabilidad del correspondiente polinomio extremo f(a*, x) determina la estabilidad
de toda la familia §4, cuando A es un conjunto compacto. También se muestra que o*
no puede ser un punto interior de A, por lo que a* € 0A. Para algunas familias §p, y
Sc, encontramos un polinomio extremo o desigualdades simples. Este analisis y algunos
ejemplos numéricos dados sugieren que las condiciones obtenidas son una alternativa a los

resultados encontrados en la literatura.

6.2. Formulacién del problema

En esta seccion formularemos el problema que vamos a estudiar. Una funcion de la forma

fla,r) = ag + gz + apa® + - - + az”, (6.1)

donde a = (ag, ay, ..., a,) € R"™ y ay, # 0, se llama polinomio de grado n con coeficientes
reales. Se dice que el polinomio (6.1) es estable (o Schur estable) si todas sus raices estan

en el circulo unitario abierto.
Para un conjunto A C R"*!,
§a={flaa): aeA}
es la familia de todos los polinomios de la forma (6.1) cuyos coeficientes estan en A. Se
dice que familia § 4 es estable si cada uno de sus elementos es un polinomio estable.
Si A = B,, donde B,, es una caja (n + 1)-dimensional de la forma
Bn - [l()vu()] X [llvul] X oo X [Znyun]
= {a=(w,a,...,a,) E R :[; <a; <w; para j=0,1,...,n},

la coleccion §p, se llama familia de polinomios de intervalo (FOIP). Los conjuntos [I;, u;]
representan los intervalos de variacion de los coeficientes del polinomio (6.1). Para probar
estabilidad de Schur de esta familia el Teorema de Kharitonov no es valido, ver [36] y [19].
Por lo tanto, se suele emplear el siguiente resultado.

Definir las aristas E del la caja B, como

E= O B,
k=0
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donde Ey, = {a € R™™ :qy € [ly,ur] y o € {lj,u;} paraj=0,1,...,n, j # k}. Por otro
lado, sea E* el subconjunto de E llamado de aristas superiores obtenido permitiendo que
s6lo un coeficiente superior varie a la vez dentro de sus limites del intervalo mientras que
todos los demés coeficientes estan fijos en sus limites superiores o inferiores. Las corres-
pondientes familias de polinomios de aristas y de aristas superiores estan definidas por

Se={f(,z) : a € E},
y

Fer ={flavz) =gtz + -+ + " oy =AM+ (1= Ny, 0 A< 1,y
OéjE{lj,Uj}, j:O,...,n, j?ék, k’ENu},

donde
{%—i—l,%—i—Z,...,n}, n par
N, =

{”TH+1,”T“+2,...JL}, n impar.
Para una familia §p, de grado constante, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 15. [8] La familia §p, es estable si y sdlo si la familia de polinomios de aristas
Sk o de aristas superiores Fg+ es estable.

Estos son los criterios més conocidos y utilizados para determinar la estabilidad en una
(FOIP). Sin embargo, son procedimientos tediosos, especialmente si el nimero de elementos
de E es grande |42]. Para polinomios de intervalo de grado n, la familia de polinomios de
arista §p tiene (n+1)2" aristas, mientras que la familia de polinomios de aristas superiores
Sp~ tiene (n/2)2" aristas superiores cuando n es par y ((n + 1)/2)2" aristas superiores
cuando n es impar. Por lo tanto, la estabilidad de una familia de segundo orden g, esta
determinada por 12 aristas de §g v 4 aristas superiores de §g+. Mientras que para la familia
de sexto orden §p, la estabilidad requiere el andlisis de 448 aristas de §g y 192 aristas
superiores de §g+, [8]. Por lo tanto, surgen las siguientes preguntas:

= ;Para un conjunto A, es posible determinar condiciones necesarias y suficientes que
aseguren la estabilidad de toda la familia §47

= ; Es posible mejorar las condiciones necesarias y suficientes para determinar la esta-
bilidad de §p, 7?7
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En este capitulo se obtienen condiciones necesarias y suficientes para determinar la esta-
bilidad de Schur de las familias §4, §5, ¥ $c,, donde A es un conjunto compacto arbitrario,
B, es una cajay C, es una determinada curva (n+ 1)-dimensional, respectivamente. Como
resultado de este estudio podemos afirmar lo siguiente:

» Usando el criterio de Schur-Cohn, se demuestra que existe un punto extremo a* € A
tal que la estabilidad del correspondiente polinomio extremo f(a*,z) determina la
estabilidad de toda la familia §4, y viceversa. También se demuestra que este punto
extremo o no esta en el interior de A, por lo que a* € 0A.

= Los resultados anteriores se utilizan para obtener condiciones necesarias y suficientes
en términos de un polinomio extremo o desigualdades simples para determinar la
estabilidad de las familias §p, ¥y §¢,, cuando n = 1,2, 3.

» Para ilustrar la efectividad y simplicidad de los resultados obtenidos, se dan algunos

ejemplos numéricos para §p, v §¢,, cuando n = 2, 3.

6.3. Estabilidad de familias de polinomios

En esta seccién se presentan los principales resultados. Primero se estudia la estabilidad
de §4 para un conjunto compacto arbitrario A y después este resultado se utiliza para
obtener condiciones necesarias y suficientes sobre la estabilidad de las familias §p, v Sc,-

6.3.1. Estabilidad de la familia §4

Empezamos con una definicién.

Definicién 1. Si existe un punto a* € A tal que toda la familia F4 es estable si y s6lo
si el polinomio f(a*, x) es estable, entonces decimos que f(a*, ) es un polinomio extremo
para la familia §4, y llamamos a o* un punto extremo de A.

Es claro que los puntos extremos o* y sus correspondientes polinomios extremos f(a*, x)
pueden obtenerse de varias maneras, y en general no tienen que ser tinicos. Las condiciones
y la complejidad dependeran del criterio de estabilidad utilizado. Nosotros, a continuacion,
usaremos el criterio de Schur-Cohn para probar la existencia de polinomios extremos.
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Teorema 16 (Criterio de Schur-Cohn, [50]). El polinomio (6.1) es estable si y sdlo si los
n determinantes de tamano 2k X 2k dados por

Qo 0 - 0 Op Qp_1 - Op_ft1
aq Qg - 0 0 O et Q42
A (a> - ak—l Oék;—Q P ao O 0 .. an (6 2)
k — .
Qi 0 e O (%) oq PN Q1
an_l an . e 0 O ao . e Oék;—2
Qp_kyl Qnpt2 "+ ap 0 0 T %)

satisfacen las desigualdades

(—=1)*Ap(a) >0 para k=1,2,...,n. (6.3)

Puesto que los determinantes (6.2) son funciones continuas de «, si A es un conjunto
compacto, existen n puntos a',a?,...,a" € A tales que

(—1)*Ag(a®) = min{(—=1)*Ap(a) : a € A} para k=1,2,...,n. (6.4)

Teorema 17. La familia Fa es estable si y solo si los n determinantes (6.4) satisfacen las
desigualdades (—1)*Ag(a®) >0 para k=1,2,... n.

Demostracion. Supongamos que los minimos (—1)*Ay(a*) para k = 1,2,...,n son valores
positivos. Entonces, para k = 1,2,...,n y cada a € A, los determinantes (—1)¥A.(a)
son también valores positivos. Por el criterio de Schur-Cohn, cada polinomio f(«,x) de la
familia §4 es estable, y la familia §4 es estable.

Supongamos ahora que la familia § 4 es estable. Entonces, cada uno de sus elementos es
un polinomio estable. En particular, los polinomios correspondientes a los puntos en los que
se alcanzan los minimos (—1)*Ag(a*) para k =1,2,...,ny, por el criterio de Schur-Cohn,
tenemos que (—1)¥Ag(a¥) >0 para k=1,2,...,n. O

Teorema 18. Para una familia estable § 4, los valores minimos (6.4) no se pueden alcanzar

en puntos interiores del conjunto A.

Demostracion. Sea §4 una familia estable y supongamos que a* es un punto interior de

A. Puesto que a* # 0, existe un ¢ € (0,2[|a*|) tal que B.(a*) C A, donde B,(p) denota la
bola euclideana con centro p y radio r.
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Ahora tomemos a = A\a*, donde A =1 — 3jor- Entonces, 0 <A <1y

o= " = (1= Nlja*] = 5 <.
Por lo tanto, a € B.(a*). Por la multilinealidad del determinante A}, tenemos que
(=1 A(a) = X (=1)* Ag(a") < (=1)*Ag(a"),
lo que contradice la definicién de a*. Esto prueba el Teorema. O

Reformulamos ahora el resultado del Teorema 17 como uno en el que aparece la existencia
de un polinomio extremo para la familia §4. Sea

A(e) =min {(-1)fAy(a) : k=1,2,...,n}.
Puesto que A es una funcién continua de «, existe un punto a* € A tal que
A(a*) = min{A(a) : a € A}. (6.5)

Teorema 19. Sea o* € A que satisface (6.5). Entonces, a* € 0A y f(a*,x) es un polino-
mio extremo para la familia § 4.

Demostracion. Notamos que
Ale*) =min {(-1)"Ag(a") : k=1,2,...,n}. (6.6)

Entonces, f(a*, z) es un polinomio estable si y solo si A(a*) > 0. De acuerdo con el
Teorema 17, f(a*, x) es un polinomio extremo para la familia § 4. Por del Teorema 18 y la
ecuacion (6.6), tenemos que «* es un punto de la frontera del conjunto A. O

Por lo tanto, la estabilidad de f(a*,z) determina la estabilidad de toda la familia §4.
Aunque encontrar un punto extremo o* en (6.5) no es una tarea facil, podemos usar
algunas desigualdades equivalentes a (6.3) para encontrar otros puntos extremos y sus

correspondientes polinomios extremos. Esto lo precisamos en la siguiente Proposicion.

Proposicion 21. Sea d, : A — R para k =1,2,...,n una funcion continua. Supongamos

que cada funcion dy satisface una desigualdad de la forma

(—1)*Ap(a@) >0 <= dp(a) >0 para todo o € A. (6.7)
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Definir
d(a) = min{di(a) : k=1,2,...,n}. (6.8)
St A es un conjunto compacto, entonces existe un punto 5* € A tal que
d(f*) = min{d(a) : a € A}, (6.9)
y f(B*,x) es otro polimomio extremo para la familia § 4.

Demostracion. De las definiciones de valor minimo y del Teorema de Weierstrass [51], se
deduce que A(a*) > 0 si y solo si d(8*) > 0. Por lo tanto, 8* es un punto extremo y
f(B*, ) es otro polimomio extremo para la familia § 4. ]

Observacion. Notamos que a diferencia de o*, el punto extremo (* no tiene que estar
en la frontera de A.
En cierto sentido, las funciones dj sustituyen a los determiantes (—1)%A, y facilitan la

obtencién de polinomios extremos.

6.3.2. Estabilidad de la familia §p,

A continuacion se obtienen algunos resultados para encontrar polinomios extremos y con-
diciones de estabilidad necesarias y suficientes un poco méas simples para la familia §p_,
donde n = 1,2 y 3. Pero primero necesitamos dos resultados elementales.

Proposicion 22. Sean [ y u niumeros reales con | < u. Entonces,

mibx |¢] = mitx(|1], |ul) =

te(lu]

u, 1>001<0<~-I<u
1, u<0 o0 l<0<u<-I

0, 0 € [l,ul
min ([I], [uf), 0 ¢ [l u]
0, [<0<u

= [, [>0

—u, u <0,

te(l,u]

dist (0, [l,u]) = min |t| = {

donde dist (p, S) denota la distancia del punto p al conjunto S.
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Demostracion. Esto se obtiene de la definicion de funcion de valor absoluto. O

Proposicién 23. Sea o : R? — R la funcidn definida por p(t1,ts) = t3—1t3, y supongamos
que B = [l1,u1] X [la, us] con 0 & [l1,u1]. Entonces,

max @(t1,t2) = p(my,mg) <0 <= (1 >0 y —li <lb<uy<ly)
(tl,tg)EB

0o (u1 <0 y u <lp<wuy<—uy) (6.10)

< max (|l2], |uz]) < min (|l1], |u1]),
donde

ml:{ll, 1 >0 y mQZ{lg, Uy <0 0 Il <0< uy < =y (6]_]_)

U, u; < 0 Ua, l2>00l2§0§—12§1@

Demostracion. Puesto que ¢(t,t2) < 0 siy solo si (t1,t2) esta en la region
H= {(tl,tg) <0t <ty < —tl}U{(tl,tz) > 0,—t <ty < tl},

las desigualdades se obtienen colocando la caja B dentro de esta region. Ahora, para cada
to, la funcion ¢(-,t2) es una pardbola que abre hacia abajo, y para cada t;, la funcion
©(t1,-) es una parabola que abre hacia arriba. La igualdad se obtiene examinando todas

las posiciones posibles de la caja B dentro de H. O

Observacion. Notamos que la hipotesis de que 0 ¢ [l;, u;] en la Proposicion 23 es una

condicion que se requiere para que el nimero p(my, my) sea negativo.

Aplicamos ahora los resultados anteriores para obtener algunos polinomios extremos.
Teorema 20. Supongamos que 0 & [l1,u1]. Entonces, la familia
Se, ={fla,2) =ap+ oz : a5 €[lj,u;], j=0,1} (6.12)

es estable si y solo st

—l, L], 1 >0
llo,uo] C =hhl, b . (6.13)
[ug, —u1], w3 <0
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Demostracion. Aqui, By = [ly, uo] X [l1,u1]. El polinomio
fla,z) = ap + oy
es estable si y solo si

Affa)=]| " M =a2-a2<0 <= |a|—|ao| > 0. (6.14)

a; Qg

De la ecuacion (6.10), tenemos que

min {—A;(a)} > 0

aEA;
— (L>0y —h<lh<u<l) o (1 <0y u <lp<wuy<-uy),

que es lo mismo que (6.13). O

Proposicion 24. Supongamos (6.13). Entonces, un polinomio extremo para la familia §p,
dada en (6.12) es f(a*,x) = af + afz , donde el punto extremo o = (af, af) € OB estd

dado por
N U, lh>0 0 [p <0< =)< N l1, L >0
@y = y o= .
lo, ug <0 o0 lp <0 <uy < —l uy, up <0
Demostracion. Esto se sigue de la ecuaciéon (6.11). O

Observacion. Este resultado proporciona un polinomio extremo explicito. Notamos
que los puntos extremos (lo, 1), (lo,u1), (uo,l1) v (uo,u1) corresponden a los coeficientes
de los polinomios de Kharitonov. Por lo tanto, el teorema de Kharitonov se cumple en este
caso, como lo senala Cieslik [19].

Teorema 21. Supongamos que 0 & [la,us] y 0 & [lo + lo, ug + uz]. Entonces, la familia
Fp, = {f(a,2) = ap + a1z + awa® : o € [Ij,u5], j=0,1,2} (6.15)
es estable si y solo si

min {~A(@)} >0 = max (Jlo], luo|) < min (|lz], |uz])

— (Ib>0 9y —ly<ly<ug<ly)
0 (ug <0 y uy <ly<ug<—us),
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Hell;{l AQ(CY) >0 <— méx(\l1|, ‘Ull) < min(\lo —+ lgy, |UU +U2D
(e 2

<~ (l0+l2>0 Yy —lo—l2<l1SU1<l0+l2)

0 (upt+us <0 y up+u <l <up < —ug—us).
Demostracion. El polinomio
fla,z) = ag + aqz + axa?

es estable si y solo si

=ap —a; <0, (6.16)

Qp 0 Qo (71
a1 O 0 0%)
(6D) 0 g (7

a1 Qg 0 (7))

= (— )’ [(ap+ )’ —af] >0 <= aof — (w+a2)*<0. (6.17)
De la Proposicion 23, tenemos que

min {—Ai(a)} >0 <= max (|lo], |uo|) < min (|lo], |ual)

aEAs
y
Heliln Ag(a) >0 <= méax (|ly|, |u1]) < min (Jlo + lo|, |uo + ua]) .
@ 2
Por lo tanto, el resultado es valido. O

Proposicion 25. Supongamos que ly,lo > 0. Sean

di(a) = |ag| — |, Y

6.18
dg(O&) = |Oéo + 062‘ — |Oé1’. ( )

Entonces, un polinomio extremo para la familia §p, dada en (6.15) es f(5*,x), donde

B* = arg min {dl (U(), a, lg), dg(lo, ll, lg), dQ(lo, Uy, lg)} . (619)
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Demostracion. De las ecuaciones (6.16)-(6.17), tenemos que

—A(a) >0 <= di(a) >0, ¥y

As(a) >0 <= dy(a) >0 (6.20)

para todo a € By. Como el rectangulo [lo, us] X [lo, 1] esta dentro de la region 0 < oy < aa,
y el rectangulo [ly + I, ug + ug] X [l1,u1] estd dentro de la region —s < «a; < s, donde
s = ag + ag > 0, de las Proposiciones 21 y 23, obtenemos (6.19). ]

Teorema 22. Supongamos que 0 ¢ [ls,us] y 0 ¢ [l1 + I3, u1 + us]. Entonces, la familia
I, = {flo,2) = ap + arx + pa® + agz’ - o € [I,uy),5 = 0,1,2,3} (6.21)

es estable si y solo si

;relig{—Al(a)} >0 <= max (|lo|, |uo|) < min (|l5], lus|), (6.22)
{ 2
min Az(e) > 0, (6.23)

min{—As(e)} > 0

acAs
< max (|lg + la, |ug + uz|) < min (|l; + I3, |us +ug|). (6.24)

Demostracion. El polinomio

f(CY, 1') =+ oxr + 0121‘2 + Olgl’g

es estable si y solo si

oy O3 2

~Aj(a) = - =a;—ai >0, (6.25)

a3 Qo
AQ(O!) > 0,

a 0 0 a3 as og
a1 QO 0 0 a3 Qo
Qo (1 Qo 0 0 (0%
a3 0 0 oy a1 a9

Qo Q3 0 0 Qg Q7

1 Oy O3 0 0 (&7))
= (@g — 04(2) + oy — 061063)2 |:(Oé1 =+ 063)2 — (Oé() + &2)2} >0

S (Oé() + &2)2 — (Oél + 053)2 < 0. (626)
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Las desigualdades (6.22)-(6.24) se siguen del Teorema 17 y la Proposicion 23. O
Observacién. Para obtener algunas desigualdades ttiles para el determinante

(7)) 0 a3 Q9
0
As(a) = NN | = (a3 — aj)? — (anas — apag)?, (6.27)
3 0 Qg a7

Qo (3 0 (7))

vamos a hacer algunas suposiciones.

Lema 5. Sean r(t) = 1\/4t2 — dut + 43, s(t) = L\ /42 + dust +ud y a=1/u2 — 3.
(1) S10<lyp<wuy<ly y ug =—l; =uy = —ly, entonces

min Ag(a) >0 <= I3 > ug+ us.
a€As

(11) Sius <lp<wuy<0 y u =—l; =uy = —ls, entonces

min Ag(a) >0 <= uy +uz < lo.

a€As
(111) S0 <lp<wug<ls y ug =—ly >uy=—ly >0, entonces
min Ag(a) >0 <= [u3<ﬂ—a Y —%—r(u3)<10§u0<—%+r(u3)}
a€cAs 2 2 2
0 [E+a<l3 Y —%—T(l3)<l0§uo<—%—l—r(l3)].
2 2 2
(iv) Sius <ly<ug<0 y uy =—Il1 >uy=—Ily >0, entonces
, U2 U2
min Ag(a) >0 <= [ ———a y ——s(u3)<l0§u0<——|—s(u3)}
a€As3 2 2

Ul Uu
|: ? +a<ls Yy 5-8([3)<l0<ﬂ0<3+8([3):|.

Demostracion. Probamos la parte (i). Una prueba de la parte (ii) es similar. De la Propo-
sicion 23, tenemos que

0<lp<uy<ly <= —Ai(a), ap, a3 >0 paratodo «a € As. (6.28)
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Suponer (6.28). De (6.27), tenemos que

Ay(a) >0 <= |ajaz — apas| < a3 — af

2 _ 2 2 _ 2
= —(05 — o) < a3 — apoy < az — o

2 2 2 2
Q a5 — « a3 —
= a2V ca < Zay+ 229 (6.29)
Qa3 Q3 Q3 Qs
La desigualdad (6.29) es valida para todo «; € [, u;] con j = 1,2 siy solo si
2 2 2 2
o a5 — o o o — o
a3 Qa3 a3 a3
Si ademas asumimos que u; = —l; = us = —ly, obtenemos la tnica desigualdad

a%—a%—ulag—u1a0>0 0 a3z > g+ ug,

que es valida para todo «a; € [l;,u;] con i = 0,3 siy solo si l3 > uy + u;. De esta manera
obtenemos (i).

Ahora demostramos la parte (iii). Una prueba de la parte (iv) es similar. Supongamos

que uy = —ly > ug = —ly > 0. De (6.30), obtenemos la tnica desigualdad
2 2 2 2
a3 — aj —ujas — Uy >0 0 (ag — %) — (040 + %) > % — % (6.31)

Cambiando la desigualdad en (6.31) por una igualdad y resolviendo la ecuacion resultante
para «q, obtenemos la hipérbola

u ul u
ozoz—??i\/ag—ulozg%—f:—;ir(&g), (6.32)

con vértices (“—21 +a, —“—22) Poniendo la caja [lg, ug] X [I3,us] dentro de la hipérbola (6.32),
obtenemos (iii). O

6.3.3. Estabilidad de la familia §¢,

A continuacién definimos una clase particular de FOP, cuyo conjunto paramétrico A es

una curva.

Para un vector fijo ¢ = (cg, ¢y, ..., c,) € R" definimos el conjunto

C’n:{aER”+1:oz:(co+t,cl+t,...,cn+t), tGR}.
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La correspondiente familia se llama familia de polinomios de un parametro y, de acuerdo

con nuestra notacion, se denota por
So, ={f(a,z):a € Cp}.
Proposicion 26. Sea
Soy = {fla,z) =(co+t)+ (c1 +t)x : t € R} (6.33)

una familia de polinomios de un parametro. Si ¢y > ¢y y t € [to,t1] con ty > —%J””,
entonces un polinomio extremo para la familia Fc, es f(B*, x), donde 5* = (co+to, c1+1o)-

Sici <cyyté€ [ty t1] conty < —%, entonces un polinomio extremo para la familia §o,

es f(6*,x), donde B* = (co + t1,¢1 + t1).
Demostracion. Sea
di(a) = |on| — |ag].
De la ecuacion (6.14), obtenemos la desigualdad equivalente
—Ai(a) >0 <= di(a)>0. (6.34)
Sustituyendo los coeficientes oo = (¢o + t, ¢y + t) en la funcion d;, obtenemos que
di(t) = |c1 +t] — o+ t].

Resolviendo la desigualdad (6.34), se determina la estabilidad de la familia §¢,. Usando la

Proposiciéon 21, se encuentra un polinomio extremo. O
Proposicion 27. Sea
SCQ = {f(Oé, JJ) = (C() + t) + (Cl + t)ﬂ? + (CQ + t):c2 it e R} (635)

una familia de polinomios de un pardmetro. Entonces, resolviendo el sistema de desigual-

dades lineales

|02 + t‘ - |CO + t‘ > 0, Y (636)
|2t+Co+CQ‘ — ‘Cl—i-t‘ > 0,

se puede determinar la estabilidad de la familia o, y se puede encontrar un polinomio
extremo f(B*, ).
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Demostracion. Sustituyendo los coeficientes a = (¢o + t,¢1 + ¢, ¢ + t) en las funciones d;
y do dadas en (6.18), obtenemos que

di(t) = lea+t|—lco+t[, ¥
dg(t) = ‘2t+00+02|—|01+t’,

lo que convierte (6.20) en las desigualdades lineales (6.36). Resolviendo estas desigualdades,
se puede determinar la estabilidad de la familia §¢, y mediante la Proposicion 21, se puede

encontrar un polinomio extremo. O

Proposicion 28. Sea
Foo = {f(a,2) =(co+t) + (c1 + )z + (2 + t)2” + (c3 + 1)’ : t € R} (6.37)

una familia de polinomios de un pardmetro. Entonces, resolviendo el sistema de desigual-

dades lineales

‘03+t’—‘00+t’>0
‘2(63—00)t+0§—cg| — ’(CO—FCQ—Cl—C3)t+C002—C1C3| >O7 Yy
‘2t+C1+C3’—|2t+Co+CQ| > 0,

la estabilidad de la familia §c, se puede determinar y se puede encontrar un polinomio
extremo f(B*, x).

Demostracidon. Sean

di () = |as| — |l
do(ax) = \Oég - 04(2)| — |oas — apasl, y

ds(a) = |ag + az| — |ag + asl.
De las ecuaciones (6.25)-(6.27), obtenemos las desigualdades equivalentes

—Ai(a) >0 <= di(a) >0,
Agy(a) >0 <= do(a) >0, ¥y (6.38)
—As(a) >0 <= ds(a) >0



94 6.4 Ejemplos numéricos

para todo a € Bs. Sustituyendo los coeficientes o = (¢o + t,¢1 + t,¢0 + t,c3 + t) en las

funciones d; para j = 1,2, 3, obtenemos que

dl(t) = ’03 —|—t’ — ’Co +t’
do(t) = ‘2(03 —c)t+ci— 0(2)‘ —|(co+ca—c1 —c3)t+coca —crcs|, ¥
dg(t) = |2t—|—61 —|—03| — |2t—|—CO +Cg|,

lo que convierte (6.38) en desigualdades lineales. Resolviendo estas desigualdades se puede
determinar la estabilidad de la familia §¢, y, mediante la Proposiciéon 21, se puede encontrar

un polinomio extremo. O

6.4. Ejemplos numéricos

En esta secciéon se presentan algunos ejemplos que corroboran la efectividad y simplicidad
de los resultados teodricos propuestos. Los resultados de estos ejemplos sugieren que la nueva
propuesta es una alternativa a los resultados encontrados en la literatura.

6.4.1. Sobre la estabilidad de §p, ¥y Sc,

A continuacioén, la estabilidad de las familias §p5, v §¢, se determina usando el Teorema 21

y la Proposicion 27.

Ejemplo 1. Como dijimos anteriormente, usando el Teorema 15, la estabilidad de una
familia de segundo orden §p, estd determinada por la estabilidad de 12 aristas de §g y 4
aristas superiores de §g+, respectivamente. Ahora, aplicamos los resultados propuestos al
Ejemplo 5.11, p. 261, de Bhattacharyya [8|, para mostrar su efectividad y simplicidad.

Consideremos la familia §p,,

fla,z) = ag + gz + aze?, (6.39)
donde ag € [lg, up] = [0.2,0.8], 1 € [l1,u1] = [-0.1,0.25] y ag € [la, us] = [2.5,4]. Puesto
que

max (o], Juo|) = 0.8 < 2.5 = min (|la], |uz|)
y

max (|l1], Ju1|) = 0.25 < 2.7 = min (|lo + l2], |uo + uz|),
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por el Teorema 21, la familia de polinomios de intervalo (6.39) es estable.

Por otro lado, usando la Proposicion 25 y debido a que d; (ug, o, l2) = 1.7, da(lo, 1, 1l2) = 2.6
y da(lp, u1,ls) = 2.45, tenemos que un polinomio extremo es

f(B*,x) = 0.8 + 2.52% (6.40)

donde 3* = (uyg,0,l3). Por lo tanto, la familia (6.39) es estable si y solo si el polinomio

extremo (6.40) es estable.
Ejemplo 2. Consideremos la familia de un pardmetro
o, = {fla,2) = (=1 +t) + (=2 +t)v+ 2+ )2 : t € I},
donde I es un intervalo, c = (—1,-2,2) y a = (=1 +t,—2+1¢,2+t) parat € I . Por la
Proposiciéon 27, tenemos
hO)= P+l
do(t) =2t + 1| — |t — 2].

La figura 6.1 muestra el comportamiento de las funciones d; y ds. Resolviendo el sistema
di(t) > 0y dqo(t) > 0, encontramos que la familia F¢, es estable para cualquier intervalo

de la forma I = [ty,t;] con ty > % Para el intervalo I = [%, %}, el polinomio extremo
es f(6%,x) = —% — %:c + ng, donde 3* = (—%, —%,g); y para el intervalo I = [2,4], un

polinomio extremo es f(8*,z) = 1+ 42%, donde 8* = (1,0, 4).

di(t), da(t)

Figura 6.1: Grafica de las funciones dy y ds.

6.4.2. Sobre la estabilidad de §p, y Sc,

La simplicidad y eficiencia de los resultados mostrados en el ejemplo anterior también se
pueden apreciar en familias de orden superior y con algunas caracteristicas particulares,

como se observa a continuacion.
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Ejemplo 3. Consideremos el polinomio estable
f(z) =—-0.2+ 0.1z + 0.22% — 2°. (6.41)

Aqui, a3 = I3 = u3 = —1 < 0 y suponemos que u; = —l; = us = —ly > 0. Por el
Teorema 22 y la parte (ii) del Lema 5, vemos que el polinomio (6.41) sigue siendo estable

si sus coeficientes ag, a; y s varian de tal manera que

1<y <uy< 0,
U + us < l07 y (642)
max (|lo + lo|, |up — lo|) <min (|l +1|,| =l +1]).

Eligiendo [y = —0.3,u9 = —0.1 y u; = 0.3, se satisfacen las desigualdades (6.42). Por lo
tanto, toda la familia §p, de los polinomios de intervalo (6.41) es estable si y solo si

ap € [lo, uo] = [-0.3,=0.1] y a1 € [l, us] = [-0.3,0.3] = [la, u2] > .

Ejemplo 4. Considere la familia de polinomios del Ejercicio 512, p. 266, en [§],

fla, 1) = ag + o + apx® + asa?,
donde g € [E —e, 2 4¢c],aq € [-3—¢,-3+e],an € [-1—e,-1+c] v a3 €
[1—¢,14¢] con ¢ > 0. Haciendo un cambio de variable, esta familia puede escribirse
como

oo = {fla,2) =B +t)+ (—12+ )z + (-4 +t)2* + (16 + t)2°, t € I}, (6.43)

donde I = [—16¢e,16¢] vy a = (3+t,—12+¢,—4 +¢,16 + t). Usando la Proposicion 28,

tenemos que

di(t) =]t +16| —[t+3] >0 = t>-2
do(t) = |247 + 26| — [180 = 5t| > 0 <= t<—-% o t>-5 y
ds(t) =2t +4| — |2t — 1| > 0 = t>-3
Por lo tanto, la familia §¢, es estable para cualquier intervalo de la forma I = [to, 1],

donde t; > ty > —%, y en este caso el polinomio extremo es f(5*,z), donde * =
(3+tg, —12 4 tg, —4 + Ly, 16 + o) . La figura 6.2 muestra el comportamiento de las funcio-
nes dy,ds y ds. La familia §¢, es estable para cualquier € < 6%.
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di(), da(t), ds(t)
200~

—d,

—d,

—

100 -

-100 -

-200

Figura 6.2: Grafica de las funciones dy,ds y ds.

Observacién. Notamos que si tg > %, entonces el polinomio extremo no es tinico. Tam-
bién notamos que la familia (6.43) es mas general que la dada en [8].

6.5. Conclusiones

En este capitulo se realiza un andlisis para obtener condiciones necesarias y suficientes para
la estabilidad de Schur de una familia de polinomios § 4, donde A es un conjunto compac-
to, usando el criterio de Schur-Cohn. Este anélisis proporciona la existencia de un punto
extremo o € OA tal que la estabilidad del correspondiente polinomio extremo f(a*, x)
determina la estabilidad de toda la familia §4, v viceversa. Estos resultados se utilizan
para determinar la estabilidad de las familias §p, v $¢, en términos de desigualdades o
la existencia de un polinomio extremo. Notamos que en algunos casos el punto extremo
corresponde a los coeficientes de un polinomio de Kharitonov, es decir, a un vértice de la
caja B,. Como se menciond anteriormente, este punto extremo parece que puede obtener-
se de varias maneras y la dificultad de encontrarlo depende del criterio de estabilidad de
Schur que se emplee. Los resultados obtenidos sugieren que las condiciones propuestas son
un poco menos complicadas que las encontradas en la literatura. Ademaés, estos resultados
pueden ser modificados y adaptados a otras familias de polinomios.
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Capitulo 7

Implementacion de resultados:
fragilidad, desempeno y robustez

En este capitulo se describe la implementacion de los resultados de fragilidad, desempeno y
robustez obtenidos en capitulos anteriores para un Robot M6vil Omnidireccional (OMR).

7.1. Cinematica del OMR

El modelo matematico del OMR de la Figura 7.1

(1) = @O0 .0 0)

A R
Y
Y w3
#. W1
Omnidirectional e hy
mobile robot (OMR) Y 4

x X
Figura 7.1: Notacién para el OMR.

99
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es de la forma

iy cos(vp) —sen(¢) Of |V,
y| = |sen(y) cos(yp) Of [V,], (7.1)
¥ 0 0 1 |w
é R(1) U

donde (x,y) representa la posicion del robot en el plano, ¥ es el angulo de orientacion del
robot, y V,, V, y W son las velocidades longitudinal, lateral y angular, respectivamente
[15, 82|. El término R(v) representa la matriz de rotacion alrededor del eje Z y U es el
vector de control.

Para implementar un control, se transforman las velocidades traslacionales U del robot

en velocidades angulares 2 de las ruedas del OMR:

wi (t) L |7sen (0) cos(d) L| | Vi
wo(t)| = | sen (0) —cos(0) L| |V,], (7.2)
W3 t) 1 0 L %74
N —_— L=
Q R(5) U

donde L es la distancia desde cualquier rueda al centro de masa del robot, r es el radio de
la rueda y § = %. Resolviendo (7.2) para U y sustituyendo en (7.1), obtenemos que

¢ =rR()R(0)"'Q. (7.3)

Para este sistema, se propone el control retardado
1.
Q=R(OR(Y)™ ¢ Kec(t —7)|, (7.4)

donde 7 € R es el retardo y K, = k, I3, con k, € R e I3 € R**3 es la matriz identidad. El
error e¢ estd definido como eg(t) = £(t) —&*(t), donde £*(¢) es el vector deseado de posicion
y orientacion del robot. La dindmica del error del sistema a lazo cerrado usando (7.4) en
(7.3) es

&(t) =€ (t) + K, eg(t — 7)

aég(t) + Kreg(t - 7') = 0, (75)

donde a = 1/r. La ecuacion caracteristica de la dinamica del error es

det (asIy — K,e ™) = [q(a, k, s)* =0,
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donde el cuasi-polinomio ¢ esta definido por
q(a, k,s) =as+ ke ™. (7.6)

La constante a € A C Rt es un pardmetro del proceso y k = (1,k,) € K C Rt x Rt

denota las ganancias del controlador.

7.2. Notacion para fragilidad, desempeno y robustez

Debido a que vamos a encontrar los pardmetros de menor fragilidad, mejor desempeno
y mayor robustez para el cuasi-polinomio (7.6), usaremos la siguiente notacion que es
consistente con la introducida en los capitulos anteriores.

Para a € Afijoy 0 € R, I'y, denota el conjunto de todas las ganancias k € K tales que
(7.6) tiene al menos una raiz sobre la recta vertical Re(s) = o del plano complejo, esto es

oo ={k € K :q(a,k,s) =0 para algiin s = 0 +iw, w € R}.

La curva I', , divide a K en subregiones que tienen un ntimero constante de raices complejas
con parte real mayor que o, esto es,

K=K, UK, JUKZ U---
donde
K", ={k € K :q(a,k,s) tiene exactamente m raices con parte real mayor que o}.

El conjunto K7, se llama o-regidn de estabilidad del cuasi-polinomio (7.6). En particular,
K7 se conoce como la regidn de estabilidad del cuasi-polinomio (7.6) y I'yo = 0K,
Sea D C K, donde a € A es fijo. La funcidn de la abscisa espectral o : KJ; — R esta
definida por
a(k) = sup{Re(s) : q(a, k,s) = 0}. (7.7)
Esta funcion determina la localizacion de las raices dominantes del cuasi-polinomio g(a, k, s).
Si « esté acotada inferiormente en D, entonces la abscisa espectral de q(a, k, s) correspon-

diente a la region D esta dada por
o = inf{a(k) : k € D}. (7.8)

Como se mencionoé en el Capitulo 3, el siguiente resultado relaciona los dominios de la

frecuencia y el tiempo con la localizacion de las raices dominantes.
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Lema 6. [57] Sea y(t) la solucidn de un sistema cuyo cuasi-polinomio es (7.6). Si o > o*,

existe una constante L tal que
ly(t)| < L||¢||-e”*  para todo t >0,

donde ¢ es la condicion inicial en el intervalo [—7,0], ||¢|l- = méx{|p(s)| : s € [-7,0]} v

| - | denota la norma euclidiana.

En este caso, podemos definir desempernio, fragilidad y robustez de la siguiente manera.

Desempeno. Sea D C Kgo, donde a € A es fijo, y supongamos que la funcién « esta
acotada inferiormente en D. Un punto de mejor desempeno es un conjunto de ganancias
k € D del controlador que proporcionan la méaxima cota de decaimiento exponencial a* en
la respuesta y(t) del sistema a lazo cerrado. Este punto se denotara por k*? € D, y es tal
que

o = a(k™P) =o",

donde o* es la parte real de una raiz s* = o* + iw* del cuasi-polinomio ¢(a, k™7, s).

Fragilidad. Sea D C K2707 donde a € A es fijo, tal que 9D N T, # 0. Un punto menos
frdgil es un conjunto de ganancias k € D de un controlador con la distancia més grande a
la frontera OD. Este punto se denotara por k* € D, y es tal que

p(k*T) = sup{p(k) : k € D},

donde p(k) = inf{||l — k|| : L € OD} es la distancia del punto k a la frontera dD.
Ahora, tratando al pardmetro a de manera similar a las ganancias k, notamos que para

k € K fijo, los conjuntos
I'v ={a€ A:q(a,k,s) =0 para algiin s =0 + iw, w € R}

separan a A en subregiones con un nimero constante de raices con parte real positiva. Esto
es,
40 1 2

donde
Al ={a € A:q(a,k,s) tiene exactamente m raices con parte real positiva}.

El conjunto A? es la regidn de robustez del cuasi-polinomio (7.6) respecto al pardmetro
a€ A yly=0A).
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Robustez. Sea E C AY, donde k € K es fijo, tal que OFE C T'y = 0A}. Un punto de
mayor robustez es un parametro a € E de un proceso con la mayor distancia a la frontera
OF. Este punto se denotara por a™" € E, y es tal que

pla™") =sup{p(a) : a € E},

donde p(a) = inf{||l — al| : | € OE} es la distancia del punto a a la frontera OF.

7.3. Regiones de o-estabilidad

Para determinar la fragilidad y el desempeno del OMR fijamos el pardmetro del sistema.
Proposicion 29. Sea a € A fijo.

(a) Las ecuaciones que determinan la frontera I'yo de la region de estabilidad Kfio del

cuasi-polinomio (7.6) son las siguientes:

(1) Siw =0, se obtiene la linea recta (7,k,) = (1,0), 7 > 0.

i

(i) Siw >0, obtenemos la hipérbola (7,k,) = (55, aw).

(b) Las ecuaciones que determinan la frontera L'y, de la region de o-estabilidad Kg,a del

cuasi-polinomio (7.6) son las siguientes:

(iii) Siw =0, se obtiene (1,k,) = (1, —ace’™), T > 0.

(iv) Siw >0, obtenemos (7,k.) = (—2 tan™ (), avo? + w2e’7).

Para o < 0, haciendo que w — 0, obtenemos que las curvas (iii) y (iv) se intersectan en
el punto singular p, = (—1,—-92).

Observacion. En [13] y [53| se demuestra que si 7 > 0, el cuasi-polinomio (7.6) tiene
una raiz negativa doble domiante o = —%. Esta raiz doble ocurre en el punto singular p;
de las regiones de o-estabilidad Kgm ver Figura 7.2.

Por la observaciéon anterior, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 30. Dado un valor de desempeno o < 0, las ganancias del controlador k =

(1, k) que proporcionan una raiz doble dominante o son

T=—= y k= ge”. (7.9)
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Demostracion. Resolver para 7y k, las ecuaciones ¢(a,k,0) =0y ¢'(a,k,0) = 0. m

Notamos que si el punto (7.9) estd dentro de un conjunto compacto D C K, con
0D C I'y 0, entonces éste proporciona la cota méxima de decaimiento a* € D de la solucién
de un sistema a lazo cerrado cuyo cuasi-polinomio es de la forma (7.6).

La Figura 7.2 muestra la frontera I'y ¢ de la region de estabilidad Kg}o y algunas de las

fronteras T, , de las regiones de o-estabilidad KU, donde se observan los puntos singulares

a,0)
Ps-

— Tapo

- ra.—1

— las

Fa-10

I I I I I
T
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

0 )

Figura 7.2: Regioﬁes de o-estabilidad para a = 33.333.

7.4. Fragilidad del OMR

Es claro que las ganancias 7 y k, del controlador deben ser cantidades positivas.

Proposicion 31. Sea a fijo. Si elegimos D como el subconjunto de la region de estabilidad
Kg’a que estd acotado por los ejes T y k. y la hipérbola (ii), entonces el punto menos fragil
es k¥ = (1,k.) = (p,p), donde p = (v/2 — 1)y/7a es el radio del circulo inscrito mds

grande en D.

Demostracion. El nlimero p se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones

Ta

=5 y 2(1 = p)* = p*.
-

T
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Ejemplo 1. Si a = 33.333, entonces k*/ = (4.23874,4.23874) y p = 4.23874. La Figura
7.3 muestra este punto y el circulo inscrito méas grande en la region D.

[ R
2 4 6 8 10 12 14

Figura 7.3: El punto menos fragil k*/ = (4.23874,4.23874) para D C K y a = 33.333.

T

Ejemplo 2. Ahora elegimos la subregion D acotada por el eje k. y las curvas (iii) y
(iv), que estd dentro de la region de o-estabilidad K[, con a = 33.333 y 0 = —0.27.
Usando la Proposicion 4 del Capitulo 3, se obtiene que el punto menos fragil es k*/ =
(1.15273,9.23038) v p = 1.15273. Este punto se muestra en la Figura 7.4.
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! T SR TR TR AN SN SN SN SN NN SO N T SO NN SN SO S SR N
0 1 2 3 4
Figura 7.4: El punto menos fragil £/ en D C Kg}o, donde a = 33.333 y 0 = —0.27.

T

7.5. Desempeno del OMR

Debido a que las regiones de o-estbilidad K? _ no son acotadas, para calcular puntos de
mejor desempeno k*P y la correspondiente cota de méximo decaimiento exponencial o*,
construimos conjuntos compactos D dentro de estas regiones.

Proposicion 32. Sean k. y a dados, y supongamos que o > —<. 51 D es la region
acotada por la recta horizontal k, = K, y las curvas (iii) y (iv), entonces D estd dentro

de la region de o-estabilidad Kg’a, el punto de mejor desempeno es k™P = (ﬁ,mr) y la
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mdzima cota de decaimiento es 0™ = —":<. En este caso, kP corresponde al punto singular

de la curva I'g o-.

Ejemplo 3. Para k, = 160 y a = 33.333, se tiene que k*? = (0.0766408,160) y o* =
—13.0479. En la Figura 7.5 el punto k*? aparece en rojo.

ke

kP
160

150 |- DcK®

a,0

140

120 1 P M P R BT
0.075 0.080 0.085 0.090 0.095 0.100

Figura 7.5: Punto de mejor desempeno k*P = (0.0766408, 160) en D C Kg}a para k, = 160,a =
33.333 y o = —10.

7.6. Robustez del OMR

Para encontrar un conjunto de robustez E C AY del cuasi-polinomio (7.6) usamos el
siguiente resultado de Hayes [32].

Lema 7. Todas las raices de la ecuacion z = ce® estin a la derecha de Re(z) = X si y sdlo
siA<1lyde™ <c< e VA2 +12, donde v es la inica solucion de vcotv = X en el

intervalo (0, 7).

Es facil ver que para v en el intervalo (0,%), podemos definir A de manera tnica en
el intervalo (0,1) por A = vcotv. Ahora, haciendo el cambio de variable z = —7s con
7 > 0, obtenemos que todas las raices del cuasi-polinomio (7.6) estan a la izquierda de
Re(s) = —2 siy solo si

e 1 e VA2 412
<r=-<-— (7.10)
Tk, a Tk,
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donde ¢;(v) = Ae™ y co(v) = Ae VA2 + 12, La Figura 7.6 muestra el comportamiento de
las funciones ¢, (), c2(v) y A = veot v para v € (0, 7).

A ¢, c

o8} —

06F - C

04

02F \
. .
v

L
0.0 0.5 1.0 1.5

Figura 7.6: Funciones c1,co y .

Proposicién 33. Sean k = (7,k.) y v € (0,%) fijos. Si £ = (CZ’(“;), :%), entonces el

punto mds robusto a*" es el punto medio del intervalo E.

7.7. Fragilidad, desempeno y robustez del OMR

Usando la desigualdad (7.10) podemos escribir siguiente resultado de robustez en el

espacio tridimensional 7k,.a.

Proposicion 34. Sea v € (0, %) fijo. Si los pardmetros 7, k, y a satisfacen la desigualdad

entonces el sistema es estable.

Ejemplo 4. La Figura 7.7 muestra una region de estabilidad robusta en el espacio

tridimensional 7k,a cuando v = 1.34.
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0.10

Figura 7.7: Region de estabilidad robusta en el espacio 7k;a.

7.8. Experimentos en tiempo-real

El OMR esta construido usando tres motores con engranaje 12V POLOLU 37D, escala
1:70 y sensor rotativo (encoder) con resolucion de 64 orificios por revolucion, ver Figura
7.8. Una tarjeta STM32F4 Discovery se usa como tarjeta de adquisicion de datos y la co-
municaciéon entre la computadora y el robot se efectiia en tiempo-real usando la biblioteca
(toolbox) "waijung1504” de Matlab/Simulink© via Bluetooth mediante un microcontrola-
dor ESP32. El robot funciona en un ambiente intramuros con un conjunto de 10 cAmaras
infrarojas VICON® con precision de 0.5|[mm]| que miden la posicion y orientacion del robot
en un area de 5 x 4/m?| con tiempo de muestreo de 0.005[s]. Para lograr esto, el robot tiene
varios marcadores reflejantes con diferentes patrones que son detectados por el software
TRACKER® de las cdmaras, visitar https://www.vicon.com.
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Figura 7.8: Robot M¢vil Omnidirectional con perturbacion.

Sea D el subconjunto de la region de estabilidad nga que estd acotado por los ejes 7y k,
y la hipérbola (ii), ver Figura 7.3. Para k, y a dados, la Tabla 1 muestra una lista de puntos
de mejor desempeno k*P = (ﬁ, k.) € D. La fragilidad de un punto k*? se obtiene como
la distancia p(k*?) de ese punto a la frontera de D. El intervalo de robustez se obtiene
usando la desigualdad (7.10) con v = 1.34. La Figura 7.9 muestra el circulo S(k*?, p(k*P))
para k, = 160 y a = 33.333.

ke
100

80|
60 KS,
40

20

0 {1
10

Figura 7.9: Fragilidad del punto £*P para k, = 160 y a = 0.03.

La Figura 7.10 muestra el desempeno del robot usando los datos de la Tabla 7.1, sin
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Tabla 7.1: Puntos de mejor desempeno k*P para k. v a = 33.333 dados.

k*Pp Desempeno Fragilidad de £*? Robustez del controlador (7.4)
o* p(k*P) r=at
(0.076,160) | —13.0479 0.076 € (0.03, 0.082)
(0.066,184) | —15.0051 0.066 € (0.03, 0.082)
(0.061,201) | —16.3914 0.061 r € (0.03, 0.081)
(0.060,204) | —16.6361 0.060 € (0.03, 0.081)
(0.055,222) | —18.1039 0.055 € (0.03, 0.081)

perturbacion /rampa. Se muestran sélo tres puntos.

0.6 T T T T -
B . ——k=(0.076,160)
el zoom in T k=(0.061,201)
04 o 0.305 - k=(0.055.222)
yd ~ ‘—_’_/-‘.:\:“.\
/ N \
02 / /o N \‘\ N\ _
B / 049 Q
k| / 01 005 0 005 o0l )
z | H
& of ] { E
£ \ ko z00m in /
2 \ . , /
\ A
02 \ \Q 1
. & _____ ‘/ 4;// :
\ N Sr ;
\\\ /‘7/
04 ~ -0.505 o .
e S| () 1 -0.05 0 0.05 0.1 " -
0.6 1 1 1 1 1

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 7.10: Desempeio de la posicion z-y del robot, ver Tabla 7.1. Aqui 7 = a~! = 0.03m.

La Figura 7.11 muestra el desempeno del robot usando los datos de la Tabla 7.1, pero
se coloca una rampa para perturbar el camino recorrido por el robot, ver Figura 7.8. Se
muestran los mismos tres puntos de la Figura 7.10.
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Figura 7.11: Desempeiio de la posicién z-y del robot con perturbacion. Aqui 7 = o~ = 0.03m.

La Figura 7.12 muestra la robustez de la posicion z-y del robot para k = (0.076, 160)
dado en la Tabla 7.1 y variando el parametro r = a~! € {0.03, 0.05, 0.08}m.

0.6

04

X robot position
o
o o
T T

o
o
T

-0.6
-0.6

X robot position

Figura 7.12: Robustez de la posicién 2-y del robot, fijando k = (0.076,160) y variando r = a~! €
{0.03, 0.05, 0.08}m.

La Figura 7.13 muestra la robustez de la posicion z-y del robot para k = (0.055,222)
dado en la Tabla 7.1 y variando el parametro r = =% € {0.03, 0.05, 0.08}m.
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0.6

04

Figura 7.13: Robustez de la posicién z-y, fijando k = (0.055,222) y variando r = a~! €

{0.03, 0.05, 0.08}m.

Dadas las ganancias k = (7, k,.), el desempefio se obtiene resolviendo para o las ecuaciones
(iii) o (iv) de la Proposicién 29.

Tabla 7.2: Puntos menos fragiles k*/ para un o dado.

o k*f Fragilidad de k*/ Desempenio Robustez del controlador (7.4)
p(k*7) o r=a"', k% esfijo
0 (4.23874,4.23874) 4.23874 —0.175325 r € (0.0127914, 0.0559181)
—10 | (0.0814868,159.992) 0.00808579 —11.77 r € (0.0176282,0.077062)

La Figura 7.14 muestra la posicion del robot usando los puntos menos fragiles de la
Tabla 7.2. Como se esperaba, el desempeno es pobre debido a que la velocidad de con-
vergencia es baja. Sin embargo, el analisis realizado garantiza menor fragilidad respecto a
variaciones de las ganancias 7 y k, del controlador (7.4).
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Figura 7.14: Fragilidad de la posicion z-y del robot para ¢ = —0.27 y —0.48, ver Tabla 7.2. Aqui,
r=a"1=0.03m.
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Abstract

In this paper an explicit numerical procedure is proposed to determine the non-fragility of parameters
of controllers used to stabilize a class of time delay systems. The proposed procedure finds the largest
possible circle inscribed in a stability subregion delimited by a simple closed curve in the plane of the
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The obtained theoretical results are applied and compared with some of the most relevant examples
found in the literature. This illustrates that the proposed procedure improves previous results found in
the literature so far.
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1. Introduction

In the framework of control theory, the robustness of controllers is one of the topics of
greatest interest to the scientific community. The robustness of a controller guarantees the
proper functioning of a closed-loop system when there are disturbances and uncertainties [1].
The above is paramount for those who are involved in applications where noises, disturbances,
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This paper states sume results aiming at finding the parameters of a controller that prevides the
maximum decay rate of the closed-loop response for a linear time-invariant time-delay system. These
results help to vnderstand the behavior of dominant roots and the spectral abscissa under parametric
variations, including the delay. The controller parameters or points of vest performance are obtained
for compact subsets of the system'’s stability region. In addition, it is shown that these points are not
always related to obtaining a multiple dominant root or the existence of a root of maximal multiplicity.
To illustrate the effectiveness and diversity of application of the proposed results, four key examples
from the literature were chosen and the points of best performance were found.

© 2022 Elsevier Ltd. All rights reserved.

1. Introduction

In the control theory framework, the design and tuning of
a controller that ensures the efficient handling of a system is
undoubtedly of great relevance. In this sense, three important
aspects must be considered (Alfaro, 2007): its fragility to the
variation of its own parameters, its performance to a load distur-
bance or set-point change, and its robustness to the changes in
the controlled process characteristics.

In the context of time-delay systems, there are several pa-
pers in which the fragility of a controller is determined, among
them are {Hernandez-Diez, Méndez-Barrios, Mondié, Niculescu,
& Gonzalez-Galvan, 2018; Melchor-Aguilar & Niculescu, 2009;
Méndez-Barrios, Niculescu, Morarescu, & Gu, 2008; Morarescu,
Méndez-Barrios, Niculescu, & Gu, 2011). Recently, in Oaxaca-
Adams, Villafuerte-Segura, and Aguirre-Hernandez (2021) was
proposed an explicit methodology to determine the fragility of a
controller and was used to stabilize this type of systems. Regard-
ing performance, there are many papers in which the closed-loop
response for a system with a control law is analyzed, among them
are (Abdallah, Dorato, Benites-Read, & Byrne, 1993; Anderson &
Spong, 1989; Astrom & Higglund, 1995; Bleich & Socolar, 1996;
Hernandez-Diez et al., 2018; Just, Bernard, Ostheimer, Reibold, &
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Olaru under the direction of Editor Sophie Tarbouriech.
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Benner, 1997; O’'Dwyer, 2000a, 2000b, 2009; Olgac & Sipahi, 2002,
2003, 2004; Pyragas, 1992; Rainirez, Mondié, Garrido, & Sipahi,
2016; Silva, Datta, & Bhattacharyya, 2007; de Sousa Vieira &
lichtenberg, 1996; Suh & Bien, 1979, 1980; Swisher & Tenqchen,
1988; Ulsoy, 2015; Villafuerte, Mondié, & Garrido, 2013; Volterra,
1928; Walton & Marshall, 1987).

Although the performance of a controller applied to a sys-
tem can be understood in many different ways according to
requirements, it seems that, in the case of controls for time-delay
systems, the most popular is the one that has to do with the
decay rate for the closed-loop response of a system, known as
o-stability. In this context, recent results focus on determining
the controller parameters that produce the maximum decay rate
for the closed-loop response of a system. For linear time-invariant
time-delay systems (LTI-TDS), it is well known that this decay
rate is determined by the real part of the dominant roots of
its characteristic equation (quasi-polynomial), known as spectral
abscissa.

In Villafuerte, Mondié, and Garrido (2012), Villafuerte, Mondié,
Vazquez, and Collado (2009), the tuning of a delayed controller
known as proportional retarded (PR) control is proposed. A pa-
rameter ke = (kp. k;, 7) is selected to place a real dominant root
of multiplicity three at the abscissa —o < 0. Here, a tuning
based on a geometrical method yields o -stabilization for a class of
second-order systems, and an algebraic procedure yields analytic
expressions to compute the triple dominant real root. In this
approach, two assumptions were made: (i) existence of a triple
dominant real root, and (ii) root multiplicity implies dominance,
i.e. it is assumed that placement of a triple real root implies
finding the point of best performance.
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Abstract: This paper presents a study on the fragility and performance of two linear
controllers for second-order systems: proportional retarded control (PR) and proportional
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characteristic equation of the closed-loop system. In the case of the PR control, Taylor’s
theorem is used to show that if there exits a root of multiplicity three, it is necessarily dominant.
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1. INTRODUCCION

En el marco de la teoria de control, el diseno y la sin-
tonizacion de leyes de control cada vez mas eficientes es un
objetivo primordial. Actualmente, existe en la literatura
una gran cantidad de trabajos que aseguran proponer
controladores con esta caracteristica. En ocasiones, esta
aseveracion se realiza después de comparaciones arbi-
trarias y/o en condiciones desiguales de operacion. En
Alfaro (2007) se menciona que en un controlador debe
considerarse su desempeno, fragilidad y robustez. Por lo
que, resulta razonable establecer su eficiencia a partir
de estas consideraciones. Ademas de compararlo con uno
de los controladores mas empleados y aceptados por la
comunidad cientifica y la industria, aquellos del tipo PID,
proporcional-integral-derivativo.

La fragilidad de un controlador se puede determinar a
partir del margen de variacién de sus propias ganancias
(parametros). Mientras que su desemperio se puede es-
tablecer por medio de la respuesta del sistema en lazo
cerrado. Finalmente, la robustez de un controlador se
puede decretar sabiendo los cambios permisibles en las
caracteristicas o parametros del proceso o planta a con-
trolar. Por lo tanto, la robustez y la fragilidad de un
controlador deben considerarse de forma diferente e in-
dependiente, entendiendo que la robustez de un control
indica el margen de variacién permitido en los parametros
del proceso, con ganancias fijas del controlador, para
no perder estabilidad; y la fragilidad de un controlador
tiene un significado similar en términos de la variaciéon de
sus propias ganancias/parametros. Por consiguiente, un
controlador puede ser muy robusto, pero muy fragil a la
vez. En este contexto, existen varios trabajos en los que

* Este articulo es financiado mediante el Programa Anual Opera-
tivo 2022 (PAO,2022) con clave 0503 de la Universidad Auténoma
del Estado de Hidalgo.
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se determina la fragilidad de un controlador, entre ellos se
encuentran Méndez-Barrios et al. (2008); Melchor-Aguilar
and Niculescu (2009); Morarescu et al. (2011); Hernédndez-
Diez et al. (2018) y Oaxaca-Adams et al. (2021).

En el marco de los controladores del tipo PID, hoy
en dia existen numerosas contribuciones respecto a su
sintonizacion, desempeno e implementacion, (/fstrém and
Hégglund, 2001; Silva et al., 2005; Berner et al., 2018). Es
una de las areas de investigacion mas antiguas, ain activa
y con mayor numero de usuarios satisfechos al momento
de implementarla; a pesar de los extraordinarios progresos
que otras areas de la teoria de control han tenido en las
dltimas décadas.

En el marco de los controladores retardados de tipo PR, se
emplean deliberadamente retardos artificiales para esta-
bilizar un sistema (Abdallah et al., 1993; Ulsoy, 2015).
En algunos ocasiones a este tipo de controladores se
les llama controladores retardados (delayed controllers),
controladores con acciones retardadas, control de retro-
alimentacion con retardo o retroalimentaciéon retardada,
entre otros. En Suh and Bien (1979, 1980), se propone
un control proporcional con un retardo apropiado que
puede reemplazar un control PD. Aqui los autores afirman
que la respuesta del sistema es mas rapida e insensible
al ruido de alta frecuencia cuando se emplea el control
retardado, en comparacion con el uso del PD. En Pyragas
(1992) se propone un esquema de control denominado
time-delayed feedback control (TDFC), que da origen a
diferentes investigaciones, Bleich and Socolar (1996); Just
et al. (1997); de Sousa Vieira and Lichtenberg (1996);
Swisher and Tenqchen (1988). En Kokame and Mori
(2002), se discute la preservacion de la estabilidad de lazo
cerrado, cuando una retroalimentaciéon derivada es reem-
plazada por una retroalimentacion retardada (difference
feedback), y se presenta un resultado favorable para la
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Abstract

The robustness of a linear system in the view of parametric variations requires a
stability analysis of a family of polynomials. If the parameters vary in a compact
set A, then obtaining necessary and sufficient conditions to determine stability
of the family ¥4 is one of the most important tasks in the field of robust con-
trol. Three interesting classes of families arise when A is a diamond, a box or a
ball of dimension n + 1. These families will be denoted by Fp,, $s,, and Fs,,
respectively. In this article, a study is presented to contribute to the understand-
ing of Hurwitz stability of families of polynomials & 4. As a result of this study
and the use of classical results found in the literature, it is shown the existence
of an extremal polynomial f(a*, x) whose stability determines the stability of the
entire family 4. In this case f(a*, x) comes from minimizing determinants and
in some cases f(a*,x) coincides with a Kharitonov’s polynomial. Thus another
extremal property of Kharitonov’s polynomials has been found. To illustrate our
approach, it is applied to families such as §p,, §s,, and Fs, with n < 5. The
study is also used to obtain the maximum robustness of the parameters of a poly-
nomial. To exemplify the proposed results, first, a family &p, is taken from the
literature to compare and corroborate the effectiveness and the advantage of our
perspective. Followed by two examples where the maximum robustness of the
parameters of polynomials of degree 3 and 4 are obtained. Lastly, a family &, is
proposed whose extreme polynomial is not necessarily a Kharitonov’s polyno-
mial. Finally, a family §s, is used to exemplify that if the boundary of A is given
by a polynomial equation in several variables, the number of candidates to be an
extremal polynomial is finite.

KEYWORDS

diamond polynomials, extremal property, Hurwitz stability, interval polynomials, polynomial
family, robust stability

1 | INTRODUCTION

In the control theory framework, the design and tuning of a controller that ensures the efficient handling of a system is
undoubtedly of great relevance. In this sense, three important aspects must be considered®: its fragility to the variation
of its own parameters, its performance to a load disturbance or set-point change, and its robustness to the changes in the
controlled process characteristics.

Int J Robust Nonlinear Control. 2024;1-19. wileyonlinelibrary.com/journal/rnc © 2024 John Wiley & Sons Ltd. 1
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ARTICLE INFO ABSTRACT
Keywords: Sometimes a robustness analysis of a linear discrete system (LDS) implies a study of stability
Polynomial family in view of parametric variations in a set A. This leads to a stability analysis of a family of

Convex polytope
Interval polynomials
Robust stability

polynomials (FOP) denoted by § ,. Some of these families are the well-known family of interval
polynomials (FOIP) denoted by & B, where B, is an (n + 1)-dimensional box, and the one-
parameter family of polynomials denoted by T, where C, is an (n + 1)-dimensional curve.
Currently, there are several results to ensure the stability of these families. However, they are
usually laborious processes, especially if the dimension of A is large and unfortunately for LDS
there is not an analogous result to Kharitonov’s Theorem for linear continuous systems (LCS).
This paper proposes necessary and sufficient conditions to determine Schur stability of §,. We
prove the existence of an extreme point a* € A such that the stability of the corresponding
extremal polynomial f(a*,x) determines the stability of the entire family §,, where A is a
compact set. It is also shown that «* cannot be an interior point of A, so that a* € dA. For
some §p and §c , it is obtained an extremal polynomial or simple inequalities. This analysis
and numerical examples suggest that the conditions proposed are a prominent alternative to
results found in the literature.

1. Introduction

In the framework of control theory, proposing robust controllers is one of the current challenges for the scientific community
of the area. Even more so, when an experimental platform is controlled using a digital process under the premise of variations
and/or parametric uncertainties. In this framework, a robustness study of the corresponding closed-loop system leads to the search
for necessary and sufficient stability conditions of a FOP. Undoubtedly, proposing less restrictive and simpler conditions than those
currently found in the literature is an opportunity field.

Concepts and criteria to determine stability of a FOP depend on the type of system considered in the analysis: continuous or
discrete. Regarding LCS, it is well-known that the stability is completely determined by the Hurwitz stability of its corresponding
characteristic polynomial. When the parameters of this polynomial vary in a set A, the robustness of the polynomial is determined
by the stability of its FOP, whose analysis and criteria depend on the topology of the set A. If A is a box, the best known criterion
to determine stability of a FOIP is the Kharitonov’s theorem. While for LDS, its stability is completely determined by the Schur’s
concept of stability of its corresponding characteristic polynomial. Just like for LCS, the robustness of the polynomial is determined
by the Schur stability of its FOP, whose analysis and criteria depend on the topology of the set A. When A4 is a box, unfortunately
there is not an analogous criterion to Kharitonov’s theorem for LDS. However, the Edge Theorem is one of the best known criteria
used by the community of the area.
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