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Resumen

El proyecto de investigación abordado, presenta un sistema que integra una estación

fija con un sistema SCADA creado en LABview® y 2 robots móviles para monitorear

contaminantes nocivos en aire y tierra, empleando para ello un cuadricóptero y un carro

todoterreno, ambos no tripulados y manipulados empleando leyes de control avanzadas

para optimizar su ahorro energético o el desempeño en el seguimiento de trayectorias, esto

con la finalidad de diseñar, crear y aplicar una plataforma heterogénea basada en robótica

móvil que sirva para caracterizar la concentración de contaminación en zonas de interés.

Para el control de los robots se propone el uso del controlador PIX-HAWK®, el cual

cuenta con prestaciones que facilitan la navegación empleando posicionamiento global,

además, de permitir programar leyes de control a bajo nivel, a través de herramientas y

libreŕıas de código abierto. Es contemplada la aplicación de leyes de control basadas en

el método del gradiente descendente en conjunto con el filtro de kalman y un controlador

PID, para proponer un controlador subóptimo discreto autosintonizable en ĺınea, dando

las ventajas de contar con un lazo cerrado que permita garantizar, robustez, estabilidad

y autosintonización, esto último es aplicado en el robot terrestre, debido a las demandas

a las que es sometido acorde a las tareas a realizar, mientras que, para el robot aéreo

se plantea un controlador Integral subóptimo, como estrategia de control. El sistema

ı́ntegra equipo basado en robots open hardware, para tomar muestras sólidas de suelo,

mediante el carro, todoterreno, respecto a las lecturas de agentes nocivos en aire, se emplea

un sistema de sensores embarcado en un cuadricóptero, con dichas muestras y lecturas

es posible tener material e información, que pueden ser estudiadas e interpretadas por

expertos en el campo de la contaminación ambiental. En este trabajo no se aborda esta

etapa, el alcance está acotado a al desarrollo de ambos robots y la toma de muestras

y lecturas que permitan deducir la presencia de contaminación. Cada robot cuenta con

un sistema de navegación autónomo, y además, pueden ser manipulados remotamente
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mediante radiofrecuencia, lo que permite realizar un trabajo colaborativo entre ellos y

hacer un mejor aprovechamiento de los recursos energéticos y optimización de trayectorias,

e interactuar con el usuario mediante un sistema SCADA y un ambiente virtual creado

en Unity® donde pude apreciarse el comportamiento en tiempo real de cada robot.



Abstract

The research project addressed presents a system that integrates a fixed station with a

SCADA system developed in LABview® and two mobile robots designed for the monito-

ring of deleterious contaminants in both air and soil mediums. This is executed through

the utilization of an unmanned quadcopter and an off-road unmanned vehicle. These ro-

botic entities are operated through the implementation of advanced control algorithms,

optimizing either their energy efficiency or trajectory tracking performance. The overar-

ching objective pertains to the conception, fabrication, and application of a heterogeneous

robotic platform rooted in mobile robotics, with the explicit aim of characterizing pollu-

tion concentrations within zones of interest. Concerning the robot control paradigm, the

utilization of the PIX-HAWK® controller is proposed. This controller is endowed with

functionalities that facilitates global navigation. Furthermore, it permits the programming

of low-level control laws by means of open-source tools and libraries. The incorporation of

control laws founded upon the gradient descent method, in conjunction with the Kalman

filter and a PID controller, is contemplated. This amalgamation is proposed to yield a

suboptimal online auto-tunable discrete controller, affording the benefits of a closed-loop

configuration that ensures robustness, stability, and self-tuning. The latter is specifically

applied to the terrestrial robot, tailored to meet the demands commensurate with its in-

tended tasks. Conversely, for the aerial robot, an integral suboptimal controller is proposed

as a control strategy. The system integrates open hardware-based robotic equipment to

collect solid soil samples via the off-road vehicle. Regarding readings of harmful agents in

the air, a sensor system embarked upon the quadcopter is employed. The amalgamation

of these samples and readings yields material and information, which can be analyzed

and interpreted by experts in the realm of environmental pollution. This work does not

encompass this stage; the scope is confined to the development of both robots and the

collection of samples and readings to deduce the presence of contamination. Each robot
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possesses an autonomous navigation system and can also be remotely manipulated via

radiofrequency. This facilitates collaborative work between the robots, optimizing energy

resources and trajectory management. Interaction with the user occurs through a SCA-

DA system and a Unity®-based virtual environment, wherein real-time behavior of each

robot can be observed.



Acrónimos
DH: Denavit-Hartenberg

E: Valor esperado

EKF: Filtro de Kalman Extendido

FO: Flujo óptico

GKF: Filtro de Kalman Generalizado

GPS: Global Positioning System

H: Hamiltoniano

L: Lagrangiano

LK: LucasKanade (Método de LucasKanade)

LQG: Linear Quadratic Gaussian
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PID: Proportional Integral Derivative
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SCADA: Supervisory Control And Data Acquisition

Tr: Traza (trace en inglés)

UAV: Unmanned Aerial Vehicle

ULV: Unmanned Land Vehicle



x
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4.3. Conclusión caṕıtulo 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

5. Simulaciones y resultados experimentales 96

5.1. Simulación seguimiento de trayectoria UAV . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5.2. Simulación seguimiento de trayectoria ULV . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
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en Simulink®. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.4. Vistas de la trayectoria 3D de la simulación del UAV. . . . . . . . . . . . . 100

5.5. Resultados de simulación seguimiento de trayectoria rover. . . . . . . . . . 101

5.6. Marcos de referencia para simulación de seguimiento de trayectoria del ULV.102

5.7. Aproximación usando un filtro de Kalman simulado en MATLAB®. . . . 103

5.8. Comportamiento del error al emplear el método del gradiente descendente

simulado en MATLAB®. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.9. Comportamiento de ganancias de PID usando método del gradiente des-
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2 Caṕıtulo 1: Introducción

Caṕıtulo 1

Introducción

Este trabajo está enfocado al desarrollo de una plataforma robótica móvil heterogénea

para monitoreo ambiental. En el presente caṕıtulo se explica brevemente el contenido de

este trabajo, el cual está dividido en seis caṕıtulos y dos anexos, el primer caṕıtulo es

llamado “Introducción” en él se da a conocer de forma breve el estado del arte relacionado

robots móviles, aéreo y terrestre, sus modelos, el planteamiento del problema, la justifi-

cación, la hipótesis, el objetivo general los espećıficos y la metodoliǵıa a seguir para el

desarrollo del trabajo.

El segundo caṕıtulo denotado como“Marco Teórico”, aborda brevemente las principales

herramientas teóricas empleadas en el desarrollo de los algoritmos y modelos empleados

en del desarrollo del presente trabajo. Los cuales son el método de Denavit-Hartenberg, el

controlador PID, el Método de Lucas-Kande, el filtro de Kalman y su extensión, además,

del Método del gradiente descendente.

En el terser caṕıtulo “Plataforma Robótica Móvil Heterogénea”, se da una descripción

del sistema de la plataforma propuesta, y sus componentes principales, el robot aéreo, el

robot terrestre y el sistema SCADA.

En el cuarto caṕıtulo, el lector podrá hallar los dos modelos matemáticos usados a lo

largo de este trabajo, para manipular y simular el comportamiento de los dos robots.

El quinto caṕıtulo que es llamado “Simulaciones y resultados experimentales”, mues-

tra las simulaciones del seguimiento de trayectoria de ambos robots, la simulación de un
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control subóptimo autosintonizable que es una contribución novedosa de este trabajo, los

resultados experimentales en el seguimiento de la trayectoria del robot aéreo y del robot

terrestre.

El último caṕıtulo que es el sexto, muestra las conclusiones y trabajos futuros propues-

tos, derivados de los resultados experimentales.

Los dos anexos muestran las estrateǵıas de control a usar, métodos, y modelos, y por

últimos planos y esquemas.

El presente proyecto de investigación tiene como propósito aplicar leyes de control en

una plataforma de robótica móvil heterogénea, la cual sirve como un sistema de monito-

reo para tomar muestras y lecturas, que permitan detectar contaminantes ambientales de

tipo aéreos y terrestres, empleando para ello dos robots: uno aéreo no tripulados (UAV),

y veh́ıculo terrestre también no tripulado (ULV), para tomar muestras en cada uno de

los ambientes antes mencionados, que permitan generar datos estad́ısticos de la presencia

de agentes nocivos en zonas de interés, lo anterior buscando que la plataforma pueda ser

aplicada, en ecosistemas importantes para la conservación del medio ambiente, como pre-

sas, zonas mineras, ŕıos, lagos, etc. Con la intención de detectar la presencia de agentes

contaminantes que puedan afectar directa o indirectamente a las personas o seres vivos

que interactúan con ecosistemas claves para el desarrollo de la vida.

Para realizar esta investigación se proponen sistemas de recolección de muestras en cada

uno de los robots, que interactúan con un sistema de Supervisión Control y Adquisición de

Datos (Supervisory Control And Data Acquisition) SCADA para monitorear y almacenar

información generando bases de datos utilizando los programas LABview® y Unity®,

para el caso de las lecturas de contaminación aérea se embarca un sistema de monitoreo

en un robot aéreo en configuración de cuatro rotores, y para la contaminación terrestre

se crea un sistema que permite tomar muestras de suelo, este sistema se encuentra en el

robot todoterreno, con arquitectura Shrimp Rover, posteriormente la información y mues-

tras obtenidas por cada robot, respectivamente, podrán ser estudiadas, fuera de ĺınea por

personal especializado en contaminantes.

Con todo lo anterior se puede por ejemplo, generar mapas de contaminación de territo-



4 Caṕıtulo 1: Introducción

rios con alto ı́ndice de contaminación, primero acotándolo a zonas donde haya alto grado

de daño, para aplicar acciones que permitan frenar o erradicar las afectaciones causa-

das por contaminantes que sean altamente agresivos para la salud o los ecosistemas en

cuestión, y después buscando aplicarlo de forma tal que se generen procedimientos gene-

ralizados que permitan decrecer la contaminación.

Los altos ı́ndices de contaminación en la zona centro del páıs, causados principalmente

por la ciudad de México afectan de forma muy agresiva a los estados vecinos a dicha

región. A diario, la generación de contaminantes que dañan presas, lagunas, mantos acúı-

feros, suelo, aire, ŕıos, etc. es creciente, sin tener un registro claro y objetivo del grado

de alteración nociva, provocado a especies de flora y fauna pertenecientes a dichas zonas,

además de problemas de salud pública. Por ello, es importante aproximar de forma directa

y cuantitativa el grado de afectación que los principales contaminantes están causando,

crear un sistema de monitoreo basado en adquisición de datos, mediante la implementa-

ción de robots que puedan tomar muestras y lecturas directas de contaminantes en lugares

de dif́ıcil acceso, coadyuva en la generación de planes y objetivos, prácticos y concretos,

en el control y manejo de contaminantes a través de estrategias, basadas en análisis esta-

d́ıstico.

Por lo anterior la motivación del presente trabajo, está enfocada en la creación de un

sistema de robótica móvil heterogénea que permita monitorear contaminantes presentes

en ecosistemas de vital importancia. El enfoque teórico de la propuesta se soporta en la

aplicación de leyes de control aplicadas a cada uno de los robots que forman parte del

sistema, donde al aplicarlas se busca mejorar el desempeño de cada sistema robótico desde

una perspectiva energética, brindado la posibilidad de incrementar los tiempos de opera-

ción, además de generar un trabajo colaborativo entre los robots para optimizar el uso

de recursos, ya que por ejemplo, con el cuadricóptero se env́ıan coordenadas a alcanzar

al carro todoterreno, sin que este último tenga que hacer recorridos aleatorios antes de

tomar muestras.

La aplicación de controladores optimizados permite disminuir considerablemente el con-

sumo energético en sistemas complejos como un veh́ıculo aéreo no tripulado (UAV)[70][71]

[75][80], y en veh́ıculos terrestres no tripulados (ULV) tal y como es demostrado en [3]

para el drone y en [58] para el carro todoterreno.
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La integración de robots no tripulados en plataformas que solucionan problemas como

la afectación de la contaminación es de alta relevancia, ya que con esto se demuestra que la

aplicación de estas tecnoloǵıas es viable en problemas de la vida real, y permiten, mejorar

en gran medida el desempeño de los sistemas de monitoreo, brindando la posibilidad de

incrementar la habilitación de México en el combate de problemas ambientales, aplicando

conocimientos cient́ıficos y tecnológicos, además, contar con esta plataforma permite que

la toma de muestras y adquisición de datos no represente un riesgo para el usuario, ya

que éste no tiene que estar en contacto directo con probables agentes nocivos.

1.1. Información preliminar.

En este apartado se muestran los modelos matemáticos a emplear para aplicar leyes de

control, a cada uno de los robots que forman parte del sistema general. Los tipos de ro-

bots a usar son: Veh́ıculo Aéreo no Tripulado del inglés Unmanned Aerial Vehicle (UAV)

en modo mini helicóptero de 4 rotores y un Veh́ıculo Terrestre no Tripulado, Unmanned

Land Vehicles (ULV).

1.1.1. Modelo matemático de un UAV

El modelo no lineal simplificado de un UAV presentado en [4] está definido por el

siguiente conjunto de ecuaciones no lineales:

m¨̂x = −u sen(θ),
mÿ = u cos(θ) sen(φ),

mz̈ = u cos(θ) cos(φ)−mg,

φ̈ = τφ,

θ̈ = τθ,

ψ̈ = τψ,

(1.1)

Donde la posición del UAV está dada por las coordenadas x, y, z; y la orientación del

robot es descrita por los ángulos θ, φ y ψ, siendo el primero el cabeceo (pitch) , el segundo

el ángulo de alabeo (roll) y el ultimo la guiñada (yaw). u es la fuerza que empuja el robot

hacia arriba; τθ, τφ y τψ son los torques que permiten modificar la orientación relativa a
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cada uno de los ángulos. En la Figura 1.1 son mostradas cada una de las variables de

posición y orientación del este robot móvil [69].

z

y

X

q

Y

f

M1

M3

M2

M4

Figura 1.1: Posiciones y ángulos de un UAV.

1.1.2. Modelo matemático de un ULV

El modelo matemático empleado para un robot móvil con configuración diferencial es

mostrado en [14], dicho modelo es el siguiente: sea p ∈ Rn un vector de coordenadas

generalizadas y q ∈ Rm un vector con las variables de control, asumiendo que ṗ y q̇ son

la respectivas derivadas de dichos vectores. El modelo directo se puede obtener mediante

la matriz jacobiana dada por la siguiente ecuación:

ṗ = J(p)q̇ (1.2)

La expresión anterior puede ser escrita como:

ṗ = f(p) +
m∑
i=1

g(p)iq̇1 (1.3)

Cuya representación matricial es:

ṗ =

 − sen(φ)

cos(φ)

0

 v +
 0

0

1

 ω̄ (1.4)

donde v es la velocidad lineal del veh́ıculo y ω es la velocidad angular, la ecuación

anterior se puede expresar de la siguiente manera:
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 ẋ

ẏ

ż

 =

 − sen(φ) 0

cos(φ) 0

0 1

[ v

ω

]
(1.5)

Respecto a un plano de trabajo, las coordenadas de la posición del robot son x, y; su

orientación está determinada por el ángulo φ, VI y VD representan la velocidad de cada

una de las ruedas del robot para el lado izquierdo y derecho, respectivamente, en la Figura

1.2, son ilustradas cada una de las variables antes mencionadas.

Leyes de control como el Regulador Cuadrático Óptimo (LQR), el Regulador Cuadrá-

tico Gaussiano (LQG), LQR más acción integral, entre otras, han sido empleadas recien-

temente en la manipulación de robots móviles [4], lo anterior es analizado con detalle en

el siguiente apartado.

y

x

f

( , )x y

b

0

Iv

Dv

Figura 1.2: Posición y orientación de un ULV.

1.1.3. Controladores aplicados a robots no tripulados tipo UAV y ULV

Debido a que la aportación a realizar en este trabajo está enfocada al control de robots

aéreo y terrestre móviles, con el objetivo de ser aplicados en un sistema de detección

de contaminantes, a continuación se mencionan las principales aportaciones en el campo

del control de robots y los controladores más empleados para ellos, buscando enfatizar la
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aplicación de leyes aplicadas a los robots con las arquitecturas presentadas en este trabajo.

Primero se comentan estrategias de control aplicadas a los UAVs y posteriormente a los

ULV. La aplicación de leyes de control óptimo aplicado a veh́ıculos aéreos no tripulados

(UAV) y veh́ıculos terrestres no tripulados (ALV)[27], ha sido estudiada recientemente;

sin embargo, esto representa todo un desaf́ıo para la teoŕıa de control, el controlador

Proporcional Integral Derivativo (PID) es empleado ampliamente en UAVs y ULVs. El

controlador PID puede ser sintonizado de forma heuŕıstica, lo que permite que sea aplica-

do fácilmente, además, de poder ser aplicado en sistemas lineales como no lineales, para

los primeros existen diversos métodos que permiten sintonizar este tipo de controlador.

La presencia de incertidumbres causa que no pueda asegurarse que el error sea cero, y es

uno de los problemas más perjudiciales; sin embargo, gracias a la acción integral de este

controlador que permite corregir el error en estado estacionario [1] dando robustez al lazo

de control.

Como es bien sabido, el PID es una poderosa herramienta, a pesar de que para algunas

tareas espećıficas no es eficiente, puede ser implementado modificando los parámetros de

control bajo un esquema adaptativo o agregando términos no lineales. La ventaja que

presenta la acción integral del PID puede ser combinada con controladores óptimos, con

el fin de mejorar el desempeño en la estabilización de sistemas.

Leyes de control que integran acción integral han sido exploradas en algunos trabajos

reportados. Pude citarse [5] donde una estrategia de control no lineal integral predictiva es

presentada para seguir una trayectoria empleando un mini robot aéreo de cuatro rotores,

la estructura de control propuesta es un esquema de control predictivo, con el fin de seguir

la referencia de una trayectoria junto con un controlador no lineal de horizonte infinito

H∞, y estabilizar los movimientos rotacionales del veh́ıculo considerado, en dicho trabajo

son reportados resultados experimentales exitosos.

En [6] un controlador “backstepping” integral y un “motion planing” son combinados

para estabilizar un helicóptero mediante la estabilización de dirección punto a punto, la

simulación con el fin de mostrar el comportamiento del desempeño del sistema y su robus-

tez son presentados. La misma técnica es mostrada en [38], con el objetivo de controlar la

orientación, altura y posición, en despegue, hovering y aterrizaje son presentados en un
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dispositivo OS4. Una comparación entre un controlador PID, un Regulador Cuadrático

Lineal (LQR), y controladores no lineales (Adaptive Integral Backstepping Controller)

se presentó en [8], se emplea una aproximación para el control no lineal basada en una

metodoloǵıa recursiva con el enfoque de Lyapunov, empleando la técnica backstepping y

un esquema adaptativo, fueron publicados satisfactoriamente resultados de simulación y

experimentales.

En [4] un control LQR fue empleado para estabilizar la altura y la orientación de un mini

robot aéreo de ocho rotores, mediante una simulación numérica es demostrada la eficien-

cia de la estrategia de control bajo condiciones nominales, los autores implementaron el

control LQR agregando una acción integral aplicada a la altura. En [10] es presentado un

LQR con un término integral agregado, con el objetivo de mejorar el desempeño deseado

del sistema de control, los estados no medibles son estimados mediante un observador,

son mostrados resultados experimentales satisfactorios. Además de la aplicación de leyes

de control aplicadas a UAVs, es posible encontrarlas aplicadas también a AUVs en [28] un

controlador PID robusto es aplicado a un submarino, de una forma similar, un controlador

PID auto ajustable, aplicado a un veh́ıculo autónomo submarino en [13].

Los robots no tripulados brindan la ventaja de poder acceder a lugares de dif́ıcil acceso,

evitando poner en riesgo al usuario, la aplicación de un UAV para detectar contaminante

en aire es abordada en [12] y en [11], con los resultados obtenidos se crean mapas de

contaminación aérea, con ello se muestra la factibilidad de aplicar robots móviles en en-

tornos contaminados para generar información relativa a niveles de agentes contaminantes

patógenos.

Con respecto a los ULV, se puede comentar que en la última década, ha habido un

avance significativo en el desarrollo y aplicación de leyes de control en veh́ıculos robóticos

diseñados para operar en terrenos dif́ıciles, particularmente en el diseño conocido como

Shrimp Rover. Estos veh́ıculos están ideados para funcionar eficazmente en entornos de-

safiantes, aprovechando arquitecturas innovadoras y estrategias de control.

El trabajo de Estier et al. [54] presenta una de las primeras arquitecturas del rover tipo

Shrimp, resaltando su capacidad para misiones de largo alcance en Marte. Este enfoque

ha sentado las bases para posteriores desarrollos en el diseño y control de estos rovers.
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Yang et al. [55] proporcionan una revisión detallada de la suspensión tipo rocker-bogie,

un elemento clave en el diseño de rovers para terrenos dif́ıciles, destacando su importancia

en el Shrimp Rover. Esta suspensión facilita la adaptación a terrenos irregulares, esen-

cial para la recolección de muestras de suelo y el análisis de contaminación. Hashim [56]

examina la representación gráfica y los perfiles de superficie terrestre en relación con un

robot diseñado al estilo Shrimp, subrayando la importancia de una navegación precisa en

terrenos impredecibles.

Shahnawaz et al. [57] realizan un análisis cinemático del ángulo de inclinación en un

Shrimp Rover en terreno no estructurado, fundamental para mantener la estabilidad y

eficiencia en la recogida de muestras en terrenos accidentados. Lopez-Franco et al. [58]

describen un enfoque de control neural óptimo inverso para un robot tipo Shrimp, vital

para la autonomı́a y adaptabilidad del rover en la ejecución de tareas. Dian et al. [59]

y Lamon et al. [60] aportan mejoras en el control de torque de ruedas y sistemas de

monitoreo móvil, respectivamente, mejorando el rendimiento del Shrimp Rover en terre-

nos desafiantes. Además, Michaud et al. [61] y Murambikar et al. [62] exploran el uso de

enerǵıa solar en rovers y la fabricación de mecanismos tipo rocker bogie, ampliando la

viabilidad y sostenibilidad de estos veh́ıculos en misiones prolongadas.

Estos trabajos demuestran un progreso notable en el desarrollo de leyes de control y

arquitecturas para el Shrimp Rover. Su habilidad para operar en terrenos de dif́ıcil acceso

no sólo abre posibilidades para la exploración espacial, sino también para aplicaciones

terrestres como la toma de muestras de suelo y el análisis de contaminación en entornos

previamente inaccesibles.

Todos los trabajos relacionados con UAVs y ULVs antes mencionados, permiten intuir

que es viable aplicar leyes de control a estas plataformas de robots no tripulados, buscando

optimizar su desempeño y dando la posibilidad de ser aplicados, de forma autónoma, en

el monitoreo de contaminantes en regiones de interés, a pesar de la topoloǵıa del terreno

o las distancias a cubrir en dicha tarea.
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1.2. Planteamiento del problema

En el contexto actual, las grandes concentraciones de población están generando conta-

minantes que impactan negativamente tanto en la salud humana como en los ecosistemas

naturales. Esto ha llevado a problemas medioambientales graves, como la extinción de

especies, la contaminación de cuerpos de agua, el calentamiento global y la disminución

de la capa de ozono. Sin una intervención efectiva, estos problemas podŕıan escalar a con-

secuencias catastróficas e irreversibles para todas las especies, incluyendo la humanidad.

Aunque existen sistemas de monitoreo de contaminación que utilizan robots aéreos no

tripulados, estos sistemas tienen limitaciones significativas. No permiten una caracteri-

zación detallada en zonas espećıficas de interés, ya que las mediciones para identificar

contaminantes suelen basarse en lecturas de áreas cercanas y aproximaciones estad́ısticas.

Esto impide determinar con precisión el nivel de concentración de contaminantes nocivos

en sitios cŕıticos como presas, lagunas o ŕıos, donde la afectación a los seres vivos es más

intensa.

Además, actualmente no hay un sistema eficiente de monitoreo que combine la vigilan-

cia aérea y terrestre para abordar esta problemática de manera integral. En este trabajo,

se propone la implementación de robots terrestres y aéreos para un monitoreo más preciso

y detallado de la contaminación, lo que permitiŕıa una mejor evaluación y mitigación de

estos riesgos ambientales, anterior a nivel regional.

1.3. Justificación

Un sistema robotizado y automatizado capaz de monitorear y tomar muestras de re-

giones contaminadas, tanto desde perspectivas aéreas como terrestres, es esencial para

generar estrategias efectivas destinadas a reducir o erradicar problemas de contamina-

ción. Mediante el análisis estad́ıstico de muestras cuantitativas, se puede determinar de

manera objetiva el grado de afectación de diversos contaminantes aéreos y terrestres, lo

que facilita la creación de mapas de contaminación basados en mediciones tomadas direc-

tamente en los lugares afectados.
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Este enfoque permite a los expertos en medio ambiente, del estado de hidalgo, desarro-

llar estrategias espećıficas para controlar y mitigar la presencia de contaminantes, lo que

a su vez disminuiŕıa sus efectos negativos en el medio ambiente. Además, la posibilidad

de aplicación de leyes de control a robots que forman parte del sistema de monitoreo

contribuirá a optimizar el uso energético e incrementar los tiempos de trabajo de los dis-

positivos, mejorando su rendimiento y reduciendo riesgos para los usuarios que toman las

muestras, ya que no tendŕıan que estar en contacto directo con los contaminantes, usando

robots no tripulados y técnicas de control, para manipular a éstos, permitiendo un mejor

desempeño en sus tareas. En resumen, la implementación de un sistema robotizado y au-

tomatizado para el monitoreo y muestreo de regiones contaminadas es una herramienta

clave para enfrentar problemas de contaminación de manera más efectiva, protegiendo

tanto al medio ambiente como la salud de las personas involucradas en la recolección de

muestras.

1.4. Hipótesis

La implementación de un sistema integrado de monitoreo ambiental, utilizando robots

no tripulados aéreos y terrestres, permitirá una caracterización más precisa y detallada

de los niveles de contaminación en áreas espećıficas, como presas, lagunas y ŕıos. Este

enfoque no sólo mejorará significativamente la capacidad de identificar y cuantificar los

contaminantes en comparación con los métodos actuales, sino que también garantizará

la seguridad e integridad del usuario final al evitar la exposición directa a entornos po-

tencialmente peligrosos. Como resultado, se espera contar con una plataforma robótica

móvil heterogénea, que coadyuve a una gestión más eficaz de los riesgos ambientales y

una mejor protección de la salud humana y los ecosistemas.

1.5. Objetivo general

Desarrollar una plataforma robótica heterogénea de monitoreo ambiental, mediante la

integración de un sistema SCADA y dos robots móviles, uno aéreo y otro terrestre, no

tripulados, para el monitoreo de calidad del aire y toma de muestras de suelo, que podrán

ser analizadas fuera de ĺınea por personal especializado.
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1.5.1. Objetivos espećıficos

Desarrollar una plataforma robótica aérea basada en un cuadricóptero que permita

hacer lecturas sobre la calidad del aire utilizando un sistema de monitoreo integra-

do a bordo. Este sistema generará información estad́ıstica a partir de las lecturas

realizadas durante el vuelo, de los niveles de CO2 del ambiente. La plataforma tam-

bién contará con sistema GPS y comunicación remota con un sistema SCADA por

radiofrecuencia.

Desarrollar un sistema robótico a ruedas que pueda recolectar muestras de tierra en

diferentes ambientes y permita a personal capacitado analizar la presencia de con-

taminantes en dichas muestras. Esto se logrará mediante la aplicación de algoritmos

de control que permitan su interacción con un sistema SCADA y la capacidad de

tomar muestras de suelo y seguir trayectorias utilizando el sistema de posicionamien-

to global (GPS). Además, el robot contará con comunicación RF para interactuar

remotamente con el usuario.

Programar un sistema SCADA basado en LABview®, que permita la interacción,

configuración y coordinación remota de dos robots: un cuadricóptero y un robot

a ruedas, mediante comunicación inalámbrica. Este sistema permitirá que ambos

robots trabajen colaborativamente, siendo la interfaz de comunicación y gestión

entre ellos y el usuario.

Sintetizar leyes de control y aplicarlas a las plataformas robóticas para lograr un

control y desempeño adecuado en las tareas que deben realizar.

1.6. Metas.

Para lograr realizar el sistema se proponen las siguientes metas:

Aprender a utilizar Python y la libreŕıa OpenCV para procesamiento de imágenes

en Raspberry Pi 3B y luego integrar la computadora al robot terrestre para fines

espećıficos en un plazo de 6 meses.

Armado de plataformas experimentales (robots aéreo y terrestre), integrando tec-

noloǵıa existente y haciendo las adecuaciones requeridas para la integración de todo

el sistema, en 3 años.
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Investigar el modelado matemático de los robots como sistemas dinámicos para

sintetizar leyes de control en ellos.

Adquirir y acondicionar señales de variables f́ısicas para hacer aproximaciones del

grado de contaminación del aire con un alto grado de confiabilidad implementado a

bordo del UAV en un plazo de 1 año

Programar interfaces ergonómicas de adquisición de datos basadas en un sistema

SCADA programado en LABview®, capaces de interactuar con los 2 robots que

forman parte del sistema de monitoreo y adquisición de datos en un plazo de 3 años.

Desarrollar el sistema de recolección de muestras de suelo, del robot terrestre, en

un plazo de 6 meses.

Programar leyes de control en las tarjetas electrónicas de los robots, espećıficamente

en la tarjeta PIX-HAWK®, para manipular su desempeño en un plazo de 12 meses.

1.7. Limitaciones

Para el presente trabajo se contempla crear un sistema de monitoreo y recolección de

contaminantes ambientales empleando para ello un sistema heterogéneo basado en 2 ro-

bots; un drone y un carro todoterreno, que mediante una interfaz SCADA interactúan

con el usuario. La intención es aplicar leyes de control a cada robot, para mejorar su

desempeño y ahorro energético, mediante algoritmos como PID, LQR, LQG.

Las principales restricciones que se tienen son las siguientes: el alcance planeado para

cada robot respecto a la ubicación del usuario es de 20 m, el UAV monitorea únicamente

como contaminante aéreo, la cantidad de CO2, no recolecta muestras de aire, lo realiza

en el lugar donde vuela mediante un sensor embarcado en él. Para el caso el veh́ıculo

todoterreno se realiza la recolección de muestra de tierra que son procesadas por personal

capacitado en un laboratorio.

Las muestras a recolectar se encontrarán en un rango establecido por la resolución del

sensor GPS del robot que env́ıa la referencia al sistema SCADA, para este caso el robot

aéreo, por ello dichas muestras se realizan en un punto correspondiente a la zona estable-
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cida por dicho robot.

Los robots propuestos están basados en prototipos de bajo costo, por lo que el alcance,

potencia y duración de bateŕıas están limitados, por ello es importante aplicar leyes de

control que permitan un ahorro energético, optimizando el desempeño de dichas platafor-

mas.

El análisis de contaminantes requiere de la interpretación de personal capacitado en esa

área, por ello este trabajo se desarrollará con la asesoŕıa técnica de profesionales capaci-

tados en ese ámbito.

Los algoritmos a desarrollar están basados en programación usando libreŕıas de código

abierto, por lo que todo material generado a través de éstas está sujeto a las licencias que

las rijan.

1.8. Experimentos realizados

Los experimentos a realizar en el presente trabajo son listados a continuación:

Implementación de sistema SCADA para configuración, monitoreo y control de los

robots móviles.

Realizar control de posición y orientación del robot aéreo.

Realizar control de posición y orientación del robot terrestre.

1.9. Conclusión caṕıtulo 1

En conclusión, este caṕıtulo ha logrado abordar con éxito aspectos fundamentales en el

campo de la robótica aérea y terrestre móvil no tripuladas. Se ha presentado una sólida

introducción general, seguida de una detallada exposición de los modelos matemáticos

usados en UAV y ULV, aśı como de los controladores aplicados a estos dispositivos. El

planteamiento del problema, junto con la justificación, hipótesis y objetivos, ha establecido

claramente la dirección y relevancia del estudio. La metodoloǵıa propuesta, las metas
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establecidas y las limitaciones reconocidas han demostrado un enfoque riguroso y realista.

Finalmente, los experimentos previstos prometen aplicar y validar los conceptos teóricos

en entornos prácticos, consolidando aśı la importancia de esta investigación en el ámbito

de la robótica, aplicada al monitoreo de contaminantes.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo, se abordan los temas principales requeridos para el desarrollo de esta

tesis, siguiendo un orden lógico y estructurado. Se inicia con el control integral, después,

se muestra el Método de Denavit-Hartenberg, enfocándose en la selección de sistemas

de referencia y en el propio algoritmo Denavit-Hartenberg. A continuación, se explora

el Controlador PID, seguido de una detallada exposición del Método de Lucas-Kanade,

con énfasis en el flujo óptico. Posteriormente, se profundiza en el Filtro de Kalman y su

extensión, el Filtro de Kalman extendido. Finalmente, se examina el Método del gradiente

descendente. Estos temas constituyen los pilares fundamentales sobre los cuales se cons-

truye el análisis y desarrollo de esta investigación.

2.1. Control integral

Considerando el sistema no lineal:

ẋ = f(x, u), (2.1)

y = h(x), (2.2)

donde el estado x ∈ Rn, y el vector de control u ∈ Rp. Las variables f y h son funciones

continuamente diferenciables en un dominio Dx × Du ⊂ Rn × Rp, y y ∈ Rp es la salida

controlada. Sea yR ∈ Rp una referencia constante; el control integral es un estado de

retroalimentación tal que
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y(t) → yR, t→ ∞ (2.3)

se supone que la salida controlada y puede ser medida. La tarea de regulación se logrará

estabilizando el sistema en un punto de equilibrio donde y = yR. Para mantenerlo en esa

condición de equilibrio, existe un par (xss, uss) ∈ Dx ×Du tal que:

0 = f(xss, uss), (2.4)

0 = h(xss)− yR. (2.5)

Se asume que estas ecuaciones tienen una solución única (xss, uss). Ahora, la acción

integral se incluye de la siguiente manera: consideremos el error de seguimiento e =

y − yR. Entonces, se define la siguiente equivalencia

σ̇ = e = y − yR, (2.6)

Aśı, el control se obtendrá como una función de retroalimentación de x y σ de tal manera

que en el bucle cerrado haya un punto de equilibrio (x, σ) con x = xss. Suponiendo que

el sistema es linealizable alrededor de xss, σ, uss, se sigue que:

ξ̇ =

[
A 0

C 0

]
ξ +

[
B

0

]
v , Aξ + Bv, (2.7)

con

ξ =

[
x− xss

σ − σss

]
, (2.8)

v = u− uss donde:

A =
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x,u)=(xss,uss)

, B =
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x,u)=(xss,uss)

, (2.9)

C =
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=xss

Suponiendo que el par (A,B) es controlable y

rank

[
A B

C 0

]
= n+ p. (2.10)
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Entonces (A,B) es controlable [1]. Por lo tanto, se diseña una matriz K tal que A+BK
sea de Hurwitz [1]. Considere la partición para la matriz K como [K1 K2]. La señal de

control se define entonces por:

u = K1(x− xss) +K2(σ − σss) + uss. (2.11)

No es dif́ıcil verificar que el sistema no lineal en bucle cerrado tiene un único punto

de equilibrio (xss, σss) [1]. Como se demuestra en [1], el punto de equilibrio (xss, σss) es

exponencialmente estable, y todas las soluciones que comienzan lo suficientemente cerca

de este punto de equilibrio se acercan a él a medida que t tiende al infinito. Entonces

y(t)− yR → 0 a medida que t→ ∞. Siguiendo estas ideas, en esta contribución, la matriz

K se diseña utilizando el enfoque de control óptimo. Para la altitud, aprovechamos el hecho

de que en el modelo matemático para la altitud del cuadricóptero, se puede estabilizar

mediante linealización exacta, y entonces, no es necesario linealizar la dinámica no lineal.

La acción integral se utiliza para minimizar los efectos de las perturbaciones externas en

el rendimiento del veh́ıculo. La Figura 2.1 muestra el esquema básico para el control de

la acción integral.

+- + +
.ò .ò

Figura 2.1: Esquema de control integral[1].

2.2. Método de Denavit-Hartenberg

El método de Denavit-Hartenberg es una herramienta ampliamente conocida en el área

de ingenieŕıa, ya que ofrece un procedimiento sencillo para obtener el modelo cinemático

directo cuya estructura queda en términos de las transformaciones homogéneas. Jaques

Denavit y Richard S. Hartenberg en 1955 presentaron un procedimiento para obtener una
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representación mı́nima de la orientación y traslación de robots manipuladores. Consiste

en determinar una tabla de parámetros relacionados con los eslabones del robot. La con-

vención Denavit-Hartenberg toma como referencia el diagrama de un robot manipulador

en cadena cinemática abierta, como se muestra en la Figura 2.2.

Las variables articulares en la representación Denavit-Hartenberg se denotan con θi pa-

ra el tipo rotacional, prismática o lineal por di; este parámetro di también hace el papel

de representar el ancho del servomotor de la articulación rotacional más el espesor de la

placa metálica del eslabón, en este caso se denota por el śımbolo βi; la longitud del es-

labón se representa con li y el ángulo de separación entre los ejes zi y zi−1 se denota con αi.

El ángulo θi es el ángulo entre los ejes xi−1 y xi medido alrededor del eje zi−1. El pará-

metro di es la distancia desde el origen del sistema de referencia i−1 hasta la intersección

del eje xi con el eje zi−1. La medición de di se realiza a lo largo del eje zi−1, como se indica

en la Figura 2.3.

Además de las variables articulares θi y di, hay dos parámetros constantes que describen

caracteŕısticas espećıficas del eslabón i-ésimo. Estos parámetros son:

El parámetro li se define como la distancia a lo largo del eje xi desde el origen del siste-

ma de referencia coordenado i− 1 hasta la intersección del eje zi−1 con el eje xi. El otro

parámetro es el ángulo αi entre los ejes zi y zi−1, el cual se denota por αi. Su medición

se realiza respecto a un plano normal a xi. Una medición de ángulo positivo para αi se

toma en dirección del eje zi−1 hacia zi.

Por ejemplo, para un robot con 6 articulaciones rotacionales, se requieren 24 elementos

(li, αi, βi, θi) para describir completamente su modelo cinemático [33].
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1i
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Figura 2.2: Convención Denavit-Hartenberg para un robot manipulador [33].

2.2.1. Selección de sistemas de referencia

En la metodoloǵıa Denavit-Hartenberg, primero se describirá la convención para asignar

los sistemas de referencia cartesianos asociados a los eslabones del robot. En este punto, es

necesario aclarar que en la literatura de robótica, la convención Denavit-Hartenberg no es

única, depende de la selección de los sistemas de referencia cartesianos en las articulaciones

y eslabones, aśı como en sus eslabones adyacentes.

i

Eslabón

ia iX

iQ

1iZ -

1iX -

iX

1iZ -

ib

1id +

Figura 2.3: Convención para medir θi y αi [33].

La cinemática directa del robot proporciona las coordenadas cartesianas del extremo

final del robot con respecto a un sistema de referencia cartesiano fijo Σ0(x0, y0, z0). En

la Figura 2.2 se muestra la asignación de sistemas de referencia para las articulaciones
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i− 1-ésima, i-ésima e i+ 1 de un robot manipulador.

En general, se tiene el siguiente procedimiento:

1. El eje zi se asigna ŕıgidamente a la articulación i + 1. Es decir, z0 es el eje de la

articulación 1, z1 es el eje de la articulación 2, y aśı sucesivamente.

2. Localizar el origen oi del sistema de referencia Σi(xi, yi, zi) en la intersección del eje

zi con la normal común a los ejes zi−1 y zi.

3. Seleccionar el eje xi−1 sobre la normal que une los ejes zi−1 y zi en dirección de la

articulación i− 1 hacia la articulación i.

4. Definir el ángulo de torsión αi. Este es el ángulo entre los ejes zi y zi−1 y se mide

con valor positivo en el sentido de las manecillas del reloj sobre el eje xi.

5. Seleccionar el eje yi usando la regla de la mano derecha.

De acuerdo con esta convención previamente descrita, a continuación se resumen los

parámetros del i-ésimo eslabón:

1. li es la longitud del i-ésimo eslabón, es la distancia del eje zi−1 hacia el eje zi medida

sobre el eje xi−1.

2. αi es el ángulo de torsión, el cual representa el ángulo entre los ejes zi−1 y zi medido

en el sentido de las manecillas del reloj sobre el eje xi.

3. di se emplea en articulaciones lineales o prismáticas y representa el desplazamiento

lineal. Cuando la articulación es rotacional, entonces representa el offset o espesor

del servomotor (la distancia de xi−1 a xi medida sobre el eje zi−1), se denota por βi.

4. θi es el desplazamiento rotacional de xi−1 a xi medido alrededor del eje zi−1. El signo

positivo de θi es el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Obsérvese que li y βi siempre serán positivos, puesto que corresponden a longitudes,

mientras que αi, di, θi representan cantidades con signo [33].
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2.2.2. Algoritmo de Denavit-Hartenberg

A continuación se describe el procedimiento para encontrar la cinemática directa a través

de la convención Denavit-Hartenberg:

1. Localizar la dirección de los ejes z0, z1, . . ., zn−1.

2. Establecer el sistema de referencia cartesiano fijo Σ0(x0, y0, z0) cuyo origen es coloca-

do sobre el sistema de referencia en la base del robot. Los ejes x0, y0 son determinados

de acuerdo con la regla de la mano derecha.

Una vez que el sistema de referencia Σ0(x0, y0, z0) ha sido establecido, se inicia un

proceso iterativo en el cual se define el sistema de referencia Σi(xi, yi, zi) usando

el sistema de referencia Σi−1(xi−1, yi−1, zi−1), iniciando con el sistema de referencia

Σ1(x1, y1, z1). En la Figura 2.2 se muestra el procedimiento.

3. Llevar a cabo los pasos 3 al 5 para las articulaciones i = 1, . . . , n− 1.

a) Localizar el origen oi en la intersección de la normal común que une al eje zi

con el eje zi−1.

Si el eje zi intercepta al eje zi−1, colocar oi en la intersección.

Para el caso en que los ejes zi y zi−1 son paralelos:

Si la articulación i-ésima es rotacional, colocar el origen oi sobre la articulación

i-ésima, tal que di = 0.

Si la articulación i-ésima es prismática, colocar el origen oi en un punto ĺımite

f́ısico de la articulación i-ésima, por ejemplo, en un punto extremo.

b) Seleccionar el eje xi a lo largo de la normal común que une a los ejes zi−1 y zi,

en dirección de la articulación i− 1 hacia la articulación i.

c) Determinar yi por la regla de la mano derecha.

4. Establecer el sistema de referencia del extremo final Σn(xn, yn, zn).

Si la articulación n-ésima es rotatoria, entonces alinear el eje zn con el eje zn−1.

Si la articulación n-ésima es prismática, entonces seleccionar el eje zn de forma

arbitraria. El eje xn debe cumplir el paso 4.

5. Establecer la Tabla 2.1 de parámetros de eslabones.



24 2.2 Método de Denavit-Hartenberg

Parámetro Significado

li Longitud del eslabón i-ésimo

di Articulaciones lineales o prismáticas

αi Ángulo entre zi−1 y zi respecto a xi
θi Ángulo entre xi−1 y xi alrededor de zi−1

Tabla 2.1: Descripción de los parámetros Denavit-Hartenberg.

6. Obtener las matrices de transformaciones homogéneas (H i−1
i ) para i = 1, 2, . . . , n−1.

En la representación Denavit-Hartenberg, cada transformación homogénea H i−1
i se re-

presenta por el producto de cuatro transformaciones básicas:

H i−1
i = HRzi−1

(θi) ·HTzi−1
(di(βi)) ·HTxi−1

(li) ·HRxi−1
(αi), (2.12)

donde:

HRzi−1
(θi) =


cos(θi) − sen(θi) 0 0

sen(θi) cos(θi) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.13)

HTzi−1
(di(βi)) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 di(βi)

0 0 0 1

 , (2.14)

HTxi−1
(li) =


1 0 0 li

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (2.15)

HRxi−1
(αi) =


1 0 0 0

0 cos(αi) − sen(αi) 0

0 sen(αi) cos(αi) 0

0 0 0 1

 , (2.16)

y finalmente:
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H i−1
i =


cos(θi) − sen(θi) cos(αi) sen(θi) sen(αi) li cos(θi)

sen(θi) cos(θi) cos(αi) − cos(θi) sen(αi) li sen(θi)

0 sen(αi) cos(αi) di(βi)

0 0 0 1

 , (2.17)

La transformación homogénea total se obtiene comoHn0 = H10·H21·. . .·Hn−2,n−1·Hn−1,n.

La cinemática directa es la forma general de transformaciones homogéneas que con-

catena los sistemas de referencia cartesianos asociados a los eslabones del robot, todos

relativos al sistema de referencia fijo Σ0 [33].

2.3. Controlador PID

Sea e(t) la señal de error, definida como la diferencia entre la referencia r(t) y el valor

medido y(t), en un sistema de control en lazo cerrado. Un controlador PID (Proporcional

Integral Derivativo) consiste en la sumatoria de tres acciones aplicadas a dicha señal de

error, éstas son la acción proporcional, la acción integral y la acción derivativa, las cuales

son descritas a continuación.

Acción proporcional: La acción proporcional actúa de forma gradual en función de la

magnitud de la señal de error, como lo indica la siguiente expresión:

u(t) = Kpe(t) = Kp [r(t)− y(t)] , (2.18)

donde Kp es la ganancia proporcional, la cual puede definirse como la función de transfe-

rencia de un controlador meramente proporcional, es decir:

C(s) = U(s)/E(s) = Kp, (2.19)

Acción integral: La acción integral genera una señal de salida proporcional a la integral

de la señal de error, ésta está dada por la siguiente ecuación:

u(t) = Ki

∫ t

0

e(τ)dτ , (2.20)
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siendo Ki la ganancia integral. En cierta forma esta acción, está relacionada con los valo-

res anteriores del error, ya que podŕıa decirse que es la acumulación de errores anteriores

y está en función de éstos. La función de transferencia para la acción integral es:

C(s) = U(s)/E(s) =
Ki

s
, (2.21)

Acción Derivativa: Mientras la acción proporcional está basada en los valores actuales

de la señal de error y acción integral está basada en los valores pasados de dicha señal,

la acción derivativa actúa sobre valores futuros. Una ley de control derivativa ideal puede

ser expresada como:

u(t) = Kd
de(t)

dt
, (2.22)

Kd es la ganancia derivativa. La correspondiente función de transferencia es:

C(s) = U(s)/E(s) = Kds, (2.23)

Defina:

Ki = Kp
Ti
,

Kd = KpTd,

(2.24)

donde Ti es el tiempo de integración y Td es el tiempo de derivación, ambos constantes.

La función de transferencia de un controlador PID puede escribirse como:

C(s) = Kp+
Ki

s
+Kds = Kp

(
1 +

1

Tis
+ Tds

)
, (2.25)

Implementación digital: Para aplicar un control PID de forma digital, se requiere dis-

cretizar las leyes de control antes mencionadas. Considere la expresión en tiempo continuo

de un controlador PID en su forma ideal:
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u(t) = KP

(
e(t) +

1

Ti

∫ t

0

e(τ)dτ + Td
de(t)

dt

)
, (2.26)

Defina ∆T como el tiempo de muestreo. La acción integral en (2.26) puede ser escrita

como:

∫ tk

0

e(τ)dτ =
k∑
i=1

e(ti)∆t, (2.27)

donde e(ti) es el error del sistema en tiempo continuo, en el i-ésimo instante de muestreo.

La acción derivativa discretizada v́ıa una aproximación de Euler resulta:

de(tk)

dt
=
e(tk)− e(tk−1)

∆t
, (2.28)

De lo anterior, la ley de control discretizada es:

u(tk) = Kp

(
e(tk) +

∆t

Ti

k∑
i=1

e(ti) +
Td
∆t

(e(tk)− e(tk−1))

)
, (2.29)

De esta manera, el valor de la variable de control es determinada directamente. Alterna-

tivamente, la variable de control en el tiempo tk puede ser calculada empleando su valor

anterior u(tk−1). Substrayendo u(tk−1) de utk, se obtiene:

u(tk) = u(tk−1) +KP

[(
1 +

∆t

Ti
+
Td

∆t

)
e(tk) +

(
−1−

2Td

∆t

)
e(tk−1) +

Td

∆t
e(tk−2)

]
, (2.30)

La ecuación (2.30) puede ser reescrita como:

u(tk)− u(tk−1) = K1e(tk) +K2e(tk−1) +K3e(tk−2), (2.31)

siendo:

K1 = Kp

(
1 +

∆t

Ti
+
Td
∆t

)
, (2.32)
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K2 = −Kp

(
1 +

2Td
∆t

)
, (2.33)

K3 = Kp
Td
∆t
, (2.34)

Definiendo el operador q−1 como el operador de recorrido hacia atrás en tiempo discreto,

es decir:

q−1u(tk) = u(tk−1), (2.35)

El controlador PID discretizado puede ser escrito como:

C
(
q−1
)
=
K1 +K2q

−1 +K3q
−2

1− q−1
, (2.36)

donde K1, K2 y K3 pueden ser vistos como los parámetros de sintonización [20].
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2.4. Método de Lucas Kanade

2.4.1. Flujo óptico

El flujo óptico, en una comprensión de alto nivel, es el movimiento de objetos entre

fotogramas consecutivos de secuencia, causado por el movimiento relativo entre el objeto

y la cámara. El problema del flujo óptico se puede expresar como:

( , , )I x y t

( , )x y

( , )desplazamiento dx dy=

tiempo t=

( , , )I x dx y dy t dt+ + +

( , )x dx y dy+ +

tiempo t dt= +

_ _ _problema del flujo óptico

Figura 2.4: Problema del flujo óptico [23].

Donde, entre fotogramas consecutivos, se puede expresar la intensidad de la imagen (I)

en función del espacio (x, y) y el tiempo (t). En otras palabras, si se toma la primera

imagenI(x, y, t) y se mueven sus ṕıxeles por (dx, dy) durante t tiempo, se obtiene la nueva

imagen I(x+ dx, y + dy, t+ dt) [23] .

Inicialmente se asume que las intensidades de los ṕıxeles de un objeto son contantes

entre cuadros consecutivos.

I(x, y, t) = I(x+ δx, y + δy, t+ δt), (2.37)

En segundo lugar se aplica la aproximación de la serie de Taylor para el lado derecho

de la ecuación anterior eliminando términos comunes.

I(x+ δx, y + δy, t+ δt) = I(x, y, t) +
∂I

∂x
δx+

∂I

∂y
δy +

∂I

∂t
δt+ . . . (2.38)
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⇒ ∂I

∂x
δx+

∂I

∂y
δy +

∂I

∂t
δt = 0, (2.39)

En tercer Lugar, se divide todo por dt para derivar la ecuación de flujo óptico:

∂I

∂x
u+

∂I

∂y
v +

∂I

∂t
= 0, (2.40)

donde u = dx/dt y v = dy/dt, dI/dx, dI/dy y dI/dt son los gradientes de la imagen a lo

largo del eje horizontal, el eje vertical y el tiempo. Por tanto, se concluye con el problema

del flujo óptico, es decir, resolviendou(dx/dt) yv(dy/dt) para determinar el movimiento en

el tiempo. Puede notar que no se puede resolver directamente la ecuación de flujo óptico

para u y v ya que sólo hay una ecuación para dos variables desconocidas. Se implementan

algunos métodos, como el de Lucas Kanade, para abordar este problema.

En visión artificial, el método Lucas Kanade es un método diferencial ampliamente usa-

do para estimar el flujo óptico desarrollado por Bruce D. Lucas y Takeo Kanade. Asume

que el flujo es esencialmente constante en la vecindad de un ṕıxel en consideración, y

resuelve las ecuaciones básicas de flujo óptico para todos los ṕıxeles vecinos, aplicando el

criterio de mı́nimos cuadrados[23].

Al combinar información de varios ṕıxeles cercanos, el método Lucas Kanade frecuen-

temente resuelve la ambigüedad inherente de la ecuación de flujo óptico. También es más

robusto frente al ruido en la imagen que otros métodos locales que se concentran en un

punto. Por otro lado, siendo un método puramente local, no provee información de flujo

en el interior de regiones uniformes en la imagen, como śı lo hace el método global de

Horn-Schunck.

Lucas y Kanade propusieron una técnica eficaz para estimar el movimiento de caracte-

ŕısticas interesantes, comparando dos fotogramas consecutivos en su art́ıculo Una técnica

de registro de imágenes iterativas con una aplicación a la visión estéreo. El método Lucas

Kanade funciona bajo los siguientes supuestos:

1. Dos fotogramas consecutivos están separados por un pequeño incremento de tiempo,

dt de modo que los objetos no se desplazan significativamente.
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2. Un marco representa una escena natural con objetos texturizados que exhiben tonos

de gris que cambian suavemente.

Primero, bajo estos supuestos, se puede tomar una pequeña ventana de 3x3 (vecindad)

alrededor de las caracteŕısticas detectadas por el método de Shi-Tomasi y asumir que los

nueve puntos tienen el mismo movimiento.

Imagen

Ventana de nxn

El algoritmo es estimado 
para los píxeles oscuros 

Figura 2.5: Ventana de nxn ṕıxeles a usar para el algoritmo de Lucas Kanade[23].

Lo anterior puede ser representado como:

Ix(q1)Vx + Iy(q1)Vy = −It(q1),
Ix(q2)Vx + Iy(q2)Vy = −It(q2),

...

Ix(qn)Vx + Iy(qn)Vy = −It(qn),

(2.41)

donde q1, q2, , qn denota los ṕıxeles dentro de la ventana (por ejemplo, n = 9 para una

ventana de 3x3) y Ix(qi), Iy(qi), y It(qi) denotan las derivadas parciales de la imagen I

con respecto a la posición(x, y) y el tiempo t, para el ṕıxel qi en el instante actual.

Ésta es sólo la Ecuación de flujo óptico para cada uno de los n ṕıxeles. El conjunto de

ecuaciones se puede representar en la siguiente forma de matriz donde Av = b:
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A =


Ix(q1) Iy(q1)

Ix(q2) Iy(q2)
...

...

Ix(qn) Iy(qn)

 , v =

[
Vx

Vy

]
, b =


−It(q1)
−It(q2)

...

−It(qn)

 , (2.42)

Se debe tener en cuenta que el problema del flujo óptico, exige resolver dos variables

desconocidas con una ecuación. Dichas incógnitas son(Vx y Vy) con nueve ecuaciones. En

segundo lugar, para abordar el problema, se aplica el ajuste por mı́nimos cuadrados para

obtener el siguiente problema de dos ecuaciones, dos incógnitas:

[
Vx

Vy

]
=

[ ∑
i Ix(qi)

2 ∑
i Ix(qi)Iy(qi)∑

i Iy(qi)Ix(qi)
∑

i Iy(qi)
2

]−1 [
−
∑

i Ix(qi)It(qi)

−
∑

i Iy(qi)It(qi)

]
, (2.43)

En pocas palabras, se identifican algunas caracteŕısticas interesantes para rastrear y cal-

cular iterativamente los vectores de flujo óptico de estos puntos. Sin embargo, la adopción

del método Lucas Kanade sólo funciona para movimientos pequeños y falla cuando hay

un gran movimiento. Por tanto, la implementación del método Lucas Kanade adopta la

siguiente forma piramidal.

1. Flujo óptico calculado 
a la menor resolución

2. Flujo óptico calculado 
con mayor resolución

Distancia entre objetos al moverse entre 
fotrogramas 

3. Flujo óptico final calculado a 
partir de la imagen original 

Figura 2.6: Pirámide de flujo óptico[23].
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2.5. Filtro de Kalman

Debido a que los modelos matemáticos son sólo una aproximación del comportamiento

de los sistemas dinámicos, y a que las señales medidas son afectadas por ruido, existe incer-

tidumbre en las medidas y a pesar de usar modelos deterministicos, éstos se ven afectados

por procesos estocásticos, el filtro de Kalman permite estimar los estados de un sistema

estocástico. Puede definirse como un algoritmo de procesado de datos óptimo recursivo.

Óptimo en el sentido de que minimiza un criterio determinado y porque incorpora toda la

información que se le suministra para determinar el filtrado. Recursivo porque no precisa

mantener los datos previos, los que facilita su implementación en sistemas de procesado

en tiempo real. Este filtro ha sido diseñado para ser implementado en sistemas discretos.

El objetivo del filtro de Kalman es estimar los estados de una forma óptima, de manera

que se minimiza un ı́ndice de error cuadrático medio.

Un sistema lineal discretizado empleando un tiempo de muestreo ∆T puede ser repre-

sentado como:

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + v(k),

y(k) = Cx(k) + w(k),
(2.44)

(k)u

(k)v

(k 1)x +
TD

(k)x
(k)C

(k)w

(k)y

(k)A

(k)B

Figura 2.7: Esquema de sistema discretizado [26].

Siendo:

El estado del sistema x(k) pertenece a Rn, la salida y(k) pertenece a Rm, el proceso

estocástico asociado a la medida w(k) pertenece a Rp, y el proceso estocástico asociado
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al sistema v(k) pertenece a Rq. Las matrices A, B, y C son matrices determińısticas de

dimensiones n× n, n×m, y p× n, respectivamente.

Para implementar este filtro, es necesario suponer las siguientes consideraciones:

E[x(0)] = x0, donde x0 ∈ Rn,

E[w(k)] = 0 ∀k, donde w(k) ∈ Rp,

E[v(k)] = 0 ∀k, donde v(k) ∈ Rq,

E[x(0), w(k)] = 0 ∀k, donde x(0) ∈ Rn y w(k) ∈ Rp,

E[x(0), v(k)] = 0 ∀k, donde x(0) ∈ Rn y v(k) ∈ Rq,

E[v(k), w(j)] = 0 ∀k, donde v(k), w(j) ∈ Rp,

E[w(k), w(k)] = R(k), donde R(k) es una matriz de Rp×p,

E[w(k), w(j)] = 0 ∀k 6= j, donde w(k), w(j) ∈ Rp,

E[v(k), v(k)] = Q(k), donde Q(k) es una matriz de Rq×q,

E[v(k), v(j)] = 0 ∀k 6= j, donde v(k), v(j) ∈ Rq,

E[x(0), x(k)] = P0 ∀k, donde x(0), x(k) ∈ Rn y P0 es una matriz de Rn×n.

donde E[·] es la esperanza matemática, Q, R y P son las matrices de covarianza las cuales

son diagonales y por tanto simétricas. Sea x̂(k) la estimación del estado x(k) en el instante

k. Definiendo el error e(k) como la diferencia entre el valor real del estado y la estimación

se tiene:

e(k) = x(k)− x̂(k), (2.45)

El objetivo es minimizar:

P (n) = E
{
e(n)e(n)T

}
, (2.46)

P (n) es la matriz de covarianza del error. Dependiendo del valor que tome n en la

ecuación (2.46), se tienen distintas representaciones del filtro de Kalman. Śı n = k+ 1, el

filtrado es de predicción, si n = k el filtrado es de alisado.

El objetivo del filtro de Kalman consiste en determinar los valores de x̂(k) a partir de

las señales contaminadas y(0), y(1), ..., y(k) para que la matriz de covarianza del error
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(k 1)x +

(k)y

TD

(k)y

TD

(k)x

Predicción Filtrado

Figura 2.8: Representaciones del filtro de Kalman[26].

P (k) sea mı́nima, o dicho de otra forma, determinar los valores de x̂(k + 1) a partir de

las medidas afectadas por el ruido de la observación y(k+1) para que la matriz P (k+1)

sea mı́nima.

El filtrado de x̂(k + 1), se realiza a partir del estado anterior y contemplando un factor

de corrección que está en función del error. El algoritmo se compone de dos pasos los

cuales son ejecutados de forma iterativa. Predicción antes de tener la medida y(k + 1)

y corrección o actualización del estado. En la siguiente figura se puede ver el proceso de

cálculo.

Etapa de predicción

ˆ( 1) ( ) ( )x k Ax k Bu k¢ + = +
1 Predicción del estado

2 Predicción de la matriz de 
covarianza

'( 1) ( ) TP k AP k A Q+ = +

Etapa de corrección

  1 Cálculo del vector de ganancias

2 Actualización del estado

3 Actualización de la matriz de covarianza

1( 1) '( 1) [ '( 1) ( 1)]TK k CP k CP k C R k -+ = + × + + +

ˆ( 1) '( 1) ( 1)[ ( 1) '( 1)]x k x k K k y k C x k+ = + + + + - × +

Etapa de inicialización

( 1) [ ] '( 1)P k I KC P k+ = - +

Valores iniciales para
ˆ( ) ( )x k y P k

Figura 2.9: Algoritmo del filtro de Kalman [26].
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Paso 1 Predicción-Extrapolación-Estimación.

Se calcula una predicción del estado x(k+1), sea x′(k+1) dicha predicción, el valor de

la predicción es hallado a partir del valor más actualizado del estado.

x′(k + 1) = Ax̂(k) +Bu(k), (2.47)

Se predice el valor de la matriz de covarianza del error previo a la medida P ′(k+1). De

acuerdo a la definición de error dada en (2.46), el error está dado por:

e′(k + 1) = x(k + 1)− x′(k + 1), (2.48)

Lo anterior implica que e′(k + 1) en esta etapa de predicción vale:

e′(k + 1) = Ax(k) +Bu(k) + v(k)− Ax̂(k)−Bu(k),

= A[x(k)− x̂(k)] + v(k),
(2.49)

La matriz de covarianza P ′(k + 1) por tanto es:

P ′(k + 1) = E
{
[A(x(k)− x̂(k)) + v(k)] [A(x(k)− x̂(k)) + v(k)]T

}
, (2.50)

implica:

P ′(k + 1) = E
{
[A(x(k)− x̂(k))] [A(x(k)− x̂(k))]T

}
+ E

{
v(k)v(k)T

}
, (2.51)

Ya que P (k) = E[e(k)e(k)T ] y que Q = E[v(k)v(k)T ] la ecuación anterior puede rees-

cribirse como:

P ′(k + 1) = AP (k)AT +Q, (2.52)

Paso 2 Innovación-Actualización-Corrección.
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El valor del estado es calculado a partir del estado anterior y de un factor de corrección

que está en función del error. Esto es:

x̂(k + 1) = x′(k + 1) +K(k + 1)[y(k + 1)− Cx′(k + 1)], (2.53)

Donde el factor de corrección es:

K(k + 1)[y(k + 1)− Cx′(k + 1)], (2.54)

y y(k + 1) es el último valor observado, x′(k + 1) es el valor más actualizado disponible

del estado, el cual, fue calculado en la fase de predicción. Se busca el valor K(k+1) para

hallar un valor óptimo de x̂(k + 1) tal que la matriz de covarianza del error sea mı́nima.

Por definición se tiene que el error es:

e(k + 1) = x(k + 1)− x̂(k + 1), (2.55)

Sustituyendo el valor de x̂(k + 1) en la ecuación(2.55) se tiene:

e(k + 1) = x(k + 1)− x′(k + 1)−K[y(k + 1)− Cx′(k + 1)], (2.56)

La observación y(k + 1) tiene el valor:

y(k + 1) = Cx(k + 1) + w(k + 1)], (2.57)

Por lo tanto:

e(k + 1) = x(k + 1)− x′(k + 1)−KCx(k + 1)−Kw(k + 1)−KCx′(k + 1), (2.58)

Al agrupar términos se obtiene:

e(k + 1) = [I −KC]((x(k + 1)− x′(k + 1))−Kw(k + 1), (2.59)



38 2.5 Filtro de Kalman

Ahora aplicando la definición de la ecuación (2.46).

P (k+1) = E
{〈

[I −KC]((x(k + 1)− x′(k + 1))−Kw(k + 1)
〉 〈

[I −KC]((x(k + 1)− x′(k + 1))−Kw(k + 1)
〉T
,
}

(2.60)

P (k + 1) = E
{〈

[I −KC]((x(k + 1)− x′(k + 1))
〉 〈

[I −KC]((x(k + 1)− x′(k + 1))
〉T}

+ E
{
Kw(k + 1) w(k + 1)TKT

}
,

(2.61)

E
{
Kw(k + 1) w(k + 1)TKT

}
es la matriz de covarianza asociada a la medida R(k+1).

Sustituyendo dicha matriz en la expresión anterior y factorizando se tiene:

P (k + 1) = [I −KC]E
{〈

(x(k + 1)− x′(k + 1)
〉 〈

(x(k + 1)− x′(k + 1)
〉T}

[I −KC]T +KR(k + 1)KT , (2.62)

Anteriormente se definió que:

P ′(k + 1) = E {〈(x(k + 1)− x′(k + 1)〉 〈(x(k + 1)− x′(k + 1)〉T
}
, (2.63)

Con lo que:

P (k + 1) = [I −KC]P ′(k + 1)[I −KC]T +KRKT , (2.64)

Haciendo cambio de variable, P ′(k+1)
∆
= P1 y P ′(k)

∆
= P , la ecuación (2.64) puede ser

reescrita como:

P = P1 +KCP + PCTKT +KCPCTKT +KRKT , (2.65)

TrP = TrP1 + TrKCP + TrPCTKT + TrKCPCTKT + TrKRKT , (2.66)

Donde Tr es la traza de la matriz. Diferenciando respecto a K para obtener el mı́nimo

de la expresión e igualamos a cero.
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∂TrP

∂K
= −2TrCP + 2TrCPCT + 2KR = 0, (2.67)

K = CP [CPCT +R]−1, (2.68)

es decir:

K(k + 1) = CP ′(k + 1) · [CP ′(k + 1)CT +R(k + 1)]−1, (2.69)

Se puede comprobar que es el mı́nimo a través del Hessiano. Sustituyendo (2.69) en

(2.64):

P (k + 1) = [I −KC]P ′(k + 1), (2.70)

Inicialización del algoritmo.

Para iniciar el algoritmo es necesario conocer las siguientes condiciones de contorno: Un

valor inicial del estado x(0). El valor de la matriz de covarianza del error, que para P (0).

Se puede asumir que P (0) = Q. Y los valores de las matrices de covarianza asociadas al

sistema y a la medida Q y R [26].

2.6. Filtro de Kalman extendido

El problema de filtrado de Kalman considerado hasta este punto, ha abordado la esti-

mación de un vector de estado en un modelo lineal de un sistema dinámico. Sin embargo,

si el modelo es no lineal, se puede extender el uso del filtrado de Kalman a través de

un procedimiento de linealización. El filtro resultante se conoce como filtro de Kalman

extendido (EKF, por sus siglas en inglés) [37].

Representación espacio estado del sistema:

xk+1 = Fk+1,kxk + wk, (2.71)

yk = Hkxk + vk, (2.72)
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donde wk y vk son procesos de ruido gaussianos independientes de media cero y matrices

de covarianza Qk y Rk, respectivamente.

Filtro en adelanto:

Inicialización: Para k = 0, establece

x̂0 = E[x0], (2.73)

P0 = E[(x0 − E[x0])(x0 − E[x0])
T ], (2.74)

.

Cálculo: Para k = 1, 2, . . ., se obtine:

x̂f−k = Fk,k−1x̂
f−
k−1, (2.75)

Pf−k = Fk,k−1 Pfk−1 FTk,k−1 +Qk−1, (2.76)

Gf
k = Pf−k HT

k [HkP
f−
k HT

k +Rk]
−1, (2.77)

x̂fk = x̂f−k +Gf
k(yk −Hkx̂

f−
k ), (2.78)

.

Suavizador recursivo

Inicialización: Para k = N , sea

PN = PfN , (2.79)

x̂k = x̂fk , (2.80)

Cálculo: Para k = N − 1, N − 2, se calcula

Ak = PfkF
T
k+1,k[P

f−
k+1]

−1, (2.81)

Pk = Pfk −Ak(P
f−
k+1 − Pk+1)A

T
k , (2.82)
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x̂k = x̂fk +Ak(x̂k+1 − x̂f−k+1), (2.83)

La extensión es factible gracias a que el filtro de Kalman se describe en términos de

ecuaciones de diferencias en el caso de sistemas en tiempo discreto. Para acondicionar el

sistema buscando aplicar el filtro de Kalman extendido, considere el sistema dinámico no

lineal descrito por el modelo de espacio de estados [37]:

xk+1 = f(k,xk) +wk, (2.84)

yk = h(k, xk) + vk, (2.85)

Donde, como antes, wk y vk son procesos independientes de ruido Gaussiano blanco

con media cero y matrices de covarianza Rk y Qk, respectivamente. Aqúı, sin embargo,

la función f(k; xk) representa una función de matriz de transición no lineal posiblemente

variante en el tiempo. De manera similar, la función h(k; xk) representa una matriz de

medición no lineal que también puede ser variable en el tiempo. La idea básica del filtro

de Kalman extendido es linealizar el modelo de espacio de estados de las Ecuaciones 2.84

y 2.85 en cada instante de tiempo alrededor de la estimación más reciente del estado, que

se toma ya sea como x̂k o x̂k̃, dependiendo de la función particular que se esté conside-

rando. Una vez obtenido un modelo lineal, se aplican las ecuaciones estándar del filtro de

Kalman. De manera más expĺıcita, la aproximación se realiza en dos etapas:

Etapa 1: Las siguientes dos matrices se construyen:

Fk+1,k =
∂f(k, x)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k

, (2.86)

Hk =
∂h(k, xk)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂k

, (2.87)

Que son, las entradas ij-ésimas de Fk+1,k es igual a la derivada parcial del i-ésimo

componente de F(k, x) respecto a la j-ésima componente de x. Similarmente, la entrada

ij-ésima de Hk es igual a la derivada parcial del i-ésimo componente de H(k, x) respecto

a la j-ésima componente de x. En el primer caso, las derivadas se evalúan en x̂k, mientras

que en el segundo caso, las derivadas se evalúan en x̂k. Las entradas de las matrices Fk+1,k

y Hk son todas conocidas (es decir, computables), ya que x̂k y x̂k están disponibles en el

tiempo k.
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Etapa 2: Una vez evaluadas las matrices Fk+1,k y Hk, se emplean en una aproximación

de Taylor de primer orden de las funciones no lineales F(k, xk) y H(k, xk) alrededor de x̂k

y x̂k, respectivamente. Espećıficamente, F(k, xk) y H(k, xk) se aproximan de la siguiente

manera [37]:

F(k, xk) ≈ F(x, x̂k) + Fk+1,k(x, x̂k), (2.88)

H(k, xk) ≈ H(x, x̂k) +Hk+1,k(x, x̂k), (2.89)

Con las expresiones aproximadas anteriores en mente, ahora se puede proceder a apro-

ximar las ecuaciones de estado no lineales 2.84 y 2.85 como se muestra a continuación:

xk+1 ≈ Fk+1,kxk + wk + dk, (2.90)

yk ≈ Hkxk + vk, (2.91)

Donde se han introducido dos nuevas cantidades:

y′k = yk − h(x, x̂k) +Hkx̂k, (2.92)

dk = f(x, x̂k)− Fk+1,kx̂k, (2.93)

Las entradas en el término y′k son todas conocidas en el tiempo k, y por lo tanto, y′k puede

ser considerado un vector de observación en el tiempo k. Del mismo modo, las entradas

en el término dk son todas conocidas en el tiempo k.
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Tabla 2.2: Filtro de Kalman Extendido [37].

Etapa Descripción

Modelo xk+1 = f(k, xk) + wk

yk = h(k, xk) + vk

donde wk y vk son procesos de ruido independientes,

de media cero y distribución Gaussiana, con matrices

de covarianza Qk y Rk, respectivamente.

Definiciones Fk+1,k =
∂f(k,x)
∂x

∣∣∣
x=xk

Hk =
∂h(k,x)
∂x

∣∣∣
x=xk

Inicialización x̂0 = E[x0]

P0 = E[(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)
T ]

Cálculo Para k = 1, 2, . . ., calcular:

Propagación de la estimación del estado

x̂k = f(k, x̂k−1)

Propagación de la covarianza del error

Pk = Fk,k−1Pk−1F
T
k,k−1 +Qk−1

Matriz de ganancia de Kalman

Gk = PkH
T
k (HkPkH

T
k +Rk)

−1

Actualización de la estimación del estado

x̂k = x̂k +Gk(yk − h(k, x̂k))

Actualización de la covarianza del error

Pk = (I−GkHk)Pk

La Tabla 2.2 resume las recurrencias involucradas en el cálculo del filtro de Kalman

extendido.

.
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2.7. Método del gradiente descendente

Considerando el siguiente sistema no lineal causal y discretizado:

x(i+ 1) = f(x(i), u(i), α(i)), (2.94)

donde el control depende del estado y los parámetros del controlador teniendo:

u(i) = (x(i), α(i)),

definiendo los vectores, para el estado, el control y los parámetros del controlador, los

siguientes:

x(i) =


x1

x2
...

xn

 , u(i) =

u1

u2
...

um

 , α(i) =

α1

α2

...

αp

 , (2.95)

El ı́ndice de desempeño J :

J = φ(x(N), α) +
N−1∑
i=0

L(x(i), u(i), α), (2.96)

J = x(N)THx(N) +
N−1∑
i=0

{
x(i)TQx(i) + u(i)TRu(i)

}
, (2.97)

El ı́ndice de rendimiento J mide el desempeño del sistema de control. Se compone de dos

términos: el primero es el término terminal, que representa la importancia de alcanzar un

estado final deseado, y el segundo es la suma de los términos cuadráticos de los estados del

sistema x y las entradas de control u, ponderados por las matrices Q y R, respectivamente.

H, Q y R son matrices de ponderación:

H,Q ≥ 0,

R > 0,
(2.98)

Las matrices de ponderación H y Q deben ser semidefinidas positivas, y la matriz R

debe ser definida positiva. Estas condiciones aseguran que el ı́ndice de rendimiento J sea
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positivo y que el problema de control óptimo tenga una solución única [32].

La función de costo V es:

V (x(k), α, u(k,N − 1)) = ϕ(x(N), α) + L(x(k), u(k), α) +
N−1∑
i=k+1

L(x(i), u(i), α), (2.99)

V (x(k + 1)) = ϕ(x(N), α) +
N−1∑
i=k+1

L(x(i), u(i), α), (2.100)

V (x(k), α, u(k,N−1), k) = V (x(k+1), α, u[k+1, N−1], k+1)+L(x(k), u(k), α), (2.101)

La función de costo V representa el costo acumulado desde el tiempo k hasta el final

del horizonte de control N . Está compuesta por el término terminal ϕ(x(N), α) y la suma

de los costos instantáneos L(x(k), u(k), α), en cada paso de tiempo.

La relación entre la función de costo y el ı́ndice de desempeño está dada por:

V (x(k), α, u[k,N − 1]) = x(N)THx(N)︸ ︷︷ ︸
ϕ

+

N−1∑
i=k+1

{
x(i)TQx(i) + u(i)TRu(i)

}
︸ ︷︷ ︸

L

+x(k)TQx(k) + u(k)TRu(k)︸ ︷︷ ︸
L(k)

, (2.102)

La ecuación 2.102, muestra como la función de costo V se relaciona con el ı́ndice de

desempeño J y se compone de tres partes el término terminal, la suma de los costos ins-

tantáneos desde el tiempo k+1 hasta N−1 y el costo isntantáneo en el instante k. La idea

detrás de este enfoque es minimizar la función de costo V para encontrar el control óptimo

u y el estado del sistema x. Este es el fundamento del control óptimo y puede resolverse

utilizando técnicas como la programación dinámica, el principio del mı́nimo de ”principio

del mı́nimo de Pontryagin”, que es una técnica importante en la teoŕıa del control óptimo.

Este es el fundamento del control óptimo y puede resolverse utilizando técnicas como

la programación dinámica, el principio del mı́nimo de Pontryagin o la programación cua-

drática. Estas técnicas buscan encontrar el control óptimo u y el estado del sistema x

que minimizan el ı́ndice de desempeño J sujeto a las restricciones del sistema (como las
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ecuaciones de estado y las restricciones de entrada de control).

El principio del mı́nimo de Pontryagin es especialmente útil cuando se trata de sistemas

de control continuos y proporciona una herramienta poderosa para encontrar soluciones

anaĺıticas y numéricas a problemas de control óptimo. Este principio se basa en la idea de

que, en un sistema de control óptimo, el Hamiltoniano mı́nimo (una función que combina

el Lagrangiano y las ecuaciones de estado) debe ser mı́nimo con respecto a las entradas

de control óptimas.

En resumen, minimizar el ı́ndice de desempeño J es el objetivo principal en la teoŕıa

del control óptimo, y diferentes técnicas, como la programación dinámica, el principio del

mı́nimo de Pontryagin y la programación cuadrática, pueden utilizarse para encontrar la

solución óptima.

V (x(0), αj+1, uj+1[0, N − 1]) = V (x(0), αj , uj [0, N − 1]) + ∂
∂α(V (x(0), αj , uj [0, N − 1]))δα+ ...

∂
∂u[0,N−1](V (x(0), αj , uj [0, N − 1]))δu[0, N − 1],

(2.103)

Estas ecuaciones muestran una relación iterativa para actualizar los parámetros de con-

trol u y los parámetros de diseño α en un proceso de optimización. La idea es mejorar

iterativamente el ı́ndice de desempeño J ajustando α y u en cada paso, utilizando la

información del gradiente de la función de costo V . A continuación se muestran los paso

para la optimización interactiva:

Actualización de α:

δα = αj+1 − αj, (2.104)

δα = −ε
[
∂

∂α
(V (x(0), αj, uj[0, N − 1]))

]T
, (2.105)

En cada iteración, se actualiza α utilizando el gradiente negativo de la función de costo

V con respecto a α, multiplicado por un factor de aprendizaje ε.

Actualización de u:

δu[0, N − 1] = −ε
[

∂

∂u[0, N − 1]
(V (x(0), αj, uj[0, N − 1]))

]
, (2.106)
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De manera similar, en cada iteración, se actualiza u utilizando el gradiente negativo de

la función de costo V con respecto a u, multiplicado por un factor de aprendizaje ε.

Condiciones de mejora:

V (x(0), αj+1, uj+1[0, N − 1]) ≤ V (x(0), αj, uj[0, N − 1]), (2.107)

Esta condición asegura que, después de cada actualización, la función de costo V no

aumenta, es decir, el ı́ndice de desempeño J mejora o se mantiene igual en cada iteración.

Función de costo en el tiempo k:

V (x(k), k) = x(N)THx(N) +
N−1∑
i=k

{
x(i)TQx(i) + u(i)TRu(i)

}
, (2.108)

Esta ecuación representa la función de costo V en un tiempo espećıfico k, que está rela-

cionada con el ı́ndice de desempeño J y las matrices de ponderación Q y R que penalizan

el estado del sistema x y las entradas de control u, respectivamente. Además, la matriz

H penaliza el estado final del sistema.

Con base en las ecuaciones de actualización y las condiciones de mejora, el objetivo del

proceso iterativo es encontrar las secuencias óptimas de parámetros de control u y diseño

α que minimizan el ı́ndice de desempeño J y, por lo tanto, mejoran el comportamiento

del sistema de control en general[32].

El método del gradiente descendente se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Inicializar αj, uj[0, N − 1] y x[0, N ].

2. Calcular J j usando la ecuación: J = ϕ(x(N), α) +
N−1∑
i=0

L(x(i), α, u(i)).

3. Calcular las derivadas parciales V j
x (k), V

j
α (k), F

j
α(k) y L

j
α(k), siguiendo las ecuacio-

nes proporcionadas.

4. Actualizar uj+1(k) y αj+1 usando las ecuaciones: uj+1(k) = uj(k) − ε
[
∂V (k)
∂uj(k)

]T
y

αj+1 = αj − εV T
α (0).

5. Calcular x(k + 1) = F (x(k), αj+1, uj+1(k)) y actualizar xj+1[0, u].
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Inicio

Inicializar u0, α0, j = 0

Calcular gradientes de V respecto a u y α
∂V
∂u

, ∂V
∂α

Actualizar uj+1, αj+1

uj+1 = uj − ε∂V
∂u

αj+1 = αj − ε∂V
∂α

Verificar convergencia

V (x(0), αj+1, uj+1) ≤ V (x(0), αj, uj)

Fin

Śı

No

Figura 2.10: Diagrama de flujo del proceso iterativo para el método de optimización [32].

6. Calcular J j+1 y comparar con J j. Si J j+1 < J j, continuar con el siguiente paso. De

lo contrario, reducir ε y ε a la mitad y volver al paso 4.

7. Comprobar si J j+1 − J j > β, donde β > 0. Si se cumple, detener el proceso. De lo

contrario, incrementar j y repetir desde el paso 2 [32].

2.8. Conclusión caṕıtulo 2

En este caṕıtulo, se ha desarrollado un marco teórico integral que sienta las bases

para una de las principales contribuciones de esta tesis: la creación de un Controlador

Proporcional-Integral-Derivativo (PID) auto-sintonizable en ĺınea y subóptimo. Este en-

foque innovador aprovecha las ventajas del controlador PID, el Filtro de Kalman y el

método del gradiente descendente para optimizar el algoritmo de control en tiempo real.
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El caṕıtulo comienza con una explicación detallada del método de Denavit-Hartenberg,

crucial para la selección de sistemas de referencia y el algoritmo Denavit-Hartenberg, pro-

porcionando una base sólida para el entendimiento de la estructura y la cinemática de los

sistemas robóticos.

El Controlador PID, abordado posteriormente, es un pilar fundamental en el control de

procesos y sistemas. La inclusión de este tema en el marco teórico subraya su relevancia

para el desarrollo del controlador auto-sintonizable.

Se introduce el método de Lucas-Kanade, centrado en el flujo óptico, aportando una

perspectiva importante sobre el análisis de movimiento y seguimiento en tiempo real,

esencial para la adaptación y optimización de los sistemas de control.

El Filtro de Kalman y su extensión, el Filtro de Kalman extendido, son discutidos en

detalle. Estos filtros son fundamentales para la estimación y corrección en tiempo real de

estados en sistemas dinámicos, lo cual es crucial para el desarrollo del controlador PID

auto-sintonizable.

Finalmente, el método del gradiente descendente se explora como una técnica de opti-

mización eficaz, vital para ajustar en tiempo real los parámetros del controlador y mejorar

su rendimiento.

En resumen, este caṕıtulo no solo proporciona una revisión exhaustiva de conceptos y

técnicas clave en el campo del control y la robótica, sino que también establece las bases

teóricas para la innovadora propuesta de esta tesis: un controlador PID auto-sintonizable

en ĺınea y subóptimo, representando un avance significativo en la optimización de algorit-

mos de control en tiempo real.
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3.1 Descripción del sistema propuesto 51

Caṕıtulo 3

Plataforma robótica móvil heterogénea

En este caṕıtulo se aborda una descripción detallada de la plataforma robótica móvil

heterogénea propuesta, y los componentes principales que la integran, que son: el robot

aéreo, el robot todoterreno, el sistema de monitoreo de calidad de aire, el sistema de toma

de muestras de suelo y la interfaz que forma parte del Sistema de Supervisión, Control y

Adquisición de Datos (SCADA).

3.1. Descripción del sistema propuesto

En el presente proyecto se propone la creación de un sistema de monitoreo de calidad

del aire, y recolección de muestras de suelo. Para realizar la caracterización de la calidad

del aire se propone emplear un Veh́ıculo Aéreo no Tripulado que permita realizar lecturas

a diferentes alturas, de forma que se genere un modelo no basado únicamente en una

lectura estática, lo que da la posibilidad de crear modelos a partir de múltiples lecturas

permitiendo aumentar la probabilidad de observar el comportamiento de la calidad del

aire a lo largo de una trayectoria desarrollada por el robot. Las muestras de suelo podrán

ser tomadas por un robot basado en ruedas con una arquitectura que le permita trabajar

en diferentes terrenos, su alcance es de 20 m alrededor de una estación terrena, está última

cuenta con una PC, en la cual ejecuta un programa que permite al usuario interactuar

con los robots y sus sensores de éstos.

El sistema de monitoreo, y toma de muestras para detección de contaminantes aéreos



52 3.1 Descripción del sistema propuesto

y terrestres, es a continuación mostrado y explicado de forma general. Dicho sistema se

compone principalmente de los siguientes subsistemas:

Computadora con un sistema SCADA (S1): Es considerada como la estación terrena,

permite configurar, coordinar y monitorear los robots, visualizar las variables de interés

para observar el desempeño de éstos. Dichos robots son: un cuadricóptero (S3), y un carro

todoterreno (S4), la interfaz ayuda al usuario a ver las posiciones y orientaciones de los

robots y la lectura de los sensores embebidos en cada uno de ellos, dichos sensores son

explicados a detalle más adelante.

Tarjetas de comunicación (S2): Se compone principalmente de una computadora de

bajo costo, que mediante una aplicación permite monitorear v́ıa inalámbrica los datos

generados por los robots que forman parte del grupo de exploración, la información es

enviada a la PC principal (S1) mediante protocolo RF para mostrar los datos colectados

en el sistema SCADA. Abordo de cada uno de los robots, está una tarjeta de comuni-

cación, por lo que cabe mencionar que cada uno de ellos se comunica directamente a

la computadora principal, además, pueden comunicarse entre śı, permitiendo generar tra-

bajo colaborativo entre cada uno de los robots pertenecientes a la plataforma heterogénea.

Cuadricóptero (S3): Es un veh́ıculo aéreo no tripulado que permite hacer lecturas de la

calidad del aire a diferentes alturas de vuelo, cuenta con un sistema de visión artificial que

sirve para realizar tareas como detección de cambio de color en zonas sobre el suelo, que

presente algún tono inherente a posibles contaminantes, mediante comunicación inalám-

brica es posible enviar coordenadas al robot terrestre (S4) para realizar tomas de muestras

por parte de este último, permitiendo agilizar y optimizar el proceso de exploración, y

cálculo de trayectorias para la toma de muestras.

Robot Terrestre (S4): A través de un sistema de perforación de suelo y succión de

part́ıculas, que tiene incorporado, este robot es capaz de realizar recolección de muestras

de suelo, lo anterior en lugares que impliquen un alto riesgo, o dif́ıcil acceso, mediante

un sistema de ruedas el robot puede moverse en terrenos de dif́ıcil acceso, al igual que

el UAV, éste puede interactuar, intercambiando información y comandos con el sistema

principal (S1) y el drone (S3).
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Sistema de radiocontrol manual (S5): Mediante el uso de 2 radios RC se puede operar

manualmente a cada uno de los robots (cuadricóptero y robot terrestre). Con esto se busca

tener un sistema de seguridad por si alguno de los robots deja de operar automáticamente

con la finalidad de proteger la integridad del usuario y del equipo, además por medio del

radiocontrol se puede calibrar y ajustar el comportamiento de cada robot.En la Figura

3.1 es mostrado un esquema general del sistema propuesto.

RF

RF

S3.- Cuadricóptero con sistema de 
visión y monitoreo abordo

RF

S2.- Tarjeta de 
comunicación

S1.- PC con interfaz 
SCADA 

S5.- Sistema de 
radio control manual

RF

RF

RF
RF

RF

S4.- Robot terrestre 
con sistema de visión
y monitoreo abordo 

RF
RS232

Muestras de 
suelo 

USB

Lecturas de 
Calidad de 
Aire, a bordo
Archivo  .txt 

Figura 3.1: Sistema de robótica móvil heterogénea y su aplicación al monitoreo ambiental.

La interacción entre los dos robots que integran el sistema consiste, en que el UAV

realiza un vuelo, siguiendo una trayectoria configurada por el usuario y que contempla, la

zona de interés en la que se harán las tomas de muestras de suelo, aśı como el monitoreo
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de la calidad de aire, realizado por el UAV, lo que implica que en dicha trayectoria se

debe considerar una área de tierra, en donde se encuentre la zona a estudiar, con las

restricciones planteadas en las limitaciones del presente trabajo.

Mediante una cámara ESP32 con conexión WI-FI, embarcada en el cuadricóptero, el

usuario determina si en alguna zona es altamente probable que exista la presencia de con-

taminantes y mediante la interfaz creada en LABview® env́ıa al drone un comando, que

permite que este robot mande a su vez, al otro robot (ULV) coordenadas GPS, usando

comunicación inalámbrica por protocolo RS232, a través de los modems X-Bee®, aśı, si

durante el vuelo del UAV se determina que en determinada posición del plano de trabajo

es importante tomar una muestra de suelo, se env́ıa al ULV dicha coordenada para que

dicho robot, siga una trayectoria que permita llegar a la zona donde se tomará dicha

muestra, ver la Figura(3.2).

RF

Sistema 
SCADA

Detección de contaminante

Asignación de SP 

Trayectoria UAV RF

( )Xuav t

(0)Xuav

_SP auv

( ) _Xulv t SP ulv»

_SP ulv

(0)Xulv

_SP ulv

Trayectoria ULV 
Toma de 
muestra
tierra

Monitoreo
calida de aire

Figura 3.2: Interacción entre el sistema SCADA, el UAV y el ULV.

A continuación se hace una descripción del sistema de monitoreo a emplear en el cuadri-

cóptero para calidad del aire, y el sistema de recolección de muestras de suelo, empleado
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en el robot terrestre, además, del sistema de visión artificial a emplear en cada robot.

3.1.1. Sistema de monitoreo de calidad de aire y visión

Para el monitoreo de calidad de aire se integra en el robot aéreo un sensor MQ135,

el cual permite hacer lecturas de dicha variable, éste genera una señal analógica con un

rango de trabajo de 0 a 5 V de CD, dicha señal es léıda por la tarjeta PIX-HAWK®,

a través de su entrada analógica, a su vez el UAV env́ıa la información a la interfaz dis

sistema SCADA, por protocolo RS232 inalámbrico mediante un módem X-Bee® S1 Pro,

permitiendo crear un archivo con información de las lecturas para una posterior interpre-

tación.

El sensor MQ135 (Figura B.13) permite ajustar su salida mediante un potenciómetro de

sensibilidad, incorporado en la PCB de éste, en la Figura (B.12) se puede ver las curvas de

comportamiento y los gases que puede detectar, para el presente trabajo se hace especial

énfasis en la detección de dióxido de carbono CO2.

Sensor MQ135

Señal analógica
    0 a 5 V CD
(Calidad del Aire)

PIX-HAWK

Modem Xbee
PC

RS232

Modem Xbee

RS232

Archivo .txt

WiFi

WiFi

ESP32 CAM

5 V CD

Figura 3.3: Sistema de monitoreo de calidad de aire y de visión del UAV.



56 3.1 Descripción del sistema propuesto

Para enviar imágenes y v́ıdeo del UAV a la PC se usa una cámara ESP32® abordo del

drone, dicha cámara tiene caracteŕısticas como su bajo peso (25 gramos), tamaño reducido

(27*40.5*6 mm), consumo relativamente bajo (250 mA) y conexión por protocolo WI-FI

y Bluetooth (Wifi 802.11b/g/n, Bluetooth 4.2), que la hacen adecuada para este fin,

la cámara es alimentada por el PIX-HAWK®, y ésta env́ıa directamente a la interfaz

SCADA v́ıdeo e imágenes. El sistema de monitoreo de calidad de aire y de visión del UAV

son mostrados en el diagrama mostrado en la Figura(3.3).

3.1.2. Sistema de recolección de muestras de suelo

El sistema de recolección de muestras de suelo, se basa en un perforador y una aspirado-

ra de pequeña escala, para tomar part́ıculas sólidas de algún punto de interés. Cuenta con

un motor de corriente continua, acoplado a un encoder incremental, con lo que se puede

tener un control en lazo cerrado, con una resolución de 0.1 mm, en el avance o retroceso

del perforador, dicho motor está dispuesto en la parte superior y acoplado a un tornillo

sin fin con cuerda acme, que desplaza un carro verticalmente, en dicho carro es sujetado

un segundo motor de CD, que tiene acoplada una broca en su armadura, permitiendo

realizar operación de perforación, con un taladro de pequeña escala y bajo consumo de

corriente.

La herramienta abrasiba a usar para perforar, tiene una medida de 1/4” de diámetro y

puede ser ajustada en altura, a través del mecanismo de traslado del carro, el principio de

funcionamiento de dicho mecanismo es mediante baleros lineales que corren en dos gúıas

aceradas de 8 mm, mediante una tuerca con cuerda acme, acoplada al carro se logra hacer

el desplazamiento de éste, lo anterior, porque dicha tuerca es encastrada al carro mediante

un sujetador; dicha tuerca y sujetador están dispuestos en la parte posterior y al centro

del carro de traslado vertical. El motor encargado de generar el movimiento rotacional que

es convertido a traslación del carro, por el mecanismo propuesto, es acoplado al tornillo

sin fin mediante una banda dentada con paso estándar, que permite, mediante dos poleas

dentadas, que el movimiento sea transmitido del motor al carro.

Las dos barras aceradas están sujetas por soportes de aluminio encastrados a la base

del mecanismo, la base al igual que el carro de traslación son propuestos de material

de aluminio para aligerar el peso, la tornilleŕıa a emplear, es tornillo de 1/8 ”, con una

longitud de 3/4”de largo, cuerda estándar con tuerca de seguridad. La base da soporte



3.1 Descripción del sistema propuesto 57

a todo el sistema, y ésta es fijada al robot, mediante tornilleŕıa con las caracteŕısticas

antes mencionadas. La aspiradora propuesta es de dimensiones reducidas y comercial,

ésta permite succionar las part́ıculas de tierra y polvo generadas al taladrar el suelo, lo

anterior mediante un tubo de bronce, ubicado paralelamente a la broca, y dispuesto a su

lado derecho respecto a la vista de frente, este tubo es conectado a la aspiradora mediante

una manguera flexible permitiendo su desplazamiento sin afectar al mecanismo general,

las muestras de tierra son almacenadas en un contenedor que posteriormente puede ser

removido del robot para realizar las pruebas pertinentes ver Figura 3.5 . La arquitectura

propuesta para el robot terrestre es de un shrimp rover, esto debido a la versatilidad y

adaptabilidad que presenta para terrenos irregulares, en la imagen mostrada en la Figura

3.4, es apreciado el robot propuesto más el sistema de recolección diseñado para tomar

muestras de suelo mediante succión de part́ıculas, dispersadas a partir de taladrar.

Motor de CD con encoder

Banda dentada Polea dentada

Barra acerada 8mm

Motor CD

Broca

   Tubo 
Colector
     de 
 Bronce

Carro

Balero lineal

Tornillo sin fin 
acme

Soporte

Base

Mini aspiradora

Manguera de goma

Figura 3.4: Sistema de recolección de suelo propuesto.



58 3.2 Plataforma experimental UAV

Manguera de goma

Manguera de goma

Contenedor de 
muestra de tierra

Encoder

Tubo Colector
        de 
     Bronce

Tuerca con cuerda
acme de 4 hilos

Figura 3.5: Sistema de recolección de suelo propuesto vista lateral izquierda posterior.

En el siguiente apartado son mostrados los componentes de las plataformas robóticas

experimentales, que forman parte del sistema propuesto, primero se aborda una descrip-

ción detallada del veh́ıculo aéreo ni tripulado (UAV), seguida de una narrativa análoga

para el veh́ıculo terrestre no tripulado (ULV), finalmente se describe la interfaz gráfica

creada en LABview® para el sistema SCADA.

3.2. Plataforma experimental UAV

La plataforma experimental diseñada para el veh́ıculo aéreo no tripulado está basada

en una arquitectura en configuración cuadricóptero, ésta es creada empleando un frame

comercial, espećıficamente el del drone SK450, usa como controlador de vuelo un PIX-

HAWK PX4, y un radio de control Futaba®, para su manejo manual a distancia.
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Modem Xbee Radio ControlPC

RS232
RF

RF

RS232

UAV

Figura 3.6: Plataforma experimental UAV.

Embarcado en el UAV se encuentra un módulo Xbee S1 que permite realizar comunica-

ción serial inalámbrica entre el robot aéreo mediante el PIX-HAWK® y una computadora.

La PC cuenta con un programa desarrollado en LABviewő que permite configurar e in-

teractuar con el drone para obtener información de éste o manipular parámetros de su

firmware. Los componentes principales que forman parte del sistema en conjunto son la

PC, el UAV y el radio control, todos ellos son mostrado en la Figura 3.6.

El UAV posee una configuración de mini-helicóptero de 4 rotores, mostrada en la Fi-

gura 3.7, el controlador de vuelo usado en la plataforma es un PIX-HAWK PX4 de 3D

robotics®, que incluye los accesorios mostrados en la Figura B.9 B.1, se usa un Xbee S1

para hacer transmisión y recepción de datos mediante protocolo RS232 a 115200 bps, la

conexión entre dicho módem y el controlador de vuelo es mostrada en la Figura B.1.
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UAV Frame SK450

PixHawk

PPM

GPS

Xbee S1

Figura 3.7: Cuadricóptero basado en el drone SK450.

El diseño y conceptualización del armado, de la estructura mecánica y los componentes

del drone, son mostrados en los planos B.15, B.16, además en ellos pude apreciarse las

medidas máximas del robot, teniendo aproximadamente 52 cm de largo y ancho, y una

altura de 19.5 cm, el peso del sistema incluida la bateŕıa la cual es de 2.2 A es de 0.9 Kg.

A pesar de que el sistema está basado en una plataforma comercial estos diseños son clave

para la mejora de éste, ya que por ejemplo pude ser diseñada una carcasa de protección

para el robot, a partir de ellos, lo que brinda la posibilidad de modificar el diseño mecánico

y aumentar seguridad del sistema.

Las variables que forman parte de la interacción de los elementos de la plataforma ex-

perimental, son mostradas en la Figura 3.8. La PC contiene una interfaz gráfica creada

en LABview® la cual interactúa a su vez con Unity®, para manipular un objeto 3D que

permita observar el comportamiento del UAV en el espacio, como entradas la PC recibe a

través de protocolo RS232 Serial mediante un modem Xbee S1, conectado por USB, una

cadena de caracteres que contiene el estado del sistema aśı como las señales de control de

fuerza y torques. Dichas señales se emplean para generar un archivo de texto que permite

guardar las trayectorias y controles del sistema, además mediante el estado se genera la
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manipulación de un objeto 3D que imita al drone, dicho objeto está creado con forma-

to .BXF en Blender® y es exportado a partir de un archivo generado en Solid Works®
con formato .WRL, en el plano B.14 es mostrado el diseño realizado para dicho cuerpo 3D.
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Figura 3.8: Esquema de variables de la planta UAV.

Mediante la interfaz de LABview® se ejecuta un sistema SCADA, para monitoreo

del UAV; sin embargo, también se puede manipular el comportamiento del firmware del

PIX-HAWK® mediante el env́ıo de datos por el mismo protocolo antes mencionado, en

la Figura 3.8 Se muestra por ejemplo, el env́ıo de ganancias para un controlador PID,

aplicado en la posición y orientación del UAV.

El UAV puede recibir señales de control o ajuste de off-set del radiocontrol mediante el

receptor que posee, estas señales son los tres torques y la fuerza ( τφC(k) τθC(k) τψC(k)

y uC(k) ) que el usuario puede manipular manualmente, con ellas y el algoritmo de con-

trol, el controlador de vuelo PIX-HAWK® hace el cálculo de las señales de control a ser
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aplicadas a los motores del drone, dichas señales son: τφ(k) τθ(k) τψ(k) y u(k).

El controlador de vuelo PIX-HAWK® recibe ganancias o variables de configuración,

para que éste pueda adaptarse a las necesidades que el usuario establezca mediante la

interfaz gráfica, dichas señales llegan a él de forma análoga que las que env́ıa a la PC,

es decir, por medio de una cadena de caracteres, con determinado formato que permite

decodificar y ajustar valores, de por ejemplo, las ganancias del controlador como se aprecia

en el diagrama 3.8. Para hacer la configuración de dichos parámetros por seguridad se

realizan, cuando el UAV no está en vuelo y como candado de seguridad se debe considerar

el estado en la perilla del radio, si ésta tiene determinado valor y el drone no está armado

pueden hacerse cambios en las constantes del controlador, de lo contrario no se podrá.

El diagrama de flujo mostrado en la Figura A.3, ilustra el comportamiento que tiene el

algoritmo cargado en el UAV de forma general, como puede verse en él, la primera etapa

corresponde a la configuración que realiza la PC al UAV, por medio de comunicación

serial inalámbrica, seguidamente, si el radio se encuentra prendido y mandando señal al

receptor, es posible realizar la configuración de los parámetros del controlador y éstos son

asignados mediante un botón de validación, lo anterior se puede realizar mientras no se

presione el botón armar, ya que a partir de ello el PIX-HAWK® entrará a su rutina de

control (orientación) y aproximación de posición del UAV, aplicando para este caso un

controlador PID (mostrado en Apéndices) y un filtro de Kalman, además en dicha rutina

se contempla el env́ıo de datos hacia la PC, para que la interfaz SCADA pueda acceder

a los datos de trayectoria y señales de control, esto se realiza ćıclicamente hasta que la

comunicación es perdida o el usuario decide aterrizar el drone.

3.3. Plataforma experimental ULV

La plataforma experimental, creada para el veh́ıculo terrestre no tripulado (ULV), se

basa en una arquitectura de tipo Shrimp Rover [27], que es un sistema encontrado en

la literatura y que ha demostrado por su estructura, versatilidad y adaptabilidad a te-

rrenos irregulares [28], lo que le permite moverse en entornos de dif́ıcil acceso para otros

robots[29]. De forma análoga al UAV, esta plataforma también cuenta con un radiocon-

trol y puede interactuar con el sistema SCADA, siendo su controlador un PIX-HAWK

PX4®, cuenta, además, con un sistema de radar basado en un RPLIDAR A2M8® (ver

Figura B.2), que le permite recalcular su trayectoria en caso de que el robot encuentre
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un obstáculo con las dimensiones necesarias para que éste no pueda pasar sobre él. Es-

to último debido a que el robot incluye en sus componentes electrónicos un sistema de

navegación global (GPS), que es usado para calcular la posición inicial del robot y como

sensor de posición para calcular el error en tiempo real de la ubicación del rover respecto

a la referencia deseada, que env́ıa el UAV. En la Figura 3.9, pueden verse los componentes

de la plataforma experimental del ULV y las partes que la integran.

Modem Xbee Radio ControlPC

RS232
RF

RF

RS232

ULV

Figura 3.9: Plataforma experimental ULV.

El diseño asistido por computadora del robot todoterreno es mostrado en los planos de

las Figuras B.17, B.18 y B.19, en ellas puede apreciarse detalladamente, la incorporación

de sistema de recolección de muestras de suelo, el cual está basado en un carro transversal

orientado hacia la parte baja del robot, y ubicado al centro de éste. Las direcciones de las

ruedas delantera y trasera son manipuladas por servomotores, los cuales obtienen la señal

de control directamente de una salida PWM del controlador PIX-HAWK®, cada rueda

tractora de robot, que en total tiene 6, es manipulada por un driver cuyo controlador

principal es un ESP32®, el cual recibe una señal de referencia originada por un PWM

del PIX-HAWK®, de esta forma se aplica un algoritmo de control PID adaptable en cada

rueda generando como salida del ESP32® dos señales analógicas una para cada dirección
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del motor, estas señales son enviadas a un puente H ULM297 que permiter manipular la

velocidad y dirección de cada motor (ver Figura B.19).

GPS

Telemetría 

PPM

PixHawk

ULV Shrimp Rover

RPLidar

Driver Motor ESP32 

Figura 3.10: Carro todo terreno basado en una plataforma shrimp rover.

Las variables que forman parte de la interacción de los elementos del robot shrimp rover,

se pueden observar sobre la Figura 3.11. La PC contiene una interfaz gráfica creada en

LABview® la cual interactúa a su vez con un programa ejecutable creado en Unity®,

que permite manipular el ensamble de un objeto 3D que imita el comportamiento del

ULV en el espacio de trabajo, como entradas la PC recibe a través de protocolo RS232

Serial mediante un modem Xbee S1, conectado por USB, una cadena de caracteres que

contiene el estado del sistema aśı como las señales de control. Dichas señales se emplean

para generar un archivo de texto que permite guardar las trayectorias y controles del sis-

tema, además mediante el estado se genera la manipulación de un objeto 3D que imita al

robot terrestre, dicho objeto está creado con formato .BXF en Blender® y es exportado

a partir de un archivo .WRL generado en Solid Works®, en el plano B.19 es mostrado el

diseño realizado para dicho ensamble 3D.

El sistema SCADA creaod en LABview®, también permite el monitoreo delas varia-

bles correspondientes al ULV, de forma analoga a como se realiza con el UAV, brindando

la posibilidad de, además, manipular el comportamiento del firmware del PIX-HAWK®
encargado embarcado en el veh́ıchulo todoterreno, esto, mediante el env́ıo de datos por
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del mismo protocolo (RS232 analámbrico), en la Figura 3.11, se muestra por ejemplo,

el env́ıo de ganancias para un controlador PID, aplicado en la posición y orientación del

ULV, desde la PC hacia el robot, y el estado y señales de control desde el sentido contrario.

El rover puede recibir señales de control o ajuste, del radio RF, estas señales son: la

correspondiente al control de ángulo de orientación del robot τθc(k), la de control de ve-

locidad de desplazamiento lineal uc(k), la activación del perforador ud(k) y la señal de

control para el sistema de succión de muestras uv(k), que el usuario puede manipular

manualmente por medio del radiocontrol, con ellas y el algoritmo de control, el controla-

dor PIX-HAWK® hace el cálculo de las señales de control a ser aplicadas a los motores

de ruedas de tracción (ωn(k) n = 1, 2, .., 6), de dirección (ϕ1(k), ϕ2(k)), de succión v(k),

de velocidad de avance del perforador Dd(k) y de velocidad del rotor ωd(k) del motor de

perforación del ULV.
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Figura 3.11: Esquema de variables de la planta ULV.
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El controlador PIX-HAWK® recibe ganancias o variables de configuración, para que

éste pueda adaptarse a las necesidades que el usuario establezca mediante la interfaz

gráfica del sistema SCADA, dichas señales llegan a él desde la PC por protocolo RS232

inalámbricamente, a través de una cadena de caracteres, con determinado formato que

permite decodificar y ajustar valores, de por ejemplo las ganancias del controlador como

se aprecia en el diagrama 3.11. Para hacer la configuración de dichos parámetros por

seguridad se realizan, cuando el ULV no está en operación y como candado de seguridad

se debe considerar el estado en la perilla del radio, si ésta tiene determinado valor y el rover

no está armado pueden hacerse cambios en las variables correspondientes al algoritmo de

control o incluso modificar que tipo de algoritmo se usará, por ejemplo un controlador

PID o un controlador LQR, etc.

3.4. Sistema SCADA

El sistema SCADA (Supervisory Control and Data Acquisition, es decir, Supervisión,

Control y Adquisición de Datos) se basa en una interfaz que contiene tres ventanas prin-

cipales, una para configuración de parámetros de comunicación y control, otra para el

monitoreo y observación del comportamiento del UAV y la última para el monitoreo de

las variables del ULV.

En la Figura 3.12 se muestra la pantalla que corresponde a la configuración de comuni-

cación y ganancias del controlador, como se ve en ella se pueden ajustar los parámetros

de comunicación para el protocolo RS232 serial inalámbrico usado con el Xbee®, para

este caso particular dicha conexión se realiza a 115200 bps, sin control de flujo ni paridad,

con un bit de parada y un formato de 8 bits por dato. Teniendo una conexión full dúplex.

Esto es asignado en la región denominada “Configuración de comunicación RS232”.

Las ganancias del controlador (para el caso de lo mostrado en la Figura 3.12 un PID)

son asignadas y enviadas en el apartado “Asignación de ganancias”, para el ejemplo mos-

trado permiten ajustar valores a los controladores de posición y orientación, contar con

esta posibilidad en la interfaz del sistema SCADA permite modificar las ganancias de

los controladores tanto para posición como orientación, ambos robots, sin necesidad de

modificar el firmware del controlador programable ubicado en cada robot.
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Cinfiguración de comunicación RS232

Asignación de ganancias

Figura 3.12: Interfaz pantalla de configuración.

En la segunda pantalla de la interfaz (Figura 3.13) se muestra el monitoreo de las

variables de estado del UAV y de las cuatro señales de control generadas por el controlador,

además se incluye un objeto 3D en formato VRML que permite que el usuario aprecie de

manera gráfica el movimiento del UAV en el espacio, esto se logra mediante la conversión

de los ángulos cabeceo, alabeo y guiñada a un cuaternion, ya que la visualización se

realiza empleando MATLAB®, y se requiere dar la orientación en con ese formato. Las

variables son mostradas de acuerdo a su unidad y ordenadas en tŕıadas en las gráficas

mostradas en la interfaz, aśı los tres ángulos de orientación son graficados en conjunto,

las tres posiciones, las velocidades para orientación y posición, los tres torques y la única

variable que se grafica sola es la fuerza u(t). Todos estos datos son almacenados de forma

automática en un archivo que tiene por nombre “datos.TXT”, el cual posteriormente

permite su interpretación y generación de gráficas para uso general.
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Figura 3.13: Interfaz monitoreo de variables del UAV.

El comportamiento general del algoritmo de la interfaz gráfica que rige al sistema SCA-

DA es mostrado en la Figura A.2, como puede observarse en él, primero se realiza la

configuración de la comunicación seguida de su validación, a continuación se configuran

las ganancias del controlador que se asignarán al UAV, mientras la comunicación entre la

PC y el drone no presente algún problema, se realizan las siguientes tareas, lectura del

estado del UAV, generación del archivo para guardar trayectorias y señales de control,

cálculo de cuaternion a partir de los ángulos de Euler, modificación de objeto 3D que imita

el movimiento del UAV mediante la interacción con MATLAB® en un archivo VRML.

Debido a la potencia y prestaciones que el programa Unity® tiene, se robusteció la

interfaz gráfica integrando un ambiente virtual, creado en este programa, con la finalidad

de mejorar la interacción con el usuario, y generar la posibilidad de crear simulaciones
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previas y validación de trayectorias, en dicho ambiente virtual al ejecutar la tarea de cada

robot. La Figura 3.14 muestra el sistema SCADA, al mismo tiempo, como puede verse,

además, se incluye a la derecha una imagen del robot aéreo, en ella se muestra en la

parte superior los marcos de referencia que tiene cada robot, correspondientes a cada uno

de los grados de libertad inherentes a dichos marcos, para que el usuario, comprenda a

que corresponde cada una de las variables indicadas en los gráficos, y se pueden notar la

ruta donde se graba el archivo de texto y las cadenas de caracteres de entrada y salida

correspondiente a los datos enviados desde la PC a los robots y viceversa, aśı como, los

parámetros de configuración del protocolo de comunicación, todos esto puede ser ajustado

por el usuario, con la finalidad de adaptar a las necesidades de la o las tareas a ejecutar.

Esta ventana se encuentra en la viñeta nombrada “Configuración”, en las otras dos viñe-

tas“UAV”, y“ULV”, se puede acceder respectivamente a los datos enviados por cada robot.

Figura 3.14: Interfaz del sistema SCADA para ambos robots.

.
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En caso de seleccionar la viñeta “UAV”, se puede acceder a la información del robot

aéreo, la Figura 3.15, muestra un ejemplo de algunas variables correspondientes al cuadri-

cóptero, correspondientes a la posición y orientación del robot, aśı como, un ambiente 3D

donde puede apreciarse el desempeño y trayectoria seguida por el robot, e instrumentos

de navegación, se observan, un indicador de orientación y una brújula, los cuales obtienen

los datos en tiempo real del sistema de navegación inercial del robot.

Si la viñeta seleccionada es “ULV”, entonces, se muestran indicadores correspondientes

a la instrumentación del carro todoterreno, la Figura 3.15, ilustra los controles usados par

amover el robot todoterreno en el ambiente virtual, además, en dicho ambiente pueden

apreciarse ambos robots, lo que demuestra que la interface es capaz de interactuar simul-

táneamente con ambas plataformas, para cada uno de los grados de libertad del rover

se muestra en LABview® a cada elemento del robot corresponde, permitiendo que la

interacción sea intuitiva e inmersiva.

La Figura 3.16 permite observar ambos robots en el ambiente virtual y al mismo tiempo,

los controles manuales creados en sistema SCADA para manipular el objeto 3D correspon-

diente al ULV, en dicho ambiente; mientras que en la Figura 3.17, se pueden observar los

diferentes instrumentos virtuales empleados para el monitoreo de las variables del robot

todoterreno, como por ejemplo gráficas para monitoreo de las posiciones y ángulos, aśı

como las velocidades de éstas y éstos, una gráfica polar para el sistema de detección de

obstáculos en tiempo real con el sensor RPLidar, e indicadores para saber en qué momen-

tos son activados los actuadores del sistema de succión y avance del carro que permite

tomar las muestras de suelo, esto por medio de LEDs indicadores que están en la inter-

faz. Puede notarse también el plano de trabajo XY, que permite ubicar la posición del

robot, en su área de trabajo. El ambiente virtual permite monitorear el comportamiento

del robot en tiempo real, cuando el usuario está interactuando con cada uno delos robots

mediante el sistema SCADA, pero además, permite que la fuera de ĺınea se replique el

comportamiento de los robots, mediante la lectura de los archivos que se generaron en

cada experimento, o directamente de los datos extráıdos de la memoria micro SD del

controlador.

.
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Figura 3.15: Interfaz monitoreo de variables del UAV LABview® y Unity®.

Figura 3.16: Interfaz monitoreo de variables del ULV LABvie® y Unity®.
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Figura 3.17: Interfaz monitoreo de variables del ULV LABview®.

3.5. Conclusión caṕıtulo 3

En este caṕıtulo se presenta detalladamente la Plataforma Robótica Móvil Heterogénea,

una propuesta innovadora y propia que juega un papel crucial en el logro de los objetivos

general y espećıficos de esta investigación. Cada uno de los sistemas descritos dentro de

esta plataforma no solo refleja un diseño original, sino que también es esencial para el

monitoreo de contaminantes en el aire y la recolección de muestras de suelo, resaltando

la versatilidad y la eficacia de la propuesta.

La Descripción del Sistema Propuesto introduce la estructura general y las funcionali-

dades de la plataforma, sentando las bases para un entendimiento integral del proyecto.

Dentro de esta sección, se hace especial hincapié en el Sistema de Monitoreo de Calidad

de Aire y Visión, y en el Sistema de Recolección de Muestras de Suelo. Estos sistemas

no solo demuestran una aplicación práctica y directa de la robótica en la monitorización

ambiental, sino que también destacan por su diseño innovador y su capacidad para reco-
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lectar datos valiosos de manera eficiente.

La Plataforma Experimental UAV (Veh́ıculo Aéreo No Tripulado) y la Plataforma Ex-

perimental ULV (Veh́ıculo Ligero No Tripulado) son exploradas en detalle, mostrando

cómo estas tecnoloǵıas pueden ser empleadas para la recopilación de datos ambientales.

Estas plataformas son fundamentales para el proyecto, ya que permiten realizar tareas de

monitoreo y recolección de datos en diferentes entornos y condiciones.

Finalmente, se presenta el Sistema SCADA (Control de Supervisión y Adquisición de

Datos), una parte integral del proyecto que facilita la supervisión, el control y la adquisi-

ción de datos en tiempo real. Este sistema no solo mejora la eficiencia y la efectividad de

la plataforma robótica, sino que también asegura la precisión y la fiabilidad de los datos

recogidos.

En resumen, este caṕıtulo demuestra cómo cada componente de la Plataforma Robótica

Móvil Heterogénea contribuye de manera significativa al logro de los objetivos planteados

en esta investigación. Con su enfoque innovador y sus diseños propios, esta plataforma

representa un avance significativo en la robótica aplicada al monitoreo ambiental, espe-

cialmente en la medición de contaminantes en el aire y la toma de muestras de suelos.
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Caṕıtulo 4

Modelado matemático de los robots

móviles

Los modelos matemáticos usados para la simulación y diseño de los algoritmos de con-

trol usados en cada robot, son mostrados en este caṕıtulo, primero el modelo del UAV

es abordado, y a continuación del carro todoterreno, ambos modelos son obtenidos de

trabajos previos, los cuales han demostrado en múltiples aplicaciones ser funcionales y

coherentes con la dinámica de cada robot respectivamente.

4.1. Modelo matemático del veh́ıculo aéreo

En este trabajo se emplea el modelo simplificado no lineal mostrado en la Figura [3],

el cual es un modelo dinámico de un helicóptero con cuatro rotores, este modelo ha sido

obtenido aplicando el método de Euler-Lagrange. Sean Rw y Rb dos sistemas de coor-

denadas. Rw es definido como el sistema de coordenadas inercial de referencia y Rb es

otro sistema de coordenadas ligado al cuerpo del robot volador. El vector de coordenadas

generalizado para el robot es v ∈ R6, descrito como:

v =
(
x̂ y z ψ θ φ

)T
, (4.1)

Donde los vectores (x̂ y z) representa la posición del centro de masa del robot volador

respecto al sistema Rw. El vector compuesto por (ψ θ φ) define los tres ángulos de Euler,
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el cabeceo, el alabeo y la guiñada respectivamente. Con ellos es representada la orienta-

ción del robot.

De manera que se tienen dos subsistemas, un subsistema ξ referente a la parte traslacio-

nal y otro η para la parte rotacional, es decir, ξ =
(
x̂ y z

)T
∈ R3, η =

(
ψ θ φ

)T
∈ R3, ver Figura 4.1.

1f2f

3f 4f

(x, y, z)x =

mg

bR

wR

bZ

bX

bY

1 2 3 4u f f f f= + + +

u
cl

Figura 4.1: Esquema de helicóptero con cuatro rotores.

La enerǵıa cinética de traslación del helicóptero está dada por la expresión:

Ttras =
m

2

.

ξ T
.

ξ, (4.2)

Donde m representa la masa del helicóptero, contemplando ahora la parte rotacional,

la enerǵıa cinética es dada por:

Trot =
1

2
ΩT IΩ, (4.3)

Donde Ω es el vector de velocidades angulares e I es la matriz de inercia. SeaW el vector

de velocidades angulares expresado respecto al marco de referencia Rb, éste está ligado

directamente con las velocidades generalizadas η̇ por la relación cinemática estándar [30].
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Ω = Wη

.
η, (4.4)

Reemplazando (4.33) en (4.3) se tine:

Trot =
1

2

.
η TWη

T IWη

.
η, (4.5)

Siendo.

Wη =

 − sen(θ) 0 1

sen(φ) cos(θ) cos(φ) 0

cos(φ) cos(θ) − sen(φ) 0

 , I =

 Ixx 0 0

0 Iyy 0

0 0 Izz

 , (4.6)

Entonces el vector Ω está dado por:

Ω =


.

φ− sen(ψ)
.

ψ sen(φ) cos(θ) +
.

θ cos(φ)
.

ψ cos(φ) cos(θ)−
.

θ sen(φ)

 , (4.7)

Definiendo:

J(η) ∆
= Wη

T IWη, (4.8)

Implica que la ecuación (4.5) se puede escribir como:

Trot =
1

2

.
η TJ

.
η, (4.9)

Donde J es la matriz de inercia para la enerǵıa cinética de rotación, expresada en bajo

las coordenadas generalizadas η.

La fuerza que contribuye a la enerǵıa potencial presentada en el sistema dinámico es la

fuerza U debida a la aceleración gravitacional, expresada como:
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U = mgz, (4.10)

Siendo z la altura del helicóptero. Considerando las ecuaciones anteriores el Lagrangiano

está dado por:

L(g,
.
g) = Ttras + Trot − U,

= m
2

.

ξ T
.

ξ+1
2

.
η TJ

.
η−mgz,

(4.11)

Para obtener el modelo dinámico del helicóptero, se consideran las ecuaciones de Euler-

Lagrange, tomando en cuenta el vector de fuerzas externas generalizado, esto es:

d

dt

(
∂L
∂
.
v

)
−
(
∂L
∂v

)
= F, (4.12)

Donde F = (Fξ, τ). Fξ es el vector de fuerzas aplicado al robot aéreo. Dichas fuerzas

son debidas a las entradas de control aplicadas para producir movimientos de traslación y

τ es el vector de momentos generalizados producidos por las entradas de control aplicadas

para efectuar movimientos de rotación. Todas las otras fuerzas aerodinámicas presentadas

en el sistema no son tomadas en cuenta debido a que son despreciables comparadas con

las fuerzas producidas por la entradas de control. Las fuerzas aplicadas al mini helicóptero

respecto al marco de referencia Rb son:

Fb =

 0

0

u

 , (4.13)

donde:

u = f1 + f2 + f3 + f4, (4.14)

fi = kiω
2
i , i = 1, ...4, (4.15)

Donde ki > 0 es un parámetro que depende de la densidad del aire ρa, del área Ah de

la hélice, de su forma y del ángulo de sus palas. ωi es la velocidad angular de cada motor
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i (Mi,i=1, ...4), este conjunto de fuerzas expresado en Rw se transforma en:

Fξ = RFb, (4.16)

Donde R ∈ R3×3 es la matriz de rotación del mini helicóptero de cuatro rotores, ésta

es:

R =

 c(θ)c(ψ) s(φ)s(θ)c(ψ)− s(ψ)c(φ) s(φ)s(ψ) + s(θ)c(φ)c(ψ)

s(ψ)c(θ) s(φ)s(θ)s(ψ) + c(φ)c(ψ) s(θ)s(ψ)c(φ)− s(φ)c(ψ)

−s(θ) s(φ)c(θ) c(φ)c(θ)

 , (4.17)
Esta representación de la matriz R es muy empleada en aeronáutica [30]. El vector de

momentos generalizado sobre las variables de η es:

τ =

 τψ

τθ

τφ

 , (4.18)

siendo:

τψ =
4∑
i=1

τMi
,

τθ = (f2 − f4)`c,

τφ = (f3 − f1)`c,

(4.19)

`c es la distancia entre los ejes de los motores y el centro de gravedad del helicóptero

y τMi
es el momento producido por el motor Mi alrededor del centro de gravedad del

veh́ıculo.

Debido a que el Lagrangiano no contiene términos en la enerǵıa cinética combinando ξ̇

con η̇, las ecuaciones de Euler-Lagrange pueden ser divididas en las dinámicas para las

coordenadas de ξ y las coordenadas de η.
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La ecuación de Euler-Lagrange para el movimiento de traslación es:

d

dt

[
∂Ltras
∂
.

ξ

]
−
(
∂Ltras
∂ξ

)
= Fξ, (4.20)

se obtiene:

m
..

ξ+

 0

0

mg

 = Fξ, (4.21)

De manera similar, para las coordenadas de η se puede escribir:

d

dt

[
∂Lrot

∂
.
η

]
−
(
∂Lrot
∂η

)
= τ, (4.22)

obteniendo:

τ = d
dt

[
.
η
T
J∂

.
η

∂
.
η

]
−
(

1
2
∂
∂η
(
.
η
T
J
.
η)
)
,

= J
..
η+

.

J
.
η−1

2
∂
∂η
(
.
η
T
J
.
η),

(4.23)

Definiendo el vector de Coriolis como:

C(η, η̇) =
.

J
.
η−1

2

∂

∂η
(
.
η TJ

.
η), (4.24)

Reemplazando el vector C(η, η̇) en (4.23), se tiene:

J
..
η+C(η, η̇) = τ, (4.25)

Reescribiendo (4.23), se obtiene:
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J
..
η+

(
J̇− 1

2

∂

∂η
(
.
η J)
)

.
η = τ, (4.26)

J
..
η+C(η, η̇)η̇ = τ (4.27)

Donde C(η, η̇) es la matriz de coriolis, en ella están comprendidos los términos giroscó-

picos y centŕıfugos relacionados a la dependencia de η sobre J. Con el fin de simplificar el

análisis se propone un cambio de variable en la entrada.

η̈ = τ̃ , (4.28)

lo que implica que:

Jτ̃ + C(η, η̇)η̇ = τ, (4.29)

τ̃ = [τ̃ψ, τ̃θ, τ̃φ]
T es el vector con las nuevas entradas, las cuales son aplicadas directa-

mente a los momentos angulares generalizados τψ, τθ y τφ.

Por lo anterior el sistema puede ser reescrito como [31]:

Fξ = mξ̈ +mgEz,

η̈ = τ̃ ,
(4.30)

Fξ está definido como:

Fξ =

 −u sen(θ)
u sen(φ) cos(θ)

u cos(φ) cos(θ)

 , (4.31)

Finalmente al multiplicar se obtiene que un robot aéreo puede ser representado por el

siguiente sistema de ecuaciones no lineales:
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Figura 4.2: Posiciones y ángulos en un UAV.

m¨̂x = −u sen(θ),
mÿ = u cos(θ) sen(φ),

mz̈ = u cos(θ) cos(φ)−mg,

φ̈ = τφ,

θ̈ = τθ,

ψ̈ = τψ,

(4.32)

Donde x̂, y son los desplazamientos en el plano horizontal y z es la posición vertical, ψ

es el ángulo de guiñada en torno al eje z, θ es el ángulo de cabeceo respecto al eje y, φ es

el ángulo de alabeo entorno al eje x. Las entradas de control son: u, τ̃φ, τ̃θ, y τ̃ψ. u es la

fuerza generada por los motores para elevar el UAV. τ̃φ, τ̃θ, y τ̃ψ son los torques generados

en torno a cada eje respectivamente, como se muestra en las figuras 4.2 y 4.3.

Ω = Wη

.
η, (4.33)

La figura 4.3 ilustra las posiciones y los ángulos del UAV. Para hallar la representación
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Z

Yf
Z

Xq

Z

Y
X

y

b)

a)

c)

Figura 4.3: Orientación del UAV.

espacio estado del robot, a partir de (4.32) se definen las siguientes variables de estado:

x1 = x̂, x2 = ẋ, x3 = y, x4 = ẏ, (4.34)

x5 = z, x6 = ż, x7 = φ, x8 = φ̇, (4.35)

x9 = θ, x10 = θ̇, x11 = ψ, x8 = ψ̇, (4.36)

La representación espacio estado está dada por:



ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

ẋ6

ẋ7

ẋ8

ẋ9

ẋ10

ẋ11

ẋ12



=



x2

− u
m
sin(x9)

x4
u
m
cos(x9) sin(x7)

x6
u
m
cos(x9) cos(x7)− g

x8

τφ

x10

τθ

x12

τψ



, (4.37)

Que puede ser escrito como:
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ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

ẋ5

ẋ6

ẋ7

ẋ8

ẋ9

ẋ10

ẋ11

ẋ12



=



x2

0

x4

0

x6

−g
x8

0

x10

0

x12

0



+



0 0 0 0
sen(x9)
m

0 0 0

0 0 0 0
cos(x9) sen(x7)

m
0 0 0

0 0 0 0
cos(x9) cos(x7)

m
0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1




u

τφ

τθ

τψ

 , (4.38)

En este caṕıtulo se describe la estrategia de control aplicada a la plataforma experi-

mental previamente mostrada en el Caṕıtulo 2. Para controlar el UAV se procede como

en [4], donde el sistema es dividido en cuatro subsistemas y una linealización por retro-

alimentación en el control es aplicada en la dinámica z que representa matemáticamente

el comportamiento en altura del minihelicóptero. Para lograr los movimientos del UAV,

en las diferentes direcciones, se requiere considerar el comportamiento de las velocidades

en las propelas mostrado en la Figura B.10.

4.2. Modelo matemático robot todoterreno

La arquitectura Shrimp Rover ha sido estudiada ampliamente y en estado del arte

actualmente, se encuentran trabajos donde se ha modelado, en este apartado se muestra

un modelo matemático de dicho Robot. El rover móvil es impulsado por seis ruedas que

se conectan al cuerpo principal a través de un conjunto de eslabones y articulaciones (ver

Figura 4.4). El cuerpo de suspensión principal consta de dos mecanismos de cuatro barras

paralelos entre si, ubicados en los laterales del robot, y la horquilla delantera (también un

mecanismo de cuatro barras) se emplea para guiar al robot. El ULV es capaz de atravesar

terrenos irregulares ajustando sus articulaciones a la topoloǵıa del lugar, el único contacto

con el terreno es en las superficies de las ruedas.
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Figura 4.4: Robot con arquitectura shrimp rover.

El movimiento del centro de masa del robot móvil es determinado en términos de los mo-

vimientos de las ruedas los cuales son conocidos. Lo anterior para expresar la orientación y

posición de puntos deseados como centros de las ruedas, puntos de contacto y articulacio-

nes. Las coordenadas son definidas empleando el método de Denavit-Hartenberg (D-H).

Entonces, la posición relativa del movimiento de cada marco de referencia, con respecto al

centro de masa del móvil es derivado de la evaluación de las matrices de transformación

entre el marco de referencia del robot y cada marco de movimiento de las ruedas.

Para obtener la cinemática de avance del robot, el Jacobiano de las matrices de cada

rueda se evalúa de forma simbólica. Los marcos de coordenadas del móvil se ilustran en

la Figura 4.5. Todos de los marcos de coordenadas de las ruedas son el sistema de coorde-

nadas de la derecha mostrado a la derecha de dicha imagen. El sub́ındice para los marcos

de coordenadas de locomoción (Figura 4.5 a) es el siguiente: R se refiere al marco de

referencia móvil definido en el centro de masa del rover, B es el marco de los mecanismos

de cuatro barras paralelos, ubicados lateralmente en el robot, Si se refiere al marco de las

rueda dirección con (i = 3, 4), Wi denota el marco ubicado en cada eje de las ruedas con

(i = 1, 2, ..., 6). Con el fin de obtener el movimiento de las ruedas, los marcos de referencia

de contacto Ci y los marcos de referencia de movimiento instantáneo Mi(t) son definidos

para cada rueda (Figura 4.5 b), los Ci definen la los puntos de contacto de las ruedas sobre

el terreno, losMi(t−∆t) y losMi(t) permiten contar los giros de las ruedas (RW ∗γi) y los
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desplazamientos de rotación δi del tiempo (t−∆t) al tiempo t, donde ∆t, representa un

incremento en el tiempo, los Ai representan marcos de referencia auxiliares para las ruedas.

Una matriz de transformación puede ser definida entre dos secuencias seguidas i e i+1,

usando los parámetros de D-H ai, αi, di y θi.

Ti,i+1 = Transz(di)Rotz(θi)Transz(ai)Rotx(αi), (4.39)

=


c(θi) −s(θi)c(αi) s(θi)s(αi) aic(θi)

s(θi) c(θi)c(αi) −c(θi)s(αi) ais(θi)

0 s(αi−1) c(αi) di

0 0 0 1

 , (4.40)
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Figura 4.5: Marcos de coordenadas del Shrimp Rover [27].

Los marcos de referencia mostrados la Figura 4.6, corresponden a los del modelo mate-

mático propuesto en [27] cuyo diagrama es mostrado en 4.5,aplicados al robot propuesto

en el presente trabajo.



4.2 Modelo matemático robot todoterreno 87

R·
RY

RX

RZ

Y1
·X1 Z1w1

Y2 X2Z2w2 ·

Y5
·X5 Z5w5

w6Y6 X6Z6·

Y3X3 Z3w3

Y4 X4Z4w4 ·YBr XBrZBrBr ·

YBl XBlZBlBl ·
Yf3Xf3 Zf3f3

Yf1
·Xf1 Zf1f1Yf2

·
Xf2 Zf2f2Ys3

·XS3 Zs3S3 ·

·

·

·

Ys4
· Zs4Xs4S4

Figura 4.6: Marcos de referencia aplicados al robot todo terreno propuesto.

R

B

1W

1A

1C

1M

E

B

2W

2A

2C

2M

1F

2F

3F
3S

3W

3A
3C

3M

4S

4W

4A

4C

4M 5M 6M

Cuerpo del robot

      Terreno

5C 6C

5A 6A

5W 6W

B B

Figura 4.7: Transformaciones para los marcos de referencia del shrimp rover [27].
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Los parámetros D-H correspondientes a los marcos de referencia de la Figura 4.5, son

mostrados en la Tabla 4.1. Debido a que el Rover es un robot de 6 ruedas, posee 6 transfor-

maciones separadas de coordenadas de cadenas abiertas, que son mostradas en la Figura

4.7. Aplicando la secuencia de transformaciones en las cadenas, las matrices de transfor-

mación para cada rueda Ai pueden ser escritas en término del marco de referencia del

robot R.

TR,Ai = TR,BTB,Wi
TWi,Ai , (i = 1, 2, 5, 6), (4.41)

TR,A3 = TR,F1TF1,F2TF2,F3TF3,S3TS3,W3TWi,Ai , (4.42)

TR,A4 = TR,S4TS4,W4TWi,Ai , (4.43)

Tabla 4.1: Tabla de Parámetros D-H del Rover [27].

Marco de referencia ai α1 di θi
B −l1 −π/2 −l3 0

F1 l5 −π/2 lf1 0

F2 lf2 0 0 −β1
F3 lf3 0 0 β2
S3 0 π/2 0 β1 − β2
S4 −l1 − lBx 0 −lBz 0

W1 l4 0 l2 θ1
W2 l4 0 l2 π + θ1
W3 0 −π/2 0 φ1

W4 0 −π/2 0 φ2

W5 l4 0 −l2 θr
W6 l4 0 −l2 π + θr
Ai 0 π/2 0 ρi

ρ1 = −θ1, ρ2 = π − θ1, ρ3 = 0, ρ4 = 0, ρ5 = −θr, ρ6 = π − θr

Las matrices de transformación para los marcos de referencia de las ruedas Ai hacia los marcos

de contacto Ci denotadas como TAi,Ci pueden ser dadas por:

TAi,Ci = Roty(−δi)Transz(−Rw), (4.44)
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=


c(δi) 0 −s(δi) Rws(δi)

0 1 0 0

s(δi) 0 c(δi) −Rwc(δi)
0 0 0 1

 , (4.45)

Las transformaciones para el movimiento de las ruedas de Mi(t − ∆t) ≡ M̂i a M(t) ≡ Ci,

están dadas por:

TM̂,Ci
= Transx(Rwγi)Rotz(ζi), (4.46)

=


c(ζi) −s(ζi) 0 Rwζi

s(ζi) c(ζi) 0 0

0i 0 1 0

0 0 0 1

 , (4.47)

La transformación para el movimiento del marco de referencia de una rueda en el tiempo

(t− δt) respecto al marco de referencia del Rover R puede ser escrita como:

TM̂,R = TM̂,Ci
TCi,WiTWi,R, (4.48)

Para describir la transformación del marco de referencia del robot en el tiempo (t − δt) al

marco de referencia en el tiempo t, se define la matiz TR̂,R = TR̂,M̂i
TM̂i,R

. Ya que TR̂,M̂i
es una

matriz constante debido a su independencia respecto al tiempo, la derivada de TR̂,R es:

ṪR̂,R = TR̂,M̂i
· ṪM̂i,R

, (4.49)

La derivada de la transformación dada por ṪR̂,R define el movimiento del marco de referencia

del robot R respecto a los marcos de referencia de movimiento de las ruedas M̂i, y puede ser

calculada como:

ṪM̂,R =
∂TM̂,R

∂ζi
ζ̇i +

∂TM̂,R

∂γi
γ̇i +

∂TM̂,R

∂δi
δ̇i +

∂TM̂,R

∂ψi
ψ̇i +

∂TM̂,R

∂θi
θ̇i, (4.50)

Empleando las velocidades de posición y orientación, la derivada de las coordenadas del marco

de referencia del robot ṪR̂,R, puede ser hallada de forma tal que se tenga una forma general del
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movimiento:

ṪR̂,R =


0 −φ̇ ṗ ẋ

φ̇ 0 −ṙ ẏ

−ṗ ṙ 0 ż

0 0 0 0

 , (4.51)

Los ángulos de rotación respecto al marco de referencia del robot son: φ respecto al eje z, p

respecto al eje y y r respecto al eje x. Sustituyendo las ecuaciones (4.50) y (4.51) en la ecuación

(4.49), y factorizando los componentes de velocidad de los ángulos de unión en el lado derecho

de la ecuación (4.49), e igualando los elementos de ambos lados, la matriz Jacobiana para cada

rueda está dada por:

[
ẋ ẏ ż φ̇ ṗ ṙ

]T
= Jiq̇i, i = 1, ..., 6, (4.52)

Por lo anterior, para la rueda 1 se tiene:



ẋ

ẏ

ż

φ̇

ṗ

ṙ


=



l4s(θ1) RW c(δ1) l2c(δ1) l3 + l4s(θ1)

0 0 l1c(δ1) + l3s(δ1)− l4c(θ1 + δ1) 0

l4c(θ1) RW s(δ1) l2s(δ1) −l1 + l4c(θ1)

0 0 c(δ1) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ1) 0




θ̇1

γ̇1

ζ̇1

δ̇1

 ,

(4.53)

Combinando cada matriz Jacobiana de las ruedas, se puede deducir una ecuación que permite

calcular el movimiento del robot [27]:

J =



J1

J2

J3

J4

J5

J6


, (4.54)

Donde Ji representa la matriz Jacobiana de la rueda i. El vector de velocidades de las ruedas

se denota como q̇ = [q̇1, q̇2, q̇3, q̇4, q̇5, q̇6]
T . La matriz Jacobiana total se utiliza para relacionar

las velocidades de las ruedas con las velocidades del marco de referencia del robot:
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ẋ

ẏ

ż

φ̇

ṗ

ṙ


= J · q̇, (4.55)

Los ángulos de rotación respecto al marco de referencia del robot son: φ respecto al eje z, p

respecto al eje y y r respecto al eje x. Sustituyendo las ecuaciones (4.50) y (4.51) en la ecuación

(4.49), y factorizando los componentes de velocidad de los ángulos de unión en el lado derecho

de la ecuación (4.49), e igualando los elementos de ambos lados, la matriz Jacobiana para cada

rueda está dada por:

[
ẋ ẏ ż φ̇ ṗ ṙ

]T
= Jiq̇i, i = 1, ..., 6, (4.56)

Por lo anterior, para la rueda 1 se tiene la siguiente matriz jacobiana:

J1 =



l4s(θ1) RW c(δ1) l2c(δ1) l3 + l4s(θ1)

0 0 l1c(δ1) + l3s(δ1)− l4c(θ1 + δ1) 0

l4c(θ1) RW s(δ1) l2s(δ1) −l1 + l4c(θ1)

0 0 c(δ1) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ1) 0


, (4.57)

donde: θi: El ángulo de rotación de la rueda i en relación con su marco de referencia local. Es

el ángulo de giro del motor asociado con la rueda i.

δi: El ángulo de dirección de la rueda i con respecto a su marco de referencia local. Este ángulo

define la orientación de la rueda en el plano horizontal.

γi: El ángulo de desplazamiento de la rueda i con respecto a su marco de referencia local. Este

ángulo se refiere a la inclinación de la rueda en el plano vertical.

ζi: El ángulo de rotación del marco de contacto Ci con respecto al marco de referencia de la

rueda Ai. RW : El radio de la rueda.

l1, l2, l3, l4: Son parámetros geométricos del sistema de ruedas y su conexión al cuerpo del robot.
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J2 =



l4s(θ2) −RW c(δ2) l2c(δ2) l3 + l4s(θ2)

0 0 l1c(δ2) + l3s(δ2) + l4c(θ2 + δ2) 0

l4c(θ2) −RW s(δ2) l2s(δ2) −l1 + l4c(θ2)

0 0 c(δ2) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ2) 0


, (4.58)

J3 =



l4s(θ3) RW c(δ3) −l2c(δ3) l3 + l4s(θ3)

0 0 l1c(δ3)− l3s(δ3)− l4c(θ3 + δ3) 0

l4c(θ3) RW s(δ3) l2s(δ3) −l1 + l4c(θ3)

0 0 c(δ3) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ3) 0


, (4.59)

J4 =



l4s(θ4) −RW c(δ4) −l2c(δ4) l3 + l4s(θ4)

0 0 l1c(δ4)− l3s(δ4) + l4c(θ4 + δ4) 0

l4c(θ4) RW s(δ4) l2s(δ4) −l1 + l4c(θ4)

0 0 c(δ4) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ4) 0


, (4.60)

J5 =



l4s(θ5) RW c(δ5) −l2c(δ5) l3 + l4s(θ5)

0 0 −l1c(δ5)− l3s(δ5)− l4c(θ5 + δ5) 0

l4c(θ5) RW s(δ5) l2s(δ5) −l1 + l4c(θ5)

0 0 c(δ5) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ5) 0


, (4.61)

J6 =



l4s(θ6) −RW c(δ6) l2c(δ6) l3 + l4s(θ6)

0 0 l1c(δ6)− l3s(δ6) + l4c(θ6 + δ6) 0

l4c(θ6) RW s(δ6) l2s(δ6) −l1 + l4c(θ6)

0 0 c(δ6) 0

0 0 0 1

0 0 −s(δ6) 0


, (4.62)
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La combinación de las matrices Jacobianas para cada rueda se puede hacer sumando todas

las matrices juntas. Esto se puede escribir de la siguiente manera:

J =



J1

J2

J3

J4

J5

J6


, (4.63)

donde J es la matriz Jacobiana total para el robot, y J1 a J6 son las matrices Jacobianas para

las ruedas individuales.

Cada fila de la matriz J representa una de las velocidades del robot (ẋ, ẏ, ż, φ̇, ṗ y ṙ), y cada

columna representa una de las velocidades de los motores (θ̇1, γ̇1, ζ̇1, δ̇1, θ̇2, γ̇2, ζ̇2, δ̇2, y aśı

sucesivamente).

Este problema requiere utilizar la matriz Jacobiana correspondiente para cada rueda, y luego

calcular la pseudoinversa de Moore-Penrose.

Dado que no se puede calcular directamente la inversa de una matriz no cuadrada, se debe

utilizar la pseudoinversa de Moore-Penrose (J+) en lugar de la inversa (J−1). La ecuación seŕıa:


θ̇i

γ̇i

ζ̇i

δ̇i

 = J+
i



ẋ

ẏ

ż

φ̇

ṗ

ṙ


, (4.64)

Aqúı, J+
i es la pseudoinversa de la matriz Jacobiana Ji para la rueda i-ésima e i vaŕıa de 1 a

6 para cada rueda del robot. De esta manera, se puede obtener las velocidades de los motores

necesarias para cada rueda para lograr la velocidad deseada del robot.

La pseudoinversa de Moore-Penrose de la matriz Jacobiana J se denota como J+ y se puede

calcular utilizando la descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz J .

Si J = UΣV T es la descomposición en valores singulares de J , entonces la pseudoinversa de

Moore-Penrose se calcula como:

J+ = V Σ+UT , (4.65)

Donde Σ+ es la matriz diagonal de los inversos de los valores singulares no nulos de Σ. J+: Es
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la pseudoinversa de la matriz Jacobiana. Se utiliza para calcular las velocidades de los motores

necesarias para lograr ciertas velocidades del robot.

V : Es una matriz ortogonal que proviene de la descomposición en valores singulares de la

matriz Jacobiana J . Las columnas de V son los vectores singulares derechos de J .

Σ+: Es la pseudoinversa de la matriz diagonal Σ que contiene los valores singulares de J . La

matriz Σ+ se obtiene tomando la matriz Σ, invirtiendo todos los valores singulares no nulos y

transponiendo el resultado.

UT : Es la matriz transpuesta de U , que es una matriz ortogonal que proviene de la descom-

posición en valores singulares de la matriz Jacobiana J . Las columnas de U son los vectores

singulares izquierdos de J .

4.3. Conclusión caṕıtulo 4

En este caṕıtulo, se aborda el Modelado Matemático de los Robots Móviles, una sección fun-

damental que subraya la importancia de los fundamentos teóricos en el diseño y operación de

estos sistemas. Los modelos matemáticos presentados aqúı no solo están respaldados y bien do-

cumentados en la bibliograf́ıa especializada, sino que también han sido ampliamente utilizados

y probados en la práctica para cada tipo de robot, asegurando su validez y eficacia. El Modelo

Matemático del Veh́ıculo Aéreo se detalla en la primera parte del caṕıtulo, proporcionando una

comprensión profunda de la dinámica y el control de estos veh́ıculos. Este modelo es esencial

para la programación y operación efectiva de veh́ıculos aéreos en diversas aplicaciones, especial-

mente en tareas que requieren precisión y estabilidad, como la monitorización ambiental y la

recolección de datos.

A continuación, el Modelo Matemático del Robot Todoterreno se presenta, destacando las

peculiaridades y desaf́ıos espećıficos asociados con el movimiento y la navegación en terrenos

irregulares o desafiantes. Este modelo es crucial para garantizar que el robot todoterreno pueda

operar eficientemente en diferentes tipos de entornos, adaptándose a variaciones en el terreno

mientras mantiene su funcionalidad y eficacia.

Estos modelos matemáticos no solo forman la base para el desarrollo y la implementación de

las plataformas robóticas descritas en caṕıtulos anteriores, sino que también son fundamentales

para la innovación en el control y la automatización de estos sistemas. Al aplicar estos modelos,

se pueden optimizar las operaciones de los robots, mejorando su precisión, eficiencia y adap-

tabilidad, lo que resulta esencial para el éxito de cualquier aplicación práctica en el campo de

la robótica móvil. En conjunto, este caṕıtulo resalta la importancia de un sólido fundamento
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matemático y teórico en el desarrollo de soluciones robóticas avanzadas, asegurando que los di-

seños propuestos no solo sean innovadores, sino también prácticos y aplicables en entornos reales.



96 5.1 Simulación seguimiento de trayectoria UAV

Caṕıtulo 5

Simulaciones y resultados experimentales

En el presente caṕıtulo son mostrados las simulaciones y los resultados experimentales rea-

lizados para cada uno de los robots pertenecientes al sistema de monitoreo ambiental, estos

resultados han sido obtenidos al realizar pruebas con la interfaz gráfica creada para el sistema

SCADA previamente descrito en caṕıtulos anteriores.

Primero son mostradas dos simulaciones correspondientes al seguimiento de trayectoria de

cada robot, seguida de una simulación del control PID subóptimo autosintonizable, aplicado

a un actuador del rover. A continuación son mostrados los resultados experimentales, inician-

do con el PID autosintonizable aplicado a un motor del ULV, después resultados del sistema

de visión y de monitoreo de calidad de aire, del sistema de recolección de muestras de suelos,

instrumentación con sensores ópticos para mejora de ubicación del UAV, y por último los re-

sultados experimentales en el seguimiento de trayectoria del robot aéreo y del robot terrestre

respectivamente.

5.1. Simulación seguimiento de trayectoria UAV

Para validar el modelo del UAV, se llevaron a cabo simulaciones del mismo. A continuación, se

detalla cómo se validó el modelo matemático presentado en [4]. Para simularlo, se utilizó el pro-

grama Simulink® de MATLAB® 2016, operando bajo la filosof́ıa de la cadena de integradores.

Los bloques de simulación para el control y el modelo del robot se discuten a continuación:

En la Figura 5.1, se muestra el bloque del modelo matemático simulado del cuadricóptero en

Simulink®. La integración de cada variable se realiza en los bloques denominados integradores,

como se puede observar en el cuadro azul. Este modelo incluye las ecuaciones mostradas en el

apartdo correspondiente al modelo del robot aéreo.
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Cadena de integradores

Modelo matemático del UAV

Figura 5.1: Cuadro de bloques del modelo matemático de UAV simulado en Simulink®.

En la Figura 5.2, se exhibe la simulación completa del modelo compactado dentro de un bloque

etiquetado como ”Modelo de Cuadricóptero”. Dicho bloque contiene los bloques de subsistemas

representados en la Figura 5.1. El modelo está resaltado dentro de un cuadro azul punteado. El

bloque que comprende el controlador está marcado en verde, y dentro de él, se implementa el

algoritmo del controlador integral óptimo. Las ganancias del controlador, obtenidas de fuera de

ĺıena, están almacenadas en los vectores resaltados en rosa. Por último, las referencias para cada

subsistema (x− theta, y−phi, psi y z) se introducen en los vectores marcados dentro del cuadro

rojo. Esta simulación, creada en Simulink®, sirve como la validación del modelo matemático

del UAV.

.
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Modelo del UAV

Ganancias
      del
controlador

Referencias
Controlador

Figura 5.2: Bloque de simulación en Simulink® del modelo matemático del cuadricóptero más

el bloque del controlador.

Al configurar una referencia de xref = −1, yref = 1, y zref = 4, y al referenciar el resto de

las variables a cero, se simuló el modelo de UAV, resultando en los gráficos que se presentan
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en la Figura 5.3. Se puede apreciar que la dirección de los ángulos es coherente con el modelo

matemático. Cuando el ángulo de inclinación θ es positivo, x disminuye, y cuando el ángulo φ es

positivo, y aumenta. Esto demuestra que la definición de los ángulos de rotación es apropiada.
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Figura 5.3: Posiciones y ángulos calculados cuando el modelo matemático es simulado en Simu-

link®.
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En la Figura 5.4, se pueden observar las vistas superior (Fig. 5.4-a) y laterales de los planos

XZ (Fig. 5.4-b), YZ (Fig. 5.4-c), junto con una vista isométrica (Fig. 5.4-d) de la trayectoria

seguida por el cuadricóptero. El robo alcanza con éxito las referencias asignadas, de acuerdo con

los ejes de referencia definidos mostrados en la sub figura Fig. 5.4-e.

y

z

x
e) Referencias del marco 
del UAV

a)  Trayecotria vista     superior b)  Trajectoria vista lateral  plano XZ

c) Trajectoria vista lateral  plano YZ
d)  Trajectoria  vista 3D

f

q

Y

Figura 5.4: Vistas de la trayectoria 3D de la simulación del UAV.
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5.2. Simulación seguimiento de trayectoria ULV

El seguimiento de trayectoria del robot todoterreno, es desarrollado en el programaMATLAB®
,usando el modelo planteado en este trabajo para este fin, suponiendo un ambiente de trabajo

plano y con inclinación nula, se procedió a desarrollar el seguimiento de trayectoria del ULV,

buscando que el robot alcance los siguientes puntos: p0 = [0, 0]; p1 = [0.25, 0.25]; p2 = [0.25,

0.50]; p3 = [0.75, 0.75]; un ángulo inicial (guiñada) φ(t) = 0 rad y velocidades lineal y angular

nulas.
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Figura 5.5: Resultados de simulación seguimiento de trayectoria rover.
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En las gráficas de la Figura 5.5, se observa el comportamiento de la posición, la orientación y

las velocidades de éstas variables, aśı como, la trayectoria seguida por el rover, en la trayectoria

se pueden notar los puntos de referencia en ćırculos naranjas.

Para hacer el seguimiento de la trayectoria se ha usado un controlador PID con las ganancias:

Kp = [1.2, 0.7]; Ki = [0.07, 0.03]; Kd = [0.5, 0.3]; donde el primer elemento de cada vector es

usado en cada ganancia para el control en poción y el segundo para el control en orientación

respectivamente.
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bX
(Norte)

(Alabeo)

(cabeceo)
(Este)

(Guiñada)

(Abajo)

bR
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f

r

Figura 5.6: Marcos de referencia para simulación de seguimiento de trayectoria del ULV.

Los marcos de referencia del robot Rb y del ambiente de trabajo Rw pueden ser vistos en la

Figura 5.6, además de la orientación que se usó para hacer la simulación del seguimiento de la

trayectoria del robot. Como puede notarse se agregó una figura .png que muestra el robot desde

una vista aérea para mejorar la simulación, permitiendo al usuario observar de forma directa

la orientación y posición que va tomando el robot mientras consigue llegar a cada uno de los

puntos fijados en la referencia de la trayectoria.

5.3. Simulación controlador subóptimo autosintonizable en

motor del ULV

Debido a la naturaleza de las tareas que desempeña cada robot móvil de la plataforma propues-

ta en este trabajo, es requerido que la ley de control a aplicar a éstos, contemple las siguientes
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caracteŕısticas:

1) Subóptimo.

2) Autoajustable.

3) Robusto.

Simulación Filtro de Kalman

Para buscar cubrir lo anterior se propone el marco de trabajo presentado en el Apéndice A.1,

llamado estrategia de control subóptimo adaptable. Donde la idea principal es tomar la venta-

jas de un controlador PID, el filtro de Kalman y el método del gradiente descente para crear

un controlador subóptimo adaptable y robusto. A continuación son presentados resultados de

simulación, para este esquema aplicado aun sistema de primer orden en ecuación de diferencias,

en el programa MATLAB®.
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Figura 5.7: Aproximación usando un filtro de Kalman simulado en MATLAB®.

En la gráfica de la Figura 5.7 se puede ver un ejemplo de filtro de Kalman aplicado a una

señal original x(k), que contiene un ruido blanco, en color azul puede verse la señal aproximada

xap(k), la cual de acuerdo a la teoŕıa del filtro de Kalman presentada en el Caṕıtulo 2, es una

aproximación óptima de x(k), en color verde puede observarse la ganancia de Kalman Kkf (k)

multiplicada por un factor de 100 (esto con fines de ampliarla para observar su comportamiento).
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Como puede verse, la ganancia vaŕıa inicialmente (de forma similar a un periodo transitorio) y

una vez que el algoritmo logra aproximar la respuesta ésta converge a un valor fijo, lo que implica

que en variaciones grandes de la señal a aproximar, puede reiniciarse el filtro y la ganancia se

comportará de forma tal que el sistema sea aproximado óptimamente. Esta cualidad es la que

garantiza que se puede tener una ganancia con comportamiento óptimo que puede usarse para

aproximar las de un controlado PID, sujeto a un ı́ndice de desempeño J , de forma recursiva y

en ĺınea.

Simulación Gradiente Descendente

A continuación una simulación donde se sintoniza un controlador PID empleando el método

del gradiente descendente es mostrada, en ella se ven los errores que se generan para cada

sintonización que el algoritmo optimiza, el enfoque empleado en esta simulación es el mostrado

en el Caṕıtulo 2, a un PID discretizado como en la ecuación 2.31. Dicho controlador es aplicado a

un sistema de primer orden normalizado, se agrega ruido gausiano para verificar robustez, y cada

uno de los ei(k), que se gráfican en la Figura 5.8, representa el error para cada ajuste usando

el método del gradiente descendente, cabe mencionar que para cada ajuste se calcula una única

vez el cambio en las ganancias del controlador, es decir se realiza fuera de ĺınea y para cada

experimento se parte del ajuste anterior, como condición inicial en las ganancias a modificar

(K1, K2 y K3), y para detener el algoritmo se realiza en función a un criterio establecido por

el usuario, mediante un número finito de repeticiones, o al determinar que las nuevas ganancias

desestabilizan al sistema.
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Figura 5.8: Comportamiento del error al emplear el método del gradiente descendente simulado

en MATLAB®.
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Figura 5.9: Comportamiento de ganancias de PID usando método del gradiente descendente

fuera de ĺınea simulado en MATLAB®.

El comportamiento de las ganancias del controlador PID para cada uno de los ajustes realiza-

dos, es visto en la gráfica de la Figura 5.9, N representa el número de veces que se ajustó cada

ganancia empleando el descenso del gradiente, para este caso se ejecutó 8 veces el algoritmo,

hasta encontrar un comportamiento deseado en el error. Es importante mencionar que las ganan-

cias iniciales causan un sobre impulso en el sistema, sin embargo, el algoritmo va disminuyendo

dicho sobre impulso al ajustar el valor de las ganancias por cada ciclo.

Simulación del controlador subóptimo adaptable propuesto

Empleando el algoritmo propuesto en el Apéndice A.1, para ajustar un controlador PID, se

muestra en la Figura 5.10, la comparación entre un PID sintonizado heuŕısticamente, con ga-

nancias fijas Kp = 15, Ki = 17 y Kd = 0.3, que genera la trayectoria de color azul, cuando se

pide una referencia r(k) = 30 con 0s ≤ t ≤ 20s, después de los 20 segundos la referencia es

fijada en 50 hasta 60 segundos, a partir de este tiempo la referencia se asigna en 20, lo anterior

con la finalidad de comprobar la capacidad de adaptación del controlador, se agrega ruido al

sistema de con media cero. El controlador subóptimo adaptable genera la traceŕıa mostrada en

color rojo, las ganancias iniciales para este controlador son las mismas que se emplean en el PID

que genera la trayectoria azul. Como se puede notar, el controlador logra reducir la oscilación y

es capaz de trabajar con referencias positivas y negativas.
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Figura 5.10: Comparación entre controlador PID con controlador PID subóptimo autosintoni-

zable, simulados en MATLAB®.
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Figura 5.11: Ganancias autoajustables del controlador PID subóptimo adaptable, simulados en

MATLAB®.
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El comportamiento de las ganancias del controlador adaptable y de las ganancias del filtro de

Kalman usada para que el algoritmo funciones es mostrado en la Figura 5.11, como puede verse

inician en los valores antes mencionados y a partir de ellos y conforme la ganancia de Kalman

se ajusta las otras 3 se adaptan a ella, lo anterior dependiendo de la penalización que el usuario

asigne al ı́ndice de rendimiento J .
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Figura 5.12: Señales de control PID subóptimo autosintonizable contra PID, simulados en

MATLAB®.

En la Figura 5.12 se pueden observar las señales de control de los dos PIDs, el subóptimo

adaptable y el convencional, calculando la integral de ambas señales, y promediándola para 10

experimentos, en donde en cada uno de ellos se sigue la misma referencia, concluyendo que: la

integral promedio de la señal de control del controlador PID no adaptable es:

10∑
i=1

[
N∑
k=1

u(k)∆T

]
/10 = 399.8164, (5.1)

mientras que la señal de control promedio para uopt(k) es:
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10∑
i=1

[
N∑
k=1

uopt(k)∆T

]
/10 = 320.2222, (5.2)

Con estos datos, la mejora que presenta el controlador PID subóptimo autosintonizable, tiene

en cuanto a los niveles de la señal de control con respecto al PID convencional, es de un 19.907%.

Lo que demuestra en resultados de simulación que el algoritmo trabaja correctamente con las

ventajas esperadas.

5.4. Resultados experimentales controlador subóptimo au-

tosintonizable

Aplicando la estrategia de control mostrada en la Figura(A.5), correspondiente al algoritmo

h́ıbrido propuesto en el presente trabajo, a un motor de CD, que cuenta con un encoder incre-

mental instrumentado a un ESP32, como se indica en la Figura(B.6), para medir y controlar

su velocidad angular en su armadura (y(k)), y comparando el resultado contra un controlador

PID discreto, sintonizado por el método de Ziegler-Nichols, buscando un sobre impulso máximo

del 10% en la respuesta, se obtienen las curvas en la velocidad de la gráfica mostrada en la

Figura(5.13).

La referencia r(k) está definida como 33.5 para t < 57s y 28 para tiempos superiores, per-

mitiendo observar como el PID convencional es capaz de trabajar correctamente en la zona de

operación donde fue sintonizado, sin embargo, al modificar dicha referencia puede apreciarse

que éste no logra hacer que el sistema converja de la misma manera, causando oscilaciones, esto

puede verse en el comportamiento de la velocidad angular controlado con este controlador y(k).

Por otra parte, el controlador PID subóptimo autosintonizable es capaz de observar las os-

cilaciones y hacer que el sistema converja de mejor forma (trayectoria de la variable y∗(k)),

las ganancias iniciales de este último controlador son las mismas usadas en el controlador PID:

Kp = 16, Ki = 10 y Kd = 0.1.

Esta cualidad de autosintonización es requerida en el robot todoterreno debido a la naturaleza

del comportamiento que tendrá cada rueda dependiendo de las irregularidades u obstáculos

aplicados a la misma.
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Figura 5.13: Comparación respuesta PID contra control subóptimo autosintonizable.
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Figura 5.14: Comparación señal de control PID contra control subóptimo autosintonizable.
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El comportamiento de las ganancias del controlador PID Subóptimo Autosintonizable son

mostradas en la Figura (5.15), además, puede notarse la ganancia del filtro de Kalman que per-

mite que las otras se ajusten, de forma iterativa y óptima.
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Figura 5.15: Comportamiento de ganancias de controlador subóptimo autosintonizable.

Puede verse una aproximación de las ganancias en su etapa transitoria, en la Figura 5.16,

esto con la finalidad de observar mejor el comportamiento que estas ganancias tienen cuando el

algoritmo las ajusta en función de la aproximación que realiza el filtro de Kalman.
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Figura 5.16: Transitorios del comportamiento de las ganancias de controlador subóptimo auto-

sintonizable.

De forma análoga la simulación se realizaron 10 pruebas y se obtuvo que para el controlador

PID (u(k)) el consumo fue:

10∑
i=1

[
N∑
k=1

u(k)∆T

]
/10 = 261.6367, (5.3)

mientras que la señal de control promedio para u∗(k) es:

10∑
i=1

[
N∑
k=1

u∗(k)∆T

]
/10 = 208.3489, (5.4)

En la gráfica de la Figura(5.14) se muestra una comparativa entre las señales de los dos contro-

ladores, la mejora respecto del controlador PID Subóptimo Autosintonizable con el convencional

es del 20.36%, que es muy cercana a los resultados de simulación, con ello puede verificarse la

eficiencia del algoritmo propuesto experimentalmente.
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5.5. Resultados del sistema de visión y sensor calidad de

aire del UAV

El sistema de visión es empelado para, mostrar en la interfaz gráfica la vista de la cámara

embarcada en el robot, además, se usa para correr el algoritmo usado para calcular el des-

plazamiento, éste está desarrollado en el sistema operativo Raspbian de la Rasberry Pi 3B®,

empleando lenguaje Python y la libreŕıa OpenCV V4.0®, mediante la configuración de los pa-

rámetros de Lucas Kanade [23] procede a calcular 3 descriptores, lo anterior para evitar retardos

que afecten la lectura, a partir de dichos descriptores se calcula un ”Descriptor Promedio”, mos-

trado en la Figura 5.17, en la parte inferior derecha con 3 colores, es este punto el que genera

las coordenadas x, y, relativas al desplazamiento que el robot presenta en el plano de trabajo

paralelo al suelo.

 

[x, y, z, ca]

Gimbal

Cámara Raspi y 
sensor Maxbotix

Descriptor 
promedio

Figura 5.17: Resultados al aplicar Lucas Kanade en Raspberry® y enviar posición en x, y, z y

calidad del aire (ca) mediante protocolo RS232.

Cuando el robot se mueve y se pierden los descriptores hallados previamente, se hace un nue-
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vo cálculo y se env́ıa el desplazamiento correspondiente a los nuevos descriptores, los datos son

enviados por medio de protocolo RS232 a la tarjeta RASPIX, en dicha tarjeta se lee la infor-

mación entregada por el sensor ultrasónico, que permite modificar la resolución del cálculo de

movimiento presentado por el robot, en función a la altura a la que éste se encuentre con respecto

del suelo, además, de leer la señal de voltaje correspondiente al sensor MQ137 de calidad del aire.

Las lecturas de los sensores y el cálculo de los desplazamientos en el plano de trabajo, estima-

dos por el sistema de visón, son concatenados de la siguiente forma:

Desplazamiento x Desplazamiento y Posición z Calidad del aire

Figura 5.18: Cadena de caracteres concatenada para ser enviada por protocolo RS232.

Las letras agregadas, por ejemplo, para le caso del desplazamiento en x: X...x, permiten que

se pueda decodificar a qué variable corresponde el valor que se encuentra entre dichos caracteres,

esto es usado en el algoritmo del PIX-HAWK® para evitar perdida de información, o lectura de

datos errónea. La trama antes mencionada es enviada cuando la tarjeta RASPIX recibe un ca-

rácter especial, en este caso ”#”, con ello se evita saturar el buffer de llegada del PIX-HAWK®,

ya que sólo cuando este último env́ıe dicho carácter especial, la tarjeta mandará la información

de lo contrario, no, lo anterior se logra por medio de interrupciones.

El Gimbal (ver Figura B.20) permite que el sensor ultrasónico y la cámara tengan siempre

la misma orientación, con ello se compensan las perturbaciones causadas por el movimiento del

UAV, inherente a traslación y rotación del robot aéreo. La velocidad de respuesta del Gimbal

permite que los fotogramas sean tomados correctamente, mientras los movimientos sean con una

relativa baja velocidad, en la siguiente figura es mostrado el Gimbal armado para el UAV y los

componentes que lo integran.

La tarjeta RASPIX desarrollada es mostrada en la Figura 5.20, con ella se facilita la integra-

ción de la información generada por los diferentes sensores y del sistema de visión, además de que

da versatilidad al controlador de vuelo, ya que evita que éste, tenga que estar gestionando datos

en tiempo real con el sistema de visión, puesto que esta tarea es ejecutada por la tarjeta RASPIX.



114 5.5 Resultados del sistema de visión y sensor calidad de aire del UAV
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Figura 5.19: Gimbal del UAV armado.
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Figura 5.20: Tarjeta electrónica RASPIX.
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En el contexto del dióxido de carbono (CO2), no existe un ı́ndice de calidad del aire espećıfico

que se utilice de manera generalizada como el AQI (Air Quality Index) para otros contaminantes

como el ozono (O3), el dióxido de azufre (SO2), el dióxido de nitrógeno (NO2), las part́ıculas

suspendidas (PM10 y PM2.5), y el monóxido de carbono (CO). Sin embargo, la concentración

de CO2 se monitorea habitualmente en interiores para evaluar la calidad del aire, ya que niveles

elevados pueden indicar una ventilación insuficiente y potencialmente aumentar el riesgo de

transmisión de enfermedades respiratorias. Para CO2, generalmente se consideran seguros los

niveles que están por debajo de 1,000 ppm (partes por millón) según la mayoŕıa de las pautas

internacionales, aunque diferentes organizaciones y páıses pueden tener sus propias normativas

y estándares de referencia. Es importante mencionar que el CO2 a nivel ambiental también se

monitorea como parte de las mediciones de gases de efecto invernadero, pero estas mediciones

se utilizan más en el contexto del cambio climático que en la calidad del aire relacionada con

la salud humana inmediata. Con los datos obtenidos de la cadena de caracteres antes descrita,

se alimenta la gráfica mostrada en la Figura 5.21, la cual pertenece al sistema SCADA de este

proyecto, en esta etapa de la interfaz, el usuario puede observar los niveles de CO2 registrados

por el sensor embarcado en el robot aéreo, y con base en la norma comparar si la calidad del aire

monitoreado es excelente, bueno, regular o malo según la escala mostrada en dicha Figura. Es

importante mencionar que, además, se registra en tiempo real esta medida dentro de la memoria

micro SD del Pixhawk®, y en un archivo de texto que genera el sistema SCADA, esta lectura,

para poder analizar los datos posteriormente.

Figura 5.21: Pantalla de monitoreo de calidad del aire.
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5.6. Resultados sistema de recolección de muestras de suelo

del ULV

En la Figura 5.22 se muestra el sistema de recolección de muestras de suelo, el cual ha sido

descrito en el Caṕıtulo 3.1.2, como se puede notar en la imagen se cuenta con un perforador y

un sistema de succión que permite que las part́ıculas de tierra que se generan por la perforación

puedan ser recolectadas mediante aspiración, a través, de una manguera flexible. Se diseñó una

protección basada en un tubo transparente, denotado en la imagen como protector, el cual tiene

la caracteŕıstica de ser retráctil, y recobrar su posición original por medio de un resorte, y se

encuentra dispuesto de forma concéntrica al perforador, como se puede notar en dicha figura,

con este mecanismo se puede proteger la zona de perforación, ayudando a evitar que el viento

o algún factor externo altere la muestra, además de ayudar al aspirador a tomar la muestra, ya

que las part́ıculas que se desprenden, por abrasión son succionadas instantáneamente.

Perforador

Protector

Aspirador

Aspirador

Figura 5.22: Sistema de toma de muestras de suelo.

La muestra recolectada es almacenada en el contenedor del aspirador que está dispuesto en la

parte trasera del robot, y posteriormente puede ser extráıda por el usuario, se realizaron pruebas

que demostraron que el sistema es eficiente, y con ello permite que el robot extraiga muestras

de suelo en lugares de dif́ıcil acceso, que pone en riesgo la integridad del usuario, o donde no

se requiere que éste intervenga en el proceso. Se eligió que el desprendimiento de part́ıculas

fuera por un método abrasivo para evitar que la perdida de afilado de la herramienta afecte el

proceso, es importante mencionar que al usarse este proceso la muestra contiene part́ıculas de

la herramienta, que deben ser consideradas al momento de hacer el análisis de la muestra.
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5.7. Resultados experimentales mejora en la aproximación

de posición del UAV

Debido a que error acumulado que causa el barómetro, no es fiable aplicar leyes de control a

bajas alturas en el UAV, esto es un problema, ya que afecta en función del tiempo a una variable

del estado del sistema que es la altura Z(t), esto implica que si no se modela la dinámica de

dicho sensor la ley control no permitirá garantizar estabilidad en un punto de equilibrio, por

ello, se implementa un sensor YPlidar, que permite mejorar el “bias” causado por barómetro,

desde 0.11 m hasta una altura de 12 m, ya que para alturas superiores se supera el rango de

trabajo de dicho sensor, sin embargo, para los fines del presente proyecto es un rango suficiente.

En Figura 5.23 se muestra un ejemplo de un off-set causado por la lectura del barómetro a lo

largo del tiempo de −1m, cuando en realidad la señal debeŕıa ser de 0.2m, gracias al sensor

Lidar se evita hacer medidas erróneas en la altura del UAV, sin que sea necesario fusionar la

señal del barómetro con otros sensores.

cm

Figura 5.23: Mejora en la aproximación de la posición Z(t), mediante sensor YPLidar de 12m.

Respecto a la posición en el plano de trabajo correspondiente a las coordenadas X(t) e Y (t) se

implementa un sensor PX4-FLOW® que permite mejorar la aproximación de dichas posiciones
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espaciales, lo anterior debido a que como es bien sabido la aproximación de posición obtenida

del GPS puede tener un error de hasta 20m, en la Figura 5.24, se muestra una comparativa en

la posición aproximada por el sistema de navegación GPS contra la posición calculada por el

sensor de flujo óptico antes mencionado, esto al seguir la referencia de un cuadro de 6x6 m.

Figura 5.24: Mejora en las aproximaciones de las posiciones X(t) e Y (t), mediante sensor PX4-

FLOW®.

La instrumentación e implementación de los dos sensores anteriores YPLidar y PX4-FLOW®,

permite mejorar la aproximación de la posición del robot aéreo, en las coordenadas X(t), Y (t)

y Z(t), esta mejora ayuda a tener todo el estado en posición y orientación, con una reducción

considerable en el error de medida.

5.8. Resultados experimentales, control de posición y orien-

tación del UAV

Contemplando la aplicación de los sensores PX4FLOW® y el sensor Mini Lydar, se mejo-

ra la aproximación de la posición del UAV (x(t), y(t) y z(t)), lo que ha permitido aplicar un

controlador PID en la posición del UAV sin depender exclusivamente de la señal del GPS, las

ganancias del controlador, para cada variable de posición, orientación y sus respectivas veloci-

dades, aśı como las saturaciones en la señal de control (Sat − ContP os, Sat − Integral) para
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las posiciones y la frecuencia de corte (FC −Derivada) para un filtro pasa bajas usado para la

acción derivativa, son mostradas en la Figura 5.25.

Figura 5.25: Ganacias del controlador PID asignadas mediante LABview®.

La ventana mostrada en la Figura 5.25, corresponde el objeto virtual, del sistema SCADA, que

permite al usuario modificar las ganancias del robot aéreo, para ello primero se debe insertar él,

el valor de la ganancia a modificar y después mediante el botón que está a la izquierda de ésta,

se válida el env́ıo del valor ajustado, esto permite a usuario modificar ganancias sin modificar el

firmware del PIX-HAWK®.

En la Figura 5.26 se muestra la trayectoria, seguida por el drone con los siguientes puntos x

y de consigna: P1 = (0, 0), P2 = (0,−4), P3 = (4,−4), P4 = (4, 0), P5 = (8, 0), P6 = (−4, 8),

P7 = (12,−4) y P8 = (12, 0), con una velocidad de 0.3 m/s, a una altura de 2 m, usando las

ganancias de la Figura 5.25, para el controlador. En la figura 5.27 se puede apreciar una vista

superior del recorrido realizado por el robot aéreo en seguimiento de la trayectoria de referencia,

que se muestra en color gris, el error promedio en x(t) es de 0.5 m y en y(t) de 0.6 m, para z(t)

de 0.3 m.
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Figura 5.26: Trayectoria de UAV para rutina de vuelo.
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Figura 5.27: Trayectoria de UAV para rutina de vuelo vista aérea.
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Las posiciones x(t), y(t) y z(t) y sus correspondientes velocidades ( ẋ(t), ẏ(t) y ż(t)) se observan

en las gráficas de la Figura 5.28. Estas señales se obtuvieron del sistema de navegación del drone,

combinando información de la unidad de medida inercial y el sistema de posicionamiento global.
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Figura 5.28: Posiciones y velocidades del UAV al aplicar controlador PID en posición y orienta-

ción.
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Los ángulos: de cabeceo θ(t), alabeo φ(t) y guiñada ψ(t), además, de la velocidad angular

relativa a cada uno de ellos, son ubicados en las gráficas de la Figura 5.29,
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Figura 5.29: Orientación y velocidades angulares del UAV al aplicar controlador PID en posición

y orientación.
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Las señales de control producidas durante el seguimiento de la trayectoria, correspondientes

a los 3 torques (τθ(t), τφ(t) y τψ(t)), para la orientación y la fuerza (u(t)) para la elevación, se

pueden ver en las gráficas de la Figura 5.30.
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Figura 5.30: Torques y fuerza aplicados al UAV durante el seguimiento de trayectoria.
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5.9. Resultados experimentales, control de posición y orien-

tación del ULV

Los resultados experimentales obtenidos al aplicar un controlador PID en el robot todote-

rreno son mostrados a continuación, la trayectoria es definida por los puntos P1(0, 0), P2(1, 0),

P3(1.5, 1), P4(1.5, 1.5) y P5(2.5, 3), estos valores están en metros, y representan los waypoints

a alcanzar a lo largo de la ruta. Considerando un tipo de navegación polar, es decir donde se

manipula el avance frontal y el ángulo de guiñada del robot, las ganancias del controlador PID

usadas son: Kpφ = 80, Kpx = 120, Kiφ = 10, Kix = 0.1, Kdφ = 1 y Kdφ = 0.1, donde las ga-

nancias del φ, son para la orientación del robot en guiñada y las ganancias para x corresponden

al avance en ese eje de referencia del robot.
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Figura 5.31: Trayectoria del ULV al aplicar controlador PID en posición y orientación.

Las posiciones angulares y sus velocidades son apreciadas en la Figura 5.32, donde φ(t) re-

presenta el ángulo de guiñada y φ̇(t) su velocidad angular, de forma respectiva r(t) y ṙ(t) se

usan para indicar la posición y velocidad angular del ángulo de alabeo del robot; y ρ(t) y ρ̇(t)

de forma análoga para la orientación en cabeceo del ULV.
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Figura 5.32: Angulos y velocidades angulares del robot ULV.

Respecto a las posiciones del robot y sus velocidades, éstas son mostradas en la Figura 5.33,

puede notarse que la posición en z(t) y su velocidad permanecen constante, la primera que es la

lectura del sensor de altura del carro 0.18 m, y la segunda en cero, ya que el robot realizó esta

tarea en un ambiente plano sin elevaciones considerables. La combinación de las dos posiciones en

el plano de trabajo XY , además, de la referencia en el seguimiento de la trayectoria programada

para este experimento, son mostradas en la Figura 5.31.
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Los ángulos correspondientes a las articulaciones laterales del robot, θl(t) para el lado iz-

quierdo; y θr(t) para el lado derecho, además, del ángulo de la articulación delantera β(t),

perteneciente al mecanismo del seguidor del robot, aśı como, la posición de carro Zcar, que co-

rresponde a la posición a la que se encuentra el carro del mecanismo de perforación y aspiración,

se muestran en la Figura 5.34. Estas variables se obtienen de un ESP32® por medio de sus

canales analógicos y son enviadas v́ıa RS232 al PIX-HAWK®, esto genera un retardo el cual

se puede notar en cada paso de muestreo de las señales, para este experimento el carro en z

permaneció en su posición de home que es a 0.18 m del suelo.

Cada una de las ruedas de tracción del robot, generaron en su velocidad angular el comporta-

miento mostrado en la Figura 5.35. Estas señales se producen a partir del algoritmo de control

de posición y orientación calculado en el controlador del robot, este algoritmo permite generar

6 señales PWM uR1, ..., uR6, que son las señales de control para cada rueda respectivamente, a

partir de las dos señales de control calculadas, para la poción x(t) y para el ángulo φ(t), de estas

6 señales de control se producen las velocidades w1, ..., w6, que corresponden a las velocidades

angulares para cada rueda.
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Las señales de control u(t) que representa la fuerza de empuje en el eje x del marco de refe-

rencia del robot, y τφ que representa el torque requerido para hacer rotar el robot en śı eje de

guiñada, son graficadas en la Figura 5.36.

Algunos fenómenos, como el retardo de env́ıo de datos entre el controlador general y los mi-

crocontroladores usados para medir las variables en las articulaciones, causan que las señales de

éstas, presenten un mayor tiempo de muestreo, como puede notarse en la Figura 5.34, además,

los problemas presentados por los sensores como el magnetómetro como el bias, causan afecta-

ciones directas en el seguimiento de trayectoria de los robots, inherentes a estas perturbaciones

magnéticas, y deben ser contemplados en la condición inicial de la orientación en cada robot,

para tener un desempeño acorde al norte magnético de la tierra.
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Figura 5.35: Velocidades angulares de los motores de tracción del ULV.
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Figura 5.36: Señales de control del ULV.

5.10. Conclusión caṕıtulo 5

En este caṕıtulo, se presentan las simulaciones y resultados experimentales, demostrando la

eficacia y aplicabilidad de los algoritmos y sistemas desarrollados en esta investigación. La rea-

lización de simulaciones detalladas para ambos robots, UAV y ULV, valida los algoritmos de

seguimiento de trayectoria, siendo un paso esencial para garantizar la precisión y la eficiencia

de estas plataformas en aplicaciones reales.

La Simulación de Seguimiento de Trayectoria para el UAV y el ULV establece la eficacia de

los algoritmos en entornos controlados, preparando el terreno para su implementación en situa-

ciones reales. Estas simulaciones son cruciales para anticipar y ajustar el comportamiento de los

robots en diversas condiciones.
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La Simulación del Controlador Subóptimo Autosintonizable para un motor actuador del ULV

es seguida por los Resultados Experimentales correspondientes. Estos muestran la capacidad

del controlador para ajustarse y optimizar el rendimiento del motor en tiempo real, un avance

significativo para la automatización y el control en robótica.

Los Resultados Experimentales del Sistema de Visión e Instrumentación de Sensor de Calidad

de Aire del UAV demuestran la precisión y fiabilidad de este sistema en la medición de CO2,

confirmando su funcionalidad en el monitoreo ambiental. Además, los Resultados Experimenta-

les del Sistema de Recolección de Muestras de Suelo del ULV evidencian la efectividad de este

sistema en la recolección y análisis de muestras, un aspecto clave para la investigación ambiental

y agŕıcola.

Los experimentos adicionales, que incluyen la mejora en la aproximación de posición del UAV

y el control de posición y orientación tanto del UAV como del ULV, resaltan la precisión y

adaptabilidad de estas plataformas en entornos complejos y dinámicos.

En resumen, los experimentos y simulaciones presentados en este caṕıtulo no solo validan los

algoritmos y sistemas desarrollados, sino que también demuestran que cada robot está perfecta-

mente adaptado para su respectivo ambiente de aplicación. Los resultados obtenidos permiten

alcanzar los objetivos planteados en esta tesis, mostrando que tanto el sistema de monitoreo de

calidad de aire como el de recolección de muestras de suelo funcionan eficazmente, reforzando el

potencial de estas plataformas robóticas en aplicaciones prácticas y reales.

En resumen, los experimentos y simulaciones presentados en este caṕıtulo no solo validan los

algoritmos y sistemas desarrollados, sino que también demuestran que cada robot está perfecta-

mente adaptado para su respectivo ambiente de aplicación. Los resultados obtenidos permiten

alcanzar los objetivos planteados en esta tesis, mostrando que tanto el sistema de monitoreo de

calidad de aire como el de recolección de muestras de suelo funcionan eficazmente, reforzando el

potencial de estas plataformas robóticas en aplicaciones prácticas y reales.

En resumen, los experimentos y simulaciones presentados en este caṕıtulo no solo validan los

algoritmos y sistemas desarrollados, sino que también demuestran que cada robot está perfecta-

mente adaptado para su respectivo ambiente de aplicación. Los resultados obtenidos permiten

alcanzar los objetivos planteados en esta tesis, mostrando que tanto el sistema de monitoreo de

calidad de aire como el de recolección de muestras de suelo funcionan eficazmente, reforzando el

potencial de estas plataformas robóticas en aplicaciones prácticas y reales. Los resultados obte-

nidos permiten alcanzar los objetivos planteados en esta tesis, mostrando que tanto el sistema de
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monitoreo de calidad de aire como el de recolección de muestras de suelo funcionan eficazmente,

reforzando el potencial de estas plataformas robóticas en aplicaciones prácticas y reales
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo se abordan las conclusiones generales obtenidas, en función a los objetivos

planteados, y se comentan trabajos futuros propuestos, aśı como, las mejoras y recomendaciones

que se consideran pertinentes, para hacer las adecuaciones o validaciones que el autor considera

importantes en los aspectos técnicos de este trabajo.

6.1. Conclusión

En función de los objetivos planteados, el desarrollo de la interfaz gráfica, los dos robots; y

los resultados de simulación y experimentales obtenidos, se puede concluir lo siguiente:

Desarrollo de la Interfaz Gráfica y Sistema SCADA Se desarrolló una interfaz gráfica, en

100% de su totalidad. Esta interfaz representa un elemento vital, facilitando una interacción

entre el usuario y el sistema SCADA, aśı como con los robots integrados en la plataforma he-

terogénea de robótica móvil. Notablemente, la interfaz permite ajustar de manera inalámbrica

las ganancias de los controladores de los robots a través del protocolo RS232, sin la necesidad

de intervenir en el firmware de los controladores Pix-Hawk incorporados. Adicionalmente, posi-

bilita un acceso directo a variables cŕıticas en cada robot, tales como señales de control, estado

actual y lecturas de sensores, consolidando una integración efectiva y eficiente. Está interfaz fue

creada en LABview®, que es un programa industrial, se contempla, además, la interacción con

un ambiente virtual basado en Unity® donde se incluye cada uno de los robots, permitiendo

interactuar en tiempo real con cada uno de ellos y los objetos 3D que los representan en dicho

ambiente, esto da la posibilidad de generar simuladores, para validar leyes de control y hacer

más dinámica la interacción entre el usuario y el sistema SCADA. El sistema SCADA permite
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hacer guardado de datos de todas las variables tanto de monitoreo como de control de cada uno

de los robots.

Diseño y Construcción de un Robot Aéreo no Tripulado (UAV) El desarrollo ha contemplado

la construcción de un robot aéreo no tripulado (UAV) de alta eficacia, dotado con un sistema de

ala rotatoria cuatrirotor, fundamentado en la estructura SK450. Este UAV constituye una parte

integral de la plataforma heterogénea de robótica móvil, encontrándose funcional y completado

al 100%. Incorpora elementos esenciales tales como un controlador de vuelo PIX-HAWK®,

GPS, y un sistema de radiocontrol, además de un módem X-bee que facilita la comunicación

RF RS232 con el sistema SCADA. A su vez, el robot aéreo está equipado con una serie de sen-

sores que optimizan su rendimiento en la identificación de áreas con potencial contaminación.

La implementación de controladores PID ha sido efectuada con éxito, centrando los esfuerzos

futuros en la optimización del control para garantizar una operación energéticamente eficiente,

conforme a las estrategias delineadas en [4].

Diseño y Construcción de un Robot Terrestre no Tripulado (ULV) Este trabajo también ha

dado lugar al diseño y construcción de un robot terrestre no tripulado (ULV), cuya arquitectura

shrimp rover le confiere una flexibilidad notable, permitiéndole adaptarse eficientemente a diver-

sas condiciones del terreno. Este veh́ıculo, que alcanza un 100% en términos de su construcción

e instrumentación, integra elementos tecnológicos avanzados, que incluyen un sistema de control

PIX-HAWK® y múltiples sensores que facilitan su navegación y operación. A fin de alcanzar un

rendimiento óptimo, se identifica la necesidad de implementar leyes de control avanzadas para la

navegación precisa y la integración efectiva del sensor RPLidar, conforme a las especificaciones

presentadas en [27].

Se ha desarrollado una plataforma heterogénea de robótica móvil, consolidando la construc-

ción y diseño exitoso de unidades robóticas aéreas y terrestres no tripuladas. Esto es sustancial,

particularmente en lo que respecta a la implementación de una interfaz gráfica avanzada, que

posibilita ajustes y configuraciones a v́ıa RF desde dicha interfaz hacia los robots.

Asimismo, se ha formulado un algoritmo subóptimo autoajustable, destacando por su capa-

cidad de minimizar el consumo energético en un 20% en cada motor del robot terrestre. Se

anticipa que futuras investigaciones se puede aplicar optimización en el sentido energético en

el robot de forma global, aplicando esta propuesta, que está basada en la combinación de 3

algoritmos, el PID, el filtro de Kalman y el descenso del gradiente, aprovechando las ventajas de

los 3, para crear un PID autosintonizable en ĺınea optimizado, permitiendo que el controlador

ajuste las ganancias en tiempo real sin depender del modelo de la planta ni de la aproximación
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de parámetros, esto es una aportación importante por las prestaciones técnicas y prácticas que

la integración de los 3 algoritmos presenta.

En conjunto, los resultados preliminares indican una prometedora evolución en el ámbito de

la robótica móvil, sugiriendo un potencial significativo para futuras aplicaciones prácticas y aca-

démicas, validado por los resultados experimentales y de simulación obtenidos hasta la fecha.

Esta investigación subraya la viabilidad y la potencialidad de integrar tecnoloǵıas avanzadas en

la conceptualización y realización de sistemas robóticos colaborativos y eficientes, proyectándose

como una contribución significativa en el campo de la ingenieŕıa robótica y la aplicación hacia

el monitoreo ambiental, ya que los resultados, de lectura de calidad del aire y las tareas de reco-

lección de muestras de suelo realizados durante este trabajo, permiten validar que esto es factible.

6.2. Trabajo futuro

Se pueden realizar varias mejoras adicionales al presente proyecto de investigación, como la

aplicación de fotometŕıa para recrear el ambiente en el que el robot todoterreno trabajará. Esta

técnica puede ser utilizada a través del UAV para obtener información de la topograf́ıa del te-

rreno, lo que permitiŕıa optimizar el diseño de trayectorias que seguirá el ULV.

Además, otra posible mejora seŕıa diseñar un PCB para el smart driver propuesto, a fin de

reducir espacios y optimizar el consumo energético de los componentes. En este trabajo, el dri-

ver se emplea utilizando tarjetas integradas de forma separada, lo que aumenta el número de

componentes y, por ende, el consumo de enerǵıa del robot.

Se debe trabajar más en la visión artificial de los robots, ya que en este trabajo sólo se usó el

sistema de visión con fines de monitoreo, seŕıa bueno hacer que dichos algoritmos cooperen con

los de control para mejorar el desempeño de estos últimos, aplicando técnicas como SLAM por

visión artificial, etc.

También es recomendable aplicar el algoritmo de control PID Subóptimo Autosintonizable

al UAV, ya que para esta tesis, dicho algoritmo propuesto y que es una contribución de este

trabajo, únicamente se aplicó al ULV.

Se recomienda hacer una comparación entre un PID Subóptimo Autosintonizable y un PID

convencional en el ULV, para analizar el ahorro real aplicar este algoritmo de forma global, ya
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que en este trabajo en particular se analizó sobre un sólo actuador del sensor.

Se recomienda hacer seguimiento de trayectorias con programación de evasión de obstáculos y

optimización en esta tarea, ya que para la presente tesis, no se contempló ninguna optimización

en este sentido.

Con el ambiente virtual creado en Unity® y el sistema SCADA desarrollado en LABview®
es posible desarrollar simuladores, que permitan programar leyes de control en cada robot, esto

aprovechando las ventajas que da el motor gráfico mediante sus f́ısicas, por ello es importante

considerar el desarrollo de un simulador que permita integrar ambos programas con fines didác-

ticos y de investigación, ya que por medio de este tipo de simulador se pueden validad con un

alto grado de certidumbre leyes de control.

Es recomendable hacer más pruebas de monitoreo ambiental y profundizar en la instrumen-

tación para esta tarea, esto con ayuda de personal especializado en el área de la contaminación

y la corrosión.

Por último, se podŕıan realizar otras comparativas en el consumo y desempeño entre los al-

goritmos, como la enerǵıa cinética y potencial, la corriente, etc., ya que para esta tesis sólo se

abordó una comparativa en enerǵıa aplicada a los actuadores
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Apéndice A

Estrategias, métodos y algoritmos

A.1. Estrategia de control subóptimo autosintonizable

Para el presente trabajo se plantea ajustar las ganancias de un controlador PID automática-

mente utilizando el filtro de Kalman, usando la ganancia estimada del filtro de Kalman como

una medida de la incertidumbre del estado del sistema. Con la finalidad de que a medida que

la incertidumbre del estado aumenta, también incremente la ganancia del PID para corregir

cualquier desviación en la variable de salida.

Una forma de relacionar matemáticamente la ganancia del filtro de Kalman con las ganancias

del PID es utilizar la ganancia estimada del filtro de Kalman como una variable de realimen-

tación para ajustar las ganancias del PID. Para hacer esto, se puede utilizar una función que

convierta la ganancia estimada del filtro de Kalman en una ganancia correspondiente para el

PID. Se propone que debido a las ventajas del método del gradiente descendente, esta función

sea hallada mediante este proceso, a continuación se desglosa el algoritmo propuesto:

1.- Definir la ley de control en tiempo discreto con ganancias variantes:

En tiempo discreto, un sistema no lineal se puede expresar como:

x[k + 1] = fd(x[k], u[k]), (A.1)

y[k] = h(x[k]), (A.2)

donde el estado x[k] ∈ Rn, y el vector de control u[k] ∈ Rp, fd y h son funciones discretas.

Considerando una referencia constante yR ∈ Rp, el control integral es una retroalimentación de



A.1 Estrategia de control subóptimo autosintonizable 145

estado tal que:

y[k] → yR, k → ∞, (A.3)

El error de seguimiento en tiempo discreto es e[k] = y[k] − yR y la acción integral se puede

expresar como:

σ[k + 1] = σ[k] + e[k] = σ[k] + (h(x[k])− yR), (A.4)

El sistema aumentado en tiempo discreto se puede expresar como:

x[k + 1] = fd(x[k], u[k]), (A.5)

σ[k + 1] = σ[k] + h(x[k])− yR, (A.6)

Asuma que el sistema es linealizable alrededor de xss, σ, uss en tiempo discreto, obtenemos el

sistema linealizado en tiempo discreto:

ξ[k + 1] = Adξ[k] + Bdv[k], (A.7)

donde ξ[k] =

[
x[k]− xss

σ[k]− σ

]
, v[k] = u[k] − uss y Ad y Bd son las matrices discretizadas

equivalentes a las matrices A y B en el caso continuo.

Ahora, diseñamos una matriz de ganancia Kd tal que el sistema en lazo cerrado ξ[k + 1] =

(Ad +BdKd(k))ξ[k] sea estable. Particionamos Kd(k) como [K1d(k)K2d(k)]. Entonces, el control

discreto se expresa como:

u[k] = K1d(x[k]− xss) +K2d(σ[k]− σ) + uss, (A.8)

En tiempo discreto, el punto de equilibrio (xss, σss) es estable y todas las soluciones que

comienzan suficientemente cerca de él se acercan a medida que k tiende a infinito. Entonces,

y[k]− yR → 0 a medida que k → ∞. Siguiendo estas ideas, en este trabajo, la matriz Kd(k) se

diseña mediante el enfoque de control óptimo.

y[k] = Cdξ[k], (A.9)

2.- Definir la función de costo:

La función de costo puede ser definida como:
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J = ξ(N)THξ(N) +

N−1∑
i=k+1

{
ξ(i)TQξ(i) + v(i)TRv(i)

}
+ ξ(k)TQξ(k) + v(k)TRv(k), (A.10)

donde ξ(k) es el estado del sistema aumentado, v(k) es la señal de control, k es el tiempo

actual, N es el tiempo final, Q es la matriz de peso del estado, R es la matriz de peso de la señal

de control y H es la matriz de peso del estado final.

3.- Inicializar las ganancias del controlador y la ganancia del filtro de Kalman:

Iniciar los valores de las ganancias del controlador y la ganancia del filtro de Kalman.

K1d , K2d y Kkf0 ,

4.- Aplicar el Filtro de Kalman al sistema en lazo cerrado:

Predicción-extrapolación-estimación: a. Se calcula una predicción del estado ξ(k+ 1), denotada

como ξ′(k + 1), usando la ecuación:

ξ′(k + 1) = Adξ̂(k) + Bdv(k), (A.11)

b. Se predice el valor de la matriz de covarianza del error previo a la medida P ′(k+1), utilizando:

P ′(k + 1) = AdP (k)AT
d +Qkf , (A.12)

Innovación-actualización-corrección: a. El valor del estado se actualiza con un factor de co-

rrección que está en función del error, mediante:

ξ̂(k + 1) = ξ′(k + 1) +Kkf (k + 1)[y(k + 1)− Cdξ′(k + 1)], (A.13)

b. Se busca el valor Kkf (k + 1) para hallar un valor óptimo de ξ̂(k + 1) tal que la matriz de

covarianza del error sea mı́nima, utilizando:

Kkf (k + 1) = CdP ′(k + 1) · [CdP ′(k + 1)CTd +Rkf (k + 1)]−1, (A.14)

c. Se busca el valor P (k + 1):

P (k + 1) = [I −Kfk(k)Cd]P ′(k + 1), (A.15)

donde: ξ(k + 1): El estado aumentado real del sistema en el instante de tiempo k + 1.

ξ̂(k): La estimación del estado aumentado del sistema en el instante de tiempo k.
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ξ′(k + 1): La predicción del estado aumentado del sistema en el instante de tiempo k + 1.

v(k): La entrada de control aplicada al sistema en el instante de tiempo k.

y(k + 1): La medición del estado aumentado en el instante de tiempo k + 1.

Ad: La matriz de transición del estado que describe la relación entre el estado actual y el si-

guiente en función del modelo del sistema.

Bd: La matriz de entrada que relaciona la entrada de control u(k) con el estado del sistema.

Cd: La matriz de observación que relaciona el estado aumentado del sistema con las mediciones.

P (k): La matriz de covarianza del error de la estimación del estado en el instante de tiempo k.

P ′(k + 1): La matriz de covarianza del error previo a la medida en el instante de tiempo k + 1.

Qfk: La matriz de covarianza del ruido del proceso, que representa la incertidumbre en el modelo

del sistema.

Rfk(k+1): La matriz de covarianza del ruido de la medición en el instante de tiempo k+1, que

representa la incertidumbre en las mediciones.

Kkf (k + 1): La ganancia de Kalman en el instante de tiempo k + 1, que determina la combina-

ción óptima entre la predicción del estado y las mediciones para minimizar el error de estimación.

5.- Calcular el gradiente de la función de costo con respecto a las ganancias del controlador y

la ganancia del filtro de Kalman:

∂J

∂K1d
= 2

N−1∑
i=k

e(i) · ∂e(i)
∂K1d

(A.16)

∂J

∂K2d
= 2

N−1∑
i=k

e(i) · ∂e(i)
∂K2d

(A.17)

∂J

∂Kkf
= 2

N−1∑
i=k

e(i) · ∂e(i)
∂Kkf

(A.18)

donde e(i) es el error en el tiempo i, y las derivadas parciales con respecto a las ganancias del

controlador y la ganancia del filtro de Kalman.

6.- Actualizar las ganancias del controlador y la ganancia del filtro de Kalman utilizando el

gradiente descendente:

Actualizar las ganancias del controlador y la ganancia del filtro de Kalman utilizando el método

del gradiente descendente:

K1d(k + 1) = K1d(k)− ε
∂J

∂K1d(k)
, (A.19)
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K2d(k + 1) = K2d(k)− ε
∂J

∂K2d(k)
, (A.20)

Kkf (k + 1) = Kkf (k)− ε
∂J

∂Kkf (k)
, (A.21)

donde k es el tiempo actual y ε es la tasa de aprendizaje, que debe ser fijada mı́nimo como el

cuadrado del tiempo de muestreo, cuando dicho tiempo es menor a 1, para garantizar que el

sistema convergerá, con ello se determina qué tan rápido se actualizan las ganancias.

7.- Aplicar la ley de control con ganancias actualizadas:

Finalmente, se aplica la ley de control con las ganancias actualizadas en el paso de tiempo k, y

continuar el proceso recursivo de actualización de las ganancias y aplicación de la ley de control

hasta alcanzar el tiempo final N .

v(k) = −K1d(k)x(k)−K2d(k)x̂(k),

En este trabajo, esta estrategia de control, es usada para manipular cada uno de los actuadores

de tracción del ULV, permitiendo que cada rueda tenga un control autosintonizable, lo que da

la ventaja de poder desarrollar trayectorias en terrenos irregulares.

A.2. Estrategia de control aplicado al UAV

Para iniciar el proceso de śıntesis de la estrategia de control a aplicar en este trabajo, se realiza

la asignación de variables de estado sobre el modelo matemático del minihelicóptero descrito en

la ecuación (4.32) dentro del Caṕıtulo 2. Esta asignación de variables está descrita de la siguiente

manera:

x1 = x

x2 =
.
x

x3 = y

x4 =
.
y

x5 = z

x6 =
.
z

x7 = φ

x8 =
.
φ

x9 = θ

x10 =
.
θ

x11 = ψ

x12 =
.
ψ

⇒



.
x1 = x2
.
x2 = − u

m sen(x9)
.
x3 = x4
.
x4 =

u
m cos(x9) sen(x7)

.
x5 = x6
.
x6 =

u
m cos(x9)cos(x7)− g

.
x7 = x8
.
x8 = τφ
.
x9 = x10
.
x10 = τθ
.
x11 = x12
.
x12 = τψ



, (A.22)
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1. Inicializar
K1d(0), K2d(0), Kkf (0)

2. Modelo
ξ(k + 1) = Adξ(k) + Bdv(k)

y(k) = Cdx(k)

3. Filtro de Kalman
P ′(k + 1) = AdP (k)AT

d + Qkf

ξ̂(k + 1) = ξ′(k + 1) +Kkf (k + 1)[y(k + 1)− Cdξ′(k + 1)]
Kkf (k+1) = CdP ′(k+1)·[CdP ′(k + 1)CT

d +Rkf (k + 1)]−1

4. Función costo

J = ξ(N)THξ(N) +
N−1∑
i=k+1

{
ξ(i)

T
Qξ(i) + v(i)

T
Rv(i)

}
+ ξ(k)TQξ(k) + v(k)TRv(k)

5. Gradiente
∂J

∂K1(k)
, ∂J

∂K2d(k)
, ∂J

∂Kkf (k)

6. Actualizar
K1d(k), K2d(k), Kkf (k)

K1d(k + 1) = K1d(k) − ε ∂J
∂K1d(k)

K2d(k + 1) = K2d(k) − ε ∂J
∂K2d(k)

Kkf (k + 1) = Kkf (k) − ε ∂J
∂Kkf (k)

7. Ley de control
v(k) = −K1d(k)x(k)−K2d(k)x̂(k)

Figura A.1: Algoritmo propuesto para controlador subóptimo adaptable.

Al utilizar esta asignación de variables de estado (A.22), evidentemente se obtiene la ecuación

de estado siguiente:
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.
x1
.
x2
.
x3
.
x4
.
x5
.
x6
.
x7
.
x8
.
x9
.
x10
.
x11
.
x12



=



x2

0

x4

0

x6

−g
x8

0

x10

0

x12

0



+



0 0 0 0

− sen(x9)
m 0 0 0

0 0 0 0
cos(x9) sen(x7)

m 0 0 0

0 0 0 0
cos(x9) cos(x7)

m 0 0 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 1




u

τφ

τθ

τψ

 , (A.23)

A partir de la ecuación de estado (A.23) se realiza la śıntesis de la ley de control óptima con

acción integral. Como anteriormente se mencionó, la estrategia consiste en dividir el sistema en

4 subsistemas los cuales están definidos de la siguiente forma:

• Subsistema z.
.
x5 = x6,
.
x6 =

u
m cos(x9) cos(x7)− g,

(A.24)

• Subsistema ψ.
.
x11 = x12,
.
x12 = τψ,

(A.25)

• Subsistema y-φ.
.
x3 = x4,
.
x4 =

u
m cos(x9) sen(x7),

.
x7 = x8,
.
x8 = τφ,

(A.26)
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• Subsistema x-θ.
.
x1 = x2,
.
x2 = − u

m sen(x9),
.
x9 = x10,
.
x10 = τθ,

(A.27)

A partir del trabajo presentado en [4], se propone la aplicación de una ley de control u(t) que

permite realizar una linealización por retroalimentación de estado en el subsistema (A.24). Este

control linealizante está definido como:

u =
m(u1 + g)

(cos(θ) cos(φ))
, (A.28)

Entonces lo que se busca primeramente es sintetizar las leyes de control τθ y τφ, que sean lo

suficientemente robustas y de dinámica rápida de tal forma que las condiciones tan(θ) ≈ θ y

tan(φ) ≈ φ se cumplan para un tiempo relativamente pequeños. Suponiendo, que las condiciones

anteriores se cumplen, entonces cada uno de los subsistemas descritos en (A.24)-(A.27) pueden

ser representados de la siguiente manera:[
.
x5
.
x6

]
=

[
0 1

0 0

]
︸ ︷︷ ︸

Az

[
x5

x6

]
+

[
0

1

]
︸ ︷︷ ︸
Bz

[u1] , (A.29)

[
.
x11
.
x12

]
=

[
0 1

0 0

]
︸ ︷︷ ︸

Aψ

[
x11

x12

]
+

[
0

1

]
︸ ︷︷ ︸
Bψ

[τψ] , (A.30)


.
x3
.
x4
.
x7
.
x8

 =


0 1 0 0

0 0 g 0

0 0 0 1

0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Ayφ


x3

x4

x7

x8

+


0

0

0

1


︸ ︷︷ ︸
Byφ

[τφ] , (A.31)
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.
x1
.
x2
.
x9
.
x10

 =


0 1 0 0

0 0 −g 0

0 0 0 1

0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Axθ


x1

x2

x9

x10

+


0

0

0

1


︸ ︷︷ ︸
Bxθ

[τθ] , (A.32)

Es claro que los subsistemas presentados anteriormente son lineales y con representación ge-

nérica indicada a continuación respectivamente:

.
xz = Azxz +Bzuz,
.
xψ = Aψxψ +Bψτψ,
.
xyφ = Ayφxyφ +Byφτφ,
.
xxθ = Axθxxθ +Bxθτθ,

(A.33)

Ahora bien, retomando la ecuación (A.28) se define a la señal u1 como la ley de control

óptimo. Para obtener la ley de control óptima se debe resolver de forma numérica una Ecuación

Algebraica de tipo Riccati, este control está definido como:

u1 = −R−1
z BT

z Pzxz(t), (A.34)

donde u1 está sujeto al ı́ndice de desempeño cuadrático Jz dado por:

Jz =

∞∫
0

(xTz Qzxz+u
2
1Rz)dt, (A.35)

El control óptimo τψ para la regulación del ángulo de guiñada ψ del cuadricóptero, está definido

de la manera siguiente:

τψ = −R−1
ψ BT

ψPψxψ(t), (A.36)

el cual está sujeto al ı́ndice de desempeño Jψ definido por:

Jψ =

∞∫
0

(xTψQψxψ+τ
2
ψRψ)dt, (A.37)

Para el caso del control óptimo τφ dedicado a regular el ángulo de alabeo φ del UAV, se

encuentra definido como:
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τyφ = −R−1
yφB

T
yφPyφxyφ(t), (A.38)

con ı́ndice de desempeño Jyφ asociado definido por:

Jyφ =

∞∫
0

(xTyφQyφxyφ+τ
2
yφRyφ)dt, (A.39)

Finalmente la señal de control óptimo relacionado con el ángulo de cabeceo θ que está denotado

por τθ se encuentra definido de la forma siguiente:

τxθ = −R−1
xθ B

T
xθPxθxxθ(t), (A.40)

y su respectivo ı́ndice de desempeño Jxθ es:

Jxθ =

∞∫
0

(xTxθQxθxxθ+τ
2
xθRxθ)dt, (A.41)

A.2.1. Modelo dinámico discretizado UAV

En razón de que en la presente tesis se desarrollan validaciones experimentales de la estrate-

gia de control propuesta para la estabilización del cuadricóptero, es importante considerar que

estas validaciones involucran la utilización y aplicación de dispositivos de cómputo (microcon-

trolador). En función de esta reciente condición, se hace necesario encontrar la representación

discreta tanto del modelo como de las leyes de control hasta ahora sintetizadas. Para tal fin

se emplea la aproximación de Euler sobre los subsistemas definidos en la ecuación (A.33) con

tiempo de muestreo T , obteniéndose lo siguiente:

• Subsistema z(k).
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x5(k + 1) = Tx6(k) + x5(k),

x6(k + 1) = T
[
u(k)
m cos(x9(k)) cos(x7(k))− g

]
+ x6(k),

(A.42)

• Subsistema ψ(k).

x11(k + 1) = Tx12(k) + x11(k),

x12(k + 1) = Tτψ(k) + x12(k),
(A.43)

• Subsistema y-φ(k).

x3(k + 1) = Tx4(k) + x3(k),

x4(k + 1) = T
[
u(k)
m cos(x9(k)) sen(x7(k))

]
+ x4(k),

x7(k + 1) = Tx8(k) + x7(k),

x8(k + 1) = Tτφ(k) + x8(k),

(A.44)

• Subsistema x-θ(k).

x1(k + 1) = Tx2(k) + x1(k),

x2(k + 1) = T
[
−u(k)

m sen(x9(k))
]
+ x2(k),

x9(k + 1) = Tx10(k) + x9(k),

x10(k + 1) = Tτθ(k) + x10(k),

(A.45)

Para eliminar las no linealidades se aplica un proceso análogo al aplicado para el caso continuo.

Entonces, realizando una linealización exacta con la ley de control u(k) propuesta, queda de la

siguiente forma:

u(k) = m(u1(k) + g)(cos(x9(k))cos(x7(k)))
−1, (A.46)

Lo cual causa que los subsistemas discretos queden definidos de la forma que a continuación

se presenta:

[
x5(k + 1)

x6(k + 1)

]
=

[
1 T

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Az(k)

[
x5(k)

x6(k)

]
+

[
0

T

]
︸ ︷︷ ︸
Bz(k)

[u1(k)] , (A.47)
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[
x11(k + 1)

x12(k + 1)

]
=

[
1 T

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Aψ(k)

[
x11(k)

x12(k)

]
+

[
0

T

]
︸ ︷︷ ︸
Bψ(k)

[τψ(k)] , (A.48)


x3(k + 1)

x4(k + 1)

x7(k + 1)

x8(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 gT 0

0 0 1 T

0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Ayφ(k)


x3(k)

x4(k)

x7(k)

x8(k)

+


0

0

0

T


︸ ︷︷ ︸
Byφ(k)

[τφ(k)] , (A.49)


x1(k + 1)

x2(k + 1)

x9(k + 1)

x10(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 −gT 0

0 0 1 T

0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Axθ(k)


x1(k)

x2(k)

x9(k)

x10(k)

+


0

0

0

T


︸ ︷︷ ︸
Bxθ(k)

[τθ(k)] , (A.50)

Para que la linealización anterior de los subsistemas sea valida debe garantizarse que τθ(k) es

tal que tan(θ(k)) ≈ θ(k) y que τφ(k) es lo suficientemente robusta para que tan(φ(k)) ≈ φ(k).

Entonces si estas condiciones son satisfechas, los cuatro subsistemas linealizados están dados en

la ecuación como a continuación:

xz(k + 1) = Azxz(k) +Bzu1(k),

xψ(k + 1) = Aψxψ(k) +Bψτψ(k),

xyφ(k + 1) = Ayφxyφ(k) +Byφτφ(k),

xxθ(k + 1) = Axθxxθ(k) +Bxθτθ(k).

(A.51)

A.2.2. Control integral aplicado al modelo dinámico discreto del UAV

De lo abordado en el Apéndice A, se sabe que para considerar la acción integral, se define una

nueva variable de estado σ̇, la cual define el error de estado de la siguiente forma:

σ̇(t)e(t) = x(t)− xR(t), (A.52)

Donde e(t) representa el error, x(t) la variable de proceso y xR(t) la referencia fijada para

dicha variable. Retomando T como el tiempo de muestreo y aplicando la aproximación de Euler

se puede decir que:

σ̇(t) ≈ σ(k + 1)− σ(k))

T
, (A.53)
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Sustituyendo la ecuación (A.53) en (A.52), se tiene:

σ(k + 1)− σ(k)

T
= e(k), (A.54)

σ(k + 1) = σ(k) + Te(k), (A.55)

Sustituyendo el error (A.52) en la ecuación anterior, ésta puede ser reescrita de la siguiente

manera:

σ(k + 1) = σ(k) + Tx(k)− TxR(t), (A.56)

A continuación se procede a aplicar el algoritmo del control integral a cada uno de los subsiste-

mas discretos (A.47)-(A.50) que representan al UAV. Para el subsistema relacionado con la altura

(z(k)) del veh́ıculo aéreo, se consideran las siguientes definiciones: x5(k)x1z(k) y x6(k)x2z(k), a

partir de las definiciones anteriores dicho subsistema puede reescribirse como:[
x1z(k + 1)

x2z(k + 1)

]
=

[
1 T

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Az(k)

[
x1z(k)

x2z(k)

]
+

[
0

T

]
︸ ︷︷ ︸
Bz(k)

[u1(k)] , (A.57)

Continuando con el proceso de śıntesis de la acción integral se define e1z(k)x1z(k)−x1zR(k) y

e2z(k)x2z(k)−x2zR(k) como los errores en los estados x1z(k) y x2z(k), donde x1zR(k) y x2zR(k)

son las referencia dadas para x1z(k), x2z(k), respectivamente. Considerando σ1z(k+1) = e1z(k)

y σ2z(k + 1) = e2z(k) el vector del sistema aumentado para el subsistema z(k) queda entonces

definido por:

ξz(k)(k) =


x1z(k)

x2z(k)

σ1z(k)

σ2z(k)

 , (A.58)

Consecuentemente, la representación espacio estado para el sistema aumentado en z(k) es:

ξz(k)(k + 1) =


x1z(k + 1)

x2z(k + 1)

σ1z(k + 1)

σ2z(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 0 0

T 0 1 0

0 T 0 1


︸ ︷︷ ︸

Az


x1z(k)

x2z(k)

σ1z(k)

σ2z(k)

+


0

T

0

0


︸ ︷︷ ︸

Bz

u1(k)−


0

0

x1zR(k)

x2zR(k)


︸ ︷︷ ︸

XZref

,

(A.59)
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ξz(k)(k + 1) =

[
Az(k) 0

TCz(k) I2

]
ξz(k)(k) +

[
Bz(k)

0

]
u1(k), (A.60)

Con respecto al subsistema relacionado con el ángulo de guiñada ψ, se tiene x11(k)x1ψ(k)

y x12(k)x2ψ(k), por tanto el subsistema ψ(k) está definido como:[
x1ψ(k + 1)

x2ψ(k + 1)

]
=

[
1 T

0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Aψ(k)

[
x1ψ(k)

x2ψ(k)

]
+

[
0

T

]
︸ ︷︷ ︸
Bψ(k)

[τψ(k)] , (A.61)

donde de manera similar al estado z(k) se tiene que e1ψ(k)x1ψ(k)−x1ψR(k) y e2ψ(k)x2ψ(k)−
x2ψR(k) son los errores en los estados x1ψ(k) y x2ψ(k), con x1ψR(k) y x2ψR(k) definiendo sus

respectivas referencias. Nuevamente asignando σ1ψ(k+1) = e1ψ(k) y σ2ψ(k+1) = e2ψ(k),

el vector de estado extendido para el subsistema ψ(k) queda definido como:

ξψ(k)(k) =


x1ψ(k)

x2ψ(k)

σ1ψ(k)

σ2ψ(k)

 , (A.62)

Siendo su correspondiente representa en espacio de estado la siguiente:

ξψ(k)(k + 1) =


x1ψ(k + 1)

x2ψ(k + 1)

σ1ψ(k + 1)

σ2ψ(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 0 0

T 0 1 0

0 T 0 1


︸ ︷︷ ︸

Aψ


x1ψ(k)

x2ψ(k)

σ1ψ(k)

σ2ψ(k)

+


0

T

0

0


︸ ︷︷ ︸

Bψ

τψ(k)−


0

0

x1ψR(k)

x2ψR(k)


︸ ︷︷ ︸

Xψref

,

(A.63)
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ξψ(k)(k + 1) =

[
Aψ(k) 0

TCψ(k) I2

]
ξψ(k)(k) +

[
Bψ(k)

0

]
τψ(k), (A.64)

El procedimiento se aplica y desarrolla de manera análoga para los dos subsistemas

restantes y − φ(k) y x − θ(k). Para el subsistema y − φ(k) se realizan las siguientes

definiciones:

x3(k)
∆
= x1y(k),

x4(k)
∆
= x2y(k),

x7(k)
∆
= x3φ(k),

x8(k)
∆
= x4φ(k),

(A.65)

de tal manera que al ser aplicadas se llega a la siguiente representación en espacio de

estado para este subsistema.


x1y(k + 1)

x2y(k + 1)

x3φ(k + 1)

x4φ(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 gT 0

0 0 1 T

0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Ayφ(k)


x1y(k)

x2y(k)

x3φ(k)

x4φ(k)

+


0

0

0

T


︸ ︷︷ ︸
Byφ(k)

[τφ(k)] , (A.66)

Definiendo ahora las variables del sistema aumentado y los errores, se tiene que:

σ1y(k + 1)e1y(k) = x1y(k)− x1yR(k),

σ2y(k + 1)e2y(k) = x2y(k)− x2yR(k),

σ3φ(k + 1)e3φ(k) = x3φ(k)− x3φR(k),

σ4φ(k + 1)e4φ(k) = x4φ(k)− x4φR(k),

(A.67)

Donde x1yR(k) es la referencia para x1y(k), x2yR(k) es la referencia para x2y(k), x3φR(k)

es la referencia para x3φ(k) y x4φR(k) es la referencia para x4φ(k). El vector del subsistema

y − φ(k) aumentado está dado por:
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ξyφ(k) =



x1y(k)

x2y(k)

x3φ(k)

x4φ(k)

σ1y(k)

σ2y(k)

σ3φ(k)

σ4φ(k)


, (A.68)

lo que lleva a la siguiente ecuación de estado representando en forma discreta la dinámica

del subsistema y − φ(k):

ξyφ(k)(k + 1) =



x1y(k + 1)

x2y(k + 1)

x3φ(k + 1)

x4φ(k + 1)

σ1y(k + 1)

σ2y(k + 1)

σ3φ(k + 1)

σ4φ(k + 1)


=



1 T 0 0 0 0 0 0

0 1 gT 0 0 0 0 0

0 0 1 T 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

T 0 0 0 1 0 0 0

0 T 0 0 0 1 0 0

0 0 T 0 0 0 1 0

0 0 0 T 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Ayφ



x1y(k)

x2y(k)

x3φ(k)

x4φ(k)

σ1y(k)

σ2y(k)

σ3φ(k)

σ4φ(k)


+



0

0

0

T

0

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

Byφ

τφ(k)−



0

0

0

0

x1yR(k)

x2yR(k)

x3φR(k)

x4φR(k)


︸ ︷︷ ︸

Xyφref

,

(A.69)

ξyφ(k)(k + 1) =

[
Ayφ(k) 0

TCyφ(k) I4

]
ξyφ(k)(k) +

[
Byφ(k)

0

]
τφ(k), (A.70)

Finalmente para el subsistema x − θ(k) se proponen los siguientes asignaciones de va-

riables:

x1(k)
∆
= x1x(k),

x2(k)
∆
= x2x(k),

x9(k)
∆
= x3θ(k),

x10(k)
∆
= x4θ(k).

(A.71)

Lo cual implica que la representación espacio estado para este subsistema está definida

como:
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x1x(k + 1)

x2x(k + 1)

x3θ(k + 1)

x4θ(k + 1)

 =


1 T 0 0

0 1 −gT 0

0 0 1 T

0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Axθ(k)


x1x(k)

x2x(k)

x3θ(k)

x4θ(k)

+


0

0

0

T


︸ ︷︷ ︸
Bxθ(k)

[τθ(k)] , (A.72)

Las variables auxiliares y los errores para construir el sistema aumentado son:

σ1xe1x(k) = x1x(k)− x1xR(k),

σ2xe2x(k) = x2x(k)− x2xR(k),

σ3θe3θ(k) = x3θ(k)− x3θR(k),

σ4θe4θ(k) = x4θ(k)− x4θR(k).

(A.73)

Donde x1xR(k) es la referencia para x1x(k), x2xR(k) es la referencia para x2x(k), x3θR(k)

es la referencia para x3θ(k) y x4θR(k) es la referencia para x4θ(k). El vector del subsistema

x− θ(k) aumentado está dado por:

ξxθ(k) =



x1x(k)

x2x(k)

x3θ(k)

x4θ(k)

σ1x(k)

σ2x(k)

σ3θ(k)

σ4θ(k)


, (A.74)

Claramente se puede deducir que la ecuación de estado asociada a esta asignación y

aumento en dimensión del vector de estado es la siguiente:
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ξxθ(k)(k + 1) =



x1x(k + 1)

x2x(k + 1)

x3θ(k + 1)

x4θ(k + 1)

σ1x(k + 1)

σ2x(k + 1)

σ3θ(k + 1)

σ4θ(k + 1)


=



1 T 0 0 0 0 0 0

0 1 −gT 0 0 0 0 0

0 0 1 T 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

T 0 0 0 1 0 0 0

0 T 0 0 0 1 0 0

0 0 T 0 0 0 1 0

0 0 0 T 0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Axθ



x1x(k)

x2x(k)

x3θ(k)

x4θ(k)

σ1x(k)

σ2x(k)

σ3θ(k)

σ4θ(k)


+



0

0

0

T

0

0

0

0


︸ ︷︷ ︸

Bxθ

τθ(k)−



0

0

0

0

x1xR(k)

x2xR(k)

x3θR(k)

x4θR(k)


︸ ︷︷ ︸

Xxθref

,

(A.75)

ξxθ(k)(k + 1) =

[
Axθ(k) 0

TCxθ(k) I4

]
ξxθ(k)(k) +

[
Bxθ(k)

0

]
τθ(k), (A.76)

Los controles óptimos u1(k), τψ(k), τφ(k) y τθ(k) han sido hallados utilizando la función e

ı́ndice de desempeño asociado a cada uno de los subsistemas aumentados. Es claro que para

que estos cuatro controles puedan ser aplicados es necesario verificar la controlabilidad

de cada subsistema. Por lo tanto, se procede de la siguiente forma: si el par Az(k), Bz(k)

es controlable y

[
Az(k) Bz(k)

Cz(k) 0

]
, es de rango 2 + 1, donde 2 es el número de variables

de estado y 1 es el número de controles, entonces (Az,Bz) es controlable. Suponiendo que

esto se cumple, se puede calcular el control óptimo u∗
1
(k) está definido como:

u∗
1
(k) = −(Rz +BT

z PzBz)
−1BT

z PzAzx
∗
z
(k), (A.77)

sujeto al ı́ndice de desempeño dado por la siguiente ecuación.

Jz =
∞∑
k=1

(xTz (k)Qzxz(k) + u21(k)Rz), (A.78)

donde Qz ≥ 0, Rz > 0 y Pz es la solución a la ecuación algebraica del tipo de Riccati

asociada definida como:

Pz = ATz PzAz − ATz PzBz(Rz +BT
z PzBz)

−1BT
z +Qz, (A.79)

De forma similar si el par Aψ(k), Bψ(k) es controlable y

[
Aψ(k) Bψ(k)

Cψ(k) 0

]
, es de rango

2+1, donde 2 es el número de variables de estado y 1 es el número de controles, para este
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subsistema, entonces (Aψ,Bψ) es controlable, si es aśı el control óptimo para el ángulo de

guiñada ψ del UAV es:

τ ∗ψ(k) = −(Rψ +BT
ψPψBψ)

−1BT
ψPψAψx

∗
ψ(k), (A.80)

con ı́ndice de desempeño Jψ definido por:

Jψ =
∞∑
k=1

(xTψ(k)Qψxψ(k) + τ 2ψ(k)Rψ), (A.81)

Donde Qψ ≥ 0, Rψ > 0 y Pψ es la solución a la ecuación algebraica del tipo de Riccati

para este subsistema y definida como:

Pψ = ATψPψAψ − ATψPψBψ(Rψ +BT
ψPψBψ)

−1BT
ψ +Qψ, (A.82)

Trabajando ahora con el subsistema y-φ(k) se tiene que si el par Ayφ(k), Byφ(k) es

controlable y

[
Ayφ(k) Byφ(k)

Cyφ(k) 0

]
, es de rango 4 + 1, donde 4 es el número de variables

de estado y 1 es el número de controles, entonces (Ayφ,Byφ) es controlable, lo que implica

que el control óptimo para el alabeo del UAV es τ ∗yφ(k) es:

τ ∗yφ(k) = −(Ryφ +BT
yφPyφByφ)

−1BT
yφPyφAyφx

∗
yφ(k), (A.83)

Sujeto al ı́ndice de desempeño Jyφ mostrado en la siguiente ecuación:

Jyφ =
∞∑
k=1

(xTyφ(k)Qyφxyφ(k) + τ 2yφ(k)Ryφ), (A.84)

Donde Qyφ ≥ 0, Ryφ > 0 y Pyφ es la solución a la ecuación algebraica del tipo de Riccati,

dada por:

Pyφ = ATyφPyφAyφ − ATyφPyφByφ(Ryφ +BT
yφPyφByφ)

−1BT
yφ +Qyφ, (A.85)

Finalmente para el subsistema x-θ(k) de igual manera, si el par Axθ(k), Bxθ(k) es con-

trolable y

[
Axθ(k) Bxθ(k)

Cxθ(k) 0

]
, es de rango 4 + 1, donde 4 es el número de variables de

estado y 1 es el número de controles, entonces (Axθ,Bxθ) es controlable, lo que implica

que el control óptimo para el ángulo de cabeceo θ del UAV es:
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τ ∗xθ(k) = −(Rxθ +BT
xθPxθBxθ)

−1BT
xθPxθAxθx

∗
xθ(k), (A.86)

con ı́ndice de desempeño Jxθ definido como:

Jxθ =
∞∑
k=1

(xTxθ(k)Qxθxxθ(k) + τ 2xθ(k)Rxθ), (A.87)

Donde Qxθ ≥ 0, Rxθ > 0 y Pxθ es la solución a la ecuación algebraica del tipo de Riccati

dada por:

Pxθ = ATxθPxθAxθ − ATxθPxθBxθ(Rxθ +BT
xθPxθBxθ)

−1BT
xθ +Qxθ. (A.88)
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A.3. Algoritmos.

Figura A.2: Diagrama de flujo interfaz gráfica.



A.3 Algoritmos. 165

Figura A.3: Diagrama de flujo UAV.
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Figura A.4: Diagrama de flujo ULV.
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Figura A.5: Diagrama controlador PID h́ıbrido autosintoniable.
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Apéndice B

Planos y esquemas

Figura B.1: XBee PIX-HAWK® pinout [21].

Figura B.2: RPlidar PIX-HAWK® pinout [22].
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Figura B.3: Conexión sensor PX4-Flow y controlador PIX-HAWK® [22].

Figura B.4: ESP32 wrover pin-out.

Figura B.5: Sensor de altura del carro transversal del rover.
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Figura B.6: Driver de los motores del ULV.
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Figura B.7: Smart driver de los motores del ULV.
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Figura B.8: Conexión PIX-HAKW® motores para motricidad del ULV.
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     Nota: Elemento no implementado en este trabajo 

������

Figura B.9: PIX-HAWK® elementos y componentes [21].
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Subir Bajar Derecha Izquierda
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Baja velocidad sentido horario
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Alta velocidad sentido horario
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Figura B.10: Movimientos del UAV en función de las velocidades de sus motores.
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Adelante Atrás

Rotar izquierda Rotar Derecha

Giro sentido horario

Giro sentido antihorario

Rotar dirección a la izquierda

Rotar dirección a la derecha

Figura B.11: Movimientos del ULV en función del giro de sus motores.
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Figura B.12: Curvas de comportamiento gases detectados por el sensor MQ135.

Figura B.13: Sensor MQ135.
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182 Apéndice B: Planos y esquemas

 6
9.

77
 

 39 

 4
 

 28 

 5
4.

38
 

 26.69 

 6.93 

A A

B B

C C

D D

E E

F F

4

4

3

3

2

2

1

1

DIBUJ.

VERIF.

APROB.

FABR.

CALID.

SI NO SE INDICA LO CONTRARIO:
LAS COTAS SE EXPRESAN EN MM
ACABADO SUPERFICIAL:
TOLERANCIAS:
   LINEAL:
   ANGULAR:

ACABADO: REBARBAR Y 
ROMPER ARISTAS 
VIVAS

NOMBRE FIRMA FECHA

MATERIAL:

NO CAMBIE LA ESCALA REVISIÓN

TÍTULO:

N.º DE DIBUJO

ESCALA:1:2 HOJA 1 DE 1

A4

PESO: 

Doctorado en Ciencias en Automatización 
y Control UAEH

Gimbal UAV

Gimbal para UAV

Figura B.20: gimbal UAV diseño.
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Figura B.21: Esquema de tarjeta electrónica RAS-PIX.
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Figura B.22: Esquema de tarjeta electrónica usada para control de gimbal.
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Abstract: The Unmanned Aerial Vehicle (UAV) attitude stabilization problem has been dealt with
in many previous works through applying a vast range of philosophies of control strategies. In
this paper, a discrete controller based on a Linear Quadratic Regulator (LQR) plus integral action is
synthesized to stabilize the attitude and altitude of a quadrotor helicopter. This kind of control strategy
allows us to reduce the energy consumption rate, and the desired UAV behavior is properly achieved.
Experimental tests are conducted with external disturbances such as crosswinds deliberately added
to affect the performance of the aerial vehicle. This provides experimental evidence that the integral
part considered in the proposed control strategy contributes to improving the performance of the
vehicle under external disturbances. In fact, a comparative analysis of potential and kinetic energy
consumption is developed between the Optimal Integral Controller (OIC) and a Proportional Integral
Derivative Controller (PID), allowing us to determine the level of improvement of the closed-loop
system when the discrete Integral Optimal Controller is applied.

Keywords: optimal controller; energy consumption; stabilization; quadcopter

1. Introduction

In recent years, several works have been reported in the literature addressing the
application of optimal control of quadrotors [1,2]. However, this issue remains interesting
to the scientific community because it represents a current challenge from the point of view
of control theory and engineering (mainly its real-time applications). Many techniques
related to optimal control philosophy have been applied to UAVs, but this paper proposes
to add an integral action to Linear Quadratic Regulator, in order to improve the perfor-
mance of the closed-loop system. Moreover, both the mathematical model and synthesized
control strategy are obtained in discrete time domain, ensuring a better representation to
be programmed in a microcontroller such that Rabbit 4300. In this sens, recent reported
works have demonstrated that it is possible to ensure the stability in discrete-time do-
main for multi-input-multi-output (MIMO) systems. This has been achieved through a
generalization of the Letov formula, as mentioned in [3].

A typical control strategy with integral action is the Proportional-Integral-Derivative
(PID) controller, which is widely used in industrial processes and devices because it can
be heuristically tuned independently of the mathematical model of the system and can
be used in both linear and nonlinear systems. However, there also exist many graphical
and theoretical methods to tune it considering the dynamical behavior or the mathematical
model of system.

It is well known that the integral action of a PID controller provides a correction for
steady-state tracking error even in the presence of uncertainties [4], providing some degree
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of robustness to the control loop. Although this three-action controller is a powerful idea,
sometimes it is not efficient or appropriate for a specific tasks. Then, it can be improved by
modifying the control parameters with an adaptive scheme or by adding a nonlinear part.

This contribution uses the advantages of the integral action of the PID controller
combined with modern control techniques through regulation via optimal control in order
to improve the performance of a quadrotor when it executes an attitude and altitude
stabilization task. Integral control applied to Unmanned Aerial Vehicles has been explored
in some reported works. An integral predictive and nonlinear robust control strategy was
synthesized in [5], wherein the authors solve the path-following problem for a quadrotor
helicopter. The proposed control structure has a hierarchical scheme consisting of a model
predictive controller to track the reference trajectory together with a nonlinear H∞ controller
to stabilize the rotational movements of the considered vehicle; satisfactory simulation
results were presented. In [6], an Integral Backstepping controller and motion planning are
combined to stabilize the helicopter using point-to-point steering stabilization. Simulation
results were presented to test the performance of the closed-loop system and its robustness.
The same technique was presented in [7]: the goal of this work was to stabilize the attitude,
altitude, and position of the vehicle. Satisfactory results for autonomous take-off, hover,
landing and collision-avoidance tasks were presented, and all were validated on the OS4
simulation platform.

In addition, a comparison between PID, Linear Quadratic Regulator (LQR) and nonlin-
ear controllers (Adaptive Integral Backstepping Controller) was exposed in [8]. A nonlinear
control approach was proposed based on a recursive Lyapunov methodology using the
Backstepping technique and an adaptive scheme. Satisfactory simulations and real-time
experiments were conducted. In [9], LQR continuous control was used to stabilize the atti-
tude and altitude of an Octocopter. Numerical simulations demonstrated the effectiveness
of the control strategy under nominal conditions, and the authors improved the LQR by
adding integral action to the altitude controller. In [10], once again an LQR methodology
and integral state augmentation were adopted to achieve the desired performance of the
control system. The unmeasured state variables were estimated by means of a reduced-
order observer. Satisfactory simulation results for the UAV helicopter were presented.
Toledo et al. [11] conducted similar work in which they used a control scheme based on
Integral Backstepping with sliding modes applied to a multi-rotor vehicle. This control
methodology was experimentally tested using the vision system Optitrack. Results were
reported for the altitude z and displacement on the x- and y-axes. However, no analysis of
energy consumption was presented, nor were real-time tests with external disturbances
conducted and reported. In [12], Elkhatem published LQR and LQR-PI controllers that are
applied to a quadcopter. The high performance and robustness of the Linear Quadratic
Regulator controllers ensure the ability to reduce deviations in state trajectories with mini-
mal control effort. In this work, the weighting matrices are automatically adjusted through
a novel method using the full state of the flying robot. Feasibility and performance of the
closed-loop system is only tested by simulation routines.

In the literature, it is possible to find documents in which the LQR technique is
combined with other types of controllers, such as fuzzy controllers. For example, in [13],
Malik presents the development of a longitudinal controller design for an autonomous
unmanned aerial vehicle (UAV). In this work, the researchers proposed a dual-loop (inner–
outer loop) control method based on intelligent algorithms. The inner feedback loop of
controller uses a Linear Quadratic Regulator (LQR) to ensure adaptive stability. Meanwhile,
the outer loop controller employs a Fuzzy-PID algorithm for deal with the trajectory
tracking task.

Moreover, neuro-fuzzy controllers have also been recently used for the control of
UAVs. In [14], Jinjun Rao et al. developed a position control approach for a quadrotor using
a cascade Fuzzy Neural Network (FNN). This approach requires offline neural network
training, combining the benefits of fuzzy systems and neural networks. According to
authors, this fuzzy control strategy demonstrated its ability to minimize the overshoot and
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the settling time. This was tested by conducting flight simulations and real-time flights
using a DJI Tello quadrotor UAV, showing an acceptable position control performance.
In fact, one of advantages of neuro-fuzzy controllers is their ability to handle nonlinear
systems, which offers better adaptability. Particularly, the controller architecture proposed
in that work allows to optimize the use of the robot’s energy resources and also providing
robustness to the control loop. Also, this produces a balance between adaptability and
efficiency, making it particularly useful for UAV applications where energy efficiency and
robust control are crucial. That type of controller can also be used in other fields such as
the study of seismic structural control. In this field, the contributions reported works by
Abbas and his collaborators in [15–17] should also be mentioned, they use neuro-fuzzy
controllers and a PID controllers to tackle both stabilization and trajectory tracking task for
aerial robots.

In this contribution, UAV stabilization is tackled using a controller that combines
an optimal strategy (LQR) with the integral action. A difference from other reported
works such as [5,9,10,12] is that this optimal synthesized controller is tested in a real-time
setting, providing experimental results for the altitude stabilization problem in a four-
rotor helicopter. To control the position and orientation of the vehicle, the system was
subdivided into four subsystems, as was proposed in [18], and the integral action is added
as an additional state variable [4] in the four subsystems. A previous exact linearization was
performed on the dynamical model in order to remove the Coriolis terms and transform
the rotational dynamics in the second-order differential equation depending on external
torque inputs. So for control of the altitude and attitude of the UAV, four optimal controls
with integral action are proposed: one for each subsystem. The controllers for rotational
dynamics are synthesized using the assumption that pitch, roll and yaw are inside a
bounded region around the origin, which is an equilibrium point for this aerial vehicle.
The proposed optimal control strategy assumes that all state variables are available. Our
proposal is experimentally tested in takeoff and altitude stabilization tasks. An Optitrack
vision system is used to obtain the whole state of the vehicle, and satisfactory results are
obtained when the optimal discretized controller with integral action is applied.

So the main contributions of this work are:

1. Synthesis, analysis and implementation of Optimal Integral Control (OIC) tuned
under the QR approach and applied to trajectory tracking of takeoff and hover flight
of UAVs.

2. Experimental validation of the OIC by real-time tests in the presence of induced
crosswind disturbances applied during the trajectory tracking of takeoff and hover
flight of a UAV, allowing the analysis of the robustness of the closed loop with the
proposed control scheme.

3. Comparison of the kinetic and potential energy between the PID and the Optimal
Integral Control when a trajectory tracking task is executed for the take-off and
hover-flight phases of the UAV in the presence of induced crosswind.

The paper is organized as follows: The nomenclature and symbols used throughout
this document are presented in Section “Nomenclature”, while the introduction is reported
in Section 1. Moreover, Section 2 is devoted to showing the mathematical model of the
UAV together with the synthesis of the proposed control law. In Section 3, the experimental
platform is shown. Real-time experimental results are displayed in Section 4, and finally,
the conclusion and discussion are reported in Section 5.

2. Control Strategy

In this section, we synthesize the proposed optimal controller with integral action
added. Firstly, some basic concepts about integral control are briefly recalled in order to set
up a discrete time control strategy to be applied to a quadcopter.

2.1. Integral Control

Consider the nonlinear system:
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.
x = f (x, u)

y = h(x),

where the state x ∈Rn, and the vector control u ∈Rp. The variables f and h are continuously
differentiable functions in a domain Dx × Du ⊂ Rn × Rp, and y ∈ Rp is the controlled
output. Let yR ∈ Rp be a constant reference; the integral control is a feedback state such that

y(t)→ yR, t→ ∞

Assume that the controlled output y can be measured. Note that for our case y = x
because when using the Optitrack vision system, the complete state is measurable and
therefore available. The regulation task will be achieved by stabilizing the system at an
equilibrium point where y = yR. In order to maintain it in that equilibrium condition, there
exists a pair (xss, uss) ∈ Dx × Du such that:

0 = f (xss, uss),

0 = h(xss)− yR.

Assume that these equations have a unique solution (xss, uss). Now, the integral
action is included as follows: consider the tracking error e = y− yR. Then, the following
equivalence is defined

.
σ = e = y− yR,

So control will be obtained as a feedback function of x and σ such that in the closed loop
there is an equilibrium point (x, σ) with x = xss. Assuming that the system is linearizable
around xss, σ, uss, it follows that:

.
ξ =

[
A 0
C 0

]
ξ +

[
B
0

]
v , Aξ + Bv, (1)

with

ξ =

[
x− xss
σ− σ

]
v = u− uss where:

A =
∂ f
∂x

∣∣∣∣
(x,u)=(xss ,uss)

, B =
∂ f
∂u

∣∣∣∣
(x,u)=(xss ,uss)

,

C =
∂h
∂x

∣∣∣∣
x=xss

Assume that the pair (A, B) is controllable and

rank
[

A B
C 0

]
= n + p.

Then (A,B) is controllable [4]. Then, design a matrix K such that A+ BK is Hur-
witz [4]. Consider the partition for the matrix K as [K1 K2]. The control signal is then
defined by:

u = K1(x− xss) +K2(σ− σ) + uss.

It is not difficult to verify that the closed-loop nonlinear system has a unique equi-
librium point (xss, σss) [4]. As is demonstrated in [4], the equilibrium point (xss, σss) is
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exponentially stable, and all solutions starting close enough to this equilibrium point
approach it as t tends to infinity. Then y(t)− yR → 0 as t → ∞. Following these ideas,
in this contribution, the matrix K is designed using the optimal control approach. For
altitude, we take advantage of the fact that in the mathematical model for the altitude of
the quadrotor, it can be stabilized by exact linearization, and then, it is not necessary to
linearize the nonlinear dynamics. The integral action is used to minimize the effects of
external disturbances on vehicle performance. Figure 1 shows the basic scheme for the
control of integral action.

+- + +
.ò .ò

Figure 1. Integral control scheme [4].

2.2. Mathematical Model of the Quadrotor

The following assumptions are considered in this paper to obtain a simplified version
of the mathematical model of a vehicle [7,18]

1. The quadcopter is a rigid and symmetric body.
2. The center of gravity of the vehicle coincides with the origin of the body frame.
3. The propellers are rigid and have a fixed pitch.
4. At low velocities, aerodynamic effects can be neglected.
5. The angles are restricted: −π/2 < φ < π/2,−π/2 < θ < π/2 and ψ = 0.

The dynamical model considered is that reported in [19,20] with the following
structure:

m
..
x = −u sin θ

m
..
y = u cos θ sin φ

m
..
z = u cos θ cos φ−mg

..
φ = τφ..
θ = τθ..

ψ = τψ,

(2)

where x and y are the displacements in the horizontal plane, z is the vertical position, ψ
is the yaw angle around the z-axis, θ is the pitch angle relative to the y-axis, and φ is the
roll angle around the x-axis. The control inputs are: u, τφ, τθ , and τψ, with u the collective
throttle generated by the four motors to lift the UAV; τφ, τθ , and τψ are the torques generated
around the axes x, y, and z, respectively.

Here, the authors have assumed that there exists a previous controller τ̃ = C(η, η̇)η̇ + Jτ
(see the mathematical model given by Equations (2.4) and (2.5), p. 34 of [18]), where
η = (φ, θ, ψ)T is the angular position vector, C(η, η̇) is the Coriolis terms matrix, and J is
the inertia matrix. With this control, we arrive at the last three equations of the mathemat-
ical model given by (2), which define the resulting rotational dynamics τ̃ = (τφ, τθ , τψ)T .
Figure 2 shows a schematic representation of the positions and angles of the quadrotor.
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Figure 2. Positions and angles of the UAV.

Now, in order to obtain a discrete space state representation of the mathematical model
of a flying robot, the following state variables are defined:

x1 = x, x2 = ẋ, x3 = y, x4 = ẏ,

x5 = z, x6 = ż, x7 = φ, x8 = φ̇,

x9 = θ, x10 = θ̇, x11 = ψ, x12 = ψ̇,

and discretizing the related continuous model by applying the Euler approximation consid-
ering a sampled period T, it becomes:

x1(k + 1) = Tx2(k) + x1(k)
x2(k + 1) = − T

m u(k) sin(x9(k)) + x2(k)
x3(k + 1) = Tx4(k) + x3(k)
x4(k + 1) = T

m u(k) cos(x9(k)) sin(x7(k)) + x4(k)− Tg
x5(k + 1) = Tx6(k) + x5(k)
x6(k + 1) = T

m u(k) cos(x9(k)) cos(x7(k)) + x6(k)− Tg
x7(k + 1) = Tx8(k) + x7(k)
x8(k + 1) = Tτφ(k) + x8(k)
x9(k + 1) = Tx10(k) + x9(k)
x10(k + 1) = Tτθ(k) + x10(k)
x11(k + 1) = Tx12(k) + x11(k)
x12(k + 1) = Tτψ(k) + x12(k)

All of the above was performed in order to apply a digital version of a synthesized
optimal controller with integral action to a quadrotor helicopter.
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2.3. Discrete Model and Integral Control

As mentioned previously, the mathematical model can be subdivided into four sub-
systems: subsystem z(k), ψ(k), x(k) − θ(k) and y(k) − φ(k). For subsystem z(k), we have:

x5(k + 1) = Tx6(k) + x5(k),

x6(k + 1) = T
[

u(k)
m

cos(x9(k)) cos(x7(k))− g
]
+ x6(k)

Now, we use an exact linearization as follows:

u(k) = m(u1(k) + g)(cos(x9(k)) cos(x7(k)))−1,

with these control laws for each subsystem, which are linear and are defined as:[
x1z(k + 1)
x2z(k + 1)

]
=

[
1 T
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Az

[
x1z(k)
x2z(k)

]
+

[
0
T

]
︸ ︷︷ ︸

Bz

[u1(k)],

where x5(k) , x1z(k) and x6(k) , x2z(k). Define e1z(k) = x1z(k)− x1zR(k), and e2z(k) ,
x2z(k)− x2zR(k); these are the errors for x1z(k) and x2z(k), respectively, and x1zR(k) and
x2zR(k) are the references. The augmented system for the subsystem z(k) is:

ξz(k + 1) =
[

Az 0
Cz I2

]
︸ ︷︷ ︸

Az

ξz(k) +
[

Bz
0

]
︸ ︷︷ ︸
Bz

u1(k)

where ξz(k) = [x1z(k) x2z(k) σ1z(k) σ2z(k)]
T and Cz = TI2. It is not a difficult task to

verify that the pair (Az,Bz) is controllable in a finite number of steps. Define the following
performance index:

Jz =
∞

∑
k=1

(ξT
z (k)Qzξz(k) + u2

1(k)Rz),

where Qz is a semidefinite positive matrix of appropriate dimensions and Rz is a real
positive number. As the pair (Az,Bz) is controllable, there exists an unique solution to the
Riccati equation given by:

Pz = AT
z PzAz −AT

z PzBz(Rz + BT
z PzBz)

−1BT
z + Qz,

and the solution Pz describes the optimal control for the subsystem z(k) given by:

u∗
1
(k) = −(Rz + BT

z PzBz)
−1BT

z PzAzξ∗z (k).

The discrete model for ψ(k) is given by:

x11(k + 1) = Tx12(k) + x11(k),

x12(k + 1) = Tτψ(k) + x12(k),

Let x11(k) , x1ψ(k) and x12(k) , x2ψ(k); then, the subsystem ψ(k) can be rewritten as:

[
x1ψ(k + 1)
x2ψ(k + 1)

]
=

[
1 T
0 1

]
︸ ︷︷ ︸

Aψ

[
x1ψ(k)
x2ψ(k)

]
+

[
0
T

]
︸ ︷︷ ︸

Bψ

τψ(k)

Define e1ψ(k) , x1ψ(k)− x1ψR(k) and e2ψ(k) , x2ψ(k)− x2ψR(k), where x1ψR(k) and
x2ψR(k) are the given references for the variables x1ψ(k), x2ψ(k), respectively. Then, the
augmented vector for the subsystem ψ(k):
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ξψ(k)(k) = [x1ψ(k) x2ψ(k) σ1ψ(k) σ2ψ(k)]T .

The space state representation of the augmented system is:

ξψ(k)(k + 1) = Aψξψ(k) + Bψτψ(k)

where:

Aψ =

[
Aψ 0
Cψ I2

]
, Bψ =

[
Bψ

0

]
, Cψ = TI2,

Consider the performance index:

Jψ =
∞

∑
k=1

(xT
ψ(k)Qψxψ(k) + τ2

ψ(k)Rψ)

with an appropriate dimension matrix Qψ ≥ 0 and a real Rψ > 0. As the pair (Aψ,Bψ)
is controllable in a finite number of steps, the optimal control law with integral action is
given by:

τ∗
ψ
(k) = −(Rψ + BT

ψPψBψ)
−1BT

ψPψAψx∗ψ(k),

where matrix Pψ is the unique solution to the algebraic equation:

Pψ = AT
ψPψAψ −AT

ψPψBψ(Rψ + BT
ψPψBψ)

−1BT
ψ +Qψ.

For the subsystem y-φ(k):

x3(k + 1) = Tx4(k) + x3(k),

x4(k + 1) = T
[

u(k)
m

cos(x9(k)) sin(x7(k))
]
+ x4(k),

x7(k + 1) = Tx8(k) + x7(k)
x8(k + 1) = Tτφ(k) + x8(k)

The control u(k) was defined as an exact linearization, and the optimal control u∗1(k);
then, the second equation is given by

x4(k + 1) = T(u∗1(k) + g) tan x7(k) + x4(k),

but u∗1(k) tends to zero when k tends to infinity. Then, there exists n ∈ Z+ such that for all
k ≥ nT,

∣∣u∗1(k)∣∣ is bounded and neglected; it follows that:

x4(k + 1) = gT tan x7(k) + x4(k).

Let there be a control law τφ(k) that guarantees that tan x7(k) ≈ x7(k); therefore,
x4(k + 1) = gTx7(k) + x4(k). Having this idea in mind, consider the following definition:

x3(k) , x1y(k), x4(k) , x2y(k)

x7(k) , x3φ(k), x8(k) , x4φ(k),

with this definition, the space state representation of the linearized system is:
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x1y(k + 1)
x2y(k + 1)
x3φ(k + 1)
x4φ(k + 1)

 =


1 T 0 0
0 1 gT 0
0 0 1 T
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Ayφ


x1y(k)
x2y(k)
x3φ(k)
x4φ(k)



+


0
0
0
T


︸ ︷︷ ︸

Byφ

τφ(k)

In order to use the discrete integral control, define the errors:

e1y(k) , x1y(k)− x1yR(k)

e2y(k) , x2y(k)− x2yR(k)

e3φ(k) , x3φ(k)− x3φR(k)

e4φ(k) , x4φ(k)− x4φR(k)

where x1yR(k), x2yR(k), x3φR(k) and x4φR(k) are the references for the variables x1y(k),
x2y(k), x3φ(k) and x4φ(k), respectively. Then, the augmented state vector for the subsystem
y-φ is given by:

ξyφ(k) =
[

x1y(k) x2y(k) x3φ(k) x4φ(k) σ1y(k) σ2y(k) σ3φ(k) σ4φ(k)
]T

ξyφ(k)(k + 1) =
[

Ayφ 0
Cyφ I2

]
︸ ︷︷ ︸

Ayφ

ξyφ(k)(k) +
[

Byφ

0

]
︸ ︷︷ ︸
Byφ

τφ(k)

where Cyφ = TI2. As the pair (Ayφ,Byφ) is controllable, there exists an optimal control
law τ∗φ (k)

τ∗yφ
(k) = −(Ryφ + BT

yφPyφByφ)
−1BT

yφPyφAyφx∗yφ(k)

which minimizes:

Jyφ =
∞

∑
k=1

(xT
yφ(k)Qyφxyφ(k) + τ2

yφ(k)Ryφ)

where matrix Qyφ ≥ 0 has appropriate dimensions and the realRyφ > 0. The matrix Pyφ is
the unique solution to the algebraic equation:

Pψ = AT
ψPψAψ −AT

ψPψBψ(Rψ + BT
ψPψBψ)

−1BT
ψ +Qψ.

A similar procedure is used to obtain the optimal control τ∗
xθ
(k) for the subsystem x-θ:

τ∗
xθ
(k) = −(Rxθ + BT

xθPxθBxθ)
−1BT

xθPxθAxθξ∗xθ(k)

where:

x1(k)
∆
= x1x(k), x2(k)

∆
= x2x(k),

x9(k)
∆
= x3θ(k), x10(k)

∆
= x4θ(k),

e1x(k)
∆
= x1x(k)− x1xR(k), e2x(k)

∆
= x2x(k)− x2xR(k),

e3θ(k)
∆
= x3θ(k)− x3θR(k), e4θ(k)

∆
= x4θ(k)− x4θR(k).
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The augmented vector is:

ξxθ(k) =
[

x1x(k) x2x(k) x3θ(k) x4θ(k) σ1x(k) σ2x(k) σ3θ(k) σ4θ(k)
]T ,

and the following performance index is minimized:

Jxθ =
∞

∑
k=1

(ξT
xθ(k)Qxθξxθ(k) + τ2

xθ(k)Rxθ)

where Qxθ ≥ 0,Rxθ > 0 and Pxθ is the solution to the algebraic Riccati equation:

Pxθ = AT
xθPxθAxθ −AT

xθPxθBxθ(Rxθ + BT
xθPxθBxθ)

−1BT
xθ +Qxθ

where

Ax−θ =

[
Axθ 0
Cxθ I2

]
, Bxθ =

[
Bxθ

0

]
and

Axθ =


1 T 0 0
0 1 −gT 0
0 0 1 T
0 0 0 1

, Bxθ =


0
0
0
T

,

Cxθ = TI2.

These controllers were tested on an experimental platform described in the next section.

Remark 1. The OIC strategy combines two advantages of the PID and LQR control approaches:
the integral part of the error and the penalization of the energy consumption and convergence of the
state, respectively. In contrast to the suboptimal nonlinear discrete control approach [21], which
penalizes the energy consumption and convergence of the state with state feedback plus an offset, the
OIC substitutes the offset part by the integral part, which provides more robustness in a closed loop
in the presence of external disturbances.

3. Experimental Platform

As shown in Figure 3, the experimental platform setup uses an Optitrack Flex 3 vision
system to compute the UAV’s position and orientation. The UAV has 6 markers, which
are looked at by 12 cameras; the information generated by the cameras is sent to Motive
software using the USB protocol. This information is sent to Visual C++ software from
Motive software using sockets; it allows to compute in C++ lenguage the integral control
laws applied to stabilize the UAV at hover. The PC and UAV are communicated via RS-232
wireless protocol through two Xbee Pro S1 modems at 38,400 bits per second. Furthermore,
a Futaba RF radio control is used for manual wireless control of the quadcopter, acting as
emergency control if a risk situation occurs in the UAV.

Figures 3 and 4 show how a Parrot’s frame was used to build the platform’s quadrotor.
The UAV has an embedded Rabbit module RCM4300, one inertial measurement unit
(IMU)3DM-GX3 from MicroStrain, one radio receiver and one Xbee Pro S1 modem.

The vision system obtains the position and orientation of the UAV: x(k), y(k), z(k),
θ(k), φ(k) and ψ(k). The velocity of each variable is estimated using Visual C++. Integral
control laws are computed in the same way: uPC(k) (height control computed by the PC),
τφPC(k) (roll control computed by the PC) and τθPC(k) (pitch control computed by the PC);
these control signals are sent from the PC to the Rabbit microcontroller via RS232 wireless
protocol using Xbee modems. The Futaba RF radio generates calibration signals uc(k),
τφc(k), τθc(k) and τψc(k); the first one gives an offset of the z(k) position to compensate for
gravity; the last ones give orientation offsets of the UAV’s θ(k), φ(k) and ψ(k), respectively.
In this way, the UAV’s orientation and height position are calibrated. RF radio signals are
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fixed and are only used to compensate for measurement errors caused by the IMU or the
vision system.

Cameras

PC Xbee mx odem

Radio

UAV

RF

RF

RF RS232

RF RS232

USB

USB

Figure 3. Experimental platform scheme.

Marker

IMU 3DM-GX3 Rabbit
RCM4300

Xbee Pro S1

Parrot 's Frame 

Radio Receiver

Figure 4. Quadrotor vehicle.

The UAV radio receiver sends the calibration signals to the Rabbit microcontroller
using the I2C protocol. The Rabbit microcontroller reads angular orientation from the IMU
(θIMU(k), φIMU(k) and ψIMU(k)) by the I2C protocol. The information generated by the
IMU produces computer orientation control signals in a direct way because noise affects
the vision system, causing errors in orientation measurement to the PC, so control signals
used for orientation are computed directly in the microcontroller. PC control signals, radio
calibration signals and the control signals computed in the microcontroller are added to
the calculation of u(k), τφ(k), τθ(k) and τψ(k), which allow generation of the PWM signals
applied to the four motors of the UAV (see Figure 5).
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Figure 5. System variable block diagram.

4. Experimental Results

Two experiments were conducted: The first considers the trajectory tracking problem
during takeoff and hover flight using an OIC controller in the UAV. The second one
addresses the trajectory tracking problem during takeoff and hover flight by applying the
PID and OIC controllers and incorporating crosswind disturbances to the UAV.

4.1. Implementation of Optimal Integral Control Algorithm in the UAV

By combining the Linear Quadratic Regulator (LQR) controller and the Integral Con-
troller (IC), which is the main idea presented in this research work, an Optimal Integral
Controller (OIC) is generated. The aforementioned is possible by applying an exact lin-
earization to the model of the Unmanned Aerial Vehicle (UAV) presented in [20]. The
process corresponding to this step is described in detail separately in Section 2.3 from a
mathematical perspective. As can be seen, a discrete representation of the model is required
for each subsystem of the aerial robot.

The mathematical model of the robot described in Section 2.2 is divided into four
subsystems. For each of these subsystems z(k), ψ(k), x(k) − θ(k) and y(k) − φ(k), the
integral control structure shown in Section 2.3 is applied, and the Riccati-type algebraic
equation is numerically solved for every discretized subsystem. This is done considering
the augmented penalty matrices Q andR, which have been assigned as bellow.

For the system z(k), the two matrices are defined by

Qz =


50 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

, Rz = [490]

while matrices used to penalize the subsystem ψ(t) are chosen as:

Qψ =


18 0 0 0
0 171 0 0
0 0 0.1 0
0 0 0 1

, Rψ = [180]

For the subsystems y-φ and x-θ, the penalization matrices are:
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Qyφ = Qxθ =



9 0 0 0 0 0 0 0
0 9 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


Rxθ = [40], Ryφ = [31]

To test the OIC (Integral Optimal Control) algorithm, it is applied in a controlled
environment to the UAV. Tracking a takeoff trajectory and maintaining hover flight with the
UAV is described by the following conditions: The experiments consider a sampling period
of T = 50 ms, set points of translation positions are selected at xre f (t) = yre f (t) = 0 m,
and altitude |z(t)| is chosen as zre f = 0.45t until 0.3 m; once this altitude value is
reached, the helicopter then remains there. Set points related to orientation are fixed at
θre f = φre f = ψre f = 0 deg.

The figures shown below were obtained from the real-time experimentation. Firstly,
Figure 6 shows the translational position x(t), y(t), z(t) behavior versus their respectively
set points when the Integral Optimal Controller is applied to the quadrotor helicopter.
Errors in those translational variables are shown in Figure 7. Moreover, the translational
velocities related to each of the axes are shown in Figure 8.
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Figure 6. Numerical approximations of x(t), y(t), |z(t)| and position references of the UAV when the
OIC was used.
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Figure 7. Numerical approximations of the position errors ex(t), ey(t), ez(t) when the OIC was
applied to the UAV.
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Figure 8. Numerical approximations of ẋ(t), ẏ(t), ż(t) from UAV when the OIC was used.

The pitch, roll and yaw orientations are shown in Figure 9; angular rates for all
orientation variables are shown in Figure 10.
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Figure 9. Numerical approximations of pitch, roll and yaw angles of the UAV when using the OIC.
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Figure 10. Numerical approximations of pitch, roll and yaw angular velocities of the UAV when
applying the OIC.

The torque control signals are shown in Figure 11, the force control signal is shown in
Figure 12, and these control signals are calculated using the integral control algorithm in
the discrete quadcopter model.
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Figure 11. Numerical approximations of torque control signals using the OIC.
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Figure 12. Numerical approximation of force control signal u(t) using the OIC.

The quadrotor trajectory is shown in Figure 13; this trajectory was subdivided into
three trajectories for takeoff, flight and landing of the UAV. In the blue line, one can observe
the UAV’s takeoff, while the hover flight of the robot is represented in dark green, and the
landing phase is visualized in light green. Each set of points signifies the division of the
overall trajectory into these three phases: takeoff, flight, and landing.
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Figure 13. Full 3D path of the UAV using the OIC.

4.2. Robustness Test under Crosswind Conditions

Additional experiments were conducted to test the robustness of the integral control
strategy. This experiment allows to evaluate how the robustness provided by the integral
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action affects the UAV’s flight performance. So, a fan is used to apply a crosswind to
aerial platform with a velocity of 4.3 m/s (at 19 ◦C). This external disturbance was sup-
plied to the system from 50 to 150 s. These conditions were used for both PID and OIC
controllers. Figure 14 shows the translational position behavior of the vehicle under this
crosswind condition.

Moreover, Figure 15 shows the position errors experienced by the four-rotor rotorcraft,
and Figure 16 depicts the control signals applied in real time. The magnitude of the control
signals shows the feasibility of integral control. Finally, Figure17 shows the force generated
by the control signal u(t) (corresponding to the collective throttle) when the flying platform
was subjected to wind disturbances.
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Figure 14. Numerical approximations of set-points and positions x(t), y(t), |z(t)| of the quadcopter
when a crosswind was applied.
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Figure 15. Numerical approximations of position errors of the quadcopter when it was disturbed.
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Figure 16. Numerical approximations of torque control signals using the OIC when the quadcopter
was disturbed.
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Figure 17. Force control signal u(t) using the OIC applied when the quadcopter was disturbed.

4.3. Comparative Analysis of Energy Consumption between OIC and Conventional PID Controller

This experimental protocol enables a detailed evaluation of the efficacy of the integral
control algorithm within an LQR control system applied to UAVs, providing empirical
evidence of its performance, robustness and energy efficiency compared to a conventional
PID controller. Total energy consumption was computed using potential and kinetic
energies. This calculation was performed for both the tuned heuristic PID controller and
the OIC optimal controller proposed in this research work. The total energy behavior for
each scenario is illustrated in Figure 18. Furthermore, Table 1 presents the electrical energy
savings comparison between the controllers. These data were derived from a series of
30 experiments.

As evident in Table 1, the OIC (Optimal Integral Controller) improved the electrical
energy consumption by 53.05% compared to a conventional PID controller. This proves
that the use of a LQR (Linear Quadratic Regulator) controller in conjunction with integral
action can save energy in a four-rotor aerial robot. In addition, it provides robustness
to the control loop, enabling it to absorb unmodeled dynamics or external disturbances,
as has been demonstrated in Section 4.2. Although these experiments were conducted
in a controlled environment, it is clear that the control algorithm will work efficiently in
outdoor flights, proving that the robot state approximation is accurate and the robot model
is correctly parameterized.
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Figure 18. Total energy consumption comparison using a PID controller and the OIC.

Table 1. Energy saving.

Controller Total Energy (kJ) Saved Energy %

Proportional Integral
Derivative 3.3718 0

Optimal Integral Controller 1.7888 53.0514

5. Conclusions

Satisfactory experimental results using integral control are obtained. So, can be stated
that the Optimal Integral Controller (OIC) improves the LQR controller behavior, because
it includes an integral term. Moreover, the tuning of integral action can be optimally
conducted by solving the discrete Riccati Algebraic Equation associated to LQR problem, al-
lowing to penalize the energy consumption and the convergence rate of the state. According
to optimal control theory, the exact linearization applied to the altitude and yaw subsystems
allows for stability of the closed loop, and then it is guaranteed. For the subsystems y-φ
and x-θ, although the optimal control obtained was synthesized using a linearized model,
the experimental tests show the robustness of the controller, and the real-time results show
an important energy savings rate. So using this strategy, it is possible to achieve proper
UAV stabilization for both attitude and position. As future work, it is intended to apply
this control strategy in external environments to verify the robustness and efficiency of the
algorithm in outdoor flights. This will be carried out on a UAV with the same configuration
as proposed in this investigation. Other future work includes experiments in a wind tunnel
to evaluate the discharge time of the battery in order to compare the performance of the
controllers more accurately.
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Abbreviations

The following abbreviations are used in this manuscript:
FNN Fuzzy Neural Network
IMU Inertial Measurement Unit
LQR Linear Quadratic Regulator
OIC Optimal Integral Controller
PC Personal Computer
PID Proportional Integral Derivative Controller
PWM Pulse Width Modulation
RF Radio Frequency
UAV Unmanned Aerial Vehicle

Nomenclature

Table of variables, concepts, and units for UAV dynamics:
Variable Concept Units
x Horizontal displacement in the x-axis Meters (m)
y Horizontal displacement in the y-axis Meters (m)
z Vertical position in the z-axis Meters (m)
ψ Yaw angle, rotation around the z-axis Degrees (deg)
θ Pitch angle, rotation around the y-axis Degrees (deg)
φ Roll angle, rotation around the x-axis Degrees (deg)

u
Thrust force generated by the motors to
lift the UAV

Newtons (N)

τφ Torque generated around the x-axis Newton meters (Nm)
τθ Torque generated around the y-axis Newton meters (Nm)
τψ Torque generated around the z-axis Newton meters (Nm)
m Mass Kilograms (kg)
g Gravity Newton (N)
x System state Depends on the system
u System control Depends on the system
y Controlled output Depends on the system
yR Output reference Depends on the system
Dx State variable domain Depends on the system
Du Control variable domain Depends on the system
f State function Depends on the system
h Output function Depends on the system
xss Steady-state Depends on the system
uss Steady-state control Depends on the system
e Tracking error Depends on the system
σ Accumulated error Depends on the system
A, B, C State, control and output matrices Depends on the system
ξ Adjusted state Depends on the system
v Adjusted control Depends on the system
K Control gain matrix Depends on the system
xn State variable Depends on the system
xn(k) Discrete state variable at step k Depends on the system
xn(k + 1) Discrete state variable one step ahead Depends on the system
ξz(k) Adjusted state at step k Depends on the system

Am,Bm, Cm
State, control and output matrices of the
m system

Depends on the system

Jm Performance index of the m system Depends on the system

Qm
Weighting matrix for state of the m
system

Depends on the system

Rm
Weighting factor for control input for
the m system

Depends on the system

um(k) Control input at step k of the m system Depends on the system

Pm
Solution to the Riccati equation of the m
system

Depends on the system
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