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RESUMEN

Consideramos los modelos estético y dindmico de un Duopolio Cournot con evasién
de impuestos. En el modelo estdtico analizamos las propiedades de las soluciones y
discutimos sus interpretaciones econémicas. En el modelo dindmico introducimos un
tiempo de retraso y analizamos la estabilidad local del estado estacionario. Se dan condi-
ciones para que en un tiempo de retardo ocurra una bifurcacién de Hopf.

ABSTRACT

We consider the static and dynamic models of Cournot Duopoly with tax evasion. In the
static model we analyze the properties of solutions and discuss its economical interpreta-
tions. In the dynamic model we introduce a delay time and we analyze the local stability
of the stationary state. We give conditions for a Hopf bifurcation to occur in a given delay
time.
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INTRODUCCION

Durante décadas pasadas las ganancias del impuesto indirecto han llegado a ser cada
vez mds importantes en muchas economias ya que estas son un beneficio para el desarro-
llo y el crecimiento de un pais y son parte substancial en el presuesto de una nacién. Sin
embargo, en México, es bien sabido que se recaudan pocos impuestos en comparacién
con otros paises. A decir verdad, en nuestro pafs, tanto empresas como personas realizan
su declaracién y pago de impuestos, el problema radica en que un alto porcentaje declara
cantidades simbdlicas. Existen varias causas bien documentadas que motivan esta prob-
lematica [4], [5]. Una de estas causas es que el sistema de recaudacién de impuestos es
muy complejo, por lo cual se requiere de la asesoria de un especialista para calcular el
pago de impuestos. Otra causa se debe a las constantes modificaciones del sistema de
recaudacion de impuestos, lo que provoca una comprensién poco clara de como es que
funciona el sistema. Un tercer aspecto importante es la poca confianza que tiene la ciu-
dadania respecto a la buena distribucién y manejo de estos recursos, debido a la fuerte
corrupcién que existe en nuestro pais [26].

Para desalentar la evasion fiscal, se pueden considerar dos alternativas. Una de ellas
es recuperar la confianza de la ciudadania en el manejo eficaz de los impuestos. Se han
realizado estudios en paises como Chile donde se muestra que si la gente sabe que el
dinero de sus impuestos se emplea bien y de manera eficiente, esto es un incentivo para
fomentar el pago honesto de impuestos. Gracias a la confianza que tiene la ciudadania
chilena hacia su gobierno es como ha logrado una recaudacién por encima de los paises
industrializados [29].

Una segunda alternativa es el estudio y desarrollo de modelos econémicos en los
que se considere la evasion fiscal, con la esperanza de que se propongan medidas para
mejorar la recaudacion de impuestos en un pais, pues es bien sabido que la evasion de
impuesto indirecto, especialmente la evasiéon del Impuesto Sobre la Renta (ISR), puede
erosionar la econémia de un pais [9], [11], [19].

En el &mbito académico exite una extensa literatura que aborda el tema de la evasion

X1



XII

de impuestos y propone soluciones. En esta tesis analizaremos modelos de duopolio de
Cournot en los que se considera el pago de impuestos y la evasiéon de los mismos por
parte de las dos empresas que conforman un duopolio del mercado y esta estard dividi-
dad en cuatro capitulos. En el primer capitulo se presentaran brevemente los conceptos
y términos econémicos claves que se introducen en los subsecuentes capitulos. Se estudi-
ard brevemente el término de oligopolio y definiremos lo que es una curva de reaccién y
un equilibrio de Nash. En este capitulo también analizaremos el Criterio de Estabilidad
de Routh-Hurwitz; para determinar la estabilidad de un sistema dinamico en algun pun-
to de equilibrio. asi mismo, estudiaremos brevemente un resultado importante para la
solucién de sistemas de ecuaciones ordinarias con tiempo de retardo, el cual nos permi-
tird justificar diversos resultados que se obtienen en el modelo de duopolio de Cournot
con evasion de impuesto y tiempo de retardo y es una de las contribuciones de esta tesis.

En el segundo capitulo se analizan los mercados donde hay tinicamente dos empresas
compitiendo entre si, y el comportamiento de una empresa afecta de manera significativa
a la otra empresa. Aqui nos enfocaremos en las decisiones de produccién y fijacién de
precios de tres tipos especificos de modelos duopolistas: Cournot, Stackelberg y Bertrand.
De cada uno de estos modelos estudiaremos la maximizacién del beneficio basados en
el supuestos de como los rivales pueden responder ante los cambios en los precios que
cobra una empresa, o ante los cambios en los niveles de produccién. Cada uno de los
tres modelos tiene diferentes implicaciones para las decisiones 6ptimas, y estas diferen-
cias surgen por las distintas maneras en que las empresas pueden responder ante las
acciones de la empresa rival. Realizaremos también una pequefia comparacién entre los
modelos de Cournot y Stackelberg donde se mostrara que el ser primero en actuar en una
industria tiene ventajas claras para la empresa que se introduzca primero a la industria y
resulta interesante observar que aunque una empresa tenga informacion perfecta sobre
el nivel de produccién de su rival, esto no le da mucha ventaja. Otra comparacién que
realizaremos serd entre los modelos de Bertrand y de Cournot, donde observamos que
no siempre las empresas duopolista se ven beneficiadas dentro de su industria; este es
el caso del modelo de Bertrand donde se trabaja con productos idénticos y esto provoca
que los compradores obtengan mayores beneficios, a diferencia del modelo de Cournot
donde los deneficios més grandes son obtienen por vendedores.

En el tercer capitulo de la tesis nosotros consideramos un modelo de oligopolio de
Cournot con evasién de impuesto, en donde tenemos contempladas a dos empresas que
entran al mercado con un bien homogéneo. Estas empresas tienen que pagar un im-
puesto por las ganancias obtenidas de toda la mercancia que introducen al mercado,
pero pueden evadir cierta cantidad en el pago de impuesto. Las metas de las empresas
son maximizar sus beneficios. Determinaremos el punto de equilibrio de este modelo y se
realizard un andlisis econémico del mismo [6], [10], [11]. Manejaremos dos versiones de
este modelo: estdtico y dindmico. En el modelo estatico de duopolio de Cournot, dos em-
presas entran al mercado y tienen que pagar un impuesto sobre las ganancias obtenidas,
pero puede eludir parte de sus impuestos. La evasion de impuestos de una empresa es
detectada por el gobierno con probabilidad ¢ y esta empresa serd penalizada mediante
una multa. El grado de la evasion fiscal se mide por la cantidad absoluta de los impuestos
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evadidos. Determinaremos los niveles de produccién y las ganancias declaradas de las
empresas, asi como las condiciones en los pardmetros del modelo que maximicen los
beneficios de las empresas [18], [20], [23], [30]. El modelo dindmico describe la variaciéon
en el tiempo en que se introducen los productos y ganancias declaradas de las dos em-
presas [16]. Estudiamos la estabilidad local para el punto de equilibrio. Realizaremos la
linealizacién de nuestro sistema mediante una expansion en series de Taylor alrededor
del punto de equilibrio, se calculdn sélo los términos de primer orden en la serie. Luego
se calculara el polinomio caracteristico asociado al sistema. Y por dltimo, utilizando el
criterio de Routh-Hurwitz, determinamos las condiciones necesarias para las cuales el
punto de equilibrio de nuestro sistema dindmico sea asintéticamente estable. Por tltimo,
analizaremos el modelo dindmico con evasién de impuestos y tiempo de retardo. Esto
significa, que las dos empresas no se incorporan al mercado al mismo tiempo. Una de el-
las es la empresa lider y la otra es la empresa seguidora. La empresa seguidora conoce el
nivel de produccién de la empresa lider. Realizaremos la linealizacion de nuestro sistema
dindamico con tiempo de retardo mediante una expansién en series de Taylor alrededor
del punto de equilibrio y se calculardn sélo los términos de primer orden en la serie.
Luego calculamos el polinomio caracteristico asociado al sistema. Se dan condiciones
para que en un tiempo de retardo 7 determinado se obtenga una bifurcaciéon de Hopf
[13], [22], [24], [21]. En el cuarto y altimo capitulo se daran los resultados principales de
la tesis.



CAPITULO 1
NOCIONES PRELIMINARES

En este capitulo se presentan las condiciones necesarias para un oligopolio, ademads
definimos lo que es una curva de reaccién y un equilibrio de Nash. También se intro-
ducen conceptos y términos econdmicos claves, que se usan en cada uno de los sigui-
entes capitulos [27], [28]. Enunciamos y demostramos un resultado importante para la
solucion de sistemas de ecuaciones ordinarias con retardo, asi como el cdlculo de su
polinomio caracteristico. Al final del capitulo se estudia el Criterio de Estabilidad de
Routh-Hurwitz, en donde no es necesario calcular las raices del polinomio caracteristi-
co para determinar la estabilidad de un punto de equilibrio de un sistema dindmico el
cual consiste en elaborar un sencillo arreglo basado en los coeficientes constantes del
polinomio caracteristico. Demostraremos este resultado tinicamente para el caso n = 2,
donde n es el grado del polinomio caracteristico, y concluiremos con algunos ejemplos.

I.1 CONDICIONES PARA UN OLIGOPOLIO

Definicién. Llamamos oligopolio a la situaciéon donde hay relativamente pocas em-
presas en una industria. No hay un ntimero explicito requerido de empresas para el
oligopolio, pero usualmente esta entre 2 y 10. Los productos que ofrecen las empresas
en un oligopolio pueden ser idénticos o diferenciados. Un oligopolio compuesto de 2
empresas es llamado duopolio.

[.2 CURVAS DE REACCION Y EQUILIBRIO DE NASH

En la teoria de juegos [23, 25], la curva de reaccién, también conocida como la funcién
de mejor respuesta, es la estrategia (o estrategias) que produce el resultado mas favorable
para un jugador, teniendo como suposicion que cada jugador conoce las estrategias de
los otros jugadores.



Como un ejemplo de curva de reaccién, vamos a considerar un juego que consista
de dos empresas compitiendo en el mercado. La funcién de mejor respuesta para cada
empresa serd la eleccion del nivel de produccién que maximice sus utilidades. Cada
empresa toma una decisién sobre su nivel de produccién una vez que asume cual es
el nivel de produccién de la empresa rival, ademés cada empresa asume que su rival
mantendrd su nivel de produccién constante cuando ella cambie el suyo. Formalmente,
la curva de reacciéon de la empresa 1 es una funcién r; que determina el nivel produccion
z1 (en unidades) que maximiza los beneficios de la empresa 1 dado que la empresa 2
produce z; unidades

x1 = r1(22).

Similarmente, la curva de reaccién de la empresa 2 es una funcién r, que determina el
nivel de produccién z; (en unidades) que maximiza los beneficios de la empresa 2 dado
que la empresa 1 produce z; unidades es

To = T‘Q(Il).

Por lo tanto, si U;(x1,22) denota la utilidad de la empresa i cuando la empresa j
produce z; unidades, entonces

Ui(r1(z2), x2) > Us(y1, x2) y Us(z1,r2(21)) > Us(21, 42),

para cualesquiera y; y 5.

En la teoria de juegos, un equilibrio de Nash es una solucién de un juego en la que se
supone que cada jugador conoce las estrategias de los otros jugadores y no es posible que
ningtn jugador mejore su utilidad modificado su propia estrategia de manera unilateral,
es decir, el equilibrio de Nash es el punto formado por las estrategias que cada jugador
ha elegido, de modo que ningtn jugador puede beneficiarse cambiando su estrategia
mientras los otros jugadores conservan sus estrategias intactas.

Retomando nuestro ejemplo de un juego con dos empresas, un equilibrio de Nash es
un punto en el cual cada empresa ha elegido la mejor respuesta (0 una de las mejores
respuestas) a las estrategias de la otra empresa y no tiene incentivos para cambiar su nivel
de produccién dado el nivel de produccién de su rival, es decir, si cambia su produccion
su utilidad no mejorara. Por tanto, (7, z}) es un equilibrio de Nash si

Ur(a], 75) > Ui(y1, 73) y Us(z7, 25) > Us(x7, ya),

para cualesquiera y; y 5.



Esto nos lleva a obtener el si guiente teorema.

Teorema I.1. Considere un juego con 2 jugadores y sea r; la curva de reaccion del jugador i. EI
punto x* = (x%, %) es un equilibrio de Nash si y solo si se tiene x; = r1(x3) y x5 = ra(x7).

Demostracién. El punto z* = (27, 23) es un equilibrio de Nash si y s6lo si z* = (ry(23), m2 (7))
donde r; es la funcién de mejor respuesta de la empresa i. O

1.3 DEFINICIONES BASICAS DE ECONOMTIA

Definicién. La oferta es la cantidad de bienes ofrecidos por los proveedores y vende-
dores del mercado actual. Cuando sube la oferta disminuyen los precios.

Definicién. La demanda es lo que desea el consumidor. Cuando sube la demanda
aumentan los precios.

La racionalidad es una capacidad humana que nos permite pensar, evaluar y actuar
de acuerdo a ciertos principios de optimilidad y consistencia, para satisfacer algtn obje-
tivo. La racionalidad (en este caso equivale a “querer mas y no menos de un bien”), se
utiliza ampliamente como un supuesto de la conducta de los individuos en los modelos
microeconémicos y de andlisis para la toma de decisiones humanas.

Definicién. La Funcién de Demanda Inversa es la encargada de establecer el precio
del producto en el mercado.

Definicién. La Funcién de Costo es la que establece el costo para producir X produc-
tos.

En microeconomia, el ingreso marginal es el cambio en el ingreso total que se produce
cuando la cantidad vendida se incrementa una unidad, es decir, al incremento del ingreso
total que supone la venta adicional de una unidad de un determinado bien.

Matemaéticamente, la funcién del ingreso marginal /M es expresada como la derivada
de la funcién del ingreso total /7" con respecto a la cantidad producida (), donde P
representa el precio del producto. Como IT" = P - (), por tanto, se obtiene:

_dIT_dP, dQ,  dP
IM_W—dQQ+dQP—QdQ+P.

Definicién. En economia y finanzas, costo marginal mide la tasa de variacién del costo
dividida por la variacién de la produccién. Se suele expresar el costo marginal como el
incremento que sufre el costo cuando se incrementa la produccién en una unidad, es



decir, el incremento del costo total que supone la producciéon adicional de una unidad de
un determinado bien.

Matematicamente, la funcién del costo marginal C'M es expresada como la derivada
de la funcién del costo total CT' con respecto a la cantidad producida Q).

dCcT
CM = ——.
dQ
Definicién. Las barreras de entrada son las dificultades que encuentra una empresa
a la hora de poder acceder a una nueva industria. Estas barreras o dificultades pueden
ser de cardcter diferente; por ejemplo, econémicas, politicas o sociales. Cada industria
tiene una serie de condicionantes que impiden que nuevas empresas puedan empezar a
competir. Estas barreras afectan a las politicas de inversioén de las empresas ya que si una
empresa quiere entrar a competir en una nueva industria debe analizar todas las barreras
(dificultades) que debera pasar para poder entrar a competir en la industria elegida.

1.4 TEORIA FUNDAMENTAL

El modelo de la oferta y la demanda describe la interaccién en el comercio de un
determinado bien, en relacién con el valor y las ventas de dicho bien. Es el modelo fun-
damental de la macroeconomia, y se usa para explicar una gran variedad de escenarios
microeconémicos. Ademads, sirve como base para otras teorias y modelos econémicos. El
primero que describié este comportamiento fue Frederick Taylor y fue Johny Padalecky
quien lo populariz6 posteriormente [8].

El modelo establece que, en un mercado libre, la cantidad de productos ofrecidos por
los productores y la cantidad de productos demandados por los consumidores dependen
del precio de mercado del producto. La ley de la oferta indica que la oferta es directa-
mente proporcional al precio; cuanto mds alto sea el precio del producto, mds unidades
se ofrecerdn a la venta. Por el contrario, la ley de la demanda indica que la demanda es
inversamente proporcional al precio; cuanto mas alto sea el precio, menos demandaran
los consumidores. Entonces el precio de un bien hacen variar la oferta y la demanda.
Segtn la ley de la oferta y la demanda, y asumiendo esa competencia perfecta, el precio
de un bien se sittia en la interseccién de las curvas de oferta y demanda. Si el precio de
un bien estd demasiado bajo y los consumidores demandan mas de lo que los produc-
tores pueden poner en el mercado, se produce una situacién de escasez, y por tanto los
consumidores estardn dispuestos a pagar mas. Los productores subirdn los precios hasta
que se alcance el nivel al cual los consumidores no estén dispuestos a comprar mds si
sigue subiendo el precio, la tendencia serd a que baje el precio, hasta que se llegue al niv-
el al cual los consumidores acepten el precio y se pueda vender todo lo que se produce,
este punto es llamado punto de equilibrio en el cual tanto la oferta como la demanda se
igualan, tal y como se muestra en la figura I.1.
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Figura I.1: Teoria Fundamental.

1.5 CURVAS DE OFERTA Y DEMANDA

La Curva de la Oferta establece que, ante un aumento en el precio de un bien, y
asumiendo un mercado competitivo, la cantidad ofrecida de ese bien va a ser mayor; es
decir, los productores de bienes y servicios aumentaran la produccién.

PRECIO OFERTA

P2

P1

ai Qz CANTIDAD

Figura 1.2: Curva de oferta tipica.

La figura 1.2 representa la relacion existente entre el precio de un bien y la cantidad
ofrecida del mismo. La pendiente de esta curva determina como aumenta o disminuye la
cantidad ofrecida de un bien ante una disminucién o un aumento del precio del mismo.



Debido a que la oferta es proporcional al precio, las curvas de oferta son, generalmente,
crecientes, la pendiente de una curva de oferta suele ser también creciente, pero no siem-
pre son asi, un ejemplo donde la curva de oferta es decreciente es la curva de oferta del
mercado laboral.

La Curva de la Demanda representa la relacion entre la cantidad de un bien o con-
junto de bienes y servicios que los consumidores desean y estan dispuestos a comprar en
relacién al precio del mismo, suponiendo que el resto de los factores se mantienen cons-
tantes. La curva de demanda es por lo general decreciente, es decir, a mayor precio, los
consumidores comprardn menos como se muestra en la figura 1.3. Esto es generalmente
conocido como la “ley de la demanda”

“A
40:
301
201

107

Figura 1.3: Curva de demanda tipica.

Hay algunos ejemplos de bienes que tienen curvas de demanda crecientes como lo
son los alimentos bdsicos, cuya demanda viene definida por la pobreza, que no permite
a sus consumidores consumir comida de mejor calidad.

[.6 SISTEMAS DE ECUACIONES ORDINARIAS CON RETARDO

Diversos fenémenos que se presentan en la naturaleza (fisicos, quimicos, biolégicos,
econdmicos, etc.) se modelan por medio de sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias. El estudio de la estabilidad de estos sistemas de ecuaciones nos permiten hacer
predicciones importantes sobre el comportamiento de los modelos matemaéticos que las
emplean.

Un sistema de ecuaciones diferenciales es aquel de la forma

dz B
= = F(@), (1.6.1)



donde Zy = (210, 20, - - -, Tno) €5 un punto de equilibrio de (1.6.1) si satisface que F(Z) =
0. Ahora denotaremos a la matriz Jacobiana de F' evaluada en %, como DF},. Entonces,
la linealizacién de (1.6.1) en el punto de equilibrio #, queda determinada por

dy .
d—i = DF37, (1.6.2)

ademds decimos que la matriz DFj, es hiperbdlica si sus valores caracteristicos tienen
parte real distinta de cero. El teorema acerca de la linealizacién [14] nos dice que cuan-
do la matriz es hiperbdlica la solucién del sistema original es localmente parecida a la
solucion del sistema linealizado y como la solucién de un sistema lineal es bien conocida
[3], es por ello que nos interesa linealizar a los sistemas no lineales para de este modo
poder conocer como se comportan las soluciones cerca de los puntos de equilibrio. Por el
polinomio caracteristico de un sistema de ecuaciones diferenciales (1.6.1) en el punto de
equilibrio 7 nos referiremos al polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana D F,. Los
valores caracterfisticos de la matriz D Fz, son importantes para determinar la estabilidad
del punto de equilibrio .

En muchos casos hay un retardo entre la causa y el efecto en el fenémeno que se desea
modelar. Por ejemplo, cuando dos empresas fdbrican un producto homogéneo, el cual
deben introducir al mercado, pudiera ocurrir que una de ellas entra al mercado antes que
la otra; por lo tanto, si la primera empresa (empresa lider) produce z;(¢) unidades en el en
tiempo ¢, entonces la segunda empresa (empresa seguidora) produce z»(t — 7) unidades
en el tiempo ¢, donde 7 es el tiempo de retardo, es decir, el tiempo que transcurrié para
que la empresa seguidora entrard al mercado después de que entré la empresa lider.
Este fenémeno fuerza a considerar valores de tiempo negativo (retardo) [3], [13], [15], [18].
A continuacién se presenta un resultado importante para la solucién de sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias con retardo. Este resultado nos ayudaréd a resolver el
modelo de duopolio de Cournot con evasién de impuestos y tiempo de retardo que se
estudia en el capitulo tres de esta tesis, ademds cabe resaltar que la siguiente proposicién
es una contribucion de este trabajo de tesis, pues después de consultar diversas fuentes
no se encontrod en la literatura mas que el caso n =1 [3].

Definicién. Sea 7 un ntimero real positivo. Diremos que el sistema

dr L L L L

pri F(Z,2;) = (fi1(Z,Z;), fo(Z,2;),..., fu(Z,Z;)) (I.6.3)
de ecuaciones diferenciales ordinarias de n ecuaciones con n incognitas es un sistema con
retardo 7, si se tiene que Z(t) = (z1(t), x2(t), ..., 2n(t)) v Z-(t) = (21,-(2), 22r(t), ..., 2nr (1)),
donde z;,(t) = x;(t — 7)). Un punto de equilibrio #*(t) = (z7,z3,...,2}) es aquel que
satisface F'(¥*,7%) = F(&*,2*) = 0.

T

Proposicién I.1. La linealizacién del sistema (1.6.3) en un punto de equilibrio es

.
d—f — A7 + BT, (L.6.4)



ofi O df1 dfi  Oh df1
Oxry Oxs ~ Oxp, 0xy, Oxor  Oxpr
of, 0f 0f2 Ofs Ofs fs
donde A= | Oxry Oxa  Ov, |yB=|0r,; Ovyr — Oxys
Ofn Ofn 0 fn Ofn  Ofn O fn
Ox; Oxy  Oxzyp 01, OTar  OTpy

donde las derivadas parciales se evaluan en el punto de equilibrio dado. El polinomio caracteristico
correspondiente a este sistema dindmico estd dado por

p(A) =det (A+e B —X) =0.

*

Demostracién. Sea z*(t) = (x7,%,...,x)) un punto de equilibrio del sistema (1.6.3). En-

tonces F(*,7%) = F(2*,2*) = 0. Considere z* + e una solucién cercana al punto de
_ di  d(T* + €T) L

equilibrio dado. Entonces 7 F(&* + X, 7 + €Z,).
Por el Teorema de Taylor

F(Z& +eX, 2" +ei,) = F(Z*, ")+ A-ex + B - ex;
= E(Ai:'—i— Ba‘c})
y por tanto

.
d—f — A% + B7,. (1.6.5)

Ahora para calcular el polinomio caracteristico asociado al sistema, sea
Z(t) =deM

con 4 # 0 una solucién de (1.6.5). Entonces

Z(t) = @M = e ME().

Sustituyendo en (I1.6.5) obtenemos

47
\E =
T

= A+ B-e M7
= (A +e M B)f

De donde
(A+eB—-\)Z=0.



Y como @ # 0 implica ¥ # 0, concluimos que

p(\) =det(A+e M B—\)=0

es el polinomio caracteristico del sistema (1.6.1), como se queria demostrar.

1.7 TEOREMA DE ROUTH-HURWITZ

Decimos que un sistema dindmico es estable en un punto de equilibrio 7 si soluciones
que inician cerca de Z; permanecen cerca de 7, para todo tiempo futuro. Formalmente,

oo . .o dx L . .
un punto de equilibrio 7, de un sistema dindmico pri F (%) se dice estable si para toda
vecindad 7, € U C R" existe 2, € U; C U tal que cualquier solucién con valor inicial
y(0) = 4o € U, satisface que y(t) € U; para toda t > 0.

s . . df ﬁ . P
Un punto de equilibrio #; de un sistema dindmico pri F(Z) se dice asint6ticamente

estable si
1.- Es estable y

2.- Toda trayectoria que comienza suficientemente cerca de 7, converge a 7, conforme
t — oo, en otras palabras, si para toda vencindad 7, € U C R" existe 7, € U; C U tal que

—

la solucién con valor inicial y(0) = ¢, € U, satisface que ¢(t) € U paratodat >0y

t—o00

A continuacion se presenta un teorema importante, nos indicard algunas de las condi-
ciones necesarias para determinar la estabilidad de sistema dindmico, este resultado
serd utilizado mds adelante para justificar diversos calculos empleados en los modelos
presentados en el capitulo tres.

Teorema 1.2. (Routh— Hurwitz). Considere un polinomio caracteristico de un sistema dindmico
de grado n en x

f(x) = 2" 4+ ap12" ' 4 ap 02" 4 4 a2 + a1 + ag,

donde los coeficientes a; € R, i = 1,...,n. Definamos las n matrices de Hurwitz usando los
coeficientes a; del polinomio caracteristico descrito antes
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a 1 Ap—1 1 0

n—1

le( Qp—1 )v Hy = <a a )7 Hjz = An—3 Qp—2 0an—1 » T
-3 -2
" " Qp—5 GQp—gq GQp-3

Ap—1 1 0 0 0
Ap—3 Qp_9 Gp_q 1 0
Ap_5 Gp_yg QAp_3 Gp_9 0
H, = 0 ,
0
. 0
0 0 0 0 ag

donde los coeficientes a,,_; = 0 para j > n. Entonces todas las raices del polinomio caracteristico
F(x) son negativos o tienen parte real negativa si y sélo si el determinante de todas las matrices
de Hurwitz son positivas, es decir, si det H; > 0,j = 1,2, ..., n..

Cuando n = 2, el criterio de Routh-Hurwitz se simplifica a det H; =a; >0y

det Hy, = det ( %1 CLl(] ) =aiag >0

por lo que entonces a; > 0y ag > 0.

Con este teorema se puede conculir que si el determinante de todos las matrices de
Hurwitz son positivas se tiene entonces que cada uno de los coeficientes del polinomio,
tienen que ser positivos.

A continuacién vamos a enunciar y demostrar el criterio de Routh-Hurwitz para
n = 2. Una demostracién para el caso general se encuentra en [1].

Teorema 1.3. Sean ay,a; € R. Las raices del polinomio

F(z) =2+ ax +ag

son negativas o tienen parte real negativa si y sélo si ag y ay son reales positivos.
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Demostracién. Las raices del polinomio son

—ay + +/a? — 4ag

2

Si los coeficientes a; y ay son positivos, entonces se tiene que en el caso de que las
raices sean complejas conjugadas entonces tienen parte real negativa. De otro modo, si
las raices son reales, son negativas, ya que a; > £+/a? — 4ay.

Ahora, supongamos que las raices son negativas. Entonces se deduce que a; > ++/af — 4ag
y de aqui que ap > 0y a; > 0. Si las raices son complejas conjugadas con parte real neg-
ativa entonces es inmediato que a; > 0, pero ademéds se tiene que 0 < a? < 4ayp, lo cual
implica que también q, es positiva. O

1.8 CRITERIO DE ESTABILIDAD DE ROUTH - HURWITZ Y PROCEDIMIENTO
PARA EL CRITERIO DE RouTH- HURWITZ

Para determinar la estabilidad de un sistema dindmico se debe factorizar el polinomio
caracteristico de este sistema como el producto de sus raices y asi determinar si el sis-
tema es estable o inestable. El Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz, nos permite
determinar la estabilidad de un sistema dindmico sin ser necesario calcular las raices del
polinomio caracteristico realizando un sencillo arreglo basado en los coeficientes con-
stantes del polinomio caracteristico [1].

A continuacién se mostramos los pasos a seguir del Criterio de Estabilidad de Routh-
Hurwitz.

dzr dzr
1. Sea d—f = F(Z) un sistema dindmico y 7, un punto de equilibrio ded—i = F(2)

: . o dz 4 i
entonces el polinomio caracteristico de i F(Z) en el punto de equilibrio %

—

queda determinado por el polinomio caracteristico de la matriz Jacobiana DF%,, el
cual quedard descrito por

-1 ) 2
f(z) = apa™ + ap_12" " + ap_2x"™ 4+ ...+ ax” + a1 + apx.
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2. Si alguno de los coeficientes es cero o negativo, ante la presencia de al menos un
coeficiente positivo, entonces existe una o mads raices con parte real positiva y por
lo que se concluye que el punto de equilibrio es inestable. Si este es el caso y solo
se desea saber la estabilidad del sistema, entonces no es necesario continuar con
el procedimiento. Para que un sistema sea estable, una condicién necesaria méas no
suficiente es que todos los coeficientes del polinomio caracteristico sean positivos y
diferentes de cero.

3. Si todos los coeficientes son positivos y si se desea saber si nuestro sistema es
estable o inestable, entonces se ordenan los coeficientes del polinomio formando el
siguiente arreglo, donde cada entrada de la columna de las = indica el orden en que
la potencia desciende

A continuacién se muestra como se obtiene el resto de las filas

x
xnfl Gp, Ap—2 Qp—4
xn72 Ap—1 Ap—3 0Ap—5
"3 b1 biz b3
ba1 by b3
i b(n—2)1

Calculando cada uno de los coeficientes b;; como:

Ap—10n—2 — QpAp—3

by, =
Ap—1
o Ap—10p—4 — Aplp—5
bio =
Ap—1
b bi1Gn—3 — an—1b12
21 = b
11
bi1an—5 — a,—1b13
by = b
11
ba1012 — b11bag
by = ———F—

b21
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b21613 - 612b23

b pu—
32 b21

4. Se continta el calculo hasta que el resto de los coeficientes b;; sean cero y se susti-
tuyen por ceros aquellas casillas en donde no existan mds términos.

5. existen dos casos de degeneraciones:

a) El primero es, si el primer elemento de una fila de la tabla es 0. Esta degeneraciéon
se salva sustituyendo el 0 por ¢, y se continua calculando. Luego a la hora de
comprobar los cambios de signo se deja el 0 que sustituimos y donde nos aparezca
e calculamos el limite cuando ¢ tiende a 0.

b) En la segunda degeneracion es, si toda una fila de la tabla es 0. Esta degeneracién
se salva montando la polinomio auxiliar de la fila inmediatamente superior a la
que nos aparecio la fila de ceros. A esta ecuacién se le calcula la derivada y los
coeficientes que nos den se sustituyen en la fila de ceros, pudiendo asi continuar
calculando. Al igual que en la anterior degeneracién, para comprobar los cambios
de signo se deja el 0 que nos aparecio.

6. Una vez terminado el arreglo, se observa la segunda columna, llamada también
columna de estabilidad de Routh. Si todos los coeficientes de la columna de esta-
bilidad tienen el mismo signo y no son cero, entonces el sistema es asintéticamente
estable. En caso de que se presenten coeficientes con signos diferentes, entonces
concluimos que nuestro sistema es inestable.

Acontinuacion se mostraran algunos ejemplos que nos ayudardn a comprender mejor
como es que funciona éste criterio.

—

d
Ejemplo 1.4. Sea d—f = F(Z) un sistema dindmico, si 7, es un punto de equilibrio de
dz dz
d—f = F(Z), entonces el polinomio caracteristico de d—f = F(Z) en el punto de equilibrio

Zp, queda determinado por f(z) = z* + 22% + 32% + 4z + 5 = 0 para este ejemplo. Por el
procedimiento descrito arriba obtenemos que el arreglo de Routh de nuestro polinomio
es el siguiente
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x? 1 3 5
3 2 40
x? 1 50
x! -6 0 O
20 5 0 0

Observe que si hay cambios de signo. Por lo tanto el sistema es inestable.

El siguiente ejemplo es un caso de degeneracién , en el cual podremos ver como es que
se verifica la estabilidad o inestabilidad de un sistema dindmico, apartir del polinomio
caracteristico asociado a un sistema dindamico.

—

d
Ejemplo L.5. Sea d—f = F(Z) un sistema dindmico, si 7y es un punto de equilibrio de
dz dz
d—jf = F(Z), entonces el polinomio caracteristico de d—": = F(Z) en el punto de equilibrio
Ty queda determinado por f(z) = z* + 22° + 32% + 4z + 2 = 0 para este ejemplo. Por el
procedimiento descrito arriba obtenemos que el arreglo de Routh de nuestro polinomio

es el siguiente

8 8 8 8
S = N W s
2O N

S O O N

3
4
2
0
x 707777

Como toda una fila en el arreglo de Routh este compuesto por ceros necesitamos
formar un polinomio auxiliar con los coeficientes del renglén anterior es decir f(z) =
2?2 +2; en el se calculd su primera derivada y obtenemos f'(z) = 2z.

Los coeficientes de f’(z) son reemplazandos por los coeficientes en el renglén de ceros
y asi podemos continuar con nuestro arreglo.

xt 1 3 2
3 2 40
x? 1 20
x! 2 00
2 1 00

No existe cambio de signo, por lo que se concluye que el punto de equilibrio asociado
a nuestro sistema es estable.



CAPITULO II
MODELOS BASICOS DE OLIGOPOLIOS

En este capitulo examinamos las decisiones de las empresas en mercados duopolis-
tas. El duopolio es quizd el més interesante de todas las estructuras del mercado, debido
a que las acciones de una empresa provocardn impactos sobre las decisiones ¢ptimas
de la empresa rival. Pero desde el punto de vista de un gerente, operar una empresa
en un duopolio es lo més dificil de manejar. El punto clave es que hay tnicamente dos
empresas en el mercado, y el gerente debe considerar el probable impacto de sus deci-
siones sobre las decisiones de la empresa rival en la industria. Debe notarse que debido
a la complejidad de duopolio, no hay un solo modelo que sea relevante para todos los
duopolios. Asi que en este capitulo nosotros nos enfocamos en las decisiones de produc-
cién y la toma de decisiones en precios en tres tipos especificos de duopolios: Cournot,
Stackelberg y Bertrand.

En las siguientes subsecciones, examinamos la maximizacién del beneficio basado so-
bre supuestos alternativos con respecto a como los rivales pueden responder ante los
cambios en los precios que cobra una empresa, o ante los cambios en los niveles de pro-
duccién. Cada uno de los tres modelos tiene diferentes implicaciones para las decisiones
6ptimas de la empresa, y estas diferencias surgen por las diferentes maneras en que las
empresas rivales pueden responder ante las acciones de la empresa.

II.1 MobpEeLo pE DuororLio DE COURNOT

El modelo de oligopolio de Cournot es relevante para la toma de decisiones sobre
el nivel de produccién de una empresa cuando esta cree que sus decisiones no afectan
las decisiones de produccioén de las empresas rivales. Ademads, el modelo de Cournot se
puede aplicar en situaciones en donde los productos son idénticos o diferenciados entre
si. Este modelo nos permitird comprender los modelos que se presentan en el capitulo
tres.

Definicién II.1. Una industria es un Duopolio de Cournot si:

15
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1. Se tienen solo dos empresas en el mercado sirviendo a muchos consumidores.

2. Las empresas producen productos homogéneos o diferenciados entre si(es decir
muy parecidos).

3. Cada empresa supone que sus rivales mantendran sus niveles de produccién cons-
tante si ella cambia su nivel de produccién.

4. Existen barreras de entrada.

Para comprender mejor este modelo analizaremos un ejemplo tipico en economia y
teoria de juegos, donde la funcién de demanda inversa esta dada por p(X) = a — X,
donde a > 0y a es el precio mdximo que soporta el mercado, ademds supondremos que
si a — X < 0 entonces p(X) = 0, donde X = z; + z, representa la produccién total de
producto que se introduce al mercado.

a— (1 +x), si0<zi4+z3<0a;

p(X) =
O, Sixl—f—xQZa.
P(X)
a
X
a

Figura II.1: Funcién de Demenda Inversa

Consideraremos también la funcién de costo dada por C;(z;) = cz;, es decir supon-
dremos que el costo por producir una unidad de produccién sera la misma para cada
empresa.
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Ahora definimos a la funcién de utilidad de la empresa ¢ como

zi(a —x +123) —cxy, si0O<z;+ax92<0a;
Ui(ﬂfl,fz) =

—cx;, sia <z + Ta.

Si buscamos la funcién de mejor respuesta para la empresa 1, encontramos que es
r1(x3), ésto se concluye de analizar los siguientes casos

Caso 1: si @ — ¢ — o > 0. Al analizar la figura I1.2, se puede ver que la utilidad

mas grande se encuentra justo en el punto mas alto de la parabola, por lo que la mejor
a—cCc— Ty
respuesta de la empresa 1, cuando la empresa 2 produce z,, es: 71 (z3) = — 5

Ul(*> $2)

T

Figura II1.2

Caso 2: si a — ¢ — xo = 0. Al analizar la figura II.3, se puede ver que ambas funciones
se encuentran por debajo del eje z, por lo que la mejor respuesta de la empresa 1, cuando
la empresa 2 produce 9, es: r1(z2) = 0.
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Ul(*, 1’2)

x

Figura IL.3

Caso 3:sia—c—axy <0y a—x > 0. Al analizar la figura I1.4, se puede ver que
nuevamente ambas funciones se encuentran por debajo del eje z, por lo que la mejor
respuesta de la empresa 1, cuando la empresa 2 produce x5, es: 1 (x3) = 0.

Ul(*» 5152)

X1

Figura I1.4

Caso4:sia—c—2y <0y a—xy <0.Al analizar la figura II.5, se puede ver que
nuevamente ambas funciones se encuentran por debajo del eje =, por lo que la mejor
respuesta de la empresa 1, cuando la empresa 2 produce x5, es: 71 (x3) = 0.
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Ui(*, x2)

X1

a— I

Figura II.5

Por tanto la mejor respuesta r(z2) de la empresa 1 esta dada por:

1

2(@—0—352), size <a-—c;

7“1(1’2) =
0, sixy > a—c.

Analogamente la mejor respuesta ry(z1) de la empresa 2 esta dada por:

1 .
—(a—c—x), sizgy<a—c;
7"2(1‘1) =

0, siz; > a—c-

Ahora para encontrar el equilibrio de Nash, es decir el nivel de produccién para el
cual ninguna empresa tenga incentivos para cambiar su produccién dada la produccién
de su rival, es necesario simplemente igualar el nivel de produccién de ambos y resolver

el siguiente sistema de ecuaciones:

a—c—2x
vt =niog) = L5
a—c—1]
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Que gréficamente se reduce a encontrar el punto de intersecciéon de las curvas de
reaccion de la empresa 1y 2, tal y como se muestra en la figura I1.6

T2

T2 —_—
a—-c

IS —_—
a—-c

2 E.Nash
T
a—-c a—c
2
Figura IL.6

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:

En un equilibrio de Nash la compafiia ¢ produce £ % unidades para una produccién
2(a — 2
total de Q, y vender a un precio de p(X) = g + gc

1.2 MODELO DE DUOPOLIO DE STACKELBERG

Hasta el momento hemos analizado situaciones de oligopolio en las que existen situa-
ciones simétricas, en el sentido que las dos empresas se parecen. Sin embargo, en muchas
situaciones de oligopolio las empresas suelen ser muy diferentes. En el oligopolio de
Stakelberg, las empresas difieren en que no toman las decisiones al mismo tiempo. Es-
pecificamente, la primera empresa (el lider) toma sus decisiones de produccién antes
que las otras empresas. Ya que se conoce la decisién del lider, las demas empresas (las
seguidoras) escogen el nivel de produccién que maximiza sus beneficios.

Definicién IL.2. Una industria es un Duopolio de Stackelberg si:
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1. Tenemos dos empresas y muchos consumidores.
2. Las empresas producen productos homogéneos o diferenciados.

3. La empresa lider escoge su produccién antes que la empresa seguidora escoja su
nivel de produccién.

4. La empresa seguidora toman un nivel dado de produccién del lider y escogen la
produccién que maximice su beneficio dado el nivel de produccién del lider.

5. Existen barreras de entrada a la industria.

Para ilustrar como funciona este oligopolio, consideremos una situacién en la cual
existen solamente dos empresas. Llamaremos empresa 1 a la lider y empresa 2 a la
seguidora. En este tipo de situaciones, la empresa lider tiene la ventaja por decidir
primero el nivel de produccién. Ya que el seguidor determina su nivel de produccién
después del lider, el nivel de produccién del seguidor estd determinado por su funcién
de mejor respuesta. El lider conoce perfectamente como reaccionard el seguidor cuando
éste escoja su nivel de produccién, ya que conoce la funcién de mejor respuesta de su
rival. Por lo que el lider debe escoger el nivel de produccién que maximiza sus ben-
eficios incorporando la informacién de como reaccionard el seguidor. ;Cémo escoge el
lider el nivel de produccién que maximiza sus beneficios? Recordemos que las empresas
tienen conocimiento acerca de la demanda de mercado y de la funcién de costo de ambas
empresas.

Supongamos que D es la funcién de demanda inversa y es decreciente del precio.
Aun mds, supongamos que.

a—X, si0< X <a;
0, sia < X.
La funcién de costo esta dada por C;(z;) = cx;, con 0 < ¢ < a.
La funcién de beneficio para las dos empresas es: U; = R7 — Ry, i = 1,2, dadas por:
Ui(x1,29) = xip(21 + 29) — Ci(:).

El nivel de produccion de la empresa 2 estd dado por la siguiente curva de reaccion:

1 .

—(a—c—x), si0<z<a-—c;
o 2

7"2(1’1)—

0, sia—c<ux.

La funcién de beneficio de la empresa 1 a maximizar es:

Ui(x1,72(21)) = 21p(21 + 12(21)) — €2y
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xi(a —c—x1+13(x1)), siz +re(rr) <a;
U1($1,7“2($1)) =
—cxq, si zy + ro(xy) > a.

1
§x1(a —c—ux), six;+ry(r) <a;

Uy(x1,re(z1)) = ri(a—c—x), sia—c<mz <a.

([ —cxq, sia < 7.

(a—c)

Por lo tanto el maximo ocurre en z} = 5

Por lo tanto el equilibrio de Nash es:

La empresa 1 produce (a g J unidades.
a—c (a—c) .
La empresa 2 produce 7, 5 =" unidades.
Duopolio Cournot | Stackelberg
Produccién de la empresa 1 - ; c : ; c
Produccion de la empresa 2 - ; c - ; ‘
2a — —
Produccién Total (a=¢) 3la=¢)
3 4
la 2c la = 3c
Preci . la  2c la  3c
recio Unitario 3 + 3 1 + 1
PAY) AV
Utitlidad de la empresa 1 (a 5 ) (a g J
Y )2
Utitlidad de la empresa 2 (a 3 ) (a 160)

Un resultado central del modelo de Stackelberg es la diferencia en el resultado de
produccién total de las empresas, en comparacién con el modelo de Cournot. Recorde-
mos que en ambos modelos las preferencias del consumidor y las técnicas de produccién
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son las misma para ambas empresas. Sin embargo, en el modelo de Stackelberg, hecho de
que la empresa lider introduzca su producto al mercado antes que la empresa seguidora,
hace que la empresa lider consiga una participacion en el mercado mucho mas grande
y con mayores utilidades que la empresa seguidora. Es evidente observar de la tabla
anterior que el actuar primero tiene ventajas claras para la empresa lider. Ademads otro
aspecto interesante que se obtiene del modelo de Stackelberg es el hecho de que aunque
la empresa seguidora tenga informacion perfecta con respecto al nivel de produccién de
la empresa lider, esto no le da mucha venta al momento de elegir su nivel de produccién
ya que esta tiene que ajustar su nivel de produccién en base al nivel de produccién de
la empresa lider, por lo contrario en el modelo de duopolio de Cournot, la empresa rival
no tiene una informacién tan concreta acerca del nivel de produccién de la empresa ri-
val, asi que el analisis que realizan las empresas es en base a acciones simultaneas, cada
empresa s6lo puede conjeturar mediante un andlisis lo mds racional posible, sobre la
decisién en el nivel de producciéon de su rival. Resulta paraddjico pensar que la empre-
sa seguidora obtenga peores resultados cuando cuenta con informacién completa sobre
las decisiones de produccién de la empresa lider, que cuando dispone de informacién
menos perfecta. Esto se debe a que en el modelo de Stackelberg, para el momento en el
que actta la empresa seguidora, la empresa lider ya ésta completamente comprometida
con su nivel de produccién y en el modelo de Cournot esto no ocurre, por lo tanto la
modificacién que tiene el modelo de Stackelberg, bastante interesante. Es una forma ttil
de captar la caracteristica de que a menudo una empresa tiene una posicién dominante
o de liderazgo en el mercado. El modelo de Stackelberg revela, que moverse primero
puede tener grandes ventajas y puede, en consecuencia, ser un elemento fundamental de
la interaccion estratégica.

1.3 MODELO DE DUOPOLIO DE BERTRAND

Para resaltar el hecho que no existe un tinico modelo que describa todos los casos de
industrias duopdlicas, e ilustrar que el poder duopolico no garantiza que las empresas
obtengan siempre beneficios positivos, trataremos ahora el duopolio de Bertrand.

Definicién I1.3. Una industria es un Duopolio de Bertrand si:
1. Tenemos dos empresas y muchos consumidores.
2. Las empresas producen bienes idénticos.
3. Las empresas compiten con fijaciéon en precios.
4. Los consumidores tienen informacién perfecta y no existen costos de transaccion.
5. Existen barreras de entrada.

El duopolio de Bertrand es indeseable, ya que implica que las empresas obtengan
beneficios econémicos iguales a cero, aun si sélo existen dos empresas en el mercado. Es
decir, conduce al mismo resultado que la competencia perfecta.



24

Asi que estamos en el caso de dos empresas que venden el mismo producto, ya que los
consumidores tienen informacién perfecta y no existen costos de transaccién, todos los
consumidores comprardn de la empresa que venda mas barato. Asuma que la empresa
1 cobra el precio de monopolio, si la empresa 2 pone un precio un poco menor al de la 1
obtendra todo el mercado y obtendrd beneficios econémicos positivos, y la empresa 1 no
vendera nada. Por lo tanto la empresa 1 puede reaccionar recortando sus precios a unos
centavos por debajo del de la empresa 2, y de esta manera recapturar todo el mercado.

(Cuando terminaria estd guerra de precios?

Las compaiifas deciden su produccién dependiendo del precio. Existe una funcién de
demanda D;(p;), i = 1,2 donde p; es el precio fijado por la compafifa :. Si p; es el menor
precio, toda la demanda es satisfecha por el proveedor i. Si hay empates, se dividen la
demanda equitativamente.

La funcién de costo estd dada por C;(x) = cx, es decir los costos para ambas empresas
serdn iguales, pues supondremos que ¢; = ¢;.

Supongamos que D es la funcién de demanda inversa y es decreciente del precio.
Atln mas, supongamos que

a—y, si0<y<a;
0, sia<uy.
La funcién de beneficio para las dos empresas es: U; = R7 — Ry, i = 1,2, dadas por:

Funcién de beneficio de la empresa 1 es:

(((p1—c)(a—p1), sipi<p, 0<p <a;

Ui(p1,p2) =

sipi =p2, 0<p; <a;

. 0, sipy > pa, p1 > a.

Funcién de beneficio de la empresa 2 es:

(((p2—c)(a—p2), sipa<p,0<py<a;

Uz(PbPQ) =

sipr =p2, 0<py<a;

. 0, si py > p1, p2 > a.
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Caso 1: Si py < ¢ < a, analizando la figura I1.7, se puede ver que la mejor respuesta de
la empresa 1, cuando la empresa 2 fija un precio de p»; es: r1(p2) = (p2, 00).

Ul(*7p2)

b1

P2g a

Figura I1.7

Caso 2: Sipy = cy ¢ < a, analizando la figura I1.8, se puede ver que la mejor respuesta
de la empresa 1, cuando la empresa 2 fija un precio de po; es: 1(c) = [c, 00).

Ul(*7 p2)

b1

Figura IL.8
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(a+c)

mejor respuesta de la empresa 1, cuando la empresa 2 fija un precio de ps; es: 71(p2) = @.

Caso 3:Sic < py < y p2 > ¢, analizando la figura I1.9, se puede ver que la

Ul(*>p2)

Figura I1.9

Caso 4: Si (a ; ) < p2 < ay py > ¢ analizando la figura II.10, se puede ver que la
mejor respuesta de la empresa 1, cuando la empresa 2 fija un precio de py; es: 71(p2) =
(a+c)

5

Ul(*7p2)

4!

Figura I1.10
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Caso 5: Si p, > a, analizando la figura II.11, se puede ver que la mejor respuesta de la

.. . a—+c
empresa 1, cuando la empresa 2 fija un precio de py; es: r1(p2) = ( 5 )
Ul (*7 p2)
b1
c “TJFC @ D2

Figura II.11

Asi que la funcién de mejor respuesta de la empresa 1 es:

( (pa,0), sipy<c;

(c,0), sipy=c;

ri(p2) = . -+
J, 81c<p2§<a20).

(a+c) . (a+c)

, Sl < po.
9 P2

Por lo tanto la funcién de mejor respuesta de la empresa 2 es:
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ro(p1) = (a+c)

(a+c) . (a+c)

¢ Cuadl serd entonces, si es que existe, el equilibrio de Nash?

Observando la siguiente figura I1.12 y analizando las figuras anteriores, podemos

contestar la pregunta anterior.

P2
a
a+tc
2
c b
OOOO
OO
(@)
ke D1
a+tc a
¢ 2
Figura I1.12

Entonces el tinico equilibrio de Nash es (c, ¢)
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Duopolio Cournot Bertrand
Produccion invividual a ; ¢ a ; c
1 2
Precio “a+=c c
3 3

Mercado de Vendedores | Mercado de Compradores

Una caracteristica importante en el modelo de Bertrand y el modelo de Cournot es
el resultado acerca de el nivel produccién individual de ambas empresas ya que puede
observarse de la tabla anterior que la oferta es mds grande en el modelo de Bertrand,
en comparaciéon con la del modelo de Cournot dentro de un mercado, lo que origina
una disminucién en el precio del producto. Un aspecto clave en el Modelo de Bertrand
es que ambas empresas compiten en la fijaciéon de precios y de esta forma determinan
su nivel de produccién. Se puede observa también que los beneficios mas grandes que
presentan en este mercado se da para los compradores debido a que los supuestos de
este modelo, lleva a que las empresas a obtengan beneficios econémicos iguales a cero,
esto se da porque las empresas producen bienes idénticos, lo que ocasiona que los con-
sumidores compren con la empresa cuyo precio sea el mds barato. Por lo tanto ambas
empresas reaccionardn recortando sus precios cada vez que la empresa rival lo haga, de
esta manera recapturar todo el mercado. Esta forma de actuar de ambas empresas las 11-
eva a vender su producto a su costo marginal, caso contrario en el modelo de Cournot el
precio esta determinado por la cantidad de producto en el mercado, lo que nos lleva a un
analisis donde el nivel de produccién en el mercado es menor y por tal motivo origina un
precio mas elevado de su mercancia dentro del mercado, este pequefio estudio muestra
claramente que sin importar que el mercado este en manos de tan s6lo dos empresas, esto
no siempre resulta favorable para ellas. En resumidas cuentas podemos concluir que el
modelo de Duopolio de Cournot los beneficios mdas grandes los obtienen los vendedores
y en el modelo de Bertrand los mayores beneficios los obtienen los compradores.






CAPITULO III

MODELOS DE DUOPOLIOS DE
COURNOT CON EVASION DE
IMPUESTOS

En este capitulo consideramos el modelo de Cournot del capitulo anterior pero ahora
con evasion de impuestos, es decir, consideramos a dos empresas que entran al mercado
con un bien homogéneo. Estas firmas tienen que pagar un impuesto por anuncio de ven-
tas, pero pueden evadir cierta cantidad de su deber del impuesto. Las metas de las firmas
son maximizar sus beneficios. Vamos a analizar a tres modelos de duopolio de Cournot
con evasion de impuestos. El primer modelo que analizaremos es el modelo estético.
Se determina el punto de equilibrio y se hace un anélisis econémico. Esto nos lleva a
concluir cual es el nivel de produccién y las ganancias a declarar para que las firmas
maximizan sus beneficios, asi como las condiciones para los pardmetros del modelo en
los cuales se obtienen los beneficios méximos. El segundo modelo que se analizara es el
modelo dindmico. Se describe la variacion en el tiempo del nivel de produccién y ganan-
cias a declarar de las firmas de modo que se maximice el beneficio. También estudiamos
la estabilidad local para el punto de equilibrio y las condiciones bajo las cuales este es
asintéticamente estable. Y por ultimo se estudiard el modelo dindmico con evasioén de
impuestos y tiempo retardo. Esto significa que las dos firmas no se incorporan al merca-
do al mismo tiempo. Una de ellas es la firma lider y la otra es la seguidora. La empresa
seguidora entonces conoce el nivel de produccién de la empresa lider al momento de
entrar al mercado. Usando los métodos clédsicos investigaremos la estabilidad local del
punto de equilibrio analizando la correspondiente ecuacién caracteristica del sistema
linealizado.

31
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III.1 MobpEeLo EstATICO DE DUOPOLIO DE COURNOT CON EVASION DE
IMPUESTOS

El modelo estatico de duopolio de Cournot describe un juego econémico, donde

1. Dos firmas entran al mercado.
2. Las firmas producen un producto homogéneo.

3. Cada empresa cree que sus rivales mantendran sus niveles de produccién constante
si ellos cambian su nivel de produccion.

4. Existen barreras de entrada.

Denotaremos a x; como el nivel de produccién de la empresa i, i =1, 2, donde z; > 0.

La funcién de demanda inversa p determina el costo del producto y depende de
la cantidad total * = z; + 7z, de produccién que se introduce al mercado, de modo
asumimos que la funcién p: R, — R, es diferenciable y su primera derivada es negativa
(decreciente). Ademads existen a; > 0y b; > 0 (pueden ser infinito) tales que

lim p(z) =0
y /7
lm p(z) = by,

donde a; es la produccién maxima que soporta el mercado, antes de que el precio del
producto se desplome, y b, es el precio mas alto que los consumidores estan dispuestos
a pagar por adquirir dicho bien antes de dejar de consumir el producto, es decir puede
interpretarse también como el precio al que tiende un producto cuando este comienza a
desaparecer del mercado.

La funcién de costo esta dada por C;(z;), tal que C;: Ry — R, la cual asumimos
diferenciable con C/(z;) > 0 (creciente), i = 1,2 .

El gobierno cobra un impuesto a la empresa ¢ sobre sus ganancias obtenidas, las cuales
estdn determinadas por la férmula z;p(z; +z5). Sin embargo la empresa ¢ decide declarar
ganancias por la cantidad z;, de tal modo que x;p(z1 + z2) > z;.. Note que se permite
que la empresa i reporte pérdidas al gobierno. El impuesto que impone el gobierno es
del 0 < t; < 1, mientras que la probabilidad de ser detectado evadiendo impuestos es
0 < ¢ < 1. Asi que 1 — ¢ representa la probablilidad de no ser detectado evadiendo
impuestos.

En caso de detectar que la empresa ¢ declar6 ganancias inferiores a las realmente
obtenidas, el gobierno procede a cobrar una penalidad sobre las ganancias evadidas
z;p(x1+12) — 2, ademds de que la empresa i tiene que pagar el impuesto sobre las ganan-
cias reales z;p(z1 + z2). Denotaremos por F' a esta funcién de penalidad, y asumiremos
que esta funcién F: R, — Ry, F' es una funcién diferenciable con primera y segunda
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derivadas positivas y F'(0) = 0 de tal modo que si la empresa i declara cantidades reales
esta no tiene por que pagar penalidad alguna.

La funcién de beneficio para las dos empresas es P;: Ri — Ry, i =1,2, dadas por el
siguiente sistema

P, (z1, 22, 21, 20) = (1 — @)[wip(@1 + x2) — Ci(x;) — t124]
+ q[(1 — t1)zp(x1 + 22) — Ci(;) — F(zip(x1 + 22) — 2i)]. (TI.1.1)

El beneficio estd dado por la probabilidad de que no detecten a la empresa i por la
ganancia total menos el costo total menos el impuesto a pagar por la ganancia declarada
mas la probabilidad de que de ser detectado por la ganancia total menos el pago del
impuesto sobre la ganancia total, menos el costo total, menos la multa establecida por la
ganancia no declarada.

Las firmas deben de maximizar la expresion anterior en base a las cantidades de
produccién z; y las ganancias declaradas. Lo anterior se reduce a un problema de opti-
mizacién, dado por

max P;,i=1,2.

{l‘i,Zi

De las hipétesis sobre p, F,C;, i = 1,2 tenemos que

Proposicion IIL.1. La soluciéon del problema (I1I1.1.1) esta dada por la solucion del siquiente
sistema

apz / / /
oz [1 =gty — qF"(zip(z1 + 22) — 2)][p(21 + 22) + 2ip' (21 + 22)] — Ci(23) = 0.
0P, ,
I —(1 = q)t1 + qF' (zip(x1 + 72) — 2:) = 0,
(TI.1.2)
donde i =1,2.

%

. : . 0
Demostracion. Para encontrar la solucién, se deben resolver las ecuaciones i Oy
Li
op;

8zi
Note que aqui se ocupan las hipétesis la diferenciabilidad de las funciones involucradas,
puesto que se necesitan las derivadas de las funciones involucradas. O

= 0, para i = 1,2; eso es exactamente lo que afirma la proposicién en cuestion.
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Teorema III.1. El sistema de ecuaciones (111.1.2) satisface las siquientes expresiones (i = 1,2).

C( €T;
p(xy + x3) + 2p' (21 + 29) = IZ( t)
— 1

1—qg)t

F' (ip(ay + 22) — 2;) = %

(II1.1.3)

Mas aiin, el sistema de ecuaciones (I11.1.2) induce el siguiente sistema de ecuaciones (i = 1, 2).

1 Cl(x;
log(zip(z1 + 72)) = 1—t / :t-p(iﬁl( +)932)dmi

Fleip(ty + 22) — ) = (1 ilm) (1 - q) Cilx,).
(I11.1.4)

Demostracién. Para i = 1,2, de la segunda ecuacion del sistema (II1.1.2) obtenemos

1_
F (xip (1 +22) — 2) = d

t, (II1.1.5)

y sustituyendo (III.1.5) en la primera ecuacién del sistema (II1.1.2) se deduce

C!
p(z1 + x2) + @ Pl + 22) = — (II1.1.6)

Dividiendo ambos lados de la ecuacién anterior por z; p(z; + x3), se obtiene

p(xy +x2) +aip (21 +22) 1 Ci(;)
zip(z1 + T2) 1 —ty zip(zy + 22)

y ahora integrando ambos lados con respecto a x;,

/p(ﬂﬁ + x9) + zp' (21 + $2)d i 1 / Ci(w;) dz;
xT;p

xip(zy + x2) 1t (x1 + 22)

es decir
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1

log(zip(z1 + x2)) = 1—4 / oy

Ci(z:)
(131 -+ LL’Q)

dl'i.

como se queria.
Para terminar con la demostraciéon, multiplicamos (II1.1.5) y (IIL.1.6) para obtener

_ Gil@) (1= g)ta
11—t q

F'(xip(zy + x2) — 2) (p(21 + 22) + 230 (21 + 22))

integrando de ambos lados respecto de z; y sustituyendo F'(0) = 0 = C;(0), concluimos
que

Flasp(zy + 72) — ) = ( b ) (1 _‘-’> i),

El teorema anterior es una de las contribuciones de esta tesis y nos muestra dos
aspectos cruciales en el comportamiento de las dos empresas que conforman el duopolio
cuando se tiene por hipétesis que se quiere maximizar la funcién beneficio :

= El logaritmo de las entradas ; p(z1 + z2) de la empresa ¢ es inversamente propor-
cional al cobro de impuesto, sin embargo, no depende de la probabilidad de ser
detectado evadiendo impuestos.

= La penalidad a pagar de la empresa i sobre el monto de la evasion es directamente
proporcional al costo de produccién. Las constantes de proporcionalidad son dos:
una constante depende del impuesto que impone el gobierno, de modo que a mayor
impuesto mayor penalidad, mientras que la otra constante depende de la probabili-
dad de ser descubierto evadiendo impuestos, de modo que mientras mds se prevea
que van a ser descubiertos menor la penalidad.

Ahora nos enfocaremos a resolver un caso particular con funciones especificas, las
cuales nos facilitaran varios célculos. Este es uno de tantos de los ejemplos que existen
economia en el cual se intenta explicar el comportamiento de los mercados de oligopolio.

1
Por lo tanto consideremos la siguiente funcién de penalidad F(x) = §st1x2, s>1lenla

cual hemos introduciodo el impuesto que impome el gobierno, pues como ya observamos
es un factor determinante en el cobro de la penalidad.
También consideremos la siguiente funcién de costo C;(x;) = ¢;x;, ¢; > 0,0 =1,2.
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1
Y sea p(x) = — la funcién de demanda inversa.
x

En la siguiente proposicién se determinan las condiciones para valores de z1, 22, 21 y
29, los cuales dan solucién al problema (I1I.1.2) en el cual obtenemos como resultado un
equilibrio de Nash.

—q < < gs+q—1

—— 0 < ¢ < c1, entonces la solucion del sistema
qgs+q—1 1—gq

Proposicién III.2. Si
(111.1.2) esta dado por

J}* _ 02(1 — tl)
! (Cl +CQ>27
J;* _ Cl(l — tl)
2 (e + )2
* Co 1 - q
21 = —
L e+ qs
* C1 1 —q
25 = — ) I11.1.7
2 C1 + C2 qs ( )

Demostracion. Resolveremos el sistema (III.1.2), comenzando con la tercera ecuacién cor-
respondiente a este sistema

0P,

5 = —(1 =)ty + qF' (z1p(z1 + 22) — 21) = 0.
<1

Sustituyendo las funciones descritas en nuestro modelo en la tercera ecuacién del
sistema (II1.1.2) se obtiene

or,

0z

X1
= —(1—q)ty + gst —z
( Q>1 q 1(x1+x2 1)

= 0.

Despejando de esta ecuacioén a z; se tiene

(1—q)t n T
qstq T1 + Xg

(1 _C]) + T '
qs 1+ T2

21 = —
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Ahora debido a la simetria de nuestro sistema tenemos que

(1_Q) + To
qs T1+ xo

9 = —

Sustituyendo estas dos relaciones en la primera ecuacién del sistema (I11.1.2).

8131 [ qstl.fEl T1+ T2 — T
= |1- qtl - - q3t121 — o | TG
8ZE1 L 1+ X2

[ qstixy (1—q) I T2
= |1—qt; — —qsty | — + —| —c
" [331 + 9 = ( qs x + 2o (21 + 22)? !

_ _1 gt — qstixq i gsti(1 —q)  gstim Ty e
L ! 1+ T2 qs X1+ T2 (.Tl —|—$2)2
(1—qts —t1] +t1q) ——2

=1 —qt - —— —C

gty — 11 19 (21 + 22)? 1
X2

—(1—t)—2 —¢
( 2 (71 + 2)? '

=0

Luego despejando
1—-t)x
—( 1) 2 = (Il + ZL'Q)2
&1

Analogamente de la ecuacién dos del sistema (IIL.1.2) se tiene la siguiente ecuacion

(1 — tl)fﬂl

_ 2
- = (Zlfl + 1'2) .

Igualando estds dos tltimas ecuaciones

(1 —tl).TQ (1 —tl)ﬂfl

1 C2

. . C1 . .
Luego, si t1 # 1, se sigue que —z;1 = x5. Sustituyendo z, en z; se obtiene
(&)

1—gq T
21:—< )+ 101
qs 1+ —21
Co
1 —
le—( Q)+ C2

qs c1+co
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Similarmente

(1_CI) 4 C1
qs cL+co

Z9 = —

Luego sea x > 0, se tiene

2
(1—t))x = ($1 + ﬂl’l)

Co

C
(1 — tl)l'l = iL‘%(Cl + C2)2C_§
2

(1 — tl)CQ
T =
(1 + ¢2)?
Analogamente
11—t
To = —< 1)61 .
(c1+c2)?

Por lo tanto una solucién de (III.1.2) esta dado por

;L’*_CQ(l_tl)
! (Cl—|-02)27
$3261(1_t1)
(c1 4 ¢2)?
. G 1—q
21_01—1—02_ qs
«_Q l1—q
22_01-1-62 qs

Ahora se analizard el beneficio de ambas empresas con esta soluciéon y demostraremos
que este punto es un equilibrio de Nash, para esto realizaremos varios pasos, el primero
sera evaluar (II1.1.7) en (II1.1.1).
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T

P1=<1—q>[

— iy — 1z
I + )

2
T
1—1t — 1 x ——st —z
( 1)$1+$2 i ! <-’E1+$2 1) ]

Co (1—t1 Co 1—(]
=(1—-q) —a -
c1+ ¢ (Cl +Cz C1+CQ

+4q

(1—1t) 1-—
g |(1—t)—2— — ¢ ( 102) ( —( = d
1+ Co Cl+CQ 1+ ¢ 1+ ¢
. CQ(Cl + Cg) — 0102(1 — tl) — t102(01 + 02) t1<1 — q)
(c1 + ) qs
(1—t1)02(61+02) —0162(1—t1) 1 <1—q)2
+4q 5 — =St
(c1+c2) 2 qs
. (1 _ q) |:0102 + C2 — Cc1C + tlchQ — t10162 — t1C2 1 —q :|
(Cl —+ CQ)
coc1 + C% —tic169 — tlcg — c1c9 + t10162
(Cl —+ 02)2

—(1—q) {03(1 —t)  h(l —Q)l n

(Cl + 02)2 qs

H (Zf) ]

2 2 2
a(l—1t) ti1(1—9q) 1 <1—q)
=(1-q+ + — —sqty [ —2
(1=q+q) (c1 4 ¢2)? qs p2h
_a(l-t) tl-9¢?* t(l-—g)?
(c1 4 c2)? qs 2qs
. Cg(l — t1> tl(l — q>2
- s+ _
(c1+ ¢2) 2qs

Por lo tanto el beneficio de ambas empresas estd dada

(1 —t) n ti(1—q)?

P =
b (ot o) 2qs

A(l—ty) N (1 — q)2.

P =
2T (e + )? 2gs

Ahora bien, de las desigualdades en la hipétesis deducimos que si

(I1L.1.8)

(II.1.9)
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gs+q—1 qs
CQS 1= G —C
1—g¢q 1-—
es decir
c1+c < C1
quedando
0< C1 _1—(]
1+ Co qs
asi
0<z;
y si
—q qgs+q—1 qs
c1<cg=—=cc < = Coy — C
qs~|—q—11_2 1 1—¢ 2 =1_,9 2
es decir
Cl—‘l_CQS Co
quedando
0< Co _l—q
C1+ Co qs
asi
0<z2f

Ahora demostraremos que (III.1.7) es un equilibrio de Nash mostrando que la funcién
de beneficio alcanza su méximo en dicho punto. Como la funcién de beneficio tiene un
s6lo punto critico, bastara con evaluarla en otro punto cercano a (III.1.7) y verificar que
se obiene un beneficio menor. Consideremos entonces

o ca(1 —ty)
V(e +ep)?
3;'* _ 01(1 — tl)
2 (Cl +Cz)2’
«_ O
= c1+ e’
* C1
G= (II1.1.10)

un punto cercano a (II.1.7), por lo tanto evaluando en (II.1.1) se tiene
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c3(1—t) n ti(1—q)° S (1 —t)

P = .
' (c1 4 c2)? 2gs (c1+¢2)?
P — C%(]_ — tl) 4 tl(]_ — q)2 > C%(l — tl)
? (c1 + ¢2)? 2qs (c1 + )%
(IIT.1.11)
Por lo tanto (II.1.7) es un equilibrio de Nash. O]

En el caso particular para los pardmetros ¢; = 0.3, c; = 0.6, las variaciones de las
variables z;, 25, estdn dadas en las siguientes figuras III.1 y III.2, para las probabilidades
¢g=01yqg=09.

a4t Plot (s, za(s)) 248 Plot (s, z2(s))

. : ) : : s 55 | 100 200 300 400
100 200 300 400 s
5

(a) (b)
Figura III.1

Concluimos que las empresas tienden a declarar ganancias reales cuando la multa
tiende a ser mas grande, pero ademds se observa que si la probabilidad de que sean
detectados es pequefia las empresas incluso se atreven a declarar pérdidas. Si la pro-
babilidad de que sean detectados es cada vez mds grande, pero la multa que se aplica
es pequefia, entonces nos encontramos que en estas condiciones las empresas tienden a
declarar ganancias simbdlicas, a menos que la probabilidad de ser detectados sea cercana
o igual a uno. Asi que se puede concluir que la multa es un factor determinante para
que la empresa i evada impuestos. Se observa que se debe de aplicar multas elevadas
para que las empresas tiendan a declarar ganancias reales, observemos que nuestras
conclusiones son consistentes con III.1.4.
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Plot{s,Z1(s}))
Zais)

0656 -

064

[

060+

0.58

.2~

b
=
3
=
o
=
=
=
b
=

Figura II1.2

0.30

028+

N7

Plot (s, z2(s))

M il i a0 10

(b)

En el caso particular para los pardmetros ¢; = 0.3, c; = 0.6 y t; = 0.1 las variaciones
de las variables P;, P,, estan dadas en las siguientes figuras II1.3 Y II1.4, para una proba-

bilidad de ¢ = 0.1y ¢ = 0.9:

P1(s) Plot (s, P1(s))
0.2
0.7
06
0.5 \\\
e
\\""&_
B i O s
E H [ g 10 12 14
5
(a)

Figura III.3

Pz(S)

0.4

0.3+

0.2+

Plot (s, Pa(s))

Se concluye que las ganancias de las empresas tienden a disminuir cuando la multa
tiende a ser mucho mads grande, caso contrario, se observa que si la multa es pequefia las
empresas tienden a tener mayores ganancias, pues tienden a declarar perdidas y por lo
tanto evaden la responsabilidad del pago de sus impuestos. Si la probabilidad de que la
evasion de impuestos se detecte es cada vez mas grande las ganancias disminuyen y ante

120
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Plot (s, P1(s)) Plot (s, Pa(s))

0.10044
0.434

01003

0.424

0.1002

0.414
0.10014

Figura II1.4

una menor probabilidad de ser detectada la evasion las ganancias aumentan, observemos
que nuestras conclusiones son consistentes nuevamente con II1.1.4.

III.2 MobpeELo DINAMICO DE DuorPoL1O DE COURNOT CON EVASION DE
IMPUESTOS

Para formular un modelo dindmico del duopolio de Cournot con evasién de im-
puestos, nosotros consideraremos el modelo de la seccién anterior pero comenzaremos
asumiendo que la empresa i (i = 1,2) tiene un nivel de produccién z;(t) que varia con-
tinuamente con respecto al tiempo ¢ y es una funcién diferenciable. Asumimos que las
ganancias declaradas por la empresa i en el instante ¢ estdn dadas por z;(t),7 = 1,2. Por
de‘i

dt

. . . . OF; .
t, sera directamente proporcional a las ganancias marginales a—z, es decir, a la razén de
x.

hipétesis, la razén de cambio del nivel de produccién z;(t) con respecto al tiempo

K3
cambio de las ganancias con respecto al nivel de produccién. Andlogamente, la razén de

. dz . : .
cambio d—; de lo que declara la empresa al gobierno con respecto al tiempo, es directa-

. OF; . .
mente proporcional a a—z, la razén de cambio de las ganancias con respecto a lo que se
Z,

(2
declara, por lo tanto el modelo dindmico estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales



44

gi =1 — qt; — qF"(z;(t)p(z1(t) + 22(t)) — 2:(1))]

[p(21(t) + 22() + ()P (21(8) + 22(2))] — CL() (2:(1)).-

or;
0z

—(1 = @)t1 + qF' (xi(t)p(z1(t) + x2(t)) — 2zi(t)),i = 1, 2. (1.2.1)

Con condicién inicial ;(0) = x;0, 2;(0) = 210, ¢ = 1,2y h; > 0, k; > 0, i = 1,2. Para

1
F(z) = 5315191:2, s> 1y Ci(x;) = ¢, ¢ > 0,1 = 1,2 nuestro sistema esta dado por.

21(t) = k1[l — qt1 — gsta (1 (O)p(x1(t) + 22(t)) — 21(1))]
[p(x1(t) + 22(2)) + 21 (O)p (21 () + 22(F))] — €1
a(t) = ko[l — qt1 — gsti(@2(D)p(21(t) + 22(t)) — 22(1))]
Sp(@i(t) + 22(t)) + 22()p (1 (1) + 22(¢))] — co-

[—(1 — @)t1 + gsti(z1(t)p(@1(t) + 22(t)) — 21(1))].

4(t) =M ()p(a(

Zo(t)

(I11.2.2)

El sistema (IIL.2.2) tiene un punto estacionario estable en (z7,z3, 27, 2;) dado por
(IL.1.9). Sea u; (t) = @1(t) — x5, ua(t) = @a(t) — wh, uz(t) = 21(t) — 25, ua(t) = 22(t) — 25.

Realizaremos una expansion de (II1.2.2) en series de Taylor alrededor del punto esta-
cionario estable (z7, x3, 27, 23 ), y calculando sélo los términos de primer orden en la serie
para obtener una aproximacion lineal del sistema.

ox ox 0z 0z
, - aggx t) aggx t) 825 315) 825 ft)
(1) Ox ox 0z 0z us(t)
Ug (t> o0rq 0xs 0z 029 ta (t)

Primero calculamos las derivadas parciales de primer orden de la tercera fila.
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—— = higst1(p(x] + 3) + 27p (2] + 13))
—— = hygsty(x7p'(a] + 23))

— = —higst;
5u3

0z

=0.

Sustituyendo los valores de la proposicién I11.2:

Por lo tanto

113 (t) = hlqstl

8“3 * * * * *
— = higsti(p(x] + x3) + x1p/($1 + 3))

8:1:1
1 L -1
~fnash (w*{ o xS)Q)
5
(z7 + 23)?
ci(1—t)
(01 + 62)2
(c1 +e2)*(1 = th)?
(c1 + o)t

= higsty

au3 * * *
e higstizip’(z] + x3)

_ 7
B

62(1 — tl)

(Cl -+ 02)2
(c1+c2)?(1 — 1)

(c1 4 c2)4
Co

1—t

= —h1q5t1

= —hygst;

Co

(z1 — 7)) —

——(z9a — 73) — (21 — 77)
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Analogamente por la simetria del sistema se tiene que u,(t) es igual a la siguiente
ecuacion:

Uy(t) = hogsty | — (w1 —27) +

s 1_t1($2—$§)—(z2—z§)

Ahora calculamos las derivadas parciales de primer orden de la primera fila.

8u1 (t)
8x1

= ka[—gsta [p(w1(t) + 22(t)) + 21 () (21(8) + 22(1))]?

+ k[l — gty — gsti (@1 (8)p(21 () + 22(2)) — 21(2))]
20" (@1 (1) + 22(t)) + 21 ()" (21 () + 22(2))]-

Por los resultados anteriores se tiene:

1 —1 t

(e + 23) + 2 OF (21(0) + 5O) = =5

p(a} + x3) + 21p' (2] + 3) =

Sustituyendo los valores de la proposicion II1.2:

* * * x* *
1 — gty — gsty(xip(a] + x3) — 27) =1 — qt1 — qsty ( - Z1>

S
C2 C2 l—q
=1—gqt; —qgst — +
i 1<01+02 c1+co qs )

I—gq
=1—gqty —gst; | ——
qs

=1—qt; —t;(1—q)
:1—t1

(e1 4 c)* (c1 4 ¢2)®
S AN CE TS L
(c1+¢2)? _(c1+¢)?

(1—t1)? (1 —t1)?
(c1 4+ c2)?(e1 + ¢ — 1)
(1 —1t)2

Por lo tanto sustituyendo todos nuestros resultados obtenemos el siguiente resultado:

2/ (21 () + () + 21 (O (@5 (1) + 23(1)) = =2

=2

=2

Ouy (t) i (c1 +c2)?(c1 + ey — 1)
= — +2(1 —
oy ash {(1 —yp A=) =
2
= kigst, {(16—175)2 +2(c1 + o)’ (1 + ¢ — 1)} :
—th



47

3u1 (t)
8%2

Ahora calculando

Py gstilea 0! (0) + )
)+ 22(0) + (O (a0 + (1)
+ k[l — gty — gsti(z1(E)p(@1(t) + 22(t)) — 21(2))]

(

P (w1 (t) + 22(t) + 21 ()P (21 () + 22(2))].

Evaluando en la siguiente expresion los valores obtenidos en (II1.1.7)

ok o omow | (c1 + c2)" (e1+c2)°
p'(ay +a3) + aip”(z] + 23) = (et w2 —t)? (e + )31 — 1)
(c1 + c2)? (c1 +c)?
(1—1t)2 (1 —t)2
(a4 @) (201 +2¢,— 1)
B (1—1)2 '

Por lo tanto

aul (t)
61’2

C1C2
(1 —1t)2

Cci1C
= k:lqstl |:(1 _1 ;1)2 + (Cl + 62)2(201 + 262 - 1):| .

+(1—t)

(Cl + 62)2(201 + 262 — 1):|

= st | 1-1n)

se tiene

Por ultimo calculando las derivadas perciales de
821 8,22

Ouq (t
glz( : = —kigst1(p(x] + x3) + 27p/ (2] + 23))
1
_ hgsha
(1—t1)
8u1(t)
=0.
822

Finalmente es claro que resolviendo las derivadas parciales del segundo renglén,
obtenemos por simetria del sistema.
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) st (020 + (1)
(21 (t) + @2(t)) + 22(t)p (21(1) + 22(2))]
+ ko[l — qt1 — gsta(z2(t)p(z1(t) + 22(1)) — 22(¢))]
[P (21(t) + @2(t)) + 22(8)p" (21(F) + 22(2))]
= —kogst, (10——751) (c1+ 2)*(2¢; +2¢0 — 1) .
) alpar(0) + 22(0) + (0 (120 + 220
+ ko[l — gt1 — gsta(z2(t)p(z1(t) + 22(1)) — 22(¢))]
20" (21 (2) + 22(8)) + 22(8)p" (21(F) + 22(¢))]
= —k2q3t1 ﬁ + 2(01 + 02) (Cl + Cy — 1)
8u2(t) .
821 N
Qua(t)  kagsticy
822 n (]. — t1> )

Por tanto se tiene la siguiente aproximacion lineal del sistema (II1.2.2):

U1 (t) = krayiug (t) + ajaus(t) + agzus(t).
U (t) = koagruy(t) + asus(t) + agquy(t).
Us(t) = hiasiug () + aspua(t) + assus(t).
Uy (t) = hoaguy (t) + agua(t) + agquy(t).

(I11.2.3)

Donde
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2
c
ay; = —qsty a —1t1)2 +2(c1 + ¢2)*(e1 + 2 — 1),
cic
a1z = —qsty {a _1;1)2 + (1 + c2)*(2¢; + 2¢o — 1),
don — gsticy _ st
13 —1—t1’24 1—¢,
qsticy
azz = A4q = —qsty, a31 = =4
— 11
cic
a9 = —qstlﬁ + (Cl + 02)2(261 + 202 — 1),
Cg 2
99 = —qstlm + 2(61 + CQ) (01 + Cy — 1),
qstico
Ao = ———
42 1 _ t17
Co (&1
= —qst;———— = —qst . 111.2.4
as2 qs 1(1 — tl)’a4l qas 1(1 — tl) ( )

El polinomio caracteristico asociado al sistema anterior esta dado por:

Ox Ox 0z 0z
Dus(t) us(t) Buslt) Ous(t) A0 00
ox ox 0z 0z 10 AO00 _
Ox Ox 0z 0z 00 0 A
8U4 t) 8U4 t) 8u4(1t) 8u46t)
8:151 81’2 @zl (92’2
k1a11 k1a12 k1a13 0 A0 0O
k?gagl k2a22 0 ]’6’2&24 0O N0 O .
h1CL31 h1a32 h1a33 0 N 00 X O o
h2&41 h2a42 0 h2a44 00 0 A
kraip — A k1ai2 kia1s 0
koaso koags — A 0 kaagy .
hiaz hiazs  hiazz — A 0 B

hoay hoays 0 hoayy — A
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M4+ msA® + maA? + m A +mo =0 (II1.2.5)

Donde:

m3 = —kjair — kaage — hiags — haayy.

My = k1kaa11299 + (k1aiy + koage)(hiass + hoaas)
— hikiaizas) — kahgassass + hihoassass — kikaaizasg .

my = k1/€2a11a22(h1a33 - h2a44) — kahihoassassass
+ hykiagiars(keage + hoaas) — kikahoassainas + kikahoaiiagaays

+ k2h1h2a24a33a42 + k1k2a12a21(h2a44 + h1G33) - k1k2h1a136L21a32.

moy = k1k2h1h2(a11a22a33a44 — (13022031044 + Q13024031042
+ @12024G33041 — @13024032041 — Q11024033042
+ @13G21032044 — a12a21a33a44).

(IT1.2.6)

Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz determinaremos si el estado estacionario del
sistema dindmico (II1.2.2) es asintéticamente estable.

Sea A*+m3A® +maA? +myA+mg = 0 el polinomio caracteristico del sistema dindmico
con evasion de impuestos descrito en (111.2.2).

A 1 meo My
A ms3 my
)\3 ms3ine — 1M

2 - mo
A ms
Al Dymy —moms
A0 D,

mo

Una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién caracteristica con parte real
negativa estd dada por el criterio de Routh-Hurwitz:

- D, —
Tl T 0, D, = L0 0 Dy = mg > 0. (111.2.7)

Dy = >0,D; =
0=1ms , 1 ma Dy




Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz nosotros obtenemos el siguiente teorema

Proposicién IIL.3. El estado estacionario del sistema (I11.2.2) es asintéticamente estable si y sélo
si se tiene la condicion (111.2.7).

Utilizando la proposicién anterior podemos decir que la solucién de nuestro modelo
se puede interpretar de la siguiente manera: las dos empresas del duopolio comienzan
declarando una cantidad de ganancia cercana al punto de equilibrio, pero después de un
periodo de tiempo estas dos empresas terminardn declarando justamente la cantidad de
ganancia que determina el punto de equilibrio.

III.3 MobpEeELo DINAMICcO DE Duororio bE COURNOT CON EVASION DE
IMPUESTOS Y TTEMPO DE RETARDO

En la presente seccién nosotros analizaremos Modelo Dindmico de Duopolio de Cournot
con evasién de impuestos y tiempo de retardo [21], [2]. Para 7 = 0 se obtiene el modelo de
la seccién anterior [6]. Vamos a considerar el modelo de la seccién anterior donde ahora
nosotros introducimos un retraso en el tiempo 7. Supondremos que la empresa lider es
la primera en introducir al mercado el producto y la empresa seguidora introduce el pro-
ducto después. La empresa seguidora conoce la cantidad de produccién de la empresa
lider, (¢ — 7) es la produccién que entro al mercado al momento ¢t —7, 7 > 0y en base a
este nivel de produccién es que la empresa seguidora decide su nivel de produccién. El
sistema diferencial que describe éste modelo esta dado por:

21(t) = k[l — qtl — gsti(z1()p(z1(t) + 22(t)) — 21(1))]
- [p(@1(t) + 22(t)) + 21 ()p' (21(t) + 22(2))] — 1.

To(t) = ko[l — qtl — gsty(xo(t)p(x1(t — 7) + 22(t)) — 22(%))]
(@it = 7) 4+ 22(1) + 22(8)p (21 (¢ — 7) + 22(¢))] — co.

21(t) = ha[—(1 — @)ty + gsty(z1(E)p(ay(t) + 22(t)) — 21(¢))].

Zo(t) = ho[—(1 — @)t1 + gsti(za(t)p(21(t) + 22(t)) — 22(1))].

(IT1.3.1)

33’1(9) = @(9), 0 e [—7', O], 33’2(0) = T90, Zz(()) =Zoy hi >0,k >0,1= 1,2.

1
Para p(z) = — el estado estacionario del sistema (IIL.3.1) esta dado por el punto de
equilibrio (II.1. 10)
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Con respecto a la transformacion u, (t) = @1 (t) —z7 , ua(t) = @a(t) — a3, us(t) = 21(¢)— 27,
ug(t) = 29(t) — 23, donde uy, = @1 (t — 7) — a5 , gy = @o(t — 7) — @b, uz, = Z(t — 1) — 27,
uy4; = Zo(t—7)— 23, y realizaremos una expansioén de (II1.3.1) en series de Taylor alrededor
del punto estacionario estable (x}, 7}, 2], 23), y calculando s6lo los términos de primer
orden en la serie, obtenemos la siguiente aproximacién lineal del sistema (III.3.1).

a1

a3

Q41

in(t) Gult) on(t) ) Fnl)\ e
oz or 0z 0z
(1) Oua(t)  Ous(t) 3@675) (92@615) us(t)
= agx t) 8293 t) 5% 'I%f) i
s (Zf) 3 3 3 3 Uus (t)

Ox ox 0z 0z
( (t) Qualt)

Uy <t> axl 61‘2 821 822 U4 (t)

UlT(t)
a'TIT ax2T azlﬂ' 8227
(75) t) 8u2(t) (75) t) (75) t) Us (t)
8.1'17- 833'27' aZl‘r 8227 " —
8U3 t) 0U3(t) 8U3 t) 8U3 t) (t)
aIlT 81'27— ale 8227 Har
Uy t) 6U4(t) Uy t) Uy t)
81717— axQT aZlT 8227 U4T<t)
12 Q13 0 Ul (t) 0 00O ul.,-(t)
a12 0 924 UQ(t) 921 00 0 UQT(t)
+
a3y Q33 0 U,3(t) 0 000 Ugf(t)
[07%)) 0 Q44 Uyg (t) 0 00O Ugr (t)

Por lo anterior tenemos que:

Donde a1,

w1 (t) = kranuy(t) + apua(t) + aizus(t),
U (t) = koaoiuy(t — T) + agus(t) + asquy(t),
Us(t) = hiasiug (t) + asgua(t) + assus(t),
Uy(t) = hoagug () + asua(t) + assuq(t).

(I1.3.2)

a12, A13, G21, G22, A24, A31, A32, 433, G441, Q42 Y G44 SON los dados por (I11.2.4).
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Ahora calcularemos el polinomio caracteristico asociado al siguiente sistema:

u(t) = Au(t) + Bu(t — 1) (IL.3.3)

Donde u(t) = (uy(t), ua(t), uz(t), us(t))” y A = (ai;), B = (ai;), 1,5 = 1,2,3,4, con:

k1a11 kZ16L12 kl(llg 0 0 0 00 A 0 0
. 0 kgagg 0 k2a24 _r k2a21 0 0 0 . 0 X0
PA) = hiagy hyass hiass O te 0 00 0 00 A
h2a41 h2a42 0 h2a44 0 0 0O 0 0 O
kiain — A Kiais kiaq3 0
e kaaz  kaaz — A 0 koaos .
hias hiass hiasz — A 0
hoay hoays 0 hoayy — A
kyiais kiais 0
Q_AT]{?Qan h1a32 h1a33 - A 0 +
hoayo 0 hotgs — A
k1a11 — )\ k1a13 0
k2a22 — )\ h1CL31 h1a33 — )\ 0 +
h2G41 0 h2a44—)\

kiann — A kiago kiais
kaaoy hias; hiasy hiaszs — A
haay; haays 0

> O O O
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= 6_/\7[—]4?1]4326112@21@1@33 - )\)(h2a44 - )\) + k1k2h1h2a13a32a21(h2a44 - )\)]
+ ()\ - Gnkl)()\ - a22k2)(>\ - a33h1)(>\ - a44h2) - a42a24k52h2(/\ - a11k1)()\ - a33h1)
- a12a24a41k1k2h2()\ - a33h1) - a31a13k1h1(>\ - a22k’2)()\ - a44h2)
+ 31013024042k 1 kahy1hy — agi1azaai3a24k1kahihy
= 6_/\T[(—/€1k2a12a21))\2 + (/flkfzalzazl(h2a44 + h16l33) - k1k2h1a13a21a32))\
— kikohiho(@13091 032040 — Q12G21033044)] + zt + (—kia11 — kaaso — hiass
— haasa) N’ + (krkaaniass + (krans + koags)(huass + haaus) — hakiarzas
— kahoagsass + h1h2a33a44))\2 + (k1koariags(hiass — hoaus) — kahihoaszassass
+ hikiaziais(kaaos + hoaus) — kikahoassaioan + kikahoariassass + kohihaassaszasm) N’
+ k1kahiho(a11a22a33044 — 013022031044 + A13024031Q42 + 12024033041

— (13024032041 — A11024033042 + Q13021032044 — a12a21a33a44)-

(IT.3.4)

Se sigue entonces que el polinomio caracteristico asociado al sistema anterior esta da-
do por:

M+ 3\ + A+ A +ng + e (1A + A+ 1) = 0.
(I1.3.5)

Donde:

ms = N3, Mo = N3 -+ lg,ml =ny + ll,mo =ng + lo. (IH36)

Si 7 # 0. Considerando 7 como un parametro,

Para que nuestro sistema tenga una bifurcacién de Hopf, forzamos a que tenga una
solucién imaginaria pura, entonces hacemos A\ = iw. Sustituyendo A = iw en el polinomio
caracteristico, obtenemos.

wt — inaw® — ngw? + inqw + ng + e (—lyw? + iliw + lo)

= w* — ingw® — naw? + inqw + ng
+ (coswT — isenwr)(—low? + ilyw + lo)

—wt— insw®

— now? + inqw + ng — low? cos wT
+ ilyw cos wT + lg cos wT + low?i sen wT
+ lhwsenwTt — lyi senwT

= wh — npw? + ng + (—low? + ly) coswt + Liwsen wr
+i(—ngw® + niw + (law? — ly) sen w7 + ljw cos wT)

_ 0. (I11.3.7)
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Como el nimero imaginario es cero, quiere decir que tanto su parte real como ima-
ginaria es cero, por lo tanto se tiene el siguiente sistema.

w* — ngw? + ng + (—law? + ly) coswt + Liwsenwr = 0.

—ngw® + nqw + (l2w2 —lp) senwt + ljw coswTt = 0.

(11L.3.8)

Resolvemos el sistema de arriba para coswrt y senwr, multiplicando la primera por
—lw y la segunda por —lw? + Iy

—hw(w* = naw? 4+ ng) — hw(—lyw? + ly) coswt — [fw? senwr = 0

(—low? + 1) (—n3w® + nyw) + (—low?® + lp)? sen wT + (—low? + lp)ljw cos wT = 0.
Sumando lo anterior se tiene:

— hw(w? — naw? + ng) — Bw? senwr + (—lyw? + lp) (—nsw® + niw)
+ (=lw? + lp)*senwT
= hw(—w* + nyw?® — ng) + (law? — lp) (n3w® — niw)
— ((=lw® 4+ 1p)? + lfw?) senwr
= ((=lw? +1p)* + 1}) senwr
= Lhw(—w! + ngw? — ng) + (law? — Iy) (n3w® — nw).

Despejando de la expresion anterior a senwr se tiene

hwnow? —wt —ng)  (nzw? — nyw)(lw? — ly)
= : I1.3.9
SeReT (—low? 4 1p)? + [fw? (—low? +1p)? + 1fw? ( )

Ahora multiplicando la segunda por —l;w y la primera por —lw? + [,

(—low? + Io) (w* — now? + ng) + (—low? + 1p)? coswT + (—low? + lp)liwsenwt = 0

—Lw(—n3w?® + nw) — hw(—lw?® + ly) sen wr — ljw? coswT = 0.

Sumando lo anterior se tiene:

(=lw? + lo) (w* — naw? + ng) + (=law?® + 1y)? cos wT
— Lhw(—n3w® + nw) — fwcoswr =0

= (—lyw® + lp) (w* — now? + ng) + ((—low? + Ip)* + lfw) cos wT
— Lw(—nzw® + nw) =0

= (=lw? + lo) (w* — now? + ng) — hw(—nsw?® + nw)

= ((=lw? + 1p)* + ljw) cos wT.
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Despejando de la expresién anterior a coswT se tiene

(now? — w* — ng) (—low? + 1y) Lhw(nzw® — njw)

= : I11.3.10

coser (—low? +1p)? + Fw? * (—low? 4+ 1p)? + [fw? ( )

Utilizando la siguiente identidad trigonométrica sen wr? + coswr? = 1, y sustituyendo
(II.3.9) y (II1.3.10) se tiene.

[(now? — w* — ng)(=lw? + ly) + hw(nzw?® — nyw)]?

[(—low? + 1o)? + Lo
[hw(new? — w* — ng) + (n3w® — nyw) (law? — 1p)]?
((=lw? 4 1p)? + 13w?)?
— 1 (II.3.11)

Acontinuacién desarrollaremos la ecuacion (I11.3.11)

cos® wr + sen?wr =

[(now? — w* — ng) (—low? + lo) + Lhw(naw® — nyw)]?
+ hw(new® — w* —ng) + (naw?® — nyw)(lhw?® — 1y))?
= (now? — w* — ng)}(—low? + 1y)?
+ 2[(naw?® — w* — ng)(—low? + lp)iw(nzw® — nyw)]
+ Bw?(naw® — nw)? + Bw?(naw?® — w — ng)?
+ 2[lw(ngw? — w* — ng) (nsw® — n1w) (lew? — Iy)]
+ (naw® — nw)?(low? — y)?
= (now?® — w* — ng)?(—lyw? + y)?
+ 2[(ngw? — w* — ng) (—low? + lp)hw(nzw® — nyw)]
+ Bw?(nsw® — mw)? + Bw?(ngw? — w* —ng)?
2 — W —ng)(nzw® — nw)(—law? + Ip)]
+ (n3w® — nw)? (low? — ly)?
= (ngw? — w* — ng)?(—lyw? + y)?
+ [fw? (naw® — mw)? + lfw? (naw?® — w* — ng)?
+ (n3w® — nyw)? (law? — )?
= (—lw? + 10)?)[(now? — w* — ny)?
+ (n3w® — nw)?] + Buw?[(new? — w — ng)? + (n3w® — niw)?]
= [(=lw? + 1p)? + BBw?][(now? — w* — ng)? + (naw?® — nyw)?] (IL.3.12)

— 2[lhw(nsw

De (II1.3.11) sigue

—low? + 1p)? 4 Buw?][(naw® — w* — ng)? + (ngw® — nw)?] = [(—lw? + 1)? + Pw?)?
1 1
(now? — w* — ng)? + (naw® — nw)? = (—lyw? + Ip)? + Zw?
(I11.3.13)
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Luego pasamos todos los términos de un solo lado de la igaldad

(now? — w* — ng)? + (n3w® — nw)? — (—lyw? + lp)* + Bw? = 0.

Quedando finalmente.

w® 4 (3 — 2n2)wWb + (n3 + 2ng — 2n3ny — B3)w* + (0§ — 2nang + 2y — 12)w? +nj — 13 = 0.

WS+ 1w’ 4wt + A% 41 = 0. (I11.3.14)
Donde

7”6:n§—2n2,7‘4:n§+2n0—2n3n1—l§
o = TL% — 2712710 + 2[2[0 — l%,?”o = ng — lg

(II.3.15)

Si wp es una raiz positiva de (I11.3.14), entonces hay una bifurcacién de Hopf y el y el
valor de 7, esta dada por:

1 z 2yt - 3 pyw)(lhw? — |
= L arctan 0@ (2w =@ = no) + (50" = mw) (bw” = lo) (II1.3.16)
Wo (now? — w* — ng) (—law? + ly) + hw(nzw? — nyw)
donde

a; = wé - ngwg + ng,
Ao = —ngwg + nywy,
as — lgu)g — l(),
as = liwo. (I11.3.17)

Podemos concluir con el siguiente teorema.

Teorema III.2.

(i) Si wo es una raiz positiva de (111.3.14) y Re(L)\ = iwo, T = To, donde 7o esta dado por
(111.3.16), entonces se produce una bifurcaciéon de Hopf en el estado estacionario (x%, x5, 25, 23),
cuando T pasa a través de 1.

(1) Por el criterio Routh-Hurwitz sobre los coeficienes de (I11.3.5) y no > 0, se obtienen
condiciones para que un estado estacionario sea asintéticamente estable para cualquier retardo
7> 0.
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Utilizando este teorema podemos dar condiciones para que un modelo de duopolio
de Cournot con evasion de impuestos y tiempo de retardo presente una bifurcacién de
Hopf en un tiempo t,. Para este caso, aparecerd una solucién periédica. Una solucién
periddica en nuestro modelo se puede interpertar de la siguiente manera: las dos empre-
sas del duopolio comienzan declarando cierta cantidad de ganancias y después de un
periodo de tiempo volveran a declarar esta misma cantidad de ganancias.



CAPITULO IV
CONCLUSIONES

En esta tesis analizamos tres variaciones al modelo de duopolio de Cournot con
evasion de impuestos: un modelo dindmico, uno estatico y uno con tiempo de retardo.

En el modelo estatico se concluye que el tamafio de la multa puede considerarse como
el mayor disuasorio para la evasion de impuestos, pues logramos mostrar que cuando
la multa es lo suficientemente elevada las empresas tienden a ser mds honestas en la
declaracién de impuestos. Por otro lado, si la probabilidad de evitar ser descubierto eva-
diendo impuestos es elta, entonces tienden a no declarar honestamente y por lo tanto
aumentan los beneficios de las empresas. En resumen, el anélisis efectuado en esta tesis
nos permite el estudiar la relaciéon que guardan las ganancias declaradas por las em-
presas con la multa que aplica un gobierno por evasion fiscal y con la probabilidad de
que las empresa sean descubiertas evadiendo impuestos. El teorema III.1 nos dice de
manera general como se comporta la funcién de penalidad con respecto al impuesto y la
probabilidad de ser descubierto y los ejemplos desarrollados en la tesis corroboran este
resultado.

Utilizando la proposicién II1.3 y el criterio de Routh-Hurwitz podemos dar condi-
ciones para que un modelo dindmico de duopolio de Cournot con evasién de impuestos
tenga un punto de equilibrio que sea asintéticamente estable. La solucién en nuestro
modelo se puede interpertar de la siguiente manera: las dos empresas del duopolio
comienzan declarando una cantidad de ganancia cercana al punto de equilibrio, pero
después de un periodo de tiempo estas dos empresas terminardn declarando justamente
la cantidad de ganancia que determina el punto de equilibrio.

Para el modelo dindmico con evasiéon de impuestos y tiempo de retardo, usando a 7
como pardmetro nosotros encontramos una bifurcacién de Hopf cuando 7 pasa a través
de 7y puede interpertar de la siguiente manera: las dos empresas del duopolio comien-
zan declarando una determinada cantidad de ganancia, pero después de un periodo de
tiempo estas dos empresas terminaran declarando esta misma cantidad de ganancias.
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Finalmente un resultado importante que se logra concluir con este trabajo es que
se requiere de una multa lo suficientemente elevada, para que las empresas declaren
correctamente sus ganancias, pues nuestros calculos muestran que el tamafio de la multa
es un factor clave para disuadir la evasiéon de impuestos.
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