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Introduccion

En este trabajo de tesis, comenzamos estudiando algunos de los conceptos de teoria
de gréficas, y de cémo asociarle un espacio topoldgico a cada grafica. Especificamente
abordamos solo las denominadas graficas simples y le asociamos un espacio topolégico
a través del complejo simplicial de completas de dicha grafica. Es de esta forma que
asociamos conceptos topoldgicos a objetos combinatorios. El problema que mds nos
interesa es de el de averiguar el tipo de homotopia que tienen las graficas simples de
grado maximo acotado. Es decir, quisiéramos saber si el espacio topolégico asociado a
una grafica es homotdpico a un espacio topolégico conocido (una cuiia de esferas, un
toro, una cufia de circunferencias, el plano proyectivo, etcétera).

También estamos interesados en otras cuestiones como el comportamiento de una
gréficay el tipo de homotopia bajo un cierto operador que conocemos como el operador
de clanes. Si G es una grafica denotamos a su grafica de clanes como K(G), donde K(G)
es la grafica de interseccion de las subgraficas completas maximales de G. Luego, K
es conocido como el operador de clanes, y podemos iterarlo, para n > 1 definimos de
manera recursiva K"(G) = K(K"~!(G)), donde K°(G) = G. Por ejemplo, un problema
de interés es averiguar si una grafica G es K-homotopicamente permanente, es decir, si
G es homotépica a K™(G) para toda m € N. Otro ejemplo de un problema de interés
es el de determinar si una gréafica G es K-convergente, es decir, si existen m,n € N con
m < n, tal que K™(G) = K"(G), en otras palabras, si la érbita de G bajo K contiene un
ndmero finito de gréficas salvo isomorfismo.

En el capitulo [I] se presentan los principales conceptos y definiciones de teoria
de grificas que se van a usar para el desarrollo de este trabajo. Asi como también se
presenta la definicién de que una grafica tenga la propiedad de ser clan-Helly.

Luego, en el capitulo [2] se explica la forma de asociarle un espacio topolégico a
un complejo simplicial y como es que se le asocia un espacio topoldgico a una grafi-
ca a través del complejo simplicial de completas. También se presenta la relacién de
homotopia entre dos gréficas.

Una vez estudiado el concepto de homotopia en gréficas, en el capitulo[3]se presen-
tan unos resultados sobre la homotopia entre gréficas, asi como invariancia homotépica
en graficas que tienen la propiedad de ser clan-Helly.

Uno de los resultados principales de la tesis se encuentra en el capitulo 4] En [19]
se mostré que una grafica G conexa de grado maximo menor o igual a cuatro (es decir,
cada vértice en la grifica tiene a lo mds cuatro vecinos) es convergente, y se realizé
mostrando que K?(G) tiene la propiedad de ser clan-Helly, lo cual implica que K*(G)



es convergente y por lo tanto G también. Luego, nosotros logramos demostrar que G,
K(G) y K*(G) son homotdpicas, lo cual junto con el resultado probado en [19] se
muestra que G es K-homotépicamente permanente. Y mds aun, se logré demostrar que
G tiene el tipo de homotopia una cufia de circunferencias, con una tnica excepcion,
que es el octaedro.

De esta forma nos preguntamos entonces que pasaba con las grificas conexas de
grado mdximo menor o igual a cinco. Y finalmente en el capitulo [5] demostramos que
G tiene el tipo de homotopia de una cuiia de esferas S? y circunferencia S'. Esto dltimo
se mostrd haciendo uso de resultados de complejos CW.




Capitulo 1

Graficas

1.1. Conceptos de teoria de graficas

En este capitulo vamos a introducir los conceptos principales de teoria de graficas
que usaremos.

Definicion 1.1.1 Una grdfica G consiste de un conjunto de vértices que denotamos
con V(G) y un conjunto de aristas que denotamos por E(G). Donde los elementos de
E(G) son subconjuntos de dos elementos de V(G), es decir, son de la forma {x,y} con

x,y €V(G)yx#y.

Notemos que en la definicién no se estd pidiendo mas que V(G) sea un con-
junto, es decir, V(G) podria ser finito o infinito. Sin embargo, en la tesis, trabajaremos
solo con graficas finitas, es decir, nuestras graficas tienen conjunto de vértices finito
y por tanto conjunto de aristas finito. Ademads son de las llamadas graficas simples, es
decir, no se permiten aristas multiples ni lazos.

Definicion 1.1.2 Cuando dos vértices x, y en una grdfica G forman arista, es decir,
{x,y} € E(G) decimos que son vecinos o adyacentes y escribimos x ~y. Y en lugar de
denotar la arista con {x,y} la denotamos simplemente por xy.

Nota 1.1.3 De forma similar, para denotar que un vértice x pertenece a una grdfica
G, estrictamente hablando deberiamos escribir x € V(G), pero para simplificar la no-

tacion escribiremos x € G, en el entendido de que eso significa que x es un vértice de
G.

Es usual asociar un dibujo a una gréfica, donde los vértices de las gréfica los aso-
ciamos con puntos y las aristas con lineas que unen dichos puntos.

Ejemplo 1.1.4 Consideremos la grdfica G tal que
V(G) ={a,b,c,d,e,f}, E(G)={ab,ac,bc,be,bd cd,cf,de,df ef},

a la cual le asociariamos un dibujo como el de la figura[l.]
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¢ f

Figura 1.1: Dibujo de una gréfica.

Cuando una grifica es tal que cada par de vértices distintos en ella son adyacentes,
entonces decimos que es una grafica completa. De esta forma, una grafica con n vérti-
ces que es completa la denotamos por K, (ver figura[l.2]donde aparecen dibujos de K,
K>, K3y K4).

X1
X1 X1
X2
X3
®
X1 X2 X3 X2 X4
K K> K3 Ky

Figura 1.2: Dibujos de graficas completas K, K>, K3 y k4.

En matematicas cuando se define una estructura es usual definir una subestructura
a partir de la original, aqui no es la excepcidn.

Definicion 1.1.5 Sea G una grdfica, se dice que H es una subgrdfica de G y denotamos
H < G si H es una grdfica tal que V(H) CV(G) y E(H) C E(G).

Definicion 1.1.6 Una subgrdfica H de una grdfica G se dice que es una subgrdfica
inducida si dados cualesquier par de vértices x,y € H se cumple que x ~y en H si y
solo si x ~'y en G. Por ejemplo, en la figura[l.3|tenemos que H si es una subgrdfifca
inducida de G, pero F no lo es.

En muchas ocasiones identificaremos subconjuntos de vértices de una grafica como
subgréficas inducidas. Es decir, si H C V(G) donde G es una gréfica, la subgrifica
inducida por el conjunto H es la grafica cuyos conjunto de vértices es H y cuyas aristas
son tales que x,y € H son adyacentes si son adyacentes en G.

Definicion 1.1.7 Un camino de longitud r entre dos vértices x y y de una grdfica G,
es una sucesion de r + 1 vértices distintos en G, digamos x = vy, vy,...,v, =y tal que
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e e e
fG H fF

Figura 1.3: Subgréfica inducida.

Vi ~Vir1 para todo i =0,1,...,r — 1. Ademds, si para cualesquier par de vértices en
una grdfica G existe un camino, entonces decimos que G es conexa, en caso contrario
diremos que es disconexa. Y una subgrdfica H inducida que es conexa y que tiene la
propiedad de que para todo v € V(G)\V (H) la grdfica inducida por V(H)U{v} no es
conexa, entonces decimos que H es una componente conexa.

Dicho de otra forma, podemos notar que la relacién de tener un camino entre dos
vértices es una relaciéon de equivalencia y cada clase de equivalencia induce una com-
ponente conexa.

Tlustraremos esta dltima definicién con un ejemplo. Consideremos la grafica de la
figura[T.4] la cual no es conexa y de hecho, tiene dos componentes conexas, una dada
por el conjunto de vértices {a,b,d,i} y la otra por {c,e, f,h}.

a b e

f

Figura 1.4: Gréfica disconexa

Definicion 1.1.8 Un ciclo es una grdfica conexa donde cada uno de sus vértices tiene
exactamente dos vecinos, un ciclo de n vértices lo denotamos por C,. Una grdfica
conexa es un drbol, si no contiene ciclos, es decir si ninguna subgrdfica de ella es un
ciclo.

Como ejemplo, en la figura a la izquierda tenemos el ciclo C4 y a la derecha
tenemos un arbol 7'.

Lema 1.1.9 Si G es una grdfica donde cada uno de sus vértices tiene al menos dos
vecinos, entonces contiene al menos un ciclo.
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a b

«—— Hoja

Cy Hoja h

Figura 1.5: Ciclo C4 y un arbol.

Demostracion.

Sin pérdida de generalidad supongamos que G es conexa (pues en caso de no serlo
podemos aplicar el argumento a cada una de sus componentes conexas). Suponga-
mos también que G tiene n vértices. Sea x| € V(G), como cada vértice tiene al menos
dos vecinos, entonces existen xp,x; € V(G) tal que xg,x1,x, son distintos entre si y
X0 ~ x1 ~ xp. Como x; tiene al menos dos vecinos, podria suceder xy ~ x, entonces
Xo,X1,X2 formarfan un ciclo, pero si no, debe existir x3 ¢ {xo,x;,x2} tal que x ~ x3.
De nuevo, como x3 tiene al menos dos vecinos, entonces podria ser vecino de xp 0 x1,
en cualquier caso se formaria un ciclo, pero si no, entonces debe existir x4 distinto de
todos los vértices anteriores tal que x3 ~ x4. Y de nuevo podemos repetir el argumento
de forma inductiva. Y como la gréfica tiene un nimero finito de vértices este proceso
debe terminar en algiin momento. En el “peor de los casos” tendriamos un camino de
n vértices {xo,x1,...,X,—1}, que ya serian todos los vértices de la grafica porque se
supuso que G tiene n vértices, entonces x,_1 debe tener otro vecino a parte de x,,_2, y
de esta forma se tendria un ciclo y se concluye el resultado. |

Corolario 1.1.10 Si G es una grdfica 2-regular, es decir, que cada uno de sus vértices
tiene exactamente dos vecinos, entonces G es union disjunta de ciclos.

Demostracion.

Vamos a mostrar que todas las componentes conexas de G son ciclos, lo cual quiere
decir que G es unidn disjunta de ciclos. Sea C una componente conexa de G, por el
lema [I.1.9] se sigue que esa componente conexa tiene al menos un ciclo, si C tuviese
un vértice mas diferente de los del ciclo que contiene, entonces existirfa una camino
entre dicho vértice y un vértice del ciclo, pero ello implicaria que algin vértice del
ciclo tiene al menos tres vecinos contradiciendo que G es 2-regular. Por lo tanto, C es
un ciclo, por lo que todas las componentes conexas de G son ciclos. |

Definicion 1.1.11 Sea T un drbol, decimos que x € V(T) es una hoja si solamente
tiene un vecino. Por ejemplo, en el drbol de la figura[I.3|los vértices b, d y e son hojas.

Definicion 1.1.12 Una grdfica B es bipartita si existen Vi,V, C V(G) no vacios, tales
que Vi UV, = V(G) y cualquier arista xy € E(G) cumple que x €V, y y € V5 0 bien
quey € Vi yx € Vo. En tal caso se suele denotar B = (Vy,V,).




1.1. Conceptos de teoria de graficas

Definicion 1.1.13 La vecindad abierta de un vértices x en una grdfica G se denota
y define como N(x) = {y € V(G) | x ~ y}, es decir, el conjunto de todos los vértices
que son vecinos de x. Y la vecindad cerrada de x, se denota y define como el conjunto
Nx] = N(x) U {x}.

Como ejemplo de estas dos tltimas definiciones consideremos la grafica de la fi-
gura[1.6] esta es una grafica bipartita considerando V; = {a,b,c,d} y V> = {e,h,i}. En
esa misma gréafica veamos que N(b) = {e,h} y N[b] = {b,e,h}.

a b c d

€ h i

Figura 1.6: Gréfica bipartita.

Definicion 1.1.14 Se dice que una grdfica G es un cono si existe a € V(G) tal que todo
vértice en G distinto de a es vecino de a. Al vértice a lo llamaremos dpice del cono.

Por ejemplo, la gréfica de la figura[I.7)es un cono con édpice a.

b c

h e

Figura 1.7: Cono con dpice a.

Definicion 1.1.15 Sea G una grdficay x € V(G). Se dice que x es un vértice dominado
de G si N(x) induce un cono en G. Si 'y es un dpice de dicho cono, decimos que y
domina a x.

Por ejemplo, en la grafica de la figura el vértice b es dominado, ya que a lo
domina, pues la grafica que induce N(b) = {a,c,i} es un cono con épice a. Pero, por
ejemplo, a no es un vértice dominado, pues su vecindad N(a) = {b,c,d, e, h,i}, induce
un ciclo de seis vértices, y este no es un cono.
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Definiciéon 1.1.16 Sea G una grdficay X C V(G), denotamos por G|X] a la subgrdfica
inducida por X.

Definicion 1.1.17 Se dice que una grdfica G es desmantelable si sus vértices pueden
ser ordenados V(G) = {x1,x2,...,x,}, de tal forma que x; es dominado por un vértice
en Gl{xi,...,x,}| paratodoi=1,2,....n—1.

Proposicion 1.1.18 Todo drbol es desmantelable.

Demostracion.

Supongamos que T es un arbol con n vértices. Todo arbol debe tener al menos una
hoja, pues por el lema [I.1.9]si todos lo vértices de T tuvieran al menos dos vecinos,
entonces T tendria un ciclo, lo cual no puede ser, entonces necesariamente debe ha-
ber una hoja en 7, porque ademds T es conexa. Sea entonces x| € V(T') una hoja de
T, este es un vértice dominado por su dnico vecino, digamos y € V(T'), puesto que
{y} =N(x1) € N[y]. Luego, es directo ver que T'[V(T) — {x1}] es un drbol. Con el mis-
mo procedimiento podemos encontrar una hoja x, del drbol T [V (T) — {x; }] tal que x;
es dominado en T[V(T) —{x;}] y T[V(T) — {x1,x2}] es un drbol. Inductivamente po-
demos hacer este procedimiento n — 1 veces hasta obtener la grafica con un solo punto.
Por lo tanto, T es desmantelable. [ |

1.2. Isomorfismos en graficas

En esta pequefia seccion daremos un concepto importante, ya que se presenta en
que términos vamos a considerar dos graficas como iguales.

Definicion 1.2.1 Sean G y H dos grdficas. Un morfismo de G a H es una funcion
f:V(G) = V(H) tal que si x,y € V(G) son tales que x ~'y, entonces f(x) ~ f(y) o
fx) =fW).

Definicion 1.2.2 Sean Gy H dos grdficas. Un isomorfismo de G a H, es un morfismo
f:V(G) = V(H) tal que f es biyectiva. Si existe un isomorfismo entre Gy H, decimos
que son isomorfas y lo denotamos por G =2 H. Para este trabajo, dos grdficas isomorfas
se suelen considerar como iguales.

Observemos que si f: G — H es un isomorfismo de G a H, al ser biyectivo tiene
inversa g = f~! y que g es un isomorfismo de H a G.

A continuacién se enunciardn algunas propiedades que se preservan bajo isomor-
fismos. Sea f: G — H un isomorfismo de gréficas, entonces:

= [V(G)| =V (H)].
= |E(G)| = [E(H)].
= Six e V(G), entonces [N(x)| = [N(f(x))].

= Si G es conexa, entonces H es conexa.
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Ahora, veamos un ejemplo de dos gréficas isomorfas. En la figura[I.8]tenemos dos
grificas H y G, que quizds en principio no se note que son isomorfas, pero resulta que
si lo son, por ejemplo, considerando el morfismo F: H — G dada por

F(c)=x
F(e)=x
F(b)=)
F(d)=y
F(f)=12
Fa)=z
y ¥
a b X
H G

Figura 1.8: Gréficas isomorfas.

1.3. Graficas de clanes y graficas clan-Helly

Siguiendo [6], en esta seccidn se dard el concepto de clan.

Definicion 1.3.1 Sea G una grdfica, decimos que c es una completa de G si ¢ CV(G)
y ¢ induce una subgrdfica completa de G. Ademds decimos que q es un clan de G si es
una completa maximal de G, es decir, no existe otro vértice x € V(G) \ q tal que x es

vecino de todos lo vértices en q.
Definicion 1.3.2 Sea G una grdfica, la grdfica K(G) tal que
» V(K(G)) ={q CV(G) | qesun clan de G},
» dos vértices diferentes q1,q> € V(K(G)) son adyacentes si g1 Nqy # 0,

es llamada la grdfica de clanes de G.
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Entonces, tenemos que a cada grafica G, podemos asociarle su grafica de clanes
K(G), y entonces también a K (G) podemos sacarle su gréfica de clanes K(K(G)) y asf
sucesivamente, esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.3.3 Para cada grdfica Gy cadan € N, sea K"(G) = K(K"~'(G)), donde
K°(G) = G. A K se le conoce como el operador de clanes en grdficas.

Enla ﬁgura se muestran dibujos de una grifica G, su gréfica de clanes K(G) y
su segunda grifica de clanes K*(G). Se puede identificar que los clanes de G son

q1 ={a,d,e},
g2 ={b,e, f},
g3 ={c.d, f},
qs ={d,e, f,8},
gs ={c,h}.

Los cuales son los vértices de K(G), de donde se puede observar segin la definicion
que, por ejemplo, g ~ g2 porque g Nga = {e} # 0. Y asi sucesivamente se pueden
identificar las aristas de K(G). Ahora, podemos notar que K(G) solo tiene dos clanes,
los cuales son

O1={g3,95} vy 02=1{q1,92,93,94,45},
estos tienen interseccién no vacia y por lo tanto un dibujo de K*(G) es como el que se
observa en la figura[I.9]

A continuacion se va a presentar la definicion de las graficas clan-Helly, estas grafi-
cas son relevantes en este estudio ya que son un ejemplo “grande” de lo que queremos
garantizar en este trabajo.

Primero se presenta en general que es la propiedad de Helly.

Definicion 1.3.4 Dado un conjunto X, una coleccion Q C P(X) (donde P(X) denota
el conjunto potencia de X) es intersecante si para cualesquier A,B € Q se cumple
ANB # 0. (En otras palabras, los elementos de Q se intersectan dos a dos).

Definicion 1.3.5 Sea X un conjunto, decimos que una coleccion C C P(X) tiene la
propiedad de Helly si para cualquier subcoleccion intersecante Q C C se cumple

NQ #0.

Definicion 1.3.6 Una grdfica es clan-Helly si su coleccion de clanes tiene la propie-
dad de Helly.

Veamos ejemplos de una gréfica que es clan-Helly y de otra que no lo es. En la
figura [I.10] consideremos la grifica G, notemos que tiene seis clanes, de hecho todos
son tridngulos y estdn etiquetados como ¢; con i = 1,2,3,4,5,6. La grafica G es clan-
Helly, pues cualquier coleccién intersecante de clanes tiene interseccién no vacia, de
hecho todos los clanes contienen al vértice g. Por otro lado, la grafica H no es clan-
Helly. Primero notemos que H tiene cuatro clanes, los cuales también son tridngulos
y estan etiquetados como g; con i = 1,2,3,4. Luego, si consideramos la subcoleccién
de clanes {qi,43,94} podemos notar que es una coleccién intersecante, puesto que

giNgz3={e},qiNgs={d} y 3Nqs ={f}. pero g1 Ng2Ng3 = 0.
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1.3. Griéficas de clanes y gréficas clan-Helly

qs

q1 q2

K*(G)

Figura 1.9: Una gréfica G, su grifica de clanes K(G) y su segunda grafica de clanes
K%(G).

b c <
a.d A
a e b
f e
G H

Figura 1.10: La grafica G es clan-Helly pero la grifica H no lo es.
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1.4. Octaedros

1.4. Octaedros

Los octaedros son un tipo de grificas que servirdn de ejemplo mds adelante.
Para definir los octaedros, primero daremos la definicién del complemento de una
grafica y de un conjunto independiente en una grafica.

Definicién 1.4.1 Si G es una grdfica, su complemento se denota por G, y es la grdfica
cuyo conjunto de vértices es el mismo que el de G y dos vértices distintos de G son
adyacentes si no son adyacentes en G.

Definicion 1.4.2 Un conjunto independiente en una grdfica G es un subconjunto de
V(G) tal que no hay vértices adyacentes en dicho subconjunto.

Como ejemplo, en la figura tenemos una grafica G y su complemento G. Ade-
mds podemos notar que en G los vértices a, ¢, h forman un conjunto independiente en

G.
a b a b
h@C h % i |
e d e _ d
G G

Figura 1.11: Una gréfica y su complemento.

Recordemos que vamos a denotar por K> a la grafica completa de dos vértices, de
esta forma vamos a escribir nK, para algin n € N para referirnos a la gréfica que tiene
n componentes conexas donde cada componente conexa es K>. En la figura [[.12] se
pueden apreciar algunos ejemplos.

ai ar as aj ay as aq
by by b3 b by b3

3K> 4K,

by

Figura 1.12: Dibujos de 3K, y 4K>
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1.4. Octaedros

Definicion 1.4.3 Para n € N se denota por O, al octaedro que es el complemento de
nky, es decir, O, = nk,.

Como ejemplos tenemos dibujos de los octaedros O, O, y O3 en la figura[T.13] Y
en la figura tenemos un dibujo més conocido del octaedro Os.

aj [75) as
ay al ap
[ ] p
° « by by b3
by b by
0=k, 0, =2K, 03 =3K»

Figura 1.13: Dibujos de los octaedros Oy, Oy y Os.

ai

n Lo

by
Figura 1.14: Octaedro Os3.

Observemos que un clan en O, se corresponde con un conjunto independiente ma-
ximal en 7K. Dichos conjuntos independientes se obtienen tomando un solo vértice en
cada componente conexa de nK,. Entonces, hay 2" maneras diferentes de escoger esos
vértices, por lo tanto O,, tiene 2" clanes. Notemos entonces, que O, tiene 2n vértices, es
decir, la cantidad de vértices crece de forma lineal conforme n crece, pero la cantidad
de clanes crece de forma exponencial. Esto nos da indicios de que calcular los clanes
de una gréfica es un problema computacionalmente dificil, pues el hecho de tratar de
contarlos resulta en una cantidad exponencial (en funcién del nimero de vértices) en
el caso de los octaedros.

Por otro lado, también hay clases de graficas cuyo nimero de clanes no crece de
forma exponencial. Un ejemplo de ello son los drboles. Pues resulta que un arbol con
n vértices, tiene n — 1 aristas (ver capitulo 1 de [8]]). En este caso las aristas son sus
clanes, pues como un drbol es una grafica que no tiene ciclos, en particular no puede
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1.4. Octaedros

tener ciclos de tres vértices, es decir, no existen tres vértices adyacentes entre si, por
lo tanto las completas de un drbol deben ser sus aristas. Notando asi que un arbol con
n vértices tiene n — 1 clanes, es decir, conforme el nimero de vértices en esta clase de
gréficas crece de forma lineal, el nimero de clanes también.

Asi entonces, podemos decir que en general, determinar la lista de todos los clanes
en una gréfica es un problema computacionalmente dificil. Es decir, existen clases de
gréficas donde es computacionalmente dificil enumerar los clanes y otras donde es
computacionalmente facil.
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Capitulo 2

Complejos simpliciales y
homotopia

Ahora, la idea es asociar a cada grafica un espacio topoldgico y esto lo vamos a ha-
cer a través de los complejos simpliciales, que es lo que se presentard a continuacion.
No se van a presentar demasiados detalles acerca de cdmo pasamos de una gréfica a un
espacio topoldgico, solo se dardn los conceptos y las ideas principales. Para méds deta-
lles se pueden consultar referencias como en mi tesis de licenciatura [8] o en el libro de
Munkres [[15]. De hecho, en esta seccién se van a mencionar algunos resultados, de los
cuales no se van a dar demostraciones, pero estas se encuentran en [§]. Cabe mencionar
que en libro [15] se considera incluso el caso en el que los complejos simpliciales son
infinitos, sin embargo, a nosotros solo nos interesa el caso finito y en todos los casos lo
vamos a considerar de esa manera.

2.1. Complejos simpliciales
Primero presentaremos el concepto de complejo simplicial abstracto.

Definicion 2.1.1 Un complejo simplicial abstracto es una coleccion de subconjuntos
de un conjunto X tal que es cerrada bajo inclusion. Es decir, A es un complejo simpli-
cial abstracto si A C P(X) y si 6 € A, entonces para cualquier T C G se tiene T € A.

Definimos ahora algunos de los conceptos principales que trae consigo un com-
plejo simplicial A. Los elementos de A son llamados simplejos. Si ¢ es un simplejo,
la dimension de este se define como su cardinalidad menos uno y lo denotamos por
dim(o). Si un simplejo tiene n+ 1 elementos decimos que es un n-simplejo. Cada sub-
conjunto de un simplejo es llamada una cara del simplejo. Una simplejo es maximal
si no estd contenido en otro simplejo distinto de él. La dimensién de A se define como
el maximo de las dimensiones de todos los simplejos que contiene (como los simplejos
con los que trabajaremos son finitos, el maximo existe y la dimensidn serd finita tam-
bién). El conjunto de vértices V(A) de A es el conjunto que contiene los 0-simplejos
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2.1. Complejos simpliciales

de A. Una subcoleccién de A que es un complejo simplicial abstracto en si mismo, es
Ilamado un subcomplejo de A.

Definicion 2.1.2 Dos complejos simpliciales A y I se dice que son isomorfos si existe
una funcion biyectiva f entre los vértices de Ay de I tal que si 6 € A, entonces f(0) €
I'. Dos complejos simpliciales isomorfos usualmente los consideramos como iguales.

Ahora, veamos el concepto de complejo simplicial geométrico y cémo lo vamos a
relacionar con los complejos simpliciales abstractos.

Definicion 2.1.3 Dado un conjunto de puntos {ap,ai,...,an} C R", diremos que es
geométricamente independiente, si para cualquier conjunto {fy,t1,...,t,,} de niimeros
reales, las siguientes ecuaciones

m m

Ztizo, y Zt,’aiZO,

i=0 i=0
implican que t = 0 para todo i =0,1,...,m.

Viéndolo de una forma gréfica, un punto siempre es geométricamente independien-
te, dos puntos distintos también son geométricamente independientes, al igual que tres
puntos no colineales, luego, cuatro puntos no coplanares son geométricamente inde-
pendientes. Y asi sucesivamente si se tuvieran cinco o mas puntos.

Definicion 2.1.4 Sea {ag,ai,...,an} CR" un conjunto geométricamente independien-
te. El m-simplejo geométrico G generado por {ay,ay,...,an} es el conjunto de puntos
x € R” tales que
m m
X = Ztia,-, con Zti =1,
i=0 i=0

yt; > Oparatodoic€ {0,1,... . m}.
Es un resultado conocido que si x € G, los escalares t; estdn determinados de forma
tinica por x, y a estos se les llaman coordenadas baricéntricas de x. Ademds

m
Z tia;,
i=0
es llamada una combinacion convexa de los vértices ay,ai,. .. ,an.

En dimensiones pequefias se puede observar de una forma algo inmediata como
son los m simplejos. Por ejemplo, un 0-simplejo geométrico es un punto en R”. Un
1-simplejo geométrico es el segmento que una dos puntos ag y a;. Similarmente, un
2-simplejo geométrico es una tridngulo cuyos vértices serian los elementos ag,ay,as
que lo generan. Asi, un 3-simplejo geométrico generado por ag,a,az,as s como un
tetraedro relleno cuyos vértices serian los mismos ag, a1, az,a3. (Ver figura[2.T).

Definicion 2.1.5 Si c es un simplejo generado por {ag,ay, ... ,an}, cualquier simplejo
generado por algiin subconjunto de {ay,ay,...,an} es llamado una cara de .
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2.1. Complejos simpliciales

ai

aq aj

[ ao
ap ap ap as

Figura 2.1: Dibjuos de 0, 1, 2 y 3 simplejos geométricos.

Definicion 2.1.6 Un complejo simplicial geométrico K en R" es una coleccion de
simplejos geométricos tal que

» Cualquier cara de un simplejo de K estd en K.

» La interseccion de cualesquiera dos simplejos de K es una cara de cada uno de
ellos.

Por ejemplo, en la figura [2.2] tenemos que K; y K> si son complejos simpliciales
geométricos pero K3 no. De hecho, K estd formado por un 2-simplejo y sus caras, K>
estd formado por un 2-simplejo y dos 1-simplejos, con sus respectivas caras. Y K3 no
es un complejo simplicial geométrico porque podemos ver que si G es el 2-simplejo
geométrico generado por {ag,ai,a2} y T es el 2-simplejo geométrico generado por
{bo,b1,b,}, entonces la interseccién de G con T es el segemento que una a a; con by y
podemos notar que este segmento no es una cara ni de ¢ ni de T.

Ahora, como se menciond al principio del capitulo la idea es asociar topologia a las
gréaficas a través de un complejo simplicial. Resulta que dado un complejo simplicial
geométrico K, podemos asociarle un espacio topoldgico que llamamos su realizacion
geométrica. En principio K podria constar de un nimero infinito de simplejos, pero
para nuestros propdsitos solo requerimos que K sea finito, y en ese caso el espacio
topolégico que asociaremos es un subconjunto de R” para alguna n.

Definicion 2.1.7 Sea K un complejo simplicial geométrico, denotamos como |K| C R"
a la union de todos los simplejos de K, |K| es llamada la realizacion geométrica de K,

y vamos a considerar a |K| como espacio topolégico con la topologia usual heredada
de R".

Vamos a relacionar ahora los conceptos de complejo simplicial abstracto y comple-
jo simplicial geométrico.

Si A es un complejo simplicial abstracto, resulta que podemos asociarle un comple-
jo simplicial geométrico K de tal forma que dado un simplejo de A, se va a corresponder
con un simplejo geométrico en K de forma unica. De hecho, esto se puede hacer de tal
forma que si A y I' son complejos simpliciales abstractos y K y L son los complejos
simpliciales geométricos que se corresponden con A y I respectivamente. Y si Ay I
son isomorfos resulta que K y L también lo seran.

La idea de como es que para un simplejo G se le hace corresponder un conjun-
to geométricamente independiente de R"” y el simplejo geométrico generado por dicho
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2.1. Complejos simpliciales

aj
a
bo
a
ap
a
ag 2
K K>
by
a
a
0
ap b
K3 2

Figura 2.2: Ejemplos sobre complejos simpliciales geométricos.

conjunto geométricamente independiente es el que se corresponde con 6. Pero esto hay
que hacerlo de “buena” manera para que lo que obtengamos sea en efecto un complejo
simplicial geométrico. Recordemos que la interseccién de dos simplejos geométricos
nos debe dar una cara de cada uno de ellos, entonces esta correspondencia debe ser de
esa forma. Una manera inmediata de obtener esto es que si el complejo simplicial abs-
tracto tiene m vértices, entonces todos estos vértices los podemos asociar a un conjunto
geométricamente independiente en R™, es decir, el complejo simplicial abstracto lo po-
demos hacer corresponder con un complejo simplicial geométrico en R™. Sin embargo,
en ocasiones no es necesario, es decir, en muchas ocasiones podemos hacer correspon-
derlo con un complejo simplicial geométrico en R¥ para alguna k < m, cuidando lo que
se mencionaba acerca de las intersecciones de simplejos.

Una vez que a cada complejo simplicial abstracto lo hacemos corresponder con un
complejo simplicial geométrico, a este le sacamos su realizacién geométrica y entonces
de esta forma le hacemos corresponder un espacio topolégico a un complejo simplicial
abstracto. Va a resultar complejos simpliciales abstractos isomorfos se corresponderan
con espacios topoldgicos homeomorfos, lo cual es muy conveniente.

Nota 2.1.8 Dado un complejo simplicial abstracto A vamos a denotar su espacio to-
poldgico asociado como |A|. Cabe destacar que esta forma de asociar un espacio to-
polégico a un complejo simplicial abstracto no es unica, sin embargo, la forma en que
se define esta correspondencia va a resultar en espacios topoldgicos homeomorfos.

Por ejemplo, consideremos el complejo simplicial abstracto
A= {{a,b,c},{a,b},{a;c}, {b.c},{a},{b},{c}}.
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2.2. Homotopia en gréficas

Vamos a hacer corresponder al simplejo {a,b,c} con el conjunto geométricamente in-

dependiente
{(0,0),(2,2),(0,2)},

de tal forma que a — (0,0), b — (2,2) y ¢+~ (0,2) (el resto de los simplejos quedan
determinados por esta correspondencia). Es decir, el espacio topolégico que estariamos
asociando a A es el tridngulo con vértices (0,0),(2,2),(0,2) (ver figura2.3a) que lla-
maremos 7. Por otro lado, también podriamos hacer corresponder al simplejo {a,b,c}
con el conjunto geométricamente independiente

{(0,0),(2,0),(1,2.5)},

ahora con las correspondencias a — (0,0), b — (0,2) y ¢ — (1,2.5). Y con ello el
espacio topoldgico que se estaria asociando a A es el tridngulo con vértices (0,0), (2,0),
(1,2.5), el cual vamos a denotar por 7>. Uno puede convencerse de que los tridngulos
T y T, son homeomorfos.

y y
(1,2.5)
2,2
(0,2)9 22
(2,0)
(0,0) ¥ (0,0) S
(a) Triangulo Tj. (b) Triangulo 7>.

Figura 2.3: Ejemplos de espacios topologicos asociados a una complejo simplicial asb-
tracto.

2.2. Homotopia en graficas

Al final de la seccién anterior (secci6n [2.1)), se mencioné el concepto de espacios
homeomorfos, lo cual en topologia uno suele considerar dos espacios homeomorfos
como iguales, pues esencialmente tienen la misma estructura. Nosotros no nos vamos
a involucrar con la definicién formal de homeomorfismo, pero por referencia daremos
la definicién de que dos espacios topolégicos sean homeomorfos. También introduci-
remos el concepto de homotopia, si se desea indagar mas a fondo en estos temas se
podria consultar [[7]].

Definicion 2.2.1 Sean X y Y dos espacios topolégicos, decimos que son homeomor-
fos si existe f: X — Y tal que es biyectiva, continua y su funcion inversa también es
continua. En cuyo caso denotamos X =Y.
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2.2. Homotopia en gréficas

En la tesis, usaremos otro concepto de la topologia conocido como homotopia, de
hecho este se usard mds que el concepto de homeomorfismo. En topologia, coloquial-
mente se dice que dos espacios topoldgicos son homotdpicos si se puede deformar uno
en el otro de forma continua, por supuesto que tenemos el concepto preciso de lo que
significa que dos espacios sean homotdpicos. Al igual que con el concepto de homeo-
morfismo, casi no nos involucraremos con la definicién formal de homotopia, nosostros
partiremos de teoremas conocidos en la topologia combinatoria que ya nos garantizan
la homotopia para ciertos espacios. Pero también vamos a mencionar aqui la definicién
formal solo para tener en cuenta de lo que estamos trabajando.

Definicion 2.2.2 Sean X y Y dos espacios topolégicos, y sean f,g: X — Y continuas.
Una funcion H: X x [0,1] = Y es una homotopia de f a g si

» H es continua,
» H(x,0) = f(x) para todo x € X,
= H(x,1)=g(x) paratodo x € X.

Si existe una homotopia entre dos funciones [ y g decimos que son homotdpicas y lo
denotamos por f ~ g.

Definicion 2.2.3 Dos espacios topolégicos X y Y son homotdpicos si existe una fun-
cion f: X — Y yuna funcion continua g: Y — X tales que go f ~ 1x (donde 1x denota
la funcion identidad en el espacio X)y fog ~ ly. De forma similar, cuando X y Y son
homotopicos lo denotamos por X ~ Y.

Por supuesto, es directo ver que dos espacios homeomorfos son homotdpicos. Y
también es bien conocido que la relacion de ser homotdpicos es una relacién de equi-
valencia.

Veamos un ejemplo de dos espacios homotépicos. Consideremos un disco en R?,
mds especificamente D = {(x,y) € R? | ||(x,y)|| < ¢} para algtin ¢ > 0 se puede de-
formar en el espacio de un solo punto. Entonces consideremos X =Dy Y = {(0,0)},
y las funciones f: X — Y dada por f(x) = (0,0) paratodox € X y g: ¥ — X dada
por g(y) = (0,0) para todo y € Y. Por lo que se obtiene go f =0y fog =0. Ahora,
definamos H: X x [0,1] — X, tal que six € X y ¢ € [0, 1], entonces H(x,1) = (1 —1)x,
esta funcién es continua por ser multiplicacién de funciones continuas. Luego, si x € X
entonces H(x,0) = 1(x) =x = Ix(x) y también H(x,1) = 0(x) = 0 = go f(x), es decir,
go f =~ lx. De forma similar podemos definir una homotopia de fog a 1y, es decir,
H:Y x[0,1] = Y, dada por H(y,t) =ty paray €Y y t € [0, 1], esta funcién es conti-
nua por ser multiplicacién de continuas y H(y,0) = (0,0) = fog(y), asi como también
H(y,1)=y=1y(y). Porlo cual fog~ 1y.Y por lo tanto D ~ {(0,0)}.

De hecho, el ejemplo anterior que presentamos es un caso particular de algo co-
nocido como un retracto fuerte por deformacion, que esencialmente es cuando uno
de los espacios es un subconjunto del otro. Resulta que H: D x [0,1] — D dada por
H(x,t) = (1—t)xconx € Dyt € [0,1] es un retracto fuerte por deformacién. Y es
que si recordamos la idea de que dos espacios son homotdpicos si se puede deformar
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2.2. Homotopia en gréficas

H(D,7) H(D,0)

AR
A\\NJ

ST
I
[Slle¥

Figura 2.4: Retracto de un disco.
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2.2. Homotopia en gréficas

continuamente uno en el otro y consideramos la imagen de D bajo H variando la ¢ po-
demos ver que conforme ¢ va creciendo, la imagen de D bajo H va siendo un disco més
pequefio cada vez hasta que en = 0 dicha imagen es un punto (ver figura[2.4).

Abhora bien, una vez presentado el concepto de completa y de clan de una gréfica,
asi como el concepto de homotopia, podemos explicar como es que le asociamos un
espacio topolégico a una grifica a través de un complejo simplicial y como se va a
involucrar la homotopia.

Definicion 2.2.4 Se dice que dos complejos simpliciales A 'y I son homotopicos si
|A| =~ |T|, es decir, si sus respectivos espacios topoldgicos asociados lo son. De igual
forma vamos en este caso vamos a denotar A =T

Definicion 2.2.5 Dada una grdfica G definimos y denotamos el complejo simplicial de
completas de G como C1(G) y es tal que V(CI(G)) =V (G) y S(CI(G)) = {c CV(G) |
¢ es una completa de G}.

Asi entonces vamos a definir la homotopia en gréficas.

Definicion 2.2.6 Dos grdficas G y H son homotdpicas si C1(G) ~ CI(H), y denotamos
G~H.

Ahora vamos a mostrar unos ejemplos de los conceptos que acabamos de presentar.

Primero, graficamente, ;cOmo se veria el espacio topoldgico asociado a una gra-
fica? En la figura [2.5] del lado izquierdo tenemos una grifica G, y del lado derecho
tenemos su espacio topolégico asociado. La idea de como es que se le asocia este es-
pacio a la gréfica es que por cada punto de la grafica vamos a dibujar un punto en R”,
luego por cada arista de la grafica vamos a dibujar el segmento que une a los corres-
pondientes puntos. Después, por cada completa de tres vértices (por cada tridngulo)
vamos a “rellenar” dicho tridngulo (asi como se observa en la figura[2.5]en el caso del
truidngulo {b,c,e}). Y finalmente, por cada completa de cuatro vértices (esto forma
una figura conocida como tetraedro), rellenariamos dicho tetraedro, en otras palabras
se toma la componente conexa formada por dicha completa de cuatro vértices, como
esel casode {a,b,c,d} enla ﬁgura En este ejemplo la completa mds grande es de
cuatro vértices, pero hay graficas donde hay completas de mas de cuatro vértices, y en
ese caso se seguiria este procedimiento. Es decir, se tendrian que tomar componentes
conexas de dicha dimensién, estas ya no se pueden dibujar pero las podemos estudiar
de forma tedrica.

Abhora, recordando la definicién de hecho podemos dar ejemplos de gréficas
que si son homotépicas y de gréficas que no lo son. Consideremos las gréficas F, G
y H de la figura[2.6]y sus respectivos espacios topolégicos asociados en la figura
Es conocido que un “tetraedro relleno”, que es el espacio topoldgico asociado a F
es homomeomorfo a una bola en R> y esta es del tipo de homotopia de un punto.
De forma similar el espacio topoldgico asociado a G es un “cuadrado relleno” que es
homeomorfo a un disco en R? y este también es del tipo de homotopia de un punto. Es
decir, F ~ G porque sus respectivos espacios topolégicos asociados tienen el mismo
tipo de homotopia (de un punto). Por otro lado, el espacio topoldgico asociado a H
tiene el tipo de homotopia de una esfera S' (o bien un circulo), el cual se sabe que no
es homotdpico a un punto. Por lo tanto F 2 H # G.
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C e d ,C
ae 3 ae
b f b
i . 2 i® b
G ICI(G)|

Figura 2.5: Una gréfica y su espacio topoldgico asociado.

H

Figura 2.6: Gréficas.
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2.2. Homotopia en gréificas

d c
c
e
a b
d a b
|CL(F)] ICI(G)|
d
e c
a b
|CI(H)|

Figura 2.7: Espacios topolégicos asociados a las graficas de la ﬁgura
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Capitulo 3

Invariancia homotodpica en
graficas

En las secciones anteriores se ha definido lo que es la grafica de clanes de una
grafica dada, y se ha mencionado cémo es que a una gréfica se le asocia un espacio
topoldgico a través de su complejo simplicial de completas. Con lo visto anteriormente
ya podemos explicar el principal objetivo de la tesis.

Dada un grafica G, nos preguntamos cuando los respectivos espacios topolégicos
asociados a G 'y K(G) son homotGpicos, es decir, ;qué graficas cumplen que G ~ K(G)?
De hecho presentaremos una definicion de las graficas que cumplen esto.

Definicion 3.0.1 Si G es una grdfica tal que G ~ K(G) decimos que G es homotdpi-
camente invariante.

También estamos interesados en averiguar el tipo de homotopia de ciertas grafi-
cas, es decir, averiguar si son homotdpicas a algo conocido (un punto, una cufia de
circunferencias, una cufla de esferas, un toro, etcétera).

Antes de presentar los resultados principales, vamos a dar una serie de lemas y
teoremas que ya han sido probados y que fueron de ayuda para lo que se trabajé en la
tesis.

3.1. Resultados sobre homotopia

Una de las principales herramientas basicas que hemos estado utilizando para mos-
trar homotopia entre complejos simpliciales son los colapsos elementales.

Nota 3.1.1 Una vez que ya vimos que se pueden asociar complejos simpliciales abs-
tractos con complejos simpliciales geométricos, de ahora en adelante solo diremos
complejos simpliciales teniendo en mente que nos referimos a los abstractos pero que
se le puede asignar uno geométrico.
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Teorema 3.1.2 Sea A un complejo simplicial y 6 un simplejo de A. Supongamos que
G estd contenida en un solo simplejo maximal Ty ademds dim(t) = dim(c) + 1. En
tal caso el complejo simplicial que vamos a denotar por A — {c,1}, que tiene como
conjunto de vértices el mismo que el de Ay como conjunto de simplejos a S(A) — {c,1},
es homotdpico a A. Es decir, A~ A—{c,1}.

Lo que vamos a destacar del teorema [3.1.2] es que la operacién de eliminar caras
libres de un complejo simplicial no altera su tipo de homotopia, como ya se menciond
anteriormente, a esta operacion le vamos a llamar un colapso elemental. Este resultado
es usado en la literatura sin dar una demostracién porque al parecer es muy conocido,
sin embargo, en mi tesis de licenciatura [8]] capitulo 4 se dio una demostracion de él. Es
una demostracién un poco extensa pero un tanto rutinaria, €s por eso que omitiremos
la demostracién en esta tesis. Sin embargo, presentaremos un ejemplo en un complejo
simplicial de dimensién 2. Supongamos que tenemos el complejo simplicial A tal que
V(A)=1{0,1,2} y S(A) es el conjunto que contiene al simplejo {0, 1,2} y todas sus ca-
ras, podemos notar que la cara 6 = {1,2} es libre, pues esté contenida en una sola cara
maximal T = {0,1,2}, entonces A ~ A — {c,T}. Mds ain, para este ejemplo podemos
ver graficamente como es que se da esta homotopia. Uno puede notar que el espacio
topolégico asociado a A es un “tridngulo relleno”, como se observa en el dibujo de la
izquierda de la figura [3.1] (haciendo las correspondencias 0 +— eg, 1 — 1 y 2+ e2),y
el espacio topoldgico asociado a A — {c,T} va a resultar en dos segmentos unidos por
uno de sus extremos. Entonces se puede crear un retracto fuerte por deformacién de
sus respectivos espacios topoldgicos, donde la recta que une a ey con e, se correspon-
de con el simplejo {1,2} y dicha recta se va a ir deformando hasta obtener el espacio
topolégico asociado a A— {G,t} asi como se observa en la ﬁgura

y y y
() (%) €2

€o €l €0 el () e
t=1 t=0.25 t=20.75

Figura 3.1: Ejemplo de colapso elemental.

Resulta que el concepto de colapso elemental se puede generalizar un poco més. Y
para ello necesitamos la definicién de cara libre.

Definicion 3.1.3 Sea A un complejo simplicial y 6 € S(A). Decimos que G es una cara
libre si existe un solo simplejo maximal T de A que contiene propiamente a G.

Nota 3.1.4 Dados dos simplejos G y T en un complejo simplicial A, denotamos por
[0,71] al conjunto de simplejos que contienen a G 'y que estdn contenidos en T.

Luego, se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.5 Si A es un complejo simplicial y 6 es una cara libre, donde 7T es el tinico
simplejo maximal que contiene a G, entonces A ~ A — [G,1]. (Ddnde A — [0,7] denota
el complejo simplicial cuyo conjunto de vértices es V(A) y cuyo conjunto de simplejos
es S(A) — [0,1]).

Es decir, podemos eliminar una cara libre con todos los simplejos que la contie-
nen sin alterar el tipo de homotopia del complejo simplicial, a esta operacién se le
conoce como un colapso. Y la demostracion se sigue aplicando de forma sucesiva el
teorema [3.1.2] es decir, un colapso es una serie de colapsos elementales.

Continuando, vamos a presentar un criterio que nos permite “eliminar” vértices de
una gréfica sin alterar su tipo de homotopia (teorema [3.1.7), pero antes necesitamos
recordar un par de definiciones que ya habfamos dado en el capitulo

Recordemos que un vértice x en una grifica G es dominado si N(x) induce un cono
en G (ver[.T.13).

El siguiente resultado nos serd de utilidad porque a veces convendra usar una defi-
nicién sobre otra.

Lema 3.1.6 Sea G una grdfica, x € G es dominado si 'y solo si existe y € G con'y # x
tal que N[x] C N[y].

Demostracion.
=] Supongamos que N(x) es un cono con dpice y. Y supongamos z € N[x], si z =y
entonces es inmediato que z € N[y], ahora, si z=x, como y € N(x), entonces z =x ~y
y z € N[y]. Por dltimo, si x # z # y, entonces z € N(x), luego como y es dpice de N(x)
entonces z ~ Y, es decir, z € N[y|, concluyendo que N[x] C N[y].
<] Supongamos que existe y # x tal que N[x] C N[y]. Afirmamos N(x) es cono
con y como dpice. Supongamos z € N(x) con z # y, como z € N[x] C N[y, entonces
necesariamente z ~ y. Por tanto, y es cono de N(x). |
Si G es una grafica y x € G, vamos a denotar por G — x a la gréfica cuyo conjunto
de vértices es V(G) — {x} y cuyo conjunto de aristas es {¢ € E(G) | x ¢ e}.

Teorema 3.1.7 (Prisner 1992 [16]) Sea G una grdfica, si x € G es un vértice domina-
do, entonces G ~ G — x.

Demostracion.

Supongamos que a € G domina a x. Primero vamos denotar por CI(G) — CI(G —x) a
la diferencia entre los conjuntos de simplejos de los complejos simpliciales y notemos
que esta consiste de todas las completas de G que contienen a x, como a domina a
x por cada completa que contiene a x pero no contienen a a le podemos afiadir a, es
decir, en la diferencia hay una cantidad par de simplejos. Asi, todo complejo maximal
q en la diferencia debe contener a a, ademads el simplejo ¢ — a solo estd contenido en
g, por lo tanto podemos realizar un colapso elemental considerando los simplejos g —a
y q. Podemos continuar con este proceso en lo que queda usando que cada simplejo
que no contiene a a estd emparejado con el simplejo al que se le afiade a. Es decir,
sucesivamente vamos a obtener complejos simpliciales homotépicos a Cl(G), hasta
obtener C1(G —x). |

27



3.2. Invariancia homotdpica en graficas clan-Helly

También recordemos la definicién[I.1.17} Una gréfica G es desmantelable si existe
una etiquetacién de los vértices de G, supongamos x1,X2, .. .,X,, de tal forma que x; es
dominado en G[{x;,...,x,}] para todo i = 1,2,...,n— 1. En otras palabras, podemos
ir removiendo sucesivamente vértices dominados hasta obtener la grafica de un solo
vértice.

Definicion 3.1.8 Una grdfica es contraible si es homotdpica a un punto.

Primero notemos que la grafica de un solo vértice tiene el tipo de homotopia de un
punto, es decir, es homotdpica a un punto. Luego, una grifica desmantelable es aquella
en la que podemos ir removiendo vértices dominados hasta obtener la grafica de un
s6lo vértice, y por el teorema [3.1.7|obtenemos que las gréficas desmantelables son ho-
motdpicas a un punto, es decir, son contraibles. Y un ejemplo de graficas desmatelables
son los drboles como ya vimos en[I.T.T8] por lo tanto todos los drboles son contraibles.

3.2. Invariancia homotodpica en graficas clan-Helly

Las graficas clan Helly tienen propiedades relevantes respecto a su tipo de homo-
topia, es por eso el interés de estudiarlas.

En la siguiente definicién se usa una convencién usual en graficas que es identifi-
car las subgréficas por medio de sus vértices, por ejemplo, si F y G son subgrificas
inducidas de una gréfica H identificaremos como F N G a la subgréfica inducida de H
cuyos vértices son V(F)NV(G). En el caso de los clanes de una gréfica, es convenien-
te identificar a los clanes ya sea como conjuntos de vértices o bien como subgraficas
inducidas.

Podria pensarse que verificar que una grifica G tiene la propiedad de Helly es
computacionalmente dificil, pues habria que comprobar que toda coleccién intersecan-
te de clanes tiene interseccidn no vacia y obtener los clanes de una grafica es compu-
tacionalmente dificil como ya se discuti6 al final de la seccion [I.4] Sin embargo, més
adelante veremos un criterio, el cual nos proporciona un algoritmo polinomial para de-
terminar si una gréifica es clan Helly, y nos vamos a referir a este resultado como el
criterio del tridngulo extendido.

En particular, la clase de los arboles es una clase de graficas grande contenida en la
clase de gréaficas clan-Helly.

Nota 3.2.1 Si C es una coleccion intersecante tal que (\ C = 0 entonces |C| > 3. Pues
si C solo tuviese un elemento (digamos q) se tiene que (\C = q # 0. Y si solo tuviese dos
elementos, como es una coleccion intersecante entonces cualesquiera dos elementos de
Q tienen interseccion no vacia, por lo que tampoco es posible que (\C = 0.

Teorema 3.2.2 Una grdfica G con cinco vértices o menos es clan Helly.
Demostracion.

Supongamos que G no es clan Helly, entonces existe una coleccién intersecante Q de
clanes de G que tiene interseccioén vacia. Sea Z C Q minimal con tal propiedad, es
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decir, que NZ = 0 y para todo ¢ € Z se cumple (\(Z —{q}) # 0 (observar que Z debe
tener al menos cardinalidad tres por la nota [3.2.T)).

Supongamos que Z = {q1,42,...,qr}, y consideremos x; € (\(Z — {¢;}) para i =
1,2,...,r. Observemos que los x; deben ser distintos entre si, porque si algin par de
ellos fuesen iguales, supongamos x; = x; con £,k € {1,2,...,r} y £ # k, entonces como
X € ((Z—{qx}) y como x; = x; entonces x; € ((Z—{q/}), esto implica que x; €
(N Z # 0 1o cual seria una contradiccion. Ademas notese que los x; forman una completa,
ya que si x; # x;, y como Z tiene al menos tres elementos entonces x;,x; € gy para
algtin k # i, k # j. Ahora, cada clan de Z debe tener al menos r vértices, pues siq; € Z,
q; contiene a todos los x; excepto a x; y si g; tuviese solo r — 1 elementos, como
x; es vecino del resto de los x; entonces ¢; U {x;} serfa una completa que contiene
propiamente a g, lo cual estamos suponiendo que no pasa pues g; es un clan. Entonces,
para cada q; € Z debe existir un y; € g; distinto de los x;, pero ademds podemos suponer
que los y; son distintos entre ellos, pues si se diera el caso de que tuviéramos y; € g;
(distinto de los x;) y yx € gx (distinto de los x;) con y; = y;, =y, entonces x; seria
vecino de todos los elementos de ¢ y entonces g U {x; } es una completa que contiene
propiamente al clan g, lo cual es una contradiccién. Por lo cual, podemos suponer
también que los y; son distintos entre si.

Finalmente observemos que entonces |G| > r+ r pues todos los x; y los y; son
distintos entre si y de cada uno de ellos se tienen r elementos, ahora, como Z tiene
al menos cardinalidad 3, entonces |G| > 3+ 3 = 6, es decir, si G no es clan Helly
entonces debe tener al menos seis vértices, lo cual implica que todas las graficas de
cinco o menos vértices son clan Helly. |

Definicién 3.2.3 Sea T un tridngulo en la grdfica G. El tridngulo extendido T se
define como la subgrdfica de G inducida por los vértices que son vecinos de al menos
dos vértices de T.

Lema 3.2.4 Sea G una grdfica, T un tridngulo en G y definamos
Q={q€K(G):|gNT|=2}.
Entonces x € T si'y solo si x € q para algiin q € Q.

Demostracion.
=] Sixe T entonces por definicién de 7', se tiene que x es adyacente a al menos dos
de los vértices de T y dichos vértices son adyacentes entre ellos, por lo tanto x y dos
de los vértices de T forman un tridngulo. Dicho tridngulo podria ser un clan de G, pero
en caso de no serlo estd contenido en uno, el cual tiene al menos dos vértices de Ty
contiene a x, por lo tanto estd en Q, es decir, el vértice x € g para algiin g € Q.
<] Si x € ¢ para algiin ¢ € Q, entonces |gNT| > 2. Puede pasar que x € T, pero
si eso pasa entonces ya tenemos x € 7. Six ¢ T, como [gNT| > 2y x € g, se sigue que
x es adyacente a al menos dos vértices de T, por lo tanto x € 7. |
A continuacién se incluye un resultado que demuestran Dragan [2], e independien-
temente, Szwarcfiter [18]]. Este resultado es al que nos vamos a referir como el criterio
del triangulo extendido.
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Teorema 3.2.5 (Dragan 1989, Szwarcfiter 1997). Una grdfica G es clan Helly si y
solo si todo tridngulo T de G es tal que T' es un cono.

Demostracion.

—] Supongamos que G es clan Helly y sea T un tridngulo de G. Sea ademds Q
como en el lema[3.2.4] Notemos que Q es una coleccion intersecante, pues todo g € Q,
contiene al menos dos vértices de T, por lo cual dos clanes en Q tienen al menos un
vértice de T en comun. Luego, como G es clan Helly entonces (| Q # 0. Seaxp € N Q,
por el lema se tiene que xo € 7. Ahora sea x € T' con x # xp, de nuevo, por el
lema x € g para algiin ¢ € Q y como xg € () Q, entonces x ~ xo, es decir, T es un
cono con dpice en xp.

<] Supongamos que 7" es un cono para todo tridgngulo 7' de G. La prueba se rea-
lizara por reduccién al absurdo. Supongamos entonces que C es una coleccion inter-
secante de clanes de G tal que (| C = 0. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que C es minimal (o sea, que si g € C, entonces ((C — g) # 0). Por la nota sabe-
mos que |C| > 3. Sean q1,¢2,q3 € C diferentes entre si. Como € es minimal entonces
para cada i = 1,2,3 existe x; € ((C —¢;). En el resto de la demostracién usaremos dos
afirmaciones que demostraremos al final.

Afirmacién 1: Se tiene que |{x,x2,x3}| = 3. Observemos que el conjunto de vér-
tices T = {x;,x2,x3} forman un tridngulo, porque x;,x2 € g3, X1,X3 € 2 ¥ X2,X3 € q1,
por lo cual x| ~ x, x| ~ x3 y x2 ~ x3. Por hipétesis T es un cono, con cierto dpice
xp€G.Seang € Cyy € qcony# xp.

Afirmacién 2: El vértice y es vecino de al menos dos elementos de 7. Esta tltima
afirmacién implica que y € 7'y como xq es dpice de T, entonces y ~ xo, es decir,
hemos probado que ¢U {xo} es completa para todo ¢ € C, lo cual es una contradiccién
a menos que xy € g para todo g € C. Pero éso también es una contradiccién pues se
tendria xo € () C = 0. Por lo tanto, G es clan Helly. [ |

Prueba de la afirmacién 1 en teorema Si pasara que x| = x se tendria
que x| € g1, pues x2 € (C —g2), como consecuencia x; € () C, lo cual es una con-
tradiccién, pues se supuso que () C = 0. Similarmente, se llega a una contradiccidn si
suponemos que x; = x3 0 si Xy = X3.

Prueba de la afirmacién 2 en teorema[3.2.5; Si ¢ € {q1,92,¢3} tendria al menos
dos vértices del tridngulo T pues cada g;, i = 1,2,3 tiene al menos dos vértices de 7,
por lo que se cumpliria la afirmacién. Y si g € (C—{q1,42,93}) entonces x1,x;,x3 € g
por lo cual también y serfa vecino de al menos dos vértices de T'.

El teorema|[3.2.5|nos proporciona un algoritmo polinomial en el nimero de vértices
que reconoce si una grafica es clan Helly. Pues una grafica con n vértices tiene cuando
mucho (g) triangulos. Para cada tridngulo T el tridngulo extendido 7" se puede construir
en tiempo lineal (recorriendo una sola vez la lista de vértices). Finalmente, que una
gréfica es un cono igualmente se puede reconocer en tiempo lineal.

El siguiente es el teorema de Dowker. Una referencia de él es [3]], teorema 10.9.

Teorema 3.2.6 (Teorema de Dowker). Sea B = (X,Y) una grdfica bipartita, donde
todas las aristas de B tienen un vértice en X y otro en Y. Definimos los complejos
simpliciales Ay y Ay como sigue:
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1. Un simplejo 6 € Ax consiste de un subconjunto de X tal que existe un elemento
y €Y con xy € E(B) para todo x € ©.

2. Un simplejo 6 € Ay consiste de un subconjunto de Y tal que existe un elemento
x € X conyx € E(B) para todo y € ©.

Entonces, Ax ~ Ay, es decir, Ax y Ay son homotdpicos.

Recordemos que principalmente trabajamos con el complejo simplicial de comple-
tas C1(G) de una grdfica G. El siguiente resultado involucra este complejo simplicial,
ademads de que es un resultado importante y elemental en cuanto al estudio de las grafi-
cas homotépicamente invariantes, ya que las graficas clan-Helly resultan ser una clase
grande de graficas que son homotdpicas a su gréifica de clanes.

Teorema 3.2.7 (Prisner [16]) Sea G una grdfica clan Helly, entonces G ~ K(G).

Demostracion.
Definamos la gréfica bipartita B= (X = V(G),Y = V(K(G))), donde se declaraax € G
como adyacente a g € K(G) six € g.

Observemos que toda completa en G estd contenida en un clan de G, y ademds si
G € Ax y x,y € G, entonces existe ¢ € K(G) tal que x,y € g, y como g es un clan de G,
entonces x ~ y, es decir, cualquier par de elementos en G son adyacentes, o sea que G
es una completa de G, por lo que Ay = CI(G).

Por otro lado, si 6 € Ay, existe un x € V(G) tal que cualquier elemento de G contie-
ne a x, por lo tanto ¢ consiste de una completa de K(G), ahora una completa de K(G)
es una subcoleccion intersecante de G 'y como G es clan Helly entonces dicha subco-
leccién se intersecta en al menos un vértice de G por lo que se cumple Ay = CI(K(G)).

Asi concluimos por el teorema[3.2.6/que G ~ K(G). |

Dada la construccién de la grafica bipartita, en la demostracion anterior es conve-
niente que podemos identificar al complejo Ay como C1(K(G)) usando que la grifica G
es clan Helly. En el capitulo siguiente aplicaremos la misma construccién de la gréfica
bipartita al caso en el que G no es necesariamente clan Helly. En tal caso, Ay no es
igual a C1(K(G)), sin embargo buscaremos condiciones que garanticen que éstos dos
dltimos complejos sean homotdpicos.

Definicion 3.2.8 Sea G una grdfica y x un vértice de G, denotaremos con x* al siguien-
te conjunto
x*={q€K(G):x€q}.

A x* se le llama la estrella de x.

Otro resultado importante es el siguiente, mostrado por Escalante [3].

Teorema 3.2.9 (Escalante 1973). Si G es una grdfica clan Helly, entonces K(G) es
clan Helly.

Demostracion.
Primero observemos lo siguiente: Si G es clan Helly, y el conjunto Q = {q1,¢>2,...,4s} €
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K2(G), es decir, Q es un clan de K(G), entonces Q es una coleccion intersecante de cla-
nes, por lo que existe x € NQ. Notemos que en general x* es una completa de K(G),
sin embargo, no necesariamente es un clan de la grafica K(G).

Como x € g; para todo ¢; € Q se sigue que Q C x* y como Q es un clan se tiene
que x* C Q, obteniendo que x* = Q.

Ahora, sean Q1,0»,...,Q, una coleccién intersecante de clanes de K(G). Y su-
pongamos que Xxp,X2,...,X, son tales que Q; = x; para todo i = 1,2,...,r. Sean tam-
biéni,j€{1,2,...,r} coni# j. Sabemos que existe g;; € Q;NQ;, porlo que g;; € X; x5,
entonces x;,X; € g;;j, €s decir, x; ~ x;. De esto se sigue que dos elementos distintos en
{x1,x2,...,x,} es una completa de G, en tal caso se encuentra en un clan, supongamos
que ¢ € K(G) es dicho clan, entonces se tiene que

r r
q€ mxi*, y por lo tanto g € ﬂQi.
i=1 i=1

Corolario 3.2.10 Si G es una grdfica clan Helly, entonces G ~ K"(G) para todo nii-
mero n € N (una grdfica con esta propiedad es llamada K-homotopicamente perma-
nente).

Demostracion.

Se sigue de forma inductiva de los teoremas [3.2.7[3.2.9]. [ |
Un concepto que en ocasiones es de interés estudiar es la convergencia de una

grafica.

Definicion 3.2.11 Decimos que una grdfica G es clan convergente si la sucesion de
ordenes de las grdficas {|K"(G)|:n=0,1,2,...} es acotada. Esto es equivalente a
la condicion de que la sucesion G,K(G),K*(G),... consta, salvo isomorfismos, de un
niimero finito de grdficas distintas, y también es equivalente a decir que existen dos
niimeros m,n € N diferentes, tales que K™(G) = K"(G). Si una grdfica no es clan
convergente diremos que es clan divergente.

Escalante en [3] muestra el resultado siguiente.
Teorema 3.2.12 (Escalante 1973). Si G es clan Helly, entonces es clan convergente.

Demostracion.
Se mostrara que si G es clan Helly, entonces K (G) es isomorfa a una subgrafica de G.
Esto implicaria que si n es par las graficas K" (G) tendrian a lo m4s tantos vértices como
G, es decir, los 6rdenes de las grificas K (G) serian finitos, como K (G) también es clan
Helly entonces también se debe cumplir para los n impares y se tendria el resultado.
Sabemos que para cada Q € K*(G) existe x € G tal que x* = Q. Definimos la fun-
cién f: K*(G) — G como f(Q) = x, donde x es tal que x* = Q. Ahora mostraremos
que la subgrifica de G inducida por f(K?(G)) es isomorfa a K*(G) (es decir, f es una
encaje).
Veamos que f es inyectiva. Supongamos que dos clanes Q1,0 € K*(G) son tales
que f(Q1) = f(Q2) = x, entonces x € (NQ; y x € () Qz, ahora si pudiera pasar que
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01 # 0, entonces Q1 U Q, serfa una completa de K(G), que contuviera propiamente a
01, pero eso es una contradiccidn, ya que estamos suponiendo que el conjunto Q; es
un clan de K(G). Por lo tanto, Q1 = Q0».

Supongamos ahora que Q1,0> € K*(G) y que Q1 ~ Q», ademds supongamos que
x1 = f(Q1) y xa = f(Q2), en ese caso existe ¢ € Q1 Nqa, luego, como x; € NQ; enton-
ces x| € g, similarmente, como x; € NQ,, entonces x, € ¢, es decir, x| ~ x3.

Finalmente supongamos que Q1, Q> € K*(G), conx; = f(Q1) yx2 = f(Q2), y x| ~
X2, se tiene que {xj,x2} es una completa de G, por lo que existe ¢ € K(G) tal que
X1,X2 € q, se observa entonces que g € x; = Q; parai = 1,2, concluyendo que el clan g €
Q1N Oy, es decir, Q1 ~ Q».

Acabamos de mostrar que en efecto f : K?(G) — f(K*(G)) es un isomorfismo, por
lo tanto, se tiene lo que se queria mostrar. ]
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Capitulo 4

Graficas de grado bajo

Iniciaremos el capitulo dando una definicién que serd muy utilizada a partir de
ahora.

Definicion 4.0.1 Para una grdfica G denotamos y definimos su grado mdximo por
A(G) =mix{|N(x)| | x e V(G)}.

El principal estudio en esta tesis es el tipo de homotopia de las graficas con grado
maximo pequeflo, en este caso con grado maximo menor o igual a cinco, en este ca-
pitulo en particular nos enfocaremos primero en las graficas grado méximo menor o
igual a cuatro.

Otro problema que también nos interesa estudiar es qué graficas tienen la propiedad
de ser K-homotépicamente permanentes, ya habiamos mencionado antes esta propie-
dad, pero aqui enfatizamos la definicién.

Definicion 4.0.2 Una grdfica G es K-homotdpicamente permanente si G ~ K"(G)
para todo n > 0.

Nota 4.0.3 Notemos que una grdfica K-homotopicamente permanente es una grdfi-
ca K-homotopicamente invariante. Pues para la primer propiedad mencionada se pide
que G ~ K" (G) para todo n € Ny para la segunda propiedad solo se pide paran=1, es
decir, G ~ K'(G) = K(G). Pero ademds la otra implicacién no es cierta, es decir, exis-
ten grdficas que son K-homotdpicamente invariantes pero no son K-homotépicamente
permanentes. Por ejemplo, la conocida como la suspension de Cs que denotaremos
ahorita por Gy (ver[5.12). En [[I4] (proposicion 3.2) los autores demuestran que G
es una grdfica tal que G, ~ K(G»), pero Gy % K*(G,), de hecho muestran el ti-
po de homotopia: G, ~ K(G,) ~ S? (es decir, son homotdpicas a una esfera S?) y
K%(G,) ~ S3V S3V §3 (es decir, es homotdpica a una cuiia de tres esferas S°).

Definicion 4.0.4 Si G es una grdfica conexa tal que A(G) <4y G # O3, decimos que
es una grdfica de grado pequeriio o de grado bajo.
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4.1. Preliminares del capitulo

Larazon por la que pedimos la hipétesis de conexidad es porque podriamos estudiar
por separado las componentes conexas de una grafica. Por lo cual el problema no pierde
generalidad al suponer conexidad.

El teorema principal en este capitulo es el siguiente.

Teorema 4.0.5 Si G es una grdfica de grado bajo, entonces:
» G es homotdpicamente equivalente a una cufia de circunferencias.
» G es K-homotdpicamente permanente.

Y esencialmente lo que nos dice el teorema principal del capitulo es que todas las
graficas conexas de grado menor o igual a cuatro son homotdpicas a una cuiia de cir-
cunferencias y que son K-homotépicamente permanentes, excepto por el octaedro O3.
De hecho, O3 es homotdpica a una esfera S> y no es K-homotSpicamente permanente
pues resulta que K(03) = O4 y O4 es homot6pica a una esfera S, es decir, O3 % K(03).

4.1. Preliminares del capitulo

Para mostrar el teorema principal de este apartado, se mostrardn primero una serie
de resultados acerca de las graficas de grado bajo obtenidos de [[19].
Comencemos con una definicién.

Definicién 4.1.1 Sea G una grdfica, decimos que Q es una corbata de G si Q € K*(G)
yNQ=0.

Teorema 4.1.2 Sea G una grdfica de grado bajo. Entonces:

= Si Q es una corbata de G, entonces Q consiste solo de tridngulos y hay un tridn-
gulo interno T tal que Q = Oy = {T,T1,T», T3}, donde {T NT; |ic {1,2,3}}
son las tres aristas de T. Reciprocamente, Si T es un tridngulo interno, entonces
Or es una corbata.

= Si Ty y 1> son tridngulos internos tales que Qr, ~ QOr, en K2(G), entonces T1 N
T, #0. Si |Ty NT| = 1, entonces la grdfica de laﬁguraes una subgrdfica de
G, Si |Ty NT»| =2, entonces la grdfica de la figura es una subgrdfica de G.

» K%(G) es clan-Helly.

La demostracién del teorema es un tanto larga, y requiere de algunos lemas,
asi que es por eso que se colocé en el apéndice [A]

Nota 4.1.3 Para el tridngulo interno T, decimos que T es el centro de la corbata Qr.
Cualquier otro tridngulo en Qr es llamado una oreja de QOr.

Si G es una graficay e es una arista de G, vamos a denotar por G — e a la grafica cuyo
conjunto de vértices es V(G) y cuyo conjunto de aristas es E(G) —e. Y si e = {x,y}
vamos a denotar por Nle] a

N[x]NN[y] = {c € V(G) | x ~ 2 ~y} Ue.
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4.1. Preliminares del capitulo
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Figura4.1: Caso |1 N | = 1.
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Figura 4.2: Caso |[T1NT| =2.

Teorema 4.1.4 (Proposicion 2.3 de [12)], ver también lema 1.6 de [1l]) Sea G una
grdfica tal que e es una arista propiamente contenida en Nle], y Nle| es completa.
Entonces G~ G —e.

Demostracion.

Supongamos que T es un simplejo maximal de CI(G) que contiene a e, recordemos
que 7T induce una completa en G, pero entonces Si z € Ty x # z # y, necesariamente
X ~ z ~ Yy, esto implica que T C Nle|. Pero ademés N[e| por hipétesis es completa, y
supusimos que T es un simplejo maximal, por lo tanto N[e] = T. Esto implica que e es
una cara libre de C1(G). Y notemos que justamente C1(G) — [e,N[e]] = CI(G — e), por
el teorema[3.1.5|tenemos que C1(G) ~ CI(G — ¢), es decir, G ~ G —e. [ |

Teorema 4.1.5 (Teorema 4.2 de [13)]) Sea G una grdfica libre de O3 tal que cualquier
tridngulo en G estd contenido en un tvnico clan. Entonces G es K-homotdpicamente
invariante.

Teorema 4.1.6 (Frias-Armenta, Neumann-Lara y Pizaiia 2004). Si x es un vértice
dominado de G, entonces K(G — x) es isomorfa a una subgrdfica inducida de K(G).

Demostracion.
Definamos la funcién @ : K(G —x) — K(G) por:

quU{x} sixeNg(q),

®(q) =
q otro caso.
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4.1. Preliminares del capitulo

Sea g € K(G —x), como x ¢ g se sigue que ®(g) es un clan de G. Ahora veamos
que P es inyectiva, entonces supongamos que P(q) = P(¢’), si x € ®(g) entonces

®(q) = P(q') =qU{x} =4 U{x}.
De donde se sigue que g = ¢’ y si x ¢ ®(g) entonces
®(q) =P(q)=q=47,

por lo tanto ® es inyectiva.

Luego, como g C ®(q) es inmediato ver que g ~ ¢ implica ®(q) ~ ®(q’). Por
tltimo, supongamos que ®(q) ~ ®(g'). Si x no estuviese en alguna de las imdgenes
entonces existe un elemento distinto de x en ®(q) N®(g') y por la definicién de ®
se seguirfa que gN g’ # 0, es decir, g ~ ¢'. Pero supongamos que ®(q) = qU{x} y
que ®(¢') = ¢’ U{x}, en ese caso como x es vértice dominado de G, supongamos
que y es un vértice que domina a x, y como ®(q) y ®(¢’) son clanes de G todos los
vértices de esos dos clanes son vecinos de x y también de y. Por lo tanto, se tiene
que y € ®(q) N®P(¢') 1o cual implica que y € gN ¢, esto muestra que en efecto @ es un
isomorfismo de K(G —x) a ®(K(G —x)). [ ]

Proposicion 4.1.7 En el contexto del teorema cualquier vértice de K(G) que no
estd en ® (K(G —x)) es dominado por un vértice en ® (K(G —x)).

Demostracion.

Sea g en la diferencia K(G) — ® (K (G —x)), nuestro plan es mostrar que existe ¢’ €
®(K(G —x)) que domina a g en K(G). Tenemos que necesariamente x € g porque si
no pasara eso ¢ seria un clan de G —x y por tanto g € ® (K(G —x)). Ahora, ¢ — x no
puede ser un clan de G — x, pues si lo fuese como x € Ng (g — x) se tendria ®(q—x) = ¢,
es decir, ¢ € @ (K(G —x)), y estamos suponiendo que eso no pasa. Pero ¢ — x si es
una completa de G — x y debe estar contenido propiamente en algin clan ¢’ de G — x.
Entonces x € ¢'. Si ¢’ U {x} fuera completa en G, tendriamos que ¢ = (¢ —x) U {x} C
¢’ U{x}, pero como g es clan de la grifica G se debe tener que ¢ = ¢’ U {x}, de donde
q—x = ¢, lo cual contradice que la inclusion de g —x en ¢’ es propia. Es decir, ¢’ €
K(G) y comox ¢ ¢, se tiene que ¢’ # q y como el conjunto ¢’ U{x} no es completa, se
tiene que ¢’ = ®(q’), por lo que se concluye que ¢’ € ® (K(G —x)).

Mostraremos que ¢’ domina a g en K(G). Si ¢ es un clan de G tal que cNg # 0,
entonces si x ¢ cNgq es inmediato que cN g’ # 0, pues g —x C ¢'. Si x € cNg, entonces
supongamos que y es un vértice que domina a x, en ese caso y es vecino de todos los
elementos engyenc, porlotantoy € cNg,ycomoy € g—x C ¢ setiene que y € cNg’,
por lo que ¢ ~ ¢’ en K(G). Con esto, hemos probado que ¢’ domina a g en K(G). W

Teorema 4.1.8 Si G es una grdfica con vértice dominado x, entonces podemos obtener
K(G — x) quitando vértices dominados de K(G).

Demostracion.

Por el teorema K (G — x) es isomorfa a una subgréfica inducida de K(G), luego
por la proposicién todo vértice que no estd en K(G — x) es dominado en K(G)
por un vértice en K(G — x). [ |
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4.1. Preliminares del capitulo

Definicion 4.1.9 Siguiendo [4)], dadas dos grdficas G y H, denotamos G H HsiHes
isomorfa a una subgrdfica inducida Hy de G tal que todo vértice en G que no estd en
Hy estd dominado por un vértice en Hy.

Teorema 4.1.10 (Teorema 3 de [4)]) Si G * H, entonces K(G) * K(H).

Demostracion.
Notemos que en el teorema[4.1.8]se tiene que cuando x es un vértice dominado de G (es

. # # . -
decir, G = G —x) entonces K(G) — K(G —x). Asi, este procedimiento lo podemos ha-
cer sucesivamente para cada vértice que estd en G pero no en H y entonces obtenemos

que K(G) 5 K(H). [ ]

Definicion 4.1.11 Si q1,q>,...,q, son clanes distintos en una grdfica G tales que
ninguno de ellos es un subconjunto de la union de los otros, entonces para cada
i=1,2,...,n existe un vértice x; € q; que no estd en ninguno de los otros clanes.
En este caso decimos que (x1,x2,...,X,) es una seleccion de (q1,q1,- - -, qn).

Lema 4.1.12 Sean q1,q>,...,q, clanes distintos de una grdfica G tales que para ca-
da j € {1,2,...,n} se tiene q;  \Ui_, qi. Sea q un clan de G diferente de los clanes
q1,92,---+qn tal que g C q1UqgrU---Ug, pero q no estd contenido en la union de
n—1 clanes de entre q1,q,...,q,. Entonces existe una seleccion de (q1,q1,---,qn)
que consiste de elementos de q.

Demostracion.

Paracada j € {1,2,...,n}, tomemos x; € g— (g1 U---Ug;U---Ugy,), esto lo podemos
hacer porque por hipétesis g no estd contenido en la unién de n — 1 clanes de entre
41,92, ---,qn. Luego, cada x; € g; por que x; ¢ g U---Ug;U---Ugy, pero tenemos
que x; € g €U} ¢i, entonces necesariamente x; € ¢ ;. Ademds, en particular se cumple
que x; ¢ g para k # j, por lo tanto (x1,x2,...,x,) s una seleccién de (q1,g1,...,qn) y
consiste de elementos de g. |

Lema 4.1.13 Sea H una subgrdfica inducida de G. Si ¢ es una completa en H que estd
contenida en dos diferentes clanes de H, entonces c estd contenida en dos diferentes
clanes de G.

Demostracion.

Procederemos por contradiccidn, es decir, supongamos que ¢ estd contenido en un tni-
co clan g de G. Por hipétesis, ¢ C g1 Mgy donde g1 y g2 son clanes distintos de H.
Como ¢ y ¢g» son completas de G, pueden ser extendidas a clanes de G, pero lo que se
asumié implica que q; y g2 deben estar contenidos en g. Luego, como la subgrifica H
es inducida, tenemos que g1 U g es una completa en H, y entonces g; = g2, lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto ¢ estd contenida en dos diferentes clanes de G. |

Lema 4.1.14 Sea G una grdfica con A(G) < 4. Sean x,y1,y2,21,22 € G tales que g =
{xynzh @r = {x,y1,02} g2 = {x,21,22} son clanes. Sea q' € K(G) tal que x € ¢ y
qd ¢ {q,91,q2}. Entonces ¢ = {x,y2,22} y por lo tanto y; ~ z,.
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Demostracion.

Tenemos que ¢’ C N[x] = {x,y1,z1,y2,22}. Notemos que y; ¢ ¢, pues la arista {x,y; }
no puede ser extendida a un clan diferente de g y ¢q1, pues si eso pasara, tendria que
suceder una de dos cosas. La primera es que dicho clan contuviera a z; y la segunda
es que contuviera un vértice y diferente de x,y1,z1,y2,22. Si pasa la primera entonces
q U g formaria una completa, lo cual contradice que g y ¢> son clanes y si pasa la
segunda, tendriamos que y debe ser vecino de y; y de x, pero entonces x tendria cinco
vecinos, lo cual contradice A(G) < 4. Similarmente podemos notar que z; ¢ ¢'. Por lo
tanto, necesariamente ¢’ = {x,y2,22}. [ ]

Lema 4.1.15 Sea G un grdfica con A(G) < 4. Si T es un tridngulo interno y T es un
triangulo tal que T NT' = {x}, entonces N(x) induce un 4-ciclo.

Demostracion.

Supongamos que T = {x,y,z} y T’ = {x,y’,7'}. Como T es un tridngulo interno, existe
g€ K(G)talque g#T y qNT = {x,y}. Entonces ¢ C N[x| = {x,y,z,y,7'}. Como
|g| <3y z¢ g, necesariamente y' o 7’ estd en ¢. Sin périda de generalidad, supongamos
que y' € g, entonces y ~ y'. Ahora, si consideramos ¢' € K(G),q #Ty ¢ NT = {x,z}
obtenemos que z ~ Z'. Con esto tenemos que N(x) = {y,z,)’,Z'} induce un 4-ciclo. W

Lema 4.1.16 Sea G una grdfica con A(G) < 4, con un tridngulo interno T tal que
todas las orejas de Qr son tridngulos internos. Entonces G =2 Os.

Demostracion.

Supongamos 7' = {x,y,z}. Sean T = {x,y,2'}, o = {x,z,y'}, T3 = {y,z,x'} las orejas de
T. Por hipéteis Tj, T», T3 son tridngulos internos. Como 7y NT> = {x}, por el lemaf4.1.15|
tenemos que N(x) induce un 4-ciclo, entonces y ~ 7. De forma similar al considerar
Th,NTs = {z} y luego Ty N T3 = {y} obtenemos que x' ~y y x’ ~ 7’ respectivamente.
Se sigue que G = 03. |

Definicion 4.1.17 Si x, y son vértices de una grdfica G tales que N|[x] = N|y| entonces
decimos que son gemelos.

Lema 4.1.18 Sea G una grdfica con A(G) < 4, con dos tridngulos internos Ty y T»
compartiendo una arista, y tales que como vértices de K(G) no son gemelos. Entonces
G~ 03.

Demostracion.

Supongamos que 7y = {x,y,u} y T» = {x,y,u’}. Como 7; es un tridngulo interno, exis-
tex' #Zyconx’ ~xyx ~u,yexistey Zxcony ~uyy ~y. Como Tj es un clan,
tenemos que x’ # . Entonces 7> N {x,x’,u} = {x}. Por el lema[4.1.15] x’ ~ «'. Simi-
larmente, 7> N{u,y,y'} = {y}, entonces y’ ~ . Supongamos que 7> no domina a 7} en
K(G). Entonces existe g € K(G) con gNT; #0y gNT, =0. Por lo que ¢NT; = {u}.
Aplicando el lema[d.1.14]se tiene que x’ ~ y' y entonces G = Os. [ |
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4.2. Tipo de homotopia de graficas de grado bajo

Definicion 4.2.1 Para una grdfica G, el niimero de clan o(G) es el orden mdximo de
un clan en G, es decir,

o(G) = mix{|q| | ¢ € V(K(G))}.

Teorema 4.2.2 Si G es una grdfica de grado bajo, entonces G es homotdpicamente
equivalente a una cufia de circunferencias.

Demostracion.

Sera suficiente demostrar que G es homotépica a una gréfica sin tridngulos (ver ejem-
plo 0.7 de [[7]). Como la tinica gréfica de grado bajo con ®(G) > 5 es la gréfica completa
Ks (y CI(Ks) es contraible, y entonces es homotdpica a una cufia de circunferencias va-
cfa), podemos asumir que ®(G) < 4. Primero vamos a probar que existe una grafica
G’ tal que ®(G') <3y G ~ G'. Supongamos entonces que G contiene un clan g de
cuatro vértices. Si un vértice en g no tiene vecinos fuera de g, entonces dicho vértice
es dominado por cualquiera de sus vecinos, y por el teorema puede ser removi-
do sin alterar el tipo de homotopia de G. Supongamos entonces que todos los vértices
de g tienen un vecino fuera de g, pero que x,y € ¢, x # y comparten a w ¢ g como
un vecino. Dado que el grado de los vértices en G es a lo mas cuatro, tenemos que
N[x] = N[y] = qU{w}, y entonces x es dominado por y y puede ser removido sin alte-
rar el tipo de homotopia de G. Supongamos entonces que todos los vértices de g tienen
vecinos fuera de ¢, y tales cuatro vértices son diferentes. En tal caso para cualquier
arista e de g, tenemos que N[e] = g, y por el teorema podemos remover la arista
e obteniendo una grafica homotépicamente invariante. De esta forma, obtenemos una
grifica G’ ~ G que no tiene clanes de cuatro vértices, y es de grado bajo.

Asi, sin pérdida de generalidad, podemos asumir que la grafica de grado bajo G
es tal que ®(G) < 3. Notemos que G debe tener un tridngulo 7' que no es interno, de
otra forma por el lema [d.1.16] G seria Oz. Entonces una arista de T es tal que solo
estd obtenida en un clan, el cual es 7. Se sigue que podemos aplicar el teorema [4.1.4]
par remover dicha arista y obtener una grafica homotdpicamente equivalente. Podemos
remover inductivamente todos los tridngulos de G, hasta obtener una grifica G' ~ G,
donde G’ no tiene tridngulos. ]

Con esto hemos obtenido la primera parte del teorema principal (teorema|4.0.5).

4.3. Una grafica de grado bajo es homotopicamente in-
variante

En los siguientes dos teoremas, vamos a denotar un tridngulo con ¢ minudscula, esto
porque no estamos afirmando que el tridngulo es un clan.

Lema 4.3.1 Sea G una grdfica de grado bajo, y sea t = {x1,x2,x3} un tridngulo que
estd contenido en dos diferentes clanes de G. Entonces los vértices x1,xp,X3 Son geme-
los.
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Demostracion.

Supongamos que t C g1 N g2, donde g1,q> son dos clanes diferentes de G. Entonces
existen x},x, € G tal que g; = rU{x}} parai = 1,2. Entonces necesariamente N|[x|| =
Nxz] = N[x3] =t U {x],x}}, pues |t U{x|,x,}| =5, por lo que cada vértice x,x,x3
tiene cuatro vecinos y no puede tener mds por hipdtesis, y entonces la afirmacion se
sigue. |

Teorema 4.3.2 Sea G una grdfica de grado bajo. Entonces K(G) ~ G.

Demostracion.
Sea H una gréfica obtenida de G por remover vértices de la siguiente forma: Para
cada tridngulo ¢ contenido en dos diferentes clanes de G, remover exactamente dos

vértices de . Del lema se sigue directamente que G * H. Afirmamos que H
satisface las hipotesis del teorema [.1.5] Primero, como H es una subgrifica inducida
de G, obtenemos que G es libre de O3. Ahora, supongamos que ¢ = {x,x2,x3} es
un tridngulo en H contenido en los clanes ¢;,g> de H, con ¢ # ¢». Entonces por el
lema[4.T.T3| tenemos que 7 es un tridngulo en G contenido en dos diferentes clanes de
G, luego, por 1emax1 ,X2,x3 son gemelos en G. Pero por construccién de H no es
posible que ¢ C H. Asi, aplica el teorema y entonces K(H) ~ H. Ademads, por

teoremaf4.1.10} tenemos que K(G) * K(H),y porlotanto K(G) ~K(H)~H~G. R

4.4. La grafica de clanes de una grafica de grado bajo
es homotdopicamente invariante

Para una grafica de grado bajo G, en esta seccién vamos a demostrar que existe una
gréfica obtenida de K(G) removiendo vértices dominados que satisface las hipdtesis
del teoremad.1.5] Vamos a considerar las implicaciones de tener un tridngulo en K (G)
contenido en dos clanes de K(G).

Lema 4.4.1 Sea G una grdfica de grado bajo. Sea {q,q2,q3} un tridngulo en K(G)
que estd contenido en x* Ny* para x,y € G. Entonces x* = y*.

Demostracion.

En este caso, notemos que {x,y} C g; Ng2Ng3. Supongamos que tuviéramos q; C
q2Ugs. Porel lemaexiste una seleccion (z2,z3) de (¢2,¢3) en g, esto es, existen
vértices zp €Eq1Ngaconzy € g3y z3 € q1Ng3 conzz & go. Seaw € gy conw ¢ g;. En-
tonces x, , 22,23, w son cinco vértices distintos, lo cual implica que N (x) = {y, 22,23, w}.
Seaw' € g3 con w' ¢ g;. Como w' y x estén en g3, estos deben ser vecinos, por lo que
w' € N(x) y como w' ¢ g1, necesariamente w = w'. De lo anterior se puede notar que
entonces {x,y,z2,23,w = w'} es una completa de cinco vértices en G, lo cual es una
contradiccién porque entonces K(G) constaria de un solo vértice y estamos suponien-
do que hay un tridngulo. Se sigue que entre g1, ¢g>,g3, ninguno de ellos esti contenido
en la unién de los otros dos. Sean (x1,x2,x3) una seleccién de (g1,42,43). Entonces
{x,y,x1,x2,x3} son cinco vértices distintos y por tanto este conjunto es igual a N[x] y
también es igual a N[y], lo cual implica que x y y son gemelos y por lo tanto x* = y*. ll
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Lema 4.4.2 Sea G una grdfica de grado bajo. Sea {q1,q2,q3} un tridngulo en K(G)
que estd contenido en Qr, N Qr, donde Ty y T son tridngulos internos de G. Entonces
T =T1.

Demostracion.

Supongamos que las hipétesis del lema se satisfacen con 77 # T>. Entonces Qr, ~ Or,
en Kz(G), y entonces Ty N1, # O por el teorema Si |Ti NTz| = 1, estamos en la
situacién de la ﬁgura Sin embargo, en ese caso Q7 N Qr, consiste solo de los clanes
{x,a,c},{x,b,d} y nosotros estamos suponiendo que Qr, NQr, contiene a {g1,¢2,q3}.
Si |Ty NTz| = 2, estamos en la situacién de la figura y en ese caso, O, N Q0p, =
{T\,T»}. Asi, necesariamente debe suceder 7} = T5. [ ]

Lema 4.4.3 Si G es una grdfica de grado bajo, entonces G es libre de Os.

Demostracion.

Supongamos que H C K(G) con H = {q1,92,43,91,95,93} tal que su complemento
H consiste exactamente de las tres aristas {g;,¢/} para i = 1,2,3. Recordemos que
esta es una caracterizacion del octaedro O3, por tanto, H = O3. Como primer caso,
supongamos que los clanes correspondientes a los vértices de cada una de las ocho
caras del octaedro tienen interseccion no vacia. Entonces, en G tendriamos vértices
X123 € 1N q2N g3, X123 € 1N G2 N ..., Xv2y € ¢} NghNgh. Pero entonces X123
tendria seis vecinos entre estos ocho vértices, lo cual no es posible. Asi, vamos a asumir,
sin pérdida de generalidad, que g1 Ng2Ng3 = 0. Sean x12 € g1 N g2, X13 €q1Ng3 ¥
Xx23 € g2 N g3. No es posible que g1 C g2 U g3z porque de otra forma esto implicaria que
g1 U{x23} es una completa que contiene propiamente a un clan. Sea (y;,y2,y3) una
seleccién de (g1,¢2,¢93). Notemos que los vértices yi,y2,v3,X12,X13,X23 son diferentes
entre si y que ademds N(x12) = {y1,y2,%13,X23 }, por lo que tenemos que xj2 % y3. De
forma similar notamos que x13 % y, y x23 74 y1. Se sigue también que T = {x2,x13,X23 }
es un clan y un tridngulo interno. Entonces {qi,42,93} son las orejas de la corbata
Or, por lo que deben ser los tridngulos g1 = {x12,x13,¥1}, g2 = {x12,%23,y2} y g3 =
{x13,%23,y3}.

Por otro lado, ¢f Ng2 # 0y ¢} Ng3 # 0. Si x»3 € ¢, entonces por el lema
tenemos que y; ~ y3. Sixp3 ¢ ¢}, entonces ¢y Ng2 = {y2} y ¢} Ng3 = {y3}. y esto tam-
bién implica y, ~ y3. Similarmente, nuestras hipétesis sobre g5 implican que y; ~ y3 'y
nuestras hip6tesis sobre q’3 implican que y; ~ y». Pero entonces {x2,%13,X23,Y1,Y2,Y3 }
induce un octaedro en G. Esta contradiccion prueba nuestra afirmacion. |

Lema 4.4.4 Sea G una grdfica de grado bajo. Entonces:

1. Si T es un tridngulo interno que no comparte una arista con otro tridngulo in-
terno, entonces T € K(G) estd dominado en K(G) por una de sus orejas.

2. Si Ty es un tridngulo interno que comparte una arista con el tridngulo interno
T, £ Ty, entonces Ty y T son gemelos en K(G).

Demostracion.
Para la primera parte, supongamos que 7 es un tridngulo interno donde Q7 tiene tiene
orejas qi1,92,q3. Para i =1,2,3 sea x; € g; — T. Supongamos que g; no domina a 7.
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Entonces debe haber un clan g tal que g 7T # 0 pero gNq; = 0. Supongamos que
g2Ng3 = {x}}. Entonces g C N[x}] porque como ¢NT # 0y gNg; = 0 necesariamente
gNT ={x|}yel lema implicarfa x, ~ x3. Similarmente, si ¢g» no domina a T
tendriamos que x; ~ x3. Pero esto implicaria que g3 es un tridngulo interno lo cual
contradice la hipétesis sobre T'.

La segunda parte es consecuencia inmediata del lema[d.1.T§] [ |

Definicién 4.4.5 Decimos que un vértice x de una grdfica G es normal si x* € K*(G).

Teorema 4.4.6 Si G es una grdfica de grado bajo, entonces K(G) es homotdpicamente
K-invariante.

Demostracion.
Sea H la subgrafica obtenida de K(G) removiendo vértices que son tridngulos internos
de G de acuerdo a las siguiente reglas:

1. Remover tridngulos internos que no comparten arista con otros tridngulo interno.

2. Siun tridngulo interno comparte arista con otro tridngulo interno, remover exac-
tamente uno de ellos.

De esta forma, por el lemaobtenemos una gréfica H tal que K(G) Y H (entonces
K(G) ~ H). Vamos a demostrar que H satisface las hipétesis del teorema[d.1.5] Prime-
ro, como H es una subgréfica inducida de K(G), por el lema se obtiene que H es
libre de Os.

Sea {q1,92,¢43} un tridngulo en H contenido en mas de un clan de H. Por el
lema este tridngulo estd contenido en mds de un clan de K(G). Por el le-
ma [#.4.1]y el lema £.4.2] tenemos que tales clanes estdn contenidos en una estrella
y una corbata. Sea x € G un vértice normal y 7 un tridngulo interno en G tales que
{q1,92,q2} € x* N Qr. Entonces, el teorema inciso 1 nos dice que Q7 consiste
de de cuatro tridngulos. El tridngulo T debe ser un elemento del conjunto {g1,42,43}
para que {q1,42,93} pueda estar contenido en una estrella. Sin pérdida de generali-
dad, vamos a asumir que 7 = ¢; y que se tiene la situacién de la figura[4.3] entonces

q1 = {x,y,2}, y las orejas de QO son g2,43,qa.

Figura 4.3: Las lineas punteadas indican vértices no adyacentes.

Como x es un vértice normal, debe haber un clan ¢’ tal que x€ ¢’ y ¢' & {¢1,92,493}-
Entonces, el lema4.1.14{implica y’ ~ /. Ahora, los hechos de que g; € H y que ¢ es
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tridngulo interno implican que uno de ¢»,¢q3, g4 deben ser tridngulos internos (de otra
manera, g; habria sido removido y no podria estar en H). Pero si g, fuese tridngulo
interno, entonces el lema[d.4.4implica que ¢; y g son gemelos, y nuestras reglas para
formar a H implicarfan que uno de gj,¢g> no estd en H. Similarmente, g3 no puede
ser interno. La unica posibilidad es que g4 fuera interno y que fue removido de G y
entonces g4 ¢ H. Pero si g4 es interno, el lema aplicado a g4 y ¢» implica que
N(z) es un 4-ciclo, y entonces x’ ~ y'. El mismo lema aplicado a g3 y g4 implicarfa x’ ~
7. Entonces, obtendriamos que G =2 O3. Esta contradiccién significa que H satisface las

hipétesis del teorema , y entonces K(H) ~ H. De K(G) % H, se obtiene K?(G) R
K(H) ~ H ~ K(G). Es decir, K*(G) ~ K(G). [ |
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Capitulo 5

Graficas de grado maximo cinco

5.1. Resultados preliminares

Lo que nos interesa principalmente en este capitulo es calcular el tipo de homo-
topia de las gréficas de grado maximo cinco. Para ello en esta secciéon mostraremos
unos resultados que nos ayudardn a simplificar estas graficas, de tal modo que sea mas
sencillo calcular su tipo de homotopfa.

Proposicion 5.1.1 Si G es una grdfica conexa de grado mdximo menor o igual a cinco,
entonces C1(G) es homotdpico a un complejo simplicial de dimension dos.

Demostracion.

Se observa que G no puede tener un clan de mas de 6 vértices, pues en ese caso,
cada vértice de dicho clan tiene al menos 6 vecinos, lo cual contradice la hipétesis.
Notemos que si G tuviese un clan de seis vértices, necesariamente G = Kg, entonces G
es contraible, por lo que se cumple la afirmacion. Luego, si G tuviese un clan g de cinco
vértices, tenemos varios casos. Primero, si alguno de los vértices de ¢ ya no tiene mds
vecinos fuera de ¢, entonces estd dominado por cada uno de sus vecinos y entonces
lo podemos quitar sin alterar el tipo de homotopia. Luego, si todos los vértices de ¢
tienen al menos un vecino fuera de g (de hecho, cada vértice en g puede tener a lo mas
un vecino fuera de g porque A(G) < 5), podria pasar que todos los vecinos de algin
vértice en g sean distintos entre si, pero en tal caso, podemos quitar una arista de ¢ sin
alterar el tipo de homotopia. Por otro lado, si existen al menos dos vértices en g que
tienen un vecino en comun fuera de g, entonces estos deben ser gemelos y por tanto
se dominan mutuamente, por lo que podemos quitar un vértice sin alterar el tipo de
homotopia. Es decir, lo que tenemos hasta ahora es que cualquier grafica conexa G tal
que A(G) < 5 es homotdpica a una grifica donde ®(G) < 4.

Asi, sin pérdida de generalidad supongamos que G es tal que ®(G) < 4, y suponga-
mos que G tiene un clan de cuatro vértices g = {x,x2,x3,x4 }. Si existiese una arista de
q que no estuviera contenida en otro clan distinto de g, entonces podriamos removerla
sin alterar el tipo de homotopia de G y ya no tendriamos ese clan de cuatro vértices.
Pero podria pasar que todas las aristas estuviesen contenidas en otro clan distinto de g.
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Afirmamos que entonces existen x;, x; € g tales que x; # x; y x; domina a x;. Conside-
remos la arista x1x,, como esta debe estar contenida en un clan distinto de g, entonces
existe a ¢ g tal que x; ~ a ~ x3, de aqui se desprenden una serie de casos. Como la
arista x;x3 también debe estar contenida en un clan distinto de ¢, entonces x3 ~ b ~ x|
para algdin b ¢ g y podria pasar b #a o b = a.

Caso b # a (ver figura : En este caso, como A(G) < 5 podemos notar que
N(x1) = {x2,x3,x4,a,b} , luego, la arista x| x4 debe estar contenida en otro clan distinto
de g, es decir, x| y x4, deben tener otro vecino en comiin fuera de g, pero como x; ya
tiene cinco vecinos se tiene que x4 ~ a 0 x4 ~ b, ambos casos son simétricos, por lo
que sin pérdida de generalidad vamos a suponer que x4 ~ b. Asi, como hemos estado
argumentando debe suceder que x; y x3 tengan un vecino en comun fuera de g y podria
suceder que dicho vecino fuese a o fuese b, o bien también podria suceder que xp ~ ¢ ~
x3 para algin ¢ ¢ gU{a,b}. Si fuese a notemos que N[x;] = N[x3] = {x1,x2,x3,%4,a,b}
y si fuese b, entonces N[x{] = [x2] = {x1,x2,x3,%4,a,b}, es decir, en ambos casos x|
tiene un gemelo dentro de g por lo que se dominan mutuamente y podemos quitar
alguno sin alterar el tipo de homotopia. Y si sucede que x; ~ ¢ ~ x3 para algin ¢ ¢
qU{a,b}, en tal caso, notemos nuevamente que x, y x4 deben tener un vecino en comtn
fuera de g, pero N(x2) = {x1,x3,x4,a,c}, por lo que necesariamente debe suceder x4 ~
a o x4 ~ ¢, si sucede x4 ~ a tenemos que N[x;] = N|[x4] y si sucede x4 ~ c, entonces
Nlx3] = Nlxa] por lo que en cualquier caso tenemos vértices gemelos en ¢ y podemos
remover alguno sin alterar el tipo de homotopia.

X4

X2
X1

a
Figura 5.1: Caso b # a.

Caso b = a (ver figura : Notemos aqui que {x1,x2,x3,a} es un clan de cuatro
vértices, luego, los vértices x| y x4 deben tener un vecino en comun fuera de ¢, el cual
no puede ser a porque en ese caso tendriamos una completa de cinco vértices, lo cual
supusimos que no pasaba. Sea ¢ ¢ gU{a} con x| ~ ¢ ~ x4. Si el vecino en comidn que
deben tener los vértices x, y x4 fuera de ¢ fuese ¢, entonces tendriamos Nxz] = N[x],
similarmente, si x3 y x4 fuesen vecinos de ¢ tendriamos N[x;] = N[x3], por lo tanto,
supongamos que existe d ¢ gU{a,c} tal que xp ~ d ~ x4. Asi, el vértice en comun que
deben tener x3 y x4 fuera de ¢ solo puede ser d porque hasta este momento |N(x4)| =5
y ya vimos x4 no puede ser vecino de a ni tampoco x3 puede ser vecino de ¢, como ya
vimos anteriormente. Pero si x3 fuese vecino de d tendriamos N[x»] = N|x3]. Es decir,
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nuevamente tenemos un vértice en ¢ que domina a otro vértice de q.

X4

x
x|

a

Figura 5.2: Caso b = a.

Con esto podemos concluir que siempre que haya un clan de cuatro vértices en G
podemos o bien quitar una arista sin alterar el tipo de homotopia de G o bien quitar
un vértice dominado, es decir, G es homotdpica a una gréfica que no tiene clanes de
6, 5, ni de 4 vértices. Por lo tanto, C1(G) es homot6pico a un complejo simplicial de
dimensién dos. |

Proposicion 5.1.2 Si G es una grdfica conexa de grado mdximo menor o igual an > 5,
entonces C1(G) es homotdpico a un complejo simplicial de dimension n — 3.

Demostracion.

La demostracion se realizard siguiendo la idea de la proposicién[5.1.1} Notemos que si
G tuviese un clan de n+ 1 vértices, necesariamente G = K, 1, entonces G es contraible
y tenemos el resultado. Supongamos ahora que G tuviese un clan g de n vértices. Si
alguno de los vértices de g ya no tuviese vecinos fuera de g, entonces este es dominado
por cada uno de sus vecinos y por tanto lo podemos quitar sin alterar el tipo de homo-
topia. Supongamos entonces que todos los vértices de ¢ tienen vecinos fuera de ¢. Si
cada vértice de g tiene un vecino diferente fuera de g entonces podemos colapsar una
arista sin alterar el tipo de homotopia, pero si no, existen x,y € gconx #yy a ¢ g tal
que x ~ a ~y, pero entonces N[x] = N[y|, es decir, x y y son gemelos y podemos quitar
alguno sin alterar el tipo de homotopia.

Finalmente, supongamos que G tuviese un clan ¢ = {x,x3,...,x,—1 } de n — 1 vér-
tices. En caso de que no pudiésemos colapsar ninguna arista, querria decir que toda
arista de g estd contenida en al menos dos clanes distintos, y por tanto debe existir al
menos un vértice fuera de g tal que es vecino de ambos elementos de la arista. Note-
mos que no es posible que todas las aristas de la forma {x,x;} coni=2,3,....n—1
tengan en comtn un solo vecino fuera de ¢, puesto que en ese caso tendriamos una
completa de n elementos que contiene a g y estamos suponiendo que g es un clan. Por
lo tanto, deben existir a,b ¢ q tales que a # b, x; ~ a ~ X; y X| ~ b ~ x; para algunos
i# je{2,...,n—1}.Sin pérdida de generalidad vamos a suponer que x; = x> y X; = x3.
En ese caso, como A(G) < n podemos notar que N (x1) = {x2,x3,...,%,—1,a,b} , luego,
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la arista x1x4 debe estar contenida en otro clan distinto de g, es decir, x| y x4, deben
tener otro vecino en comun fuera de g, pero como x; ya tiene n vecinos se tiene que
X4 ~ a 0 x4 ~ b, ambos casos son simétricos, por lo que s. p. g. vamos a suponer que
x4 ~ b. Asi, como hemos estado argumentando debe suceder que x; y x3 tengan un ve-
cino en comun fuera de g y podria suceder que dicho vecino fuese a o fuese b, si fuese a
notemos que N(x;] = N[x3] = qU{a,b} y si fuese b, entonces N[x1]| = [x2] = qU{a,b},
es decir, en ambos casos x| tiene un gemelo dentro de g por lo que se dominan mutua-
mente y podemos quitar alguno sin alterar el tipo de homotopia. Sin embargo, también
podria suceder que xp ~ ¢ ~ x3 para algiin ¢ ¢ gU {a,b}, en este caso, notemos nue-
vamente que x, y x4 deben tener un vecino en comin fuera de ¢, pero |[N(x;)| = n,
por lo que necesariamente debe suceder x4 ~ a 0 x4 ~ c, si sucede x4 ~ a tenemos
que N[x;] = N[x4] y si sucede x4 ~ ¢, entonces N|x3] = N[x4], por lo que en cualquier
caso tenemos vértices gemelos en g y podemos remover alguno sin alterar el tipo de
homotopia.

Con esto podemos concluir que siempre que haya un clan de n — 1 vértices en G
podemos o bien quitar una arista sin alterar el tipo de homotopia de G o bien quitar un
vértice dominado, es decir, G es homotdpica a una grafica que no tiene clanes de n+ 1,
n, ni de n — 1 vértices. Por lo tanto, C1(G) es homotGpico a un complejo simplicial de
dimensién n — 3. |

Proposicion 5.1.3 Sea G una grdfica conexa con al menos dos vértices y A(G) <5,
entonces para calcular el tipo de homotopia de G podemos suponer que toda arista
estd en 0, 2 0 3 tridngulos.

Demostracion.

Por la proposicién podemos suponer que el valor mdximo del nimero de clan
de G es 3. Luego, si una arista estd en un solo tridngulo, dicho tridngulo debe ser un
clan, es decir, esta arista estd contenida en unico clan y la podemos quitar sin alterar
el tipo de homotopia de G. Supongamos ahora que una arista ab de G esta contenida
en cuatro tridngulos, entonces existen cuatro vértices x1, xp, X3 y x4 tales que todos son
vecinos de a y de b, ademds a y b son vecinos porque forman arista, esto combinado
con A(G) <5, se tiene que necesariamente N[a] = {a,b,x2,x2,x3,x4} = N[b], entonces
a 'y b son gemelos. Por tanto a y b se dominan mutuamente y podemos quitar alguno
sin alterar el tipo de homotopia eliminando asf la arista que estaba contenida en cuatro
tridngulos. Finalmente, se sigue directamente que no es posible que una arista esté en
cinco tridngulos o més porque contradice la hipétesis A(G) < 5. ]

Proposicion 5.1.4 Sea G una grdfica conexa con al menos dos vértices, A(G) < 5, sin
vértices dominados, con ®(G) < 3y tal que toda arista estd en dos tridngulos, entonces
G es localmente ciclica. Y de hecho, la vecindad de cada punto es C4 0 Cs.

Demostracion.

Sea a € G, como G es conexa y |G| > 2, a debe tener al menos un vecino b € G.
Luego, la arista ab debe estar en dos tridngulos, por tanto, existen dos vértices ¢,d € G
tales que ambos son vecinos de a y de b. Consideremos la arista ac. Esta debe estar
también contenida en dos tridngulos (notemos que ya estd contenida en el tridngulo
{a,b,c}). Una forma de que eso pasara es que ¢, a y d formaran tridngulo, pero esto no
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puede pasar porque los vértices a, b, ¢ y d formarian una completa de cuatro vértices
y estamos suponiendo que ®(G) < 3, entonces debe existir otro vértice e tal que ¢ ~
e ~ a. Vamos a considerar ahora la arista ae, esta también debe estar en dos tridngulos
(notemos que ya estd en el tridngulo {a,c,e}), nuevamente se nota que una forma de
que ae esté en dos tridngulos es si e ~ b, pero en ese caso {a, b, c, e} serfa una completa
de cuatro vértices, entonces nos quedan dos casos:

Caso 1: Existe otro vértice f € G tal que a ~ f ~ e (ver figura[5.3). Pero si esto
pasa tenemos que |N(a)| = 5, es decir, a ya no puede tener mds vecinos, y para que la
arista af esté contenida en otro tridngulo, ademds de {a,e, f}, tendria que pasar que
f fuese vecino de b, ¢ o d. Pero si sucediera f ~ b, entonces la arista ab estaria en
tres tridngulos contradiciendo la hipdtesis, similarmente si f ~ ¢, entonces la arista
ac estaria en tres tridngulos. Por lo que necesariamente f ~ d. De esto se observa que
N(a)=1{b,c,d,e,f},qued ~b~c~ e~ f~dyqueno puede haber més adyacencias
entre estos vértices porque si las hubiera se contradice la hip6tesis de que cada arista
estéd en dos tridngulos. Por lo tanto N(a) = Cs.

f

Figura 5.3: Caso 1.

Caso 2: Se cumple e ~ d (ver ﬁgura. Si a tuviese otro vecino f, diferente de b,
¢, dy e, entonces la arista af debe estar en dos tridngulos, pero en ese caso |N(a)| =53,
entonces la tnica forma de que af esté en dos tridngulos es que f sea vecino de dos
vértices x; y x, contenidos en N(a), de aqui se desprenden esencialmente dos casos. El
primero es que x| ~ xp, pero si eso pasa entonces {a,x;,xz, f } formarfan una completa
de cuatro vértices, entonces debe pasar que x; 7 xp, y solo hay dos formas de que
eso ocurra, que son {x;,x} = {c,d} o {x1,x2} = {b,e}, ambos casos contradicen la
hipétesis de que toda arista estd en dos tridngulos. Por lo tanto N(a) = {b,c,d,e},
ademads notemos que b ~ ¢ ~ e ~ d ~ by ya no puede haber mds adyacencias entre
estos vértices, pues si las hubiera se formarfan completas de cuatro vértices, es decir,
N(a) = Cy.

]

Proposicion 5.1.5 Sea G una grdfica conexa, con A(G) <5, ®(G) < 3y tal que cada
arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Entonces, si una arista estd en tres tridngulos,
ésta es incidente a exactamente dos aristas que también estdn en tres tridngulos.

Demostracion.
Sea ab una arista de G que estd en tres tridngulos, supongamos {a,b,x;}, {a,b,x2} y
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Figura 5.4: Caso 2.

{a,b,x3}. Luego, la arista ax; ya estd en el tridngulo {a,b,x; }, pero ésta debe estar al
menos en dos tridngulos, por lo que en principio podria ser que {a,x1,x2} o {a,x1,x3}
formen tridngulo, pero en cualquiera de esos casos se formaria una completa de cuatro
vértices, lo cual no se puede, por tanto, debe existir un vértice c tal que a ~ ¢ ~ xj.
Abhora, la arista ac ya estd en el tridgngulo {a,c,x|}, pero debe estar en al menos dos
y notemos que |N(a)| = 5, por tanto a ya no puede tener més vecinos y por lo cual
para que la arista ac se encuentre en al menos un tridngulo mds, necesariamente ¢ ~
X2 0 ¢ ~ x3. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ ~ x. De forma similar
observemos que la arista ax; ya estd en el tridngulo {a,b,x3} pero debe estar en al
menos otro tridngulo y eso nos lleva a que necesariamente x3 ~ c. Por lo tanto tenemos
que la arista ac es incidente a la arista ab y estd en los tridngulos {a,c,x1}, {a,¢,x2} y
{a,c,x3}.

De forma similar notemos que la arista bx; ya estd en el tridngulo {a,b,x; }, pero
por hipétesis debe estar en al menos dos, y con un argumento similar podemos notar
que necesariamente debe existir d ¢ {a,b, ¢,x,4,x2,x3} tal que b ~ d ~ x;. Repitiendo el
argumento pero ahora sustituyendo a por b se puede notar que necesariamente d debe
ser vecino de x1, xp y X3, es decir, la arista bd es incidente a la arista ab y bd estd en los
tridangulos {a,d,x}, {a,d,x;} y {a,d,x3}.

Hasta ahora, ya tenemos la existencia de las dos aristas que estdn en tres tridngulos
y veamos porque no puede haber mds. Observando que |N(a)| = |N(b)| = 5, la tnica
forma de que haya otra arista incidente a ab y que esté en tres tridngulos es que sea una
de las aristas de la forma ax; o bx; para algin i € {1,2,3}, y notemos (ver ﬁgura
que cada una de estas aristas ya estd contenida en dos tridngulos y la tnica forma de
que alguna de estas aristas esté contenida en otro tridngulo mds es que haya alguna
adiascencia entre los vértices x, X2 y x3, pero esto nos llevaria a una contradiccién con
la hipétesis ®(G) < 3. Por lo tanto las aristas ac y bd son las tnicas aristas incidentes
a ab que estan contenidas en tres tridngulos.

[ |

Proposicion 5.1.6 Sea G una grdfica conexa, con A(G) <5, ®(G) < 3 y tal que cada
arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Entonces la subgrdfica que inducen las aristas
que estdn en tres tridngulos es 2-regular y por lo tanto es una union disjunta de ciclos.
Mds aiin, todos esos ciclos son C4 0 Cs.

Demostracion.
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X1 \ X3
/>

d

Figura 5.5: Aristas en tres tridngulos.

Cabe destacar que dada una grifica G y un subconjunto de aristas A C E(G), la sub-
grafica inducida por el conjunto de aristas A es la que tiene como conjunto de vértices
[JA y como conjunto de aristas a A. As{ entonces, sea F es la subgrafica inducida por
las aristas que estdn en tres tridngulos. Luego, si a € F, entonces debe existir b € F
con b # a tal que ab € E(F) asi entonces, ab estd en tres tridngulos en la grafica G. De
la proposicion [5.1.5] tenemos que, entonces hay exactamente dos aristas ac y bd que
también estdn en tres tridngulos y que son incidentes a ab. Por lo cual ac,bd € E(F), y
entonces |[N(a)| = |{c,b}| =2 en F, es decir, a tiene dos vecinos, como a fue un vértice
arbitrario en F tenemos que F es 2-regular. Asi, del corolario[I.T.10]se tiene que F es
unién disjunta de ciclos.

Notemos que con lo mencionado anteriormente también mostramos que a,b,c,d
estdn en una misma componente conexa de F, las cuales son ciclos, por lo que cada
componente de F es un ciclo de al menos cuatro vértices. Si la componente conexa
de F tuviese seis vértices o mds, entonces deberfan existir e, f € G tales que ce y df
son aristas que estdn en tres tridngulos, y entonces la grafica de la figura [5.6] seria
una subgréafica de G. Luego, notemos que hasta este punto ¢ ya tiene cinco vecinos,
y como ce debe estar en al menos tres tridngulos, entonces necesariamente e debe ser
vecino de los vértices x;, xp y x3, pues no puede ser vecino de a, porque entonces se
formaria un ciclo de menos de seis vértices. Con un argumento similar se demuestra
que necesariamente f también debe ser vecino de x1, x> y x3, pero entonces x; tendria
al menos seis vecinos (N(x1) 2 {a,b,c,d,e, f}) lo cual contradice nuestra hipétesis.
Con esto concluimos que todos los ciclos en F son Cy4 0 Cs. ]

Corolario 5.1.7 Sea G una grdfica conexa, con A(G) <5, ®(G) < 3y tal que cada
arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Si F es la subgrdfica de G inducida por las
aristas que estdn en tres tridngulos en G, entonces si uno de los ciclos que aparece en
F es un Cs, entonces G es la grdfica de la figura[5.7|(la cual llamaremos suspension de
Cs con membrana). Ademads, si uno de los ciclos que aparece en F es un Cy4, entonces
la grdfica de la figura pero agregdndole la arista cd es una subgrdfica de G (a
dicha grdfica le llamaremos un octaedro con membrana).

Demostracion.
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L 13N

Figura 5.6: Caso en el que se forma un ciclo de seis o mds vértices en F.

Figura 5.7: Suspensién de Cs con membrana.
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Sean a,b,c,d,e € F tales que forman un ciclo de cinco vértices en F de tal modo que
a~b~d~ e~ c~ a,notemos que de la proposicion [5.1.5| se tendria que la gréfica
de la figura[5.5] serfa una subgrafica de G. Mds atin, como a, b, ¢,d, e forman un ciclo,
entonces la grifica de la figura[5.8] es una subgréfica de G. Ahora, como de tiene que
estar en tres tridngulos y d ya tiene cinco vecinos, necesariamente debe suceder que e
es vecino de x1, xo y x3. Con esto se formaria la suspensién de Cs5 con membrana, la
cual seria una subgrifica de G, pero notemos que la suspensién de Cs con membrana
es 5-regular, y como por hipétesis G es conexa, entonces G debe ser la suspension de
Cs5 con membrana.

Ahora, supongamos que F tiene un Cy, sin pérdida de generalidad supongamos que
las aristas que inducen el C4 son ab, ac, bd y cd. Pero como cada una de las aristas
debe estar en tres tridngulos en G y siguiendo el argumento de la demostracién de la
proposicion [5.1.5] se nota que la grafica de la figura[5.5] debe ser una subgréfica de G.
Pero ademds habiamos supuesto que cd es una arista, por lo tanto de cumple lo que se
queria demostrar. |

X2

s
N

X3

Figura 5.8: Subgriéfica de G.

Definicién 5.1.8 Dada una grdfica G denotaremos por G a la subgrdfica que se obtie-
ne de G quitdndole todas las aristas que no estdn en ningin tridngulo, es decir,

V(G)=V(G) y E(G)=E(G)—{ecE(G)|e estden 0 triangulos}.

Proposicion 5.1.9 Sea G una grdfica conexa, con A(G) <5, ®(G) < 3 y tal que cada
arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Entonces G no tiene aristas que estén en cero
tridangulos.

Demostracion.
Procederemos por contradiccién. Supongamos que ab es una arista de G que estd en ce-
ro tridngulos, esto implicaria que ab estd en al menos dos tridngulos en G, en particular
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estd en uno. Supongamos que {a,b,c} es uno de esos tridngulos. Luego, recordemos
que G es esencialmente la grifica G pero removiendo las aristas que estdn en cero
triangulos. Como estamos suponiendo que ab esté en cero tridngulos en G, eso querria
decir que las aristas ac y bce fueron removidas de G para obtener G, pero esto es una
contradiccién, pues ac y bc si estdn en un tridngulo en G. Por lo tanto, G no tiene aristas
que estan en cero tridngulos. |

Proposicion 5.1.10 Sea G una grdfica conexa sin vértices dominados, con A(G) <5,
o(G) < 3y tal que cada arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Entonces G no tiene
dominados.

Demostracion.

Primero, podria suceder que exista x € G tal que x no tenga ningiin vecino, y en tal caso
x no puede ser dominado. Luego, si a es una vértice dominado en G debe tener al menos
un vecino, digamos b, entonces la arista ab debe estar en al menos dos tridngulos en
G (esto es consecuencia de la proposicién . Supongamos que {a,b,c}y {a,b,d}
son dichos tridngulos, notemos que esto implica que a debe tener al menos tres vecinos
y la gréfica de la figura debe ser una subgrifica de G. Notemos que a no puede

d

¢ b
Figura 5.9: Subgrifica de G.

tener solo tres vecinos, porque en cuyo caso la arista ac debe estar en dos tridngulos y
como a solo tiene tres vecinos, necesariamente {a,c,d} es un tridngulo, esto implicaria
que {a,b,c,d} es una completa de cuatro vértices contradiciendo nuestra hipétesis.
Como G es subgrifica de G, a no puede tener mas de cinco vecinos en G. Vamos a
suponer ahora que a tuviese cinco vecinos en G, entonces deberia estar dominado por
algiin vértice, digamos @', pero entonces N[a] C N[d'], y como a ya tiene cinco vecinos,
necesariamente N[a'] también debe tener cinco vecinos, de hecho a y a’ son gemelos en
G. Pero esto implicaria que también son gemelos en G, y se dominarian mutuamente
en G, lo cual contradice la hipétesis de que G no tiene dominados. Ahora, solo nos
queda el caso en el que a tiene cuatro vecinos, entonces como veniamos suponiendo,
b,c,d son vecinos de a y la grafica de la ﬁguraes una subgrifica de G. Pero como
estamos suponiendo que a tiene cuatro vecinos, sea e el otro vecino, en ese caso la
gréfica de la figura es subgrifica de G. Ahora, notemos que ac debe estar en dos
tridngulos, y la Unica forma de que eso pase sin llegar a una contradiccién es que ce
sea una arista, y de forma similar se puede notar que de debe ser una arista (por lo
que la gréfica de la ﬁguradebe ser una subgrafica de G). Luego, como a debe ser
dominado por alguno de sus vecinos, sin pérdida de generalidad, vamos a suponer que
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¢ b
Figura 5.10: Subgrifica de G.

e d

¢ b

Figura 5.11: Subgrifica de G.

es dominado por e, es decir, N[a] C Nle], en tal caso, debe suceder que e es vecino de
b, pero entonces {a,b,c,e} formaria una completa de cuatro vértices, contradiciendo
nuevamente nuestra hipétesis sobre G. Con esto podemos concluir que efectivamente
G no tiene dominados. |

Definicion 5.1.11 Decimos que una grdfica G es localmente C,, si para cada vértice x
de G, se cumple que N(x) induce un ciclo C, en G.

Nota 5.1.12 En el articulo [10], se muestra que las grdficas de la figura son
todas las grdficas conexas que son localmente C4 y Cs. Mds aiin, todas esas grdficas
son homotdpicas a una esfera S>.

La nota[5.1.12]es importante, ya que da lugar al siguiente resultado.

Teorema 5.1.13 Sea G una grdfica conexa sin vértices dominados, con A(G) < 5,
®(G) < 3y tal que cada arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Entonces las com-
ponentes conexas de G son puntos aislados, alguna de las grdficas de la figura m
un octaedro con membrana o una suspension de Cs con membrana.

Demostracion.

Sea C una componente conexa de G, puede suceder que C consista de una solo vérti-
ce, en tal caso C es un vértice aislado. Ahora, supongamos que C tiene al menos dos
vértices, en ese caso, deben existir vértices a,b € C tales que a ~ b, pero como G no
tiene aristas que estén en cero tridngulos entonces ab debe estar en dos o tres tridngulos
en G. Si se diera el caso en el que C tiene solamente aristas que estdn en exactamente
dos tridngulos, y ademads sabemos de la proposiciénque G no tiene dominados,
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Gl i G2 G3 % ?%
Gy ;Z ;; Gs Ge ?

Figura 5.12: Gréficas localmente C4 y Cs.

entonces por la proposicién [5.1.4] se tiene que C es localmente ciclica Cy4 y Cs, por lo
que C necesariamente es una de las gréficas de la figura[5.12] Pero ahora supongamos
el caso en el que C tiene al menos una arista que estd en tres tridngulos, ya sabemos del
corolario que si las aristas que estdn en tres tridngulos inducen un Cs, entonces
de hecho C es la suspension de Cs con membrana. Finalmente supongamos que enton-
ces las aristas que estdn en tres tridngulos inducen un Cy4. En tal caso, de nuevo por el
corolario [5.1.7) tenemos que el octaedro con membrana es una subgréfica de C. Para
entender mejor la prueba vamos a considerar el dibujo del octaedro con membrana de
la figura [5.13] Notemos que los vértices a, b, ¢ y d ya tienen cinco vecinos (es decir,

X1

a ﬁ’ — ] ™\ ¢
x3

G

Figura 5.13: Octaedro con membrana.

ya no pueden tener mds vecinos ademads de los que ya tienen), luego, lo vértices x1, x»
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y x3 tienen cuatro vecinos cada uno (de hecho N(x;) = N(xz) = N(x3) = {a,b,c,d}).
Veamos que no puede suceder que x; sea vecino de x; para i # j, pues en ese caso se
formarian completas de cuatro vértices, por ejemplo, si x; ~ xp, entonces {x1,x2,b,c}
serfa una completa de cuatro vértices, lo cual contradice nuestra hipétesis 0(G) < 3,
y lo mismo sucede si x; ~ x3 0 xp ~ x3. Entonces si alguno los vértices x; (i = 1,2,3)
tuviese otro vecino mds, deberfa ser distinto de a,b, c,d,x,x3,x3, sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que es x; quién tiene dicho vecino y llamémoslo e. Asi entonces
la arista xje deberia estar en al menos dos tridngulos, pero esto ya no es posible, puesto
que |N(x1)| = 5 y entonces e deberia ser vecino de alguno de los vértices a,b,c,d, los
cuales también ya tenian cinco vecinos. Por lo tanto, los vértices x, x y X3 ya no pue-
den tener mas vecinos en C. Concluimos que entonces C es el octaedro con membrana
y también se concluye el resultado. |

5.2. Complejos CW

En la seccién anterior mostramos algunos resultados que nos servirdn para calcular
el tipo de homotopia de las gréficas de grado mdximo cinco. Pero para esto vamos a
necesitar de un concepto muy conocido en topologia algebraica, que son los complejos
CW. En esta seccién vamos a dar las ideas principales sobre los complejos CW y el tipo
de homotopia de algunos de estos espacios, de los cuales no se daran muchos detalles
de la formalizacion de ciertos conceptos. Para mds detalles tenemos el libro [7] como
referencia, principalmente el capitulo cero.

Primero, llamaremos un n-disco a D" = {x € R" | ||x|| < 1}. Luego 9D" = 5",
donde §"~! = {x € R"| ||x|| = 1}. Llamamos y denotamos a una n-célula por ¢" y es un
espacio homeomorfo al n-disco abierto, es decir, ¢" = D" — dD". Cuando escribamos
ey, significa que es una n-célula indexada por & € I, donde / es un conjunto de indices.

As{ entonces, siguiendo a [[7], explicaremos como se construye un complejo CW.

(1) Comenzamos con un conjunto discreto X° cuyos punto llamaremos 0-células.

(2) De forma inductiva formamos el n-esqueleto X" de X""~! pegando n-células e!!, por
medio de mapas ¢: §"~! — X"~!. Es decir, X" es el espacio cociente de la unién
disjunta X"~ !, D}. (1a unién disjunta es el espacio donde se considera que todos
los uniendos no comparten ningtin punto en comun entre sf). Con una coleccién de
n-discos D!, bajo las identificaciones x ~ 0 (x) para x € dD, = §"~ 1.

(3) Uno podria detener ese proceso en un nimero finito de pasos y tendriamos X = X"
para alguna m < oo, 0 bien seguir este proceso de forma infinita, y entonces X =
U, X™. Pero para nuestros propdsitos solo nos va a interesar el caso finito.

Un espacio topoldgico X que se pueda construir siguiendo este procedimiento es
lo que llamamos un complejo CW. Como es de esperarse, las células que se usan para
construir un complejo CW se toman con la topologia usual heredada de R”, y la topo-
logia que se le da a un complejo CW es la topologia cociente en cada paso que se va
construyendo.
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A continuacién mostraremos algunos ejemplos de espacios que son complejos CW
y como construirlos.

Veamos que S' es un complejo CW, para ello tendriamos que construirlo con cé-
lulas siguiendo los pasos ya mencionados. De hecho, nos basta con considerar una
0-célula ¢® y una 1-célula e!. Y consideramos el mapeo constante ¢: S® — ¢°. Es decir,
lo que tenemos es un intervalo donde sus extremos estdn identificados, esto es justa-
mente homeomorfo a S'. Como se puede observar en la ﬁgura si e; es la 1-célula
con frontera {xj,x; }, entonces ¢(x;) = ¢(x2) que es el Ginico punto que se encuentra en
€0, es decir, en el cociente que se obtiene de 1le bajo ¢, el conjunto {xj,x2} Ueg es
una clase de equivalencia.

X1
A
e! L8l = {x1,x}Ue’

X2
Figura 5.14: Construccién de S' como complejo CW.

En general una S” esfera tiene estructura de complejo CW, utilizando solo dos célu-
las €% y ¢”, 1a n-célula se pega bajo el mapeo constante $"~! — ¢°. Esto es equivalente
a considerar a §" como el espacio cociente D" /0D".

Definicion 5.2.1 Un subcomplejo A de un complejo CW es un subespacio cerrado
A C X, tal que es union de células de X. Notese que A es un complejo CW por si
mismo. Una pareja (X,A) que consiste de un complejo CW X y un subcomplejo A es
llamado una pareja CW.

El siguiente resultado, que podemos encontrar en [[7] (proposicién 0.17), nos ayu-
dard a calcular el tipo de homotopia de algunos espacios.

Teorema 5.2.2 Si (X,A) es una pareja CW, donde A es contraible (es decir, A es ho-
motdpico a un punto), entonces X ~ X /A.

Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 5.2.3 Consideremos el complejo CW X formado por dos 0-células (digamos
e(l) y eg ), una 1-célula ' y una 2-célula €. Y construyamos el espacio X pegando las
células de la siguiente forma: Consideremos la funcion ¢: de' — e(l) Ueg, recordemos
que de' = S0, la cual consiste de dos puntos, entonces uno de esos puntos se mapea
bajo ¢ hacia el tinico punto de e(l) y el otro punto se mapea bajo ¢ al uinico punto
de eg. Hasta el momento hemos formado el 1-esqueleto x' que es homeomorfo a un
segmento de recta (ver ﬁgur. Luego, para afiadir la célula e* vamos a considerar
y: de? — X! (recordemos que de* = S') de tal modo que medio arco de circulo de S'
(que es homeomorfo a un segmento de recta) se pegue bajo un homeomorfismo a X' y
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fffffff ¥ 8
el — el
fffffff o 8

Figura 5.15: Construccién del ejemplo

el otro medio arco de circulo también lo pegamos a X' bajo un homeomorfismo. Como
podemos ver en la figurdd.16] se obtiene la figura del lado derecho, este es nuestro
complejo CW X, el cual podemos notar que es homotdpico a una esfera S*. Ahora

0 0
€ €
el — el
0 0
) €

Figura 5.16: Construccién del ejemplo

consideremos el 1-esqueleto de X. Recordemos que este resulta ser homotdpico a un
segmento de recta, por lo cual es contraible. Entonces por el teorema tenemos
que X /X' ~ X. Justamente podemos notar que X /X' se puede obtener pegando la
frontera de una célula €* a través de un mapeo constante hacia una célula €°. Esto
justamente nos da como resultado que X /X" es homeomorfo a una esfera S* como ya
mencionamos anteriormente. En la figura [5.17 podemos ver una descripcion grdfica
de las situacion.

Con esto tenemos que en una esfera S* si tenemos un segmento de linea !, entonces
al esta linea ser un subespacio contraible se tiene que §2 ~ SZ/E, es decir, el tipo de
homotopia de S? /{ sigue siendo una esfera S*.

Abhora, nosotros hemos estado trabajando con complejos simpliciales de completas
de una gréfica, y una observacion importante es el siguiente resultado.

Teorema 5.2.4 La realizacion geométrica de un complejo simplicial es un complejo
CW.

Bosquejo de la prueba de Sea |A| la realizacién geométrica de un complejo
simplicial A. Para construir a |A| como complejo CW, iniciamos con nuestro conjunto
discreto X que es justamente V(A) = X°. Luego, vamos a utilizar tantas 1-células
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X X /X!

Figura 5.17: Ejemplo de subespacio contraible.

como simplejos de dimensién uno tenga A. Y se irdn pegando de tal forma que si
6 = {x1,x2} (es decir, un 1-simplejo), entonces consideramos una 1-célula e!, delacual
su frontera son dos puntos, supongamos de! = {ay,a,} y entonces pegamos la 1-célula
de tal forma que a; — x1 y az — X2, y esto lo hacemos para cada 1-simplejo. De esta
forma se tiene el 1-esqueleto de |A|. De forma similar, ahora vamos a considerar que A
tiene un 2-simplejo en A, digamos T = {x,x,,x3 }, entonces consideramos el pegado de
una 2-célula ¢?, recordando que de? = S', de tal forma que vamos a dividir el circulo
en tres arcos de circulo iguales, cada uno de estos arcos es homeomorfo a un segmento
de recta, y bajo cada homeomorfismo es que vamos a pegar a S' en cada 1-simplejo
contenido en T. Recordemos que la realizacion geométrica de T se corresponde con un
“tridngulo relleno” en R”, y haciendo el pegado como se describi6 es justamente lo que
se obtiene (ver figura[5.18). Nuevamente, este procedimiento lo hacemos para cada 2-
simplejo que tenga A y obtenemos el 2-esqueleto de |A|. Luego, por cada 3-simplejo

Tl xr X
\\\ L//
N
—t
X3 X2 X3 X2

Figura 5.18: Descripcién para formar un 2-simplejo como complejo CW.

que tenga A, digamos {x1,x2,x3,X4 } vamos a pegar una célula e3, recordando que de’ =
$? siguiendo un procedimiento andlogo al caso anterior, solo que esta vez tendriamos
que dividir la esfera S en 4 pedazos. Por ejemplo, podrfamos tomar cuatro puntos sobre
la esfera como se muestra en la figura[5.19] y dividirla con las lineas también como se
muestra en la misma figura, cada una de estas partes en la que estd dividida la esfera
es homeomorfa a un tridngulo relleno en R”. Bajo esos homeomorfismos pegamos la
esfera en cada uno de los 2-simplejos que se forman del simplejo {xy,x2,x3,x4}, y de
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esta forma obtenemos un tetraedro relleno que es justamente la realizacién geométrica
de {x1,x2,x3,x4}. Con esto tenemos el 3-esqueleto de |A|. Y este procedimiento lo
podemos hacer sucesivamente hasta obtener todo |A|. Para el caso que nos interesa, que
son los complejos simpliciales finitos, este procedimiento debe concluir en un nimero
finito de pasos.

Figura 5.19: Esfera $? dividida en cuatro partes.

Definicion 5.2.5 Sean X y Y definimos la cuiia de X y Y, denotada por X VY como
el espacio cociente obtenido de la suma disjunta X [1Y por identificar dos puntos
escogidos xo € X y yo € Y. Es decir,

XvY=(X]]Y)/{x0.y0}, conxg€X,y€Y.

En general se define la cuiia de una cantidad arbitraria de espacios {Xq, }acr empe-
zando con la union disjunta [1oc;Xq, e identificando puntos xo, € Xo, en un solo punto.

Como ejemplo de la definicién anterior, podemos notar que una cufia de dos cir-
cunferencias S', es decir, S' V' S; es un espacio homeomorfo al de la parte derecha
de la ﬁgura pues recordemos que S [[S' es como el de la parte izquierda de la
ﬁgura en cada una de las circunferencias S', escogemos un punto xo y yo respec-
tivamente y luego los identificamos.

Nota 5.2.6 Es conveniente trabajar con los complejos CW un poco, ya que los com-
plejos simpliciales son un caso particular de ellos ya que vamos a requerir del teore-
mal[5.2.2) para nuestros propdsitos. Ademds suele suceder que al contraer un subespa-
cio contraible de un complejo simplicial de una completa de grdficas no necesariamen-
te obtenemos otro complejo simplicial con dicha caracteristica. Un ejemplo de ello es
un 4-ciclo, este tiene tipo de homotopia una circunferencia S', pero si contraemos una
arista, que es un espacio contraible, obtenemos un complejo simplicial que forma un
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XIIY XVY

Figura 5.20: Cuiia de dos esferas S'.

“triangulo hueco”, y este complejo simplicial no es complejo simplicial de completas
de ninguna grdfica. Este ultimo ejemplo se ilustra en la figura como se puede ver
el conjunto de simplejos de |A(Cy)| es:

{{a}, {b}.{c} {d},{a,b{b,c}{c,d} . {a,d}},

v la realizacion geométrica de la derecha se corresponde con el complejo simplicial
cuyo conjunto de simplejos es:

{{e}:{c}: {d} {e,c} {e.d} {e e},

el cual no es un complejo simplicial de completas de ninguna grdfica, ya que si lo
fuese, este iiltimo conjunto de simplejos deberia contener el simplejo {e,c,d}.

a e:{avb} b {avb}

BN AT </l

Figura 5.21: Ejemplo de contraer un subespacio.

5.3. Tipo de homotopia

Una vez que ya hemos estudiado las ideas principales de los complejos CW, vamos
a utilizarlos para calcular el tipo de homotopia de las graficas de grado maximo menor
o igual a cinco. Pero antes de ir al resultado, mostraremos un lema previo.

Lema 5.3.1 Una suspension de Cs con membrana y un octaedro con membrana tienen
como tipo de homotopia dos esferas S? unidas por una linea.

Demostracion.
Sea G el octaedro con membrana (figura[5.13)) y notemos que la realizacién geométrica
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de este es homotSpico a una esfera S* unién con un disco en medio que divide a la esfe-
ra en dos hemisferios. Esto es porque si consideramos al octaedro con membrana[5.13]
quitando el vértice x;, entonces tenemos un octaedro, el cual sabemos que es homotopi-
co a una esfera, pero una vez que afiadimos el vértice d junto con sus aristas, podemos
notar que la subgrafica inducida por los vértices a,b,c,d, x> tiene tipo de homotopia
un disco D?. En conclusién, la realizacién geométrica del octaedro con membrana es
homotdpica a lo que ya se menciond, es decir, es como en la figura[5.22} Recordemos

Figura 5.22: Realizacién geométrica del octaedro con membrana.

del teorema [5.2.4] que todo complejo simplicial es un complejo CW, en particular el
octaedro con membrana, el cual podemos ver que tiene un subespacio contraible, que
es el disco de en medio de la esfera. Por lo cual podemos contraer dicho disco sin al-
terar el tipo de homotopia de C1(G), el espacio que resulta es una cuiia de dos esferas
S (ver figura . Finalmente, consideremos el espacio conformado por dos esferas

Figura 5.23: Cuiia de dos esferas S2.

$? unidas por una linea, como en la ﬁgura Notemos que de hecho la linea es un
subespacio contraible, entonces podemos contraerlo sin alterar su tipo de homotopia
y si lo contraemos va a resultar que este es homotépico a una cuiia de dos esferas S2.
Como la relacién de homotopia es una relaciéon de equivalencia, entonces todos los
espacios de las figuras [5:23] y [5.24] son homotépicos. Es decir, el octaedro con
membrana tiene el tipo de homotopia que se mencioné en el enunciado.
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Figura 5.24: Dos esferas S unidas por una linea.

El caso de la suspension de Cs con membrana es completamente andlogo al del
octaedro con membrana, pues de hecho, este también tiene el tipo de homotopia del
espacio de la figura[5.22] [ |

Teorema 5.3.2 Sea G una grdfica con A(G) < 5, entonces el tipo de homotopia de
CI(G) es una cufia de esferas de dimension uno o dos, es decir,

ICI(G)| = \/ S, dondeiq € {1,2},

oecl

con I un conjunto de indices finito.

Demostracion.

De las proposiciones y podemos suponer que ®(G) < 3, que G no tiene
vértices dominados y que toda arista de G estd en 0, 2 o 3 tridngulos. Luego, por el teo-
rema sabemos que las componentes conexas de G son puntos aislados, alguna
de las graficas de la figura[5.12] un octaedro con membrana o una suspension de Cs con
membrana. Ademds en la nota [5.1.12] ya habiamos mencionado que todas las grificas
de la figura tienen tipo de homotopia una esfera S y por el lema tenemos
que el octaedro con membrana y la suspensién de Cs con membrana tienen el tipo de
homotopia de dos esferas S? unidas por una linea. Es decir, en la realizacién geomé-
trica de G, cada que aparezca un octaedro con membrana o una suspensién de C5 con
membrana la podemos sustituir por dos esferas unidas por una linea. Luego entonces
todos los simplejos que estdn en G pero no en G tiene dimensién 1 porque son aristas
que estdn en cero tridngulos. Por lo tanto, la realizacién geométrica de G la podemos
describir como un cierto nimero de esferas S (tantas como tenga G) entrelazadas o
unidas por un complejo simplicial de dimensién 1 (ver un ejemplo en la figura [5.23).
Ahora, para cada esfera S? que aparezca en la realizacién geométrica de CI(G) vamos a
considerar todos los puntos en la esfera que tienen interseccion con una arista que estd
en cero tridngulos (este es un nimero finito, de hecho son a lo més cuatro, esto conse-
cuencia la restriccién en el grado de G). En una esfera S, podemos encontrar una linea
que pase por todos los puntos mencionados, esta linea ademads es contraible, entonces
podemos contraerla sin alterar el tipo de homotopia de la esfera identificando todos
esos puntos mencionados en uno solo (como se mencion6 en ejemplo[5.2.3)). Y ahora,
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Figura 5.25: Realizacion geométrica.

lo que obtenemos es un espacio homotdpico al que empezamos pero donde ahora las
esferas 2 estdn entrelazadas con un complejo simplicial de dimensién 1 (nos vamos
a referir a el como D), donde cada esfera S? intersecta una sola vez a este complejo
simplicial D; (ver figura [5.26). Asi, entonces como se mencioné en la demostracion

Figura 5.26: Espacio homotépico al de la figura

del teorema [4.2.2] en el ejemplo 0.7 de [[7] un complejo simplicial de dimensién 1 es
homotépico a una cuiia de circunferencias S'. Por lo tanto D; es homotdpico a una
cuiia de circunferencias y como el espacio que tenemos es conexo, entonces cada uno
de los puntos de D; que intersectan a las esferas > podemos identificarlo en el punto
de interseccion de dicha cufia. De esta forma obtenemos que todas las esferas se inter-
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sectan en un punto al igual que las circunferencias. Es decir, G es homot6pica una cufia
de esferas S' y S? como se querfa demostrar. [ |

Corolario 5.3.3 Si una grdfica G tiene tipo de homotopia distinto de una cuiia de
circunferencias entonces G debe tener grado mdximo mayor a cinco. Mds aiin, este
niimero es optimo.

Demostracion.

El hecho de que G debe tener grado mdximo mayor que cinco es consecuencia directa
de[5.3.2] Luego, el grado médximo cinco es 6ptimo puesto que se conocen gréficas de
grado maximo seis que tienen tipo de homotopia distinto al de una cufia de esferas. Por
ejemplo, en la figura[5.27] se muestra una triangulacion que tiene el tipo de homotopia
de un toro y esta tiene grado médximo seis. De hecho se muestra un bosquejo de la
gréfica pero dibujada en el plano para que se noten mejor las adyacencias, y se puede
apreciar que el tipo de homotopia es un toro porque estamos haciendo la interpretacién
clasica del toro identificando las lineas paralelas del cuadrado.

A E 1 M A

A E 1 M A

Figura 5.27: Triangulacién del toro.

Proposicion 5.3.4 Para cualesquier m,n € N existe una grdfica G de grado mdximo
cinco tal que su tipo de homotopia es una cuiia de n esferas S* y m circunferencias S'.

Demostracion.
Vamos a construir la gréfica G de la siguiente forma. Consideremos que los vértices

X15X25«« « Xy Xnt-15« 5 Xntm,

(todos distintos), inducen un camino en G, es decir, x; ~ x;+1 parai € {1,...,Xu1n_1}.
Luego, consideremos vértices yi, ..., Y+, (todos distintos entre si y distintos de los
x;’s) tales que y; ~ x; para todo i € {x1,..+,Xm+n}. Notemos que de esta forma, la sub-
gréfica de G inducida por los x;’s y los y;’s no tiene ciclos, por lo que es un érbol, lo
cual implica que es desmantelable y por lo tanto contraible. Siguiendo con la construc-
cién de G, ahora para cada y; (j € {1,...,n}) vamos a considerar un octaedro tal que
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y; es uno de los vértices de dicho octaedro, es decir, y; junto con otros cinco vérti-
ces inducen un octaedro en G. Y para cada j € {n+1,...,m+n} vamos a considerar
un ciclo de cuatro vértices, tal que y; es uno de los vértices de dicho ciclo, es decir,
y; junto con otros tres vértices forman un 4-ciclo. Toda esta construccién la podemos
apreciar en la figura[5.28] Asi entonces cada octaedro en G tiene tipo de homotopia una
esfera S? y tenemos un octaedro en G por cada x; coni € {1,...,n} (es decir, tenemos n
octaedros). Ademds, cada 4-ciclo en G tiene tipo de homotopia una circunferencia S! y
tenemos un 4-ciclo por cada x; coni € {x,11,...,X,+m} (es decir, tenemos m 4-ciclos).
Luego, en la realizacion geométrica de G cada octaedro y cada 4 ciclo intersecta en
un solo punto al subespacio contraible de G que inducen los vértices x;’s y y;’s. Por
el teorema[5.2.2] contraer un subespacio contraible no altera el tipo de homotopia, en-
tonces identificando dicho subespacio en un solo punto es como se obtiene que G es
homotépica una cufia de n esferas S? y n circunferencias S'. |

Xn+1 Xn+2 Xn+m

X1 X2 Xn
)’Ii )Qi Yni )’n+1% yn+2% )’n+m%

Figura 5.28: Construccién de G.
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Conclusion

Uno de los problemas de de interés en la tesis es averiguar el tipo de homotopia de
las graficas. En nuestro caso, lo hemos estudiado restringiendo el grado de los vértices.
Por ejemplo, si suponemos que una grifica es de grado maximo cuatro, entonces se
logré mostrar que su tipo de homotopia es una cuifia de circunferencias, excepto por el
octaedro O3. Y si suponemos que el grado maximo de la gréfica es cinco, entonces el
tipo de homotopfa es una cuiia de esferas S? y circunferencias S'. Para el caso en que
el grado maximo es seis 0 mds las cosas se empiezan a complicar mds, pues aqui ya
se conocen ejemplos en las que una grafica puede tener tipo de homotopia diferente de
una cufia de esferas, por ejemplo, un toro.

Por otro lado, otro de los principales problemas de interés es dar condiciones que
garanticen que una grafica es K-homotdpicamente permanente. Uno de los resultados
mads conocidos respecto a este problema es que las grificas que cumplen la propiedad
de ser clan-Helly son K-homotépicamente permanentes, cabe mencionar que esta es
una clase infinita de graficas. Existe una conjetura que dice que si G es una gréfica
con defecto Helly finito (es decir, si el defecto Helly de G definido por min{n € N |
K"(G) es clan- Helly} es finito), entonces G es K-homotGpicamente permanente, o sea,
G ~ K"(G) para toda n € N. En mi tesis de licenciatura [8]] estudiamos el caso cuando
el defecto Helly es 1, este problema sigue abierto, pero se logré mostrar para graficas
de nueve vértices o menos. En esta tesis se logré mostrar que las gréaficas de grado
bajo (que también es una clase infinita de graficas) cumplen ser K-homotépicamente
permanentes. De hecho, hay grificas de grado bajo que tienen defecto Helly 2, lo cual
refuerza nuestra sospecha de que la conjetura mencionada es cierta.

De forma similar a la conjetura anterior surgen preguntas derivadas de este traba-
jo, por ejemplo una de ellas es: ;Serd que todas las grificas de grado maximo cinco
con tipo de homotopia una cuifia de circunferencias son Clan-Helly y/o convergentes?
Notemos que los resultados que hemos mostrado son todos de suponer condiciones
sobre el objeto combinatorio y esto nos dice algo sobre la topologia asociada a la gra-
fica. Pero esta pregunta supone cosas sobre la topologia y nos dice algo sobre el objeto
combinatorio, esto también es un estudio de interés.

71



5.3. Tipo de homotopia

72



Apeéndice A
Prueba del teorema 4.1.2

En este apéndice vamos a probar el teorema [.1.2] pero para ello requerimos de
varios lemas y es por eso que dejamos la demostracién en un apéndice. De hecho todos
estos resultados son obtenidos de [19], donde estamos suponiendo que las graficas G
son tales que A(G) <4

A.1. Demostracion del teorema 4.1.2

Lema A.1.1 Sea G una grdfica, y q1,q> clanes de G tales que si {x,y} es una arista
entre vértices en q1 U qa, entonces uno de los vértices x, y estd en g1 N qa. Entonces si
c es una subgrdfica completa tal que ¢ C g1 U qa, entonces ¢ C q1 o ¢ C g.

Demostracion.
Supongamos que el resultado no es cierto, entonces debe existir x € ¢ tal que x ¢ ¢
y y € c tal que y ¢ g2, por lo cual {x,y} es una arista pues x,y € ¢ y ¢ es completa.
Luego se tendria que {x,y} N (g1 Ng2) = 0, lo cual contradice la hipétesis, por lo tanto
se obtiene el enunciado del lema. |
Notemos que debido a la condicién del grado de G (A(G) < 4), los clanes de G
pueden tener a lo mds cinco vértices, sin embargo, la Unica gréfica conexa de grado
bajo que contiene un clan de cinco vértices es precisamente K5. Entonces, para nuestros
propdsitos vamos asumir que todos los clanes de G tienen a lo mas cuatro vértices.
Recordemos algunas definiciones. Dada una grifica G y x € G definimos y deno-
tamos la estrella de x como x* = {¢q € K(G) | x € ¢}, esta es una subgréfica completa
de K(G). Six* € K*(G) decimos que x es un vértice normal. Luego, si Q € K*(G) es
tal que N Q = 0, decimos que Q es una corbata de G. Asf, los vértices de K*(G) estén
particionados en estrellas y corbatas de G, y G es clan-Helly precisamente cuando G
no tiene corbatas. Un tridngulo en una gréfica G es una completa de tres vértices de G.
Un tridngulo 7 en G es llamado un triangulo interno de G si T es un clan de G y para
cada arista de T existe un tridngulo 7/ # T en G tal que T N T’ es precisamente dicha
arista. Asi, dado un tridngulo interno en G definimos Qr = {q¢ € K(G) | |¢NT| > 2},
la cual siempre es una completa en K (G).
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Lema A.1.2 Si G es tal que A(G) < 4, entonces las corbatas de G solo pueden conte-
ner tridngulos.

Demostracion.

Sea Q una corbata de G. Es directo ver que si g; € O, este no puede contener un sélo
vértice, supongamos entonces que fuera una arista xy, escojamos g, € Qtalque y ¢ g2 y
g3 € QO tal que x ¢ ¢3. Entonces g1 Ng» = {x} y g1 Ng3 = {y}. Sea z € g2 N¢3. Entonces
{x,y,z} deberia ser una subgréfica completa propiamente contenida en g; pues g; es
un clan, pero tenemos una contradiccién. Es decir, necesariamente |g;| > 3.

Ahora, supongamos que g € Q es tal que |g1| = 4. Si existiera ¢’ € Q tal que |gN
¢'| =1, entonces por el parrafo anterior, tenemos que |g'| > 3, y six € g1 Ng/, entonces
gq1Uq' C N[x|, en tal caso N[x] tendria al menos seis elementos, lo cual contradice
nuestra hipétesis. Supongamos ahora que existiera g, € Q con |g; Nga| = 3, en tal caso
|g2| = 4. Supongamos entonces que g1 N g2 = {x,y,z}. Entonces existe g3 € Q tal que
x ¢ g3. Si g3 fuera disjunto de g N ¢, entonces g U gy deberia ser una completa de
cinco vértices. Por lo cual, vamos asumir que y € g3. Entonces g3 C N[y] = q1 Uqa,
pero el lema[A.T.T|implicaria que g3 C g1 0 g3 C ¢», lo cual es una contradiccion.

Asf entonces, todo clan en g € Q diferente de g intersecta a ¢ en dos elementos
y tiene exactamente tres elementos (pues g no puede tener dos elementos porque en
tal caso no seria clan y no puede tener cuatro porque entonces uno de los vértices
donde intersecta a ¢ tendria al menos cinco vecinos). Sea ¢, € Q tal que g # ¢q;. Si
existiera g3 € Q tal que g3 Mg es disjunto de g2 N g, tendriamos que necesariamente
q1=(q1Nq2)U(q1Ng3),y siz€qgrNgs, entonces z & g1 (puesto que g3Ng1y g2Nqi
son disjuntos), pero notemos que g; U {z} seria una completa de G, lo cual contradice
que g es clan. Por lo tanto, todos los clanes en Q intersectan a g¢; N g,. Supongamos
ahora que q; = {x,y,u,v}y g = {x,y,w}. Sea g3 € Q tal que y ¢ g3, entonces x € g3,
y si existiera ' € g3 — (g1 U q2), tendriamos que {y,u,v,w,z’} C N(x) lo cual es una
contradiccion. Entonces g3 C g1 U g2. Por el lema [A.1.1] tendriamos que ¢3 € g1 o
g3 C g2, 1o cual también es una contradiccién. Por lo tanto |g;| = 3. Y con esto tenemos
el resultado. |

Lema A.1.3 Si G es una grdfica de grado bajo, para cualquier corbata Q en G hay un
triangulo interno T de G tal que Q = Qr, mds avin Qr tiene exactamente tres orejas.
Reciprocamente, si T es un tridngulo interno, entonces Qr es una corbata.

Demostracion.
La demostracién es una adaptacion de la prueba de la proposicion 10 de [9] a esta
situacién. Para una gréfica de grado bajo G, sea Q una corbata de G. Por el lema[A.1.2]
sabemos que Q contiene solamente tridngulos. Afirmamos que existen dos tridngulos
en Q tal que se intersectan solo en un punto. Supongamos que no es cierto, es decir,
supongamos que cualesquiera dos tridngulos en Q se intersectan en dos puntos, sean
T,T, € Qcon Ty ={a,b,c}, T, = {a,b,c'}. Ahora, debe existir T tal que b ¢ T3, pero
entonces T3NTy = {a,c} y TsNTy = {a,c’'} lo cual implica que 73 C Ty U T». Por el
lema[A.T.T|esto no es posible.

Sean entonces 71 = {a,b,c} € Qy Tr = {a,b’,c'} con Ty N T, = {a}, escojamos
T3 € Q tal que a ¢ T3. Entonces 73 N T; debe consistir de exactamente un vértice porque
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si sucediera T3 N Ty = {b,c}, recordemos que T3 NT; # 0, entonces b’ € T o ¢’ € T,
en cualquier caso tendriamos que T estd contenida en una completa de cuatro vértices
(la completa de cuatro vértices se observa en color azul en la figura @, lo cual no
puede suceder. De forma similar 73 N 75 consiste solo de un vértice. Sin pérdida de
generalidad, vamos a asumir que 73 = {d’,b,c'}, con @’ ¢ T} U T, notemos entonces
que T = {a,b,c'} es un tridngulo de G porque si, por ejemplo, T estuviese contenido
propiamente en una completa de cuatro vértices, digamos {a,b,c,z}, tendriamos que
{b,t',c,c’,z} C N(a), o bien si z € {d’,b,c}, alguno de los tridngulos Tj, T, o T3
estarian contenidos en una completa de cuatro vértices. Asi T' es un tridngulo interno.

a

c Vel

Figura A.1: Caso hipotético ;NT, = {b,c} y b’ € T5.

Afirmamos que 7 € Q. Si no fuera asi, deberia haber un tridngulo 7 € Q tal que
T,NT =0y que intersecta a 71, T» y T3. Por lo tanto, debe suceder Ty N7} = {c},
Tu,NT,={b}y TuNT; = {d'}. Esto implica que Ty = {d’,b’,c}, y la subgréfica de G
inducida por {a,d’,b,b’,c,c’'} es un octaedro. Esto contradice lo que se asumié sobre
G,yentonces T € Q.

Tenemos asi que {T,T1,T>,T3} C Q. Supongamos que hubiese un tridngulo 7y € Q
diferente de T, Ti,T>,T3. Debe suceder entonces que 74 NT # 0, sin pérdida de ge-
neralidad supongamos que a € Ty N T. Supongamos que Ty = {a,r,s}. Pero entonces
Ty C Nla] ={a,b,c,b',c'}. Es directo verificar que cualquier eleccién de r y s de entre
los vértices a,b,c,b’,c’ lleva a contradecir que Ty es diferente de todos los tridngulos
T,T1,T»,T3, ya sea que obtengamos que alguno de dichos tridngulos no sean clanes o
que TxNT; = 0. Entonces Q = {7, T;,T»,T3} = Qr, donde Ty, T3, T3 son las orejas de
Or.

Para el reciproco, sea T = {a,b,c} un tridngulo interno. Cada uno de los clanes de
Or contienen al menos dos vértices de T, entonces Q7 es completa en K(G). Como T
es un tridngulo interno, hay clanes ¢q1, g2, g3 de G, cada uno diferente de T y tales que
{a,b} Cq1NT,{a,c} Cq2NTy{b,c} Cg3NT. Ahora, como |T| = 3, dichas inclu-
siones son igualdades. Seanc’ € ¢ —T,b' € g — T yd € g3—T.Como T es un clan,
se sigue que ¢’ no es adyacente a c, similarmente &' £ by d’ + a. Esto implica que
a',b',c’ son tres vértices diferentes. Ahora, tenemos que {b,c,b’,c’} C N(a), y dado
que G es una grafica de grado bajo, dicha inclusién es igualdad. Se sigue entonces que
q1 ={a,b,c'}, g» ={a,c,b'} y g3 = {b,c,d’}. Tenemos entonces que {7, q1,q2,q3}
QOr. Supongamos que existiera ¢ € Qr con g # T, sin pérdida de generalidad vamos
a sumir que ¢NT = {a,b}. Entonces g C N[a| "N[b] = {a,b,c,c'}. Como q # T te-
nemos que ¢ ¢ g, y entonces g = {q,b,c’'} = qi. Se sigue que Or = {T,q91,492,93}-
Supongamos ahora que existe g € K(G) tal que Oy U{q} es una completa de K(G),
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con ¢ ¢ Or. Entonces necesariamente |¢gN 7| = 1, y sin pérdida de generalidad supon-

gamos gNT = {a}. Entonces ¢ C N[a] = {a,b,c,b’,c’'}. Por otro lado, necesariamente

gNgs #0.Como |gNT| =1, se tiene que los vértices b y ¢ no pueden ser elementos de

g, se sigue entonces que @’ € gNq;. Lo cual contradice que a y @’ no son adyacentes.

Se sigue entonces que Q7 es un clan de K(G), y de hecho, es una corbata. |
Con lo que acabamos de mostrar tenemos la primera parte del teorema4.1.2]

Lema A.1.4 Para cualquier grdfica de grado bajo:
1. Dos estrellas x* y y* son adyacentes en K*(G) si'y solo six ~y en G.

2. Una estrella x* y una corbata Qp centrada en el tridngulo T son adyacentes en
K?(G) si y solo si x es adyacente a dos vértices de T.

3. Dos corbatas Qr y Qp+ son adyacentes en K*(G) si y solo si:
» TNT'|=20

w [TNT'|=1ysi{v}=TNT, existe una arista (llamada travesafio) que
une un vértice en T — v con un vértice en T' —v.

Demostracion.

De hecho, es directo probar que los primeros dos enunciados se cumplen para cualquier
gréfica simple. Para el tercero, si |T N T | =2, entonces T € Qr N Q7v, y entonces
Qr ~ Q7 en K*(G). Enel caso en que TNT’ = {v} y hay una arista uu’ conu € T —v
y u' € T' — v, entonces el tridngulo {v,u,u’} puede ser extendido a un clan g tal que
q€0rnNQPy.

Ahora supongamos que T y T’ son tridngulos internos en una grafica de grado bajo
tal que Qr es adyacente a Q7 en K>(G) y que |TNT'| < 1. Sea ¢ € Q7 N Q7. Por
el lema tenemos que |g| = 3. Como |[¢gNT|>2y |gNT'| > 2, tenemos que
|T NT’| no puede ser vacio, entonces [TNT'|=1.SeaTNT = {v}.Six€ (gNT)—v
yx' € (gNT)—v, entonces xx’ es un travesafio. [ ]

Lema A.1.5 Sea G de grado bajo tal que si T y T’ son tridngulos de G, donde T N
T' = {x} y T es un tridngulo interno, entonces N(x) induce un 4-ciclo. Mds aiin, si
T’ también es tridngulo interno, entonces ninguna de las orejas de Qt es un tridngulo
interno, y ninguno de los vértices de T ademds de x es un vértice normal.

Demostracion.

Supongamos que T = {x,e, f} y T' = {x,g,h}. Como el tridngulo T es interno, consi-
derando la arista xe, debe existir y € G y un tridngulo 71 = {x,e,y} # T. Tenemos que
y € N(x)={e, f,gh}. Comoy=#eporque |Ti| =3y y+# f porque Ty # T, deberia
suceder y = g o y = h. Sin pérdida de generalidad, supongamos y = g, entonces ¢ ~ g.
Ahora, de forma andloga vamos a considerar la arista xf y dado que T es un clan de
G debemos tener que f ~ h. Como T es un clan, tenemos que e no es adyacente a A,
y similarmente f no es adyacente a g. De esta forma N(x) induce un 4-ciclo. Como el
grado de x es 4, debemos tener que T’ es un clan. Y dado que T es interno, entonces
existe un vértice u tal que el tridngulo {u,e, f} es diferente de 7. Ademds u ¢ {g,h}
porque T es un clan.
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Supongamos ahora, que 7’ también es tridngulo interno. Andlogamente existe un
vértice i’ tal que ' ~ g, ' ~ h'y u' # u, entonces {u',g,h} es diferente de T’, porque
si fuese iguales, se tendria que G es una grafica 4-regular, de hecho seria un octae-
dro. Consideremos 71 = {e,g,x}, la cual es una oreja de Qr. Si Tj fuera tridngulo
interno, deberfa existir un vértice y tal que {e,g,y} es un tridngulo diferente de T;.
Pero y € N(e) N N(g) = {x}. y esto no es posible. Entonces 77 no puede ser interno.
Por simetria se puede mostrar que, {f,h,x} tampoco es interno. Ahora consideremos
T, = {e,f,u} y supongamos que existe un vértice z tal que {e,u,z} es un tridngulo
diferente de T». Asi, z € N(e) = {r,f,x,g}. Por lo que hemos asumido eso no puede
suceder. Entonces 7> tampoco es interno. Finalmente, ni e, ni f* pueden ser clanes
porque estdn propiamente contenidos en Q. |

Como corolario de los lemas[A.T.4]y [A.T.5] tenemos que si 77 y 7> son tridngulos
internos donde 73 N 7> # 0, entonces Qr, ~ Qr, en K?(G). Porque si [T1NT| = 1,
entonces existen dos travesafios de 7 a 7>. Esta situacion se representa en la figura[A.7]
De hecho, con esto tenemos una parte del segundo inciso del teorema[d.1.2]

a C

b d

Figura A.2: Caso [T} NT3| = 1.

Lema A.1.6 Sea G una grdfica de grado bajo, y sean T,T' tridngulos internos tales
que TNT' = {x,y}. Entonces N(x) induce un 4-ciclo, la unica oreja de Qr que es
tridngulo interno es T', y los tinicos vértices normales de T son x y y.

Demostracion.
Supongamos que T = {x,y,u},y T’ = {x,y,u’}. Considerando la arista xu del tridngulo
interno T, sea X' € G tal que T} = {x,u,x’ } #£T. Como T es un clan, debe suceder
¥’ #u'. Aplicando el lema[A.1.5]al tridngulo interno 7’ y el tridgngulo T3, obtenemos
que N(x) es un 4-ciclo, entonces x’ ~ u’. Aplicando los pasos anteriores a la arista yu
del triangulo T, obtenemos que existe un vértice y' € G que es vecino de u, y y u’ y tal
que N(y) es un 4-ciclo. Como T es un clan, tenemos que ¥’ # x. Ahora, el tridngulo
T| es una oreja de Qr. Si T} fuera un tridngulo interno, deberia existir un vértice z tal
que {z,u,x'} es un tridngulo diferente de 7. Ademds el vértice z es diferente de y' pues
G no es un octaedro. Mds adn z € N(u) = {x,x’,y,'}, pero esto contradice lo que se
asumi6. Asi entonces 77 no es interno. Luego, u no es un vértice normal pues u* esta
propiamente contenido en Q7. |

La situacion del lema [A.T.6] se muestra en la figura[A.3] Y con esto tenemos la
segunda parte del teorema4.1.2]

El objetivo ahora es demostrar que si G es una grafica de grado bajo, entonces es
K?(G) es clan-Helly. Para ello necesitamos la definicién de hereditariamente Helly,

77



A.1. Demostracion del teoremald.1.2]

Figura A.3: Caso [T NT'| =2.

y son las gréificas G que cumplen que todas las subgraficas inducidas de G son clan-
Helly. Entonces tenemos que todas las graficas hereditariamente Helly son clan-Helly.
La estrategia a seguir para probar que K>(G) es clan-Helly cuando G es de grado bajo se
va a probar que K?(G) es hereditariamente Helly. Y para ello se usard la caracterizacién
probada en [17] y reformulada como en [11]].

Teorema A.1.7 Una grdfica es hereditariamente Helly si y solo si es compatible con
el diagrama de la figuralA4] en el sentido de que siempre que la grdfica con las aristas
solidas es una subgrdfica de G, entonces una de las aristas punteadas estd inducida.

/\
JAVA

Figura A.4: Diagrama de Hajos.

Lema A.1.8 Si G es una grdfica de grado bajo, no existen caminos (inducidos o no)
en K*(G) que consistan de tres corbatas.

Demostracion.

Sean T, T, y T3 tridngulos internos tales que Qr, ~ O, ~ QT en KZ(G). Como Q7, ~
Qr, tenemos ya sea la situacién de la figura[A.2]o la de la figura[A.3] Pero en ninguno
de los dos casos es posible tener un tridngulo interno 73, diferente de 77, y que satisfaga
N, #0. |

Lema A.1.9 Sea G una grdfica de grado bajo, donde a,b € G son vértices normales y
T1,T> son tridngulos internos de G. Entonces a*,b*,Qr,, Or, no inducen un diamante
en K*(G) de una de las formas mostradas en la figura IE]

Demostracion.

Consideremos el caso de la izquierda en la figura[A.5} Como Q7, ~ Qr,, tenemos que
TNT #0. Si sucediera | Ty N T3] = 1, es decir, estamos en la situacién de la ﬁgura
Como b* es vecino tanto de Q7, como de Q7,, y b es un vértice normal se tiene que
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QT1 a*
a* QTZ QT] QTZ
b* b*

Figura A.5: Diamantes prohibidos.

b € T1 NT>. Es directo verificar que ningtin vecino de b es un vértice normal. Ahora, si
se tuviera |7} N T>| = 2, de nuevo, lo que se asume sobre b implicaria que b € 1 N T>.
Y si x es vecino de b tal que x es normal es tal que x* es vecino de ambos Q7, y Or,,
en particular a*, es decir, no se puede dar la situacion planteada.

Ahora, respecto al caso de la derecha. Como Qr, y Qr, no son adyacentes en K*(G),
entonces 71 N1, = 0. Como b debe ser vecino de dos vértices en Tj, de dos vértices en
T, y del vértice a, y el grado de b debe ser a lo mds cuatro, tenemos que a € 71 UT,. Sin
pérdida de generalidad supongamos que a € Tj. Por un argumento similar, debemos
tener que b € Tr. Sea Ty = {a,u,v} y T» = {b,w,r}. Como a es vecino de dos vértices
en 7>, vamos a asumir sin pérdida de generalidad que a ~ w. Aplicando el lema[A.T.5]
al tridngulo interno 7; y al tridngulo T = {a,b,w}, tenemos que N(a) es un 4-ciclo, y
sin pérdida de generalidad, vamos a asumir que u# ~ by v ~ w. Similarmente, aplicando
el mismo lema a 75 y al tridngulo T’ = {a,b,u} tenemos que u ~ r. Pero entonces T y
T’ son tridngulos internos, y aplica el lema Tenemos que 7 es la tnica oreja en
Q7 que es tridngulo interno, lo cual contradice que T; es tridngulo interno. |

Lema A.1.10 Sea G una grdfica de grado bajo, y sean a,b,x,z € G vértices normales
y T un tridngulo interno de G formando la subgrdfica de K*>(G) con las aristas sélidas
en la figura . Entonces una de las aristas punteadas debe estar presente (es decir, debe
ser una arista de K*(G)).

Z* b* )C*
Figura A.6: Subgrafica prohibida.

Demostracion.
Supongamos que K2(G) tiene como subgrafica la grafica de la figura pero solo
con las aristas s6lidas. Entonces, en G tenemos que {a,x,z} C N(b). Como b* ~ Qr
en K%(G), tenemos que dos vecinos de b estdn en T y entonces, al menos un elemento
de {a,x,z} estd en T. Pero como z ¢ O, entonces z ¢ T, y no es posible que ambos
vértices a y b sean elementos de T puesto que a ~ z ~ b.

Supongamos primero que a € T (entonces, b ¢ T). Supongamos T = {a,u,v}. Aho-
ra, b es vecino de dos elementos de T, sin pérdida generalidad vamos a suponer b ~ v.
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Aplicando el lema[A.1.5] tenemos que z ~ u. Pero esto contradice que z o Qr. Consi-
deremos el casoenel que a ¢ T y x € T. Supongamos 7' = {x,u,v}. Si tuviéramos que
b € {u,v}, podriamos asumir sin pérdida de generalidad que b = v, como a es vecino
de dos elementos de 7', y por hipétesis a 7 x, entonces a ~ u. Aplicando el lema[A.1.3|
al tridngulo interno 7'y a {b,a,z} obtenemos z ~ x, lo cual significa que z es vecino de
dos elementos de T, de nuevo una contradiccién. Esto muestra que b ¢ {u,v}. Entonces
a* ~ Qr implica a ~ u'y a ~ v. También tenemos que b* ~ Q7 en K*(G), sin pérdida
de generalidad, supongamos b ~ v. Entonces el tridngulo {a,b,v} es interno y estamos
en la situacion de la figura[A.2] la cual muestra que x no es un vértice normal, y esto
contradice nuestra hipotesis. |

Lema A.1.11 Sea G una grdfica de grado bajo, y sean a,b,x,z € G vértices normales
y T un tridngulo interno en G formando la subgrdfica de K*(G) con las aristas sélidas
en la figuralA.7} Entonces una de las aristas punteadas debe estar presente.

QT b* x*
Figura A.7: Subgrafica prohibida.

Demostracion.
Supongamos que K2(G) tiene como subgriéfica la gréfica de la ﬁgura solo con las
aristas sélidas. Entonces en G tenemos que el conjunto de vértices normales {a,c,b,x}
inducen un diamante. Como b* ~ Q7 y {a,c,x} C N(b), al menos uno de los vértices
a,c,x estd en el tridngulo interno T. Pero como ¢* ¢ Qr, tenemos que ¢ ¢ T, y a
lo més uno de los vértices a,b estd en T. Consideremos primero el caso a € T, y
sea T = {a,u,v}. Como ¢* % Qr debemos tener {u,v} N{b,c,x} = 0. Aplicando el
lema al tridgngulo interno T y al tridngulo {a,b,c}, tenemos que ¢ deberia ser
adyacente a u 0 a v, pero esto contradice que ¢* «¢ Qr. Entonces consideremos el caso
a¢ T yxeT.Entonces T = {x,u,v} con {u,v}N{a,b,c} = 0. Como antes, aplicando
el lema[A.T.5]obtenemos ¢ ~ u, 0 ¢ ~ v lo cual es una contradiccion. |
Ahora, para concluir este apéndice, bastara probar el siguiente teorema, pues vamos
a probar que si G es una gréfica de grado bajo, entonces K*(G) es hereditariamente
Helly usando la caracterizacién del teorema y esto implica que K2(G) es clan-
Helly. Lo cual es la parte que nos faltaba probar del teorema4.1.2,

Teorema A.1.12 Sea G una grdfica de grado bajo. Si la grdfica con las aristas solidas
de la figura es una subgrdfica de K*(G), entonces necesariamente al menos una de
las aristas punteadas es una arista de K*(G).

Demostracion.
Entonces supongamos que la grafica de la figura[A.§]solo con las aristas s6lidas es una
subgréfica de K 2(G). Vamos a considerar varios casos para esta prueba:
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a)

b)

c)

Os

03 A Q>
Qs A o

Figura A.8: Subgrafica prohibida.

Supongamos primero que Qi, Q> y Q3 son estrellas, y denotemos Q; = a pa-
ra i = 1,2,3. Como subcaso supongamos que Q4, Q5 y Qg son estrellas, diga-
mos Q; = a} para i = 4,5,6. Entonces hay una subgrifica de G isomorfa a la
de la figura cuyos vértices son normales. Sin embargo, entonces el tridngu-
loT = {ai,a,a3} es interno. Como a; es un vértice normal, debe existir ¢ € K(G)
tal que g € aj pero g ¢ Qr. Como g C Nlai| = {a1,a2,a3,as,as} debe suceder que
q = {ai,as,a¢} y entonces ay es adyacente a ag. Similarmente, considerando que
ap es un vértice normal, obtenemos que as ~ a4, y considerando a3 tenemos que
as ~ ag. Lo cual implicarfa que G es el octaedro. Es decir, este subcaso no es po-
sible. Ahora, consideremos el caso en el que alguno de los vértices Qu, Q5,06 de
K?(G) es corbata. Sin pérdida de generalidad supongamos que Q4 es corbata. Por
el lema[A.T.T1] ni Qs ni Qs son estrellas. Supongamos entonces que 77,7>,T3 son
tridngulos internos tales que Q4 = Or;, Q05 = 01, y O = Or,. Afirmamos que uno
de los siguientes conjuntos 71 N T, 7> N T3, T1 N T3 debe ser no vacio. Supongamos
que T1NT3 =0y que 7, N T3 = 0. Como a; es vecino de dos vértices de 7> y dos
vértices de T3 asi como de a, y de a3, entonces debe suceder que ay € T3 y a3 € T;.
Similarmente considerando los vecinos de a;, tenemos que a; € T3 y az € Tj. Esto
significa que 7y N T, # 0. Lo cual prueba nuestra afirmacion, sin pérdida de gene-
ralidad supongamos que 71 N 73 # 0. Si |7y N 12| = 1, estamos en la situacién de la
figura[A.2] En este caso se puede verificar que el tinico vértice normal tal cuya estre-
lla es es un vecino de Q7, y de Op,, es el vértice en 71 N T3, entonces 71 N T, = {as}.
Pero entonces ninguno de los vecinos de a3 es un vértice normal. Ahora, solo nos
queda la posibilidad de que |7 N 73| = 2, esta es la situacién de la ﬁgura Pero
en este subcaso obtenemos que tampoco es posible, pues, dado que a3 es un vértice
normal con a3 ~ O, y a3 ~ QOr,, debe suceder que az € Ti N T5. Pero entonces a3
no puede tener dos vecinos diferentes que sean vértices normales.

Supongamos que Q es corbata, que Q> y Q3 son estrellas. Considerando la gréfica
de la derecha de la figura[A.5] obtenemos que Qs debe ser estrella. Considerando
la grafica de la izquierda de la figura[A.5] obtenemos que Qs debe ser estrella. Pero
por el lema[A.T.T0]esto no puede suceder.

Supongamos ahora que Q1 y Q> son corbatas, y que Q3 es estrella. Por el lema[A.T.§|
Qs no puede ser una corbata. Pero por la grifica de la izquierda de la figura[A.5] Qs
no puede ser una estrella tampoco.
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d) Finalmente, el caso donde Q;, 0>, (03 son corbatas, tampoco es posible por el le-

malA T8l

Con esto concluimos que una de las aristas punteadas de la gréfica de la figura[A.8|debe
estar presente y por lo tanto K?(G) es hereditariamente Helly. [ |
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