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Resumen

En esta tesis se definird un laplaciano sobre ciertos conjuntos fractales auto-
similares, el cual serd construido por medio de laplacianos en gréaficas. Ademas se
calcularan los eigenvalores del laplaciano sobre algunos conjuntos auto-similares.
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Introduccion

Una gran cantidad de métodos y herramientas del andlisis funcional han resultado
de notable utilidad en el estudio y desarrollo de las ecuaciones diferenciales parcia-
les (ver por ejemplo [4]). En esta tesis estudiaremos algunos aspectos de una teoria
conocida como “Anélisis en Fractales”desarrollada recientemente por J. Kigami [1],
R. Strichartz [2] y otros autores. A grandes rasgos, la idea central de esta teoria,
es aplicar métodos de analisis funcional para estudiar ecuaciones diferenciales defi-
nidas sobre ciertos dominios “rugosos”conocidos como fractales (ver [11] para una
presentacién de esos conjuntos). La naturaleza irregular de los conjuntos fractales
impide definir las derivadas sobre ellos en la forma usual; sin embargo, los métodos
del analisis funcional si resultan aplicables, y nos permiten definir, de forma natural,
operadores diferenciales actuando en espacios de funciones definias sobre algunos
conjuntos fractales.

Un objeto fundamental en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales es
el laplaciano (ver [9]) , ,

Af) =24t oL

Ty 0x?
Usando métodos de analisis puede definirse el laplaciano sin hacer referencia expli-
cita a las derivadas; la idea es pensarlo como un operador actuando en un espacio
de funciones que queda determinado por una forma cuadrdtica, donde fisicamente la
forma cuadratica corresponde a la energia del sistema (ver por ejemplo [4]). Cuando
el dominio en que esta definido el laplaciano es una region acotada de R™ el laplaciano
(con codiciones de frontera dadas) queda esencialmente determinado por sus eigenva-
lores; estos son por tanto cantidades muy importantes en el estudio del laplaciano [13]

A lo largo de este trabajo definiremos un laplaciano sobre ciertos conjuntos fracta-
les llamados conjuntos auto-similares, los cuales pueden ser representados de manera
aproximada por medio de graficas: un ejemplo de estos conjuntos es el triangulo de
Sierpinski (ver Figura 1). El laplaciano de un conjunto auto-similar se construye to-
mando el limite de laplacianos en gréficas [12], los cuales estardn definidos a partir de



la energia de las graficas. Ademas se hacen célculos para encontrar los eigenvalores
y eigenfunciones del laplaciano definido sobre conjuntos auto-similares.

A continuacién haremos una breve descripcion del contenido de este trabajo:

En el primer capitulo definiremos un conjunto auto-similar K. Para lograr esto
comenzaremos hablando sobre puntos fijos y contracciones.

En el capitulo 2 mostraremos algunos conceptos y resultados sobre espacios de
Hilbert, operadores auto-adjuntos y formas cuadraticas, los cuales nos seran de gran
ayuda en el desarrollo de la teoria que se utilizara para la definicién del laplaciano
de un conjunto auto-similar.

En el capitulo 3 estudiaremos algunas de las propiedades de los laplacianos dis-
cretos, que es como llamaremos a los laplacianos en graficas.

En el capitulo 4 definiremos el laplaciano de un conjunto auto-similar por medio
de una forma cuadrdtica cuyo dominio es un subconjunto de L*(K, p).

En el 1dltimo capitulo calcularemos los eigenvalores del laplaciano con condicio-
nes de Dirichlet, para lo cual utilizaremos un método conocido como diseminaciéon
espectral. Este método estd basado en la obtencién de los eigenvalores por medio de
los eigenvalores de los laplacianos discretos. Se aplica el método a tres conjuntos: el
intervalo [0, 1], el tridngulo de Sierpinski usual (SG) y el tridngulo de Sierpinski de
nivel 3 (SG3). El intervalo no es desde luego un conjunto fractal pero si cumple con
la definicién de ser un conjunto auto-similar y su simplicidad hacer que resulte muy
practico para ilustrar el método de la diseminacion espectral. Desarrollaremos en de-
talle los célculos para este ejemplo y el del tridngulo de Sierpinski; esos ejemplos han
sido tratados en la literatura (e.g. [2]). El caso del tridngulo de Sierpinski de nivel 3,
hasta donde tenemos conocimiento no ha sido tratado explicitamente anteriormente,
y presenta notables dificultades que no estan presentes en los otros dos casos; en
particular si bien sea hacen ciertos avances en los calculos de sus eigenvalores no ha

Figura 1: Tridngulo de Sierpinski.



sido posible, para SG3, hasta el momento obtener estimaciones analogas a las que se
obtienen en los otros dos casos.






Capitulo

Conjuntos Auto-Similares

En este capitulo definiremos lo que es un conjunto auto-similar y describiremos
una forma de construir dichos conjuntos. La herramineta principal para definir a
estos conjuntos es el Teorema 1.3, ya que los conjuntos auto-similares seran, de hecho,
puntos fijos en un espacio métrico apropiado. También en la seccién 1.3 definiremos
medidas sobre los conjuntos auto-similares.

1.1

Conjuntos Auto-Similares

En esta seccién definiremos los conjuntos auto-similares. Para empezar sera nece-
sario tratar el problema de resolver la ecuacién f(z) = x cuando f es una contraccion.

Definicién 1.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcién f: X — X es una
contraccion si

r= sup
z,y€X, x#y d(l’, y)

La constante r es conocida como el factor de contraccion de f.

Definicién 1.2. Sea f : X — X una funcién. Si z satisface f(z) = z, entonces se
dice que z es un punto fijo de f.



Teorema 1.3. (Teorema del punto fijo de Banach). Sea (X,d) un espacio
métrico completo y sea f: X — X una contraccion. Entonces existe un unico punto
fijo de f. Ademds si x, es el punto fijo de f, entonces { f"(a)}n>0 converge a x, para

todo a € X donde f'(a) = f(a) y f"(a) = f(f" (a)).

Demostracion. Sir es el factor de contraccién, entonces para m > n,

d(f"(a), f™(a)) < d(f*(a), f""H(a)) + - +d(f" " (a), f(a))

< (e Nl f(a) < T dla, (@)

De aqui que {f"(a)},>0 sea una sucesién de Cauchy. Como (X, d) es completo, existe
un z, € X tal que f"(a) — z, cuando n — oo. Usando el hecho de que f es continua

v que f*1(a) = f{f"(a)) tenemos

z. = lm f(f"(a)) = f(2.).

Ahora, si f(x) = =y f(y) = vy, entonces d(z,y) = d(f(x), f(y)) < rd(z,y). De
aqui que d(z,y) =0, por lo que x = y. O

Ahora procederemos a definir un conjunto auto-similar.

Definicién 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico completo y sean f; : X — X con-
tracciones para ¢ = 1,..., N. Si K es un subconjunto de X compacto diferente del
vacio que satisface

entonces K es llamado el conjunto auto-similar con respecto a {fi,..., fx}.

Para demostrar la existencia y unicidad de estos conjuntos seran necesarios los
teoremas 1.8 y 1.9 que seran presentados mas adelante. La idea central serd ver al
conjunto auto-similar como el punto fijo de una contracciéon en un espacio métrico
adecuado. A continuacién formaremos dicho espacio métrico.

Definicién 1.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Denotemos a la coleccién de sub-
conjuntos compactos no vacios de X por C(X). Se define la métrica de Hausdorff
por:

d(A,B) =inf{r >0:U,(A) D By U,(B) 2 A},
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Figura 1.1: Representacién grafica de la métrica de Hausdorff.

para A, B € C(X), donde U,(A) = U,c4 B-(y) ¥y Br(y) es la bola abierta de radio r
y centro en y. En la Figura 1.1 se muestra como actia la métrica de Hausdorff.

Antes de demostrar que efectivamente la métrica de Hausdorff es una métrica
recordemos algunas cosas.

Definicién 1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. X es compacto por sucesiones si
toda sucesion contiene una subsucesién convergente.

Proposicion 1.7. Un espacio métrico es compacto si y solo si compacto por suce-
SLONES.

Demostracion. Puede ser encontrada en la pagina 155 de [10]. O

Teorema 1.8. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces la métrica de Haus-
dorff 0 es una métrica en C(X), ademds (C(X),0) es un espacio métrico completo.

Demostracion. Sea 6(A, B) = 0, para demostrar que A C B consideremos = € A,
como Ui (B) D A para n > 0 entonces existe z,, € B tal que v € By/(z,) de
aqui quen d(x,x,) < 1/n, por lo que podemos construir una sucesién {z, } contenida
en B tal que x,, — = cuando n — o0, luego como B es cerrado z € B. De manera
analoga se desmuestra B C A, asi que podemos concluir que A = B.

Para demostrar la desigualdad del tridngulo supongamos que 6(A,C) = r y
d(C, B) = s, por lo que si b € B entonces existe ¢ € C tal que b € By, ((c), luego



para c existe a € A tal que ¢ € B,y(a), por lo que
d(a,b) <d(a,c)+d(c,b) <r+ s+ 2,

de aqui que para b € B exista a € A tal que b € B,ys19.(a), por lo que B C
Urisiac(A), de manera andloga tenemos A C U, ¢12.(B), por lo que

0(A,B) <1+ s+ 2e.

Ahora probaremos que (C(X),d) es completo. Sea {4, },>1 una sucesién de Cauchy
en (C(X),0) y definamos B, = |J,~,, Ak, demostraremos que si A = (), -, B, en-
tonces A,, — A. Primero demostraremos que A es compacto, sabemos que para todo
s > 0 existe N tal que 0(An, Ap) < s/2 para m,n > N, por lo que Us)2(An) 2 Ag
para todo £ > N, luego al ser Ay compacto existe un subconjunto finito P en Ay
tal que J,cp Bs2(p) 2 An, de aquf que

U By(p) 2 Usj2(An) 2 Ay, para todo k > N,
peP

de aqui que

peP k>N

luego si r > s tenemos

U B:(») 2 | 4 = Bw.

peP k>N

A continuacion mostraremos que By es compacto para esto demostraremos que
By es compacto por sucesiones. Sea {b,, } una sucesién contenida en By, formaremos
la subsucesién {b,, } de la siguiente manera, sabemos que {J,cp, Bi(p) 2 By para
algiin subconjunto finito P;, por lo que existe un conjunto infinito C; de elementos
de la sucesion {b,} que estan contenidos en alguna Bj(p;), luego tomemos cualquier
elemento b,, de C}, para obtener b,, procedamos de manera analoga, sabemos que
existe Byp (p2) tal que contiene una cantidad infinita de elementos de C, denotemos
a este conjunto por C5 y tomemos como b,, cualquier elemento de Cs, repitiendo
este proceso obtenemos la subsucesion {b,, }, ademés hemos construido una sucesién
de conjuntos C; tales que C; 2 C; , i < j y que Bi/m(pm) 2 Cp, de aqui que {by,, }
es de Cauchy, pues para todo € > 0 podemos elegir m tal que b,, € C,, para k > m.
Como B,, C B,, si m > n, entonces B,, es compacto y no vacio sin > N, de aqui que
A es compacto no vacio.

Ahora demostraremos que A, — A, como {4;} es una sucesién de Cauchy en-
tonces para todo r > 0 existe M tal que U, 2(An) 2 Ay para k,m > M, de aqui que



Ur(Am) 2 By 2 A. A continuacién mostraremos que {B;} es una sucesién de
Cauchy. Si r > 0 entonces existe N tal que 6(A,,, A,) < r para todo m,n > N,
consideremos B,,, B,, con m > n > N, de esta manera B,, C B, y de aqui que
B, CU.(B,).

Para demostrar que B,, C U,.(B,,), elijamos y € B, luego si y € B,, terminamos,
si no y € A; para algin m — 1 > ¢ > n por lo que existe a; € A; con [ > m tal que
x € B.(a;) y como A; C B,, tenemos que y € U,(B,,), de esta manera {B;} es una
sucesion de Cauchy.

De lo anterior sabemos que para r > 0 existe M tal que §(B,, B,,) < r/2 para
todo n,m > M, de aqui que si z € A,, C B,,, m > M entonces para todo i > M
existe a; € B; tal que x € B, 5(a;) por lo que podemos formar una sucesién {a;} en
By, luego como By es compacto existe una subsucesion convergente {a;, }, sea a tal
que a;, — a.

A continuacién demostraremos que a € A. Como a;, € B;, , i, > M y B,, C B,
si m > n entonces salvo una cantidad finita de terminos tenemos que {a;, } € B; para
[ > M de aqui que como {a;, } converge, ademas converge en B; para todo | > M
por lo que a € A.

Luego podemos elegir i, > M tal que d(z,a;,),d(a,a;,) < r/2 por lo que z €
B, (a) de esta manera x € U,.(A). O

Teorema 1.9. Sea (X, d) un espacio métrico completo, f; : X — X una contraccion
parai=1,...,N. Entonces la funcion F' : C(X) — C(X) definida por

) =J )

es una contraccion con respecto a la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Denotemos por 0 a la métrica de Hausdorff. Para demostrar que F'
es una contraccién primero se demostrara

(1) Si Ay, Ay, By, By € C(X), entonces
(5 (Al UAQ, Bl UB2> S méx{é(Al, Bl),5(A2, Bg)}

(2) Si f: X — X es una contraccién con factor de contraccién r, entonces
(f(A), f(B)) <ri(A,B) para A, B € C(X).
Para demostrar (1) demostraremos que
BiUBy CU,(A1UA2) y AtUA2 CUK(B1U Bo)
donde p = max{d(Ay, B1),d(As, B2)}.

Por la definicién de p tenemos
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P 2 fnf{r >0: Ur(Al) 2 Bl y UT<Bl> 2 Al}a

p Z fIlf{T >0: UT(A2> 2 B2 y UT<BQ> 2 AQ},
por lo que By C U,(Ay) y By C U,(As), de aqui que si

be B B2 CU,(A) | JUp(42)

entonces b estd en alguna bola de radio p con centro en algin elemento de A; 6 As,
por lo que By |J B2 C Uy(A1 | Az), de manera similar A, (J Ay C U, (B Ba).

Para demostrar (2), sea s = d(A, B) entonces, B C
existe a € A tal que d(b,a) < s, de aqui que si f(b) €
tal que d(f(a), f(b)) < rd(a,b) < rs, por lo tanto f(B)
F(A) C UL(B)

Us(A), por lo que si b € B
f(B), entonces existe a € A
C U,s(A), de manera similar

Para concluir que F' es una contraccién observe que de (1) se tiene

S(F(A),F(B)) = a(Ufi Ure )
< mix {3(fi(A), f(B))}

[1<i<N}

y de (2), si r = maxg<;<ny{r:} entonces,

0(F(A), F(B)) <  mdx {§(fi(A), fi(B))}

{1<i<N}

max {r;0((A),(B))} <ri(A, B).

{1<i<N}

IN

]

Teorema 1.10. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si f; + X — X es una
contraccion para v = 1,2,..., N, entonces existe un unico conjunto auto-similar con

respecto a {f1,..., fn}
Demostracion. La prueba se sigue de los teoremas 1.3 , 1.8 y 1.9. [

Notemos que si K es el conjunto auto-similar con respecto a { fi, ..., fx } entonces
K es el punto fijo de la contraccién F(B) = Y, fi(B), de aqui que si A es un
conjunto compacto, entonces { F"(A)} tiende a K cuando n — oo.

Ejemplo 1.11. Consideremos X = R con la métrica usual, sea

fi(x) = gz, folo) = 3o+ 3,
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Figura 1.2: Aproximacién del conjunto de Cantor.

entonces el conjunto auto-similar correspondiente a { f1, f2} es el intervalo [0, 1].

Ejemplo 1.12. (Conjunto de Cantor). Sea X =R, fi(z) = %$ y fo(z) = %[E—F %
El conjunto auto-similar con respecto a {fi, fo} es el conjunto de Cantor. En la
Figura 1.2 se muestra una aproximacion de dicho conjunto, donde A representa el
intervalo [0, 1].

Ejemplo 1.13. (Tridngulo de Sierpinski(SG)). Sea X = C con la métrica usual
y {p1,p2, p3} los vértices de un tridngulo equildtero. Consideremos

L —Di
para i = 1,2, 3. El conjunto auto-similar con respecto a { f1, f2, f3} es conocido como

el tridngulo de Sierpinski. En la Figura 1.3 se muestra una aproximacion de dicho
conjunto [3].

Ejemplo 1.14. (Pentakun). Sea X = C, p; una raiz de la unidad de grado 5,
definamos
3

fi(x) 9

para ¢ = 1,...,5. El conjunto auto-similar con respecto a {f;}, i = 1,...,5, es
conocido como el Pentakun . En la Figura 1.4 se muestra una aproximacién de
dicho conjunto.

(xp; — pi) + Dis

A continuacién definiremos un tipo de conjuntos auto-similares sobre los cuales
trabajaremos.

Definicién 1.15. Sea K el conjunto auto-similar con respecto a {fi,..., fv}. Para
W = WWsy . .. Wy, donde w; € {1,..., N}y |w| = m, definamos

fw:fwlofw2o"‘ofwm’

K es llamado postcriticamente finito (pcf) si K es conexo y existe un conjunto
Vo C K tal que cada punto de Vj es un punto fijo de alguna f; y ademas

!Las imagenes presentadas del tridngulo de Sierpinski y el Pentakun fueron generadas por medio
del programa Maple 9.
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Figura 1.3: Aproximacién del triangulo de Sierpinski.

F(4) Fi(4) F5(4)

Figura 1.4: Aproximacién del Pentakun.
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fa(K) f3(K)

Figura 1.5: Conjunto postcriticamente finito.

fuE) N fur (K) € fu(Vo) N fur (Vo) para todo w y w' tales que w # w' y |w| = [w'].
Al conjunto V4 le llamaremos frontera de K.

Ejemplo 1.16. Sea [0, 1] el conjunto auto-similar del Ejemplo 1.11, entonces el
intervalo es un conjunto postcriticamente finito con frontera V4 = {0, 1}.

Ejemplo 1.17. El tridngulo de Sierpinski es postcriticamente finito con frontera
Vo = {p1, a2, p3}, donde p; es como en la definicién de este conjunto. Para ver esto

hagamos un caso particular, para fi (Vo) = {ps, ps, 06} v fo(Vo) = {p1, P4, ps }, ademas
fi(K) (N f2(K) = {ps}. En la Figura 1.5 se muestra graficamente este hecho.

Ejemplo 1.18. El conjunto de Cantor no es postcriticamente finito, ya que no es
conexo.

1.2

Aproximacion Grafica

Un conjunto auto-similar K con respecto a {fi,..., fm} puede ser aproximado
por medio de conjuntos finitos V,,, para esto solo hay que elegir cualquier conjunto
finito Vy y Vi, quedard definido por V,, = U, fx(Va—1), n > 1. En esta seccién
presentaremos una forma de establecer una relacién entre los puntos del conjunto
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V,, o dicho de otra manera formaremos una grafica de vértices V,,. Para empezar
introduciremos la notacién de teoria de gréaficas que nos ayudard con el manejo de
estas relaciones.

Definicién 1.19. (Grafica). Una grafica G(V, E) consiste de dos conjuntos, un
conjunto finito no vacio V' de vértices y un conjunto

EC{ACV:|A =2}
de aristas. Decimos que p ~ ¢ si {p,q} € E.

Definicién 1.20. (Camino). Un camino en una grafica G(V, F) de x1 a x,,, x1, 2, €
V', es una sucesion de vértices {1, za, . . ., x, } tales que {1, zo }, {2, 23}, . .., {Tn 1,20} €
E, donde todos los x; son distintos.

Definicién 1.21. (Grafica conexa). Se dice que una grafica G(V, E) es conexa si
para todos p,q € V' existe un camino de p a q.

Definicién 1.22. (Grafica completa). Una grafica G(V, E) es completa si para
cada par de vértices p, ¢ se tiene que {p,q} € F.

Con el fin de establecer una relacion entre los puntos del conjunto V,,, n > 0,
tomaremos el conjunto V,, y formaremos una grafica I'(V,,, E,,), donde diremos que
dos puntos p, g € V,, estan relacionados si p ~ ¢. Para formar estas graficas primero
tomaremos cualquier grafica I'y(Vp, Ey) y definiremos la gréifica I'(V,,, E,,), n > 1
mediante:

x ~, y siy solo si existen 2/, y" € V,,_; tales que 2’ ~,_1 ¢ y que fi(2') =z, fi(y) =
y, 1 € {1,...,m}. De esta manera la relacién entre los puntos V;, sélo depende de la
relacién que tengan los puntos del conjunto V. Ademés definamos V, = J,,5o Va-

Ejemplo 1.23. Sea K el tridngulo de Sierpinski y Vo = {p1, p2, p3}. Consideremos
a I'g como la grafica completa con vértices V4. En la Figura 1.6 se muestran algunas
graficas I',(V},, E,). Observemos que la contraccién f; atrae al tridngulo de vértices
{p1,p2,p3} o cualquier figura hacia el punto p;.

Ejemplo 1.24. Sea K de Pentakun como en el ejemplo 1.14. Consideremos a I’y
como la gréfica completa con vértices {pa,ps,ps}t. En la Figura 1.7 se muestran
algunas graficas I',,(V,,, E,). Obsevemos que la contraccién f; rota y atrae al tridgulo
de vértices {pa, ps, ps} 0 cualquier figura hacia el punto p;.
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f33 p1
p3 p3
f2,2(p3)

pz p1 P2 b1 D2

FO I‘1 FQ

Figura 1.6: Aproximacién grafica del tridngulo de Sierpinski.

b2 P2 P2

bs pP1 P3 p1

To T, Ty

Figura 1.7: Aproximacién grafica del Pentakun.
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1.3

Medidas Auto-Similares

En esta seccién introduciremos una nocién de medida sobre un conjunto auto-
similar. Para comenzar recordaremos algunos resultados de teoria de la medida.

Definicién 1.25. Una familia A de subconjuntos de un conjunto X es llamada una
algebra si:

1. 0,X € A.

2. Si F € A, entonces X\E € A.

n
3. Si Fy,..., E, pertenecen a A, entonces U E; pertenece a A.
i=1

Si A es una algebra tal que la unién numerable de subconjuntos que pertenecen a A
pertenece a A, entonces A es llamada una o-algebra.

Definicién 1.26. Si A es una éalgebra o g-algebra de subconjuntos de X, entonces
una medida en A es una funcion real extendida u definida en A tal que

L. pu(@)=0.

2. u(E) > 0 para todo E en A.

[e.9]

3. Si{E;}°, es una sucesion disjunta de elementos de A tales que U E; pertenece
i=1
a A, entonces

7 (U E) = u(E,).

Si existe una coleccion numerable de subconjuntos {E,} en A con X = U E,y

tales que pu(FE,) < oo para todo n, entonces diremos que p es o-finita.

Definicién 1.27. Sea A una algebra en el conjunto X. Si B es un subconjunto de

X, definamos
1*(B) = inf {ZM(EJ.) :BC | JE.E € A} .
i=1

=0
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Un subconjunto B de X tal que
p(C) = (C)B) + 1 (C\B)
para todo subconjunto de C' de X, es llamado p*-medible.

Teorema 1.28. (Extension de Carathéodory). Sea A una dlgebra del conjunto

X. La coleccion A* de todos los conjuntos p*-medibles es una o-dlgebra que contiene
a A.

Teorema 1.29. (Extension de Hahn). Siu es una medida o-finita en una dlgebra
A, entonces u* es la inica medida en A* tal que pu*(E) = p(F) para todo E € A.

Las demostraciones de los teoremas anteriores pueden ser encontradas en las paginas
101 y 103 respectivamente de [11].

A continuacion definiremos una medida sobre un conjunto auto-similar a la que
llamaremos medida auto-similar. Sea K el conjunto auto-similar con frontera V
generado por las contracciones {f;}¥ . Si

A={fu(K): || €N},
B ={fo(K)\{p1,---.pu} : pi € fu(Vb) con |w|,n € N}

=1

entonces

Dz{OEﬁEeAUBUCmGN}
=1

es una algebra de subconjuntos de K. Definamos una medida o-finita en D dada por

|l
A = LG (o eonad) = ()

u(Qw)zO

7 (O Ez) = iM(Ei)

si los {E;} solo se intersectan en puntos de V. Luego por los teoremas de Ca-
rathéodory y Hahn definamos la medida auto-similar sobre K, como aquella medida
1" que resulta de extender p a una medida definida en A*. De ahora en adelante
consideraremos a p* como la medida en K.

y ademas
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Capitulo

Flementos de Analisis Funcional

En este capitulo introduciremos algunos conceptos de espacios de Hilbert, asi co-
mo resultados sobre operadores auto-adjuntos y formas cuadraticas no-negativas (en
[4],[5] v [6] se tratan con mayor profundidad estos temas). Estos resultados seran ne-
cesarios en los capitulos 3 y 4, ademas seran la base para definir el laplaciano en un
conjunto auto-similar. Un resultado central de este trabajo es el Teorema 2.28, que
relaciona operadores auto-adjuntos con formas cuadraticas, ya que la definicién del
laplaciano de un conjunto auto-similar la haremos a partir de una forma cuadrética
y el laplaciano serd el operador auto-adjunto asociado.

Definicién 2.1. Un espacio vectorial V' sobre C es llamado un espacio con producto
interno si existe una funcién compleja (-,-) en V x V tal que satisface las siguientes
condiciones para todo x,y,z € VyaeC:

1. (x,z) >0y (x,z) =0siysolosiz=0,

2. (wy+2) = (2,y) + (2, 2),

IS

ar,y) = oz, y),

y) =y 2).

Definicién 2.2. Sean H y K dos espacios vectoriales normados. Un operador lineal
T de H en K es una funcion que envia cada vector u de un cierto subespacio denso
D(T) C H a un vector Tu € K, y que satisface :

ot

{
{
3. (x+y,2) =(r,2) + (v, 2),
- (o
Az,

T(ax + by) = aT(x) + bT(y) para todo z,y € D(T) y a,b € C.

D(T) es llamado el dominio de T"y el rango R(T") de T es el conjunto de vectores
de la forma Tu donde u € D(T).
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Definicién 2.3. Un espacio con producto interno (-,-) es llamado un espacio de
Hilbert si es completo bajo la norma || - || = 1/ (:, ).

Definicién 2.4. Sean H y K espacios de Hilbert. Un operador lineal 7' de H en K
se dice que es acotado si existe una constante ¢ > 0 tal que

|ITh|| < ¢||h|| para todo h € D(T).
En tal caso, definiremos la norma de 7" por
1T} = sup{[|TA] - [[2]] < 1}.

Lema 2.5. Sean H y K espacios de Hilbert de dimension finita, entonces todo ope-
rador lineal de H en K es acotado.

Definicién 2.6. Sean H y K dos espacios vectoriales con producto interno. Si existe
un operador lineal suprayectivo T': H — K tal que

(Th,Tg) = (h,g)

para todo h,g en H, diremos que H y K son isomorfos. Tal operador se llama
isomorfismo. Ademas si H = K, T es llamado un operador unitario.

Proposicion 2.7. Sean H y K espacios de Hilbert. Si'T' es un operador lineal de H
en K, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. T es continuo.

2. T es continuo en cero.

3. T es continuo en un punto.
4. T es acotado.

Demostracion. 3) = 1) : Supongamos 1" es continua en hg y sea h cualquier punto
de D(T). Si h,, — h en D(T), entonces h,, — h + hg — hg, luego por hipétesis

T(ho) = Um[T (h, —h+ho)| = lim[T(h,) —T(h)+T(ho)] = lim T'(h,,) —T'(h)+T(ho),

de aqui que T'(h) = Him T'(h,,).
2) = 4) : Para 1l > € > 0 existe un 0 > 0 tal que si ||z|| < J entonces ||Tz|| < e,
luego si h € D(T') entonces ‘ h

‘m ‘<5p0r10 que

) =
(2 n)ll= —2 7,
(||h||+e el Ml

> [|T(h)]|, luego cuando € — 0 vemos que T es acotado tomando

1>

[[A][+e
0

de aqui que
ae=1
m
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Definicién 2.8. Un funcional lineal en H es un operador lineal acotado T' de H a
C. Al conjunto de funcionales lineales en H lo denotaremos por H*.

Teorema 2.9. (Lema de Riesz). Sea T un funcional lineal en H, entonces existe
un unico vector hg € D(T) tal que

T(h) = (h, hg), para todo h € D(T).
Ademds [|T| = |holl-

Demostracion. Sea M = kerT. Si M # {0} entonces M # {0}, por lo que existe
fo € MT tal que T(fy) = 1. Ahora si h € H y T(h) = «, entonces T'(h — afy) =
T(h) — a =0 por lo que h — T'(h) fo € M, de aqui que

0 = <h—T(h)f0,f0>
= (h, fo) = (T(R) fo, fo)
= (h, f0> - HfoHQT(h)~

Por lo que si hy = ”f#, entonces T'(h) = (h, ho) para todo h € D(T). Por otro
lado ||T'(h)|| = |{h, ho)| < ||ho|| para todo h € D(T) tal que ||h|| < 1, de aqui que

||| < |lhol|]- Ademas
ho )‘ |<h0>h0>|
T )| =~ = llholl;
‘ (||ho|| [720]] 0

por lo que ||ho|| < ||T|-

Definicién 2.10. Sean H y K dos espacios de Hilbert. Una funcién
u: Dy(u) X Dg(u) — C,

donde Dy (u) y Dk (u) son subespacios densos de H y K respectivamente, es una
forma sequilineal si para h, f € Dy(u), k,g € Dg(u) y «, 5 € C se cumple

L u(eh + Bf, k) = au(h, k) + Bu(f, k),
2. u(h, ok + Bg) = au(h, k) + Bu(h, g).

Ademas si u(h, k) = u(k, h) se dice que la forma es simétrica.

Teorema 2.11. Sean H y K dos espacios de Hilbert. Si u : Dy(u) X Dg(u) — C
es una forma sequilineal tal que para todo k € Dk (u) existe M > 0 que cumple con

\lu(h, k)| < M||Rh|| para todo h € Dg(u),

y para todo h € Dy (u) existe N > 0 que cumple con
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llu(h, k)|| < N||k|| para todo k € Dy (u),

entonces existen dos tunicos operadores lineales acotados A : Dy(u) — K y B :
Dg(u) — H tales que

u(h, k) = (Ah, k) = (h, Bk) para todos h € Dy(u) y k € Dg(u).

Demostracion. Para k € Dg(u) definamos Ty (h) = u(h, k), por hipdtesis y el Lema
de Riesz 2.9 sabemos que existe un unico hg € Dy (u) tal que

Ty (h) = (h, hy) para todo h € Dy (u),

de esta manera podemos construir una transformacién lineal B : Dy(u) — H tal
que B(k) = hg. Para ver que es lineal, sean k,g € Dg(u) por lo que existen tinicos
B(k),B(g) € Dg(u) tales que

Ty (h) = (h, B(k)) y T,(h) = (h, B(g)) para todo h € Dy (u),

de esta manera

Thsg(h) = u(h,k+g) =u(h,k)+u(h,g)
= (b, B(k)) + (h, B(g))
= (h, B(k) + B(9)),

por otra parte para k + g € D(u) se tiene

h, B(k
h, B(k

Tivg(h) = ulhik+9)
= (b, Bk +g)),

luego por unicidad podemos concluir que
B(k + g) = B(k) + B(g).
Para demostrar la unicidad, sea C': Dg(u) — H tal que
u(h, k) = (h, Ck),

entonces para ky € Dg(u) tenemos que

U(h, k’o) = <h,Bk50>
= <h70k0>7

para todo h € Dy (u), por lo que Bkg = Cky. O

Sean X y Y dos espacios de Hilbert. X x Y es un espacio vectorial con las
operaciones definidas por

(ZE,y) + (‘Tlayl) = (l’ + 21,y +y1) y Oé(l‘,y) = (CKL‘, Oéy).
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Ademas X x Y es un espacio completo con respecto a la norma

Gz, )l = [l x =+ lylly-

Definicién 2.12. Sean X y Y dos espacios normados y 7' : X — Y una funcion. La
grafica de T, denotada por I'(T), esta definida por

INT)={(z,y) e X XY :y =Tz}

Teorema 2.13. (Teorema de la funcion abierta). Sea T : X — Y un operador
lineal acotado de un espacio de Hilbert a otro. Si M es un subconjunto abierto de X,
entonces T'(M) es abierto en Y .

Demostracion. La demostracion de este hecho puede ser encontrada en la pagina 82
de [4]. O

Teorema 2.14. (Teorema de la funcion inversa). Un operador acotado biyec-
tivo de un espacio de Hilbert en otro tiene inversa continua.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.13 y del hecho de que una funcién es continua
si y solo si la imagen inversa de todo abierto es abierta. O

Teorema 2.15. (Teorema de la grdfica cerrada). Sean X y Y espacios de
Hilbert yT' : X — Y un operador lineal. Entonces T es acotado si y solo si su
grafica es cerrada.

Demostracion. Supongamos que I'(T") es cerrada. Dado que T es lineal, I'(T) es un
subespacio del espacio completo X x Y’ luego al ser I'(T") cerrada, I'(T") es un espacio
completo con respecto a la norma de X x Y.

Consideremos los operadores acotados Iy : I'(T) — H y Il : I'(T) — H, definidos
por

Iy (z, Tx) = x, y(z, Tx) = Tx.

Dado que II; es biyectivo y por el Teorema 2.14 TI;' es continuo. Ademas T =
Iy0II; !, por lo que T es continuo. Sea {(x,,, Tz,)} € T'(T) una sucesién convergente,
supongamos que (z,,Tx,) — (z,y) de esta manera x,, — = y Tx, — y, luego por
continuidad Tx = y , de esta manera (z,y) € T'(T).

[

Corolario 2.16. (Teorema de Hellinger-Toeplitz). Sea H un espacio de Hil-
bert. T : H — H un operador lineal con (Tx,y) = (z,Ty) para toda x, y en H,
entonces T es acotado.
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Demostracion. Se demostrard que la grafica de T es cerrada. Supongamos que (z,, T'x,) —

(x,y), por lo que mostraremos que (x,y) € I'(T), es decir, que y = Tx. Para todo
z € H tenemos

(z,y) = lim (z,Tz,)

n—oo

= lim (Tz, x,)

= (2,Tx).

Por lo que Tz = y. O]
Definicién 2.17. Si T': D(T') — H un operador lineal entonces

1. T es un operador definido positivo si (T'(x),z) > 0 para todo z € D(T) dife-
rente de cero.

2. T es un operador no-negativo si (T'(x),x) > 0 para todo x € D(T).

Definicién 2.18. Un operador T" en un espacio de Hilbert H es llamado simétrico
si y solo si

(T(u),v) = (u, T(v)) para todo u,v € D(T).

Lema 2.19. Sea H un espacio vectorial, T : D(T) — H un operador simétrico no
negativo , entonces (T'(x),x) =0 si y solo si T'(x) = 0.

Demostracion. Sean x,y € D(T), t € R, entonces

(T(x+ty),z+ty) = (T(x),z) + KT (Y),z) + HT(2),y) + 1T (y),y)
= (T(x),z) +2tRe(T(x), y) + t*(T(y), y)

= at + t%b,
donde a = 2Re(T(z),y) vy b = (T'(y),y), luego al ser ¢q(t) = at +t*b > 0, en t = 0
se tiene un minimo, por 10 ue ¢'(0 ) = 0, de aqui que Re(T'(z),y) = 0 para todo

yGD(T),porloque< (z), ( ) =
0

Definicién 2.20. Sea T un operador lineal definido en un espacio de Hilbert H.
Denotaremos por D(T™) al conjunto de elementos u € H tales que exista un v € H
que cumpla con

(Th,u) = (h,v) para todo h € D(T).

Para cada u € D(T*) , definiremos T*u = v. Diremos que T* es el operador adjunto
de T.



25

Definicién 2.21. Se dice que T" es auto-adjunto si y solo si T es simétrico y D(T™) =
D(T).

Definicién 2.22. Sea T" un operador lineal acotado en H. Un nimero complejo A
pertenece al resolvente de T, p(T), si A\I — T es una biyeccién con inversa acotada.
Si A ¢ p(T), entonces diremos que A esta en el espectro de T, o(T"). Un vector x # 0
tal que T'r = Az para algin A € C es un eigenvector de Ty se dice que X es el
eigenvalor correspondiente a x.

Lema 2.23. 5i T : D(T) — H es una transformacion lineal simétrica y X\ un
ergenvalor, entonces A es real.

Teorema 2.24. (Teorema espectral en forma multiplicativa). Sea H un es-
pacio de Hilbert separable. Si T' es un operador lineal acotado y auto-adjunto en
H, entonces existen medidas {p,}2_;, (N = 1,2,... 0 o) en o(T) y un operador
unitario

Ut H — & LR, )

tal que
(UTU9)n(A) = M (N)
donde escribimos un elemento de ) € ®N_, L*(R, j1,,) como una N-ada (1 (N), ..., bn(N)).

Demostracion. Puede ser encontrada en la pagina 227 de [4]. O

Definicién 2.25. (Forma cuadratica). Sea H un espacio de Hilbert. Q(-,-) es una
forma cuadratica simétrica no-negativa en H si

1. Q: D(Q) x D(Q) — C, donde el dominio de @, D(Q), es un subespacio denso
en H.

2. @ es una forma sequilineal simétrica.

3. Q(f, f) > 0 para todo f € D(Q).

Definicién 2.26. Sea () una forma cuadratica en H y T un operador lineal en H.
Si Q(u,v) = (u,Tv) para todo u,v € D(T) diremos que @ es la forma cuadratica
asociada a T'.

Definicién 2.27. Sea Q)(-, -) una forma cuadratica no-negativa. @) es cerrada si D(Q))
es un espacio completo con respecto a la norma inducida por el producto

Teorema 2.28. Si () es una forma cuadrdatica simétrica, no-negativa y cerrada en
H, entonces ) es la forma cuadrdtica de un inico operador auto-adjunto.
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Demostracion. Denotaremos por H, al espacio de Hilbert formado por D(Q) con
el producto (h,g). = Q(h,k) + (h,k). Definamos a H_; como el espacio de los
funcionales lineales acotados en H,.

Sea j : H — H_; un operador lineal dado por, j(h) = (h,-), para ver que esté bien
definido, consideremos h € H; entonces luego j(h) es acotado pues

M) = [{g, )| < [lglllIAll < llglllIA]l-

Sea B : H, — H_; una transformacion lineal dada por B(g) = (g,-).. B es inyectiva,
ademés por el Lema de Riesz B es suprayectiva y || B(g)|| = ||gll+. De aqui que B sea
un isomorfismo de H, a H_;.
Sea D(B) = {g € H,|B(g9) € R(j)}. Definamos B : H, — H con dominio D(B)
dado por B = jlee.

Demostraremos que el rango de j es denso en H_. Sino lo fuera existiria A € H* |,
A # 0 tal que A[j(y¢)] = 0 para todo ¢ € H, luego por el Lema de Riesz existe

un py # 0 en H, tal que 0 = A[j(g)] = [j(9)](vr) = (9,9x) para g € H, de

A

aqui que @, = 0 lo cual es una contradiccion. Dado que B es un isomorfismo y que
B(D(B)) = R(j) entonces D(B) es denso en H,.

Dado que D(B) es denso en D(Q) con norma H,, entonces D(B) es denso en D(Q)
con respecto a la norma || - || pues || - || < || - ||«. Ademds como D(Q) es denso en H
entonces D(B) es denso en H con respecto a al norma || - ||.

Si ¢ € D(B) entonces

(-, B(¢)) = j(B(¢)) = B(e) = Q(-,9) + (-, ¢).

De esta manera para ¢ € D(B) tenemos

(1, Bp) = Q)+ (¥, )
= Qp,¥) + {(p,¥)
= (p, BY)
= (By,¢).

De aqui que B es un operador simétrico con dominio denso. Consideremos el inverso
de B, B! = B7'j, dado que B! es un operador simétrico de H en H entonces por
el teorema de Hellinger-Teoplitz B~! es un operador lineal acotado auto-adjunto. Por
el teorema espectral en forma de multiplicacién 2.24 B es un operador auto-adjunto.
Definamos A : D(A) — H por A = B — I, donde D(A) = D(B). Entonces A es
auto-adjunto y para ¢,v € D(A), (¢, Ap) = Q(v,¢). De aqui que @ es la forma
cuadratica asociada a A.

m



Capitulo

Laplaciano en Graficas

En este capitulo se introduce una nocién de laplaciano discreto, definido para
graficas. Los resultados presentados en este capitulo seran la base para formar el
laplaciano de un conjunto auto-similar K, ya que aproximaremos el laplaciano de un
conjunto auto-similar por medio de este tipo de laplacianos, que estaran definidos
sobre conjuntos finitos que se aproximan al conjunto auto-similar. Para lograr esto
utilizaremos formas cuadraticas asociadas a laplacianos discretos y posteriormente
crearemos una forma cuadratica simétrica no-negativa que estara definida sobre un
subespacio de L*(K, p).

3.1

Laplaciano y Energia de una Grafica

Sea G(V, E) una grafica. Denotemos a la coleccién de todas las funciones com-
plejas definidas en los vértices de G por ¢(V). Observemos que £(V') es un espacio
vectorial sobre C con las operaciones usuales. Ademads, del hecho de que V' es un
conjunto finito, £(V') es un espacio de dimensién |V'|, pues las funciones caracteristi-
cas Xp, p € V forman una base de ¢(V'). Consideremos también un producto interno

(+,+) en £(V) dado por -
(u,0) = > u(p)v(p)

peV

para todo u,v € {(V).

27
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Definicién 3.1. (Laplaciano). Sea G(V, E) una grafica . El laplaciano de G es un
operador lineal H : ¢/(V') — £(V), definido como

[H(w)(@) =) (ulx) — u(y)). (3.1)

Consideremos que los vértices de G estan enumerados y sea (H,,) la representa-
ciéon matricial de H con respecto a la base que forman las funciones caracteristicas,
entonces de la definicién de H tenemos:

1. Hy; = —1siysolosip~gq.

2. Hy,=0sip=qyp#q.

3. Hypy=— Y Hy

q€eV,q~p

Ejemplo 3.2. Sea I'y la grafica que aparece en la Figura 3.1. Entonces el laplaciano

de I'y es
2 -1 -1
H = -1 2 —1
-1 -1 2
b3
H3z o= —1 Hy3=—1

Figura 3.1: Representacion grafica de H.

Notemos que por su definicién, H es un operador auto-adjunto y si u € (V) es
constante entonces Hu = 0. Ademads

(u, H)y = 3 S (ulp) — u(a)), (3:2)
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por lo que H es un operador no-negativo.

Definicién 3.3. (Energia). Sea H el laplaciano de la gréifica G(V, E) y u € ¢(V).
Entonces la energia de G con respecto a u esta definida por Eg(u, u) = (u, Hu) .

Lema 3.4. Si H es el laplaciano de la grifica G(V, E), entonces G es conexa si y
solo si H es un operador simétrico que cumple

1. Hu =0 si y solo st u es constante.
2. Hyy=—-1060sip#q.

Demostracion. =) Solo falta demostrar que si Hu = 0 entonces u es constante.
Para demostrar esto ocuparemos el Lema 2.19. Dado que G(V, E) es conexa, para
cualesquiera p,q € V existe un camino de p a ¢, {p = po, ..., Pm = ¢}, luego por la
ecuacién (3.2) tenemos (u(p,) — u(pns1))* =0, m > n > 0, asf que u(p) = u(q), de
esta manera podemos concluir que u es constante en £(V).

<) Por definicién, si H es el laplaciano de la grafica G(V, E), entonces pg € E siy
solo si H,, = —1. Sélo hce falta demostrar que GG es conexa, para esto demostraremos
que si el nicleo de H son las funciones constantes entonces G es conexa. Supongamos
que GG no es conexa, entonces existe U C V tal que para todo p € U no exista ningiun
camino de p hacia algin elemento de V' \ U, por lo que H,, = 0 para todo g € V'\ U.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U representa los primeros vértices
de G, de aqui que H puede ser visto como

Ty, 0
H= ,
( 0 Xvw )
donde Ty es una matriz cuadrada de dimension |U| y Xy es una matriz cuadrada
de dimensién |V \ U|. Si u € {(V') es constante entonces Ty (u |v) = 0y Xi\v(u o
) = 0, luego podemos elegir a u de tal manera que los primeros |U| elementos sean

uno y los restantes sean cero, de esta manera Hu = 0 lo cual es una contradiccién.

]

Observemos que si H es el laplaciano de alguna gréfica conexa, entonces (-, )
es una forma cuadratica simétrica no-negativa y ademéds por los lemas 3.4 y 2.19
En(u,u) = 0 siy solo si u es constante.

Sea H el laplaciano de alguna gréfica conexa G(V, E) y u € {(U) donde U C V.
Supongamos que queremos extender la funcién u a una funciéon @ € £(V) de tal
manera que la energia £y (4, @) sea minima, es decir que 4 cumpla

gH(ﬁ'v ’lNL) S SH(ulv U,/)

para todo v’ € £(V), tal que v'|y= u. Antes de demostrar la existencia y unicidad
de dicha funcién probaremos el siguiente lema.
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Lema 3.5. Sea H el laplaciano de alguna grdfica conexa G(V, E) y U un subconjunto
propio de V. Si observamos a H de la siguiente manera

T J
-(1%)
donde T : U(U) — L(U), J:L(U) = LV \U) y X :L(V\U)— LV \U), entonces
X es un operador positivo. Ademds para todo u € £(V') tenemos

EH(u, u) = 5)((’&1 + Xilqu, U + Xfljuo) + ET,JtX—1J<u0, uo), (33)
donde up = uly ¥y u1 = uly\p.
Demostracion. Para ver que X es positivo sea v € (V' \U) y definamos @ por 0|y= 0

y ¥ = v|y\p. Por lo que Ex(v,v) = Ex(0,0) > 0, entonces si Ex (v, v) = 0 implica que
0 es constante, lo cual implica que v = 0. Para ver que la ecuacién (3.3) es cierta,

sea u' = ((uf u} ) entonces
) T Jt Uo
J X U1l
_ ( ut U ) TU() + JtU/1
0 1 JUO + XU1
= ub(Tug + J'uy) + vl (Jug + Xuy)

= ugTug + uyJ uy + uf Jug + uf Xuy.

Ep(u,u) = u'Hu

=

= (uh u

~

Por otro lado, del hecho de que X es simétrico e invertible y que T es simétrico
tenemos

Ex(ur + X Jug,ur + X Jug) + Ep_yix-15(ug, uo) = Ex (ur,ur)+
+€X(X_1JUQ, Ul) + SX(ul, X_1JU0) + SX(X_IJU(), X_1JU0) + (S‘T_thfl‘](uO, UQ) =
ub Xy + ubJ'uy + vl Jug + ub J' X Tug 4+ ubTug — ubh J' X Jug.

]

Teorema 3.6. Sea H el laplaciano de la grdfica conexa G(E, V), U un subconjunto
propio de V. Para u € {(U), definamos h, € {(V) por hy|uv=u, hy|ynv=—-X"1Ju y
también definamos Pyy(H) =T — J' X 1J , donde X,J y T estan definidos como
en el Lema 3.5, entonces h, es la unica funcion que satisface

Epy (U, u) = Ep(ha, hy) < En(T, @),

para todo u € L(V') tal que u|y= u.
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Figura 3.2: Aproximacién grafica del intervalo.

Demostracion. La demostracion se sigue de la ecuacién (3.3) y del hecho de que X
es positivo. ]

Definicién 3.7. Sea H el laplaciano de la grafica conexa G(V,E). SiU C V' y
u € L(U), entonces se diremos que h, € ¢(V') es la extensién arménica de u en V' si
he luU=uy

E(hy, hy) < EW,u)

para todo u' € ¢(V) tal que v’ |y= u.

Ejemplo 3.8. Sea I'y(V4, Ey) como en la Figura 3.2. Si H es el laplaciano de la
grafica I'1(Vi, E1), Vo = {po,p1} v u € £(Vp) entonces

1 0 -1
H = 0 1 -1
-1 -1 2

de aqui que

luego

por lo que queda definida la extensién armoénica de u en Vj.

Ejemplo 3.9. Sea I';(V1, E1) como en la Figura 3.3, H el laplaciano de la gréfica
Fl(‘/la El)v {plvp?vp?)} = VE) g ‘/la u e E(‘/O)a entonces



32

-1
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-1
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0
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de aqui que

0
-1 |,
—1

-1
-1
0

-1
0
-1

(

-1 -1
4 -1
-1 4

4
—1
—1

8

de esta manera

S S S

D3

De6

D5

D2

D4

D1

I'y

Figura 3.3: Grafica referente al Ejemplo 3.9
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3.2

Energias Normalizadas

En esta seccién presentaremos una relacién que existe entre algunas gréficas, la
cual sera la base para la construccién de la forma cuadratica en L?(K, i) que nos
ayudara para definir el laplaciano.

Lema 3.10. Sean Gy(U, Ey) y G1(V, E1) dos grdficas conexas con U C'V, Hy y Hy
los laplacianos de Gy y G respectivamente. Sea r > 0, entonces

Ery(u,u) = Ex, (hy, hy) para todo u € ((U)

sty solo si
Pyy(Hy) = rHy,

donde h,, es la extension armodnica de u en V.

Demostracion. =) Del Teorema 3.6 y del Lema 3.5 tenemos
Erty (huy ) = Epy y(111) (1, 1)
por lo que
(u, Pyy(Hy)u) = r(u, Hyu) para toda u € (V).
De aqui que (u, Pyy(Hy) — rHou) = 0, luego como Py (Hy) — rHy es simétrico
no-negativo se sigue que Py (Hy) —rHy = 0.

<) Del Lema 3.5 tenemos

8Ho<u7u) = rilgpv,U(Hﬂ u’u)
= T_lng(hu,hu).

]

Sea K un conjunto auto-similar con respecto a {f;}2 1, {Tyn(Vin, Em) bm>o0 una
sucesion de graficas que aproximan a K. Consideremos las energias Ep, (-, -) y Emy (-, *)
de las graficas I'o(Vo, Eo) v T'1(Va, E1) y observemos que dada la construccién de

'y (Vi, Ey) tenemos que la energia de I'1(Vi, E) puede ser escrita como

N
Eny(u,u) =Y Emy(uo fi,uo fi)

=1
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y también
N

Ettyr (1) =Y Ep,(uo fiuo f;) (3.4)

i=1

Proposicién 3.11. Sea K un conjunto auto-similar con respecto a {fi}iz1, N U
{Tsn(Viny Emm) }m>0 una sucesion de grdficas conexas que aproximan a K. Si existe r
tal que

Ery(u,u) = r &y, (u, 1) , u e £(Vp)
donde u es la extension armonica de u en Vi, entonces
En,, (v,0) =171y, ., (0,0) , veEl(Vy),

donde v es la extension armonica de v en V1. El numero r es conocido como el
factor de normalizacion.

Demostracion. Supongamos que se cumple
. (u,u) =r~1€y (u,u) , para todo u € £(V;,_1)

Sea v € ((V,,), entonces podemos considerar a vo f; como una funcién en ¢(V,,_1),
si h; € £(V,,) es la extension arménica de v o f; entonces h; puede ser escrita como
0 € £(Vy41) donde ¥ es una extensiéon de v sobre ¢(V,,1) tal que

ﬁ(fl(p)):hl(p)’pevm7ZZ]‘?"'?N’
y de esta manera
EH (VO frvo fi) =17 Ex, (Do fi, 00 f;).

Luego por (3.4) tenemos

N
En, (v,0) = Y Enm, ,(vo fivof)
=1

N

= 237“_15&”(77 o fi,v0 f;)
=1

= r '€y, (0,0).

Ademsds 7 es la extensién armoénica de v en V41, pues © minimiza &,,(vo f;, 0o f;),
asi que podemos concluir que ¥ minimiza &y, , (7, 7).

]
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Ejemplo 3.12. Sea K = [0,1] y Iy la gréfica completa de vértices Vo = {po,p1}.
Consideremos {I';,,(Vin, Ei) fn>0 como una sucesion de gréficas que aproximan a K
(en la Figura 3.2 se muestran algunas gréficas). De esta manera si H; es el laplaciano

de la grafica I'; entonces
/2 —1/2
P, Hy) = .
b (E) ( ~1/2 1/2 )

Luego si Hy es el laplaciano de I'y tenemos que Py, v, = %Ho, de aqui que si n > 0,
entonces

En,, (v,0) = (%)71 Etyryr (Mo, hy) para toda v € £(V,,),
donde h, es la extension armonica de v en V.

Ejemplo 3.13. Sea K el tridngulo de Sierpinski y Iy la grafica completa de vértices
Vo = {po, p1,p2}. Consideremos {I',(V,n, Em) }n>0 como una sucesion de graficas que
aproximan a K (en la Figura 3.4 se muestran algunas graficas). De esta manera si
H; es el laplaciano de la gréafica I'y entonces

6/5 —3/5 —3/5
Py v, (H)=| =3/5 6/5 —3/5
—3/5 —3/5 6/5

b3

AV

b1 P2 D1 P2 D1 D2

Ty Iy Iy

Figura 3.4: Aproximacién grafica del tridngulo de Sierpinski.

Luego si Hy es el laplaciano de I'y tenemos que Py, v, = %HO, de aqui que si n > 0,
entonces
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En,, (v,0) = (%)71 Etyit (Mo, hy) para toda v € £(V,),

donde h, es la extensién armoénica de v en V1.

Los resultados presentados en este capitulo seran la base para continuar con
la construccion del laplaciano en un conjunto auto-similar, en particular seran el
comienzo para desarrollar la teoria del siguiente capitulo, donde asumiremos que el
factor de normalizacién con respecto a una sucesién de graficas que aproximen a K
siempre puede ser encontrado.



Capitulo

El Laplaciano de un Conjunto
Auto-Similar

En este capitulo definiremos el laplaciano sobre un conjunto auto-similar. La
idea principal sera definir una forma cuadratica simétrica no-negativa gg(', -) sobre
cierto subconjuto de L?*(K, 11), donde el laplaciano serd aquel operador auto-adjunto
correspondiente a la forma cuadratica. Para lograr esto primero definiremos una
forma cuadratica Eg(-, -) cuyo dominio serd un subconjunto de las funciones definidas
en V..

De ahora en adelante sélo consideraremos conjuntos auto-similares sobre los cua-
les podamos construir una sucesion de gréficas conexas {I',,(Vin, Enn) }n>0 que apro-
ximan al mismo conjunto auto-similar, de manera tal que exista un r > 0 que cumpla
con

En,, (u,u) =r1Ey, ., (hy, hy) para todo u € £(V,,),

donde h, es la extension armoénica de uw en V,,, 1. Por lo que a lo largo de este
capitulo {I';,(Vin, Ein) bn>o0 serd una sucesién de graficas conexas que aproximan a
K, S = {H;}m>0 es una sucesion donde H,, es el laplaciano de I', y el nimero r es
el factor de normalizacion. Ademas d es la métrica que se menciona en el capitulo 1,

segun la cual K es compacto.

Definicién 4.1. Sea K un conjunto auto-similar. Definamos

F(S) = {u cu € l(VL), lim r~™Eg, (uly,,,uly,) < oo},

m—0o0

Es(u,v) = lim r~"Ey (ulv,,v |v,),

m—0o0

para u,v € F(S). Si u € F(S) diremos que u es de energia finita.

37
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Lema 4.2. Seau € ((V,,), entonces existe una unica funcion h, € F(S) que satisface
hy |v,,= u y ademds

r &y, (u,u) = Es(hy, hy) = min{Es(v,v) : v € F(S),v |y, = u}. (4.1)
Diremos que la funcion h, es la extension armonica de u en V.

Demostracion. Para n = m definamos h,, = u, y para n > m definamos h,, como la
extension armonica de h,_1 en V,,. De esta manera podemos definir a h, mediante
hy |v,= hn,m > m. Por lo que

r~"Eq,, (u,u) = 7 "Ex, (hu v, b |v,), 1> m.

Ademas {r &g, (v |v,,v |v,) }n>0 €s una sucesién no decreciente para toda v €
F(S), de aqui que

r~"Ey,, (u,u) = min{Es(v,v) : v € F(9),v |y, = u}.

Si h es una funcién en F(S) que cumple con las hipétesis de éste lema, entonces

71_7n‘c/‘11’7n (u> u) = T_(m+l)gHm,+1 (h ’Vm+17 h ’Vm+1)

de aqui que h |y, ., es la extensién armoénica de u en V41, por lo que h
hy |vy,.1, de esta manera

V:m+1 =

r_(m+1)€Hm+1 (hu |Vm+17 hu |Vm+1) = T_(m+2)gHm+2 (h |Vm+27 h |Vm+2)7

luego se sigue que h |y, .. ©s la extension armonica de h, lv.. 1 en Vi, o, por lo que
h v, o= hu |v;,.,. De manera andloga tenemos hy, |v, = h |v,,n > m.
O

A continuacién definiremos una métrica en V, con la finalidad de poder extender
cualquier funcién u de F(S) a una funcién @ € C(K, d).

Definicién 4.3. Para p # ¢ € V, definamos
Rs(p, q) = (min{Es(u,u) : u € F(S),ulp) = 1,u(g) = 0})". (4.2)
Ademas, si p = g definamos Rg(p, q) = 0.

Proposicién 4.4. Parap # q €V,

lu(p) —u(q)|* .

Eotun) L wETE)Esluu) 7 O} : (4.3)

Rs(p, q) = méx {

Demostracion. Sea v € F(S). Siv=oau+ [, a € R,a # 0y [ constante en ((V,)
entonces
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u(p) — u(@)® _ |o(p) —v(g)?
Es(u,u) Es(v,v)
Luego para cada u € F(S), u(p) # u(q) podemos elegir o y 3 de forma tal que
v(p) =1y v(g) =0, por lo que
u(p) —u(g)* _ 1
Es(u,u) Es(v,v)’

de aqui que el lado derecho de (4.3) es igual a

méx {m cu € F(S),ulp) = 1,u(q) = 0} |

O
Proposicion 4.5. Sea Rl p,q) = v/ Rs(p,q). Entonces RS (pv q) es una métrica
en Vi.
Demostracion. Observemos que de la ecuacion (4.3) tenemos
RY2(p, q) = max { MO UDL ¢ ) gguuy 20,
5S<u7u)
por lo que Rs(p, q) = Rs(q,p), ademds para p,q,7 € V.
u(p) — U(T)I Ju(r) — U(Q)I ) Julp) — u(q)]
max + max —_—
ueF(S) { Es(u,u) VEs(u,u) uEF Es(u,u)
y
) — ui)) lutg) —u()]
ueF(S) Sg(u u uE]—' Es(u, u)
[ Jutw) |u<r> u(g)
ueF(S) \/55 (u,u) Es(u,u)
por lo que Ré/ 2(~, -) cumple con la desigualdad del tridngulo.
O

En el siguiente lema definiremos una métrica en K la cual es compatible con la
topologia generada por la métrica d. Primero notemos que V, es denso en (K,d),
pues V,, CV, C Ky V, — K con respecto a la métrica de Hausdorff.

Definicién 4.6. Para r < 1 definamos

}?;/2(1"7 y) hm RS (xn7 yn)7

n—oo

donde z,, — = y y, — y con respecto a la métrica d.
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Lema 4.7. Rg/Q(,’ -) es una métrica compatible con la topologia generada por la
métrica d.

Demostracion. Se puede encontrar en la pagina 29 de [2]. O

Del lema anterior podemos concluir que una funciéon u € F(S) puede ser exten-
dida a una funcién @ € C(K,d), pues si x, — z entonces lim,_,., u(z,) existe, ya
que de la ecuacién (4.3) tenemos

u(zn,) — u($m)|2 < Rs(Tn, m)Es(u, u),

ademas si ¥, — x y 2/, — x, entonces u(x,) — u(x’,) — 0. Denotaremos por F(S) al
conjunto de las funciones u € C(K,d) tales que u |y, € F(95).

Lema 4.8. Sea F, = {u € F(5) : u(p) = 0}. Entonces (F(S)/ ~,Es) es isomorfo a
(F;m 53)'

Demostracion. Definamos una transformacién lineal 7' : F(S)/ ~— F, por
T(lu)) = u —u(p).

Entonces 7" estd bien definida, ya que si v,u € [u], entonces u — v = u(p) — v(p). Por
otro lado T" es un isomorfismo entre (F(S)/ ~,Es) v (Fp, Es), ya que

Es(T(u), T(v)) = Es(u—u(p),v—u(p))
= &s(u,v) + Es(u(p),v) + Es(u,v(p)) + Es(ulp), v(p))
= Es(u,v). (4.4)

]

Definamos h(¢(V,,)) como la coleccién de funciones de la forma h,, donde u €
(V) v hy es la extension arménica de u en V. De esta manera h(¢(V,,)) es un espacio
vectorial de dimension finita, cuya base son las funciones de la forma h,,q € V.

Teorema 4.9.

1. Es(-,-) es una forma cuadrdtica simétrica no-negativa en F(S). Ademds, Es(u,u) =
0 si y solo si u es constante en V.

2. Definamos una relacion de equivalencia ~ en F(S) porw ~ v siy solo st u—v
es constante en V.. Entonces (F(S)/ ~,Es) es un espacio de Hilbert.
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Demostracion. El enunciado 1 se cumple por la definicién de Eg(-, -). Para probar 2,
notemos que si u ~ v entonces Eg(u — v, u+v) =0, de aqui que Es(u, u) = Es(v,v),
por lo que Eg esta bien definida como una forma cuadrética simétrica positiva en
F(S)/ ~. Para probar que (F(S)/ ~,Es) es un espacio de Hilbert veremos que
(Fp, Es) 1o es.

Sea {vn }n>0 una sucesion de Cauchy en (F,,Es). Si v = h(y,)y, ) , entonces

Es(vr — v, v — ) < Es(vg — v, v — vy).

Observemos que para m suficientemente grande tenemos que v} € F,(\h({(V;)) ¥
Es es un producto interno en F, (| h({(V,)). Luego al ser F, (| h(¢(V;,)) un espacio
de dimensién finita existe v™ € F, ((¢(V;,)) tal que v — v™ cuando n — oo.

Notemos que si v;' — v™ cuando n — oo con respecto al producto £g entonces
™ |y, — v™ |y, cuando n — oo con respecto al producto Ex,, k > 0, de aqui que
n k k k? )

™y, —

gHm(Um+1 |Vm _Um |Vm7U Um |Vm)

= lim &y, () |y, =00 v o v =00 (1)
n—oo
=0,

de aqui que v™** |y, —v™ |y,, es constante en £(V},), como p € V,,, y v 0™ € F,
tenemos que v™*! |y, —v™ |y, = 0, de aqui que podamos definir una funcién v en
¢(V,) dada por
m
v v, =" v,

Al ser {v, }n>0 una sucesién de Cauchy existe sup Es(v,, v,) = C. Notemos que
n>0

Es(vnt,ut) < Eg(vp,v,) < C

n

de aqui que
Es(v™,v™) = lim Eg(vy',v)) < C.

ni»-'n
n—oo

Por lo que
", (" v, 0" |v,,) < Es(v™,0™) < C,

luego podemos concluir que v € F,,.
Para € > 0, podemos elegir n tal que Eg(v, — vy, v, —vx) < € para k > n. También
podemos elegir m tal que

|Es(vn — v, v, —v) — Eg(vlF — vt 0t — vt)| < e.
Ademas podemos elegir k > n tal que

|Es(vt — ™ v — ™) — Eg(v] — vt ot — )| < e.

n_
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Como Eg(vr — v, vt — vit) < Eg(vy, — Vg, Uy, — vg) < €. De aqui que

Es(vy — v, v, — V) < 3e.

Lema 4.10. Para u,v € F(S), definamos Es : F(S) x F(S) — R por

c‘:’S(u, v) = Es(u

V*7U V*)

Entonces

1. Es(-,) es una forma cuadrdtica simétrica no-negativa en F(S). Ademds, Es(u,u) =
0 si y solo si u es constante en V.

2. Si definimos una relacion de equivalencia ~ en F(S) por: u ~ v siy solo si
u — v es constante en Vi, entonces (F(S)/ ~,Es) es un espacio de Hilbert.

Demostracion. La demostracion se sigue del Teorema 4.9 y observar que (F(S)/) ~
,Es) es isomorfo a (F,, £s) para cualquier p € K. O

A continuacion presentaremos dos resultados que nos seran de gran ayuda para
la definicién del laplaciano.

Lema 4.11. Sip,q € K, entonces

Rs(p, q) = sup {W cu e F(S),Es(u, u) > 0} .

Demostracion. Como V, es denso en K con respecto a la métrica R;ﬂ existen
{pn}, {q} € Vi tales que p,, — p y ¢, — ¢. Ademés por (4.3),
[u(pr) — 1u(gn) > < Rg(pn, ¢n)Es(u, 1), para toda u € F(S),
de aqui que
u(p) = w(@)* < Rs(p, q)€s(u,w),
para toda u € F(S). De esta manera existe
2

JW@@>=mm{B%%é%%ﬂnuei%$}

por lo que M (p, q) < Rs(p, q). Supongamos que M(p,q) < Rs(p, q). Entonces pode-

mos elegir € > 0 tal que para toda u € F(S),

wm—wm<( &@m—&) Eouu). (45)
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— 2 ~
Sea Rs(pn,qn) = |u"(p;") tn ()| , para alguna funcién u,, € F(S), entonces si

gS(una un)

tenemos,

Rs(Pn: @n) = [vn(Pn) — vnlgn)*.

Como Rs(pn,qn) — Rs(p,q), cuando n — oo, tenemos,

|V (Pn) — vn(aa) > — Rs(p, q).

De aqui que exista N; tal que

—€ < |Un<pn) - Un(Qn)| - R5<p7 q) < €, para n Z Nla

|0n(pn) — vnlgn)l > 1/ Rs(p,q) — €. (4.6)

Ademas como {p, }, {¢.} son sucesiones de Cauchy con respeto a Ré/ >y Rg (Pny qn) =
Rs(pn, qn), tenemos que para €2 existe un Ny tal que, Rs(pn,Pm), Bs(Gn, gm) < €%,
para n,m > N, denotemos N = max{Ny, No}. Al ser v, continua podemos elegir
mgy > N tal que,

por lo que

[oN (Pmo) —oN(P)] <€ ¥ |on(Gme) — VN (q)] < e

Ademads

lon(pv) —on(gn)| < |on(pn) = ON(Pimo)| + |08 (Do) — on(P)] + [un(p) — v ()]
+on(p) — on (@] + [on(q) = VN (Gmo)| + VN (o) — VN (Gn)]|
< Jun(PN) = UN(Pmo)| + [vn(an) — vn (Gmo)| +

+ (\/Rs(p, q) — 56) + 2.

N

Luego por (4.6),
2e < [on (pn) = N (Pmo)| + |vn(an) — 08 (Gmo )],
de aqui que, € < [uy(pn) — On(Pme)| 0 € < un(gn) — Un(gmo)l, POr 1o que

e < |on(pn) — ON (P )| < Rg/Q(pNapmo) <€

¢ < [on(an) — vn (Gmo)| < RY(an, Gmy) < €,

lo cual es una contradiccién.
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Teorema 4.12. Definamos

E(u,v) = Es(u,v) + /Ku(x)v(x) dpu(x) (4.7)

para todo u,v € L*(K, 1) F(S). Entonces (F(S) (N L*(K, i), E.(u,v)) es un espa-
cio de Hilbert.

Demostracion. Sea {u, }n>o una sucesién de Cauchy en (F(S) [ L*(K, 1), E(u,v))
y definamos v,, = u,, — u,(p) para p € K. Notemos que {u,},>0 s una sucesiéon de

Cauchy en (F(S),Es(u,v)) ya que

gS(Un — Uy U — V) = gS(Un — Uy, + U (P) — un(?)v Up, — Uy + U (P) — Un(P))
= SN(un — Uy Uy — Upy) + 2E5(Upy — Uy U (P) — wn(p))
+E5(um(p) — un(p), um(p) — un(p))

De esta manera existe v € fp tal que
gs('l}n —v,v, —v) — 0, cuando n — oo.

Ademas por el Lema 4.11 tenemos

vn(q) — v(@)]” < Rs(p, @)€s(vn — v, v, — v). (4.8)

Luego por (4.8) podemos concluir que v, — v en norma L*(K, p). Ademds como
{tn}n>0 es una sucesién de Cauchy, podemos concluir que {u,},>¢ es una sucesion
de Cauchy en L*(K,p) v en (Fg,Es).

Dado que {v, }n>0 es una sucesién de Cauchy en L?(K, p1), pues {v, },>0 converge
en norma L2 se sigue que {u, — v, }n>o en L2(K, u). Observemos que {u,(p) }n>o €s
una sucesion de Cauchy en R ya que,

1 (p) — i (p)]? = /K () = () — (&) + Vn ()2 dpe(z) < €

para m, n adecuados, de aqui que exista un ¢ € R tal que u,(p) — ¢ cuando n — oo.
Si u = v + ¢, entonces

Es(u — up,u—u,) = Es VA C— Uy, ¥+ C— Up)

= Es(v—vp,v—1vy).
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Esto implica que Eg(u Uy, U —Up) — 0 cuando n — oo. Luego como {u, }n>o s una
sucesién de Cauchy en (F(S),Es) que es un espacio completo, entonces u € F(S).

Por otra parte, u,, — u cuando n — oo en L?(K, p1), pues sabemos que v,, — v
en L?(K, i) y que u,(p) — c en R, ademas

(/K|un($)_um|2d“(x))l/g ) (/K|Un(x)—v(x)—c|2dﬂ(x))1/g
_ (/Klvn(x)Jrun(p) — v() _cPde))uz

(/ [vn(2) = ()" duu))w 4

(/ [un(p) = cf* dp(x )) .

= |va(z) = v(2)]22 + un(p) —cl.

IN

Como {uy }n>o es una sucesion de Cauchy en L*(K,u) y u, — u, entonces u €
L*(K, ). Luego podemos concluir que u € F(S) () L*(K, u), ademds u,, — u con
respecto a la métrica inducida por &E.(-, ).

]

A continuacién mostraremos el resultado mas importante del capitulo, ya que en
el siguiente teorema definiremos el laplaciano sobre un conjunto auto-similar.

Teorema 4.13. Supongamos que Fs(\L*(K, 1) es denso en L*(K, ) con respecto
a la norma de L?. Si consideramos a Fg () L*(K, i) como el dominio de Es(-,-), en-
tonces existe un unico operador auto-adjunto no-negativo H que representa a é:g(-, ).
El operador H sera el laplaciano definido en K.

Demostracion. Se sigue de los teoremas 2.28 y 4.12. O]

Con el resultado anterior hemos definido el laplaciano de un conjunto auto-
similar, sin embargo esta definicién no nos es muy util para el estudio detallado
del laplaciano, por lo que en el siguiente capitulo mostraremos una forma de repre-
sentarlo con la cual podremos calcular el valor del laplaciano en un punto especifico,
y asi poder abordar el problema de encontrar los eigenvalores y eigenfunciones.
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Capitulo

Diseminacion Espectral

En este capitulo abordaremos el problema de encontrar los eigenvalores y las
eigenfunciones del laplaciano H definido en un conjunto auto-similar con condiciones
de Dirichlet. Para esto utilizaremos un método conocido como diseminacion espectral
desarrollado en [2], el cual esta basado en obtener los eigenvalores y las eigenfuciones
mediante los eigenvalores y las eigenfunciones de los laplacianos en graficas H,,. Para
comenzar mostraremos una manera de aproximar los valores de H por medio de los
valores los laplacianos en graficas.

De acuerdo al capitulo 4 sabemos que cualquier funcién de energia finita puede ser
extendida a una funcién de C' (K, d), por lo que de ahora en adelante consideraremos
a una funcién de energfa finita como una funcién en C(K,d). Ademds denotemos
Yt = hy,, donde h,, es la extensién arménica de x, € £(V,,) en V..

Teorema 5.1. Sea K un conjunto auto-similar y H el laplaciano definido en K. Si
u € D(H) definamos f, por

o ([ wnan) o)) si pe Ve
fulp) = (/K )

0 si pé¢Vy,,

entonces { f,} converge uniformemente en V, \ Vo a f = Hu. Inversamente, si supo-
nemos que u es una funcion continua en K y {f,} converge uniformemente a una
funcion continua f en V, \ Vo, entonces u € D(H).

Demostracion. Supongamos que u € D(H) y Hu = f. Si x ¢ Vj entonces
gs<u7¢;3n) - 7ni?n(g[{m (U |Vm7 w;n |Vm)

por otro lado tenemos

Er (U v VT (Vi) = Hin(u |vs,,) (2)

47
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luego de lo anterior tenemos

P (|, (2 / F(9)ay) dialy),

de donde

rm (/K%(y) du(y))_leW v ) (@) = foK va(y (M)( ’

Por lo tanto, el lado derecho de la ecuacién anterior converge uniformemente a f.

Supongamos que {fy,}m>0 converge uniformemente a una funcién continua f,
entonces para v € F(S) tal que v = 0 en Vj tenemos

En,, (v,u) = (v, Hyu) = Z v(y)Hpu(y).
yEVm\Vo

De esta manera podemos calcular

o) = 3 ol ([ @) ([ o) Hu

YEVm \Vo

- (/w ) du(a )f()

yE‘/m\VO

= [ X @) ) duo)

yEVm\VO

y como ademas

> vV () fnly)

yEVm\Vo

converge uniformemente a v(z)f(x), entonces concluimos que

i "€ (we) = = [T 3 )l dute)

m—00

de lo cual vemos finalmente que u € D(H) y Hu = f. [

En los siguientes ejemplos mostraremos dos casos en los cuales no es dificil calcular

S 0 dpe.
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Ejemplo 5.2. Sea K el tridngulo de Sierpinski y {fi, fo, f3} las contracciones que
forman a K. Supongamos que z,y y z son los vértices de la celda de nivel m f,,(K),
|w| = m, (ver Figura 5.1), entonces ¥" + ;" + 1" restringida a f,(K) es igual a 1,
de aqui que

/ (W 4T ) dp = p(fulK) = .
fuw(K)

Ademads, obsevemos que ¥, ;" y 7 tienen la misma integral sobre f,,(K), por lo

que ffw(K) Yy dp = ;grn%

Por otra parte tenemos que 97" es idénticamente cero en las celdas de nivel m que
no contienen a x, y como x estd en exactamente dos celdas tenemos que

m 1
/wa d'u:23m+1

De esta manera como ™" = (%)m tenemos que si x € V, \ Vp, entonces

Hu(z) = 3 lim 5" H,u(x).

2 n—oo

Ejemplo 5.3. De manera andloga al caso del tridngulo de Sierpinski tenemos que
si K = I, entonces fK Ytdp = 2%, dado que r=" = 2™ tenemos

Hu(x) = lim 4"H,u(z).

n—oo

Figura 5.1: Imagen referente al Ejemplo 5.2.
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5.1

Diseminacion Espectral

En algunos conjuntos auto-similares como el intervalo y el triangulo de Sierpinski
resulta ser que las eigenfunciones del laplaciano H restringidas a V,, son eigenfun-
ciones de H,,, pero con diferentes eigenvalores. Esto permite recuperar las eigenfun-
ciones del laplaciano H mediante un método llamado diseminacién espectral, que
consiste en extender una eigenfuncion de H,, ya conocida a una eigenfuncién de
H,, 1. De esta manera podemos conocer cualquier valor de la eigenfunciéon en V, y
por lo tanto cualquier valor de la funcién en K.

Para presentar el método de diseminacion espectral con mas detalle, analizaremos
el caso del laplaciano en intervalo I = [0,1] con condiciones de Dirichlet. La idea
principal para obtener las eigenfunciones y eigenvalores de H sera extender alguna
funcién u,, € ¢(V,,) que cumpla con u,,(p) =0sip € Vyy

Hypun (p) = Amtm(p) sip € Vi \ Vo (5.1)

para algin )\, a una eigenfuncién u de H tal que u |y, = wu,,. Para hacer esto
procedamos como sigue: primero extendamos u,, a una funcién wu,, 1 € €(V,,,1) tal
que

Herluerl(p) = )‘m+1um+l(p) sip€ Vin \ Vo . (5'2)

Procedamos con la construccion de u,,+1. Si z,y, 2 € V,,, son como en la grafica
I, (ver Figura 5.2). Entonces de la ecuacién 5.1 tenemos que

Houm(2) = (Um(2) = um(2)) + (um(2) = um(y))
= A\nUnm(2),
por lo que

(2 = M) (2) = U (y) + upm (). (5.3)

Sean g, Yo € Vine1 \ Vin como en la grafica I, 41 (ver Figura 5.2), entonces de la
ecuacién (5.2) tenemos

Hm+1um+1(2) = (um(z) - um+1(x0)) + (Um(z) - um+1(yo))
)‘erlum(Z)a

de aqui que
(2 — )\m—i-l)um(z) = Um+1(x0) + um+1(y0)7
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Figura 5.2: Diseminacién espectral en el intervalo.

de manera analoga

(2 = A1) Umi1(z0) = () + um(2),

(2= Ay )Um1 (o) = um(2) + um(y).

De las tres ecuaciones anteriores y de la ecuacién (5.3) podemos concluir que

(2— >\m+1)2um(z) = (2= Anr1) (Wimg1(z0) + Umi1(%0))
= 2up(2) + un(z) + um(y)
= 2up(2) + (2 = A\p)um(2).

De esta manera tenemos que

(2= Amy1)? = (4= ), (5.4)

de aqui que
)\m+1 =2+ Em+1V 4 — )\»m7 Em+1 — +1. (55)

De lo anterior podemos conocer el valor de A, 1 mediante A\, y ademas si A, 11 # 2
tenemos que
U (T) + U (2)

(2 - )‘m+1) ’

de esta manera si A\, # 2 , n > m, entonces podemos construir una funcién u en
(V) tal que u |y, = up, n > m.

um—&-l(xO) =

Con la finalidad de poder extender v a una funciéon en D(H ) impondremos algunas
condiciones sobre g,,. Observemos que si €,,n > m es igual a 1 solo para una cantidad
finita de términos, entonces A\, — 0 cuando n — oo. Para ver esto solo notemos que
An > 0, pues A, es un eigenvalor de un operador positivo, luego por la ecuacién (5.4)
tenemos que A, € [0,4], y ademés 2 — /4 — = es una contraccién en [0, 4] con punto
fijo z = 0. Luego si \,, — 0 cuando n — o0, entonces u es una funciéon uniformemente
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continua, por lo que u puede ser extendida por continuidad a una funcién en I tal
que es eigenfuncion de H. Luego por el Teorema 5.1 tenemos que

Hu(z) = lim 4"H,u(zx)

n—oo
= lim 4"\, u(x).
n—oo
Por lo que A = lim,,_.o, 4" \,, es un eigenvalor correspondiente a la funcién wu.

Ejemplo 5.4. Sea {I',(V,,, E,,) } >0 una sucesién de gréficas que aproximan a I como
las que aparecen en la Figura 5.3. Si m = 1, entonces

1 0 -1
H, = 0o 1 -1,

-1 -1 2
es el Laplaciano de la grafica I';. Ademads tenemos que u; = (0,0,1) y Ay = 2 cumplen
con la ecuacién (5.1). Supongamos que &, = —1 para todo n > 1, de esta manera si

A1 = 2, entonces A\, < 2 ya que 2 — /4 —x < z, por lo que
A = lim 4"\,
~ 9.869

%71'2

es un eigenvalor del laplaciano sujeto a condiciones de Dirichlet, ademés notemos
que este es el primer eigenvalor del laplaciano definido en el intervalo.

De manera similar podemos concluir que si g9 =1 y ¢, = —1 para n > 2, entonces
A = lim 4"\,
n—oo
/~ 88.82
~ 32

donde 3272 es el tercer eigenvalor del laplaciano.

5.2

Espectro del Laplaciano en el Triangulo de
Sierpinski

En esta seccién aplicaremos el método de diseminacion espectral para el triangulo
de Sierpinski. La meta serd encontrar ecuaciones parecidas a (5.4) y (5.5), las cuales



93

Figura 5.3: Aproximacién grafica del intervalo.

proporcionan una relacién entre los eigenvalores de los laplacianos discretos en el
caso del intervalo. Para comenzar supongamos que para alguna m existen A, y una
funcién u,, € €(V,,) tal que u,,(p) =0si z € Vy y que

Hotm (p) = Mpum(p) sip e Vi, \ Vo . (5.6)

Para extender w,, a 1 € €(V,,41) tal que

Hm+1um+1(p) = /\m+1um+1(p) sl pE Vm+1 \ Vb s (57>

procedamos como sigue: si zg, 1,22 € Vi ¥ Y0, Y1, Y2 € Vi1 \ Vi (ver Figura 5.4),
entonces de la ecuacién (5.7) tenemos

Hypp1tums1(Yo) = (Ums1(yo) — um(21)) + (Wmt1(Y0) — wm(w2)) +
+ (Umi1(Y0) = Umt1(y2)) + (Ums1(Y0) — U1 (91))
= )‘m+1um+1<y0)7

de manera similar podemos obtener expresiones para H,, 1 1Um+1(Y1) Y Hme1Um+1(y2),
que nos darian las siguientes ecuaciones

(4= A )tumi1(Y0) = Wns1(Y1) + U1 (Y2) + w(@1)m + um(T2),

(4 - )‘m-i-l)um-i-l(yl) = Um+1(yo) + um+1(y2) + U(l"o)

(4= A1) Umi1(¥2) = U1 (Y1) + Ums1(yo) + ulz1)
(

Para obtener w,,,1(y;) en términos de w, (o), Um (1) ¥ ty(22) primero sumemos
y ordenemos los terminos de las tres ecuaciones anteriores:

(2 = A1) (U1 (Y0) + tm1 (y1) + tmr1(y2)) = 2(m (20) + tm (1) + Um(22)). (5.9)

Sumando adecuadamente wu,,11(y;) en ambos lados de cada ecuacién de (5.8) y
usando (5.9) para simplificar obtenemos:
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Figura 5.4: Diseminacién espectral en el triangulo de Sierpinski.

2

(5 = Amg1)Ums1(v0) = m(um(l‘o) + U (21) + U (T2)) + U (1) + U (T2),
(5= MVt (0n) = Gy ) 1 (0 + 1 32)) 5 20 (50) + 1 ),
(5= Aest )t (30) ﬁ(umm) Tt (22) + s (22)) + (1) + i (0).

De lo anterior tenemos que

(4 = A1) (Ui (1) + U (9)) + 2Up (0)

um+1(y0> = (2 _ )\m+1)<5 _ )\m—i-l) ) (510)

y de manera andloga podemos obtener los valores para u(y;) y u(ys).

Sea o,z € Vi v y5, ¥1, ¥y € Vi1 \ Vi como en la Figura 5.4. Entonces por la
ecuacion (5.7) tenemos

(4 = A1) um(w0) = U1 (Y1) + Umr1(Y2) + thnsa (81) + s (42), (5.11)
luego por analogia con la ecuacién (5.10) tenemos que

(4 = A1) (U (23) + U (20)) + 2um (27)

i1 (3) = EES e , (5.12)
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y de manera andloga para t,,+1(y)) ¥ Um+1(y5). De esta manera al sustituir los valores
de U1 (Y1), Ums1(Y2), Ums1(Y]) ¥ Um1(yh) en la ecuacién (5.11) tenemos

(6 = Amy) (U (1) + () + wm (@) + Ui (23))
(2 - )‘m+1)<5 - )‘m-i-l)
(4(4 = Ang1) ) tm (o)

(4 = Amg1)um(z0) +

. 5.13
2 Aet) 5~ A o1
Ademés de la ecuacion (5.6) tenemos

(4 = M)t (20) = U (1) 4 U (T2) 4 Ui (2]) + U (). (5.14)

Luego al sustituir (5.14) en (5.13) tenemos que

(6 — )‘m+1)(4 - )‘m) + 4(4 - )‘m+1)
4 — >\m m = m ) 1

(1= A)unan) = (=2 M =2 TR ), (1)

de aqui que si A\,,11 # 6,2,5 tenemos una relacién entre A\, y A\,11 que esta dada
por

_ (6 — )‘m+1>(4 — )‘m) + 4<4 B )‘m+1)
(4‘“””‘( 2 Am) 5~ ) )’

lo cual es equivalente a

)\m - )\m+1 (5 - )\m+1). (516)

Al resolver para A, 1 tenemos que

5+ emVv20 — 4\,
2 Y

A1 = e = 1. (5.17)
De esta manera podemos formar una sucesién de funciones {uy}n>m, un € €(V,)
tales que 41 |y, = u, y que

por lo que podemos definir una funcién u en ¢(V,) dada por u |y, = u,, n > m. Al
igual que en el caso del intervalo si €,, = 1 solo para una cantidad finita de términos,
entonces A\, — 0 cuando n — oo, por lo que u € D(H). Luego por el Teorema 5.1

Hu(z) = lim (g)n(?’zﬂ)mu(:ﬂ)

= g lim 5"\, u(z), (5.19)

n—oo
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Figura 5.5: Aproximacién grafica del tridngulo de Sierpinski.

para todo x € V, \ Vp, de esta manera si

3
A= 3 lim 5"\, (5.20)
entonces tenemos que
Hu(p) = Mu(p) sipe K\ . (5.21)

Ejemplo 5.5. Sea {I',,(V,,, E,,) } >0 una sucesion de graficas que aproximan al tridngu-
lo de Sierpinski como las que aparecen en la Figura 5.5. Si m = 1, entonces tenemos
que

2 0 0 -1 -1 0

0o 2 0 -1 0 -1
-1 -1
-1 -1 0 4 -1 -1
-1 0 -1 -1 4 -1

o -1 -1 -1 -1 4

]
o
[\
]

es el laplaciano de I'y. Para encontrar A\; y uy € £(V}) tal que uy(z) =0sixz € Vy y
que
H1U1<J]> = )\1U1(CL’) siz € Vvl \ ‘/0, (522)
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solo tenemos que encontrar lo eigenvalores y eigenfunciones de

4 -1 -1
M= -1 4 -1
-1 -1 4

Los eigenvalores de M son 5,5 y 2. Consideremos ¢, = —1 para todo n > 1,
de esta manera si \; = 5,2 tenemos que A\, < 2, para ver esto solo hay que notar
que 5_—V225J‘x < x. Luego por la ecuacién (5.20) tenemos que si A\; = 2, entonces
A~ 16.81 y si A\; = 5, entonces A &~ 55.88.1

Figura 5.6: Eigenfuncién para A ~ 16. 81

Las imagenes de las eigenfunciones del tridngulo de Sierpinski fueron generadas por medio del
programa Maple 9.
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Figura 5.7: Figenfuncién para A = 55. 88

5.3

Espectro del Laplaciano en SGj

En esta seccion trataremos de aplicar el método de diseminacion espectral al la-
placiano definido sobre un conjunto llamado SG3. Para esto comenzaremos eligiendo
una gréfica conexa I'g(Vp, Ep) de tal forma que Vj se una frontera de SGs.

Definamos el conjunto auto-similar K = SG5 como sigue: sean pg, p1, p2 los vérti-
ces de un tridngulo equildtero, sean p; = %(po +p1), pa = %(po +p2) y ps = %(pl +pa).
SG3 serd el conjunto auto-similar con respecto a

) = EoP)

para ¢ = 0,...,5, en la Figura 5.8 se muestra una aproximacién de SGs. También
observemos que SGj3 es posteriticamente finito ya que Vo = {po, p1,p2} puede ser
elegida como una frontera.

Comenzaremos el analisis tomando a I'g(Vy, Ey) (ver Figura 5.8) como la gréfica
inicial, por lo que si H; es el laplaciano de la gréfica I'y, entonces tenemos que
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Figura 5.8: Aproximacién de SGj.
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por lo que Py, v, = 1—75H0, luego por el Teorema 3.6 y la Proposicion 3.11 tenemos que

r= 1—75 es el factor de normalizacion. Si x € V, entonces x es vértice de alguna celda
de nivel m f,(K), luego por un razonamiento andlogo al del tridngulo de Sierpinski

(Ejemplo 5.2) tenemos que

[ ey = a0 =
fuw(K)

Por otra parte tenemos que x puede estar en dos o tres celdas de nivel m . Como
Y7 es idénticamente cero en las celdas donde x no esta contenido tenemos que

1
md —
forr =

2 1
m d — = -
Joorn=(5) ()
si o pertenece a dos celdas.

Supongamos que existe \,,_1 y una funcién wu,,_; € £(V,,_1) tal que u,_1(p) =0
sipe Vyy que

si x pertenece a tres celdas y

Hm—lum—l(p) = )\mum—1<p) s pE Vm—l \ Vb . (523>
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Figura 5.9: Diseminacién espectral en SGs.

Para extender wu,,_; a u,, € ¢(V,,) tal que

Hopti (p) = A (p)  sip € Vi, \ Vo, (5.24)

procedamos como sigue: si x1, 29,23 € Vi1 v i € Viu \ Vipor, @ = 1,-+- 7 (ver
Figura 5.9), entonces de la ecuacion (5.24)

(4 = Am)um(y1)
(4 = Am)um(y2)
(4 = Am)um(ys)
(6 — Am) i (ya)
(4 = Am)um(ys)
(4 = Am) i (Ys)
(4 = Am)tm(yr)

De la ecuaciones anteriores obtenemos que los valores de u,, para yi, y2, Y3, Ys, Ys, Y7

son de la forma
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B (A3, — 15 X2, 4 68 Ay — 87) thp_1(21)
Un(¥1) = 3 5\ 181 A — 678 A2 1 1098 ), — 510
(A3, — 15 X2 + 68 N\, — 87) 1 ()
% 22T 1 I81AL — 678 A2 + 1098 A,y — 540
(XL, =183 + 112 X2, — 274 Ay, + 201) ty_q (1)
COAS — 220 11813, — 6782, + 1098 \,, — 540
(202, — 22\, + 57) U1 (23)
A5 — 220 181 A3, — 678 A2, + 1098 A, — 540
(222, — 22\, + 57) U1 (22)
A5 — 22 XL 4+ 181 A3, — 678 A2, + 1098 \,,, — 540
(A2 — 14\, + 51) w1 (23)
Ao — 22 M+ 1813, — 6782, + 1098 \,,, — 540’

+

mientras que

Umfl(lé) umfl(xl) Umf1($€3)
2 2
N BAn 6 TN —8BAnt6 TN —8An 46

U (Ya) = 2

Sea zh,xh, € Vi v Y1, y5 € Vinp1 \ Vi como en la Figura 5.9. Entonces por la
ecuacion (5.24) tenemos

(4 — Ap)um—1(x3) = U (Y1) + U (Y5) + U (y7) + U (ys), (5.25)

De aqui que si sustituimos los valores de w,,(y]), Um(¥5), tm(y7) ¥ um(ys) que estan
en funcién de y,—1(23), Um—1(2), Um—1(T1), Um—1(T5) ¥ Um—1(x%) en (5.25) tenemos

(), — 22\, + 181 A3, — 678 A2, + 1098 Ay, — 540) (4 — Apy) Up—1 (23) =
4 (6= An) (A2, — 13X2, 4+ 49N\, — 48) w1 (23) +
+ (A3, =20 X2, 4+ 126 Ay, — 252) (wim—1(21) + Um—1(22) + U1 (7)) + U1 (2})) .

Luego al sustituir
(4 — )\m,l)um,l(xg) = um,l(atl) + Um,1($2> + Um,1($/1) + Umfl(l'/z) (526)

en la ecuacién anterior tenemos una relacién entre A, y \,,_1 dada por

PAm) = A0 —26X° +265\} — 13223 + 322202 — 3060 \,,, + (5.27)
+ 2002 A1 — 126 A A1 + 252 N1 — A2 N0y
= 0.
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Figura 5.10: Gréfica de la funcién en ¢(V5) obtenida por medio del método de dice-
minacion espectral.

Al tener una relacion entre A, y A\,,,_1 dada por una ecuacién de grado 6, no podemos
tener un resultado similar al obtenido con las ecuaciones (5.5) y (5.17) en los casos
del intervalo y el triangulo de Sierpinski respectivamente. Ademads si queremos que
la funcién definida en V, la cual es obtenida al aplicar el método pueda ser extendia
a una funcion definida en K y que sea una eigenfuncién hay que elegir valores de A,
,n > m, tales que P(\,) =0 y que no sean es raices de

N — 2200 L 18102 — 678 A2, + 1098 \,,, — 540,

los cuales son 3,5,6,4++/10 y 4—+/10, ademas estos valores tendran que ser tomados
de tal forma que lim,, ., 6”(1—75)”/\n exista. En la Figura 5.10 se muestra la funcién

definida en V5 que resulta de implementar el método de diseminacién espectral con
los valores de A\ = 6, Ao = 1.5857, A3 = 0.141432 y A\, = 0.01172.

Desafortunadamente las funciones obtenidas al aplicar el método parecen no ser
eigenfunciones, ya que computacionalmente lim,, . 6”(%)”)\71 parece no converger
aun cuando A\, — 0. Asi que una de las cosas que se quedaran para el futuro sera ver
si efectivamente las funciones obtenidas son o no eigenfunciones. En caso negativo el
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problema tal vez pueda ser arreglado tomando una diferente medida o posiblemente
tomando una diferente serie de graficas que aproximen a SGj.

Como puede apreciarse en el trabajo realizado, el calculo de eigenvalores de SGj3
resulta mucho mas complicado que el de SG no solamente por el grado del polinomio
(5.27) si no también a que aparecen vértices de distintos grados. Si bien, de acuerdo a
la teoria, el método de diseminacion espectral deberia ser aplicable para este ejemplo,
no queda claro que sea posible en la practica. Existen posibles alternativas, que
quedarian para trabajos posteriores, como por ejemplo modificar la frontera, o tal
vez modificar las relaciones entre los vértices de las graficas I',,, para volverlas mas
homogéneas.
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