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donde b(t) es una funcion lineal. Sin embargo, nuestro objetivo es mas ambicioso pues pre-
sentamos calculos explicitos para probabilidades del tipo

P( U thb(t)>:P(sup XtSb(t)),

0<t<H O<t<H

donde H es finito o infinito.

Los resultados son obtenidos a través de una combinaciéon de probabilidades de cruce
conocidas y del uso de propiedades de invarianza para las trayectorias del movimiento brow-
niano. El segundo objetivo de este trabajo es extender resultados anédlogos para el puente
browniano, es decir, calcularemos expresiones explicitas para la siguiente probabilidad

P( U {thmt—i—b}]XR:x) donde H, R > 0.

0<t<H

La tesis se estructura en tres capitulos. En el Capitulo 1 brindamos una sélida introduc-
cién y construccion tedrica del proceso de Wiener y del puente browniano, obteniendo las
principales caracteristicas y propiedades necesarias de estos procesos para lograr los obje-
tivos de la tesis. En el Capitulo 2, realizamos los calculos necesarios para obtener féormulas
explicitas de las probabilidades de cruce. Finalmente, el Capitulo 3 contiene coédigo de R
para simular trayetorias de los procesos estocésticos desarrollados en la tesis, mediante el
cual se obtuvieron las imagenes incluidas.



Capitulo 1

Preliminares

Los procesos estocasticos surgen al considerar un sistema .¥ (un organismo, una em-
presa, un ecosistema, etc.) y el conjunto de estados & que éste puede tomar a través del
tiempo (niveles de glucosa en sangre, el precio de un producto, la presion atmosférica, etc.).
Si suponemos que observar el estado de tal sistema en algin tiempo ¢ constituye realizar
un experimento aleatorio, entonces tal estado podria modelarse con alguna variable aleato-
ria, digamos X, en algun espacio de probabilidad (£2,.%#, P). Sin embargo, es posible que
deseemos observar y analizar el sistema no s6lo en algtin instante sino cada segundo, o para
todo elemento de un conjunto arbitrario 7" C R. En tal caso, es posible construir espacios
de probabilidad lo suficientemente robustos para definir en ellos un conjunto de variables
aleatorias { X, }er que modelen el estado del sistema . para cada t € T

A continuacién presentaremos los resultados necesarios para el desarrollo de este trabajo.
El lector interesado puede consultar [Rinl2] y [HPS72| para nociones basicas de procesos
estocasticos o [Durl9] y [Bill2] para una lectura mas avanzada.

Definicién 1. Un proceso estocéastico es cualquier coleccion de variables aleatorias (v.a.)
definidas en un mismo espacio de probabilidad (2,.#, P) indexadas por algin conjunto
T C Ry se denota como X = {X;}ier.

El conjunto T" es conocido como espacio parametral, si 7' es un intervalo de longitud
positiva diremos que el proceso es continuo y en caso de que 7" sea un subconjunto de los
enteros el proceso sera llamado discreto.

Un proceso estocastico también puede verse como una funcién de dos variables X :
T x Q — &, tal que a la pareja (t,w) se le asocia el estado X (t,w), en algunas ocasiones se
denota X;(w). Para cada t € T el mapeo w — X;(w) es una variable aleatoria, y para cada
w € Q la funciéon ¢ — X;(w) es una trayectoria del proceso.

Por ejemplo, el fenémeno fisico del movimiento browniano, que modela el movimiento
irregular de las particulas de polen suspendidas en agua, fue descrito matematicamente como
un proceso estocastico a partir de 1923 por el matematico Norbert Wiener [Wie23| quien
demostré que existe una version! del movimiento browniano con trayectorias continuas. En

!Sea un proceso estocastico X con espacio parametral T definido en espacio de probabilidad filtrado
(Q,F,P,F). Un proceso Y es una version de X si P(X; =Y;) =1 paracadateT.



las secciones subsecuentes brindamos un desarrollo de las propiedades basicas de este proceso.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2. Imaginemos que una particula se sittia incialmente en el origen de la recta real.
Posteriormente, cada segundo, la particula se desplaza dando un salto de una unidad a la
derecha o a la izquierda aleatoriamente, suponiendo ademés que los desplazamientos son
independientes entre si. Podemos pensar entonces que el n-ésimo salto puede modelarse con
alguna variable aleatoria S, tal que

P(Sn=1)=py P(Sn=-1)=1-p,

por lo que requerimos que la coleccion {5, },>1 sea independiente e idénticamente distribuida
(ii.d.). 2
La posicion de la particula al tiempo n debe estar dada entonces por la variable

Xn = Zjl:slv

llamada caminata aleatoria. Notemos que X, puede tomar el valor de cualquier entero
con probabilidad positiva para un n adecuado, por ello su espacio de estados es Z.
Como E(S,) = 2p — 1y Var(S,) = 4p(1 — p) para toda n, se sigue directamente que

E(X,)=n(2p—1) y Var(X,)=4np(l —p).

Las cantidades anteriores indican que las trayectorias de la caminata aleatoria, al tiempo n
tienden a concentrarse en el valor n(2p — 1), y su distancia cuadrada promedio a este valor
crece proporcionalmente a n, por tanto conforme méas grande es n la particula puede situarse
en un conjunto de estados cada vez mas amplio, y su localizacion es cada vez mas incierta.
Notemos que

dipﬁlp(l —p) =4-38p,

por lo que la varianza tiene un punto critico en p = 1/2, el cual es un maximo. Como p = 1/2
implica E(S,,) = E(X,,) = 0 la caminata aleatoria con este parametro es llamada simétrica.

Segun la dependencia de las variables aleatorias de un proceso estocastico algunos de
ellos pueden clasificarse como:

» Proceso de ensayos independientes: es un proceso estocastico {X; : t > 0} que
representa una sucesion de ensayos independientes de un mismo experimento aleatorio.
El resultado del proceso en un tiempo cualquiera ¢, es independiente de cualquier otro
resultado pasado o futuro t,.. Por ejemplo, supongamos que se lanza un moneda y se
va registrando el resultado, el resultado que se obtiene con cada lanzamiento no afecta
los resultados previos o posteriores.

2La cuestion de la existencia de tal coleccion y el espacio de probabilidad donde est4 definida se remite a
un importante teorema de la teoria avanzada de la probabilidad, el teorema de consistencia de Kolmogorov,
ver por ejemplo [ALOG]; alternativamente, puede recurrise al espacio producto para realizar copias arbitrarias
e independientes de una variable aleatoria, las cuales, por construccion, estaran definidas en un mismo espacio
de probabilidad.
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» Proceso de Markov: es un proceso estocastico {X; : t > 0} para el cual se cumple:
P(th+1 € A|th = T, th—1 = Tp—15--- 7Xto = xO) = P(th+1 € A|th = IN)a

para todo A € .#. Es decir, si se conoce el estado actual, los estados anteriores no
influyen en el estado futuro del proceso.

= Proceso con incrementos independientes: es un proceso estocastico a tiempo
continuo {X; : t > 0} tal que para cualesquiera tiempos 0 < ¢ty < t; < ... < t,, las
variables aleatorias X;,, Xy, — Xy,,..., Xy, — Xy, , son independientes.

= Proceso con incrementos estacionarios: es un proceso estocastico a tiempo con-
tinuo {X; : t > 0}, tal que para cualesquiera tiempos ¢ y s, con s < t, la distribucién
de probabilidad de la variables X; ., — Xs1p v Xy — X es la misma para h > 0.

» Martingalas: Una coleccion {.%;};>o de o-algebras es llamada filtracion si s < ¢
implica .#; C .%;. Si un proceso {X; }+>¢ es tal que X; es .#;-medible, entonces diremos
que X; esta adaptado a la filtracion. Una martingala es un proceso { X, };>o adaptado
a una filtracion {.%; };>¢ tal que cumple las siguientes propiedades

E(|X}|) < oo para todo t >0
2. E(X|.Z;) = X, para cualesquier s < ¢.

= Procesos de Lévy: Un proceso de Levy tiene incrementos estacionarios e indepen-
dientes, un ejemplo de este tipo de procesos es la caminata aleatoria y, como veremos,
también el movimiento browniano.

Estudiar los incrementos del proceso equivale a estudiar como se comporta éste después
de cualquier intervalo de tiempo, las distribuciones de los incrementos nos permiten intuir
de qué es capaz el proceso si comenzamos a observarlo en cualquier instante ¢t € T

Ejemplo 3. Continuando con la caminata aleatoria, notemos que para dos enteros positivos
tr < t; los incrementos tienen la forma

ik 7]
- Xy = ZS 2 5= S
=1

1=t +1
por tanto, como la coleccion {S,},>1 es i.i.d., dados tiempos t; <ty < --- < t, en T, los
incrementos Xy, — X3, Xy, — X4,, ..., X, — Xy, , seran independientes. Asimismo, tenemos
que
tl 123
th — § S - E S th tro
1= tk—l—l

d . 4. . e . ) o
donde = indica una igualdad en distribucion para variables aleatorias (ver Apéndice 4). Lo
anterior implica que la caminata aleatoria tiene incrementos independientes y estacionarios.
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Esto permite afirmar que si definimos el proceso Y; = = + X; para algin z € R, éste se
comportara, probabilisticamente, de la misma forma que Xj, es decir, cada trayectoria de Y;
corresponde a una trayectoria idéntica en su forma pero trasladada —x unidades sobre el eje
y en el plano cartesiano, por ello se dice que el proceso {Y; };er es una caminata aleatoria que
comienza en x, y en general que la caminata aleatoria es invariante bajo traslaciones.

De cierta forma, podemos pensar que un proceso estocastico indexado en un conjunto
T infinito es un objeto infinito dimensional que, al igual que un vector aleatorio, deberia
poder caracterizarse por una distribucion de probabilidad, y ésta deberia estar definida sobre
subconjuntos de cierto espacio de funciones, es decir,

P(Xe€A), Aeg (1.1)

donde en este contexto G es una coleccion adecuada de subconjuntos del espacio de funcio-
nes. Esta metodologia requiere matematicas mas avanzadas y muchas veces es inconveniente.
Afortunadamente, un proceso estocastico puede ser interpretado como una colecciéon de vec-
tores aleatorios.

Definicién 4. Sea un proceso { X, }ier. El conjunto de las distribuciones de probabilidad de
todos los vectores {(Xy,, X4, ..., X)) : n € N, ty,ta, ... t, € T,t; #t; sii# j} es conocido
como las distribuciones finitos dimensionales del proceso.

Nota 5. Trabajar con las distribuciones finito dimensionales es mucho méas simple que con
la distribucion (1.1), ademés se puede demostrar que éstas determinan la distribucion del
proceso estocéstico en cuestion (vea por ejemplo [RY99)).

Terminamos esta seccion anadiendo también la definicién de independencia para procesos
estocasticos:

Definicion 6. Sea {Xi}ier, v {Yi}ter, dos procesos estocésticos definidos en un mismo
espacio de probabilidad, diremos que son independientes si para cualesquier tiempos
ti,ta, ..ty € T1 Y 81,82,...,8m € Ty, los vectores (Xy,, Xppy oo, X4) v (Yay, Yaoy oo, Ys )
son independientes.

1.1. Procesos gaussianos

En esta seccion estudiaremos los procesos gaussianos y para ello, comenzaremos recordan-
do la densidad normal multivariada o gaussiana (para mas detalles el lector puede consultar
[Gut09]).

Sea Y = (Y1,Ys,...,Y,)T un vector aleatorio n-dimensional cuyas componentes tienen
segundo momento finito. La media de Y se define como el vector

E(Y) = (E(}/l)ﬂ E(Y2)7 S 7E<Yn>)T7
y su matriz de covarianza es

Cov(Y) = (E(Y; — EY;)(Y; — EY)))

ij "
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Un vector aleatorio Y n-dimensional tiene distribucién gaussiana o normal multiva-
riada si su funcién de densidad existe y tiene la forma

Fely) = ) Her ) Fep { =Sy - Sy - )| vy R

para algin p € R™ y ¥ € R™*" una matriz simétrica no negativa definida. Bajo esta definicion
utilizando calculos directos puede mostrarse que E(Y) = u y que Cov(Y) = X. Ademés, por
el teorema de cambio de variable si Z = ¥ 72 (Y — u) entonces su funcion de densidad es

fz(z) = (2%)*% exp (—%ZTZ) vz € R",

por lo cual E(Z) = 0, Cov(Z) = Id,xn, y, factorizando la expresion en funciones de la
forma 6’%Z2, se desprende que las componentes del vector Z siguen una distribucién normal
estandar y son independientes entre si. En este caso, se dice que Z tiene una distribucién
gaussiana estandar. De hecho, si Y tiene una distribuciéon gaussiana multivariada, sus
componentes son independientes si y solo si Cov(Y) es una matriz diagonal, este hecho es
muy relavante para esta distribucién, pues normalmente una covarianza igual a 0 no implica
independencia.

Finalmente, recordemos que una variable aleatoria Y tiene distribucién normal con media
p 'y varianza o2, Y ~ N(u,0?), si y solo si su funcion caracteristica estd dada por

o(t) = E(e™) = exp{ity — t?c?/2} VteR. (1.2)

De este hecho se desprende directamente que si el vector X tiene distribuciéon gaussiana
entonces

1
E(exp{if"X}) = exp{if” p — EHTEH} vl € R".
La funcién caracteristica es bastante tutil debido al siguiente resultado.

Teorema 7. La funcion caracteristica ¢x de una variable aleatoria X determina su distri-
bucion de manera inica.

La prueba del teorema anterior puede consultarse en [AL06, Corolario 10.2.5].

Proposicion 8. Un vector aleatorio X n-dimensional tiene distribucion gaussiana si y solo
st su funcion caracteristica tiene la forma

1
ox(0) = exp{if" u — §9T29} Vo eR",

para algin p € R™ y X € R™™ una matriz simétrica positiva definida.

Definicion 9. Un proceso estocastico es llamado gaussiano si todas sus distribuciones finito
dimensionales son gaussianas.
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Los procesos gaussianos quedan determinados por su funciéon media y su funcién de
covarianza, las cuales se definen a continuacion:

Definicién 10. Un proceso estocéastico {X; }ier es llamado de segundo orden, si
E(X?) <oco, VteT.

Definicién 11. La funcion media px(t) de un proceso de segundo orden {X;};er se define
como

px(t) =E(Xy), VtieT.
Definicién 12. La funciéon de covarianza de un proceso de segundo orden {X;}ier es
rx(s,t) = Cov(Xs, Xt), Vs, teT.

Como apunta Steele [Ste01] el movimiento browniano es el ejemplo por excelencia de un
proceso gaussiano, otros ejemplos son el puente browniano y el movimiento browniano con
deriva, los cuales estudiaremos mas adelante.

La siguiente proposicion es muy tutil para probar que un vector aleatorio es gaussiano, y
se basa en una propiedad fundamental de las componentes del vector aleatorio. Es por tanto
una herramienta ttil para saber si un proceso estocéstico es gaussiano, como veremos en la
construccion del MB.

Proposicion 13. El vector aleatorio Y tiene distribucion gaussiana st y solo si cualquier
combinacion lineal de sus componentes tiene distribucion normal univariada.

Demostracion. Sea Y un vector gaussiano con media p y matriz de covarianza ¥y 6 € R™.
Definamos Zy = 07Y, debemos mostrar que Z, tiene distribucién normal, y tenemos

B(Z) = 0"5 y Var(Zy) = E(O7(Y — j)(Y — 76) = 0750,
Asi, para cualquier t € R
E(exp{itZs}) = E(exp{itd’Y})
= exp{itd" pu — %tZQTEH}
= exp{itE(Z) — 51*Var(Zy)},

entonces, por la Proposicion 8, Zy tiene distribucion normal univariada. De hecho, si Zy tiene
distribucién normal para cada 6 € R", las ultimas igualdades siguen siendo validas, tomando
t = 1 concluimos que

B(exp{i6TY}) — exp{i6” i — %eTze},

mostrando que Y tiene distribuciéon gaussiana. O]
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1.2. Movimiento Browniano

Recordemos que el movimiento browniano se originé como un modelo para describir el
movimiento aleatorio de particulas suspendidas en agua. En este trabajo no derivaremos
a dicho proceso desde consideraciones fisicas, tomaremos en vez de ello la siguiente via
alterna. Si refinamos una caminata aleatoria simétrica de manera que dé saltos cada vez mas
rapidos y cada vez mas cercanos, sus trayectorias comenzaran a disimular su construcciéon por
interpolacion y daran la impresion de pertenecer a un proceso a tiempo continuo sumamente
irregular.

Seat € RT el instante hasta el cual construiremos las caminatas aleatorias y sea {Qit mil<e< n}
con n € N, una coleccién de variables aleatorias i.i.d. tales que

1
P (Q@ = k) =P (Qg = —k’) =5 con k > 0 por determinar.
Entonces definimos también
Xomt :ZQQ& m=1,2,...,n.
i=1
Luego

E(X@)z() y Var(Xﬂt):ka para m=1,2,...,n.

Para determinar k& notemos que si t € N entonces, acorde al Ejemplo 2, es preferible que
Var(X;) = t, por lo cual hacemos k = /t/n, y se sigue que cada coleccion {Xme; 1 < m < n}

cumple que Var (X @> = %t Para nosotros el movimiento browniano es un proceso continuo
n

que mantiene las propiedades de todas estas caminatas aleatorias.

1.2.1. Definicién y construccién del movimiento browniano

Definicion 14. Diremos que un proceso { B;}>¢ es un movimiento browniano estandar
(MB) si satisface las siguientes propiedades:

1. By = 0 con probabilidad 1.
2. Tiene incrementos independientes y estacionarios, con E(B;) = 0y Var(B;) =tVt > 0.
3. Tiene trayectorias continuas con probabilidad 1.

Proposicion 15. Si {B;}1>¢ es un MB, entonces By ~ N(0,t) para todo t > 0.

Demostracion. Sea n > 1. Notemos que

n

B, = (BL _ BO> + (B& _ BL> bt (Bﬂ _ Bm,m) ,

B (B = Ba) =0, Var(Bi,

i3 it
n n n
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La Propiedad 2 de la Definicién 14 implica que la coleccion de v.a.
{B(m)% ~Bu;i=0,1,....n— 1},

es i.i.d., por lo tanto, aplicando el Teorema del Limite Central (ver Apéndice 4), obtenemos
la siguiente convergencia en distribucion:

n—1
(B(M)t - Bﬁ)
=0 Ly Z ~ N(0,1).
nVar(B:)
Por lo que
By d
Ltz
Vit
de donde

B, £ \iZ ~ N(0,1).
0

Corolario 16. El movimiento browniano es un proceso gaussiano y su funcion de covarianza
estd dada por Cov(Bs, B;) = min(s,t).

Demostracion. Sean 0 < t; <ty < --- < t,, tiempos arbitrarios, sea también (64,...,0,) €
R", entonces

elBh —|— 92Bt2 + cee + enBtn — (01 —|— 92)Bt1 —|— 92(Bt2 - Btl) + ct + Hn(Btn — Btn—l)'

Como el vector (By,, By,— By, . .., By, — B, _,) es gaussiano (por tener componentes normales
independientes), el lado derecho de la ecuacion anterior tiene distribucién normal univariada.
Por la Proposicion 13 se concluye que {B;}:>¢ es gaussiano. Finalmente sean 0 < s < ¢,
utilizando la independencia de los incrementos se tiene

Cov(Bs, By) = E(B,B,) = E(B,(B, — B,) + B?)
— E(B,)E(B, — B,) + E(B?)
=0+s=s.

]

Sabemos que la distribucién normal multivariada de un vector aleatorio esta determina-
da por la matriz de covarianza y la media del vector, por esta razon el corolario anterior es
importante pues especifica que las condiciones con las que definimos al movimiento brow-
niano determinan el conjunto de sus distribuciones finito dimensionales. Por otro lado, como
veremos mas adelante, no todo proceso gaussiano es un MB, no obstante la proposiciéon que
viene a continuacién nos revela cuando esto es verdad.
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Proposicion 17. Sea {X:}i>0 un proceso gaussiano tal que E(X;) = 0, Cou(Xs, X;) =
min(s,t) para cualesquiera s,t > 0 y ademds tiene trayectorias continuas con Xy = 0,
entonces el proceso es un MB.

Demostracion. Sean 0 < s <t < u < v, notemos que

Cov(B; — Bs, B, — B,) = Cov(By, B,) — Cov(By, B,)
— Cov(Bs, B,) + Cov(Bs, By)
=t—t—s+s=0.

Lo anterior implica que la matriz de covarianza del vector (B, — By,, By; — By,, . .., By, —

n

By, _,) es una matriz diagonal para 0 < t; <ty < .-+ < {,, y como es un vector gaussiano
sus componentes, los incrementos, son independientes.

Por otra parte
Cov(B; — Bs, By — Bs) =t—s—s+s=1t—s,

por lo que los incrementos son estacionarios. 0

Ahora llevaremos a cabo la construccion de Lévy-Ciesielski de un proceso que en efecto
satisface la Definicion 14 (ver [SP14, Cap. 3| y [Ste01]).

En lo que sigue enunciaremos algunas definiciones y resultados que serdn necesarios para

los propoésitos de esta seccion. Para mayores detalles el lector interesado puede consultar
[Roy88, Cap. 3], [Brell].
Consideremos el espacio de Hilbert L?[0, 1] junto con el producto interno

(f.9) = fadu,

[0,1]

donde p denota a la medida de Lebesgue.
Definiciéon 18. Un conjunto {¢;};>1 C L?[0,1] es una base ortonormal si y solo si

i) Se satisface que

n

F=> {1 600

=1

=0, VfeL*0,1].

lim
n—-+o0o

ii) Se cumple la identidad de Parseval

o0

S (fo?=IIfIP VfeLo,1].

=1

17



Si {¢;}i>1 es una base ortonormal otra identidad importante que se desprende de las
anteriores es la siguiente

o0

(f,9) =D (frdn)g,6n) Vg € L7[0,1]. (1.3)

n=0

A continuacioén estudiaremos una base de L?[0, 1] que nos permitira construir un proceso
que serd un MB. Consideremos la funcion

1 site|0,1/2)
H(t) = -1 sitell/2,1] (1.4)
0 otro caso.

La funcion H es llamada éndula madre® por la siguiente razon, definimos para k > 1y
0 < j < 2% las funciones en [0, 1]:

hoo(t) =1 t €[0,1],

hi(t) =27 H2"t—j)  telo1]. (1.5)
Fijemos k > 0, entonces el soporte de la funcion hy; es el intervalo [23,1, ﬁ—}l], por tanto
las gréaficas de las funciones hpg, b1, - - -, hyer—1-1) son escalones que se desplazan hacia la

derecha, y tienen norma 1 en L?[0, 1]. Notemos que si ¢ < j entonces los soportes de hy; y hy;
se intersectan a lo mas en un punto, y por otro lado el soporte de la funcion h;, seré disjunto
o estara contenido en el soporte de la funcién hj,, para i > j. Estas hechos garantizan que
para cualesquiera dos funciones distintas h;, y hj,, se tenga

/ hinhjmdt = 0.
0.1]

Consideremos ahora la coleccion de intervalos diadicos {[k/27,1/27] : k,l € Z,k < 1,j >
0}. Vamos a mostrar que las combinaciones lineales de los elementos de la base de Haar son
densas en el conjunto de las funciones indicadoras de los intervalos diddicos contenidos en
[0,1]. Para tal efecto sea f(x) = Ip, ot (nt1)/21) con 0 < n < 2!, Notemos que el intervalo
[n/2', (n +1)/2Y] esta contenido en algtin intervalo de la forma [m/2!, (m + 1/2)/21] o de la
forma [(m + 1/2)/2%, (m + 1)/2'] para todo i < [. Esto implica que

ok—1_1 2 k1 2
Z ( fhe dt) — 22
o 2!

=0
2k71

= S 1<k<l

3El desarrollo de las éndulas entronca con varias areas de las mateméaticas. Estas han sido ampliamente
usadas a partir del trabajo seminal de Alfred Haar (|[Haall], [Haal0]) a principios del siglo XX. En dicho
trabajo propuso la primer ondicula conocida y en su honor es llamada wavelet de Haar.
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Fuera de los parametros anteriores tendremos que

1
fhoodt = o

[0,1]

/ Fhidt =0, k> 1+ 1.
0,1

Por lo que se sigue

2 l
1 2'—1
fhkjdt) =+ —
% ( [0,1] 221 221

=== fAdt.
20 Joy

O equivalentemente

A7 = (f, hag)?,

k7j
de donde:

If = Z(fv hij) sl = 0.
k,j

Notemos ahora que si hubiésemos tomado el intervalo con un extremo abierto, la funciéon
indicadora seguiria siendo generada por las funciones de Haar. Como cualquier intervalo dia-
dico [k/27,1/27] puede escribirse como unién disjunta de intervalos de longitud 1/27, algunos
con un extremo abierto, la funcion indicadora de cualquier intervalo diadico puede escribirse
como la suma de funciones indicadoras similares a f, se sigue entonces que las indicadoras
de los intervalos diadicos son generadas por las funciones de Haar. De hecho, las indicadoras
de intervalos diadicos son combinaciones lineales finitas de las funciones de Haar, pues como
vemos mas arriba la funciones similares a f asi lo son. Por tanto, si g € L?[0,1] es ortogo-
nal a cada funcién de Haar tendremos en principio que G(t) = f[O,l] gIj0,4dp es una funcion
diferenciable y por tanto continua (ver [Roy88, Cap. 5|), més atn si ¢; = (][07%], hi;) se
sigue

m
G<2—n> =/ gf[o,;;]dlt:/ g E Crjhigdp
(0,1] [0,1]

k7j
= chj/ ghijdp =0 V0 <m <2"
k,j [071}

Como los puntos de la forma £+ son densos en [0, 1], por continuidad G(t) =0 Vt € [0,1],

y derivando obtenemos que g(t) = 0 casi en todas partes en [0, 1]. Resumiendo:
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Proposicion 19. El conjunto de las funciones de Haar {hy;}i ;, definidas en (1.5), es una
base ortonormal de L*[0,1].

Definamos ahora las siguientes funciones

ot sit€0,1/2)
A(t) = { 2(1 —t) site(l/2,1].

Es facil verificar que A es dos veces la integral de la funcion H definida en (1.4), si ahora

trasladamos ésta funcion reescalando su dominio definiremos también para k> 1y 0 < j <
2k—1

A00(75) =t te [07 1]7

Ai(t) = A(2F 1t — j) t€0,1]. (1.6)

Puede verificarse directamente que la integral de hy; es Ay; multiplicada por la constante
Arj = 1/20+D/2 por tanto se sigue que

t
/ hoodpe = Ago(t),
0

t
/ higdp = Mg Ay (2).
0

Notemos finalmente que para k fijo los soportes de las funciones {Akj}ii_ol_l son la
coleccion de intervalos {[7/2F1 (5 + 1)/2’“‘1]}5;1_1.

En las siguientes proposiciones supondremos que las v.a. {Z,},>0 i.i.d. con las que tra-
bajaremos, estaran definidas en un mismo espacio de probabilidad.

Lema 20. Sea {Z,},>0 una sucesion de variables aleatorias independientes con distribucion
normal estdndar, entonces existe una variable aleatoria C tal que

|Z,] < Cy/logn Vn>2,
P(C < o0) =1.

Demostracion. Si x > 1, la siguiente cota es valida

2 00
P(|Zn’ > 33') = \/_2_7-(/ e*UZ/Qdu

< \/?/00 ue™ " 2dy = e’”2/2\/§.
. T
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Sea a > 1. Entonces para cualquier n > 2 se satisface lo siguiente

a>1>

2logn’

por lo tanto

g;P <|Zn| >/ 2alogn> < \/gf:exp(—alogn)

fZ—<oo

Por el teorema Borell-Cantelli [AL06, Cap. 7| si A, = {|Z,| > v2alogn}, entonces

p (i% < oo) =1,
n=2

lo que significa que, con probabilidad 1, sélo una cantidad finita de los eventos A,, se cumplen
simultaneamente, por tanto si definimos

2]

2<n<oo /log(n)’

para casi todo w € 2 existe un subconjunto finito J(w) C N tal que

|Zn)
<1 VneN\ J(w),
Toan neN\J(w)

y como las variables que no cumplen esta cota son una cantidad finita, el maximo de ellas
existe y es finito, por tanto P(C' < o0) = 1. ]

Proposicion 21. Sea {Z,},>0 una sucesion de v.a. independientes con distribucion normal
t

estandar. La serie W, = ZZf(k’j)/ hy;dp, donde f(k,j) = 2*1 4+ 4 para k > 1, 2F°1 >
k,j 0

5J
j >0y f(0,0) =0, es absoluta y uniformemente convergente en [0,1] con probabilidad 1.

Demostracion. Sea N € N fijo, aplicando el Lema 20 obtenemos:

co 2k-1_7 o 2k—1_1
DD NolZaorgl Bkt < 373 Oy ) A (1)
k=N j=0 k=N j=0

como N = 281 4 j implica log N < k, se sigue

1 oo
Coa Z Z’k/Q\/EAkj(t),
k=N

21



como Ay;(t) = 0 excepto tal vez para un j y |Ag;| <1

Z 27*/2\/k.

21/2

Por otro lado, la suma por la que hemos acotado converge a 0 cuando N — oo y no
depende de t, esto muestra que la serie es absoluta y uniformemente convergente casi se-
guramente, como ademads las sumas parciales son continuas ya que cada Ay, es continua,
entonces el limite W; debe tener trayectorias continuas casi seguramente. O

Proposicion 22. La serie Wy = Z Zt (k) / hijdp define un movimiento browniano en el

intervalo [0,1], con f definida como en la Proposicion 21.

Demostracion. Notemos que para s < t, un incremento tiene la forma:

W, - s—nggoZZ/qbndu

Con ello, si calculamos la funcion caracteristica del vector (W, — Wy, W, —W,,) para 0 < s <
t < u < v, obtendremos informaciéon muy importante.
Sea (01,6,) € R?, tenemos:

E (eXp {Z@l(Wt - Ws) + 7/92(Wv - Wu)})

N—-1 t v
=E (A}l_r)noo exp{ : (91/3 Ondp + 92/u ¢ndM)Zn}>
N-1
= J\}l—rgo 1 E (exp{ / Ondp + 92/ Ondp)Z. }) .

cada factor es una funcion caracteristica, acorde a la ecuacion (1.2) se sigue

E (exp {i0;(W; — W) +ib(W,, — W) })
N-1 1 t v
S _ 2
= Jin 1] exp{ 2|91/3 budlp + 92/u bud } |
expandiendo y separando el binomio

E (exp {i0,(W; — W) +i0x(W,, — W,,)})

N-1 t v
X lim exp{ 8192/ qﬁnd,u/ qbndu}.
N—oo s ”



Notemos ahora que por la identidad (1.3)

o t v
0= (Lo Luwy) = ) / Pndp / Pndp,
n=0"*S u
entonces
N-1 t v
GXP{]}EI;O —;0102 / dndp / ¢ndu} = 1.

Asi, la funcion caracteristica toma la forma

016 =exp (=380~ ) ) oxp (580 - 0) )

por tanto, es el producto de las funciones caracteristicas correspondientes a distribuciones
normales, sabemos entonces que los incrementos son independientes y tienen distribuciéon
gaussiana, en particular

EW,—W,) =0 y Var(W,—W,)=t—s,

haciendo s = 0 tenemos que E(W;) = 0y Var(W,) = t. El célculo de la funcion caracteristica
del vector (Wi, — Wy , Wy, — Wy, ... Wy, = W, ) para t; < ty < --- < ¢, es totalmente
similar y en especifico revela que sus componentes son independientes. En consecuencia, el
proceso {W; }+cjo1) cumple las propiedades de la definicion 14. O

La siguiente proposicion nos brinda, finalmente, la definiciéon del MB con espacio para-
metral el conjunto [0, +00). Antes recordemos que si {(a, %o, Pa)}aca €s una sucesion de
espacios de probabilidad, es posible definir una medida P en alguna o-algebra adecuada del
producto cartesiano [, 4 2, tal que

P(B) = [] Pu(B.),

a€A

con B = [],c4Bay cada B, € #, (ver [Roy88, Cap. 12|). Esto permite construir colec-
ciones de variables aleatorias independientes y més generalmente procesos estocésticos inde-
pendientes. Por ejemplo, si (§2,.%, P) es el espacio donde estéa definido {W; },¢j0,1) ¥ tomamos
(Q,, F,,P,) = (,.#,P) para todo n € N, definiendo la proyeccion mj(wy,ws,...) = w;
tendremos que el proceso definido en [[, -, € mediante

Wiw) = Wilm (@), Ve[

n>1

esun MB, y ( {th}tE[O,l])n>1 sera una coleccién de MB independientes definidos en un mismo
espacio de probabilidad.
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Proposicién 23. Sea una sucesion ({Mk}te[O,l})kN de movimientos brownianos indepen-
dientes definidos en un mismo espacio de probabilidad, definimos para cada t € n,n+1)y
cada n € Ny

n—1
k n
B, = E Wi+ Wik,
k=0
entonces el proceso estocdstico { B }i>o es un movimiento browniano.

Demostracion. Para garantizar que {B;};>0 tiene trayectorias continuas es necesario que
cada {W}}iep,1) tenga trayectorias continuas, lo cual es cierto con probabilidad 1. Por otro
lado, una interseccién numerable de conjuntos de probabilidad 1 tiene probabilidad 1, por lo
tanto {B;} tiene trayectorias continuas casi seguramente. S6lo queda mostrar la Propiedad
2 de la Definicion 14. Sean 0 < s < t y supongamos que s € [m,m+ 1] y t € [n,n + 1] con
m < n, entonces:

n—1 m—1
B,—By=>» Wi+W, =Y wf-wr,
k=0 k=0

n—1
= (WP =—wro+ Y WE+we

k=m+1
por tanto, como los sumandos son independientes y cada uno tiene distribucién normal,
B, — B, es normal, ademas:

Var(B, — Bs) =1—s+m+(n—1—m)+t—n=1t—s,

por lo que los incrementos son estacionarios (esta afirmacion se cumple directamente si m = n
por ser W™ un MB). Sea u > t, si u < n+ 1 entonces B, — By = W — W/ es independiente
de W/ y por ende de By — By; luego si u € [, 4 1) con | > n, entonces

-1 n—1
Bu-Bi= Y WEe WL - W,
k=0 k=0

-1
_ n n k 1
=W =wr,)+ E Wi+ W, .
k=n+1
Sabemos que los sumandos son independientes entre si, por inspecciéon podemos verificar
que son independientes de B; — By, por tanto ambos incrementos son independientes. Un

razonamiento similar muestra que, en general, el proceso tiene incrementos independientes.
O

1.2.2. Propiedades del movimiento browniano estandar

En esta seccién vamos a desarrollar propiedades muy importantes concernientes a las
trayectorias del movimiento browniano, estos resultados nos ayudaran a calcular las proba-
bilidades de cruce del puente browniano. El lector puede consultar [SP14]| para mas detalles.
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Proposicion 24. Si {B;}>o es un movimiento browniano y definimos Wy = —By, Yt >0,
entonces el proceso {W, >0 es también un MB.

Demostracion. Las Propiedades 1y 3 de la Definicion 14 se siguen inmediatamente. Ahora,
si @ (01,0s,...,0,) es la funcion caracteristica del vector (Wi, — Wy , Wy, — Wiy, oo Wy, —
Wi, ), tenemos que @ (=01, —6s, ..., —0,) es la funcion caracteristica de (B, — By, , B, —
Bi,,...,B;, — By, ,), usando la ecuacion (1.2) se sigue entonces que los incrementos son

variables gaussianas i.i.d. Finalmente,
E(Wt> = E(—Bt) =0 y Var(Wt) = Var(—Bt) =t.
O

La siguiente proposicion muestra que si siguiéramos detenidamente una trayectoria del
MB hasta algin tiempo tg, y trasladacemos paralelamente los ejes coordenados hasta (¢, By, ),
la trayectoria a partir de entonces tiene la misma distribuciéon que un MB estédndar.

Proposicion 25. Sea {B:}i>0 un MB y a > 0. Si Wy = By, — Ba, entonces el proceso
{Wi}iso es un MB.

Demostracion. Una vez mas las Propiedades 1 y 3 de la Definiciéon 14 se siguen inmediata-
mente. Ahora sean t; < t, < --- <t,, tenemos

(Wt2 - th, Wt3 - WtQ, ey th - thfl) - (Btg—l-a - Bt1+a7 ey Btn—i-a - Btn,1+a)'

Sabemos que el vector del lado derecho es gaussiano y tiene componentes independientes,
por tanto podemos afirmar lo mismo para el vector del lado izquierdo, entonces los incre-
mentos del proceso {W,};>0 son independientes.

Como

Var(Wti-!—l - Wtz) - Var(Bti+1+a - Bti+a) = ti—i-l - ti,

los incrementos son estacionarios y cumplen la Propiedad 2 de la Definicién 14. O

La siguiente proposiciéon establece la caracteristica conocida como Propiedad de Mar-
kov, la cual sirve para identificar el MB con una cadena de Markov y una martingala (ver
Seccion 1). El lector debe observar que esta misma proposicion implica que el MB es inva-
riante bajo traslaciones, en similitud con la caminata aleatoria (ver Ejemplo 3).

Proposicion 26. Si {B;}i>0 es un MB, los procesos {Biya — Ba}io0 Y { Bt }icjo,a) S0 inde-
pendientes para cualquier a > 0. Ademds, el MB cumple la propiedad de Markov: sit > a > 0
entonces

P(B; € A|B; para todo s € [0,a]) = P(B, € A|B,),

para cualquier conjunto A en la o-dlgebra de Borel, es decir, A € B(R).
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Demostracion. Sea a > 0. Toda variable de la forma B;,, — B, con t > 0 constituye un
incremento del movimiento browniano y es por tanto independiente de cada B; parat € [0, a],
de aqui se sigue que los procesos son independientes.

Para mostrar la propiedad de Markov sea t > 0. Notemos que si B, esta condicionada
en r € R se tiene que B, € Asiysolosi B,— B, € A para A ={y:y=2z—uz,2¢€ A},
entonces

P(B, € A|B; para todo s € [0,a]) = P(B, — B, € A" |B; para todo s € [0, a])
(B, — B, € A'|B,)

(B, € A|B,).

P
P

Proposicion 27. Sea {B;}i>0 un MB, para ¢ > 0 definimos

Wt = Bct~

NG
Entonces el proceso {W;}>o es un MB.

Demostracion. Notemos que B, ~ N(0,ct), por tanto \/LEBCt ~ N(0,t). Ahora, si s < t
entonces \/%Bct — \/LEBCS ~ N (0, (t —s)), por otra parte multiplicar los incrementos por una
constante distinta de cero no afecta la independencia de los mismos. Como la continuidad

de las trayectorias también permanece inalterada, entonces {\%Bct} es un MB. O
>0
En vista de la proposicion anterior si {B;}icpo1) es un MB, al definir para algin n a
Wi = /nBym, se tiene que {WW;} es un MB definido en el intervalo [0,n]. Este hecho sera
explotado mas adelante para generar trayectorias del MB en cualquier intervalo una vez que
podamos hacerlo en [0, 1].

Proposicion 28. Sea {B;}1>0 un MB, definimos
tBl/ta sit>0
0, sit=0.

Entonces {W, }1>0 es un movimiento browniano.

Demostracion. Mostraremos que {W,;};>o cumple las hipdtesis de la Proposicion 17. Sean
0<t; <ty <---<t,,si denotamos por ¢(fy,6s,...,0,) a la funcion caracteristica del vec-
tor (Bi/t,, Bijty,-- -, Biyt,), el cual sabemos que es gaussiano, entonces @q(61,6s,...,60,) =
©(t101,t205, ... 1,0,) es la funcion caracteristica del vector (t1B1/s,,t2B1/ty,-- - tnBijt,),
por lo que es un vector gaussiano con la misma media y matriz de covarianza, por tanto
Cov(t1 B, taB1ji,) = min(ty, t). Es evidente que las trayectorias son continuas en (0, 0o),
solo resta mostrar que Wy = 0 casi seguramente. Notemos que en cualquier intervalo de
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racionales {[t1,t2] N Q : t1,t2 € Q,ty > t1 > 0} el proceso {Wi}iso v {Bi}i>o0 tienen las
mismas distribuciones finito dimensionales y tienen ambos trayectorias continuas, por tan-
to, estocasticamente tienen el mismo comportamiento, como la coleccion de tales intervalos
en [0, 1] es numerable, podemos afirmar que {W,;},cp1jng tiene la misma distribucion que

{Bt}te[o,l]ﬂ(@v luego:
0= Ilim B; C.S.

t—01,teQ

Como los racionales son densos en R y {W;};>¢ tiene trayectorias continuas en (0, c0), con-
cluimos que:
Iim W, =0 cs.

t—0t+

Finalmente Wy = 0, por tanto {W;}:>¢ tiene trayectorias continuas casi seguramente. ]

Introduciremos ahora una funcién muy importante (ver [Rinl2| para més detalles). Su-
pongamos que A € B(R) y deseamos calcular P(B; € A|B; = z) con x € R, utilizando la in-
dependencia de los incrementos se sigue que si definimos A’ = {y : y = z—x,2 € A} € B(R),
entonces:

P(B, € A|B, =) =P(B, — B, € A'|B, = x)
- P(Bt - Bs S A,) — P(Bt—s S A/)

1 y?
= P (5i)
- [ e ()

Definicion 29. La funcién de probabilidad de transiciéon del MB desde el estado x
hacia el conjunto A € #(R) en t unidades de tiempo, se define por

o= [ (05,

Definicién 30. La funcién de densidad de transicion desde el estado x al estado y en
t unidades de tiempo se define por

p(t, 7, y) = \/;—mexp <—%) :

A partir de ahora, si {B;}+>0 es un MB, la funciéon de densidad de probabilidad del vector
(B, Bt,, - .., B,) sera denotada por fy, 4,4, con lo cual escribimos la siguiente proposicion:

Proposicion 31. Sean 0 < t; <ty < ... < t, entonces
ftl,tg,...,tn ('Tla :C27 CEa 7~Tn) - p(t17 07 xl)p(tZ - tl? xl? 'TQ) ... p<tn - tn717 xnfla xn)
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Demostracion. Utilizando la independencia y estacionariedad de los incrementos se sigue

ftl,tg,.“,tn(xla T, ... ,$n> = ftl,tgftl,.“,tnftn,l(fla To —T1,...,Tp — xnfl)
= ft1(x1)ft2—t1($2 - 372) T ftn—tn_l(xn - fl?n—l)

= p(t1,0,29)p(ty — t1, w1, 29) -+ - P(ty, — tpo1, Tn_1,Tp).
Il

La siguiente proposiciéon advierte que una trayectoria browniana no es para nada suave.
La demostracion fue consultada en [SP14] y fue elaborada por Dvoretzky, Erdos y Kakutani.

Proposicion 32. Sea {B;}i>0 un MB, entonces las trayectorias t — By(w) no son diferen-
ciables en ninguna parte con probabilidad 1.

Demostracion. Sea A(w) = {to > 0 : (t, B(w)) es diferenciable en ¢y}, entonces debemos
mostrar que {w € Q: pu(A(w)) = 0} es P-medible y ademaés

P{w e Q: p(A(w)) =0}) =1,

donde esta implicito que A(w) serda p—medible casi seguramente.
Definamos para cada entero n > 1

A, ={w € Q: (t,B;) no es diferenciable en ninguna parte en [0,n)},

vamos a mostrar que 2 \ A, C N, para algin conjunto N,, € .% con P(N,) = 0, como
podemos suponer que el espacio de probabilidad donde esta definido el browniano es completo
(consultar [ALOG, Teorema 1.4.1]), tendremos que Q\ A, € % y P(A,) = 1 para todo n,
luego por continuidad de P

n—o0

1= lim P(4,) =P([) 4,) = P({w € Q: p(A(w)) = 0}).

Ahora, si B, es diferenciable en ty € [0,n), debe existir una vecindad alrededor de ¢, tal que

los cocientes
|B: — By, |

[t —to] '

estén acotados. Por tanto, existen d, L > 0 tales que

|B; — By,| < L|t —to|  siempre que 0 < [t —to| < 0.

Contruyamos, para algun k£ € N, un conjunto de puntos {% g=12... ,nk}, tales que 7
sea el menor indice con . s
Jo Jo +
to < =— —ty < 0.
0= y 2 0
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En tal caso, parat =7+ 1,7 + 2,5 + 3 tenemos
|Bijk — Bii-1yk| < |Bijk — Bio| + | Biy — Bi—1) /|

co(|f-af+[ 52

— —to| + —t
0 L 0

k

4 3 7L
<L|l-+2)=-"2-.
<i(3+3) -7

Una relacion similar es posible para cualquier m > k. Por ello, si definimos

7L
<_7
<%

oo kn j+3

ch= VU N {we2|Bi= B

k=m j=11=j5+1

debemos tener que

Q\ A, C G Gqﬁ.

L=1m=1
Notemos sin embargo que si k > m

kn 743
7L

j=1li=j+1
kn j+3
7L
<> P ( A {IBi/k — Byl < ?})
i=j+1
por independencia,

kn

7L

7j=1

por estacionariedad,

P(CL) < knP <\Bl/k| < %) :

Por otra parte, por reescalamiento, By, ~ k=1/2By, de donde:

7L 7L
Byl < =) =P(|B)| < =
PBuyel = 77) = P(IBi] = 7=)

7L/VE
\/ 2 / TL/VE
141
ok

,$2/2 dr

<
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Por tanto,

145 \? 5o
OSHQ@Skn( ) 0.

27k

Como una unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero, 2\ A,, es medible

y
P(Q\ A4,) = 0.

]

Definicién 33. Sea f es una funcién definida en un intervalo [a, b]. La variacion total de f
sobre [a, b], esté definida por

T(f,a,b]) = sup {i |f(x;) — f(xiz1)| : {0, x1,...,2,} es particion de |a, b}} :

Nota 34. También se dice que f es de variacion acotada en [a,b] si T(f,|a,b]) < oco. Se
puede demostrar que si una funcién es de variacion acotada entonces es diferenciable casi en
todas partes en el intervalo [a, b] (ver [Roy88, Cap. 4]).

A partir de la definicién anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 35. Las trayectorias del movimiento browniano tienen variacion total infinita en
cualquier intervalo [a,b] con probabilidad 1.

La siguiente Proposiciéon sera de utilidad en la siguiente seccion.

Proposicion 36. St m # 0 se tiene que

con probabilidad 1.

Demostracion. Por la propiedad de inversion establecida en la Proposicion 28 tenemos que

, B . tBiy
lim — = lim
t—oo mt t—oco mt

B
o D

t—oo m

B
—1im =% = 0.
t—0 m

La Figura 1.1 muestra una posible trayectoria del movimiento browniano.
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Figura 1.1: Simulacién del movimiento browniano en [0, 1].

1.2.3. Movimiento browniano con deriva

En esta y la siguiente seccion hablaremos de dos importantes procesos estocasticos rela-
cionados con el MB.

Definicion 37. Sea {B,;};>0 un movimiento browniano estandar y 4 un nimero cualquiera.
El proceso { D, }>o definido por

Dy=B,+ut, Vt>0,
es conocido como movimiento browniano con deriva.

Este proceso es uno de los maés ttiles en probabilidad debido a sus aplicaciones (ver
por ejemplo [Sch01], [DPY05]). Es de destacarse que el proceso es gaussiano. En efecto, si
0<ty <ty...<t, el vector

(Btz - Bt17 Btg - Btza cee 7Btn - Btn_1)7
tiene distribucién gaussiana y por tanto

(Dt2 - Dt17Dt3 - Dt27 .. '7Dtn - Dtn71)
= (Btg - Bt1uBt3 - Bt2 . '7Btn - Btn71> +/'I’<t2 - t17t3 - t27 s 7tn - tn71)7
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es gaussiano con media u(ty —ty,t3—ta, ..., t, —t,_1), por ello su funcion caracteristica tiene
la forma

1
©(0) = exp {zp@TV — §0T20} , VOeR"

donde V = (ty — t1,t5 — to, ... by — tn_1).

Por otro lado, como la matriz ¥ es la matriz de covarianza del vector (B;, — By,, B, —
Bi,, ..., B, — By, ) se sigue que {D;};>¢ tiene incrementos independientes y estacionarios.
Finalmente, su funcién de covarianza esta dada por Cov(Dy, D;) = min(s, t).

En general, un movimiento browniano con deriva o deslizamiento (drift en inglés) sera
cualquier proceso gaussiano con las mismas distribuciones finito dimensionales y trayectorias
continuas anteriormente expuestas.

Este proceso nace naturalmente en el siguiente problema (cuya solucion ha sido consul-
tada en [Ros96]). Sea una recta y = mt + b con coeficientes positivos, entonces podemos
tratar de calcular la probabilidad de que el movimiento browniano eventualmente llegue a
estar por encima de la recta y (vea Figura 1.2), es decir, calcular la probabilidad

P( B, > mt + b, para algin t > 0 ).

Resulta natural notar la apariciéon del drift con g = —m y reescribir la probabilidad
anterior como P (B; + ut > b, para algun t > 0).

05 1.0 15 20 25
| | | |

0.0
|

-0.5

-1.0

Figura 1.2: Grafica de y = 0.2z + 1 junto con una trayectoria del MB en [0, 4].

32



Tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 38. Sean A,C > 0 y definamos 7 = inf{ ¢t > 0| D, = Aé D, = —C },
entonces
P(t < o0) = 1.

Demostracion. Supongamos que P(7 = 00) > 0, entonces podria suceder que
—C<B+ut <A V>0,

o equivalentemente

C B A
— <= < —, Vt>N0.
P RS
Tendiendo ¢ — oo y usando la Proposcion 36 se tiene que 0 < g < 0, lo cual es una
contradiccion, por tanto P(1 < o0) = 1. O

Gracias a la proposicién anterior podemos definir la siguiente funcién para cualesquier
A C>0:
f(z) =P( D, = A| Dy = x).

Nota 39. Como el MB tiene trayectorias continuas
P(B; > mt + b, para algtn t > 0) = P(B; = mt + b, para algun t > 0).
Note que

lim f(0) = P(W, + ut = A, para algtn ¢t > 0),
C—+o0

si 4 = —m tendremos

lim f(0) = P(W, > mt + A, para algtn ¢ > 0).
C—4o00

Por lo que nuestro trabajo se remite a calcular adecuadamente f(x).
Para h > 0 es posible representar f(x) como (ver [Ros96])

f(x) =E(P(z +Y)) + ofh),

en donde Y = Dy, — Dy, y limy,_,o, o(h)/h = 0.
Si suponemos que f(x) tiene una expansion de Taylor al rededor de x:

Y2f”<$) Y3f”’(x)
2 3 +)

E(f(z 1Y) = E (f(a:) Y+

= j(@)+ 7@ey) + L w4+ D) o

Recordemos que la funciéon generadora de momentos de una v.a. X ~ N(u,0?) esta dada
por
p(0) = exp{pb — 6°0°/2},
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de donde
¢'(0) = (n—00)p(0),
@"(0) = (n— 00%)¢'(0) — o%p(0),

e inductivamente
P(0) = (= 00)p"(0) — o*(n — )" () Vn >3,

Como en este caso Y ~ N(uh,h), ¢ v ¢" tienen a h como factor con potencia mayor o
igual a 1. Por ello ¢™ tiene como factor a h? para todo n > 3, como ™ (0) = E(Y™) esto
nos permite truncar la serie de Taylor como sigue

w2h? +h

F@) = f@)+ [@yuh+ @)+ oh),

Dividiendo por h y tomando el limite cuando h — 0 se tiene

@ + fl(@)u=0.

Haciendo el cambio de variable g = f’, tenemos:

g'(x) +2pg(x) =0,

cuya solucion es
g(x) = Ce 2=,

Entonces:
f(z) = Cre ™ + Cy.

De las condiciones de frontera f(A) = 1y f(C) = 0 obtenemos el sistema de ecuaciones.
61672“14 +co = 1 01672‘uc + co = 0.

Cuya solucion es:

-1 e2mc

CcCl = Cy =

e—2uC _ p—2uA e—2uC _ o—2puA"

Asi: o )
et — eTeH
@) = S
e2mC _ 1
10) = e
lim f(0) = 4.

C—4o00

El desarrollo anterior nos permite probar el siguiente teorema, el cual es importante para
obtener los resultados de este trabajo de tesis.
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Teorema 40. Sean m,b nimeros cualesquiera con m # 0, entonces

e2mb si 0<m,b
P (U{Bt > mt + b}) =

t>0 1 otro caso.

Demostracion. Hemos probado ya el caso m,b > 0. En los casos en los que b < 0 es claro
que la probabilidad es 1, pues By = 0. Por ello sblo falta considerar el caso b > 0y m < 0,
por la Proposiciéon 24:

p <U{Bt > mt + b}) =P (U{—Bt > mt + b})

£>0 £>0
=P <U{Bt < —mt — b})
>0
=1— lim P ({B; +mt = A antes que B; + mt = —b})
A—+oo
2mb __ 1
=1— lim . 1.

A—>+ooe2mb _ emeA

Nota 41. Manipular los parametros de la recta puede arrojar resultados interesantes.

Corolario 42. Las trayectorias del movimiento browniano toman todos los valores reales,
es decir si b € R, entonces P (Utzo{Bt =b}) =1

Demostracion. Sea b # 0, por la Proposicion 24 sin pérdida de generalidad basta suponer
b > 0. Notemos que

—t
UiB: =0y = U{B: = — +b},
t>0 n>1¢>0 n
y que
—t —t
UiB. > —thc (B > — 0} >l

£>0 >0

Luego, por la continuidad de la medida de probabilidad y por la Proposicion 40

P (U{Bt > b}) = lim P (U{Bt >y b})

t>0 t>0

= lim 1=1.
n—00
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Una manera diferente de escribir el corolario anterior es definiendo la siguiente variable
m, = inf{t > 0: B, = b},

entonces podemos afirmar que P (7, < 0o) = 1. La variable aleatoria 7, pertenece a una clase
de v.a. conocidas como tiempos de paro (vea por ejemplo [Durl9]). Se puede demostrar que
E(7) = +oo (cf. [Ste01, Seccion 5.5]). Por tal hecho, se dice que el MB es un proceso recu-
rrente transitorio, es decir, a pesar de que tomaré cualquier valor que nos propongamos, tal
evento puede tardarse tanto tiempo en suceder como podamos imaginar. Otro hecho notable
que no mostraremos formalmente, es que el MB es recurrente puntual, esto significa que
ademés de visitar todos los estados, los visitara una infinidad de veces. En efecto, notemos
que si 7, es finito con probabilidad 1, podemos definir {B;,,, — B, }+>0, €l cual serd tam-
bién un movimiento browniano estdndar? y por tanto tomaré el valor b con probabilidad 1,
inductivamente el proceso tomara el valor infinitas veces.

1.3. Puente Browniano

En la construccion del movimiento browniano (vea Seccion 1.2.1) introdujimos la colec-
cion de funciones {Ay; }; en la ecuacion (1.6). Es facil notar que Ago(1) = 1y que Ag;(1) =0
para todo k > 0, equivalentemente fol hoodp = 1,y fol hyjdp = 0 cuando k > 1, por tanto si
definimos

2k—1-1

t
U=> Y, ZQHH/ Py, (1.7)

E>1 =1 0

tenemos que el proceso esta bien definido y tiene trayectorias continuas (al seguir siendo
valida la Proposicon 21) en [0, 1], y ademads, por construccion, cumple que Uy = 0y Uy =
0. Este importante proceso {U;}scpo,1) es llamado puente browniano y permite modelar
al MB condicionado en los extremos. Para ver esto notemos que o ({w: Bi(w) = x}) =
o ({w: Zp(w) = x}) (lo cual es cierto pues los conjuntos generadores son iguales) y por tanto
las siguientes medidas son equivalentes (ver Apéndice 4):

de hecho, particularmente, también se tiene que:
Bi(w) = Up(w) Vte[0,1], weo({w: Zy(w)=0}).

Ahora, por construccion {U, }+cjo,1) es independiente de Z; y por tanto de o ({w : Zy(w) = x}),
por ello si £ € Z(R), se tiene esta importante igualdad:

P(B; € E parat € [0,1]|B; =0) = P(U; € E para t € [0, 1]). (1.8)

4Esta propiedad se conoce como Propiedad Fuerte de Markov, el lector puede consultarla por ejemplo en
[SP14, Seccion 6.2].
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En vista de la ecuacion (1.7), ambos procesos tienen la misma distribucion, utilizando
las propiedades del MB podemos encontrar la distribucion de U.

Proposicion 43. Sea {U,}ic0,1) un puente browniano, entonces la distribucion de Uy tiene
la forma:

1 x?
g(x) = mexp {—m} Vo eR.

Demostracion. Por definicién tenemos

0,2,0
g(l‘) — fO,t,l( y L, )’
f1(0)
por la Proposicion 31
p(t,0,2)p(1 —t, 2,0
) — P02 )
f1(0)
1 642/215 1 —x2/2(1—t)
o 2mt 2m(1—t)
- \/%76712/2

€7x2/2(17t)t

V2t (1 —t)

]

La siguiente proposicion seré de bastante utilidad para relacionar mas facilmente ambos
Pprocesos.

Proposicion 44. Si {B;}icio) es un MB, y {Ui}icpa) estd definido como en la ecuacion
(1.7), entonces
Ut:Bt—tBl VtE [0,1]

Demostracion.

t
Bi=Y  Zsy /0 hisdp
k7j

t 2811 t
= Zo/ hOOdM + Z Z ZQk—1+j/ hk]d[t
0 k>1

j=1 0

1
= tZo/ hood,u“— Ut
0

1
= tz Zf(kJ) /0 hkjd,u + Ut
k?j

- tBl + Ut.

Restando tB; se concluye el resultado. O]
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Proposicion 45. El puente browniano {Uy}ico) €s un proceso gaussiano, con funcion de
covarianza Cov(Ug,U;) = min(s,t) — st.

Demostracion. Sean 0 < t; <ty < ... < t, < 1. Entonces
QlBtl + 02Bt2 + -+ enBtn + (_eltl + -+ _OntTL)Bla

tiene distribucion normal para cualquier (01,6,,...,0,) € R™ al ser (By,, By,,- .., B, B1)
un vector gaussiano, esto implica que (B;, — t; By, By, — t2Bs, ..., B, — t,B,,) también es
gaussiano. Finalmente, por la Proposicion 44, para 0 < s < t se tiene:

COV(US, Ut) = COV(BS — SBl, Bt — tBl)

=s—8t—st+ st =s— st.

O
La Proposicién 27 nos permite crear un puente browniano mas general. Supongamos que
By =1, sea ¢ € R, sabemos que W, = \/LEBCt es también un movimiento browniano, quien

satiface ademas W, ,. = 0, por tanto es un proceso que se anula en los extremos del intervalo
[0,1/c]. Como antes, tenemos también una expresion simple para tal proceso:

= \/EtZO + _Uct = \/EtBl + _Uct
NG

La demostracion del siguiente resultado es similar a la de la Proposicion 45.

Proposicion 46. Si B, es un movimiento browniano, entonces para ¢ > 0 el proceso definido
por
Ut:Bt—CtBl/c7 tE[O,l/C],

es un proceso gaussiano con funcion de covarianza Cov(Us, Uy) = min(s,t) — cst, y tal que

U() = Ul/c == 0
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Capitulo 2

Probabilidades de cruce

En este capitulo desarrollaremos los resultados principales de esta tesis, es decir, calcula-
remos probabilidades de cruce para el movimiento browniano y el puente browniano definido
en la Seccion 1.3. El Teorema 40 nos proporciona la probabilidad eventual de cruce del MB
a una recta en el plano, y es el resultado angular para elaborar las pruebas de los resultados
que aqui presentamos.

2.1. Probabilidades de cruce para el movimiento brow-
niano

En lo que resta de esta capitulo usaremos la siguiente notacion. Denotaremos por ®(z)
la distribucion de probabilidad de una variable normal estandar, es decir, si X ~ N(0,1)
entonces P(X < z) = ®(x) para todo x € R. Ademas, en cada resultado denotaremos por
{W,}+>0 al movimiento browniano estéandar.

Comenzaremos probando una variante del Teorema 40.

Proposicion 47. Sean m,b € R, entonces

e 2mP(b—m) — d(b+m) + 1 si m>0
P (U{Wt > mt + b}) -

1<t 1 otro caso.

Demostracion. Buscaremos aprovechar las propiedades de los incrementos del MB (vea Pro-
piedades 1 y 2 de la Defincion 14) para modificar el resultado en el Teorema 40 al intervalo

[1,400).
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Sea f1 la funcién de densidad gaussina. Entonces

P (U{Wt > mt+b})

1<t

= /OO P (U{Wt > mt + bW, = x) fi(z) dx

o0 1<t
m+b 0o
= / p (U{Wt > mt + bW, = x) fi(z) dx +/ fi(z) dzx.
—00 1<t m+b

(2.1)

Notemos que el primer término del lado derecho de la igualdad (2.1) puede calcularse como
sigue

/m+bP (U{Wt >mt+b}|W; = :r) fi(z) dx

- 1<t

— /“ﬁbp <U{Wt — Wy >mt+b—a}W, = x> fi(x) dz,

> 1<t

por independencia y estacionariedad se tiene

/m+bP (U{Wt > mit + bW, = x) fi(z) dx

1<t

:/mbp U{thzmt—i—b—x}) e

- 1<t

:/’”+ P {wﬂzm<t—1>+<b+m—x>}> fi(@) de

—0 0<t—1

:/m+bP U{Wt 2mt+(b+m—x)}> fi(z) de.

o0 o<t

Si m <0, el Teorema 40 implica que

p <U{Wt2mt+(b+m—x)}> =1,

0<t
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y por lo tanto

/m+bP (U{I/Vt >mt + bW, = x) fi(z)dx

- _/m+b fi(z)d. (2:2)

—00

Reemplazando la igualdad (2.2) en la ecuacion (2.1) y usando que f; es una funcion de

densidad concluimos
P (U{Wt > mt + b}) = 1.

1<t

Sim > 0, por el Teorema 40 tenemos lo siguiente

/m+bP <U{Wt >mt+ (b+m— x)}) fi(z)dx

% 0<t

e 2m(b+ ) 1 2/2
= e T e "/ dx
/—oo V 2w

m+b 1 2
_ _(z=2m)
= e 2mb / e 2 dx
o V2T

b—m 1
—€
—o V2T

por lo tanto, substituyendo la expresion (2.3) en ecuacion (2.1) obtenemos

o 6—2mb

22 g = e 2P (b — m), (2.3)

P (U{Wt > mt + b}) = e 2™ O(h —m) — d(b+m) + 1.

1<t

]

Una inspeccion de la prueba de la Proposicion 47, nos permite concluir que el intervalo
[1,4+00) realmente no jugd un papel sustancial en los calculos, y que bien pudo haber sido
probado para el intervalo [k, c0) para k > 0. Por lo tanto tenemos el siguiente resultado.

Teorema 48. Sean k >0 y m,b € R, entonces:

P(U{Wtht+b}) = e (%_m\/E) _q)(m\/E“L\/LE) t1 sim>0

k<t 1 otro caso.
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Demostracion. Sea fi la densidad normal con media cero y varianza k. Sabemos que

P (U{Wt > mt + b})

k<t
+oo

mk+b
=/ p (U{Wt > mt + b}|[W), = x) fr(2) dm+/ 1 fi(z) d.

—00 L<t mk-+b

Usando la independencia y estacionariedad de los incrementos del movimiento browniano
obtenemos que

P(U{Wtzmt—l—b}\Wk:x> :P< U {Wt_kzm(t—k)+mk+b—x}>

k<t 0<t—k

=P (U{Wt 2mt+mk—|—b—.¢c}). (2.4)

o<t

Por lo tanto si m > 0y x < mk + b, la igualdad (2.4) y el Teorema 40 implica que

/m : p (U{Wt > mit+ bWy = x) fr(z)dx

- k<t
mk-+b 1 2
_ _ _azZ
— / e 2m(mk+b—zx) e~ % dr

S 2

= e 2 (% - m\/E) .

1

Ademaés oo ;
fr(z)de=1—@ (mVE#——) ;
L 7
con lo cual se concluye el resultado. O

En aplicaciones podria surgir el interés por calcular la probabilidad eventual de cruce del
MB en intervalos de tiempo finitos. En el siguiente teorema proporcionamos dicho resultado.
La idea de la prueba es tomar ventaja de la propiedades de invesion y reescalamiento del
tiempo (vea Proposiciones 28 y 27) y combinarlas con el resultado obtenido en la Proposicion
47.

Teorema 49. Sean m,b € R y H > 0, entonces

e*meCI)(m\/ﬁ—\/Lﬁ)—@(m\/ﬁ‘F \/Lﬁ)—i—l sib>0
p( U {Wtzmwb}) =

0<t<H 1 otro caso.
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Demostracion. Si b < 0 el resultado es trivial pues Wy = 0 con probabilidad 1. Ahora
supongamos que b > 0 y observe que

P(U {Wthter}):P(U {Wthter}). (2.5)

0<t<H 0<t<H

La Proposicion 28 nos dice que el proceso {tW;; : t > 0} es un MB, por lo tanto

P( U {Wtht+b}> = U {th/tzme})

0<t<H 0<t<H

=P [ (J{Wi=m+b/t}

1 1
7%

=P U{Wtht—i-m}

1
7St

Aplicando el Teorema 48 obtenemos que

|

—2m b b
p <O<Lt£H{Wt > mt + b}) = 72" (mVH — ) — d(mVH + \/_ﬁ) + 1.

]

Si comparamos los Teoremas 48 y 49 llegamos a la siguiente conclusion: la probabilidad de
que el MB esté por encima de una recta con coeficientes positivos en el intervalo [0, H] puede
ser igual a la probabilidad de que esto suceda en el intervalo [H,+00). Esto es relevante y
probablemente no destacado antes, por lo que enunciamos el siguiente resultado.

Corolario 50. La paradoja del browniano.
Sean H,m,b constantes mayores que cero tales que mH = b, entonces

P< U {Wthter}) :P<U{Wt2mt+b}>.

0<t<H H<t

Demostracion. Basta notar que la relacion mH = b implica que

b b
m\/ﬁ_ﬁ:\/_ﬁ_m\/ﬁ’

por lo cual, segtin los Teoremas 49 y 48, las probabilidades son iguales. O

Nota 51. Notemos que
b b
lim e 2@ (— — m\/E) - (m\/E+ —) +1=e2m,
k—0+ Vk Vk
Por lo que si k — 0" en el Teorema 48 recuperamos el resultado del Teorema 40.
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2.2. Probabilidades de cruce para el Puente Browniano

Ahora estamos en posicién de calcular probabilidades de cruce para el puente browniano.
Los resultados de la Seccion 1.2.2 junto con la igualdad (1.8) son clave para poder desarrollar
los teoremas que a continuacién se presentan.

Teorema 52. Sean m,b,xz € R y H > 0, entonces

o(mbytEn))
e " sib>0,xr <mH+0b
Pl | Wizmt+o}Wy =z =

0<t<H 1 otro caso.

Demostracion. Sea b > 0. Entonces por la propiedad de inversion de tiempo (vea Proposicion
28) y la igualdad (2.5) tenemos que

P( U {Wtht—l—b}]WH:x) =P U {th/tzmt—Fb}\HWl/H:x)
0<t<H 0<t<H
T
11
H—=1
T
=P Wy >bt+m}|Wyg=—1. 2.6
Umziesmib =g ). o

Usando la Proposicién 27 en la altima igualdad de (2.6) obtenemos

P( U {Wtzmt+b}|WH:x)

0<t<H

H
cr{y )

- (H{Wp\%wm\/ﬁ} |W1:%>.

Por la independencia y la estacionariedad de los incrementos del MB se tiene que
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p <1St {Wt > \/%t +m\/ﬁ} W, = \%)

b x x
=P (Q{Wt - Wy > \/—ﬁt—l—m\/ﬁ— \/—ﬁ}mﬁ = ﬁ)

_P(Q{Wtz%t+m¢ﬁ+\/%(b—x)}>.

Finalmente, como x < mH + b el Teorema 40 implica que

b 1 bb—s)
Pl|J{W, > —=t+mVH+—(b— } — ¢ 20mb+ =)
<0§t{ t_\/_H " \/_H( 7) ) ‘

por lo que la prueba queda concluida. O

Ahora nos preocupamos por la probabilidad de cruce del puente browniano en un intervalo
mas pequeno que el de su espacio parametral.

Teorema 53. Sean H y R tales que 0 < H < R y x,b,m € R. Entonces

P( U {Wtht+b}|WR_x>

0<t<H

e~2h (mA+b—2) (,/R(R m(mR+b—x)—b )

— ) =0 (St R+ b—2) + by [ 41 §ib>0

1 otro caso.

Demostracion. Argumentando como en las pruebas anteriores, es decir, usando las propie-
dades de reescalamiento, independencia y estacionariedad de las trayectorias del movimiento
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browniano se obtiene

P( U {Wtht+b}|WR=x>

0<t<H

0<t<H

x
=P [ [ J{W = bt + m}Wy/p = =

1
st

JI e H

1<tH

b VH
=r| | {Wtz\/—ﬁt—l—m\/ﬁ—f-?

H
1-H<¢

1 b 1

b

T
Wh/r = }_%>

m/ﬁ)

(b— x)} . (2.7)

Finalmente aplicando el Teorema 48 a la probabilidad en (2.7) obtenemos el resultado. [

La siguiente Proposicion se trata de la probabilidad de cruce en el intervalo de tiempo
[0, H] para un MB que tiene como condicion inicial Wr = z. El lector podra percatarse de

que, en la practica, es suficiente el resultado del Teorema 52.

Proposicion 54. Sean 0 < R < H y m,b € R. Entonces

P( U {Wtzmt+b}|WR=x)

R<t<H

H-R H-R

o—2m(mB+b—2) (W) — P (mH“’—x) +1 si mR+b>z

1

otro caso.

Demostracion. Por la independencia y la estacionariedad de los incrementos del movimiento
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browniano se tiene que

P( U {Wtzmter}\WR:x) :P< U {Wt—WRzmt—kb—xHWR:x)

R<t<H R<t<H

:P( U {Wtht—l—mR—l—b—x}).

0<t<H-R
Finalmente la conclusion de la prueba se obtiene aplicando el Teorema 49. O
Para finalizar este capitulo, se incluye la probabilidad de cruce para un proceso més

complejo, se trata del movimiento browniano condicionado en algin punto dentro de un
intervalo, podriamos pensar que se trata de un Puente al cual atamos un MB en un extremo.

Teorema 55. Sean 0 < R < H ym,b,xz € R, entonces

P( U {V[szt—l—bHWR:x)

0<t<H

<1 _ efZ(merb(bgz))) (e—Qm(mR+b—x)(I) <m(H—2R)—b+x> _® <mH+bfm) + 1)

H-R

e 2m ) G s ymR+b>zx

1 otro caso

Demostracion. Observe que si z > mR+b entonces la probabilidad es 1, por tanto suponemos
mR 4+ b > x, en tal caso el primer cruce del browniano a la recta en el intervalo [0, H]
condicionado en Wgr = x, en caso de existir, debe suceder en el intervalo [0, R) o en el
intervalo (R, H]; como Wg = x implica {WWg > mR + b} = () podemos escribir la siguiente
igualdad

U (W, > mt+0}

0<t<H

= ( U {Wtzmwrb}) u( ﬂ {Wy <mt+b}nN U {Wtht—l—b}).

0<t<R 0<t<R R<t<H

Al ser disjuntos los conjuntos del lado derecho de la igualdad anterior obtenemos

P( U {Wtzmt+b}|WR=x>

0<t<H

:P( U {Wtht—i-bHWR:x)

0<t<R

+P< () {(We<mt+b}n {Wtzmt+b}|WR:x>.

0<t<R R<t<H
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Manipulando el tltimo sumando y aprovechando la independencia de los incrementos del
MB se tiene que

P( ﬂ {Wy <mt +b} N U {Wtht+b}|WR:m)

0<t<R R<t<H

—P< m {Wt<mt—|—b}ﬂ U {Wt—WRth—i—b—x}\WR—x)

0<t<R R<t<H

IP( ﬂ {Wt<mt+b}|WR:x>P< U {Wt—WRzmt+b—x}]WR:x>

0<t<R R<t<H
0<t<R R<t<H

Aplicando el Teorema 52 y la Proposicién 54 se obtiene el resultado.
Finalmente, si b < 0 también se tendria

P( U {W, 2mt—|—b}|WR:$> =1,
0<t<R
de donde

P< U {Wtzmt+b}|WR:m> = 1.

0<t<H
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Capitulo 3

Simulaciones

Recordemos que acorde a la Proposicion 22

2k—1_1

B, = Z Z Z 1 k) Mej D (2),

k>0 j=0

representa un MB, y esta serie es bastante 1til para implementar simulaciones del movimiento
browniano, tomando sumas parciales de la misma, lo cual haremos en R. Para conocer las
funciones de R el lector puede consultar [Zell5], o la documentacion del software.

El siguiente codigo construye una funcién para calcular la constante A;:

lambdakj = function(k)

{
return(1/(2~{(k+1)/2}))
}

Por su parte la onda madre A(t) y sus hijas se implementan con las siguientes funciones:

delta = function(t)

{
if (0 <=1t && t < .5)
{
return(2*t)
}
elseq

if (.56 <=1t && t <=1){
return(2*(1-t))

}

else{
return(0)

+

}
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}
deltakj = function(k,j,t)
{
if(§ < 2°{k-1} && 0 <=t && t <= 1){
return(delta(2~{k-1}*t-j))
}
else{
return(NA)
}
}

La funcién rnorm() de R, tiene por argumento un entero n y devuelve un vector con n
muestras independientes de la distribucién normal estandar. La funciéon que calcula el valor
del movimiento browniano en el tiempo ¢, tiene por argumento un vector de esta clase, cuyas
entradas son las variables Z/ s de la serie, y el valor de ¢:

browniano_t = function(z,t)

{
n = length(z)-1
k=1
B = z[1]x*t

while( 2°{k-1} <= n ){
if (27{k-1} < n){
for (j in (0: (2°{k-1}-1) )){
B = B + lambdakj(k) * deltakj(k,j,t) * z[(2°{k-1}+j+1)]
if (2°{k-1}+j ==n){
break
b
+
}
elseq{
if (27{k-1} == n){
B = B + lambdakj(k) * deltakj(k,0,t) * z[(2~{k-1}+1)]
+
elseq{
print("error")
return(NA)
X

by
k = k+1
+

return(B)
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El codigo siguiente pone en marcha las funciones anteriores para simular una trayectoria
del MB en [0,1], con n = 1000 sumandos en la serie (recordemos que muchos de ellos se
anulan por efecto de las Ag; para cada t), y toma una particién uniforme del intervalo [0, 1]
de m = 500 puntos, ver la Figura 3.1.

n = 1000
z = rnorm(n)
m = 500
t = (0:m)/m
B = t*0

for (i in (2:(m+1))){

B[i] = browniano_t(z,t[i])
}
plot(t,B, type = "1")

15

10

05

0.0
I

-05
1

0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 3.1: Trayectoria del browniano en [0, 1]

Con esto en mano, podemos construir trayectorias del MB con deriva y del puente brow-
niano, Figura (3.2) y Figura (3.3), respectivamente.

mu = 1
b=1
D = t*0

for (i in (1:(m+1))){

D[i] = B[i] + mux*t[i] + b
}
plot(t,D, type = "1")
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Figura 3.2: Trayectoria del Drift en [0, 1].

U = tx0

for (i in (2:(m+1))){
U[i] = B[i]l- t[i]*B[m+1]

}

plot(t,U, type = "1")
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1
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1
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08
1

-1.0

0.0 02 04 06 08 1.0

Figura 3.3: Trayectoria del puente browniano en [0, 1]
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Utilizando la propiedad de reescalamiento podemos generar trayectorias en cualquier inter-
valo, aqui tomamos el [0,4] por simplicidad, véase la Figura (3.4):

00
(0: (c*m))/m
rnorm(1000)
= t*0
2 = sqrt(c)
for (i in (1:(cxm+1))){
B[i] = c_2 * browniano_t(z, (t[i]/c))
}
plot(t,B, type = "1")

Il
>

25
!

1:5

1.0

0.0
I

-05

-10

T T T T T
0 1 2 3 4

t

Figura 3.4: Trayectoria del browniano en [0, 4]

Trayectorias mas generales del MB con deriva y del PB se muestran en la Figura (3.5) y
en la Figura (3.6), respectivamente.

D = 0%t

for (i in (1:(c*m+1))){
D[i] = B[i] + mux*t[i] + b

}

plot(t,D, type = "1")
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Figura 3.5: Trayectoria del Drift en [0, 4].

U = 0%t
for (i in (2:(c*m+1))){
U[i] = B[i]-t[i]*B[(c*m+1)]/c
+
plot(t,U, type = "1")

1.0
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I

0.0
I

-05

-10

-15

Figura 3.6: Trayectoria del puente browniano en [0, 4]

Si el lector desea profundizar un poco mas en algoritmos relacionados con simulaciones
de variables aleatorias puede consultar [SP14, Cap. 20], el cual estd también orientado a
realizar simulaciones del movimiento browniano.
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Capitulo 4

Conclusiones

Los resultados obtenidos en esta tesis (ver Capitulo 2) constituyen la solucioén del pro-
blema

P( U {Wtzmt+b}\WR:x), (4.1)
0<t<H
donde H > 0 puede ser infinito, R > 0y m, b,z € R. Notemos que cuando R = x = 0, al ser
Wy = 0, la probabilidad queda como

P< U {Wtht—l—b}),

0<t<H

por tanto la ecuacion (4.1) representa las probabilidades de cruce para el puente browniano
y el movimiento browniano con una funcién lineal.

Contar con la solucién para una frontera lineal teéricamente es de mucha importancia
pues, a partir de ésta, puede atacarse el problema mas general en que la frontera es una
funcion arbitraria y continua. Para esto, si «a(t) es la probabilidad de que el movimiento
browniano cruce una frontera continua a(t) antes del tiempo ¢, puede demostrarse [Dur71]
que se debe satisfacer la siguiente ecuacion integral para a(t)

t
p(t,e) = / p(t,s,e)da(s), 0<t<T,
0

donde p(t,¢) es la densidad del movimiento browniano al tiempo ¢ evaluada en a(t) + ¢y
p(s,t,e) es la misma densidad condicionada en el evento W = a(s) para s < t. A partir de
esta ecuacion integral es posible aproximar numéricamente la probabilidad «(t), acotando
a(t) con funciones lineales a trozos. Este mismo procedimiento puede utilizarse directamente
para calcular la probabilidad de cruce para dos fronteras continuas (ver [Dur71]).

Por otro lado, la importancia préactica de este problema es facil de justificar. Por ejemplo,
si denotamos por X; el precio de una accién mercantil S al tiempo ¢, podemos considerar
que las fluctuaciones que sufre el mercado hacen de {X;};>¢ un proceso estocéstico. Para
construir un modelo para este precio consideramos que X, ;; = X, y,+1 donde y,;1 es una
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variable aleatoria que modela de cierta manera el cambio entre el tiempo n y el n + 1, si
suponemos que {y; };>1 es una coleccion i.i.d. de variables aleatorias tendremos, con X el
precio inicial, lo siguiente:

Xy = Xoyrya -y = Xoexp{nu +o Z(log Yyi—p)/o},
i=1
donde E(y;) = p y Var(y) = o
Por el Teorema del Limite Central, el término

n

> (logy; — p)/o,

i=1
es aproximadamente normal con varianza igual a n, por lo que se propone finalmente

Xy = Xoe!oP,

El proceso {X;}+>0 es conocido como movimiento browniano geométrico. Suponga-
mos que estamos interesados en calcular P (Ut>0{Xt > k;}) para alguna constante & > 0,
esto es, la probabilidad de que la accién alcance algtin valor determinado, se sigue que:

P <U{X06Mt+0'3t > k}) =P (U{,ut + 0By > log(k) — log(Xo)}>

£>0 t>0

—p (U{Bt > ~Lt 4 (log(k) — log(X0))/ 0}> )

>0

que constituye la primera probabilidad de cruce que resolvimos (Teorema 40).

Es también posible mostrar una conexién con la teorfa de riesgo, en esta rama es usual
estudiar la probabilidad de que un proceso esté por debajo de una frontera en un intervalo
de tiempo determinado, estos son los llamados problemas de ruina. La forma general de estos
problemas es la siguiente:

P (X, < f(t) para algin t),

donde X es un proceso estocastico y f una funcion real.
En nuestro caso, si X; es un movimiento browniano y f una funcion lineal, tendremos

P(U{thmt+b}> :P<U{—Wt§mt+b}>

>0 £>0

:P<U{Wt2—mt—b}>,

>0
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cuya solucion corresponde al Teorema 40. De hecho, al ser {—W,};>0 un movimiento brow-
niano, podemos afirmar que todas las probabilidades de cruce calculadas en esta tesis son
equivalentes a un problema de ruina, pues al aplicar un procedimiento como el anterior toman
esta forma.

En general, no solo son las probabilidades los elementos requeridos en una aplicacion,
sino elementos mas complejos relacionados con estos problemas, como la distribuciéon de
los tiempos de paro (ver [MLI8|). Esta tesis representa una introduccién a problemas que
pueden facilmente crecer en complejidad asi como la de sus aplicaciones.
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Es directo mostrar que con la definicion anterior P es finita aditiva, esto es, si {A;}1; C .F
es una coleccion disjunta entonces P(J, A;) = > P(4;), de donde también tenemos
P(A) +P(Q2\ A) = 1. Una terna (§2,.#,P) es llamada espacio de probabilidad. Cuando
los elementos de un conjunto €) satisfacen una propiedad excepto tal vez por un conjunto

A C Q tal que P(A) = 0, decimos que la propiedad se cumple con probabilidad 1 o casi
seguramente (c.s.).

Una funcién de probabilidad resulta ser subaditiva:

Proposicion 56. Sea (2,7, P) un espacio de probabilidad, entonces
1. SiA,Be % yAC B, entonces P(A) < P(B), esto es, P es subaditiva.
2. Si{Aitiz1 € F, entonces P(U;s, Ai) < ) iy P(A).

La continuidad de una funcién de probabilidad queda establecida en la siguiente propo-
sicion:

Proposicion 57. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, entonces

1. Si{B;}i>1 €% y B, C By41 para todon > 1, entonces

P(| J B,) = lim P(B,).

n—00
n>1

2. S8i{B;}i>1 C€.F y Bny1 C By, para todo n > 1, entonces

P(() B.) = lim P(B,).

n—00
n>1

Finalmente, enunciamos el lema Borel-Cantelli.

Proposicion 58. Sea (2,.%, P) un espacio de probabilidad y { FE;};>1 una coleccion de even-

tos tales que ) ;- P(E;) < oo, entonces cada w € §) pertenece a lo mds a una cantidad finita
de E;’s casi seqguramente.

Variables aleatorias

Dados dos espacios medibles (21, .%1) y (€2, .%2) se dice que una funcion 7' : Q; — Q5 es
(Z1,-73)-medible siempre que

T-YB)e %, VYBe D,

Una variable aleatoria (v.a.) definida en un espacio de probabilidad (£2,.%#,P) es una
funcion X : Q — R tal que

X(B)e 7, VB € #(R),
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es decir, X es (#, B(R))-medible, pero como siempre tomamos la o-algebra de Borel en R
diremos sencillamente que X es .#-medible. La o-algebra generada por la v.a. X se define
como

o(X) = m{ﬁ C 2% :.7 es o-dlgebra y X es F-medible}.

Se puede demostrar que la coleccién de variables aleatorias de un espacio de probabilidad
es cerrado bajo las operaciones de suma, multiplicaciéon y composicién de funciones.

Una variable aleatoria X definida en (2,.%,P) induce una medida de probabilidad P x
en A(R) definida como sigue

Py(A) = P(X~1(A)), VAeZ

lo cual es la probabilidad de que la v.a X esté en el conjunto A, esta probabilidad también
se denota P(X € A).

En lo que sigue siempre que hablemos de una variable aleatoria o un vector aleatorio
entenderemos que estaran definidos en algin espacio de probabilidad aunque no lo mencio-
nemos explicitamente.

La distribucién cumulativa de probabilidad de una variable aleatoria X es una
funcion Fy : R — [0, 1] definida de la siguiente manera

F(z) =P(X <ux), Vo e R.

Se sabe que una funcién absolutamente continua es diferenciable casi en todas partes, lo
que significa que existe un conjunto A C R en donde podria no ser diferenciable pero pu(A) =
0, donde i es la medida de Lebesgue. Por tanto, si una distribuciéon Fx es absolutamente
continua, existe una funcion fx : R — R tal que

Fele) = [ feloar

la funcién fx es llamada densidad de probabilidad de la v.a X.

Una v.a. X es discreta cuando existe un conjunto a lo més numerable A C R tal que
P(X € A) = 1. Es facil verificar que si P(X = z) > 0 entonces Fx tiene un salto de
discontinuidad en z y ademas que »_ _, Fx(z) = 1.

Una v.a. X es continua cuando P(X = x) = 0 para todo z € R. En este caso se puede
demostrar que F'x es una funciéon continua.

Similarmente, un vector aleatorio definido en un espacio de probabilidad (€2,.%#, P) es
una funcion X : Q@ — R" (F, Z(R"))-medible. Se puede demostrar que las componentes de
un vector aleatorio resultan ser variables aleatorias del mismo espacio de probabilidad.

La distribuciéon cumulativa conjunta de un vector aleatorio X = (X7, Xs,..., X,,) se
define por

Fx(l'l,l'g,. .. ,ZL’n) = P(X1 S [L’l,XQ S Lo, ... 7Xn S In)

También se dice que F' es la distribucion conjunta de las variables X7, X5,..., X,,. Si X;
es una componente del vector X, la funcién F, es llamada distribucién de probabilidad
marginal de la v.a. X;.
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Similarmente, la funcion de densidad conjunta fx : R® — R del vector, en caso de
existir, satisface que

FX(xl,xg,...,xn)—/ / / FW1,y2, oo Yn)dYp - - - dyody; .

La funcién fyx, de la v.a. X; es llamada densidad marginal.
Las principales propiedades de una funcién de distribuciéon de probabilidad se resumen
en la siguiente proposicion.

Proposicion 59. Sea F' : R" — R la distribucion de probabilidad conjunta de las variables
aleatorias X1, Xo, ..., X, entonces

. lim F(zy,z9,...,2,) =1
T1,L2,..., Ty —>+00
» Para cada i =1,2,...,n se tiene que
lim F(xy,29,...,2,) =0.
T;—>—0Q

F' es no decreciente en cada variable.

F es continua por la derecha en cada variable.

St a; < b; parat=1,2,...,n, entonces
Z (_]—)‘A|F(l’1,l’2...,l‘n),
xiE{ai,bi}
en donde A C{1,2,...,n} es tal que i € A si y sdlo si x; = a;.

Cualquier funcion F' que satisfaga las condiciones establecidas en la Proposicion 59 es
llamada distribucién de probabilidad, pues puede probarse que en tal caso F es la distribucion
de algun vector o variable aleatoria. Similarmente si f : R® — Restalque f >0y fR" f=1
entonces f es llamada densidad de probabilidad.

La esperanza o valor esperado de una v.a. X, a veces denotada por ux, se define por
(vea [ALOG] para consultar la construccion de la integral de Lebesgue-Stieltjes)

B(X) = /R dFy.

Cuando E(X) = 400 se dice que X no tiene esperanza finita. En el caso en que F' es
absolutamente continua podemos escribir

E(X) :/xfx(x) dx.
R
Es facil mostrar que la esperanza es un operador lineal. También es relevante el hecho de

que X >0 c.s. implica E(X) > 0 c.s.
El siguiente teorema es bastante 1til e importante.
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Teorema 60. Sea X una v.a. definida en (Q,.%,P), y sea h : R — R una funcién Borel
medible, es decir (B(R), B(R))-medible. Definamos la variable aleatoria Y = h(X), entonces

El n-ésimo momento de una v.a. X estd dado por
E(X™) = /w"dF.
La varianza de una v.a. X se define por
Var(X) = E(X — E(X))? > 0.

La covarianza de dos v.a. X, Y definidas en un mismo espacio de probabilidad es el
numero definido por

Cov(X,Y) = E(X — pux)(Y — py).

La esperanza o valor esperado de un vector aleatorio X = (X, Xy, ..., X,,)T se define
por

E(X) = (E(X1), E(Xy), ..., B(X,))",

y a veces la denotaremos también por ux. Evidentemente, este operador también es lineal.
Para el conjunto de las variables aleatorias definidas en un mismo espacio de probabilidad
(Q,.%#,P) y un p > 0, puede demostrarse que la relacion X ~ Y si y solo si

/|X —Y|PdFxy =0,

es una relacion de equivalencia. En caso de que X ~ Y con cualquier p, decimos que las v.a.
son iguales con probabilidad 1.
A partir de lo anterior podemos definir para cualquier p > 0:

[P(Q, Z,P) = {[X]. : X os uma v.a. y/ XJP < oo},

en donde [X]. denota la clase de equivalencia de la v.a. X. Esta definicién garantiza que L”
es un espacio normado.

La matriz de covarianza de un vector aleatorio X = (X, Xs,...,X,,) esta definida
por
[B(XG = px,) (X — px;,)]ig-
Si denotamos esta matriz por ¥ y para una matriz A cuyas entradas son variables
aleatorias definimos a la matriz EA € R™"*™ de forma que en la entrada 7, j tenga al elemento

E(a;j), tendremos que
¥ = E(X — px)(X — px)".
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Se dice que una matriz simétrica A € R™*" es no negativa definida si
XTAX >0, VX cR™

Se puede mostrar que todos los valores propios de una matriz no negativa definida son ma-
yores o iguales a cero [Nic03|. Como toda matriz simétrica es ortogonalmente diagonalizable,
existen P, D € R™" tales que P~! = P” y D es una matriz diagonal con:

> = PDP7,

como las entradas de la matriz D son los valores propios de X, podemos definir la raiz
cuadrada de la matriz como

21/2 — PDI/QPT,
donde la matriz DY2 = (d}/?);;, con D = (d;;)s;.

(]
Es facil mostrar que toda matriz de covarianza resulta ser no negativa definida, para ello
sea X la matriz de covarianza del vector X, entonces
YTEY = YP[E(X - ux)(X — pix) "] Y
—B[YT(X — ix)(X — ix) TY]
= Var(Y'(X - p)) >0 VY € R™

Esperanza condicional e independencia

Teorema 61. Consideremos un espacio de probabilidad (Q, 7, P) y sea 9 C F una sub-o-
dlgebra, entonces para cada X € L*(Q, . F, P) existe una funcion hy Borel medible, tal que

ho(X) € L*(Q0,9,P) y
B(X — ho)? =mf{B(X - Z)*: Z € L*(Q,9, P)}.

Ademds la v.a. Zy = ho(X) queda determinada con probabilidad 1 por la condicion

E(XI4) = FE(Zyl,) VAeY, (2)
donde I4(w) es la funcion indicadora del conjunto A.

La variable Z; es denotada por E(X|¥) y se conoce como esperanza condicional dada
. En el caso en que ¥4 = o(Y’) para alguna v.a. Y denotamos a Z; como E(X|Y), la cual
llamaremos esperanza condicional dada Y. Se puede mostrar que la esperanza condicional
es un operador lineal y que X > 0 c.s implica E(X|¢) > 0 c.s., de donde X > Y c.s. implica
E(X|¥9) > E(Y|9) cs..

Notemos que en el caso en que X es una v.a. discreta y P(X = x) > 0 entonces por 2 y
el Teorema 60



ahora, si Y también es discreta y escribimos E(Y|X = x) = ho(z) entonces

PY=yX==x
B(Y|X = z) = 2= li(X jx) ) 3)

De forma similar si X, Y tienen una distribuciéon conjunta absolutamente continua con den-
sidad f(z,y), entonces para z tal que fx(x) > 0 escribiendo E(Y|X = z) = ho(z) tenemos

E(Y|X =z) = M;}({;(;;)dy (4)

Sea un espacio de probabilidad (2, #,P) y 4 C % una sub-o-édlgebra entonces para
B € 7 la probabilidad condicional de B dada ¢ se define por

P(B|¥9) =E(I5|9).
Si A € .Z es tal que P(A) > 0, tomando X = I4 en 3 tenemos
P(BNA)
P(4)
En el caso en que X,Z son v.a. continuas con funcién de densidad conjunta fxz y
¢ = (Z7'({z})) para algtn z tal que fz(z) > 0, tomando Y = Iy-1(p) en 4 tenemos que

S Ixmyfxz(w, 2) do
fz(2)
El siguiente teorema establece que P(-|%) resulta ser una nueva medida de probabilidad
como funcién de .%.

P(B|A) =

P(X € B|Z = z) VB € A(R).

Teorema 62. Sea (£, F, P) un espacio de probabilidad y sea X una v.a. definida en es-
te espacio, entonces para cualquier ¢ C % sub-o-dlgebra, y para cada w € 2 la funcion
P(-|9)(w) : #F — [0,1] es una medida de probabilidad en el espacio (2,.F) con probabilidad
1.

En un espacio de probabilidad (£2,.%,P) una coleccion de eventos {B;}i, C % son

independientes si
P (ﬂ Bi) =[[r®B).
i=0 i=0

Una coleccion arbitraria de eventos {Bg,}taca C % es independiente si para cualquier
conjunto finito {ay, as,...,ar} C A la coleccion de eventos { By, }_, es independiente.

De la misma forma, si A es un conjunto y ¢4, C .% es una coleccion de eventos para cada
a € A, diremos que {¥, }aca es independiente si al tomar un B, € ¥, para cada a € A, la
coleccion { B, }aca es independiente.

Una familia de v.a. {X,}aca es independiente si la familia de o-algebras {o(X,)}aca es
independiente, se puede mostrar que esto sucede si y sélo si para cualquier conjunto finito
{ag, a9, ..., ax} C Ay {B;}F, C B(R) se tiene que

k
P(Xo, € B1,Xa, € By, ..., Xo, € By) = [[P(Xa, € By).

=1
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Teorema del Limite Central

Dos variables aleatorias X,Y probablemente definidas en distintos espacios de proba-
bilidad, son iguales en distribucién si Fix(z) = Fy(z) para todo z € R y escribimos
X2y,

Se dice que una coleccion {X,},>0 de v.a. converge en distribucién a una v.a. X
cuando n — oo si y s6lo si

lim Fx,(z) = Fx(z) Vx e C(Fx),

n—o0

donde C'(Fx) = {z € R: Fx es continua en z}. Esta convergencia suele ser denotada como

d . . ..
X, — X. Note que no se requiere que todas las variables aleatorias involucradas en la defi-
niciéon estén definidas en un mismo espacio de probabilidad.

Aunque el concepto anterior es muy importante en probabilidad y estadistica, mayor-
mente estaremos interesados en el Teorema del Limite Central

Teorema 63. Sea {X,},>1 una coleccion de variables aleatorias independientes e idética-
mente distribuidas (i.i.d.) con esperanza finita p y varianza finita o*, sea S, =Yy i, para
cada n > 1, entonces

Sp—np

av/n

KA N(0,1) cuando n — oo.
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