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Resumen

El rompimiento de la simetria de reversibilidad temporal (simetria de inversion temporal) en un
sistema cadtico cuantizado corresponde a la transicién de simetria ortogonal a unitaria en ensambles
de matrices aleatorias. En estd Tesis estudiamos, con un enfoque estadistico, las propiedades de
dispersion y de transporte de sistemas cadticos cuantizados utilizando el modelo paramétrico de
matrices aleatorias H(ar) = S+iaA que interpola del ensamble con simetria ortogonal (cuando v =
0) al ensamble con simetria unitaria (cuando oo = 1). En general, observamos que el promedio de los
elementos de la matriz de dispersion, la conductancia promedio, la varianza de la conductancia, la
distribucién de probabilidad de la conductancia y el ruido cuantico sufren una transicién suave de
simetria ortogonal a simetria unitaria como funciéon de «. Ademas, mostramos que las propiedades
arriba mencionadas son invariantes ante el parametro v = av/N, donde N es el tamafio de la
matriz H(«).



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

La Teoria de Matrices Aleatorias fue introducida como una poderosa herramienta fisica-
matematica en la década de los 60’s por Wigner, Dyson y Gaudin [1], donde la idea original esta
enfocada al entendimiento de las propiedades estadisticas de espectros energéticos de ntucleos pesa-
dos, obtenidos experimentalmente a partir de reacciones nucleares [2]. En afos recientes la Teoria
de Matrices Aleatorias ha retomado un renovado interés principalmente por dos descubrimientos.
El primero muestra que las propiedades estadisticas del espectro y de las autofunciones de sistemas
cadticos cuantizados® pueden ser descritas por ensambles de matrices aleatorias [1, 3, 4, 5]. El se-
gundo muestra que las propiedades estadisticas de la conductancia de sistemas complejos pueden
ser entendidas mediante modelos de matrices aleatorias [6].

Para describir las propiedades estadisticas de sistemas cadticos cuantizados conservativos por
medio de ensambles de matrices aleatorias y dependiendo de la simetria del sistema en consideracion
se pueden utilizar uno de los tres ensambles universales introducidos por Metha [1]. El Ensamble
Gausiano Ortogonal (GOE, por sus siglas en inglés) describe a sistemas con simetria antiunitaria
(simetria asociada a inversion temporal), mientras que el Ensamble Gausiano Unitario (GUE, por
sus siglas en inglés) caracteriza sistemas sin tal simetria [4]. El tercer ensamble conocido como
Ensamble Gausiano Simpléctico (GSE, por sus siglas en inglés) caracteriza a sistemas con espin
total no entero [7].

Uno de los resultados més relevantes de la Teoria de Matrices Aleatorias es el uso de la forma
de la distribucion del espaciamiento entre niveles P(s),? para la distancia s entre niveles de energia
consecutivos, como signatura de la dinamica clasica en el régimen cuéantico. En particular ha sido
posible entender y comprobar:

(¢) la afirmacion hecha por Berry y Tabor [8] de que una P(s) de tipo Poisson
Prgiceon (5) = exp(—s) (1.1)
es caracteristica de sistemas integrables en el limite clasico;

(#4) la conjetura de Bohigas, Giannoni y Smith [3, 9] que dice que para sistemas que desarrollan
una dinamica clasica globalmente caotica P(s) es del tipo Wigner-Dyson y depende de la
simetria del sistema de la siguiente manera [10]: En el caso del GOE

T T
Psor(s) = 55 €xXp (—152) , (1.2)

1Un sistema cadtico cuantizado es un sistema cuantico cuyo limite clasico muestra dinamica cadtica.
2En el Capitulo 2 explicaremos como construir P(s).
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para el GUE
32 4
Pour(s) = _252 exp (__52) (1.3)
™ ™
y finalmente para el GSE
218, 64
Pyse(s) = 36,35 OXP (—g—ﬂs ) . (1.4)

Como P(s) solo depende de la simetria del sistema, diferentes sistemas caoticos cuantizados
se caracterizan por la misma P(s). Por ejemplo, en la Fig. 1.1 se muestra P(s) para 6 sistemas
diferentes® pero todos con simetria ortogonal. Es claro que P(s) en todos estos casos es muy
similar a Pyor(s). Note que la diferencia principal entre las tres distribuciones de Wigner-Dyson
se da cuando s — 0: Pgor(s) X 8, Peun(s) x 82 y Pese(s) x s*. Como ejemplo en la Fig. 1.2
se muestra P(s) para el oscilador anarmonico tridimensional con simetria ortogonal, unitaria y
simpléctica junto con las tres distribuciones de Wigner-Dyson.
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Figura 1.1: Distribucion de espaciamientos de niveles P(s) (histogramas) para (a) un billar de
Sinai, (b) el &tomo de hidrogeno en un campo magnético intenso, (c¢) el espectro de excitacion de
una molécula de NOsy, (d) el espectro de resonancia de un bloque de cuarzo con forma de billar
de Sinai, (e) el espectro de microondas de una cavidad cadtica tridimensional y (f) el espectro de
la vibracion de una placa metélica con forma de un cuarto de estadio. Las lineas continuas son
Paor(s) y las lineas punteadas son Pr....(s). Figura tomada de [10].

3Uno de estos sistemas que se utiliza en la Fig. 1.1 es el billar de Sinai. Introducido por Yakov Sinai, éste es un
billar en el que una particula puntual se mueve en la regién espacial bidimensional cuyas fronteras interna y externa
son una circunferencia y un cuadrado, respectivamente. La dindmica de este billar es caotica.
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Figura 1.2: Distribucion de espaciamientos de niveles P(s) (histogramas) para el oscilador anar-
monico tridimensional que pertenece al ensamble (a) ortogonal, (b) unitario y (c) simpléctico. Las
lineas corresponden a Pso(s), Pour(s) ¥ Pass(s). Figura tomada de [10].

Ademas de los sistemas que corresponden a los ensambles universales mencionados arriba, se
pueden considerar familias de sistemas que muestran una transicién continua entre dos ensambles.
En especial, la transicion entre el ensamble ortogonal y unitario es de gran interés porque corres-
ponde al rompimiento de simetria antiunitaria en un sistema dindmico. Esta transiciéon ha sido
estudiada a fondo analiticamente [11, 12] (mediante modelos de matrices aleatorias), numérica-
mente [13, 14] (mediante la simulacion de billares caoticos cuantizados con un campo magnético
aplicado) y experimentalmente [15, 16, 17] (mediante experimentos de transmisiéon de microondas
en billares macroscopicos con impurezas magnéticas). Sin embargo las propiedades de dispersién y
de transporte en esta transicién no han sido estudiadas a fondo.*

En esta Tesis nos damos a la tarea de estudiar numéricamente las propiedades de dispersion y
de transporte en la transicion de simetria ortogonal a unitaria. Como en nuestro estudio utilizamos

4Durante la realizacion de esta Tesis Kumar y Pandey publicaron dos articulos [18, 19] sobre el estudio de
las propiedades de dispersion y de transporte en la transicion GOE-GUE. Los resultados de estos articulos son
complementarios a los reportados en esta Tesis.
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un modelo de la Teoria de Matrices Aleatorias, esperamos que nuestros resultados sean universales
y aplicables a una amplia variedad de sistemas, en particular a sistemas caoticos cuantizados.

1.2. Modelo

Como se menciond anteriormente, un resultado importante de la Teoria de Matrices Aleatorias
es que las propiedades estadisticas de los espectros y autofunciones solo dependen de la simetria
del Hamiltoniano. Si hay simetria de reversibilidad temporal (simetria de inversion temporal), la
matriz Hamiltoniana correspondiente es real y simétrica. Hamiltonianos con esta simetria estan
representados por el Ensamble Gausiano Ortogonal. Si tal simetria no esta presente, la matriz
Hamiltoniana es compleja y hermitica. En este caso dicho Hamiltoniano pertenece al Ensamble
Gausiano Unitario.

En esta Tesis utilizaremos el Hamiltoniano paramétrico [12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25|

H=S+i0A, (1.5)

donde « es un parametro que toma valores entre 0 y 1 y se le conoce con el nombre de pardmetro
de control [21]. En la expresion (1.5) S denota una matriz real y simétrica de tamano N x N y
A denota una matriz antisimétrica de tamano N x N cuyos elementos son variables aleatorias
estadisticamente independientes con distribucién de probabilidad normal. La matriz A juega el
papel de perturbacion a medida que variamos el parametro a. Cuando o = 0, H es un elemento
del GOE; es decir, nuestro Hamiltoniano toma la forma:

H=S. (1.6)

Cuando @ = 1, H es un elemento del GUE.
La forma explicita del Hamiltoniano paramétrico, Ec. (1.5), es:

S11 S21 e Sna A —Ag, e —An
Sa1 Sap Asqr Ay
H=| . il . . (1.7)
SN N—1 : . —AnnNo1
SN.1 Sn.N—1  SnN An, Ay noa Ann

1.3. Organizacién del trabajo

En el Capitulo 2 estudiamos las propiedades espectrales del modelo paramétrico de matrices
aleatorias de la Ec. (1.5). En particular nos enfocaremos en la forma de la distribucion de espacia-
mientos entre niveles energéticos P(s) como funciéon del pardmetro o. A continuacion construimos
un sistema dispersivo acoplando terminales al modelo paramétrico de matrices aleatorias. Por ello
en el Capitulo 3 definimos el arreglo dispersivo y estudiamos las propiedades de transporte del
modelo. En particular nos enfocamos en los elementos de la matriz de dispersion, la distribucion,
promedio y varianza de la conductancia y el ruido cuantico como funciéon de « y del nimero de
terminales acopladas. Finalmente, en el Capitulo 4 listamos las conclusiones obtenidas a partir del
desarrollo de este trabajo.




Capitulo 2

Propiedades espectrales

En este capitulo se estudian las propiedades espectrales del modelo paramétrico de matrices
aleatorias de la Ec. (1.5). En particular nos enfocaremos en la forma de la distribucion de espacia-
mientos entre niveles energéticos como funcién del parametro «.

2.1. Estadistica de niveles
Una herramienta ampliamente utilizada para el estudio del espectro de sistemas desordenados’

y caoticos cuantizados es la distribucion de espaciamientos entre niveles energéticos P(s). P(s) se
calcula de la siguiente manera: Dado un espectro de energias ordenado de manera creciente Ey, Fo,

Es,...,Ey se definen los espaciamientos entre energias consecutivas 51 = Fy — Ey, 59 = F3 — E,
53 =F;—Fs3,...,5y_1 = En—FEN_1. A continuacion se normalizan cada uno de los espaciamientos
utilizando su promedio
§,
8= — . (2.1)

()
Y finalmente se construye el histograma P(s).

A continuacion analizaremos la forma de P(s) como funcién de « para el Hamiltoniano
paramétrico de la Ec. (1.5), que de antemano sabemos que transitard entre Puor(s) ¥ Pour(s)
al variar « entre 0 y 1. Vale la pena mencionar que la forma de P(s) en la transicion GOE-GUE
ha sido ampliamente estudiada [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25], sin embargo, es importante que nosotros
verifiquemos dicha transicion para tener la certeza de que nuestros calculos posteriores seréan co-
rrectos.

En nuestro estudio utilizamos solamente una cuarta parte de cada uno de los espectros obtenidos
al diagonalizar numéricamente? el Hamiltoniano paramétrico Ec. (1.5), ésto para evitar efectos
del tamano finito de las matrices. En la Fig. 2.1 mostramos como ejemplo dos espectros para el
modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 100, uno con o = 0
y otro con a = 1, y en la Fig. 2.2 mostramos las distribuciones de espaciamientos entre niveles
consecutivos P(s) correspondientes junto con las predicciones de la Teoria de Matrices Aleatorias.
Evidentemente la correspondencia entre nuestros calculos numéricos y las predicciones analiticas
es excelente, como se esperaba.

Ahora en la Fig. 2.3 reportamos P(s) para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la
Ec. (1.5) de tamafio N = 100 y valores de « entre 0 y 1. Se observa una transicion suave de Pgor/(s)
a Pgyg(s) como funcién de . Como ya lo mencionamos anteriormente P(s) ya ha sido estudiada
tanto analitica como numeéricamente [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25]. Ademés en [24, 25] fué definido el

I Con sistemas desordenados nos referimos a sistemas cuanticos u ondulatorios no deterministas, es decir, sistemas
con componentes aleatorias.
2La diagonalizaci6n numeérica la realizamos con un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinas comerciales.
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Figura 2.1: Ejemplos de espectros para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5)
de tamafio N = 100 con a = 0 y 1. Solo se utiliza el 25% del espectro alrededor de E = 0 (en
color negro) para construir P(s).

parametro v ante el cual P(s) es invariante:
v =aVN . (2.2)

Es decir, sin importar los valores de @ o N, P(s) tendra la misma forma para una -~ fija.

En la Fig. 2.4 mostramos la invarianza de P(s) ante ~y. Elegimos los valores 72 = 1/8 y
7% = 1/2 y para cada uno de estos valores utilizamos matrices de tamanos N = 50, 100, 200 y
400. Elegimos estos valores de v por que son los que producen histogramas de P(s) claramente
intermedios entre Puor(s) v Pour(s). Evidentemente atn cuando cambiamos el tamafio de las
matrices, los histogramas de P(s) caen uno sobre otro para el mismo valor de 7.

El parametro v es una cantidad muy importante en lo que se refiere a las propiedades espectrales
del modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5). Serd interesante investigar qué tan
relevante es para las cantidades de transporte que estudiaremos en el siguiente capitulo.
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Figura 2.2: Distribucion de espaciamientos entre niveles energéticos P(s) para el modelo paramétri-
co de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100 con a = 0 y 1. Utilizamos 10° datos
para la construccion de cada histograma. Las curvas continuas corresponden a Pgor(s) v Paur(s),
dadas por las Ecs. (1.2) y (1.3), respectivamente.
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Figura 2.3: Distribucion de espaciamientos entre niveles energéticos P(s) para el modelo paramétri-
co de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100 con « =0.02, 0.03, 0.05, 0.07 y 0.09.
Utilizamos 10° datos para la construccién de cada histograma. Las curvas continuas corresponden
a Pgop(s) vy Paus(s), dadas por las Ecs. (1.2) y (1.3), respectivamente.
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Figura 2.4: Distribucion de espaciamientos entre niveles energéticos P(s) para el modelo paramétri-
co de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) con v2 = 1/8 y 4% = 1/2. Para cada valor de v se utilizaron
matrices de tamafios N = 50, 100, 200 y 400. Utilizamos 10° datos para la construccién de cada
histograma. Las curvas continuas corresponden a Puor(s) ¥ Pous(s), dadas por las Ecs. (1.2) y
(1.3), respectivamente.
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Capitulo 3

Propiedades de transporte

En este capitulo se estudian las propiedades de transporte del modelo paramétrico de matrices
aleatorias de la Ec. (1.5). En particular nos enfocaremos en los elementos de la matriz de dispersion,
la distribucion, promedio y varianza de la conductancia y el ruido cuantico como funciéon de « y
del niimero de terminales acopladas.

3.1. Arreglo dispersivo

En general un arreglo dispersivo se divide en dos partes: Un blanco o region de interaccion que
se supone desconocida y una regiéon asintética que se supone conocida. Ver Fig. 3.1. En el caso
de nuestro arreglo dispersivo, la regiéon de interacciéon estara representada por el Hamiltoniano
paramétrico de la Ec. (1.5) y la region asintotica consistird de terminales que se acoplan al blanco
a través de las cuales se envian ondas (electronicas o electromagnéticas). En el caso de blancos que
representan a sistemas desordenados el acoplar una terminal cuasi-unidimesional con M modos
abiertos es equivalente a acoplar M terminales unimodales. En este trabajo utilizaremos termi-
nales que soportan un solo modo transversal, es decir terminales unimodales, porque representan
alambres unidimensionales.

Para calcular las propiedades de transporte de nuestro arreglo dispersivo es necesario obtener
la matriz de dispersion, matriz .S, del sistema. La matriz S es una herramienta fundamental para
el anélisis del fenomeno de dispersion cuantico y electromagnético. La matriz S relaciona ondas
que entran con ondas que salen, de una cierta regiéon de interaccién, de la siguiente manera:

Vsalen _ Sventran , (31)

donde Ventran y y/salen gon vectores que especifican ondas que entran y ondas que salen de la
region de interaccion, respectivamente.

Consideramos 2M terminales semi-infinitas' acopladas a la region de interaccion. Cada terminal
esté descrita por un Hamiltoniano de tipo enlace fuerte definido por:

— 00

Hicrminal = Z(|n> <7’L + 1| + |n + 1><n|) . (32)

n=1
Usando métodos estandarizados [26] la matriz de dispersion se puede escribir en la forma [27, 28]

! 1

I Escogemos 2M terminales porque asi la matriz de dispersion se puede dividir en cuatro bloques que representan
eexexion y transmision. Si el nimero de terminales no es un ntimero par la estructura de la matriz de dispersion es
més complicada.

11
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Figura 3.1: Diagrama esquemaético de un arreglo dispersivo y elementos de la matriz de dispersion

S.

donde 1 es la matriz unitaria de tamano 2M x 2M, k = arccos(E/2) es el vector de onda de las
ondas que entran por las terminales y H.¢ es un Hamiltoniano efectivo no hermitico dado por

H.;=H-e*wwT . (3.4)

Aqui, W es una matriz de tamanio N x 2M que especifica el lugar donde las terminales se acoplan
a la muestra representada por el Hamiltoniano paramétrico de la Ec. (1.5). Los elementos de W
son iguales a cero o €, donde ¢ es la magnitud del acoplamiento. Puesto que arc cos(E/2) no cambia
significativamente en el centro de la banda, escogemos E = 0 y despreciamos la dependencia de
H.;y S con la energia. Los simbolos ¢, ¢, 7 y v’ en la matriz S, Ec. (3.3), son matrices de tamano
M x M. Los elementos de las matrices de transmision (¢ y ') y reflexion (r y r') son las amplitudes
de transmision y reflexion, respectivamente. Una vez que conocemos la matriz S podemos calcular
la transmisién total

1 2 T
G:m;;umu:ﬂ(tt), (3.5)

donde G+ R =1y R es la reflexion total. También podemos obtener la conductancia, por medio
de la formula de Landauer-Buttiker [29, 30]

de
T= ﬁM G, (3.6)
y cantidades relacionadas como su distribucion w(7T'), su promedio (T') y su varianza var(T). En la
Ec. (3.6), e es la carga del electron y h la constante de Planck. Otra cantidad de interés que puede
ser calculada a partir de la matriz de dispersién es el ruido cudntico?, definido como [31]

P = (Tr(tth —ttieh)) . (3.7)

El ruido cuantico es una medida de las fluctuaciones de una corriente electrénica o fotonica a
través de un dispositivo por el cual viaja un numero pequenio de particulas (electrones o fotones).
El namero de estas particulas debe ser suficientemente pequeno como para producir fluctuaciones
comparables al promedio. Esto sucede generalmente en dispositivos mesoscopicos.

En adelante utilizaremos unidades atémicas: es decir, 2e/h*=1.

2Al ruido cuéntico se le conoce en inglés como shot noise.

12
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3.2. Predicciones de la Teoria de Matrices Aleatorias

Recordemos que la region de interaccion de nuestro arreglo dispersivo esta descrita por el
Hamiltoniano paramétrico de la Ec. (1.5), el cual interpola entre el GOE y el GUE al variar « entre
0 y 1. Por lo tanto la matriz de dispersion correspondiente serd un elemento del Ensamble Circular
Ortogonal (COE por sus siglas en inglés) cuando @ = 0 o un elemento del Ensamble Circular
Unitario (CUE por sus siglas en inglés) cuando o = 1. Los Ensambles Circulares son ensambles
de matrices aleatorias unitarias utilizados para representar matrices de dispersion de sistemas
complejos® [31]. A continuacion proporcionamos las predicciones de la teoria de matrices aleatorias
para las cantidades de dispersion y de transporte que analizaremos en el siguiente Capitulo.

Comenzaremos con el promedio de los elementos de la matriz S. Cuando M = 1, es decir,
considerando sélo dos terminales acopladas al sistema, se sabe que [31]

2
{[Saal*)con = 3 (3.8)

1
(ISab]?)cor = 3 (3.9)

v 1
<|Sab| >CUE 5 ) (310)

donde (-) se refiere al promedio sobre elementos del COE o del CUE y ™ significa promedio sobre
energia. En este trabajo para nuestros calculos numéricos no consideraremos el promedio sobre la
energia porque podemos incrementar facilmente el numéro de elementos en el ensamble obteniendo
asi resultados estadisticamente equivalentes. Por otro lado w(T') esta dada por

1
y
weus(T) =1 . (3.12)
Mientras que cuando M = 2
3T/2, 0<T<1
T) = 3.13
waos(T) {3(T—2\/T—1)/2, 1<T <2 (8.13)
y
wCUE(T) = 2(1 - |1 - T|)3 . (314)
Para M arbitraria las predicciones para el valor promedio de T y su varianza son
M M
T =+ — 3.15
M
(T) v = - (3.16)
M(M +1)?
T) = 3.17
varcos(T) = o 12200 + 3) (8:17)
Y 2
M
VarCUE(T) = m . (3.18)

3Con sistemas complejos nos referimos a sistemas cuanticos u ondulatorios no deterministas o cadticos cuantiza-
dos.
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CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO

Para la derivacion detallada de estos resultados ver la Ref. [31].
Finalmente, para el ruido cuantico tenemos [18, 32, 33, 34]

M (M +1)*
2(2M +1)(2M + 3)

Pros = (3.19)

(2M)°
16((2M)2 —1)

En la Tabla 3.1 reportamos los valores numéricos de (T'), var(T') y P obtenidos de las Ecs. (3.8-
3.20) con M = [1,5]; éstos valores seran utilizados como referencia en el Capitulo siguiente.

Es importante mencionar que las Ecs. (3.8-3.20) son vélidas so6lo en el caso de acoplamiento
perfecto: (S) =~ 0. Cuando existen procesos directos, (S) # 0, las predicciones de la teoria de
matrices aleatorias para las cantidades listadas arriba estdn dadas en cuadraturas; por lo tanto,
las predicciones correspondientes se deben obtener por integraciéon numérica [31].

En las secciones siguientes presentaremos nuestros resultados numeéricos para (|Sup|?), w(T),
(T), var(T) y P para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5). Para ello
calcularemos S por medio de la Ec. (3.3) con un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinas
comerciales de inversion de matrices. Para cada combinacién de o, M y N utilizaremos un ensamble
de 10° muestras (o matrices H).

Peon = (3.20)

[ M | (Mecor | (Teus | varcos(T) | varcos(T) | Poor | Poue |
1] 1/3 1/2 1/45 1/12 2/15 1/6
2 | 4/5 1 18/175 1/15 9/35 4/15
3| 9/7 3/2 16/147 9/140 8/21 | 216/560
41 16/9 2 100/891 | 16/252 | 50/99 | 32/63
5| 25/11 | 5/2 | 180/1573 | 23/396 | 90/143 | 1000,/1584

Tabla 3.1: Valores numeéricos de (T'), var(T') y P obtenidos de las Ecs. (3.8-3.20) con M = [1,5].

3.3. Acoplamiento perfecto

En este trabajo consideraremos, sin pérdida de generalidad, la condicién de acoplamiento per-
fecto entre las terminales y la region de interaccion. En general el acoplamiento perfecto se define
como el valor de e, €, tal que (S) ~ 0 [31]. Donde

() = 537 08ul)

Note que cuando € = 0, no existe acoplamiento entre las terminales y el sistema interno por lo que
t y t’ son iguales a cero y en consecuencia (S) = 1. Para cualquier € # 0, (S) < 1.

Nosotros obtenemos la condicion de acoplamiento perfecto graficando (S) como funcion de e.
Como ejemplo en la Fig. 3.2 mostramos (S) como funcion de e para sistemas con a =0y o =1 en
el caso M = 1. La regién 0 < € < ¢ se asocia a un sistema interno con absorcién. Mientras que la
region €y < e corresponde a sistemas internos con ganancia. En general ¢y depende de N y « por
lo que ¢ se debe calcular numéricamente apartir de la Ec. (3.21) combinacion de pardmetros.

En las Tablas 3.2 y 3.3 reportamos ¢y para los valores de a que utilizaremos en el Capitulo
siguiente con M = [1,5] cuando N = 100 y N = 200, respectivamente.

(3.21)
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CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO

: 1 %% N=50
£y () 1o < N-100
085, |+ + N=200

Figura 3.2: (S) como funcién de e para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5)
de tamanos N = 50,100 y 200 con (a) « =0y (b) « =1 en el caso M = 1. En (a) ¢g = 7,2 para
N =50, ¢ = 10 para N = 100 y ¢y = 14,2 para N = 200. En (b) ¢o = 9,9 para N = 50, ¢; = 14,1
para N = 100 y €g = 20,2 para N = 200. Para calcular (S) se utilizaron ensambles de 10° matrices
para cada combinacién de N y a.
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CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO

[ [M-1[M-2[M-3[M4]M35]|
0 10.0 | 990 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.001 | 10.0 | 9.90 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.002 | 10.0 | 990 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.004 | 10.0 | 9.90 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.01 10.0 | 9.90 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.03 10.0 | 990 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.06 10.0 | 990 | 9.80 | 9.80 | 9.80
0.1 10.0 10.0 | 9.90 | 9.80 | 9.80
0.15 10.1 10.0 | 10.0 | 9.90 | 9.80
0.3 104 10.4 10.3 10.2 10.2
0.6 11.5 11.6 11.5 114 114
1 14.1 14.0 13.9 13.8 13.8

Tabla 3.2: ¢p para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) para diferentes
valores de o con M = [1, 5] cuando N = 100.

(@ [ M 1[M2[M3[M4][M35]|
0.001 | 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.002 | 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.004 | 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.01 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.02 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.04 14.2 14.0 14.0 14.0 14.0
0.1 14.2 14.0 14.0 14.1 14.0
0.2 14.4 14.5 14.4 14.3 14.3
0.4 15.2 15.5 15.1 15.1 15.0
0.6 15.8 16.5 16.4 16.4 16.4
1 20.2 20.0 19.9 20.0 19.7

Tabla 3.3: ¢g para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) para diferentes
valores de o con M = [1, 5] cuando N = 200.
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CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.4. PROMEDIO DE LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE DISPERSION

3.4. Promedio de los elementos de la matriz de dispersién

Primeramente consideramos el caso M = 1 donde la matriz de dispersién es una matriz de
tamaifio 2 x 2. En la Fig. 3.3 graficamos el promedio de los elementos |S11]? y |S12|? como funcién
de «, (|S11]?) v (|S12]?). Nos concentraremos en estos dos elementos de la matriz de dispersién, que
corresponden a reflexion total y transmision total, respectivamente, ya que los otros dos elementos
no proporcionan informacién adicional: (|S11|%)=(|S22|?) = Ry (|S12|*)=(|S21]|?) = G paramodelos
de Matrices Aleatorias y sistemas desordenados [31]. Notamos una fuerte dependencia de {|S11|?)
y (|S12]?) como funcién de o que lleva al sistema dispersivo del limite COE cuando o = 0 al limite
CUE cuando o = 1.

Ademas encontramos que las cantidades (|S11]?) y {|S12]?), como funcién de « estan descritas
por

(1S1) =1 —(|S12%) , (3:22)

<|Sl2|2>CUE - <|Sl2|2>COE
1+ (6a)=2 '

donde ¢ es un parametro de ajuste. La Ec. (3.22) es una consecuencia de la relacion R + G = 1.
En la Fig. 3.3 graficamos los ajustes de los datos numéricos con las Ecs. (3.22) y (3.23). Como
puede observarse en esta figura, la correspondencia entre los datos numéricos y las Ecs. (3.22) y
(3.23) es excelente. Hemos observado que el pardmetro de ajuste  depende de M, sin embargo no
presentamos esos resultados porque no nos parecen relevantes.

(1512*) = (IS121*) cor +

(3.23)

0.7 T L R T T T T T
0.6 ]
N/\ A s > N=50 1
— 2
So5k-o--. v oodsSeN=so | Pees
[2) A gs > N=100 7
V | V<S> N=100 7 v ,
04 v ]
v
;__v___v___i___v ___________________ |
0 | | L
0.001 0.01 0.1 1
a

Figura 3.3: (|S11]?) v (|S12]?) como funcién de « para el modelo paramétrico de matrices aleatorias
de la Ec. (1.5) de tamafio N = 50 y N = 100 con M = 1. Las lineas punteadas corresponden a
las predicciones de la teoria de matrices aleatorias de las Ecs. (3.8-3.10). Las lineas continuas son
los ajustes con las Ecs. (3.22) y (3.23) con § = 9.86 para N = 50 y § = 14.02 para N = 100. Las
barras de error no se muestran por ser mas pequenas que los simbolos
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CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.5. DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE LA CONDUCTANCIA

07 T T T T T T L ———
—ALA A A A g —m————————— -
A i
A
0.6~ A =
A
NA A s > N=50 A . .
< VW <S> N=50 A
05F———| v et A
ﬂ-% A <s > N=100 v V_Q“_e
Vv <S> N= v ]
Vo <Isyf> N=100 -
0.4 v =
\Y4
L v v |
B A Aol o A
O&.Ol 0.1 1 10

Y

Figura 3.4: Misma informacién que en la Fig. 3.3 pero como funcién de .

Finalmente en la Fig. 3.4 mostramos que (|S11]?) v (|S12]?) como funciéon de o son indepen-
dientes de N cuando se grafican como funciéon de v; al igual que P(s), ver Capitulo 2.

3.5. Distribucién de probabilidad de la conductancia

En esta seccion analizamos la distribucion de la conductancia w(T') para el modelo paramétrico
de matrices aleatorias de la Ec. (1.5). En la Fig. 3.5 mostramos w(7T') para diferentes valores de
a cuando M = [1,5]. En esta figura utilizamos N = 100. En todos los paneles observamos una
transicion suave entre los limites COE y CUE como funcién de a. Ademés hemos verificado, para
M =1y M =2, que cuando @ = 0 y o = 1 se reproducen las expresiones de las Ecs. (3.11-3.14).
Cuando M > 2 no tenemos expresiones analiticas para w(7') por lo que s6lo contamos con nuestros
célculos numeéricos. Sin embargo, se sabe que en el limite M > 1, w(T') tiene una forma Gaussiana
y en la Fig. 3.5 esta tendencia ya se puede apreciar ain cuando M no es muy grande; ver el
panel (e). Es interesante notar que cuando M = 2 la Teoria de Matrices Aleatorias predice una
discontinuidad en 7' = 1 en w(T), ver Ecs. (3.13-3.14), la cual se observa claramente en nuestros
resultados numéricos, ver Fig. 3.5(b).

También vale la pena mencionar que hemos verificado que para M fija, w(T) es invariante para
una v fija, al igual que el promedio de los elementos de la matriz de dispersion y la distribucion de
espaciamientos entre energias consecutivas.
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3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y EL
RUIDO CUANTICO

R
15 2 25 3

T

w(T)

0 4
1 15 2 25 3 35 4

T

Figura 3.5: Distribucion de la conductancia w(7') para el modelo paramétrico de matrices aleatorias
de la Ec. (1.5) de tamano N = 100. Se utilizaron o = 0, 0.001, 0.004, 0.01, 0.03, 0.06, 0.1, 0.15,
0.3, 0.6 y 1. Como referencia, en rojo (azul) se muestra w(7") cuando o =0 (v = 1). (a) M =1,
(b)y M =2, (c) M =3,(d) M =47y (e) M = 5. Se utilizaron 10° valores de T para construir cada
histograma.

3.6. Promedio de la conductancia, varianza de la conductan-
cia y el ruido cuantico

Ahora nos enfocaremos en cantidades relacionadas con la conductancia como su promedio, su
varianza y el ruido cudntico. Estudiaremos estas cantidades como funcion de « y de M.

Comenzaremos con la conductancia promedio (T'). En la Fig. 3.6 mostramos (T") como funcion
de a para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamanio N = 100. Hemos
utilizado M desde uno hasta cinco; es decir, consideramos de dos a diez terminales acopladas. En
esta figura se observa claramente que (T') sufre una transicion suave de COE a CUE como funcion
de a para todos los valores de M considerados en este trabajo. Sin embargo, note que (') ~ (T")cor
para o < 0.01.

Es importante hacer notar que la forma de las curvas (T')(«) es muy similar a la forma de las
curvas (|S12]?)(a), ver Fig. 3.3. Por lo tanto proponemos la expresion

<T> CUE — <T> COE

(1) = Dheor + 5501

(3.24)

para describir nuestros datos numéricos. En la Ec. (3.24), 0 es un parametro de ajuste. En la
Fig. 3.6 mostramos los ajustes de nuestros datos con la Ec. (3.24). Los parametros de ajuste se
reportan en la Tabla 3.4. Es claro que la expresion de la Ec. (3.24) reproduce de manera correcta
nuestros datos numeéricos.
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Adicionalmente en la Fig. 3.6(f) mostramos (T")*, definido por
(T) = (T)cor
(T)ovs — (T)cos

como funcion de «d'/2. De esta forma los datos, para toda M, caen sobre la misma curva
(T)*(ad'/?).

(T)* = (3.25)

T ULISLILLALL LLLLLLE] T T TTTTT[TImT T T T TTTIT T UNLINLLLILALN ILLLLLL UNLINLLLILALN ILLLLLL T T TTTTT

(I T IIIIII|IIIIIII ' Ly

0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1

T IIIIIII|III|T|I T T TTTTTmT T IIIIIIII T T IIIIII|III|'|T|'|T|'| UL LLLLLLLL!L S B A M N

LU Lol L1111l | R R | R AR 1 11 1117]
0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
a a
ps[ T TITTIITI IO 4o T IO D g
M=1
AT N - A M= f 8
- N M=3 A
224t o S 05 m ww Fl ®
Voot VvV | e ws f |
23— ¢
9 T T T TR AR O*T’TI_II_II R N Y] T R
0.001 0.01 0.1 1 0.01 0.1 1
a 1/2
aod

Figura 3.6: Promedio de la conductancia (T') como funcién de « para el modelo paramétrico de
matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100. Como referencia, las lineas punteadas
indican la prediccion de la Teoria de Matrices Aleatorias para (T') dadas en las Ecs. (3.15) (limite
COE, linea punteada inferior) y (3.16) (limite CUE, linea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M =2,(c)M=3,(d M =4y (¢) M = 5. La linea continua es el ajuste de los datos con
la Ec. (4); los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datos
reportados en (a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.25) y como funcién de ad'/2.
Se utilizaron 10* valores de T para cada promedio.

En la Fig. 3.6 graficamos (I') como funcién de a para M fija, ahora como informacion
complementaria en la Fig. 3.7 graficamos (T") como funcion de M para « fija. En esta figura tam-
bién se observa claramente que (T') sufre una transicion suave entre COE y CUE como funcion de o.

Una cantidad relacionada con la conductancia promedio es la conductancia tipica T,

Lip que se
define como

T, = exp{InT) . (3.26)
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x * x * x * x * x
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or 1 — CuE
AA 4=0.03
- 1% 0=0.06
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Figura 3.7: Promedio de la conductancia (T') — M /2 como funcién de M para el modelo paramétrico
de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 100. Se utilizaron o = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y
0.3 (de abajo hacia arriba). Como referencia, la linea punteada [continua] indica la prediccion de la
Teoria de Matrices Aleatorias para (T') — M /2 dada en la Ec. (3.15) para el limite COE [Ec. (3.16)
para el limite CUE]. Se utilizaron 10* valores de T para cada promedio.

Por lo tanto en la Fig. 3.8 mostramos (InT") como funcion de « para el modelo paramétrico de
matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 100 cuando M = [1,5]. Al igual que (T):

(7) (InT) sufre una transicion suave entre COE y CUE como funcion de a para todo M, ver
Fig. 3.8(a-e);

(7i) la expresion
<1n T>CUE - <1n T>C0E

(InT) =(InT)eor + 1+ (0a) 2 , (3.27)
donde § es un parametro de ajuste, reproduce de manera correcta los datos numéricos, ver
Fig. 3.8(a-e);
(#4¢) cuando graficamos (InT")*, definido por
InT)— (InT
in7) = 0T) = (I Thcon (3.28)

(T cve — (InT)cor

como funcién de a6'/? los datos, para toda M, caen sobre la misma curva (In T)*(ad'/2), ver
Fig. 3.8(f);

(iv) cuando graficamos (InT') como funciéon de M para « fija, ver Fig. 3.9, también se observa
claramente que (InT") sufre una transicion suave entre COE y CUE como funcion de .

Es importante mencionar que como (InT') es una cantidad mucho mas dificil de tratar desde
el punto de vista analitico en comparacion con (T'), para ella no contamos con predicciones de
la Teoria de Matrices Aleatorias por lo que los limites COE y CUE se obtienen de manera numérica.

Es bien sabido que una distribucién no se caracteriza solamente por el promedio de la cantidad
bajo estudio, también es indispensable conocer la varianza de dicha cantidad. Entonces, en la
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| M [ N=100 | N =200 ]
1 | 13.9655 | 19.8174

2 | 11.9964 | 17.0895

3 | 10.4482 | 14.7107

4 | 9.20578 | 13.0833

5 | 8.35176 11.887

Tabla 3.4: Parametro § obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.6 y A.1 con la
Ec. (3.24).

| M [ N=100 | N =200 ]
1 | 23.5587 [ 31.7364

2 13.969 | 19.7352

3 | 11.3011 | 11.3011

4 9.8351 13.9610

5 8.8066 12.4488

Tabla 3.5: Parametro § obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.8 y A.3 con la
Ec. (3.27).

Fig. 3.10 mostramos var(T') como funciéon de « para el modelo paramétrico de matrices aleatorias
de la Ec. (1.5) de tamano N = 100 cuando M = [1,5]. Sorprendentemente, ain cuando esta
cantidad es mas complicada que las estudiadas anteriormente ({|S12|?), (T') y (InT)), encontramos
muchas similitudes en el comportamiento de var(7T) y dichas cantidades:

(i) var(T) sufre una transicion suave entre COE y CUE como funciéon de « para todo M, ver
Fig. 3.10(a-e);

(#4) la expresion
varcor(T) — varcus(T)
1+ (da)—2 ’

donde § es un parametro de ajuste, reproduce de manera correcta los datos numéricos, ver
Fig. 3.10(a-e);

var(T) = vargos(T) + (3.29)

(791) cuando graficamos var(7T) como funcion de M para « fija, ver Fig. 3.11, también se observa
claramente que var(7") sufre una transicion suave entre COE y CUE como funcion de a.

Sin embargo, podemos notar dos diferencias importantes en el comportamiento de var(7T)
con res-pecto a las cantidades estudiadas anteriormente. La primera: cuando graficamos var(7T)*,
definido por
var(T') — vargus (1)

vareor(T) — varcus (1)

var(T)* = (3.30)

como funcion de o los datos, para toda M, caen sobre la misma curva var(T')*(ad), ver Fig. 3.10(f).
La segunda: las curvas var(T") decrecen como funcion de a.

22



CAPITULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE
3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y EL
RUIDO CUANTICO

'09 T T ||||||||||T|1I T |||||||||I|T|| T ||||||I 0 T T |||||||||I|T|| T ||||||||||T|1I T TTTTIT
A L2 — A 01—
=T 1 = 7
c 15 (@ . c o2 ®
Vo1l 1 v}
-18 M=1"] .03 M=2
9 1 1 IIIIII|IILLL|I 1 IIIIII|IIILL|I 11 1111l b NN 1 IIIIII|IILLL|I L1 1111
0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
a a
04— T T |||||||||I|T|| T ||||||||||T|1I T IIIIJ-l-I 068 T T |||||||||I|T|| T ||||||||||T|1I T TTTTTT
0.35|— — B
A L 4 |ﬁ 0.64 |—
c 03 _ - L (d)
£ i - - 06
\4 025 — M=3 — v - M=4
i | T 0.564 |
02 L NN AL Lol | N EEA T L1111l
0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
a a
092 T T T TTTTITJImnr T TT ||||||||I|T| T TT IIIIII l__"_'_"1'|__'L'_"ﬂ'|__'
. ® M=1
N 088 A [ O M=
= Fosl. ¢ M=3
c : _
= osa c A M=4 )
v O V [ VvV M5
¥ (h
0.84 | RN 1 IIIII|III L1 0—_I 1 |ﬂ_||ﬁ||__|_||_|m||__|_|
0.001 0.01 0.1 1 0.001 0.01 0.1 1
a 1/2
0o

Figura 3.8: Promedio del logaritmo de la conductancia (In7T) como funcién de « para el modelo
paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100. (a) M =1, (b) M = 2,
(¢c) M =3,(d) M =4y (e) M =5. La linea continua es el ajuste de los datos con la Ec. (3.27);
los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en
(a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.28) y como funcién de ad'/2. Se utilizaron
10 valores de T para cada promedio.

A continuacién, en las Figs. 3.12 y 3.13 mostramos nuestros resultados para el ruido cudntico
P para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamanio N = 100, como
funcion de « para M fija y como funciéon de M para « fija, respectivamente.

En analogia con las cantidades anteriormente estudiadas, proponemos la siguiente expresion

PCUE - PCOE

P=PF
COE+ 1 + (60()_2 9

(3.31)
para tratar de describir nuestros datos. Sin embargo, como puede apreciarse en las Figs. 3.12(a-e),
esta ecuacién no reproduce de manera correcta nuestros resultados. Esto sucede principalmente
porque las curvas de P como funcién de « muestran un pico que sobrepasa el valor Py y que se
acentua al incrementar M. La explicacion de este efecto queda fuera del alcance de este trabajo,
sin embargo consideramos que vale la pena estudiarlo a fondo en el futuro. En todo caso, en las
Figs. 3.12(a-e) mostramos los ajustes de los datos con la Ec. (3.31) y en la Fig. 3.12(f) presentamos

las curvas de P*, definida como
P — Poop
Pr=—"" 3.32
PCUE - PCOE ( )
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Figura 3.9: Promedio del logaritmo de la conductancia (In7T") como funciéon de M para el modelo
paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100. Se utilizaron « = 0.03,
0.06, 0.1, 0.15 y 0.3 (de abajo hacia arriba). Como referencia, la linea punteada [continua] indica
el caso a = 0 [a = 1]. Se utilizaron 10* valores de T para cada promedio.

[ M [ N=100 | N =200 |
1 | —41.1289 | 58.696

2 17.3726 | 25.0543

3 15.4651 22.235

4 13.9243 | 20.0961

) 12.6233 18.873

Tabla 3.6: Parametro ¢ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.10 y A.2 con la
Ec. (3.29).

como funcion de adl/2.

Finalmente, queremos recordar que todos los datos presentados en las Figs. 3.5-3.13 corres-
ponden a matrices Hamiltonianas de tamano N = 100. Sin embargo, nuestras conclusiones no se
restringen a este caso como se puede observar en la Fig. 3.14 donde graficamos (T'), var(T), (InT) y
P como funcién de v para el modelo paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamanos
N =100y N =200 cuando M = 1. Note que todas las curvas en esta figura son invariantes como
funcion de ~.

Como informacién complementaria y para verificar la generalidad de nuestras conclusiones, en
el Apéndice A mostramos graficos similares a los de las Figs. 3.6, 3.8, 3.10 y 3.12 pero para el caso
N = 200.
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Figura 3.10: Varianza de la conductancia var(7") como funcién de « para el modelo paramétrico
de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 100. Como referencia, las lineas punteadas
indican la prediccion de la Teoria de Matrices Aleatorias para var(T) dadas en las Ecs. (3.17)
(limite COE, linea punteada superior) y (3.18) (limite CUE, linea punteada inferior). (a) M = 1,
(by M =2, (¢c) M =3, (d) M =4y (e) M =5. La linea continua es el ajuste de los datos con
la Ec. (3.29); los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datos
reportados en (a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.30) y como funcién de «ad. Se
utilizaron 10* valores de 7T para el calculo de cada var(T).

| M [ N=100 | N =200 ]

1

2

3

4

5

25.204

38.7653

42.3435

48. 3756

58.3613

35.7025

56.5723

58.3966

60. 5698

64.9508

Tabla 3.7: Parametro ¢ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.12 y A.4 con la

Ec. (3.31).
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Figura 3.11: Varianza de la conductancia var(7') como funcion de M para el modelo paramétrico
de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 100. Se utilizaron o = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y
0.3 (de arriba hacia abajo). Como referencia, la linea punteada [continua| indica la prediccion de
la Teoria de Matrices Aleatorias para var(7T) dada en la Ec. (3.17) para el limite COE [Ec. (3.18)
para el limite CUE]. Se utilizaron 10* valores de T para el célculo de cada var(T).
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Figura 3.12: Ruido cuantico P como funcién de « para el modelo paramétrico de matrices aleatorias
de la Ec. (1.5) de tamafio N = 100. Como referencia, las lineas punteadas indican la prediccion
de la Teoria de Matrices Aleatorias para P dadas en las Ecs. (3.19) (limite COE, linea punteada
inferior) y (3.20) (limite CUE, linea punteada superior). (a) M =1, (b) M =2, (¢) M = 3, (d)
M =4y (e) M = 5. La linea continua es el ajuste de los datos con la Ec. (3.31); los parametros de
ajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahora
normalizados de acuerdo a la Ec. (3.32) y como funcién de a§'/2. Se utilizaron 10* matrices S para
el célculo de cada P.
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Figura 3.13: Ruido cuéntico P (graficado como P — P.or) como funcién de M para el modelo
paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamanio N = 100. Se utilizaron o = 0.001,

0.004, 0.03, 0.06, 0.15, 0.3 y 0.6 (de abajo hacia arriba). Como referencia, la linea punteada [con-
tinua| indica el caso o = 0 [a = 1]. Se utilizaron 10* matrices S para el calculo de cada P.
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Figura 3.14: (T'), var(T), (InT) y P como funcién de 7 para el modelo paramétrico de matrices
aleatorias de la Ec. (1.5) de tamanos N = 100 y N = 200 cuando M = 1. Como referencia, la linea
punteada [continua] indica el caso o = 0 [a = 1]. Se utilizaron 10* matrices S para el célculo cada
punto.
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta Tesis estudiamos numéricamente las propiedades de dispersion y de transporte de
sistemas caoticos cuantizados utilizando el modelo paramétrico de matrices aleatorias H(«a) =
S + iaA que interpola del ensamble con simetria ortogonal (cuando o = 0) al ensamble con
simetria unitaria (cuando o = 1).

Antes de estudiar las propiedades de transporte del modelo paramétrico de matrices aleato-
rias, verificamos las propiedades de su espectro (mediante la distribucion del espaciamiento entre
energias consecutivas P(s)) reportadas anteriormente:

(1) cuando a =0, P(s) = Pgoxr(s);
(#4) cuando o =1, P(s) = Peur(s);

(#ii) cuando 0 < a < 1, P(s) es invariante para v = av/N fija, donde N es el tamafio de la matriz
H(a).

Nosotros consideramos arreglos dispersivos en ausencia de procesos directos en los cuales 2M
terminales unimodales son acopladas al sistema interno representado por H(«). En general, obser-
vamos que:

(i) el promedio de los elementos de la matriz de dispersién (|S11|?) v (|S12]?), la distribucion de
probabilidad de la conductancia w(T), la conductancia promedio (T), la conductancia tipica
exp(InT), la varianza de la conductancia var(T) y el ruido cuantico P sufren una transicion
suave entre el COE y el CUE como funcién de « para todo M; ver las Figs. 3.3, 3.5, 3.6, 3.8,
3.10 y 3.12;

(7i) la expresion
XCUE - XCOE
14 (da)=2 7

donde X representa las cantidades (|S11/%), (|S12]?), (T), (InT), —var(T') y P, donde § es
un pardmetro de ajuste, reproduce de manera correcta los datos numéricos; ver las Figs. 3.3,
3.6, 3.8, 3.10 y 3.12;

X:XCOE+

(#i7) cuando graficamos X*, definido por

X - XCOE

X* = or
XCUE 7XCOE

como funciéon de ad'/?, donde X* representa las cantidades (T'), (InT) y P, los datos para
toda M caen sobre la misma curva; ver las Figs. 3.6, 3.8, 3.12(f);
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(iv) cuando graficamos (T'), (InT), var(T) y P como funciéon de M para « fija, se observa clara-
mente que estas cantidades sufren una transicion suave entre el COE y el CUE como funciéon
de «; ver las Figs. 3.7, 3.9, 3.11, 3.13.

Esperamos que nuestros resultados contribuyan al entendimiento de las propiedades de trans-
porte de sistemas desordenados y caodticos cuantizados. En particular nuestros resultados podrian
ser verificados experimentalmente utilizando:

= puntos cuédnticos inmersos en un gas bidimensional de electrones con un campo magnético
aplicado;

= cavidades microscopicas construidas con guias de ondas deformadas a través de las cuales
viajan ondas electromagnéticas;

= cavidades macroscopicas de microondas con impurezas magnéticas.
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Apéndice A
Graficos complementarios

En este Apéndice mostramos, como informacién complementaria, graficos similares a los de las
Figs. 3.6, 3.10, 3.8 y 3.12 pero para el caso N = 200.
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Figura A.1: Promedio de la conductancia (T') como funcién de « para el modelo paramétrico de
matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamafio N = 200. Como referencia, las lineas punteadas
indican la prediccion de la Teoria de Matrices Aleatorias para (T') dadas en las Ecs. (3.15) (limite
COE, linea punteada inferior) y (3.16) (limite CUE, linea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M =2,(c)M=3,(d M =4y (¢) M = 5. La linea continua es el ajuste de los datos con
la Ec. (4); los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datos
reportados en (a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.25) y como funcién de ad'/2.
Se utilizaron 10* valores de T para cada promedio.
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Figura A.2: Varianza de la conductancia var(T") como funcién de « para el modelo paramétrico
de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 200. Como referencia, las lineas punteadas
indican la prediccion de la Teorfa de Matrices Aleatorias para var(T) dadas en las Ecs. (3.17)
(limite COE, linea punteada superior) y (3.18) (limite CUE, linea punteada inferior). (a) M = 1,
(by M =2, (¢c) M =3,(d) M =4y (e) M =5. La linea continua es el ajuste de los datos con
la Ec. (3.29); los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datos
reportados en (a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.30) y como funcion de ad. Se
utilizaron 10* valores de 7' para el calculo de cada var(T).
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Figura A.3: Promedio del logaritmo de la conductancia (InT") como funcion de « para el modelo
paramétrico de matrices aleatorias de la Ec. (1.5) de tamano N = 200. (a) M =1, (b) M = 2,
(¢c) M =3, (d) M =4y (e) M =5. La linea continua es el ajuste de los datos con la Ec. (3.27);
los parametros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en
(a-e) pero ahora normalizados de acuerdo a la Ec. (3.28) y como funcién de ad'/2. Se utilizaron
10 valores de T para cada promedio.
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Figura A .4: Ruido cuéntico P como funcién de « para el modelo paramétrico de matrices aleatorias
de la Ec. (1.5) de tamafio N = 200. Como referencia, las lineas punteadas indican la prediccion
de la Teoria de Matrices Aleatorias para P dadas en las Ecs. (3.19) (limite COE, linea punteada
inferior) y (3.20) (limite CUE, linea punteada superior). (a) M = 1, (b) M =2, (¢) M = 3, (d)
M =4y (e) M = 5. La linea continua es el ajuste de los datos con la Ec. (3.31); los parametros de
ajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahora
normalizados de acuerdo a la Ec. (3.32) y como funcién de a§'/2. Se utilizaron 10* matrices S para
el célculo de cada P.
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