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ResumenEl rompimiento de la simetría de reversibilidad temporal (simetría de inversión temporal) en unsistema 
aóti
o 
uantizado 
orresponde a la transi
ión de simetría ortogonal a unitaria en ensamblesde matri
es aleatorias. En está Tesis estudiamos, 
on un enfoque estadísti
o, las propiedades dedispersión y de transporte de sistemas 
aóti
os 
uantizados utilizando el modelo paramétri
o dematri
es aleatoriasH(α) = S+iαA que interpola del ensamble 
on simetría ortogonal (
uando α =
0) al ensamble 
on simetría unitaria (
uando α = 1). En general, observamos que el promedio de loselementos de la matriz de dispersión, la 
ondu
tan
ia promedio, la varianza de la 
ondu
tan
ia, ladistribu
ión de probabilidad de la 
ondu
tan
ia y el ruido 
uánti
o sufren una transi
ión suave desimetría ortogonal a simetría unitaria 
omo fun
ión de α. Además, mostramos que las propiedadesarriba men
ionadas son invariantes ante el parámetro γ = α

√
N , donde N es el tamaño de lamatriz H(α).
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Capítulo 1Introdu

ión1.1. Ante
edentesLa Teoría de Matri
es Aleatorias fue introdu
ida 
omo una poderosa herramienta físi
a-matemáti
a en la dé
ada de los 60's por Wigner, Dyson y Gaudin [1℄, donde la idea original estáenfo
ada al entendimiento de las propiedades estadísti
as de espe
tros energéti
os de nú
leos pesa-dos, obtenidos experimentalmente a partir de rea

iones nu
leares [2℄. En años re
ientes la Teoríade Matri
es Aleatorias ha retomado un renovado interés prin
ipalmente por dos des
ubrimientos.El primero muestra que las propiedades estadísti
as del espe
tro y de las autofun
iones de sistemas
aóti
os 
uantizados1 pueden ser des
ritas por ensambles de matri
es aleatorias [1, 3, 4, 5℄. El se-gundo muestra que las propiedades estadísti
as de la 
ondu
tan
ia de sistemas 
omplejos puedenser entendidas mediante modelos de matri
es aleatorias [6℄.Para des
ribir las propiedades estadísti
as de sistemas 
aóti
os 
uantizados 
onservativos pormedio de ensambles de matri
es aleatorias y dependiendo de la simetría del sistema en 
onsidera
iónse pueden utilizar uno de los tres ensambles universales introdu
idos por Metha [1℄. El EnsambleGausiano Ortogonal (GOE, por sus siglas en inglés) des
ribe a sistemas 
on simetría antiunitaria(simetría aso
iada a inversión temporal), mientras que el Ensamble Gausiano Unitario (GUE, porsus siglas en inglés) 
ara
teriza sistemas sin tal simetría [4℄. El ter
er ensamble 
ono
ido 
omoEnsamble Gausiano Simplé
ti
o (GSE, por sus siglas en inglés) 
ara
teriza a sistemas 
on espíntotal no entero [7℄.Uno de los resultados más relevantes de la Teoría de Matri
es Aleatorias es el uso de la formade la distribu
ión del espa
iamiento entre niveles P (s),2 para la distan
ia s entre niveles de energía
onse
utivos, 
omo signatura de la dinámi
a 
lási
a en el régimen 
uánti
o. En parti
ular ha sidoposible entender y 
omprobar:
(i) la a�rma
ión he
ha por Berry y Tabor [8℄ de que una P (s) de tipo Poisson

PPoisson(s) = exp(−s) (1.1)es 
ara
terísti
a de sistemas integrables en el límite 
lási
o;
(ii) la 
onjetura de Bohigas, Giannoni y Smith [3, 9℄ que di
e que para sistemas que desarrollanuna dinámi
a 
lási
a globalmente 
aóti
a P (s) es del tipo Wigner-Dyson y depende de lasimetría del sistema de la siguiente manera [10℄: En el 
aso del GOE

PGOE(s) = π

2
s exp

(

−π

4
s2
)

, (1.2)1Un sistema 
aóti
o 
uantizado es un sistema 
uánti
o 
uyo límite 
lási
o muestra dinámi
a 
aóti
a.2En el Capítulo 2 expli
aremos 
omo 
onstruir P (s). 3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.1. ANTECEDENTESpara el GUE
PGUE(s) = 32

π2
s2 exp

(

− 4

π
s2
) (1.3)y �nalmente para el GSE

PGSE(s) = 218

36π3
s4 exp

(

− 64

9π
s2
)

. (1.4)Como P (s) sólo depende de la simetría del sistema, diferentes sistemas 
aóti
os 
uantizadosse 
ara
terizan por la misma P (s). Por ejemplo, en la Fig. 1.1 se muestra P (s) para 6 sistemasdiferentes3 pero todos 
on simetría ortogonal. Es 
laro que P (s) en todos estos 
asos es muysimilar a PGOE(s). Note que la diferen
ia prin
ipal entre las tres distribu
iones de Wigner-Dysonse da 
uando s → 0: PGOE(s) ∝ s, PGUE(s) ∝ s2 y PGSE(s) ∝ s4. Como ejemplo en la Fig. 1.2se muestra P (s) para el os
ilador anarmóni
o tridimensional 
on simetría ortogonal, unitaria ysimplé
ti
a junto 
on las tres distribu
iones de Wigner-Dyson.

Figura 1.1: Distribu
ión de espa
iamientos de niveles P (s) (histogramas) para (a) un billar deSinai, (b) el átomo de hidrógeno en un 
ampo magnéti
o intenso, (
) el espe
tro de ex
ita
ión deuna molé
ula de NO2, (d) el espe
tro de resonan
ia de un bloque de 
uarzo 
on forma de billarde Sinai, (e) el espe
tro de mi
roondas de una 
avidad 
aóti
a tridimensional y (f) el espe
tro dela vibra
ión de una pla
a metáli
a 
on forma de un 
uarto de estadio. Las líneas 
ontinuas son
PGOE(s) y las líneas punteadas son PPoisson(s). Figura tomada de [10℄.3Uno de estos sistemas que se utiliza en la Fig. 1.1 es el billar de Sinai. Introdu
ido por Yakov Sinai, éste es unbillar en el que una partí
ula puntual se mueve en la región espa
ial bidimensional 
uyas fronteras interna y externason una 
ir
unferen
ia y un 
uadrado, respe
tivamente. La dinámi
a de este billar es 
aóti
a.4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.1. ANTECEDENTES

Figura 1.2: Distribu
ión de espa
iamientos de niveles P (s) (histogramas) para el os
ilador anar-móni
o tridimensional que pertene
e al ensamble (a) ortogonal, (b) unitario y (
) simplé
ti
o. Laslíneas 
orresponden a PGOE(s), PGUE(s) y PGSE(s). Figura tomada de [10℄.Además de los sistemas que 
orresponden a los ensambles universales men
ionados arriba, sepueden 
onsiderar familias de sistemas que muestran una transi
ión 
ontinua entre dos ensambles.En espe
ial, la transi
ión entre el ensamble ortogonal y unitario es de gran interés porque 
orres-ponde al rompimiento de simetría antiunitaria en un sistema dinámi
o. Esta transi
ión ha sidoestudiada a fondo analíti
amente [11, 12℄ (mediante modelos de matri
es aleatorias), numéri
a-mente [13, 14℄ (mediante la simula
ión de billares 
aóti
os 
uantizados 
on un 
ampo magnéti
oapli
ado) y experimentalmente [15, 16, 17℄ (mediante experimentos de transmisión de mi
roondasen billares ma
ros
ópi
os 
on impurezas magnéti
as). Sin embargo las propiedades de dispersión yde transporte en esta transi
ión no han sido estudiadas a fondo.4En esta Tesis nos damos a la tarea de estudiar numéri
amente las propiedades de dispersión yde transporte en la transi
ión de simetría ortogonal a unitaria. Como en nuestro estudio utilizamos4Durante la realiza
ión de esta Tesis Kumar y Pandey publi
aron dos artí
ulos [18, 19℄ sobre el estudio delas propiedades de dispersión y de transporte en la transi
ión GOE-GUE. Los resultados de estos artí
ulos son
omplementarios a los reportados en esta Tesis. 5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.2. MODELOun modelo de la Teoría de Matri
es Aleatorias, esperamos que nuestros resultados sean universalesy apli
ables a una amplia variedad de sistemas, en parti
ular a sistemas 
aóti
os 
uantizados.1.2. ModeloComo se men
ionó anteriormente, un resultado importante de la Teoría de Matri
es Aleatoriases que las propiedades estadísti
as de los espe
tros y autofun
iones sólo dependen de la simetríadel Hamiltoniano. Si hay simetría de reversibilidad temporal (simetría de inversión temporal), lamatriz Hamiltoniana 
orrespondiente es real y simétri
a. Hamiltonianos 
on esta simetría estánrepresentados por el Ensamble Gausiano Ortogonal. Si tal simetría no está presente, la matrizHamiltoniana es 
ompleja y hermíti
a. En este 
aso di
ho Hamiltoniano pertene
e al EnsambleGausiano Unitario.En esta Tesis utilizaremos el Hamiltoniano paramétri
o [12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25℄H = S+ iαA , (1.5)donde α es un parámetro que toma valores entre 0 y 1 y se le 
ono
e 
on el nombre de parámetrode 
ontrol [21℄. En la expresión (1.5) S denota una matriz real y simétri
a de tamaño N × N yA denota una matriz antisimétri
a de tamaño N × N 
uyos elementos son variables aleatoriasestadísti
amente independientes 
on distribu
ión de probabilidad normal. La matriz A juega elpapel de perturba
ión a medida que variamos el parámetro α. Cuando α = 0, H es un elementodel GOE; es de
ir, nuestro Hamiltoniano toma la forma:H = S . (1.6)Cuando α = 1, H es un elemento del GUE.La forma explí
ita del Hamiltoniano paramétri
o, E
. (1.5), es:H =











S1,1 S2,1 · · · SN,1S2,1 S2,2... . . . SN,N−1SN,1 SN,N−1 SNN











+ iα











A1,1 −A2,1 · · · −AN,1A2,1 A2,2... . . . −AN,N−1AN,1 AN,N−1 ANN











. (1.7)1.3. Organiza
ión del trabajoEn el Capítulo 2 estudiamos las propiedades espe
trales del modelo paramétri
o de matri
esaleatorias de la E
. (1.5). En parti
ular nos enfo
aremos en la forma de la distribu
ión de espa
ia-mientos entre niveles energéti
os P (s) 
omo fun
ión del parámetro α. A 
ontinua
ión 
onstruimosun sistema dispersivo a
oplando terminales al modelo paramétri
o de matri
es aleatorias. Por elloen el Capítulo 3 de�nimos el arreglo dispersivo y estudiamos las propiedades de transporte delmodelo. En parti
ular nos enfo
amos en los elementos de la matriz de dispersión, la distribu
ión,promedio y varianza de la 
ondu
tan
ia y el ruido 
uánti
o 
omo fun
ión de α y del número determinales a
opladas. Finalmente, en el Capítulo 4 listamos las 
on
lusiones obtenidas a partir deldesarrollo de este trabajo.
6



Capítulo 2Propiedades espe
tralesEn este 
apítulo se estudian las propiedades espe
trales del modelo paramétri
o de matri
esaleatorias de la E
. (1.5). En parti
ular nos enfo
aremos en la forma de la distribu
ión de espa
ia-mientos entre niveles energéti
os 
omo fun
ión del parámetro α.2.1. Estadísti
a de nivelesUna herramienta ampliamente utilizada para el estudio del espe
tro de sistemas desordenados1y 
aóti
os 
uantizados es la distribu
ión de espa
iamientos entre niveles energéti
os P (s). P (s) se
al
ula de la siguiente manera: Dado un espe
tro de energías ordenado de manera 
re
iente E1, E2,
E3,. . . ,EN se de�nen los espa
iamientos entre energías 
onse
utivas s̄1 = E2 − E1, s̄2 = E3 − E2,
s̄3 = E4−E3, . . . , s̄N−1 = EN−EN−1. A 
ontinua
ión se normalizan 
ada uno de los espa
iamientosutilizando su promedio

si =
s̄i
〈s̄〉 . (2.1)Y �nalmente se 
onstruye el histograma P (s).A 
ontinua
ión analizaremos la forma de P (s) 
omo fun
ión de α para el Hamiltonianoparamétri
o de la E
. (1.5), que de antemano sabemos que transitará entre PGOE(s) y PGUE(s)al variar α entre 0 y 1. Vale la pena men
ionar que la forma de P (s) en la transi
ión GOE-GUEha sido ampliamente estudiada [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25℄, sin embargo, es importante que nosotrosveri�quemos di
ha transi
ión para tener la 
erteza de que nuestros 
ál
ulos posteriores serán 
o-rre
tos.En nuestro estudio utilizamos solamente una 
uarta parte de 
ada uno de los espe
tros obtenidosal diagonalizar numéri
amente2 el Hamiltoniano paramétri
o E
. (1.5), ésto para evitar efe
tosdel tamaño �nito de las matri
es. En la Fig. 2.1 mostramos 
omo ejemplo dos espe
tros para elmodelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100, uno 
on α = 0y otro 
on α = 1, y en la Fig. 2.2 mostramos las distribu
iones de espa
iamientos entre niveles
onse
utivos P (s) 
orrespondientes junto 
on las predi

iones de la Teoría de Matri
es Aleatorias.Evidentemente la 
orresponden
ia entre nuestros 
ál
ulos numéri
os y las predi

iones analíti
ases ex
elente, 
omo se esperaba.Ahora en la Fig. 2.3 reportamos P (s) para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de laE
. (1.5) de tamaño N = 100 y valores de α entre 0 y 1. Se observa una transi
ión suave de PGOE(s)a PGUE(s) 
omo fun
ión de α. Como ya lo men
ionamos anteriormente P (s) ya ha sido estudiadatanto analíti
a 
omo numéri
amente [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25℄. Además en [24, 25℄ fué de�nido el1Con sistemas desordenados nos referimos a sistemas 
uánti
os u ondulatorios no deterministas, es de
ir, sistemas
on 
omponentes aleatorias.2La diagonaliza
ión numéri
a la realizamos 
on un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinas 
omer
iales.7



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES ESPECTRALES2.1. ESTADÍSTICA DE NIVELES
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Figura 2.1: Ejemplos de espe
tros para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5)de tamaño N = 100 
on α = 0 y 1. Sólo se utiliza el 25% del espe
tro alrededor de E = 0 (en
olor negro) para 
onstruir P (s).parámetro γ ante el 
ual P (s) es invariante:
γ = α

√
N . (2.2)Es de
ir, sin importar los valores de α o N , P (s) tendrá la misma forma para una γ �ja.En la Fig. 2.4 mostramos la invarianza de P (s) ante γ. Elegimos los valores γ2 = 1/8 y

γ2 = 1/2 y para 
ada uno de estos valores utilizamos matri
es de tamaños N = 50, 100, 200 y400. Elegimos estos valores de γ por que son los que produ
en histogramas de P (s) 
laramenteintermedios entre PGOE(s) y PGUE(s). Evidentemente aún 
uando 
ambiamos el tamaño de lasmatri
es, los histogramas de P (s) 
aen uno sobre otro para el mismo valor de γ.El parámetro γ es una 
antidad muy importante en lo que se re�ere a las propiedades espe
tralesdel modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5). Será interesante investigar qué tanrelevante es para las 
antidades de transporte que estudiaremos en el siguiente 
apítulo.

8



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES ESPECTRALES2.1. ESTADÍSTICA DE NIVELES
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PGOE(s)

Figura 2.2: Distribu
ión de espa
iamientos entre niveles energéti
os P (s) para el modelo paramétri-
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100 
on α = 0 y 1. Utilizamos 105 datospara la 
onstru

ión de 
ada histograma. Las 
urvas 
ontinuas 
orresponden a PGOE(s) y PGUE(s),dadas por las E
s. (1.2) y (1.3), respe
tivamente.
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Figura 2.3: Distribu
ión de espa
iamientos entre niveles energéti
os P (s) para el modelo paramétri-
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100 
on α =0.02, 0.03, 0.05, 0.07 y 0.09.Utilizamos 105 datos para la 
onstru

ión de 
ada histograma. Las 
urvas 
ontinuas 
orrespondena PGOE(s) y PGUE(s), dadas por las E
s. (1.2) y (1.3), respe
tivamente.9



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES ESPECTRALES2.1. ESTADÍSTICA DE NIVELES
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 γ2=1/8

PGOE(s)Figura 2.4: Distribu
ión de espa
iamientos entre niveles energéti
os P (s) para el modelo paramétri-
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) 
on γ2 = 1/8 y γ2 = 1/2. Para 
ada valor de γ se utilizaronmatri
es de tamaños N = 50, 100, 200 y 400. Utilizamos 105 datos para la 
onstru

ión de 
adahistograma. Las 
urvas 
ontinuas 
orresponden a PGOE(s) y PGUE(s), dadas por las E
s. (1.2) y(1.3), respe
tivamente.
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Capítulo 3Propiedades de transporteEn este 
apítulo se estudian las propiedades de transporte del modelo paramétri
o de matri
esaleatorias de la E
. (1.5). En parti
ular nos enfo
aremos en los elementos de la matriz de dispersión,la distribu
ión, promedio y varianza de la 
ondu
tan
ia y el ruido 
uánti
o 
omo fun
ión de α ydel número de terminales a
opladas.3.1. Arreglo dispersivoEn general un arreglo dispersivo se divide en dos partes: Un blan
o o región de intera

ión quese supone des
ono
ida y una región asintóti
a que se supone 
ono
ida. Ver Fig. 3.1. En el 
asode nuestro arreglo dispersivo, la región de intera

ión estará representada por el Hamiltonianoparamétri
o de la E
. (1.5) y la región asintóti
a 
onsistirá de terminales que se a
oplan al blan
oa través de las 
uales se envían ondas (ele
tróni
as o ele
tromagnéti
as). En el 
aso de blan
os querepresentan a sistemas desordenados el a
oplar una terminal 
uasi-unidimesional 
on M modosabiertos es equivalente a a
oplar M terminales unimodales. En este trabajo utilizaremos termi-nales que soportan un solo modo transversal, es de
ir terminales unimodales, porque representanalambres unidimensionales.Para 
al
ular las propiedades de transporte de nuestro arreglo dispersivo es ne
esario obtenerla matriz de dispersión, matriz S, del sistema. La matriz S es una herramienta fundamental parael análisis del fenómeno de dispersión 
uánti
o y ele
tromagnéti
o. La matriz S rela
iona ondasque entran 
on ondas que salen, de una 
ierta región de intera

ión, de la siguiente manera:
V salen = SV entran , (3.1)donde V entran y V salen son ve
tores que espe
i�
an ondas que entran y ondas que salen de laregión de intera

ión, respe
tivamente.Consideramos 2M terminales semi-in�nitas1 a
opladas a la región de intera

ión. Cada terminalestá des
rita por un Hamiltoniano de tipo enla
e fuerte de�nido por:

Hterminal =
−∞
∑

n=1

(|n〉〈n+ 1|+ |n+ 1〉〈n|) . (3.2)Usando métodos estandarizados [26℄ la matriz de dispersión se puede es
ribir en la forma [27, 28℄
S(E) =

(

r t′

t r′

)

= 1− 2isen(k)WT 1

E −Hef
W , (3.3)1Es
ogemos 2M terminales porque así la matriz de dispersión se puede dividir en 
uatro bloques que representaneexexión y transmisión. Si el número de terminales no es un número par la estru
tura de la matriz de dispersión esmás 
ompli
ada. 11



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.1. ARREGLO DISPERSIVO
Rr’

Tt’

t

rregión asintótica región asintóticaRegión de

Interacción

Blanco
O

Figura 3.1: Diagrama esquemáti
o de un arreglo dispersivo y elementos de la matriz de dispersión
S.donde 1 es la matriz unitaria de tamaño 2M × 2M , k = arc cos(E/2) es el ve
tor de onda de lasondas que entran por las terminales y Hef es un Hamiltoniano efe
tivo no hermíti
o dado por

Hef = H− eikWWT . (3.4)Aquí, W es una matriz de tamaño N × 2M que espe
i�
a el lugar donde las terminales se a
oplana la muestra representada por el Hamiltoniano paramétri
o de la E
. (1.5). Los elementos de Wson iguales a 
ero o ǫ, donde ǫ es la magnitud del a
oplamiento. Puesto que arc cos(E/2) no 
ambiasigni�
ativamente en el 
entro de la banda, es
ogemos E = 0 y despre
iamos la dependen
ia de
Hef y S 
on la energía. Los símbolos t, t′, r y r′ en la matriz S, E
. (3.3), son matri
es de tamaño
M×M . Los elementos de las matri
es de transmisión (t y t′) y re�exión (r y r′) son las amplitudesde transmisión y re�exión, respe
tivamente. Una vez que 
ono
emos la matriz S podemos 
al
ularla transmisión total

G =
1

2M

∑

m

∑

n

| tmn |2= Tr(tt†) , (3.5)donde G+R = 1 y R es la re�exión total. También podemos obtener la 
ondu
tan
ia, por mediode la fórmula de Landauer-Buttiker [29, 30℄
T =

4e

~2
MG , (3.6)y 
antidades rela
ionadas 
omo su distribu
ión w(T ), su promedio 〈T 〉 y su varianza var(T ). En laE
. (3.6), e es la 
arga del ele
trón y ~ la 
onstante de Plan
k. Otra 
antidad de interés que puedeser 
al
ulada a partir de la matriz de dispersión es el ruido 
uánti
o2, de�nido 
omo [31℄

P = 〈Tr(tt† − tt†tt†)〉 . (3.7)El ruido 
uánti
o es una medida de las �u
tua
iones de una 
orriente ele
tróni
a o fotóni
a através de un dispositivo por el 
ual viaja un número pequeño de partí
ulas (ele
trones o fotones).El número de estas partí
ulas debe ser su�
ientemente pequeño 
omo para produ
ir �u
tua
iones
omparables al promedio. Esto su
ede generalmente en dispositivos mesos
opi
os.En adelante utilizaremos unidades atómi
as: es de
ir, 2e/~2=1.2Al ruido 
uánti
o se le 
ono
e en inglés 
omo shot noise.12



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.2. PREDICCIONES DE LA TEORÍA DE MATRICES ALEATORIAS3.2. Predi

iones de la Teoría de Matri
es AleatoriasRe
ordemos que la región de intera

ión de nuestro arreglo dispersivo esta des
rita por elHamiltoniano paramétri
o de la E
. (1.5), el 
ual interpola entre el GOE y el GUE al variar α entre0 y 1. Por lo tanto la matriz de dispersión 
orrespondiente será un elemento del Ensamble Cir
ularOrtogonal (COE por sus siglas en inglés) 
uando α = 0 o un elemento del Ensamble Cir
ularUnitario (CUE por sus siglas en inglés) 
uando α = 1. Los Ensambles Cir
ulares son ensamblesde matri
es aleatorias unitarias utilizados para representar matri
es de dispersión de sistemas
omplejos3 [31℄. A 
ontinua
ión propor
ionamos las predi

iones de la teoría de matri
es aleatoriaspara las 
antidades de dispersión y de transporte que analizaremos en el siguiente Capítulo.Comenzaremos 
on el promedio de los elementos de la matriz S. Cuando M = 1, es de
ir,
onsiderando sólo dos terminales a
opladas al sistema, se sabe que [31℄
〈|Saa|2〉COE =

2

3
, (3.8)

〈|Sab|2〉COE =
1

3
(3.9)y

〈|Sab|2〉CUE =
1

2
, (3.10)donde 〈·〉 se re�ere al promedio sobre elementos del COE o del CUE y · signi�
a promedio sobreenergía. En este trabajo para nuestros 
ál
ulos numéri
os no 
onsideraremos el promedio sobre laenergía porque podemos in
rementar fa
ilmente el numéro de elementos en el ensamble obteniendoasí resultados estadísti
amente equivalentes. Por otro lado w(T ) está dada por

wCOE(T ) = 1

2
√
T

(3.11)y
wCUE(T ) = 1 . (3.12)Mientras que 
uando M = 2

wCOE(T ) = {

3T/2, 0 < T < 1

3(T − 2
√
T − 1)/2, 1 < T < 2

(3.13)y
wCUE(T ) = 2(1− |1− T |)3 . (3.14)Para M arbitraria las predi

iones para el valor promedio de T y su varianza son
〈T 〉COE = − M

2(2M + 1)
+

M

2
, (3.15)

〈T 〉CUE =
M

2
, (3.16)varCOE(T ) = M(M + 1)2

(2M + 1)2(2M + 3)
(3.17)y varCUE(T ) = M2

4(4M2 − 1)
. (3.18)3Con sistemas 
omplejos nos referimos a sistemas 
uánti
os u ondulatorios no deterministas o 
aóti
os 
uantiza-dos. 13



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTOPara la deriva
ión detallada de estos resultados ver la Ref. [31℄.Finalmente, para el ruido 
uánti
o tenemos [18, 32, 33, 34℄
PCOE =

M(M + 1)2

2(2M + 1)(2M + 3)
(3.19)y

PCUE =
(2M)3

16((2M)2 − 1)
. (3.20)En la Tabla 3.1 reportamos los valores numéri
os de 〈T 〉, var(T ) y P obtenidos de las E
s. (3.8-3.20) 
on M = [1, 5]; éstos valores serán utilizados 
omo referen
ia en el Capítulo siguiente.Es importante men
ionar que las E
s. (3.8-3.20) son válidas sólo en el 
aso de a
oplamientoperfe
to: 〈S〉 ≈ 0. Cuando existen pro
esos dire
tos, 〈S〉 6= 0, las predi

iones de la teoría dematri
es aleatorias para las 
antidades listadas arriba están dadas en 
uadraturas; por lo tanto,las predi

iones 
orrespondientes se deben obtener por integra
ión numéri
a [31℄.En las se

iones siguientes presentaremos nuestros resultados numéri
os para 〈|Sab|2〉, w(T ),

〈T 〉, var(T ) y P para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5). Para ello
al
ularemos S por medio de la E
. (3.3) 
on un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinas
omer
iales de inversión de matri
es. Para 
ada 
ombina
ión de α,M yN utilizaremos un ensamblede 106 muestras (o matri
es H).M 〈T 〉COE 〈T 〉CUE varCOE(T ) varCUE(T ) PCOE PCUE1 1/3 1/2 4/45 1/12 2/15 1/62 4/5 1 18/175 1/15 9/35 4/153 9/7 3/2 16/147 9/140 8/21 216/5604 16/9 2 100/891 16/252 50/99 32/635 25/11 5/2 180/1573 23/396 90/143 1000/1584Tabla 3.1: Valores numéri
os de 〈T 〉, var(T ) y P obtenidos de las E
s. (3.8-3.20) 
on M = [1, 5].3.3. A
oplamiento perfe
toEn este trabajo 
onsideraremos, sin pérdida de generalidad, la 
ondi
ión de a
oplamiento per-fe
to entre las terminales y la región de intera

ión. En general el a
oplamiento perfe
to se de�ne
omo el valor de ǫ, ǫ0, tal que 〈S〉 ≈ 0 [31℄. Donde
〈S〉 = 1

2M

∑

ij

〈|Sij |〉 . (3.21)Note que 
uando ǫ = 0, no existe a
oplamiento entre las terminales y el sistema interno por lo que
t y t′ son iguales a 
ero y en 
onse
uen
ia 〈S〉 = 1. Para 
ualquier ǫ 6= 0, 〈S〉 < 1.Nosotros obtenemos la 
ondi
ión de a
oplamiento perfe
to gra�
ando 〈S〉 
omo fun
ión de ǫ.Como ejemplo en la Fig. 3.2 mostramos 〈S〉 
omo fun
ión de ǫ para sistemas 
on α = 0 y α = 1 enel 
aso M = 1. La región 0 < ǫ < ǫ0 se aso
ia a un sistema interno 
on absor
ión. Mientras que laregión ǫ0 < ǫ 
orresponde a sistemas internos 
on ganan
ia. En general ǫ0 depende de N y α porlo que ǫ0 se debe 
al
ular numéri
amente apartir de la E
. (3.21) 
ombina
ión de parámetros.En las Tablas 3.2 y 3.3 reportamos ǫ0 para los valores de α que utilizaremos en el Capítulosiguiente 
on M = [1, 5] 
uando N = 100 y N = 200, respe
tivamente.14



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO
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Figura 3.2: 〈S〉 
omo fun
ión de ǫ para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5)de tamaños N = 50, 100 y 200 
on (a) α = 0 y (b) α = 1 en el 
aso M = 1. En (a) ǫ0 = 7,2 para
N = 50, ǫ0 = 10 para N = 100 y ǫ0 = 14,2 para N = 200. En (b) ǫ0 = 9,9 para N = 50, ǫ0 = 14,1para N = 100 y ǫ0 = 20,2 para N = 200. Para 
al
ular 〈S〉 se utilizaron ensambles de 105 matri
espara 
ada 
ombina
ión de N y α.
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CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO
α M=1 M=2 M=3 M=4 M=50 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.001 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.002 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.004 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.01 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.03 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.06 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.1 10.0 10.0 9.90 9.80 9.800.15 10.1 10.0 10.0 9.90 9.800.3 10.4 10.4 10.3 10.2 10.20.6 11.5 11.6 11.5 11.4 11.41 14.1 14.0 13.9 13.8 13.8Tabla 3.2: ǫ0 para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) para diferentesvalores de α 
on M = [1, 5] 
uando N = 100.
α M=1 M=2 M=3 M=4 M=50.001 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.002 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.004 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.01 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.02 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.04 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.1 14.2 14.0 14.0 14.1 14.00.2 14.4 14.5 14.4 14.3 14.30.4 15.2 15.5 15.1 15.1 15.00.6 15.8 16.5 16.4 16.4 16.41 20.2 20.0 19.9 20.0 19.7Tabla 3.3: ǫ0 para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) para diferentesvalores de α 
on M = [1, 5] 
uando N = 200.

16



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.4. PROMEDIO DE LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN3.4. Promedio de los elementos de la matriz de dispersiónPrimeramente 
onsideramos el 
aso M = 1 donde la matriz de dispersión es una matriz detamaño 2× 2. En la Fig. 3.3 gra�
amos el promedio de los elementos |S11|2 y |S12|2 
omo fun
iónde α, 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉. Nos 
on
entraremos en estos dos elementos de la matriz de dispersión, que
orresponden a re�exión total y transmisión total, respe
tivamente, ya que los otros dos elementosno propor
ionan informa
ión adi
ional: 〈|S11|2〉=〈|S22|2〉 = R y 〈|S12|2〉=〈|S21|2〉 = G para modelosde Matri
es Aleatorias y sistemas desordenados [31℄. Notamos una fuerte dependen
ia de 〈|S11|2〉y 〈|S12|2〉 
omo fun
ión de α que lleva al sistema dispersivo del límite COE 
uando α = 0 al límiteCUE 
uando α = 1.Además en
ontramos que las 
antidades 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉, 
omo fun
ión de α están des
ritaspor
〈|S11|2〉 = 1− 〈|S12|2〉 , (3.22)y

〈|S12|2〉 = 〈|S12|2〉COE + 〈|S12|2〉CUE − 〈|S12|2〉COE
1 + (δα)−2

, (3.23)donde δ es un parámetro de ajuste. La E
. (3.22) es una 
onse
uen
ia de la rela
ión R + G = 1.En la Fig. 3.3 gra�
amos los ajustes de los datos numéri
os 
on las E
s. (3.22) y (3.23). Comopuede observarse en esta �gura, la 
orresponden
ia entre los datos numéri
os y las E
s. (3.22) y(3.23) es ex
elente. Hemos observado que el parámetro de ajuste δ depende de M , sin embargo nopresentamos esos resultados porque no nos pare
en relevantes.

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

<|
S ab

|2 > <|S11|
2
>,  N = 50

<|S12|
2
>,  N = 50

<|S11|
2
>,  N = 100

<|S12|
2
>,  N = 100

Figura 3.3: 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o de matri
es aleatoriasde la E
. (1.5) de tamaño N = 50 y N = 100 
on M = 1. Las líneas punteadas 
orresponden alas predi

iones de la teoría de matri
es aleatorias de las E
s. (3.8-3.10). Las líneas 
ontinuas sonlos ajustes 
on las E
s. (3.22) y (3.23) 
on δ = 9. 86 para N = 50 y δ = 14. 02 para N = 100. Lasbarras de error no se muestran por ser más pequeñas que los símbolos
17



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.5. DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD DE LA CONDUCTANCIA
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Figura 3.4: Misma informa
ión que en la Fig. 3.3 pero 
omo fun
ión de γ.Finalmente en la Fig. 3.4 mostramos que 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉 
omo fun
ión de α son indepen-dientes de N 
uando se gra�
an 
omo fun
ión de γ; al igual que P (s), ver Capítulo 2.3.5. Distribu
ión de probabilidad de la 
ondu
tan
iaEn esta se

ión analizamos la distribu
ión de la 
ondu
tan
ia w(T ) para el modelo paramétri
ode matri
es aleatorias de la E
. (1.5). En la Fig. 3.5 mostramos w(T ) para diferentes valores de
α 
uando M = [1, 5]. En esta �gura utilizamos N = 100. En todos los paneles observamos unatransi
ión suave entre los límites COE y CUE 
omo fun
ión de α. Además hemos veri�
ado, para
M = 1 y M = 2, que 
uando α = 0 y α = 1 se reprodu
en las expresiones de las E
s. (3.11-3.14).Cuando M > 2 no tenemos expresiones analíti
as para w(T ) por lo que sólo 
ontamos 
on nuestros
ál
ulos numéri
os. Sin embargo, se sabe que en el límite M ≫ 1, w(T ) tiene una forma Gaussianay en la Fig. 3.5 esta tenden
ia ya se puede apre
iar aún 
uando M no es muy grande; ver elpanel (e). Es interesante notar que 
uando M = 2 la Teoría de Matri
es Aleatorias predi
e unadis
ontinuidad en T = 1 en w(T ), ver E
s. (3.13-3.14), la 
ual se observa 
laramente en nuestrosresultados numéri
os, ver Fig. 3.5(b).También vale la pena men
ionar que hemos veri�
ado que para M �ja, w(T ) es invariante parauna γ �ja, al igual que el promedio de los elementos de la matriz de dispersión y la distribu
ión deespa
iamientos entre energías 
onse
utivas.

18



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
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Figura 3.5: Distribu
ión de la 
ondu
tan
ia w(T ) para el modelo paramétri
o de matri
es aleatoriasde la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0, 0.001, 0.004, 0.01, 0.03, 0.06, 0.1, 0.15,0.3, 0.6 y 1. Como referen
ia, en rojo (azul) se muestra w(T ) 
uando α = 0 (α = 1). (a) M = 1,(b) M = 2, (
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. Se utilizaron 109 valores de T para 
onstruir 
adahistograma.3.6. Promedio de la 
ondu
tan
ia, varianza de la 
ondu
tan-
ia y el ruido 
uánti
oAhora nos enfo
aremos en 
antidades rela
ionadas 
on la 
ondu
tan
ia 
omo su promedio, suvarianza y el ruido 
uánti
o. Estudiaremos estas 
antidades 
omo fun
ión de α y de M .Comenzaremos 
on la 
ondu
tan
ia promedio 〈T 〉. En la Fig. 3.6 mostramos 〈T 〉 
omo fun
iónde α para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Hemosutilizado M desde uno hasta 
in
o; es de
ir, 
onsideramos de dos a diez terminales a
opladas. Enesta �gura se observa 
laramente que 〈T 〉 sufre una transi
ión suave de COE a CUE 
omo fun
iónde α para todos los valores de M 
onsiderados en este trabajo. Sin embargo, note que 〈T 〉 ≈ 〈T 〉COEpara α < 0.01.Es importante ha
er notar que la forma de las 
urvas 〈T 〉(α) es muy similar a la forma de las
urvas 〈|S12|2〉(α), ver Fig. 3.3. Por lo tanto proponemos la expresión
〈T 〉 = 〈T 〉COE + 〈T 〉CUE − 〈T 〉COE

1 + (δα)−2
, (3.24)para des
ribir nuestros datos numéri
os. En la E
. (3.24), δ es un parámetro de ajuste. En laFig. 3.6 mostramos los ajustes de nuestros datos 
on la E
. (3.24). Los parámetros de ajuste sereportan en la Tabla 3.4. Es 
laro que la expresión de la E
. (3.24) reprodu
e de manera 
orre
tanuestros datos numéri
os. 19



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICOAdi
ionalmente en la Fig. 3.6(f) mostramos 〈T 〉∗, de�nido por
〈T 〉∗ =

〈T 〉 − 〈T 〉COE
〈T 〉CUE − 〈T 〉COE , (3.25)
omo fun
ión de αδ1/2. De esta forma los datos, para toda M , 
aen sobre la misma 
urva

〈T 〉∗(αδ1/2).
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Figura 3.6: Promedio de la 
ondu
tan
ia 〈T 〉 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o dematri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Como referen
ia, las líneas punteadasindi
an la predi

ión de la Teoría de Matri
es Aleatorias para 〈T 〉 dadas en las E
s. (3.15) (límiteCOE, línea punteada inferior) y (3.16) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M = 2, (
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
onla E
. (4); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.25) y 
omo fun
ión de αδ1/2.Se utilizaron 104 valores de T para 
ada promedio.En la Fig. 3.6 gra�
amos 〈T 〉 
omo fun
ión de α para M �ja, ahora 
omo informa
ión
omplementaria en la Fig. 3.7 gra�
amos 〈T 〉 
omo fun
ión de M para α �ja. En esta �gura tam-bién se observa 
laramente que 〈T 〉 sufre una transi
ión suave entre COE y CUE 
omo fun
ión de α.Una 
antidad rela
ionada 
on la 
ondu
tan
ia promedio es la 
ondu
tan
ia típi
a Ttip que sede�ne 
omo

Ttip ≡ exp〈lnT 〉 . (3.26)20



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
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Figura 3.7: Promedio de la 
ondu
tan
ia 〈T 〉−M/2 
omo fun
ión deM para el modelo paramétri
ode matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y0.3 (de abajo ha
ia arriba). Como referen
ia, la línea punteada [
ontinua℄ indi
a la predi

ión de laTeoría de Matri
es Aleatorias para 〈T 〉−M/2 dada en la E
. (3.15) para el límite COE [E
. (3.16)para el límite CUE℄. Se utilizaron 104 valores de T para 
ada promedio.Por lo tanto en la Fig. 3.8 mostramos 〈ln T 〉 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o dematri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100 
uando M = [1, 5]. Al igual que 〈T 〉:
(i) 〈lnT 〉 sufre una transi
ión suave entre COE y CUE 
omo fun
ión de α para todo M , verFig. 3.8(a-e);
(ii) la expresión

〈lnT 〉 = 〈ln T 〉COE + 〈ln T 〉CUE − 〈lnT 〉COE
1 + (δα)−2

, (3.27)donde δ es un parámetro de ajuste, reprodu
e de manera 
orre
ta los datos numéri
os, verFig. 3.8(a-e);
(iii) 
uando gra�
amos 〈lnT 〉∗, de�nido por

〈lnT 〉∗ =
〈lnT 〉 − 〈lnT 〉COE

〈lnT 〉CUE − 〈lnT 〉COE , (3.28)
omo fun
ión de αδ1/2 los datos, para toda M , 
aen sobre la misma 
urva 〈ln T 〉∗(αδ1/2), verFig. 3.8(f);
(iv) 
uando gra�
amos 〈lnT 〉 
omo fun
ión de M para α �ja, ver Fig. 3.9, también se observa
laramente que 〈lnT 〉 sufre una transi
ión suave entre COE y CUE 
omo fun
ión de α.Es importante men
ionar que 
omo 〈lnT 〉 es una 
antidad mu
ho más di�
il de tratar desdeel punto de vista analíti
o en 
ompara
ión 
on 〈T 〉, para ella no 
ontamos 
on predi

iones dela Teoría de Matri
es Aleatorias por lo que los límites COE y CUE se obtienen de manera numéri
a.Es bien sabido que una distribu
ión no se 
ara
teriza solamente por el promedio de la 
antidadbajo estudio, también es indispensable 
ono
er la varianza de di
ha 
antidad. Enton
es, en la21



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICOM N = 100 N = 2001 13. 9655 19. 81742 11. 9964 17. 08953 10. 4482 14. 71074 9. 20578 13. 08335 8. 35176 11. 887Tabla 3.4: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.6 y A.1 
on laE
. (3.24). M N = 100 N = 2001 23. 5587 31. 73642 13. 969 19. 73523 11. 3011 11. 30114 9. 8351 13. 96105 8. 8066 12. 4488Tabla 3.5: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.8 y A.3 
on laE
. (3.27).Fig. 3.10 mostramos var(T ) 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o de matri
es aleatoriasde la E
. (1.5) de tamaño N = 100 
uando M = [1, 5]. Sorprendentemente, aún 
uando esta
antidad es más 
ompli
ada que las estudiadas anteriormente (〈|S12|2〉, 〈T 〉 y 〈lnT 〉), en
ontramosmu
has similitudes en el 
omportamiento de var(T ) y di
has 
antidades:
(i) var(T ) sufre una transi
ión suave entre COE y CUE 
omo fun
ión de α para todo M , verFig. 3.10(a-e);
(ii) la expresión var(T ) = varCOE(T ) + varCOE(T )− varCUE(T )

1 + (δα)−2
, (3.29)donde δ es un parámetro de ajuste, reprodu
e de manera 
orre
ta los datos numéri
os, verFig. 3.10(a-e);

(iii) 
uando gra�
amos var(T ) 
omo fun
ión de M para α �ja, ver Fig. 3.11, también se observa
laramente que var(T ) sufre una transi
ión suave entre COE y CUE 
omo fun
ión de α.Sin embargo, podemos notar dos diferen
ias importantes en el 
omportamiento de var(T )
on res-pe
to a las 
antidades estudiadas anteriormente. La primera: 
uando gra�
amos var(T )∗,de�nido por var(T )∗ =
var(T )− varCUE(T )varCOE(T )− varCUE(T ) (3.30)
omo fun
ión de αδ los datos, para todaM , 
aen sobre la misma 
urva var(T )∗(αδ), ver Fig. 3.10(f).La segunda: las 
urvas var(T ) de
re
en 
omo fun
ión de α.22
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Figura 3.8: Promedio del logaritmo de la 
ondu
tan
ia 〈lnT 〉 
omo fun
ión de α para el modeloparamétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. (a) M = 1, (b) M = 2,(
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
on la E
. (3.27);los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en(a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.28) y 
omo fun
ión de αδ1/2. Se utilizaron
104 valores de T para 
ada promedio.A 
ontinua
ión, en las Figs. 3.12 y 3.13 mostramos nuestros resultados para el ruido 
uánti
o
P para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100, 
omofun
ión de α para M �ja y 
omo fun
ión de M para α �ja, respe
tivamente.En analogía 
on las 
antidades anteriormente estudiadas, proponemos la siguiente expresión

P = PCOE + PCUE − PCOE
1 + (δα)−2

, (3.31)para tratar de des
ribir nuestros datos. Sin embargo, 
omo puede apre
iarse en las Figs. 3.12(a-e),esta e
ua
ión no reprodu
e de manera 
orre
ta nuestros resultados. Esto su
ede prin
ipalmenteporque las 
urvas de P 
omo fun
ión de α muestran un pi
o que sobrepasa el valor PCUE y que sea
entúa al in
rementar M . La expli
a
ión de este efe
to queda fuera del al
an
e de este trabajo,sin embargo 
onsideramos que vale la pena estudiarlo a fondo en el futuro. En todo 
aso, en lasFigs. 3.12(a-e) mostramos los ajustes de los datos 
on la E
. (3.31) y en la Fig. 3.12(f) presentamoslas 
urvas de P ∗, de�nida 
omo
P ∗ =

P − PCOE
PCUE − PCOE , (3.32)23
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Figura 3.9: Promedio del logaritmo de la 
ondu
tan
ia 〈lnT 〉 
omo fun
ión de M para el modeloparamétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.03,0.06, 0.1, 0.15 y 0.3 (de abajo ha
ia arriba). Como referen
ia, la línea punteada [
ontinua℄ indi
ael 
aso α = 0 [α = 1℄. Se utilizaron 104 valores de T para 
ada promedio.M N = 100 N = 2001 −41. 1289 58. 6962 17. 3726 25. 05433 15. 4651 22. 2354 13. 9243 20. 09615 12. 6233 18. 873Tabla 3.6: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.10 y A.2 
on laE
. (3.29).
omo fun
ión de αδ1/2.Finalmente, queremos re
ordar que todos los datos presentados en las Figs. 3.5-3.13 
orres-ponden a matri
es Hamiltonianas de tamaño N = 100. Sin embargo, nuestras 
on
lusiones no serestringen a este 
aso 
omo se puede observar en la Fig. 3.14 donde gra�
amos 〈T 〉, var(T ), 〈lnT 〉 y
P 
omo fun
ión de γ para el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaños
N = 100 y N = 200 
uando M = 1. Note que todas las 
urvas en esta �gura son invariantes 
omofun
ión de γ.Como informa
ión 
omplementaria y para veri�
ar la generalidad de nuestras 
on
lusiones, enel Apéndi
e A mostramos grá�
os similares a los de las Figs. 3.6, 3.8, 3.10 y 3.12 pero para el 
aso
N = 200.

24



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
0.001 0.01 0.1 1

 α

0.084

0.086

0.088

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
α

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

0.12

va
r(

T
)

0.01 0.1 1 10 100

 α δ

0

0.5

1

va
r(

T
)* M=1

M=2
M=3
M=4
M=5

M=1 M=2

M=3 M=4

M=5 (f)

(b)

(c) (d)

(e)

(a)

Figura 3.10: Varianza de la 
ondu
tan
ia var(T ) 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
ode matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Como referen
ia, las líneas punteadasindi
an la predi

ión de la Teoría de Matri
es Aleatorias para var(T ) dadas en las E
s. (3.17)(límite COE, línea punteada superior) y (3.18) (límite CUE, línea punteada inferior). (a) M = 1,(b) M = 2, (
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
onla E
. (3.29); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.30) y 
omo fun
ión de αδ. Seutilizaron 104 valores de T para el 
ál
ulo de 
ada var(T ).M N = 100 N = 2001 25. 204 35. 70252 38. 7653 56. 57233 42. 3435 58. 39664 48. 3756 60. 56985 58. 3613 64. 9508Tabla 3.7: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.12 y A.4 
on laE
. (3.31). 25
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Figura 3.11: Varianza de la 
ondu
tan
ia var(T ) 
omo fun
ión de M para el modelo paramétri
ode matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y0.3 (de arriba ha
ia abajo). Como referen
ia, la línea punteada [
ontinua℄ indi
a la predi

ión dela Teoría de Matri
es Aleatorias para var(T ) dada en la E
. (3.17) para el límite COE [E
. (3.18)para el límite CUE℄. Se utilizaron 104 valores de T para el 
ál
ulo de 
ada var(T ).
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Figura 3.12: Ruido 
uánti
o P 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o de matri
es aleatoriasde la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Como referen
ia, las líneas punteadas indi
an la predi

iónde la Teoría de Matri
es Aleatorias para P dadas en las E
s. (3.19) (límite COE, línea punteadainferior) y (3.20) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b) M = 2, (
) M = 3, (d)
M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
on la E
. (3.31); los parámetros deajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahoranormalizados de a
uerdo a la E
. (3.32) y 
omo fun
ión de αδ1/2. Se utilizaron 104 matri
es S parael 
ál
ulo de 
ada P .
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Figura 3.13: Ruido 
uánti
o P (gra�
ado 
omo P − PCOE) 
omo fun
ión de M para el modeloparamétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.001,0.004, 0.03, 0.06, 0.15, 0.3 y 0.6 (de abajo ha
ia arriba). Como referen
ia, la línea punteada [
on-tinua℄ indi
a el 
aso α = 0 [α = 1℄. Se utilizaron 104 matri
es S para el 
ál
ulo de 
ada P .

28



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO

0.01 0.1 1 10
 γ

0.3

0.4

0.5

<T
>

0.01 0.1 1 10
 γ

0.0825

0.085

0.0875

va
r(

T
)

0.01 0.1 1 10
 γ

-2

-1.6

-1.2

-0.8

<l
n 

T
>

0.01 0.1 1 10
 γ

0.135

0.15

0.165

P N=100
N=200

Figura 3.14: 〈T 〉, var(T ), 〈lnT 〉 y P 
omo fun
ión de γ para el modelo paramétri
o de matri
esaleatorias de la E
. (1.5) de tamaños N = 100 y N = 200 
uando M = 1. Como referen
ia, la líneapunteada [
ontinua℄ indi
a el 
aso α = 0 [α = 1℄. Se utilizaron 104 matri
es S para el 
ál
ulo 
adapunto.
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Capítulo 4Con
lusionesEn esta Tesis estudiamos numéri
amente las propiedades de dispersión y de transporte desistemas 
aóti
os 
uantizados utilizando el modelo paramétri
o de matri
es aleatorias H(α) =S + iαA que interpola del ensamble 
on simetría ortogonal (
uando α = 0) al ensamble 
onsimetría unitaria (
uando α = 1).Antes de estudiar las propiedades de transporte del modelo paramétri
o de matri
es aleato-rias, veri�
amos las propiedades de su espe
tro (mediante la distribu
ión del espa
iamiento entreenergías 
onse
utivas P (s)) reportadas anteriormente:
(i) 
uando α = 0, P (s) = PGOE(s);
(ii) 
uando α = 1, P (s) = PGUE(s);
(iii) 
uando 0 < α < 1, P (s) es invariante para γ = α

√
N �ja, donde N es el tamaño de la matriz

H(α).Nosotros 
onsideramos arreglos dispersivos en ausen
ia de pro
esos dire
tos en los 
uales 2Mterminales unimodales son a
opladas al sistema interno representado por H(α). En general, obser-vamos que:
(i) el promedio de los elementos de la matriz de dispersión 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉, la distribu
ión deprobabilidad de la 
ondu
tan
ia w(T ), la 
ondu
tan
ia promedio 〈T 〉, la 
ondu
tan
ia típi
a

exp〈ln T 〉, la varianza de la 
ondu
tan
ia var(T ) y el ruido 
uánti
o P sufren una transi
iónsuave entre el COE y el CUE 
omo fun
ión de α para todo M ; ver las Figs. 3.3, 3.5, 3.6, 3.8,3.10 y 3.12;
(ii) la expresión

X = XCOE + XCUE −XCOE
1 + (δα)−2

,donde X representa las 
antidades 〈|S11|2〉, 〈|S12|2〉, 〈T 〉, 〈lnT 〉, −var(T ) y P , donde δ esun parámetro de ajuste, reprodu
e de manera 
orre
ta los datos numéri
os; ver las Figs. 3.3,3.6, 3.8, 3.10 y 3.12;
(iii) 
uando gra�
amos X∗, de�nido por

X∗ =
X −XCOE

XCUE −XCOE ,
omo fun
ión de αδ1/2, donde X∗ representa las 
antidades 〈T 〉, 〈lnT 〉 y P , los datos paratoda M 
aen sobre la misma 
urva; ver las Figs. 3.6, 3.8, 3.12(f);31



CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES
(iv) 
uando gra�
amos 〈T 〉, 〈lnT 〉, var(T ) y P 
omo fun
ión de M para α �ja, se observa 
lara-mente que estas 
antidades sufren una transi
ión suave entre el COE y el CUE 
omo fun
iónde α; ver las Figs. 3.7, 3.9, 3.11, 3.13.Esperamos que nuestros resultados 
ontribuyan al entendimiento de las propiedades de trans-porte de sistemas desordenados y 
aóti
os 
uantizados. En parti
ular nuestros resultados podríanser veri�
ados experimentalmente utilizando:puntos 
uánti
os inmersos en un gas bidimensional de ele
trones 
on un 
ampo magnéti
oapli
ado;
avidades mi
ros
ópi
as 
onstruidas 
on guías de ondas deformadas a través de las 
ualesviajan ondas ele
tromagnéti
as;
avidades ma
ros
ópi
as de mi
roondas 
on impurezas magnéti
as.
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Apéndi
e AGrá�
os 
omplementariosEn este Apéndi
e mostramos, 
omo informa
ión 
omplementaria, grá�
os similares a los de lasFigs. 3.6, 3.10, 3.8 y 3.12 pero para el 
aso N = 200.
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APÉNDICE A. GRÁFICOS COMPLEMENTARIOS
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Figura A.1: Promedio de la 
ondu
tan
ia 〈T 〉 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o dematri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 200. Como referen
ia, las líneas punteadasindi
an la predi

ión de la Teoría de Matri
es Aleatorias para 〈T 〉 dadas en las E
s. (3.15) (límiteCOE, línea punteada inferior) y (3.16) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M = 2, (
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
onla E
. (4); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.25) y 
omo fun
ión de αδ1/2.Se utilizaron 104 valores de T para 
ada promedio.
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APÉNDICE A. GRÁFICOS COMPLEMENTARIOS

0.001 0.01 0.1 1
α

0.084

0.086

0.088

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
α

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

0.12

va
r(

T
)

0.01 0.1 1 10 100

 αδ

0

0.5

1

va
r(

T
)* M=1

M=2
M=3
M=4
M=5

M=1 M=2

M=3 M=4

M=5

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura A.2: Varianza de la 
ondu
tan
ia var(T ) 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
ode matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 200. Como referen
ia, las líneas punteadasindi
an la predi

ión de la Teoría de Matri
es Aleatorias para var(T ) dadas en las E
s. (3.17)(límite COE, línea punteada superior) y (3.18) (límite CUE, línea punteada inferior). (a) M = 1,(b) M = 2, (
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
onla E
. (3.29); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.30) y 
omo fun
ión de αδ. Seutilizaron 104 valores de T para el 
ál
ulo de 
ada var(T ).
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Figura A.3: Promedio del logaritmo de la 
ondu
tan
ia 〈lnT 〉 
omo fun
ión de α para el modeloparamétri
o de matri
es aleatorias de la E
. (1.5) de tamaño N = 200. (a) M = 1, (b) M = 2,(
) M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
on la E
. (3.27);los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en(a-e) pero ahora normalizados de a
uerdo a la E
. (3.28) y 
omo fun
ión de αδ1/2. Se utilizaron
104 valores de T para 
ada promedio.
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Figura A.4: Ruido 
uánti
o P 
omo fun
ión de α para el modelo paramétri
o de matri
es aleatoriasde la E
. (1.5) de tamaño N = 200. Como referen
ia, las líneas punteadas indi
an la predi

iónde la Teoría de Matri
es Aleatorias para P dadas en las E
s. (3.19) (límite COE, línea punteadainferior) y (3.20) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b) M = 2, (
) M = 3, (d)
M = 4 y (e) M = 5. La línea 
ontinua es el ajuste de los datos 
on la E
. (3.31); los parámetros deajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahoranormalizados de a
uerdo a la E
. (3.32) y 
omo fun
ión de αδ1/2. Se utilizaron 104 matri
es S parael 
ál
ulo de 
ada P .
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