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ResumenEl rompimiento de la simetría de reversibilidad temporal (simetría de inversión temporal) en unsistema aótio uantizado orresponde a la transiión de simetría ortogonal a unitaria en ensamblesde matries aleatorias. En está Tesis estudiamos, on un enfoque estadístio, las propiedades dedispersión y de transporte de sistemas aótios uantizados utilizando el modelo paramétrio dematries aleatoriasH(α) = S+iαA que interpola del ensamble on simetría ortogonal (uando α =
0) al ensamble on simetría unitaria (uando α = 1). En general, observamos que el promedio de loselementos de la matriz de dispersión, la ondutania promedio, la varianza de la ondutania, ladistribuión de probabilidad de la ondutania y el ruido uántio sufren una transiión suave desimetría ortogonal a simetría unitaria omo funión de α. Además, mostramos que las propiedadesarriba menionadas son invariantes ante el parámetro γ = α

√
N , donde N es el tamaño de lamatriz H(α).
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Capítulo 1Introduión1.1. AnteedentesLa Teoría de Matries Aleatorias fue introduida omo una poderosa herramienta físia-matemátia en la déada de los 60's por Wigner, Dyson y Gaudin [1℄, donde la idea original estáenfoada al entendimiento de las propiedades estadístias de espetros energétios de núleos pesa-dos, obtenidos experimentalmente a partir de reaiones nuleares [2℄. En años reientes la Teoríade Matries Aleatorias ha retomado un renovado interés prinipalmente por dos desubrimientos.El primero muestra que las propiedades estadístias del espetro y de las autofuniones de sistemasaótios uantizados1 pueden ser desritas por ensambles de matries aleatorias [1, 3, 4, 5℄. El se-gundo muestra que las propiedades estadístias de la ondutania de sistemas omplejos puedenser entendidas mediante modelos de matries aleatorias [6℄.Para desribir las propiedades estadístias de sistemas aótios uantizados onservativos pormedio de ensambles de matries aleatorias y dependiendo de la simetría del sistema en onsideraiónse pueden utilizar uno de los tres ensambles universales introduidos por Metha [1℄. El EnsambleGausiano Ortogonal (GOE, por sus siglas en inglés) desribe a sistemas on simetría antiunitaria(simetría asoiada a inversión temporal), mientras que el Ensamble Gausiano Unitario (GUE, porsus siglas en inglés) arateriza sistemas sin tal simetría [4℄. El terer ensamble onoido omoEnsamble Gausiano Simplétio (GSE, por sus siglas en inglés) arateriza a sistemas on espíntotal no entero [7℄.Uno de los resultados más relevantes de la Teoría de Matries Aleatorias es el uso de la formade la distribuión del espaiamiento entre niveles P (s),2 para la distania s entre niveles de energíaonseutivos, omo signatura de la dinámia lásia en el régimen uántio. En partiular ha sidoposible entender y omprobar:
(i) la a�rmaión heha por Berry y Tabor [8℄ de que una P (s) de tipo Poisson

PPoisson(s) = exp(−s) (1.1)es araterístia de sistemas integrables en el límite lásio;
(ii) la onjetura de Bohigas, Giannoni y Smith [3, 9℄ que die que para sistemas que desarrollanuna dinámia lásia globalmente aótia P (s) es del tipo Wigner-Dyson y depende de lasimetría del sistema de la siguiente manera [10℄: En el aso del GOE

PGOE(s) = π

2
s exp

(

−π

4
s2
)

, (1.2)1Un sistema aótio uantizado es un sistema uántio uyo límite lásio muestra dinámia aótia.2En el Capítulo 2 expliaremos omo onstruir P (s). 3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.1. ANTECEDENTESpara el GUE
PGUE(s) = 32

π2
s2 exp

(

− 4

π
s2
) (1.3)y �nalmente para el GSE

PGSE(s) = 218

36π3
s4 exp

(

− 64

9π
s2
)

. (1.4)Como P (s) sólo depende de la simetría del sistema, diferentes sistemas aótios uantizadosse araterizan por la misma P (s). Por ejemplo, en la Fig. 1.1 se muestra P (s) para 6 sistemasdiferentes3 pero todos on simetría ortogonal. Es laro que P (s) en todos estos asos es muysimilar a PGOE(s). Note que la diferenia prinipal entre las tres distribuiones de Wigner-Dysonse da uando s → 0: PGOE(s) ∝ s, PGUE(s) ∝ s2 y PGSE(s) ∝ s4. Como ejemplo en la Fig. 1.2se muestra P (s) para el osilador anarmónio tridimensional on simetría ortogonal, unitaria ysimplétia junto on las tres distribuiones de Wigner-Dyson.

Figura 1.1: Distribuión de espaiamientos de niveles P (s) (histogramas) para (a) un billar deSinai, (b) el átomo de hidrógeno en un ampo magnétio intenso, () el espetro de exitaión deuna moléula de NO2, (d) el espetro de resonania de un bloque de uarzo on forma de billarde Sinai, (e) el espetro de miroondas de una avidad aótia tridimensional y (f) el espetro dela vibraión de una plaa metália on forma de un uarto de estadio. Las líneas ontinuas son
PGOE(s) y las líneas punteadas son PPoisson(s). Figura tomada de [10℄.3Uno de estos sistemas que se utiliza en la Fig. 1.1 es el billar de Sinai. Introduido por Yakov Sinai, éste es unbillar en el que una partíula puntual se mueve en la región espaial bidimensional uyas fronteras interna y externason una irunferenia y un uadrado, respetivamente. La dinámia de este billar es aótia.4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.1. ANTECEDENTES

Figura 1.2: Distribuión de espaiamientos de niveles P (s) (histogramas) para el osilador anar-mónio tridimensional que pertenee al ensamble (a) ortogonal, (b) unitario y () simplétio. Laslíneas orresponden a PGOE(s), PGUE(s) y PGSE(s). Figura tomada de [10℄.Además de los sistemas que orresponden a los ensambles universales menionados arriba, sepueden onsiderar familias de sistemas que muestran una transiión ontinua entre dos ensambles.En espeial, la transiión entre el ensamble ortogonal y unitario es de gran interés porque orres-ponde al rompimiento de simetría antiunitaria en un sistema dinámio. Esta transiión ha sidoestudiada a fondo analítiamente [11, 12℄ (mediante modelos de matries aleatorias), numéria-mente [13, 14℄ (mediante la simulaión de billares aótios uantizados on un ampo magnétioapliado) y experimentalmente [15, 16, 17℄ (mediante experimentos de transmisión de miroondasen billares marosópios on impurezas magnétias). Sin embargo las propiedades de dispersión yde transporte en esta transiión no han sido estudiadas a fondo.4En esta Tesis nos damos a la tarea de estudiar numériamente las propiedades de dispersión yde transporte en la transiión de simetría ortogonal a unitaria. Como en nuestro estudio utilizamos4Durante la realizaión de esta Tesis Kumar y Pandey publiaron dos artíulos [18, 19℄ sobre el estudio delas propiedades de dispersión y de transporte en la transiión GOE-GUE. Los resultados de estos artíulos sonomplementarios a los reportados en esta Tesis. 5



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN1.2. MODELOun modelo de la Teoría de Matries Aleatorias, esperamos que nuestros resultados sean universalesy apliables a una amplia variedad de sistemas, en partiular a sistemas aótios uantizados.1.2. ModeloComo se menionó anteriormente, un resultado importante de la Teoría de Matries Aleatoriases que las propiedades estadístias de los espetros y autofuniones sólo dependen de la simetríadel Hamiltoniano. Si hay simetría de reversibilidad temporal (simetría de inversión temporal), lamatriz Hamiltoniana orrespondiente es real y simétria. Hamiltonianos on esta simetría estánrepresentados por el Ensamble Gausiano Ortogonal. Si tal simetría no está presente, la matrizHamiltoniana es ompleja y hermítia. En este aso diho Hamiltoniano pertenee al EnsambleGausiano Unitario.En esta Tesis utilizaremos el Hamiltoniano paramétrio [12, 13, 20, 21, 22, 23, 24, 25℄H = S+ iαA , (1.5)donde α es un parámetro que toma valores entre 0 y 1 y se le onoe on el nombre de parámetrode ontrol [21℄. En la expresión (1.5) S denota una matriz real y simétria de tamaño N × N yA denota una matriz antisimétria de tamaño N × N uyos elementos son variables aleatoriasestadístiamente independientes on distribuión de probabilidad normal. La matriz A juega elpapel de perturbaión a medida que variamos el parámetro α. Cuando α = 0, H es un elementodel GOE; es deir, nuestro Hamiltoniano toma la forma:H = S . (1.6)Cuando α = 1, H es un elemento del GUE.La forma explíita del Hamiltoniano paramétrio, E. (1.5), es:H =
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. (1.7)1.3. Organizaión del trabajoEn el Capítulo 2 estudiamos las propiedades espetrales del modelo paramétrio de matriesaleatorias de la E. (1.5). En partiular nos enfoaremos en la forma de la distribuión de espaia-mientos entre niveles energétios P (s) omo funión del parámetro α. A ontinuaión onstruimosun sistema dispersivo aoplando terminales al modelo paramétrio de matries aleatorias. Por elloen el Capítulo 3 de�nimos el arreglo dispersivo y estudiamos las propiedades de transporte delmodelo. En partiular nos enfoamos en los elementos de la matriz de dispersión, la distribuión,promedio y varianza de la ondutania y el ruido uántio omo funión de α y del número determinales aopladas. Finalmente, en el Capítulo 4 listamos las onlusiones obtenidas a partir deldesarrollo de este trabajo.
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Capítulo 2Propiedades espetralesEn este apítulo se estudian las propiedades espetrales del modelo paramétrio de matriesaleatorias de la E. (1.5). En partiular nos enfoaremos en la forma de la distribuión de espaia-mientos entre niveles energétios omo funión del parámetro α.2.1. Estadístia de nivelesUna herramienta ampliamente utilizada para el estudio del espetro de sistemas desordenados1y aótios uantizados es la distribuión de espaiamientos entre niveles energétios P (s). P (s) sealula de la siguiente manera: Dado un espetro de energías ordenado de manera reiente E1, E2,
E3,. . . ,EN se de�nen los espaiamientos entre energías onseutivas s̄1 = E2 − E1, s̄2 = E3 − E2,
s̄3 = E4−E3, . . . , s̄N−1 = EN−EN−1. A ontinuaión se normalizan ada uno de los espaiamientosutilizando su promedio

si =
s̄i
〈s̄〉 . (2.1)Y �nalmente se onstruye el histograma P (s).A ontinuaión analizaremos la forma de P (s) omo funión de α para el Hamiltonianoparamétrio de la E. (1.5), que de antemano sabemos que transitará entre PGOE(s) y PGUE(s)al variar α entre 0 y 1. Vale la pena menionar que la forma de P (s) en la transiión GOE-GUEha sido ampliamente estudiada [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25℄, sin embargo, es importante que nosotrosveri�quemos diha transiión para tener la erteza de que nuestros álulos posteriores serán o-rretos.En nuestro estudio utilizamos solamente una uarta parte de ada uno de los espetros obtenidosal diagonalizar numériamente2 el Hamiltoniano paramétrio E. (1.5), ésto para evitar efetosdel tamaño �nito de las matries. En la Fig. 2.1 mostramos omo ejemplo dos espetros para elmodelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100, uno on α = 0y otro on α = 1, y en la Fig. 2.2 mostramos las distribuiones de espaiamientos entre nivelesonseutivos P (s) orrespondientes junto on las prediiones de la Teoría de Matries Aleatorias.Evidentemente la orrespondenia entre nuestros álulos numérios y las prediiones analítiases exelente, omo se esperaba.Ahora en la Fig. 2.3 reportamos P (s) para el modelo paramétrio de matries aleatorias de laE. (1.5) de tamaño N = 100 y valores de α entre 0 y 1. Se observa una transiión suave de PGOE(s)a PGUE(s) omo funión de α. Como ya lo menionamos anteriormente P (s) ya ha sido estudiadatanto analítia omo numériamente [12, 13, 21, 22, 23, 24, 25℄. Además en [24, 25℄ fué de�nido el1Con sistemas desordenados nos referimos a sistemas uántios u ondulatorios no deterministas, es deir, sistemason omponentes aleatorias.2La diagonalizaión numéria la realizamos on un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinas omeriales.7



CAPÍTULO 2. PROPIEDADES ESPECTRALES2.1. ESTADÍSTICA DE NIVELES
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Figura 2.1: Ejemplos de espetros para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5)de tamaño N = 100 on α = 0 y 1. Sólo se utiliza el 25% del espetro alrededor de E = 0 (enolor negro) para onstruir P (s).parámetro γ ante el ual P (s) es invariante:
γ = α

√
N . (2.2)Es deir, sin importar los valores de α o N , P (s) tendrá la misma forma para una γ �ja.En la Fig. 2.4 mostramos la invarianza de P (s) ante γ. Elegimos los valores γ2 = 1/8 y

γ2 = 1/2 y para ada uno de estos valores utilizamos matries de tamaños N = 50, 100, 200 y400. Elegimos estos valores de γ por que son los que produen histogramas de P (s) laramenteintermedios entre PGOE(s) y PGUE(s). Evidentemente aún uando ambiamos el tamaño de lasmatries, los histogramas de P (s) aen uno sobre otro para el mismo valor de γ.El parámetro γ es una antidad muy importante en lo que se re�ere a las propiedades espetralesdel modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5). Será interesante investigar qué tanrelevante es para las antidades de transporte que estudiaremos en el siguiente apítulo.
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CAPÍTULO 2. PROPIEDADES ESPECTRALES2.1. ESTADÍSTICA DE NIVELES
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Figura 2.2: Distribuión de espaiamientos entre niveles energétios P (s) para el modelo paramétri-o de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100 on α = 0 y 1. Utilizamos 105 datospara la onstruión de ada histograma. Las urvas ontinuas orresponden a PGOE(s) y PGUE(s),dadas por las Es. (1.2) y (1.3), respetivamente.
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Figura 2.3: Distribuión de espaiamientos entre niveles energétios P (s) para el modelo paramétri-o de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100 on α =0.02, 0.03, 0.05, 0.07 y 0.09.Utilizamos 105 datos para la onstruión de ada histograma. Las urvas ontinuas orrespondena PGOE(s) y PGUE(s), dadas por las Es. (1.2) y (1.3), respetivamente.9
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PGOE(s)Figura 2.4: Distribuión de espaiamientos entre niveles energétios P (s) para el modelo paramétri-o de matries aleatorias de la E. (1.5) on γ2 = 1/8 y γ2 = 1/2. Para ada valor de γ se utilizaronmatries de tamaños N = 50, 100, 200 y 400. Utilizamos 105 datos para la onstruión de adahistograma. Las urvas ontinuas orresponden a PGOE(s) y PGUE(s), dadas por las Es. (1.2) y(1.3), respetivamente.
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Capítulo 3Propiedades de transporteEn este apítulo se estudian las propiedades de transporte del modelo paramétrio de matriesaleatorias de la E. (1.5). En partiular nos enfoaremos en los elementos de la matriz de dispersión,la distribuión, promedio y varianza de la ondutania y el ruido uántio omo funión de α ydel número de terminales aopladas.3.1. Arreglo dispersivoEn general un arreglo dispersivo se divide en dos partes: Un blano o región de interaión quese supone desonoida y una región asintótia que se supone onoida. Ver Fig. 3.1. En el asode nuestro arreglo dispersivo, la región de interaión estará representada por el Hamiltonianoparamétrio de la E. (1.5) y la región asintótia onsistirá de terminales que se aoplan al blanoa través de las uales se envían ondas (eletrónias o eletromagnétias). En el aso de blanos querepresentan a sistemas desordenados el aoplar una terminal uasi-unidimesional on M modosabiertos es equivalente a aoplar M terminales unimodales. En este trabajo utilizaremos termi-nales que soportan un solo modo transversal, es deir terminales unimodales, porque representanalambres unidimensionales.Para alular las propiedades de transporte de nuestro arreglo dispersivo es neesario obtenerla matriz de dispersión, matriz S, del sistema. La matriz S es una herramienta fundamental parael análisis del fenómeno de dispersión uántio y eletromagnétio. La matriz S relaiona ondasque entran on ondas que salen, de una ierta región de interaión, de la siguiente manera:
V salen = SV entran , (3.1)donde V entran y V salen son vetores que espei�an ondas que entran y ondas que salen de laregión de interaión, respetivamente.Consideramos 2M terminales semi-in�nitas1 aopladas a la región de interaión. Cada terminalestá desrita por un Hamiltoniano de tipo enlae fuerte de�nido por:

Hterminal =
−∞
∑

n=1

(|n〉〈n+ 1|+ |n+ 1〉〈n|) . (3.2)Usando métodos estandarizados [26℄ la matriz de dispersión se puede esribir en la forma [27, 28℄
S(E) =

(

r t′

t r′

)

= 1− 2isen(k)WT 1

E −Hef
W , (3.3)1Esogemos 2M terminales porque así la matriz de dispersión se puede dividir en uatro bloques que representaneexexión y transmisión. Si el número de terminales no es un número par la estrutura de la matriz de dispersión esmás ompliada. 11



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.1. ARREGLO DISPERSIVO
Rr’

Tt’

t

rregión asintótica región asintóticaRegión de

Interacción

Blanco
O

Figura 3.1: Diagrama esquemátio de un arreglo dispersivo y elementos de la matriz de dispersión
S.donde 1 es la matriz unitaria de tamaño 2M × 2M , k = arc cos(E/2) es el vetor de onda de lasondas que entran por las terminales y Hef es un Hamiltoniano efetivo no hermítio dado por

Hef = H− eikWWT . (3.4)Aquí, W es una matriz de tamaño N × 2M que espei�a el lugar donde las terminales se aoplana la muestra representada por el Hamiltoniano paramétrio de la E. (1.5). Los elementos de Wson iguales a ero o ǫ, donde ǫ es la magnitud del aoplamiento. Puesto que arc cos(E/2) no ambiasigni�ativamente en el entro de la banda, esogemos E = 0 y despreiamos la dependenia de
Hef y S on la energía. Los símbolos t, t′, r y r′ en la matriz S, E. (3.3), son matries de tamaño
M×M . Los elementos de las matries de transmisión (t y t′) y re�exión (r y r′) son las amplitudesde transmisión y re�exión, respetivamente. Una vez que onoemos la matriz S podemos alularla transmisión total

G =
1

2M

∑

m

∑

n

| tmn |2= Tr(tt†) , (3.5)donde G+R = 1 y R es la re�exión total. También podemos obtener la ondutania, por mediode la fórmula de Landauer-Buttiker [29, 30℄
T =

4e

~2
MG , (3.6)y antidades relaionadas omo su distribuión w(T ), su promedio 〈T 〉 y su varianza var(T ). En laE. (3.6), e es la arga del eletrón y ~ la onstante de Plank. Otra antidad de interés que puedeser alulada a partir de la matriz de dispersión es el ruido uántio2, de�nido omo [31℄

P = 〈Tr(tt† − tt†tt†)〉 . (3.7)El ruido uántio es una medida de las �utuaiones de una orriente eletrónia o fotónia através de un dispositivo por el ual viaja un número pequeño de partíulas (eletrones o fotones).El número de estas partíulas debe ser su�ientemente pequeño omo para produir �utuaionesomparables al promedio. Esto suede generalmente en dispositivos mesosopios.En adelante utilizaremos unidades atómias: es deir, 2e/~2=1.2Al ruido uántio se le onoe en inglés omo shot noise.12



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.2. PREDICCIONES DE LA TEORÍA DE MATRICES ALEATORIAS3.2. Prediiones de la Teoría de Matries AleatoriasReordemos que la región de interaión de nuestro arreglo dispersivo esta desrita por elHamiltoniano paramétrio de la E. (1.5), el ual interpola entre el GOE y el GUE al variar α entre0 y 1. Por lo tanto la matriz de dispersión orrespondiente será un elemento del Ensamble CirularOrtogonal (COE por sus siglas en inglés) uando α = 0 o un elemento del Ensamble CirularUnitario (CUE por sus siglas en inglés) uando α = 1. Los Ensambles Cirulares son ensamblesde matries aleatorias unitarias utilizados para representar matries de dispersión de sistemasomplejos3 [31℄. A ontinuaión proporionamos las prediiones de la teoría de matries aleatoriaspara las antidades de dispersión y de transporte que analizaremos en el siguiente Capítulo.Comenzaremos on el promedio de los elementos de la matriz S. Cuando M = 1, es deir,onsiderando sólo dos terminales aopladas al sistema, se sabe que [31℄
〈|Saa|2〉COE =

2

3
, (3.8)

〈|Sab|2〉COE =
1

3
(3.9)y

〈|Sab|2〉CUE =
1

2
, (3.10)donde 〈·〉 se re�ere al promedio sobre elementos del COE o del CUE y · signi�a promedio sobreenergía. En este trabajo para nuestros álulos numérios no onsideraremos el promedio sobre laenergía porque podemos inrementar failmente el numéro de elementos en el ensamble obteniendoasí resultados estadístiamente equivalentes. Por otro lado w(T ) está dada por

wCOE(T ) = 1

2
√
T

(3.11)y
wCUE(T ) = 1 . (3.12)Mientras que uando M = 2

wCOE(T ) = {

3T/2, 0 < T < 1

3(T − 2
√
T − 1)/2, 1 < T < 2

(3.13)y
wCUE(T ) = 2(1− |1− T |)3 . (3.14)Para M arbitraria las prediiones para el valor promedio de T y su varianza son
〈T 〉COE = − M

2(2M + 1)
+

M

2
, (3.15)

〈T 〉CUE =
M

2
, (3.16)varCOE(T ) = M(M + 1)2

(2M + 1)2(2M + 3)
(3.17)y varCUE(T ) = M2

4(4M2 − 1)
. (3.18)3Con sistemas omplejos nos referimos a sistemas uántios u ondulatorios no deterministas o aótios uantiza-dos. 13



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTOPara la derivaión detallada de estos resultados ver la Ref. [31℄.Finalmente, para el ruido uántio tenemos [18, 32, 33, 34℄
PCOE =

M(M + 1)2

2(2M + 1)(2M + 3)
(3.19)y

PCUE =
(2M)3

16((2M)2 − 1)
. (3.20)En la Tabla 3.1 reportamos los valores numérios de 〈T 〉, var(T ) y P obtenidos de las Es. (3.8-3.20) on M = [1, 5]; éstos valores serán utilizados omo referenia en el Capítulo siguiente.Es importante menionar que las Es. (3.8-3.20) son válidas sólo en el aso de aoplamientoperfeto: 〈S〉 ≈ 0. Cuando existen proesos diretos, 〈S〉 6= 0, las prediiones de la teoría dematries aleatorias para las antidades listadas arriba están dadas en uadraturas; por lo tanto,las prediiones orrespondientes se deben obtener por integraión numéria [31℄.En las seiones siguientes presentaremos nuestros resultados numérios para 〈|Sab|2〉, w(T ),

〈T 〉, var(T ) y P para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5). Para elloalularemos S por medio de la E. (3.3) on un programa en FORTRAN 90 que utiliza subrutinasomeriales de inversión de matries. Para ada ombinaión de α,M yN utilizaremos un ensamblede 106 muestras (o matries H).M 〈T 〉COE 〈T 〉CUE varCOE(T ) varCUE(T ) PCOE PCUE1 1/3 1/2 4/45 1/12 2/15 1/62 4/5 1 18/175 1/15 9/35 4/153 9/7 3/2 16/147 9/140 8/21 216/5604 16/9 2 100/891 16/252 50/99 32/635 25/11 5/2 180/1573 23/396 90/143 1000/1584Tabla 3.1: Valores numérios de 〈T 〉, var(T ) y P obtenidos de las Es. (3.8-3.20) on M = [1, 5].3.3. Aoplamiento perfetoEn este trabajo onsideraremos, sin pérdida de generalidad, la ondiión de aoplamiento per-feto entre las terminales y la región de interaión. En general el aoplamiento perfeto se de�neomo el valor de ǫ, ǫ0, tal que 〈S〉 ≈ 0 [31℄. Donde
〈S〉 = 1

2M

∑

ij

〈|Sij |〉 . (3.21)Note que uando ǫ = 0, no existe aoplamiento entre las terminales y el sistema interno por lo que
t y t′ son iguales a ero y en onseuenia 〈S〉 = 1. Para ualquier ǫ 6= 0, 〈S〉 < 1.Nosotros obtenemos la ondiión de aoplamiento perfeto gra�ando 〈S〉 omo funión de ǫ.Como ejemplo en la Fig. 3.2 mostramos 〈S〉 omo funión de ǫ para sistemas on α = 0 y α = 1 enel aso M = 1. La región 0 < ǫ < ǫ0 se asoia a un sistema interno on absorión. Mientras que laregión ǫ0 < ǫ orresponde a sistemas internos on ganania. En general ǫ0 depende de N y α porlo que ǫ0 se debe alular numériamente apartir de la E. (3.21) ombinaión de parámetros.En las Tablas 3.2 y 3.3 reportamos ǫ0 para los valores de α que utilizaremos en el Capítulosiguiente on M = [1, 5] uando N = 100 y N = 200, respetivamente.14



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO
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Figura 3.2: 〈S〉 omo funión de ǫ para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5)de tamaños N = 50, 100 y 200 on (a) α = 0 y (b) α = 1 en el aso M = 1. En (a) ǫ0 = 7,2 para
N = 50, ǫ0 = 10 para N = 100 y ǫ0 = 14,2 para N = 200. En (b) ǫ0 = 9,9 para N = 50, ǫ0 = 14,1para N = 100 y ǫ0 = 20,2 para N = 200. Para alular 〈S〉 se utilizaron ensambles de 105 matriespara ada ombinaión de N y α.
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CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.3. ACOPLAMIENTO PERFECTO
α M=1 M=2 M=3 M=4 M=50 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.001 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.002 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.004 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.01 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.03 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.06 10.0 9.90 9.80 9.80 9.800.1 10.0 10.0 9.90 9.80 9.800.15 10.1 10.0 10.0 9.90 9.800.3 10.4 10.4 10.3 10.2 10.20.6 11.5 11.6 11.5 11.4 11.41 14.1 14.0 13.9 13.8 13.8Tabla 3.2: ǫ0 para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) para diferentesvalores de α on M = [1, 5] uando N = 100.
α M=1 M=2 M=3 M=4 M=50.001 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.002 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.004 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.01 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.02 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.04 14.2 14.0 14.0 14.0 14.00.1 14.2 14.0 14.0 14.1 14.00.2 14.4 14.5 14.4 14.3 14.30.4 15.2 15.5 15.1 15.1 15.00.6 15.8 16.5 16.4 16.4 16.41 20.2 20.0 19.9 20.0 19.7Tabla 3.3: ǫ0 para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) para diferentesvalores de α on M = [1, 5] uando N = 200.
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CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.4. PROMEDIO DE LOS ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE DISPERSIÓN3.4. Promedio de los elementos de la matriz de dispersiónPrimeramente onsideramos el aso M = 1 donde la matriz de dispersión es una matriz detamaño 2× 2. En la Fig. 3.3 gra�amos el promedio de los elementos |S11|2 y |S12|2 omo funiónde α, 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉. Nos onentraremos en estos dos elementos de la matriz de dispersión, queorresponden a re�exión total y transmisión total, respetivamente, ya que los otros dos elementosno proporionan informaión adiional: 〈|S11|2〉=〈|S22|2〉 = R y 〈|S12|2〉=〈|S21|2〉 = G para modelosde Matries Aleatorias y sistemas desordenados [31℄. Notamos una fuerte dependenia de 〈|S11|2〉y 〈|S12|2〉 omo funión de α que lleva al sistema dispersivo del límite COE uando α = 0 al límiteCUE uando α = 1.Además enontramos que las antidades 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉, omo funión de α están desritaspor
〈|S11|2〉 = 1− 〈|S12|2〉 , (3.22)y

〈|S12|2〉 = 〈|S12|2〉COE + 〈|S12|2〉CUE − 〈|S12|2〉COE
1 + (δα)−2

, (3.23)donde δ es un parámetro de ajuste. La E. (3.22) es una onseuenia de la relaión R + G = 1.En la Fig. 3.3 gra�amos los ajustes de los datos numérios on las Es. (3.22) y (3.23). Comopuede observarse en esta �gura, la orrespondenia entre los datos numérios y las Es. (3.22) y(3.23) es exelente. Hemos observado que el parámetro de ajuste δ depende de M , sin embargo nopresentamos esos resultados porque no nos pareen relevantes.

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

<|
S ab

|2 > <|S11|
2
>,  N = 50

<|S12|
2
>,  N = 50

<|S11|
2
>,  N = 100

<|S12|
2
>,  N = 100

Figura 3.3: 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉 omo funión de α para el modelo paramétrio de matries aleatoriasde la E. (1.5) de tamaño N = 50 y N = 100 on M = 1. Las líneas punteadas orresponden alas prediiones de la teoría de matries aleatorias de las Es. (3.8-3.10). Las líneas ontinuas sonlos ajustes on las Es. (3.22) y (3.23) on δ = 9. 86 para N = 50 y δ = 14. 02 para N = 100. Lasbarras de error no se muestran por ser más pequeñas que los símbolos
17



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.5. DISTRIBUCIÓN DE PROBABILIDAD DE LA CONDUCTANCIA
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Figura 3.4: Misma informaión que en la Fig. 3.3 pero omo funión de γ.Finalmente en la Fig. 3.4 mostramos que 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉 omo funión de α son indepen-dientes de N uando se gra�an omo funión de γ; al igual que P (s), ver Capítulo 2.3.5. Distribuión de probabilidad de la ondutaniaEn esta seión analizamos la distribuión de la ondutania w(T ) para el modelo paramétriode matries aleatorias de la E. (1.5). En la Fig. 3.5 mostramos w(T ) para diferentes valores de
α uando M = [1, 5]. En esta �gura utilizamos N = 100. En todos los paneles observamos unatransiión suave entre los límites COE y CUE omo funión de α. Además hemos veri�ado, para
M = 1 y M = 2, que uando α = 0 y α = 1 se reproduen las expresiones de las Es. (3.11-3.14).Cuando M > 2 no tenemos expresiones analítias para w(T ) por lo que sólo ontamos on nuestrosálulos numérios. Sin embargo, se sabe que en el límite M ≫ 1, w(T ) tiene una forma Gaussianay en la Fig. 3.5 esta tendenia ya se puede apreiar aún uando M no es muy grande; ver elpanel (e). Es interesante notar que uando M = 2 la Teoría de Matries Aleatorias predie unadisontinuidad en T = 1 en w(T ), ver Es. (3.13-3.14), la ual se observa laramente en nuestrosresultados numérios, ver Fig. 3.5(b).También vale la pena menionar que hemos veri�ado que para M �ja, w(T ) es invariante parauna γ �ja, al igual que el promedio de los elementos de la matriz de dispersión y la distribuión deespaiamientos entre energías onseutivas.
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CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
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Figura 3.5: Distribuión de la ondutania w(T ) para el modelo paramétrio de matries aleatoriasde la E. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0, 0.001, 0.004, 0.01, 0.03, 0.06, 0.1, 0.15,0.3, 0.6 y 1. Como referenia, en rojo (azul) se muestra w(T ) uando α = 0 (α = 1). (a) M = 1,(b) M = 2, () M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. Se utilizaron 109 valores de T para onstruir adahistograma.3.6. Promedio de la ondutania, varianza de la ondutan-ia y el ruido uántioAhora nos enfoaremos en antidades relaionadas on la ondutania omo su promedio, suvarianza y el ruido uántio. Estudiaremos estas antidades omo funión de α y de M .Comenzaremos on la ondutania promedio 〈T 〉. En la Fig. 3.6 mostramos 〈T 〉 omo funiónde α para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Hemosutilizado M desde uno hasta ino; es deir, onsideramos de dos a diez terminales aopladas. Enesta �gura se observa laramente que 〈T 〉 sufre una transiión suave de COE a CUE omo funiónde α para todos los valores de M onsiderados en este trabajo. Sin embargo, note que 〈T 〉 ≈ 〈T 〉COEpara α < 0.01.Es importante haer notar que la forma de las urvas 〈T 〉(α) es muy similar a la forma de lasurvas 〈|S12|2〉(α), ver Fig. 3.3. Por lo tanto proponemos la expresión
〈T 〉 = 〈T 〉COE + 〈T 〉CUE − 〈T 〉COE

1 + (δα)−2
, (3.24)para desribir nuestros datos numérios. En la E. (3.24), δ es un parámetro de ajuste. En laFig. 3.6 mostramos los ajustes de nuestros datos on la E. (3.24). Los parámetros de ajuste sereportan en la Tabla 3.4. Es laro que la expresión de la E. (3.24) reprodue de manera orretanuestros datos numérios. 19



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICOAdiionalmente en la Fig. 3.6(f) mostramos 〈T 〉∗, de�nido por
〈T 〉∗ =

〈T 〉 − 〈T 〉COE
〈T 〉CUE − 〈T 〉COE , (3.25)omo funión de αδ1/2. De esta forma los datos, para toda M , aen sobre la misma urva

〈T 〉∗(αδ1/2).
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Figura 3.6: Promedio de la ondutania 〈T 〉 omo funión de α para el modelo paramétrio dematries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Como referenia, las líneas punteadasindian la prediión de la Teoría de Matries Aleatorias para 〈T 〉 dadas en las Es. (3.15) (límiteCOE, línea punteada inferior) y (3.16) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M = 2, () M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos onla E. (4); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.25) y omo funión de αδ1/2.Se utilizaron 104 valores de T para ada promedio.En la Fig. 3.6 gra�amos 〈T 〉 omo funión de α para M �ja, ahora omo informaiónomplementaria en la Fig. 3.7 gra�amos 〈T 〉 omo funión de M para α �ja. En esta �gura tam-bién se observa laramente que 〈T 〉 sufre una transiión suave entre COE y CUE omo funión de α.Una antidad relaionada on la ondutania promedio es la ondutania típia Ttip que sede�ne omo

Ttip ≡ exp〈lnT 〉 . (3.26)20



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
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Figura 3.7: Promedio de la ondutania 〈T 〉−M/2 omo funión deM para el modelo paramétriode matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y0.3 (de abajo haia arriba). Como referenia, la línea punteada [ontinua℄ india la prediión de laTeoría de Matries Aleatorias para 〈T 〉−M/2 dada en la E. (3.15) para el límite COE [E. (3.16)para el límite CUE℄. Se utilizaron 104 valores de T para ada promedio.Por lo tanto en la Fig. 3.8 mostramos 〈ln T 〉 omo funión de α para el modelo paramétrio dematries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100 uando M = [1, 5]. Al igual que 〈T 〉:
(i) 〈lnT 〉 sufre una transiión suave entre COE y CUE omo funión de α para todo M , verFig. 3.8(a-e);
(ii) la expresión

〈lnT 〉 = 〈ln T 〉COE + 〈ln T 〉CUE − 〈lnT 〉COE
1 + (δα)−2

, (3.27)donde δ es un parámetro de ajuste, reprodue de manera orreta los datos numérios, verFig. 3.8(a-e);
(iii) uando gra�amos 〈lnT 〉∗, de�nido por

〈lnT 〉∗ =
〈lnT 〉 − 〈lnT 〉COE

〈lnT 〉CUE − 〈lnT 〉COE , (3.28)omo funión de αδ1/2 los datos, para toda M , aen sobre la misma urva 〈ln T 〉∗(αδ1/2), verFig. 3.8(f);
(iv) uando gra�amos 〈lnT 〉 omo funión de M para α �ja, ver Fig. 3.9, también se observalaramente que 〈lnT 〉 sufre una transiión suave entre COE y CUE omo funión de α.Es importante menionar que omo 〈lnT 〉 es una antidad muho más di�il de tratar desdeel punto de vista analítio en omparaión on 〈T 〉, para ella no ontamos on prediiones dela Teoría de Matries Aleatorias por lo que los límites COE y CUE se obtienen de manera numéria.Es bien sabido que una distribuión no se arateriza solamente por el promedio de la antidadbajo estudio, también es indispensable onoer la varianza de diha antidad. Entones, en la21



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICOM N = 100 N = 2001 13. 9655 19. 81742 11. 9964 17. 08953 10. 4482 14. 71074 9. 20578 13. 08335 8. 35176 11. 887Tabla 3.4: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.6 y A.1 on laE. (3.24). M N = 100 N = 2001 23. 5587 31. 73642 13. 969 19. 73523 11. 3011 11. 30114 9. 8351 13. 96105 8. 8066 12. 4488Tabla 3.5: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.8 y A.3 on laE. (3.27).Fig. 3.10 mostramos var(T ) omo funión de α para el modelo paramétrio de matries aleatoriasde la E. (1.5) de tamaño N = 100 uando M = [1, 5]. Sorprendentemente, aún uando estaantidad es más ompliada que las estudiadas anteriormente (〈|S12|2〉, 〈T 〉 y 〈lnT 〉), enontramosmuhas similitudes en el omportamiento de var(T ) y dihas antidades:
(i) var(T ) sufre una transiión suave entre COE y CUE omo funión de α para todo M , verFig. 3.10(a-e);
(ii) la expresión var(T ) = varCOE(T ) + varCOE(T )− varCUE(T )

1 + (δα)−2
, (3.29)donde δ es un parámetro de ajuste, reprodue de manera orreta los datos numérios, verFig. 3.10(a-e);

(iii) uando gra�amos var(T ) omo funión de M para α �ja, ver Fig. 3.11, también se observalaramente que var(T ) sufre una transiión suave entre COE y CUE omo funión de α.Sin embargo, podemos notar dos diferenias importantes en el omportamiento de var(T )on res-peto a las antidades estudiadas anteriormente. La primera: uando gra�amos var(T )∗,de�nido por var(T )∗ =
var(T )− varCUE(T )varCOE(T )− varCUE(T ) (3.30)omo funión de αδ los datos, para todaM , aen sobre la misma urva var(T )∗(αδ), ver Fig. 3.10(f).La segunda: las urvas var(T ) dereen omo funión de α.22
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Figura 3.8: Promedio del logaritmo de la ondutania 〈lnT 〉 omo funión de α para el modeloparamétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. (a) M = 1, (b) M = 2,() M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos on la E. (3.27);los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en(a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.28) y omo funión de αδ1/2. Se utilizaron
104 valores de T para ada promedio.A ontinuaión, en las Figs. 3.12 y 3.13 mostramos nuestros resultados para el ruido uántio
P para el modelo paramétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100, omofunión de α para M �ja y omo funión de M para α �ja, respetivamente.En analogía on las antidades anteriormente estudiadas, proponemos la siguiente expresión

P = PCOE + PCUE − PCOE
1 + (δα)−2

, (3.31)para tratar de desribir nuestros datos. Sin embargo, omo puede apreiarse en las Figs. 3.12(a-e),esta euaión no reprodue de manera orreta nuestros resultados. Esto suede prinipalmenteporque las urvas de P omo funión de α muestran un pio que sobrepasa el valor PCUE y que seaentúa al inrementar M . La expliaión de este efeto queda fuera del alane de este trabajo,sin embargo onsideramos que vale la pena estudiarlo a fondo en el futuro. En todo aso, en lasFigs. 3.12(a-e) mostramos los ajustes de los datos on la E. (3.31) y en la Fig. 3.12(f) presentamoslas urvas de P ∗, de�nida omo
P ∗ =

P − PCOE
PCUE − PCOE , (3.32)23
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24



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO
0.001 0.01 0.1 1

 α

0.084

0.086

0.088

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
α

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

va
r(

T
)

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.06

0.08

0.1

0.12

va
r(

T
)

0.01 0.1 1 10 100

 α δ

0

0.5

1

va
r(

T
)* M=1

M=2
M=3
M=4
M=5

M=1 M=2

M=3 M=4

M=5 (f)

(b)

(c) (d)

(e)

(a)

Figura 3.10: Varianza de la ondutania var(T ) omo funión de α para el modelo paramétriode matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Como referenia, las líneas punteadasindian la prediión de la Teoría de Matries Aleatorias para var(T ) dadas en las Es. (3.17)(límite COE, línea punteada superior) y (3.18) (límite CUE, línea punteada inferior). (a) M = 1,(b) M = 2, () M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos onla E. (3.29); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.30) y omo funión de αδ. Seutilizaron 104 valores de T para el álulo de ada var(T ).M N = 100 N = 2001 25. 204 35. 70252 38. 7653 56. 57233 42. 3435 58. 39664 48. 3756 60. 56985 58. 3613 64. 9508Tabla 3.7: Parámetro δ obtenido a partir de los ajustes de los datos de las Figs. 3.12 y A.4 on laE. (3.31). 25



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO

1 2 3 4 5
M

0.06

0.08

0.1

0.12

va
r(

T
)

COE
 α=0.03
 α=0.06
 α=0.1
 α=0.15
 α=0.3
 CUE

Figura 3.11: Varianza de la ondutania var(T ) omo funión de M para el modelo paramétriode matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.03, 0.06, 0.1, 0.15 y0.3 (de arriba haia abajo). Como referenia, la línea punteada [ontinua℄ india la prediión dela Teoría de Matries Aleatorias para var(T ) dada en la E. (3.17) para el límite COE [E. (3.18)para el límite CUE℄. Se utilizaron 104 valores de T para el álulo de ada var(T ).

26



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO

0.001 0.01 0.1 1
α

0.13

0.14

0.15

0.16

0.17

P

0.001 0.01 0.1 1
α

0.255

0.26

0.265

0.27

P

0.001 0.01 0.1 1
α

0.38

0.382

0.384

0.386

0.388

P

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.504

0.506

0.508

P

0.001 0.01 0.1 1
 α

0.629

0.63

0.631

0.632

P

0.001 0.01 0.1 1

 αδ1/2

0

0.5

1

1.5

P
*

M=1
M=2
M=3
M=4
M=5

M=1 M=2

M=3 M=4

M=5

(a) (b)

(c) (d)

(e)

(f)

Figura 3.12: Ruido uántio P omo funión de α para el modelo paramétrio de matries aleatoriasde la E. (1.5) de tamaño N = 100. Como referenia, las líneas punteadas indian la prediiónde la Teoría de Matries Aleatorias para P dadas en las Es. (3.19) (límite COE, línea punteadainferior) y (3.20) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b) M = 2, () M = 3, (d)
M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos on la E. (3.31); los parámetros deajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahoranormalizados de auerdo a la E. (3.32) y omo funión de αδ1/2. Se utilizaron 104 matries S parael álulo de ada P .

27



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO

1 2 3 4 5
M

0

0.01

0.02

0.03

P
-P

C
O

E

α =0.001
α=0.004
α=0.03
α=0.15
α=0.3
α=0.6
α=0.06
COE
CUE

Figura 3.13: Ruido uántio P (gra�ado omo P − PCOE) omo funión de M para el modeloparamétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 100. Se utilizaron α = 0.001,0.004, 0.03, 0.06, 0.15, 0.3 y 0.6 (de abajo haia arriba). Como referenia, la línea punteada [on-tinua℄ india el aso α = 0 [α = 1℄. Se utilizaron 104 matries S para el álulo de ada P .

28



CAPÍTULO 3. PROPIEDADES DE TRANSPORTE3.6. PROMEDIO DE LA CONDUCTANCIA, VARIANZA DE LA CONDUCTANCIA Y ELRUIDO CUÁNTICO

0.01 0.1 1 10
 γ

0.3

0.4

0.5

<T
>

0.01 0.1 1 10
 γ

0.0825

0.085

0.0875

va
r(

T
)

0.01 0.1 1 10
 γ

-2

-1.6

-1.2

-0.8

<l
n 

T
>

0.01 0.1 1 10
 γ

0.135

0.15

0.165

P N=100
N=200

Figura 3.14: 〈T 〉, var(T ), 〈lnT 〉 y P omo funión de γ para el modelo paramétrio de matriesaleatorias de la E. (1.5) de tamaños N = 100 y N = 200 uando M = 1. Como referenia, la líneapunteada [ontinua℄ india el aso α = 0 [α = 1℄. Se utilizaron 104 matries S para el álulo adapunto.

29



Capítulo 4ConlusionesEn esta Tesis estudiamos numériamente las propiedades de dispersión y de transporte desistemas aótios uantizados utilizando el modelo paramétrio de matries aleatorias H(α) =S + iαA que interpola del ensamble on simetría ortogonal (uando α = 0) al ensamble onsimetría unitaria (uando α = 1).Antes de estudiar las propiedades de transporte del modelo paramétrio de matries aleato-rias, veri�amos las propiedades de su espetro (mediante la distribuión del espaiamiento entreenergías onseutivas P (s)) reportadas anteriormente:
(i) uando α = 0, P (s) = PGOE(s);
(ii) uando α = 1, P (s) = PGUE(s);
(iii) uando 0 < α < 1, P (s) es invariante para γ = α

√
N �ja, donde N es el tamaño de la matriz

H(α).Nosotros onsideramos arreglos dispersivos en ausenia de proesos diretos en los uales 2Mterminales unimodales son aopladas al sistema interno representado por H(α). En general, obser-vamos que:
(i) el promedio de los elementos de la matriz de dispersión 〈|S11|2〉 y 〈|S12|2〉, la distribuión deprobabilidad de la ondutania w(T ), la ondutania promedio 〈T 〉, la ondutania típia

exp〈ln T 〉, la varianza de la ondutania var(T ) y el ruido uántio P sufren una transiiónsuave entre el COE y el CUE omo funión de α para todo M ; ver las Figs. 3.3, 3.5, 3.6, 3.8,3.10 y 3.12;
(ii) la expresión

X = XCOE + XCUE −XCOE
1 + (δα)−2

,donde X representa las antidades 〈|S11|2〉, 〈|S12|2〉, 〈T 〉, 〈lnT 〉, −var(T ) y P , donde δ esun parámetro de ajuste, reprodue de manera orreta los datos numérios; ver las Figs. 3.3,3.6, 3.8, 3.10 y 3.12;
(iii) uando gra�amos X∗, de�nido por

X∗ =
X −XCOE

XCUE −XCOE ,omo funión de αδ1/2, donde X∗ representa las antidades 〈T 〉, 〈lnT 〉 y P , los datos paratoda M aen sobre la misma urva; ver las Figs. 3.6, 3.8, 3.12(f);31



CAPÍTULO 4. CONCLUSIONES
(iv) uando gra�amos 〈T 〉, 〈lnT 〉, var(T ) y P omo funión de M para α �ja, se observa lara-mente que estas antidades sufren una transiión suave entre el COE y el CUE omo funiónde α; ver las Figs. 3.7, 3.9, 3.11, 3.13.Esperamos que nuestros resultados ontribuyan al entendimiento de las propiedades de trans-porte de sistemas desordenados y aótios uantizados. En partiular nuestros resultados podríanser veri�ados experimentalmente utilizando:puntos uántios inmersos en un gas bidimensional de eletrones on un ampo magnétioapliado;avidades mirosópias onstruidas on guías de ondas deformadas a través de las ualesviajan ondas eletromagnétias;avidades marosópias de miroondas on impurezas magnétias.
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Apéndie AGrá�os omplementariosEn este Apéndie mostramos, omo informaión omplementaria, grá�os similares a los de lasFigs. 3.6, 3.10, 3.8 y 3.12 pero para el aso N = 200.
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APÉNDICE A. GRÁFICOS COMPLEMENTARIOS
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Figura A.1: Promedio de la ondutania 〈T 〉 omo funión de α para el modelo paramétrio dematries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 200. Como referenia, las líneas punteadasindian la prediión de la Teoría de Matries Aleatorias para 〈T 〉 dadas en las Es. (3.15) (límiteCOE, línea punteada inferior) y (3.16) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b)
M = 2, () M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos onla E. (4); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.4. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.25) y omo funión de αδ1/2.Se utilizaron 104 valores de T para ada promedio.
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Figura A.2: Varianza de la ondutania var(T ) omo funión de α para el modelo paramétriode matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 200. Como referenia, las líneas punteadasindian la prediión de la Teoría de Matries Aleatorias para var(T ) dadas en las Es. (3.17)(límite COE, línea punteada superior) y (3.18) (límite CUE, línea punteada inferior). (a) M = 1,(b) M = 2, () M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos onla E. (3.29); los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.6. En (f) presentamos los datosreportados en (a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.30) y omo funión de αδ. Seutilizaron 104 valores de T para el álulo de ada var(T ).
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Figura A.3: Promedio del logaritmo de la ondutania 〈lnT 〉 omo funión de α para el modeloparamétrio de matries aleatorias de la E. (1.5) de tamaño N = 200. (a) M = 1, (b) M = 2,() M = 3, (d) M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos on la E. (3.27);los parámetros de ajuste se reportan en la Tabla 3.5. En (f) presentamos los datos reportados en(a-e) pero ahora normalizados de auerdo a la E. (3.28) y omo funión de αδ1/2. Se utilizaron
104 valores de T para ada promedio.
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Figura A.4: Ruido uántio P omo funión de α para el modelo paramétrio de matries aleatoriasde la E. (1.5) de tamaño N = 200. Como referenia, las líneas punteadas indian la prediiónde la Teoría de Matries Aleatorias para P dadas en las Es. (3.19) (límite COE, línea punteadainferior) y (3.20) (límite CUE, línea punteada superior). (a) M = 1, (b) M = 2, () M = 3, (d)
M = 4 y (e) M = 5. La línea ontinua es el ajuste de los datos on la E. (3.31); los parámetros deajuste se reportan en la Tabla (3.7). En (f) presentamos los datos reportados en (a-e) pero ahoranormalizados de auerdo a la E. (3.32) y omo funión de αδ1/2. Se utilizaron 104 matries S parael álulo de ada P .
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