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Resumen

En esta tesis se abordan dos problemas en donde se presenta la no-conmutatividad. El primero
de ellos consiste de un sistema en el que una particula cargada esta restringida a moverse en un
plano que interacttia con un campo magnético perpendicular al plano de movimiento. Se analizara
la no-conmutatividad en dicho sistema mediante un procedimiento propuesto por R. Jackiw.

El segundo problema consiste de un sistema que surge de la teoria de cuerdas. Dicho sistema
incluye un campo de taquion. A través de la formulacion ADM y la ecuacion de Wheeler-DeWitt,
aplicada a cosmologia veremos que se puede construir una ecuacién cuantica para describir el
Universo. En este sistema las coordenadas se identificaran con las variables del mini-superespacio,
que se pueden elegir de diversas maneras. El problema de definir el tiempo ha sido salvado por la
propuesta de A. Sen en en el sentido de que, al menos, en este modelo el taquién que aparece en la
ecuacion de Wheeler-DeWitt se podria interpretar como el tiempo. Por eso es que podemos emular
el caso de Jakiw en mecéanica cuantica ahora con cosmologia cuantica. Nuevamente veremos que
en este sistema se presenta la no-conmutatividad en dos de las coordenadas del minisuperespacio.

v



Introduccion

La no-conmutatividad fue propuesta en los inicios de la teoria cuéntica de campos en la
cual se pretendia usar estructuras no-conmutativas de coordenadas espacio-tiempo en escalas
de longitudes muy pequetias. El primero en formalizar esta idea fue Snyder [1], motivado por
la necesidad de controlar las divergencias ultravioletas que aparecian en la teoria cuéntica de
campos. La idea detrds de un espacio-tiempo no-conmutativo esté inspirada en las relaciones de
conmutaciéon entre los operadores de posicion y momento de la mecanica cuéntica.

A pesar de que las ideas de no-conmutatividad estan inspiradas desde un punto de vista
cuantico, es posible encontrar este tipo de relaciones en sistemas clasicos, por ejemplo, en el
problema de Landau [2, 3] (sistema que consiste en un campo magnético intenso perpendicular
a un plano actuando sobre una particula moviéndose sobre éste), en el que surge una estructura
no-conmutativa de forma natural. A pesar de que su interpretacion fisica se da so6lo en el nivel
cuantico, relacionandolo con el principio de incertidumbre de Heisenberg.

El nacimiento de la teoria de algebras de von Neumann fue origen de la geometria no-
conmutativa, refiriéndose al estudio de espacios topologicos en los cuales las C*-algebras
conmutativas de funciones son reemplazadas por algebras no-conmutativas. Las ideas de geometria
no conmutativa fueron revividas en la década de los ochenta por los matematicos Connes,
Woronowicz y Drinfel’d, quienes generalizaron la nocion de una estructura diferencial de arreglos
no-conmutativos [1].

Ademas de encontrar la no-conmutatividad de forma natural en modelos matriciales, ésta
surge de forma natural en otros escenarios como lo es la teoria de cuerdas. Recientemente, en
conexion con desarrollos en teoria de cuerdas ha sido de gran interés el estudio de teoria de campos
no-conmutativos. En la década de los ochenta se planteé el mismo tipo de expectaciones acerca
de la estructura de espacio-tiempo en distancia pequenas, sugiriendo que el espacio-tiempo podria
ser no-conmutativo. Esta intrigante posibilidad implica nuevos y profundos cambios en nuestra
concepcion del espacio tiempo que podria ser visualizado en el nivel de mecéanica cuantica.

Esta aparente necesidad en teoria de cuerdas para una descripciéon del espacio tiempo en
términos de geometria no-conmutativa es actualmente mas fuerte, debido a la nocion de geometria
cuéntica, la cual podria ser definida como la modificacion apropiada de la relatividad general
implicada por la teoria de cuerdas.

Una consecuencia en cosmologia es que, en edades tempranas del universo (antes del tiempo de
Planck tp ~ 5,39124 x 10~%4s ), efectos no triviales de no-conmutatividad pueden ser esperados.
Es de suponer que en esta escala es necesario que el universo sea descrito con una teoria cuantica
(cosmologia cuéntica). Si la Relatividad General es la base sobre la cual esta sustentada la
descripciéon del Universo, para poder describir cudnticamente al Universo es necesario tener una
teorfa cuantica de la gravedad.
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Por otra parte en el estudio de universos homogéneos la métrica depende sélo en el parametro
temporal, entonces la dependencia espacial puede ser integrada fuera en la accién y un modelo con
espacio de configuraciones de dimension finita surge, llamado también minisuperespacio, cuyas
variables son las componentes 3-métricas. Estas teorfas han sido consideradas por si mismas, y
su cuantizaciéon es ejecutada siguiendo las reglas de la mecanica cuantica. La construccion del
minisuperespacio es un proceso para definir modelos de cosmologia cuantica en la busqueda
de describir el comportamiento cuantico de escenarios muy tempranos del universo. Definiendo
estos modelos necesariamente se congelan grados de libertad, de modo que estos son sélo sim-
ples y probablemente modelos aproximados de la gravedad cuantica completa en tiempos de Planck.

A la fecha existen diferentes propuestas de una teoria cuantica de la gravedad, sin embargo
ninguna de éstas esta del todo terminada. Una propuesta es la cuantizaciéon candnica del sistema,
para lo cual es necesario formular la Relatividad General como un sistema candnico con constric-
ciones y de ahi promover a operadores las variables candnicas clasicas. Sin embargo, esta tarea no
es del todo simple ni consistente por lo que debemos de simplificar nuestra manera de cuantizar
el sistema. La simplificacion consiste en tomar los coeficientes de la métrica como las coordenadas
canodnicas y sus derivadas respecto al tiempo como sus momentos canénicos asociados, en caso
de que el sistema a considerar contenga materia el campo de materia seria una coordenada
candnica y su término cinético su momento canénico asociado. Una vez realizada esta tarea, se
escribe el Hamiltoniano del sistema clasico en términos de estos momentos y coordenadas. Una
de las constricciones del sistema nos proveera de la ecuacion cuantica del Universo (ecuacion de
Wheeler-DeWitt [4]) una vez que se promueven los momentos a operadores.

En la descripciéon del Universo actual es necesaria la inclusiéon de unos tipos de materia y
energia que son distintas a las que conocemos, ésta es la materia oscura y la energia oscura. De
estos solamente conocemos sus efectos gravitacionales sobre la materia conocida, como fotones,
bariones, etc. Para completar el esquema tedrico que describe estos efectos es necesario incluir
materia tipo campo escalar en el tensor de energia-momento de las ecuaciones de Einstein o incluir
una constante (constante cosmologica).

La teoria de cuerdas es, sin duda, uno de los candidatos mas fuertes a ser la teoria del todo.
El hecho de que sea necesaria la existencia de mas dimensiones a las que conocemos podria ser
un cuestionamiento sobre su validez, sin embargo esta caracteristica es la que la hace aun mas
interesante. Cuando escribimos la teoria en 4 dimensiones, es decir, bajamos de dimension la
teorfa, es posible obtener una basta cantidad de campos con ciertas caracteristicas que pueden
jugar el rol de candidatos a materia oscura o a energia oscura, entre otros. Uno de estos campos
que es inherente a la teoria de cuerdas es el llamado Taquion.

Este trabajo se dividira en 4 capitulos: En el capitulo 1 daremos una breve introduccion a
relatividad general, y ademas, explicaremos en que consiste el formalismo ADM; en el capitulo
2, hablaremos sobre cosmologia cuantica, para esto, se continuara con el formalismo ADM para
construir una formulaciéon Hamiltoniana, se explicard brevemente, como son los modelos cosmo-
logico FRW (Friedman, Robertson, Walker), y se utilizara la cuantizacion canonica para contruir
un modelo de cosmologia cuantica; en el capitulo 3 se hablara un poco de no-conmutatividad en
mecanica cuantica y se vera como es posible encontrar relaciones no-conmutativas en las coordena-
das de forma clésica en el problema de Landau, con la ayuda de un procedimiento propuesto por
Jackiw en [3]; por dltimo, en el capitulo 4, tomaremos un modelos de cosmologia proveniente de
teoria de cuerdas [5], y analizaremos si es posible encontrar relaciones no-conmutativas siguiendo
el procedimiento de Jackiw, las cuales si son encontradas, su interpretaciéon es en el nivel de la
cosmologia cuantica.



Capitulo 1

Fundamentos de Relatividad General
y Formalismo ADM

1.1. Relatividad General

La Relatividad General es la teoria de Einstein, la cual surgié a partir de la Relatividad Especial
al ver que no incluia un analisis de aceleracion y la fuerza de gravedad. La idea es que mientras que
la mayorfa de la fuerzas estan representadas por campos definidos en el espacio-tiempo, de hecho,
la gravedad esta unida al espacio-tiempo, es decir que lo que nosotros conocemos y experimentamos
como gravedad es una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo. Por lo tanto, necesitamos
entender el espacio-tiempo, la curvatura y como esta relacionada la curvatura con la gravedad.

1.1.1. Formalismo Matematico

En mecénica clasica tenemos tres dimensiones espaciales y el tiempo es visto como un parame-
tro, en este caso la distancia entre dos puntos (coordenadas cartesianas) esta dada por

52 = (Ax)? + (Ay)? + (Az)% (1.1)

La cual puede ser vista de forma infinitesimal como

ds? = d0* = §;;dx'da? 0,5 =1,2,3 (1.2)

donde (2t =z,22 =y, 2° =2) y

o 1 1=y
%‘{0i¢j

Los cambios del sistema de coordenadas son hechos independientemente del tiempo, y si la
; ., -/ . o1
coordenada x* es una funciéon de las coordenadas x? en el otro sistema, utilizando la regla de la
cadena, llegamos a

i axi j/ i j/
da' = —da? = N, da’ . (1.3)
Oxd J
En relatividad general vamos a considerar las coordenadas t, x, y y z en el espacio-tiempo, donde
podemos ver x, y v z como las coordenadas en el sistema cartesiano estandar, y ¢ la coordenada
temporal. Un evento es definido en un punto en el espacio-tiempo, caracterizado tinicamente por

t, x, y y z. Entonces el intervalo espacio-tiempo entre dos eventos es

As? = —(cAt)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az)2. (1.4)
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donde ¢ es algin factor de conversion fijo entre espacio y tiempo; en este caso, esto es una
velocidad fija, la cual resultara ser la velocidad de la luz, y por simplicidad vamos a considerar
c = 1. Este espacio 4-dimensional es conocido como espacio de Minkowski.

Vamos a introducir la métrica de Minkowski en su forma matricial

1.0 0 0
[ o 100
=1 "9 01 0

0 00 1

entonces podemos escribir el intervalo de espacio-tiempo de forma infinitesimal

ds® = nuydatde”  pv=0,1,2,3 (1.5)

o lo que es lo mismo

ds* = —(dz°)? + (dz*)? i=1,2,3 (1.6)

donde z° = t.

Si el intervalo ds® es negativo, cero o positivo, entonces se dice que el intervalo es temporaloide,
nulo o espacialoide, respectivamente.

Durante el cambio de sistema de coordenadas, podemos escribir, justo como en el espacio
tridimensional,

o+
oxv'
Note que combinando esta transformacion con la expresion para el intervalo ds? el cual es

invariante con respecto al cambio de coordenadas, obtenemos la transformacién de la métrica 7,,,
del espacio de Minkowski:

dzt = dz”’ = A’lf/dx”/. (1.7)

ds? = ndotds = Up/y/dac",dx’/ (1.8)
= Ny A ot AY da, '
la cual, en comparacion con las declaraciones anteriores, nos deja con
Npw = M Ay A (1.9)
o en escrito de forma matricial
n=A"nA (1.10)

Las matrices que satisfacen (1.10) son conocidas como transformaciones de Lorentz; el conjunto
de ellas forma un grupo bajo multiplicaciéon de matrices, conocido como grupo de Lorentz.

Cualquier objeto matematico V# que es transformado como dz* es conocido como vector con-
travariante, o mas precisamente, una componente contravariante de un vector V. Proyectando este
vector sobre la base de vectores unitarios e, (1 = 0,1,2,3), es facil ver que

'LL ’
gjﬂ, v (1.11)

donde ¢, = % representa un vector en la base del llamado espacio tangente. Definimos el espacio
"

dual como aquél generado por los vectores unitarios e tales que el producto interior es invariante:

V=Vhe, y VF=ALVH =
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e'.e, =0! (1.12)

Los componentes covariantes del vector V, esto es los elementos V),, son obtenidos de forma
similar como (1.11), proyectando V sobre la base e*:

V=Ve" (1.13)

Estos se transforman como sigue:
V= AV, (1.14)

. . . . / .
Es facil notar que las transformaciones matriciales Af; y Aﬁ, son inversas una con respecto a
la otra:

ozt Hxv _ Oz
Qi dxi  Dak

Los elementos 7,, de la métrica de Minkowski transforman como el producto de los dos
vectores: éstos son tensores covariantes de rango 2. Podemos, de forma general, definir los
elementos covariantes, contravariantes y mezclados, 7},,, T*” y T} de un tensor T'.

AW AY, = =4, (1.15)

En relatividad general, el espacio-tiempo puede ser descrito por una métrica mas general g, y
el intervalo espacio-tiempo es el escalar
ds® = gudatde”  p,v=0,1,2,3. (1.16)

Las leyes de transformaciéon para los elementos del tensor métrico, ante un cambio del sistema
de coordenadas, son anélogas a las del espacio de Minkowski, aunque los elementos de la métrica
gy DO son constantes y en general dependen de las coordenadas z*. La transformacion de un
vector covariante en uno contravariante es obtenida por contraccién con el tensor métrico Guv:

VH = gl“’vy Yy ‘/,U. = Vyg/wa (117)

con la regla de contraccion bajo el tensor métrico en si mismo:

9" G =6, (1.18)

La diferenciaciéon de un vector es sencilla en un espacio plano caracterizado por vectores unita-
rios e, con direccion constante:

dV =d(Vte,) = (dV*)e, = (0,V")dz"e, (1.19)

En un espacio curvo los vectores unitarios e, cambian de direccion durante la traslacion del
punto z* a z# +dx#, y la derivada del vector e, puede ser expresada como una combinacioén lineal
del vectores de la base:

de, =17, dx"e,. (1.20)
donde I'],, se denominan términos de conexién o simbolos de Christoffel, y estan dados por la
relacion

Tt = Lguo o) 1.21
A ig (gua,k + 9xov — u)\,n)~ ( . )

Usando los resultados (1.19) y (1.20), la derivada covariante de un vector contravariante es definida
por
dv = (0,V*)da"e, + VFde, = (0,VH*)dz e, + T4 dz"Ve,

1.22
= (D, V*)dave, = (DVF)e,. (1.22)
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La derivada covariante entonces toma la forma

DV* = da¥(D,V*) = da” (9, V* + TH V) (1.23)

Un enfoque analogo lleva a la derivada covariante de un vector covariante, con el tinico cambio
posible en el signo previo al simbolo de Christoffel:

DV, = da*(D,V,) = da"(9,V,, — 7, Vy) (1.24)

La derivada covariante de un tensor es tomada, justo como en la diferenciacién covariante de
un producto vectorial, con las variaciones correspondientes. Por ejemplo, la 4-divergencia de un
tensor D, T} es escrito, como,

b Iz w oo _ o
D, T} =0,T) + 1, T] —T7,T}. (1.25)

Utilizando el valor especial del primer simbolo de Christoffel dependiendo de la derivada del
determinante g = | det g,,,, | de la métrica, esto es,

1
ﬁa,\/g, (1.26)

obtenemos el siguiente enunciado de la relacion (1.22):

B
FHU—

1

DTl = %aa(\/ng) -7, TE. (1.27)
Teniendo dos vectores inicialmente paralelos, pertenecientes a una superficie cuyo origen esta
en el mismo punto, si son trasladados paralelamente sobre rutas simétricas de la misma superficie
hacia un nuevo punto fijo, sobre el cual reposaran los vectores, estos ahora no son paralelos, y de
la diferencia de estos vectores en su nueva ubicacion es posible encontrar el tensor de curvatura de
Riemann el cual nos indica la curvatura de la superficie (véase [6, 7]).La segunda derivada covariante
de un vector lleva a la definicion deltensor de curvatura de Riemann-Christoffel (cuarto-rango) con

la ayuda del conmutador
[D,,D,]V*=RZ2, V* (1.28)

Epv

La contraccion de este tensor bajo los indices o = p define el tensor de curvatura de Ricci (de
segundo-rango):

R, = R.y, (1.29)
R, = (%Ffja — (%I‘ij + (IT) . (1.30)

donde
(AB),, = A7,.B;, — A7, B, (1.31)

La contraccion del tensor de curvatura de Ricci bajo estos indices finalmente define el escalar
de curvatura del espacio tiempo:

R =R (1.32)
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1.1.2. Tensor de energia-momento

En teoria de campos la accion es definida por una densidad lagrangiana L(y, 0,¢), y la accion
Hamiltoniana para un campo escalar ¢ en un espacio-tiempo curvado es escrito como,

S = /ﬁ(s@ﬁus@)d“w = /\/§ (;f?%auw - V(w)) d'x (1.33)

con "¢ = gh0,p. El principio de minima-accion lleva a las ecuaciones de campo tipo Klein-
Gordon en un espacio-tiempo curvo, esto es

ov
05=0 — —D'Dyp+ —— =0. (1.34)

dp
En cada punto en el espacio-tiempo existe un tensor de energia momento, el cual contiene
informacion sobre la densidad y la corriente de la energia y el momento, ver [6, 8]. El tensor de
energia-momento es definido con la densidad Lagrangiana del campo radiaciéon o materia L,,,+ =

/9L mat por las relaciones

T, =——"="= 1.35
K \/g(sg;w \/g ( )

- 2¢c 5£~m o 2c 8£~mat _ a‘CA"rnat
"0y~ agnv |

donde D, T"" = 0.

Para un campo escalar con densidad Lagrangiana del tipo mostrado en (1.35), esta definicion
lleva al tensor de energia-momento

1
Ty = 0,000 — guv <28"998c,<p + V(<p)) . (1.36)

Maés adelante veremos que uno de los modelos que se considera para el estudio del universo,
consiste en verlo como un fluido perfecto. Un fluido perfecto es caracterizado por tres cantidades:
una cuatri-velocidad u* = dz*/dr; una densidad propia ¢ = g(x), y una presion P = P(z). El
tensor de energia-momento para un fluido perfecto puede ser construido del tensor métrico g, P,
0, y la cuatri-velocidad, quedando como

Ty = Pgu + (P + 0)uuu,. (1.37)

regresaremos a esta ecuaciéon maéas adelante en la seccién 2.3.1.

1.1.3. Ecuaciones de Einstein y el Principio de Equivalencia

La Relatividad General de Einstein esta basada en el principio de equivalencia entre la masa
inercial y la masa gravitacional, demostrado por Galileo, Huygens, Newton, Bessel y E6tvons, ver
la Ref. [7].

Uno de los enunciados del principio de equivalencia nos dice que “Un sistema uniformemente
acelerado relativo a un marco inercial en relatividad general el localmente idéntico a un sistema
en reposo en un campo gravitacional”, y ademés nos dice que “No hay experimentos locales
que puedan distinguir la caida libre en un campo gravitacional del movimiento uniformemente
acelerado en el espacio en ausencia de un campo gravitacional”. Ademas en un un sistema inercial,
en relatividad especial, se utiliza la métrica de Minkowski 7),,,,, ¥ si usamos sistemas de referencia
no-inerciales, entonces esto es equivalente a usar una métrica mas general g, .

Entonces, la hipotesis fundamental de Einstein es asumir que el campo gravitacional es descrito
por el tensor métrico g, del espacio tiempo, que es ahora nuestra variable dinamica, (ver la Ref.
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[8]). Esto nos lleva a preguntarnos, jqué cantidad escalar podemos obtener de la métrica para que
sirva como una Lagrangiana? Hilbert calculd que utilizar el escalar de curvatura de Ricci es la
eleccion mas simple posible para una Lagrangiana, y propuso la accién

1
Sy = —E/R\/Ed‘lz, (1.38)

conocida como la accion de Hilbert-Einstein para el campo gravitacional. Aplicando el principio
de minima accion a la ec. (1.38) se llega a la ecuaciones de Einstein en el vacio, que son

1
Ry = 59w R = 0. (1.39)

Pero nos interesa conocer las ecuaciones de campo de Einstein no-vacias, para esto introducimos
la densidad Lagrangiana £ y el correspondiente Hamiltoniano que describe la presencia de materia
o radiacion

Sy = /ﬁm\/gd%. (1.40)

Aplicando nuevamente el principio de minima accién a la accién Hamiltoniana total S = S, +
Sm, llegamos a las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General.

1

Guw =R, — Qg;wR = —XTw (1.41)
La constante y determinada del limite Newtoniano de las ecuaciones de Einstein es dada por
81G

Algunas propuestas sugieren que en el vacio el tensor de enegia.momento tiene una expresion
en términos de la métrica y la constante cosmologica, véase por ejemplo [8].

T;EZGC) = —PvacYuv = 7Ag,uu~ (143)

Descomponiendo el tensor de energia-momento en una parte correspondiente a materia 7}, y

s vac . . .
otra al vacio T,Sy ), las ecuaciones de Einstein quedan como

1
Guw =Ry — §gWR = —X(Tu — Agu)- (1.44)

La accién de Hilbert-Einstein para obtener estas ecuaciones mediante el principio de minima
accién es

S, = —% (R —2A),/gd*z. (1.45)

1.2. Formalismo ADM (Arnowitt, Deser y Misner)

En Relatividad General las leyes fisicas son independientes del sistema de coordenadas debido
al principio de equivalencia, esta invarianza de coordenadas crea problemas en el analisis de la
dindmica. Una forma de estudiar la dinamica de la Relatividad General es analizarla como la
evolucion de una hipersuperficie 3-dimensional donde se encuentran definidos los campos; esta
manera de reformular la Relatividad General se conoce como formulaciéon ADM desarrollada por
R. Arnowitt, S. Deser y C. W. Misner en 1962. [6, 9, 10]
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1.2.1. Descomposicion del espacio-tiempo en espacio y tiempo

Tomaremos hipersuperficies ¥ sucesivas en las cuales, por mayor conveniencia, la geometria
es descrita por valores de un pardmetro tiempo t, viendo la evolucién como el cambio de estas
hipersuperficies en el pardmetro ¢. Uno trata en diferentes bases las 3-geometrias de estas superficies
y la 4-geometria que llena entre estas foliaciones, ver [4, 10] La informacion necesaria para la
construccion del espacio-tiempo, es el elemento de linea de la 3-geometria en un tiempo ¢, que es:

do? = gij(t,z,y, z)dxida:j,
asi como el elemento de linea en un tiempo ¢ + dt, la superficie  se ha movido a ¥’ en la cual un
punto es definido por el elemento de longitud

do'? = g;j(t + dt,z,y, z)dz" dz" .

Durante la transicion de ¥ a ¥/, hay un lapso de tiempo N(¢,z,y,z)dt (N es conocida como
funcion lapso), donde da’ es transformado en esta misma transicion de la siguiente forma

da' = da* + Ndt
donde las N* son llamadas funciones corrimiento. El intervalo espacio-tiempo entonces toma la
forma

ds?> =do"? — (Ndt)?
= gi;da'tdz’’ — (Ndt)?
= gi;(dx’ + N'dt)(dz? + NIdt) — (Ndt)?
= gijdxidxj + giijdLL'idt + gijNidl‘jdt + (gz‘jNiNj — N2)dt2,

la cual finalmente lleva a

ds®* = —(N? — N;N%)dt* + 2N;dx"dt + g;jdx'dz? . (1.46)
De donde podemos descomponer la métrica como
s 2
(4) — (NsN -N ) Nj > 1.47
Juw ( N; (B)Qij ) ( )
con 4-métrica reciproca

—1/N? (N7 /N?)

(4) guv — 5 o N
o = (v @i ai) ) (148)

1.2.2. Curvatura Intrinseca y Extrinseca

Es importante distinguir dos importantes tipos de curvatura: intrinseca y extrinseca. Considere,
por ejemplo, un cilindro. Dado que el cilindro es redondo en una direccién, uno piensa que es
curvo. Esta es su curvatura extrinseca; la curvatura que tiene en relaciéon con el espacio plano
3-dimensional del cual forma parte el cilindro. Por otro lado, un cilindro puede ser formado
enrollando una pieza plana de papel sin deshacer o arrugar, asi que la geometria intrinseca es la
del papel original: es plana. Esto significa que la distancia en la superficie de un cilindro entre
dos puntos cualquiera es la misma que en el papel original; lineas paralelas permanecen paralelas
cuando contintian; de hecho la geometria sigue siendo Euclidiana para la superficie del cilindro. La
curvatura extrinseca del cilindro viene de considerarlo como una superficie dentro de un espacio de
mayor dimension, y de preguntarse la relacién que tienen los vectores que estan sobre la superficie
con los vectores normales a la superficie. Entonces cuando se habla de curvatura del espacio
tiempo, estamos hablando de su curvatura intrinseca, ya que todos los vectores estan confinados
a permanecer en el espacio-tiempo, (ver [6]).
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Curvatura Extrinseca
Sea 7 el campo de vectores normales a la superficie 3. Ahora, elegimos la direcciéon del vector

unitario ng estableciendo
ng = N(—1,0,0,0). (1.49)

Por la segunda forma fundamental nos referimos al tensor simétrico

Ki = D — Thng (1.50)

y, usando la forma (1.49) del vector unitario g,

—NTY, = K. (1.51)

Porque el simbolo de Christoffel es simétrico con respecto a los subindices ¢ y [, el tensor K
es también un tensor simétrico.

El tensor K;; describe la curvatura de la superficie ¥(2° =constante) visto desde el espacio-
tiempo cuatri-dimensional en el cual esta inmerso.

. 1 . )
Kjy=K; =—NIY) = —N(g"To; + g%Tj;) = ﬁ((d)DjNi +® DiN; — ga) (1.52)

Por curvatura extrinseca de la superficie ¥ nos referimos al escalar construido de la segunda
forma fundamental (1.50), de la que podemos escribir la expresion:

TrK? — (TrK)? = Ki; KV — (K})? (1.53)

Curvatura Escalar Intrinseca

Vamos a evaluar el escalar (4)Rﬁ separando la parte espacial de la parte temporal, y notando
que en coordenadas comoviles (en las cuales la métrica es libre de términos cruzados dtdx’ y la
componentes tipo espacio son proporcionales a una funcion de t), los stmbolos de Christoffel I'f, y
l"g# son cero. Por curvatura intrinseca entendemos la curvatura (*) R? de la superficie ¥ y, usando
la expresion para el escalar de curvatura:

(4)Rﬁ _(4) 9" Ry, _(4) glw[ayl-wzw — 9,17, + (D) ] (1.54)

pv

e introduciendo los tensores de la curvatura intrinseca y extrinseca de la superficie ¥, obtenemos
la también llamada ecuacion de Gauss-Codazzi

@RI =) Rl + TrK? — (TrK)? + 00 TrK + g7 90K 5. (1.55)

El escalar de curvatura (4)Rﬁ es entonces expresado en términos de la curvatura intrinseca

BG)R! de la superficie X, su curvatura extrinseca TrK? — (TrK)? y la evolucion del tensor K por
los términos Oy TrK + g% 0o K.

1.2.3. Accién de los campos Gravitacional y materia

Ahora queremos ver como queda la acciéon del campo Gravitacional y materia en términos de la
notacion ADM. [4] Considere un campo materia escalar ¢ en la presencia de un campo gravitacional
y la accion Hilbert-Einstein:
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S d) == {/{Wz\/ﬁKcz%Jr/

C2x w

(R — 2A)\/§d4x}
+/Lmat(glh/a¢)\/§d4'r7

(1.56)

en la cual la constante de Einstein y es expresada con la constante de la gravitacién universal
G o en unidades naturales (h = ¢ = 1) con la masa de Planck M,:

8nG 8w
P
La métrica ®g;; = hy; es la de una métrica tri-dimensional en una frontera 9y y

K = K! = TrK es la traza de la segunda forma fundamental. El término de superficie es nece-
sario para cancelar términos del escalar de curvatura por las segundas derivadas del tensor métrico.

Puede ser mostrado que la accion Hamiltonana Sy = —(1/2x) [ \/§Rd4x puede ser reemplazado
con la accion reducida de Hilbert Sy = —(1/2x) [(I'T),/gd*z. Cuando descomponemos el escalar
de curvatura (4)R¢j en sus partes temporal y espacial, los términos en 9pK;; y K! no hardn
contribucién a la accién integral.

Un caso especialmente importante es obtenido cuando una subvariedad 3-dimensional compacta
divide la variedad 4-dimensional en dos partes. Esto es lo que consideramos durante el plegado por
las superficies ¥ en (1.48). La métrica espacio-tiempo puede ser entonces descrita en la forma

ds® = —(N? — N;N")dt* 4+ 2N;dz'dt + h;;dz'da?, (1.58)

donde h;; =) gij es la métrica 3-dimensional en la superficie X en la cual los puntos (i =1,2,3)
son localizados, y h = det|h;;|.

La accion de Einstein-Hilbert lleva a:

167

& M2 g ,
S(Quw¢) =L /dtdsx\/ﬁN{Kin” —K? _3) Rz 1L 2A — W
p

167 Linat (¢)} . (1.59)

Expresado en coordenadas comoviles, esto supone la introducciéon de una densidad Lagrangiana
reducida para el campo gravitacional de la forma

2
- m ,
Sy = 1o~ | dtd*xvh {TrK2 — (TrK)? —® R;} . (1.60)
m
El término entre corchetes es la diferencia entre las curvaturas intrinseca y extrinseca de la
superficie X. Esta puede también tomar la forma
- m? o iy A
So = 1o /dtd?’x\/ﬁ{(h”“h]l — R K Gy — ) R;} (1.61)
Lo cual es la accién de Einstein-Hilbert descrita en términos de la métrica de cada foliaciéon, de
forma que ahora tenemos una funcién lagrangiana dada por una integral sobre la hipersuperficie,
y ademas, la acciéon ahora estd dada por la integral de la funcion lagrangiana entre un tiempo
inicial (¢;) y un tiempo final (t;). En el siguiente capitulo, con base a esto ultimo, se construira

una formulacion hamiltoniana, con el fin de poder cuantizar un modelo cosmologico.




Capitulo 2

Cosmologia Cuantica

La cosmologia cuéntica puede ser considerada como una amalgama de la teorfa cuantica y la
cosmologia relativista clasica, y puede ofrecer una respuesta a la pregunta: ;De donde viene todo?
Como en cualquier sistema cuantico, el universo es descrito por un vector estado el cual contiene
toda la informaciéon posible acerca de este sistema. En el centro de la cosmologia cuantica hay
un doble objetivo; el descubrimiento de un correcto vector de estado, el cual predice una alta
probabilidad para un universo final con las caracteristicas que observamos, y un entendimiento
del mecanismo por el cual este estado particular es elegido de un conjunto de todos los posibles
estados. Los fundamentos para esto ultimo fueron establecidos en la década de 1960, con el trabajo
de DeWitt, Wheeler, and Misner.

Nos preguntamos ahora, ;Como es posible aplicar la teoria cuantica al estudio del universo
entero? Si la teorfa cuédntica estudia fenomenos a escala microscopica, esta pregunta la podemos
responder tomando el escenario de la teoria del big-bang, la cual dice que el universo se esta
expandiendo, y en el pasado era muy pequeno, por lo tanto existe un breve pero muy importante
periodo en la evoluciéon del universo en el cual la aproximacién clasica no puede ser aplicada, y los
efectos cuanticos predominaron.

En este capitulo, veremos como es posible construir un modelo de cosmologia cuantica, basando-
nos en el formalismo ADM. Para ésto primero veremos la formulacion hamiltoniana del formalismo
ADM, despues hablaremos un poco sobre cosmologia, y por tltimo, expliremos como se puede
construir un modelo de cosmologia cuantica.

2.1. Superespacio

Al finalizar el capitulo 1, se expreso la acciéon de Einstein-Hilbert en términos del formalismo
ADM, donde la accién esta dada por la integral de la funcién lagrangiana entre un tiempo inicial
(t;) y un tiempo final (¢5), por lo tanto se esta especificando la métrica sobre una hipersuperficie
inicial (en ¢;) y sobre la final (en tf) , por lo que la variacién serd sobre todas las posibles
hipersuperficies (la métrica) que conecten a las dos hipersuperficies de los extremos. Entonces,
para poder estudiar la dinamica de la geometria de cada hipersuperfice, tomamos los elementos de
la métrica espacial como variables independientes, pero al tener una métrica simetrica, contamos
con un total de 6 variables, formando un espacio 6-dimensional llamado superespacio, es decir el
espacio de todas las geometrias espaciales.

La dinamica de la geometria espacial curvada de Einstein sigue su curso en el superespacio como

la dindmica de una particula que se despliega en el espacio-tiempo. Ninguna versiéon de mecanica
hace maés corto el salto de la dinamica clasica a la cuantica. Por lo tanto ofrece un principio para la
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propagacion de crestas de onda en el superespacio, y para encontrar donde las crestas de onda dan
un equivalente clésico de interferencia constructiva. De esta forma uno encuentra la pista del desa-
rrollo de un 3-geometria con el tiempo expresado como un punto, una delgada hoja de historia que
corta en el superespacio. El principio cuantico reemplaza esta consideraciéon determinista con una
enredada hoja de historia de longitud finita. En consecuencia, las fluctuaciones cuanticas toman
lugar en la geometria del espacio que domina la escena en las distancias del orden de la longitud
de Planck L = (hG/c®)Y/? = 1,6 x 10733, y menores, ver la Ref. [6]. Dado que cada 3-geometria
es infinitesimal, la ecuaciéon de evolucion tipo Schrédinger para la Cosmologia Cuantica (conoci-
da como ec. Wheeler-DeWitt, la cual veremos mas adelante) debe ser un funcional del superespacio.

2.1.1. Tensor Supermétrico

Vamos a usar el espacio {z'} de la métrica h;; (vista en la seccion 1.2.3) para construir un
superespacio 6-dimensional con la supermétrica (métrica del superespacio G** el espacio corres-
pondiente a todas las geometrias espaciales. Para simplificar la notacién, introducimos un indice
global 75 = a, de manera que el indice a toma los valores

(i7)

(11) (22) (33) (12) (13) (23)

a = 1 2 3 4 5 6.
Asi )
Gijkl _ *\/E{hikhjl 4 hilhjk: o thjhkl}’
2 (2.1)
Gab _ \/E{hab o hahb}.
La forma covariante del tensor supermétrico es entonces
G = —=(hay — ~hahs) (2.2)
ab — \/E ab 2 allb)s .
la cual lleva a las relaciones de clausura:
1
GG =Gy =0 = 5(5,:"’62" +6"07). (2.3)

Hay que recordar aqui que el tensor supermétrico es definido localmente, es decir, debemos
escribir de hecho:

G (x,2") = VR{h®(z,z') — h%(x)h®(z")}63 (x — 2). (2.4)

Aplicado a un tensor simétrico de rango 2, la supermétrica transforma en su codual de acuerdo
a relaciones que son verificadas directamente y facilmente:

- 1 1
aTb:Tazi Ta_fhaTv
Cor? =1 JE( 2 )
GO, =T = VW(T* — h°T),

GuT =T, and G®T, =T

(2.5)

La traza del tensor T estd definida en el espacio 3-dimensional o en el superespacio 6-
dimensional:

T =TT=T =T, =T"hy, =T,h*=T,. (2.6)
Teniendo en cuenta que en el espacio tri-dimensional la traza del tensor métrico tiene el valor

Trth=h = ht =3, (2.7)

11
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obtenemos los coduales

. 1
h* = —2vVhh* and h, = ———h,. 2.8
2vh (28)

2.1.2. Momento conjugado

Vamos a introducir el momento conjugado de la métrica h;; de acuerdo a la definicién usual y
usando la notacion global

T = ﬁ o = %, (2.9)
Ohi; Ohg
con la ec.(1.61) de la accion de Einstein-Hilbert (hacemos £ = 15%2.2,):
- M2 . , _
So = 16- /dtde\fN{(hL’fhﬂ hIRFY K, Ky —®) R} = /dtd3£g (2.10)

Ahora, vamos a escribir la densidad Lagrangiana en una forma diferente introduciendo el tensor
supermétrico:

167 - , 1 o N
o — _VAN®R 4 VAN {Q(h“‘hﬂ + iRy — h”h“} Kij K

p .
= —VhAN®IR: + VAN {h® — h*h*} K, K,
= —VhAN®R! + NGK, K,

(2.11)

Aplicando la ec.(2.9), facilmente obtenemos

Tt = oL _ N(2G*K. 0K,

N(2G"K, 75 —G“K,=-K* = —Vh{K*—h*K} (2.12
o9 8ha) N( b) = { b (2.12)

La accion de Einstein-Hilbert puede ademas ser escrita en la siguiente forma:
2
5, =

2 . .
0= To (m%hq — NX° — N; X d3zdt, (2.13)

donde los términos X° y Xi estan dados por

X0 = VA{TrK? — (TeK)? +©) R;I},

, . , 2.14
Xi=2D,(K — h'K) = —2Dym. (214)

Las funciones N y N; pueden ser consideradas como multiplicadores de Lagrange. Esto es claro
si tomamos las variaciones de S respecto de N y Nj, por ejemplo 6.5 /0N = 0 es la constriccion
Hamiltoniana de la relatividad general Manteniendo las constricciones X© = 0y X* = 0 durante la
variacion de 5'97 debemos considerar los h;j, N; y N como variables independientes. La constriccion
X? = 0 corresponde a la conservacién del momento conjugado y la constricciéon X° = 0 a la
conservacion de la energfa total en el Universo considerado como un sistema cerrado y aislado.
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2.1.3. Intervalos en el Superespacio

Cada punto en la hipersuperficie ¥ esté asociado con la métrica h;j(x) = ho(x). El intervalo en
> es escrito como

ds® = hijdx'dx? . (2.15)

Dado que cada tensor métrico h*/ (x) = h®(x) lleva a un punto en el superespacio, introducimos
el intervalo correspondiente al superespacio:

dL? = / hap (2, 2" )dh (x)dh® (2" d3xd®a’. (2.16)
Debido a la definicion local (2.4) el tensor supermétrico, puede escribirse como

hap(z,2") = hap(2)6% (2 — 2'). (2.17)

El intervalo dL?, definido en cada punto en ¥, para todas las 3-métricas h,(z) puede también
tomar la forma

dL? = / hap(z)dh® (z)dh? (z)d>z. (2.18)

Es conveniente generalizar la convencion de suma de Einstein completando el intervalo dado
en la ec. (2.18) con la integracion bajo todas las variables espaciales tales como ellas aparecen en
(2.16) y (2.17), dando como resultado

dL? = hay(x, 2" )dh(z)dh®(z'). (2.19)

Podemos usar la 3-métrica de ¥ para definir el tensor supermétrico en el espacio supermétrico
en el cual los intervalos dS? seran descritos utilizando el tensor contravariante G®

dS? = G (x, 2" )dha(x)dhy (). (2.20)

2.2. Formulaciéon Hamiltoniana

La densidad lagrangiana £ descrita en (2.11) toma la de una diferencia entre una energia
cinética y una energia potencial:

L=K'K,~-V =r'r-V

= Gumont — V. (2.21)

Podemos inferir de esto un super-Hamiltoniano denotado H:

H=#% — L =2r%%,—L (2.22)
=abmy+V = Guprtnt + V = Gepront + \/E(g)Ré. .

Contrayendo la ec. (2.14) a X entonces corresponde a H = 0, que es, una energia total cero
en el superespacio.

Trabajando con la forma general (2.10) de la accion Einstein-Hilbert:

2
My
167

- ) 167
S = /dtd%\/ﬁN {TrK2 — (TrK)? =®) Rl 4 2A — M2me(¢)} . (2.23)
p

Inferimos de esto que el super-Hamiltoniano puede escribirse en la forma integral:
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H= /(NHO + N;H")dz, (2.24)
con el super-Hamiltoniano Hy:
16
Hy = VZ /Gab(x, ) (x) 7wl (2 ) dPx
g M2 , (2.25)
+/ Vhdd (z — o) {16”(—<3>R; + 2A) + Too(9, 7%, h“)} d3z’
T

y el stuper-Hamiltoniano H? definido por

H' = 2D — VhT", (2.26)

Las funciones N(z) y N;(z) son considerados como multiplicadores de Lagrange tales que las
ecuaciones clasicas de los campos seran obtenidas ajustando

Ho(x) =0 H'(r)=0 Va, (2.27)

o en forma equivalente, usando (2.24),

H=0 VN,N;,. (2.28)

2.3. Fundamentos del Modelo estAndar de Cosmologia

El actual modelo estandar de cosmologia, o modelo del Big Bang, ha recibido mucha atencion
desde el descubrimiento de la radiacién coésmica de fondo, la cual es el remanente de la radiacién
que surgi6 con el Big Bang, y que podemos observar hoy en dia en el rango de las microondas,
con una temperatura de 2.73 K, Dicho modelo esta basado en muy pocos factores observables,
que son: El hecho de que en una mayor escala la distribucion de las estrellas en el cielo parece
ser isotropica (el espacio luce igual sin importar en qué direccién se mire) y homogénea, el
descubrimiento del corrimiento al rojo de la luz emitida por estrellas, y la abundancia de
elementos ligeros determinados mediante mediciones experimentales. Por lo tanto esta basado en
tres ideas principales: La primera asume la existencia de un principio cosmolégico siguiendo que
en gran escala el universo homogéneo e isotropico puede ser representado por un fluido perfecto
que se comporta como un gas ideal con densidad de energfa o(t) y presion p(t), las cuales son solo
dependiente del tiempo; la segunda asume que las leyes fisicas que se cumplen en el laboratorio
son aplicables a nivel cosmico; y la tercera asume que la relatividad general es aplicable en escala
cosmica y es capaz de contabilizar la evolucion del universo desde su inicio, revisar 8]

Cuando miramos galaxias lejanas parece que se alejan de nosotros; el universo no es aparente-
mente estatico, sino que cambia con el tiempo. La construccién de modelos cosmolédgicos se basa
en la idea de que el universo es homogéneo e isotropico en el espacio, pero no en el tiempo. En
relatividad general esto se traduce en afirmar que el universo pude ser enmarcado en rebanadas
tipo espacio tales que cada una es homogénea e isotropica.

Ademas consideramos nuestro espacio tiempo como R x ¥, donde R representa la direccion del
tiempo y X es una tri-variedad homogénea e isotropica. La homogeneidad e isotropia implican que

podemos tomar nuestra métrica de la forma

ds? = —dt® + a?(t)hy; (x)da' da’ (2.29)
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Aqui t es la coordenada tipo tiempo, y z', 2%, 2% son las coordenadas en X; h;; es la métrica

simétrica en . La funcién a(t) es conocida como el factor de escala, y nos dice que tan grande
es la rebanada tipo espacio ¥ en el momento t. Las coordenadas usadas aqui, en las cuales la
métrica es libre de términos cruzados dtdz’ y las componentes tipo espacio son proporcionales a
una funcién de ¢, son conocidas como coordenadas comoviles, y un observador que permanece en
2* constante es también llamado comévil.

Nuestro interés esta entonces en 3-métricas Euclidianas simétricas h;;. Sabemos que las métricas
maximalmente simétricas obedecen

Riji = k(hikhji — hithji), (2.30)

donde k es alguna constante, y el tensor de Riemann estd asociado con la 3-métrica h;j, no la
métrica del espacio-tiempo entero. El tensor de Ricci es entonces

Rj = 2khj (2.31)

Si el espacio ha de ser maximalmente simétrico, entonces indudablemente debe ser esféricamente
simétrico. La métrica puede ser puesta en la forma

do? = hijdatda? = €25 dr? 4 r2(df* + sin® 0dg). (2.32)

Las componentes del tensor de Ricci para tal métrica pueden ser obtenidos del tensor de Ricci
para un espacio-tiempo esfericamente simétrico, y comparando con el tensor de Ricci que obedece
a métricas maximalmente simétricas, obtenemos

Riy = 2ke?P) = 29,8(r)
Roy =2kr?=e2(r,6—-1)+1 (2.33)
Rss = 2kr?sin®6 = e 20 [(r0,8 — 1) 4 1]sin 0

lo cual resolviendo para (3
1 2
8= 3 In(1 — kr?). (2.34)

Estos nos lleva a la siguiente métrica en el espacio-tiempo

2 _ 2 _ g2 2
ds® = —dr* = —dt +a(t)<1kr2

+ r2dQ2> (2.35)
con d? = df? + sin? fdp?. Conocida como métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

El coeficiente a(t) (con frecuencia denominado erroneamente el radio del universo) es el factor
de escala de la expansion del universo. El coeficiente k& es denominado la constante de curvatura,
porque da el signo de la curvatura intrinseca del espacio 3-dimensional. Si k = 1, entonces el
espacio 3-dimensional es finito, un modelo esferico, y a(t) puede ser interpretado como el radio
de curvatura del universo. Si k = 0 o k = 1, la funcion escalar a(t) solo puede ceder una escala
de medicién de la geometria en un espacio 3-dimensional; para & = 0 obtenemos un modelo
Euclideano y, finalmente, un modelo hiperbolico para k = —1.
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CAPITULO 2. COSMOLOGIA CUANTICA
2.3. FUNDAMENTOS DEL MODELO ESTANDAR DE COSMOLOGIA

2.3.1. Ecuaciones de Friedmann

En una escala muy grande del universo, éste puede ser considerado como un fluido perfecto de
acuerdo a las condiciones de isotropia y homogeneidad, y el tensor de energia-momento esta dado
por la ec. (1.37) tomando ¢ = 1

T;w = Pg/u/ + (P + Q)uuuu

donde P y o son la densidad de energia y la presiéon como medidas en el sistema en reposo, y u*
es la 4-velocidad del fluido. Estéa claro que, si un fluido que es isotropico en algin sistema lleva a
la métrica que es isotrépica en algin sistema, los dos sistemas coincidirdn; esto estara en reposo
en coordenadas comoviles. La 4-velocidad es entonces

ut = (1,0,0,0), (2.36)
y el tensor de energia momento es
o 0 0 0
T, = 0 (2.37)
py O gZ]P ’
0
Note que la traza estda dada por
T=T)=—0+3P. (2.38)
Pasamos ahora a las ecuaciones de Einstein (1.41), la cuales pueden ser escritas en la forma:
1
R, =81G (T, — igle . (2.39)

en las cuales sutituiremos el elemento de linea FRW. La ecuacion con pr = 00 es

732 _ 47G(o+ 3P), (2.40)
y las ecuaciones uv = ij dan
i a\> _k
~ 42 (a) +2-5 = 4nGlo— P). (2.41)
Podemos usar (2.40) para eliminar segundas derivada en (2.41), para obtener
% = —?(g +3P), (2.42)
y
a\’> &G  k
(a> - e (2.43)

A la vez éstas son conocidas como las ecuaciones de Friedmann, y métricas de la forma (2.35)
que obedece estas ecuaciones definen universos Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

Usando los datos mas recientes proporcionados por la fisica de particulas y nuclear, los
cosmologos han sido capaces de explicar coherentemente la evolucién del Universo, desde unos
pocos minutos después de su creacion (big bang) al presente. El modelo mateméatico méas simple del
Big Bang implica la existencia de una singularidad inicial en el tiempo tg, para el cual el factor de
escala a(ty) es cero, donde la densidad de energfa y la temperatura equivalente del fluido cosmico
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2.4. ECUACION WHEELER-DEWITT

es infinita. Esto significa que el tiempo cosmologico introducido con las coordenadas comoviles
FRW es descrito en un intervalo de tiempo abierto (¢g,+0o0), donde se excluye el tiempo inicial.
Los modelos fisicos del Big Bang son salvados de la singularidad en ¢y introduciendo un dominio
de Planck que abarca el tiempo inicial del orden de 10~**s, un periodo para el cual se aplican
las leyes fisicas, cuanticas, semiclasicas y clasicas. La cosmologia cuantica busca interpretar la
transicion de este periodo puramente cuantico a aquel semi-clasico determinando la funcién de
onda del universo que obedece a condiciones iniciales o de frontera adecuadas para hacer esta
transicion fundamental posible.

2.4. FEcuacion Wheeler-DeWitt

Una de las ideas para llegar a una teorfa cuéntica del Universo, es encontrar una ecuacién
analoga a la ecuacion de Schrodinger para el Universo, la cual gobierne los campos de materia y la
geometria espacio-temporal del universo, esta ecuacion es conocida como ecuacion Wheleer-DeWitt
(WDW).

Con base en la separacion del espacio-tiempo del formalismo ADM, vamos a considerar un
universo homogéneo e isotropico con curvatura k, descrito por una métrica FRW en la forma

ds? = o2 [—N%zt? + eQa(t)dQ?,,(k)} : (2.44)

en donde « es un factor de escala, dQ3(k) la métrica de la secciéon espacial con curvatura k y
el coeficiente 0 = 2/37TM§. La fuente del campo de materia es el campo escalar v/2ro?¢(t) con
potencial 27202V (¢). Usando la forma (1.61) de la acciéon de Einstein Hilbert y la accién del campo
de materia, obtenemos la densidad Lagrangiana

B 1 5 dé2 Q/')Z L,

£:§N6a [—W+W—V(¢)+k€ « . (245)

La variaciéon de ésta con respecto a las variables ¢, N y « nos conduce a las tres ecuaciones de

Euler-Lagrange:

(6 +3ad)N — oN — N3V’ =0,
—(@+3d% + 30°)N + &N + (3V — Ske ) N® =0, (2.46)
&2 — ¢? — N2(V + ke 29) = 0.
eligiendo ahora la norma N = 1, obtenemos las ecuaciones de movimiento y la constricciéon
¢+ 3ag + $V'(¢) =0,
a+ a2 +2¢% —V(p) =0, (2.47)
—&% + 2 + V(¢p) = ke 2.

Ahora necesitamos construir el Hamiltoniano con la transformacion de Legendre, para esto
primero vamos a usar la definicion (2.9) para determinar el momento conjugado:

T = g—é = —e?’o"% t.q. . & = —Nmae 3%, (2.48)
Ty = ‘Z—’g = 630‘% t.q. ¢ = Nmye 3. ’
entonces el Hamiltoniano queda como
H. = 71'040.[4-71'(;5(]-5—2 (2 49)

— %Ne’?’“[—wi + 77(225 + €%V — ke'®] = NH.
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La accién de Einstein-Hilbert escrita con (2.45) en la forma Hamiltoniana tomando £ de la
primera ecuacion en (2.49), puede ser expresada de la siguiente forma

S— / dt[ama + gy — NHI. (2.50)

El potencial V(¢) es de tipo inflacionario si, para algunos valores de ¢, el potencial V' (¢) es muy
grande, donde |V'(¢)/V(¢)| < 1. Las condiciones iniciales que llevan a un escenario inflacionario,
de hecho, requieren que

db~0 y k=+1. (2.51)

Entonces eligiendo la curvatura k& = +1 e insertando (2.48) en la expresion (2.49) para H,

notamos que NN es un multiplicador de Lagrange imponiendo la constricciéon
H=0, (2.52)
la cual corresponde a la tercera ecuacion de (2.47).

Ahora, vamos a cuantizar el sistema introduciendo una funcion de onda ¢ («, ¢, t) y obteniendo
una ecuacion de Schrodinger construida con el Hamiltoniano canoénico:

100 = Hap. (2.53)

Usando la constriccion H = 0 y el principio de correspondencia (promover los momentos en
operadores diferenciales) para las variables a y ¢

T = —’iaa Yy Ty = —z‘8¢, (254)

obtenemos una ecuaciéon tipo Schrédinger

1 —3a 82 82 6 4

2¢ |82 92 € er| Y (2:55)
Se puede notar que es independiente del tiempo, lo cual es una caracteristica esencial de las

funciones de onda tipo WDW.

Hy =

2.4.1. Cuantizacion Canédnica

Para poder obtener la ec. WDW vamos a usar el principio de correspondencia en el superespacio
introduciendo las relaciones de conmutacion usuales de la teorfa de campos:

[ha(ﬂ;‘), hb(x,)] =0,
[7%(z),7"(z")] =0, (2.56)
[ha(z), 7" (2")] = i656° (x — ')
Esto significa usar el principio de correspondencia para el momento conjugado en términos de
las derivadas funcionales (lo cual tiene mucho sentido, ya que la funcién de onda es un funcional
de la métrica)

T = —id, ii,
Oha (2.57)
"= iy = i

El stper-Hamiltoniano H = E —definido en la ec. (2.22)— y el principio de correspondencia
también lleva a la ecuacion WDW para la funcién de onda del Universo:
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—Gap621 /6hadhy + Vip = Erp. (2.58)

En un Universo cerrado, la energfa total es cero, como hemos visto anteriormente, dando la
ecuacion WDW en la ausencia de un campo de materia:

O
“ Shabhy
Usando el principio de correspondencia y la ec. (2.25), establecemos la forma general de la

ecuacion WDW (es decir, con materia y constante cosmologica), la ecuacion fundamental de la
cosmologia cuantica,

-G + Vi =0. (2.59)

62

_G“béhaéhb B

Vh <<3>R(h) —2A+ %Too(6¢7 qb))] ¥(ha, ¢) =0, (2.60)

Esta ecuacion contiene informacion dinamica para discutir la gravedad en escala cuantica.

2.5. Mini-Superespacios

Podemos reducir el nimero de grados de libertad de h;; para encontrar un nimero finito usando
modelos cosmologicos simétricos como los de Friedmann-Robertson-Walker. En este caso la métrica
puede ser descrita por un ntimero pequeno y finito de funciones de ¢ (por ejemplo, la funcion de
escala a(t) en una métrica FRW estandar. En tal caso, decimos que el superespacio ha sido reducido
a un mini-superespacio dimensionalmente finito. Es decir, si restringimos, mediante constricciones,
por ejemplo, las 3-geometrias bajo consideracion (métricas FRW), el namero de grados de libertad
se reduce, eliminando los términos impares de la métrica, entonces la funciéon de onda lleva a un
funcional bajo un subespacio del superespacio, es decir, un mini-superespacio. Si la clase de las
3-geometrias es suficientemente restringida, el minisuperespacio puede ser dimensionalmente finito.

2.5.1. Mini-Superespacio bi-dimensional

Considere el caso en el cual el campo gravitacional es localmente homogéneo e isotropico. La
3-métrica es entonces determinada por el factor de escala a(t) y podemos establecer

hij = ha = 0°a*(t)ha, (2.61)
donde el espacio 3-dimensional tiene una curvatura intrinseca
G Rap = khiay) = h{hichji — hahji}. (2.62)

Asi se obtiene k = +1, k = 0 o k = —1. El coeficiente ¢ es un coeficiente de normalizacién dado
por

4

9 1/2
o= <3M7r” /ﬁzd%) : (2.63)

Introducimos un campo materia escalar constante ¢ en la superficie homogénea ¥ ajustando

sn2\ P
()" .

y una auto-interaccion de este potencial denotada U(¢):
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3M? . .
Uo) = = LUG) (2.65)

(un campo escalar ¢ con masa M /o tendra una auto-interaccion U = %m2¢2, por ejemplo.)

Entonces podemos definir el mini-superespacio como un espacio bi-dimensional con coordenadas
a(t) y ¢(x), y su métrica puede ser definida por la constante N en las superficies ¥ haciendo

ds?> = oN~Y(—ada® + a’d¢?). (2.66)

Porque el mini-superespacio es plano para N independiente de ¢, elegimos el gauge N = o, el
cual define un intervalo

ds? = —ada® + a®d¢?. (2.67)

En un universo cerrado, ¥ no es explicitamente dependiente del tiempo y 9;% = 0, lo cual lleva
a una ecuacion W independiente del tiempo

(a(,faaaaa - (j; — ka' + QaGﬁ) ¥(a,d) = 0. (2.68)
2.6. Ecuacidon Wheeler-DeWitt en una Métrica Friedman-

Robertson-Walker

Considere un campo escalar V(¢) en interaccion con el campo gravitacional. La densidad La-
grangiana puede ser escrita en la formado

- R~
Elapn ) = Vi (-5 + 50000~ V(0)). (269

En un universo cerrado de Friedmann de coordenadas comoviles, el intervalo espacio-tiempo es
expresado con la relacion

ds* = —=N?(t)dt* + a®(t)dQ3, (2.70)

donde N(t) es la funcién lapse definida en la separacion del espacio-tiempoy dQ3 el elemento
de longitud en un espacio 3-dimensional. Podemos determinar, de (2.69) y (2.70), una densidad
Lagrangiana Efectiva de la forma

2 . j
L= —SMPTF <a2a — Na) +27%a®N <¢ - V(¢)> : (2.71)

4 N 2N?

El termino 272a® corresponde a la integracion bajo las coordenadas espaciales de /9 para una
esfera de radio unitario.

Comenzamos determinando el momento conjugado de la densidad Lagrangiana L con la defi-
nicion (2.9):

82 27T'2043q-S
Ty = — = ——— s
[ 8(;@ N }
_oL_ 3Mym. (2.72)
Tgq = 87(],~ = — 2N aa,
Tn = 8—£ =0.
ON
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Para obtener el super-Hamiltoniano en el mini-superespacio tri-dimensional (de coordenadas a, ¢
y N):

H =7.a+7m5¢+7nyN—L(a,o)
2 3T M? 2
= fg < T, n M, a2> 4 g ( Te " 27T2a4V(¢)>. (2.73)

a 37rM§ 4 a \ 472a?

El valor de la derivada parcial de H con respecto a N puede ser inmediatamente determinada, y
siguiendo (2.22) y (2.26) es igual a cero:

OH H 1 =2 3mM2 ,\ 1( =2 -
_on_H_ 1 m - 2 . 2.74
SN TNT <37ng T ) Ta g TV (2.74)

Este corresponde a la constriccion vista en la formulacion Hamiltoniana de Relatividad General,
dando H = 0, que es una energia total cero en el mini-superespacio para un Universo de Friedman
cerrado. La cuantizacion de Dirac de la ecuacion anterior da la funcién de onda del Universo en
forma andaloga a la ecuacion de Schrédinger

i (a, )0t = Hi(a,¢) = 0 (2.75)

Usando el principio de correspondencia (para cuantizacion canonica) asociado con las variables
¢ y R del mini-superespacio:

Ty — —z'8¢,,
Ta — _iaaa

(2.76)

La ecuacion (2.74) da la ecuacion equivalente a la ecuacion de Schrodinger en el mini-
superespacio bi-dimensional. Esta es la ecuacion WDW para determinar la funcién de onda del
Universo en una métrica FRW:

1 9>  3nM? o, 1 92 -
T 37M2 942 o7 —2ma’V =0. 2.77
( 371']\/[;3 Oa? 4 a 47242 O ma"V(¢) | ¥(a, ¢) ( )
Debido a las relaciones de conmutacion entre a y m,, puede haber algin tipo de ambigiiedad

en la escritura del operador diferencial en la ecuacion W. Algunos autores introducen un termino
L0 .pd

520" 5, en lugar de /- donde p es un pardmetro libremente escogido.
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Capitulo 3

No-conmutatividad de un sistema
bidimensional mediante el
procedimiento de Jackiw

Hasta ahora hemos visto como construir, un modelo de cosmologia cuantica mediante el
formalismo ADM, pero el objetivo de este trabajo es ver si es posible encontrar relaciones
no-conmutativas en un modelo de cosmologia cuantica. Es por eso que en este capitulo veremos
el papel que juegan las coordenadas no-conmutativas en la mecénica cuéntica, y de paso ver el
procedimiento que utilizaremos en el modelo que estamos interesados.

Una rama de la mecanica cuéntica que estd tomando mucha fuerza es la que se desarrolla
cuando las coordenadas no conmutan, fisicamente esto se puede interpretar como si se tuviera
un principio de incertidumbre entre las coordenadas (en el espacio de configuracion), de la
misma forma en que se tiene el principio de incertidumbre convencional entre el momento y la
posicion (en el espacio de configuracion). La idea detras de un espacio-tiempo no-conmutativo
esta inspirada en las relaciones de conmutacion entre los operadores de posiciéon y momento de la
mecanica cuantica. Este procedimiento constituye la base de teorias més fundamentales en la fisica
moderna, como la teoria de campos, la teoria de cuerdas o incluso la 6ptica cuéntica, la cual puede
tener una influencia méas directa con el desarrollo de nuevas tecnologias en un futuro no muy lejano.

En este capitulo analizaremos un sistema en el cual es posible encontrar relaciones de no-
conmutatividad en las coordenadas de forma natural, que es el problema de Landau, estudiado en
[3]. Después revisaremos, como es posible introducir coordenadas no-conmutativas, con la ayuda
del producto estrella, en mecénica cuantica [11, 12].

3.1. No-conmutatividad en presencia de fuertes campos mag-
neticos: Particula noconmutativa en el nivel méas bajo de
Landau

Uno de los ejemplos donde surge la no-conmutatividad de forma natural es el problema de
Landau, el cual consiste en el movimiento de una particula cargada moviéndose en un plano en

presencia de un campo magnético perpendicular a este plano [2]. Este ejemplo es analizado en [3],
el cual veremos a continuacion.
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MEDIANTE EL PROCEDIMIENTO DE JACKIW

3.1. NO-CONMUTATIVIDAD EN PRESENCIA DE FUERTES CAMPOS MAGNETICOS:
PARTICULA NOCONMUTATIVA EN EL NIVEL MAS BAJO DE LANDAU

Como ya sabemos, estamos interesados en una particula puntual moviéndose en un plano con un
campo magnético B perpendicular al plano, la ecuacién de movimiento para el 2-vector r = (z,y)
es

mt = %e”va + fi(r) (3.1)

donde v es la velocidad r, y f representa otras fuerzas, las cuales son derivadas de un potencial
V:f=-VV,y ademas
i 0 1
ij _
2= o)

Una de las formas de obtener la ec. (3.1) es usando la fuerza de Lorentz,

Fp = Svx B = S(v,B.i — v, B.])
& &

Al cuantizar este modelo [2], se encuentra que la energia esta dada por

E,=h—(n+ =) (3.2)

y da origen a los llamados niveles de Landau, con separaciones h;—i. Si consideramos el limite de B
muy grande, se puede ver que proyecta a el nivel mas bajo (debido a la magnitud de la separacion
de niveles), y que ademaés es equivalente a m muy pequena, por lo tanto impondremos que la masa
tienda a cero. Imponiendo la masa a cero en (3.1) llegamos a la ecuacion:

Ee"jva + fl(r) =0
c
o lo que es lo mismo

sk _ ki C i
= 3.3
= fi) (33)
Podemos derivar el algebra no-conmutativa partiendo de la lagrangiana del sistema. La lagran-
giana que nos lleva a la ecuacion de movimiento (3.1) es
1 5 e
inmv +-v-A-V (3.4)
c

donde podemos escoger A = (0, Bz, 0), ya que el campo magnético es perpendicular al plano

BZ' = (V X A)z = eijkﬁjAk
Bs = €31,0; A), = €31201 A2 — €32102 4,
B3 = €31201 A2 = b
Imponiendo m como cero, como se hizo en la ecuacién de movimiento, llegamos a

eB .
Lo = ——aj - V(z,y) (3.5)

lo cual seria equivalente a decir que la parte cinética del lagrangiano tiende a cero, y es posible
ver que esta lagrangina es de la forma pg — h(p, q), asi que (%bx, y) forman un par candnico. Esto
implica no-conmutatividad en las coordenadas = y y, e identifica a V' como el Hamiltoniano.

Entonces la ecuacion de movimiento (3.3) puede ser obtenida realizando el paréntesis de Poisson
de r con el Hamiltoniano para este sistema

Hy=V (3.6)
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siempre que los paréntesis fundamentales describan coordenadas no-conmutativas

(i, ri} = éeij (3.7)

lo cual se puede comprobar al escribir 7* en términos del paréntesis de Poisson de r* con Hy:

oy O OF Oy OF OV o o0V oo o oV
- D —Ork 9pk  Opk Ork  ord ork opk Ord dpk ork Y 7 T ord
Y S oW B S PN VB CRY
= ) = P )
# = (Ho o'y = (17,00, = () (38)

Ahora daremos una derivacion canonica de no conmutatividad de este sistema en el limite

m — 0, partiendo del Hamiltoniano

7.‘.2

H=— .
2m—i—V (3.9)

donde 7 es el momento cinético, mr, que esta relacionado con el momento canoénico p de la forma
m=p— A,y ademas H da la ec.(3.1) haciendo paréntesis con 7 y luego con

_ OH ort OH Or' 7(’9H B 7w Ol

H={H) ork opk  Opk ork dpt m Opi’
y
mrt = —r
i (o} = OH Or' OH Oor' OH OH Om

Ork opk — 9pk ork — ari  Opk ark

0 ([ o (7 O(p' — A
= o (zm +V) T o <zm> ok

A ljawj + @iﬁl%_}'_av
T mer T em Opk ork !

weonl entont
T me Ot cm Ork

e DA ek QA
c Ort c Ork
donde es facil ver que esta ultima ecuacion es equivalente a la ecuacion (3.1). Los paréntesis de

Poison nos llevan a las siguientes relaciones

i

+ OV

ort ord  Ort Ord

{rtr’} ark opk  Opk ork 0 (3.10)

) ort ond ort ond ort ol -
g IV — - = =Y
{r, '} ork opk  apk ork  ork opk 0 (3.11)

_ On'9rd  Or' Ond e DA sik fLAj

g -0 Xt 7t = ik
{', w7} ork opk  dpk ork c ork car’“(S

edA"  edA eB 4
—= =——¢".

- 4+ —— 12
c Ord c Ort c (3.12)

{Trivﬂ'j} =
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De igual forma, al cuantizar el sistema, cuando el campo magnético es muy grande, se proyecta
al nivel mas bajo de Landau, y por lo tanto queremos imponer de nuevo m a cero, pero el hacer
ésto nos lleva una indeterminacion, es por eso que hacemos desaparecer m, imponiendo 7w = 0
como una constriccion, eliminando la indeterminacion. Pero de acuerdo con la ecuacion (3.12), el
paréntesis de esta constriccion es diferente de cero, y forma una matriz no singular, por lo tanto
la constriccion pasa a ser de segundo clase en la terminologia de Dirac [13, 14], y las relaciones de
conmutacion estan dadas por los paréntesis de Dirac [13].

{riarj}D = {Tivrj}P - {rivﬂ—k}P{ﬂ—kﬂﬂ—l}lgl{ﬂ—lvrj}P = eiBEi] (3'13)

donde el subindice P indica que se trata de paréntesis de Poison.

3.2. Producto moyal o producto estrella en mecanica cuanti-
ca

Una de las herramientas usadas para imponer no-conmutatividad es el producto moyal, por
eso es que vamos a ver como se utiliza el producto u operador estrella para imponer coordena-
das no-conmutativas [11], y mas tarde, en otra seccion comparar el caso donde imponemos no-
conmutativad, con el que vimos en la primera seccion de este capitulo, dondé la no-conmutatividad
se encontro de forma natural. Empezaremos con el caso del sistema de una particula situada en
dos dimensiones bajo la influencia de un potencial V(x). La ecuacion de Schrodinger es:

O¥(x,t) p>
y puede ser obtenida de la accién:
S = /dtd%\if PO i V(x)| U(x,t) (3.15)
N ot 2m ’ '

Vamos a formular esta teoria de campo lineal de Schrodinger en una variedad base con coor-
denadas no-conmutativas:

[z, 2] = i (3.16)
donde #% es un miembro de la matriz antisimétrica:
0 = g€ (3.17)

y €!2 =1 es el tensor antisimétrico total de rango 2.

Vamos a remplazar los productos normales por el producto estrella:

@)

Ax B(x) = 207907 A(x1)B(xo) (3.18)

Bajo el operador estrella los términos que contienen 9/dt y p? no cambian, pero el potencial
cambiara.

V(x)*x¥(x) =V(x)¥(x)+ Z % (;) Diy .03, V(x)0"91 .0In 9, .0, W(x) (3.19)
n=1 "

Reemplazando 0;, por ip;, = % e introduciendo
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ﬁik = gikjkpjk (320)

quedando

V(x)*¥(x) =V (x)T(x)+ Z % (—;) Oy .0;, V(X)Pi, -..Di,, (%) (3.21)

tomando la transformada de Fourier sobre V(x), llegamos a

V(x)* ¥(x) = /d%elka i; <—i>n/dzkeika(k)(kf))”\I/(x) (3.22)

y sumando llegamos a

V(x)* U(x) = / dPke™* e~ 3PV (k) U (x). (3.23)
Usando la relacion:
eAeB — pA+B+E[ABl+15[A[AB]]+ (3.24)
donde los operadores A = ikx, B = f%f)x, y usando que kk y [pi, x;] = —id;;, llegamos a
V() % W(x) = / P e 5B (1) (x), (3.25)
obteniendo que
V) x¥(x)=V(x— g)\ll(x) (3.26)

El siguiente paso es considerar un potencial central bidimensional, V' =V (r) donde r = /|z|?,
tal y como se realizo en [12]. El lado derecho de (3.26) da

: 62 62 A
V(|xfg\ JU =V (Pl +a® + p) 37— 0L = V()T (3.27)

4

donde el operador N est4 definido como

N=Hyo—0L, (3.28)

donde H o corresponde al oscilador armonico bidimensional con masa efectiva m = 2/6, frecuencia
w =0y L, es la componente del momento angular L. = xp, — yp,. La simetria de grupo para este
sistema es SU(2) y el espectro de X puede ser ordenado notando que

L, = (ala, — ala,),
Ly = 5(alay, + ala,), (3.29)
L.= 3 (ala, — azam)

Son generadores simétricos satisfaciendo el algebra de Lie [L;, L;] = i€;j1Ly y, entonces,

{&, I;Q, J., = %IA/Z} es un conjunto completo de observables que conmutan. Si denotamos por Aj,, ¥
|7, m > los eigenvalores y eigenvectores, respectivamente, luego tenemos las reglas selectoras
. 113
]:07271727"' 3.30
m=j,7—1,7—2,....,—J. (3.30)

Las eigenfunciones |j,m>son bien conocidas y los eigenvalores de X estan dados por
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Ajm = 02 + a — 2m] (3.31)

Usando estos resultados, el calculo de los eigenvalores de V(&) es simple. Es mas, si los eigenva-
lores del operador A son a,, entonces la funcion f(A), después de expandir para pequenos valores
de €, es

f(A-l-G)Q/}n :(f(A)+f/( )6+2,f” )
= (f(an) + f'(an)e+ 3 " (an (3.32)
= f(an + )by, — flan)tn.

Como consecuencia, la ecuacion de eigenvalores de V(R) es

VR)|j,m >= VI[0(2] + 1 —2m)]|j,m > (3.33)

Una vez es encontrada la ecuacion (3.31), debemos encontrar el espectro del hamiltoniano
completo dado por

"o @JFZQ(N) 2 . 2
= 1\4292< p’>+r?—0L ) —12\4921' + V) + mLz (3.3
= WN+V( ) — 5\492 +M—LZ
= Ho—ymmv + 3"

Usando las ecuaciones (3.31) y (3.33) encontramos que los eigenvalores de Hy son

2
Ajom = 5723 +1 = 2m] + V(024 +1 — 2m)] (3.35)

El segundo término del Hamiltoniano puede ser visto como una perturbaciéon para grandes
valores finitos de 6. Vamos a concentrarnos en las expresiones del Hamiltoniano completo, F;,, =<
Jym|H|j,m >.

Ej'm = <j7m|ﬁ0|jam>_%92 <j7m|r2|jam>+$<jam‘Lz‘j7m> (3 36)
2 .
= 17 (%p2 +r? — GLZ) — 22+ V(R) + 125 L.
El dltimo término del lado derecho de (3.36) puede ser calculado usando la teoria de perturba-
ciones para grandes valores de 6. Es mas, en cada caso |j, m > corresponde a los eigenvectores del
oscilador armonico bidimensional.

Ti+m tji—m
a a
t 10,0 >, (3.37)
VG +m)lG —m)!
donde en (3.37) se ha utilizado la representacion de Schrédinger para el oscilador armonico bidi-
mensional y < j, m|r?[j,m > da

lj,m >=

0
< j,m|r?|j,m >= 5[2]' +1]. (3.38)
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3.3. Problema de Landau y mecanica cuantica no-
conmutativa

Ahora se corroboran las relaciones de no-conmutatividad vistas en la Ref. [3], revisado en la
seccion 3.1, encontrando una equivalencia entre el problema de Landau y la Mecénica Cuantica,
tal y como se hizo en la Ref. [15]. Para esto consideran las relaciones de conmutacion relacionadas
con un espacio no-conmutativo como

[2,y] ~ ab. (3.39)

Donde hemos definido a como 5, el cual es un parametro con dimensiones de longitud.

Empezaremos con el producto moyal para el término potencial en la ecuacion de Schrodinger
en un plano no-conmutativo (ec. (3.26)). Ahora para fuerzas centrales bidimensionales, la ec. (3.26)
nos da

V(|x]?) * ¥(x) = V(R)¥(x) (3.40)

De (3.40) uno ve que X tiene unidades de longitud, y ademaés, las dimensiones de 6 son tiem-
po/masa. Este tltimo factor implica que en la ec.(3.39) se debe escoger o = h en (3.39), es decir,

0=ho (3.41)

Entonces, de la ec. (3.39) uno puede pensar que 6 mide los efectos no-conmutativos del espacio.

El Hamiltoniano para la mecénica cuéntica no-conmutativa en un campo central es entonces

1

H=_——p"+V({R). 3.42
sl TV (3.42)
Ahora, si escogemos el potencial
V(R) = OR (3.43)
siendo ) una constante apropiada, entonces el hamiltoniano (3.34) puede escribirse como
H = iJFQ—GQ (p? +p2) + Q2 + ) — QOL (3.44)
=\gp T 1) o+ 7y z* +y 2 :

El siguiente paso es considerar el problema de Landau 2-dimensional, cuyo Hamiltoniano es,
para una particula con masa p

5 1,5, o  €B?> , , eB
HLandau = ﬂ(pa: +py) + 8[Ll, (.'17 + Yy ) — ELZ (345)
donde Hj es la magnitud del campo magnético. Comparando (3.44) con (3.45), se puede notar que
hay una equivalencia, la cual significa que el campo magnético debera ser suficientemente fuerte
para confinar la particula en el plano (x,y), lo que concuerda con el limite de campo magnético
muy intenso que conduce al nivel mas bajo. De esta comparacion se llega a la expresion para 6,
~  4h
0=—, 3.46
B (3.46)
la cual concuerda con la relaciéon de no-conmutatividad dada por los paréntesis de Poison encon-
tradas anteriormente en la seccién 3.1.
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Capitulo 4

Procedimiento de Jackiw para un
sistema de cosmologia impulsada por
campo de taquion

En los capitulos anteriores, estudiamos como es posible construir modelos de cosmologia
cuantica utilizando el formalismo ADM (Capitulos 1 y 2) y la cuantizaciéon candnica, y en el
capitulo 3 se estudi6 un sistema en el cual hay una interaccién con un campo magnético externo,
posteriormente se estudia el espectro de energias del correspondiente sistema cuantico y se
identifica una relacion de no-conmutatividad en un par de coordenadas, tanto en términos de
paréntesis de Poison como de paréntesis de Dirac.

Ahora revisaremos el procedimiento implementado por Jackiw en [3] (el mismo que se utilizo
en el capitulo 3) pero ahora sobre un sistema cosmologico proveniente de la teoria de cuerdas. La
idea de implementar este procedimiento surge de nuestro deseo de encontrar una similitud entre
la lagrangiana de un sistema de cosmologia cuantica y la lagrangiana que describe al sistema
no-conmutativo del problema de Landau, es decir, encontrar un campo que juegue el papel del
campo magnético B del problema de Landau, ademés que sera posible encontrar una ecuacion del
tipo WDW dependiente del tiempo [5], siguiendo la propuesta de A. Sen [16] de que en algunos
limites, el campo taquiéon se puede ver como el tiempo.

A continuacion daremos una breve revision del modelo visto en [5], donde es analizada la accion
efectiva para una teoria de cuerdas tipo II, en la cual se considera un sistema de p-branas. La accion,
consta de 2 contribuciones: la accion Sp,1o que corresponde al bulto (que es todo el espacio 10-
dimensional), y la otra corresponde a la accion de la brana Sp.qna, la cual se encuentra encajada
en el bulto. La accion Sprane dada por la accion del taquion (el cual vive en la brana) més un
término que describe el acoplamiento del taquion con campos RR. Y en la accion Sy es anadida
la acciéon de supergravedad 10-dimensional de fondo, dondé se considerara solo el sector bosonico.
La accion propuesta en [17] para esta teoria es:

S = Sbulta + Sb'ranav (41)

Shutto = /dw V=7 |r =00y - _ e o (4.2)
bulte = 167G1o v 2 2(p+ 2)1" 2| '

Sp - A /dp+2$ 01 [-V(T)e oV —A] + A / 01 FdT A Cpyq (4.3)
rana 167TC:IO I 167TG10 ptb ’
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donde G1g es la constante de Newton en la teoria 10-dimensional, A es el acoplamiento brana,
a = (3 —p)/2 es el acoplamiento dilaton, A = detAng, Aag = gape®? + 0,TI5T es la métrica
asociada al taquion, F(T) es el factor de acoplamiento entre el taquion y los campos RR Cp1,
y V(T) es el potencial taquion. Podemos pensar en que Sprqnq representa los grados de libertad
de un sistema de D-branas que interactian sobre la geometria. En la accién anterior, o, es la
“densidad de branas”, las cuales no dependen de las coordenadas paralelas de la brana ), es decir,
0.1 describe la distribucion de D-branas en las direcciones transversales a ellas mismas. Los indices
griegos a, 3 = 0,1, ...,p+ 1, etiquetaran a las coordenadas paralelas a las branas (denotadas por el
simbolo ||), incluyendo el tiempo. Y p nos da informacion sobre las dimensiones de una D-brana,
y puede tomar valores entre 1 y 8. Los indices latinos 7,5 = 1,..,8 — p indican las coordenadas
perpendiculares a la brana (denotadas por L), y letras maytsculas A, B, ..., etc. se usan para todas
las coordenadas del bulto.

Siguiendo la referencia [17], el modelo mas simple que podemos estudiar es tomar una métrica
FRW homogénea (pero no isotropica):

ds* = —N2(t)dt* + aﬁ(t)dxﬁ + d? (t)dz?, (4.4)

donde a(t) y ai(t) son los factores de escala paralelo y perpendicular de la brana y N(t) es
la funcion lapse. En este modelo homogéneo el espacio paralelo (perpendicular) a la brana es
caracterizado por la constante de curvatura kj(k.). En [17] se analiza que la SDp-brana no es
apropiada para ser localizada por una funcién delta, ello obedece a argumentos de simetria que
van mas alla del objetivo de esta tesis. En este sentido se propone distribuir la localizacion de la
brana por una distribuciéon homogénea a lo largo de x, de manera que la densidad ¢, esté dada
por

01 =prdPxy, (4.5)

donde p1 = po./JHs_, = poasjp, po es una constante y gp,_ es el determinante de la métrica de
un espacio hiperbolico perpendicular a la brana. La intensidad de campo dada por la (p+ 2)-forma
F,12 se expresa en términos la (p+1)-forma de RR, Cp41, €l cual es elegido en un gauge en donde
el tnico componente que no desaparece es Cia. p+1=C(t),

Fjip=-N72Ch, = -N"2C?% (4.6)

Para preservar la homogeneidad, el campo taquion es una funcion solo del tiempo T = T'(t).
Entonces el taquion acopla a los campos RR en la siguiente forma

dT A Cpiq = TCdP (4.7)

donde el producto cuna es definido como AANB=A® B—-B® A (si Ay B son 1 formas) y a su
vez, A ® B es el producto tensorial.

Podemos simplificar la Lagrangiana introduciendo las coordenadas (31 y (2 definidas como,

1
B = §[(P +1)8) + (8 —p)Bu], (4.8)
B2 =B — B, (4.9)
donde B = Ingy y fL = Inayr. También el volumen espacial estd dado por Vs =
ﬁ [ dP e d® P, ast que S = [d*zL con L= Vs [dtL.

Con el fin de describir la influencia de la materia taquion en el nivel cuantico, en la conduccion
de un modelo cosmologico simple consideramos el caso donde se toman ambas constantes de
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4.1. IDENTIFICACION DE TERMINOS ENTRE EL MODELO DE COMOSLOGIA Y EL
PROBLEMA DE LANDAU

curvatura k| y ki como cero. Este caso nos permitird dar alguna vision acerca de la materia
taquion en el nivel cudntico. Otros caso con k| y k1 tomando valores dentro de 0,1,-1 puede ser
analizado siguiendo el mismo procedimiento.

En coordenadas 81 y (2 y con el ansatz (4) tenemos una lagrangiana

9@1

L = [7261 (p+1)(8—p) ﬁ% - %(Z)Q 2(p+2)'02:|
7/\69ﬂ1 acb/QV m+)\68 P)[B1— (1/9)(P+1)ﬁ2]f( )TC

Podemos formular una teoria equivalente si introducimos un multiplicador de Lagrange ) en
la Lagrangiana (4.10) como sigue:

(4.10)

9/11 _ . .
L = (7267 - BHBE=P g2 g2 o 02} -
_%)\2 186140y 2(T) Q) + \e(8-P)F1— (1/9)(p+1)ﬂ2 F(T

1
2

? H(N2et? — 1) (4.11)

donde A = Apy.

4.1. Identificacién de términos entre el modelo de comoslogia
y el problema de Landau

Como habiamos mencionado, la idea es emular el procedimiento de Jackiw en el modelo visto
al inicio de este capitulo. Para esto vamos a comparar los términos de la lagrangiana (4.11) del
modelo de cosmologia impulsado por campo taquién con la lagrangiana del problema de Landau
(3.4) entonces se puede ver que de igual forma tenemos un término cinético equivalente a +muv?

S
que seria
961 . (p+1)(8=p) -5 9¢ . 1 .
e p e 2 —12
— 7267 - - U2 —7C’ - =-Q T
N |7 9 o ¢ 2(p +2)! 2
y un término equivelente al producto punto del potencial con la velociadad £v - A = e—cb:cy en este
caso

AP =/NP+)82] F(T) e,

lo cual nos permite poder ver una similitud entre F(T)T con g, y entre \e3=P)F1—1/9)(p+1)5]C
y —x donde C podria tomar un papel analogo al de bz del modelo de Landau, es decir como
magnltud del campo y la cordenada de posicién, por lo tanto aplicamos el procedimiento de
Landau para ver si se pueden encontrar relaciones, entre la coordenada C'y W = F (T)T

El modelo estudiado se encuentra en la aproximacion del minisuperespacio, teniendo como
coordenadas a By, By, N, T, C'y ¢. Ahora hacemos el cambio de variable W = F(T)T', y también
tomamos F(T) = V(T) = eaT, por lo tanto W = e®TT y F(T) = V(T) = aW.

9[31

_ 2 _ (p+1)(8—p) 2
Lr - [72ﬂ 7/8 ¢ - 2(p+2)l
_%/\2 1851 a2 W20 + \eB—P)B1— (1/9)(p+1)ﬂ2]WC,

20 _ 1L 2,0/2 _ W2
c TN = ) (4.12)

teniendo ahora como coordenadas a By, By, N, W, C'y ¢, y considerando la analogia entre C
y W con bx y y del problema de Landau, hacemos la parte cinetica cero, obteniendo la siguiente
densidad lagrangiana:
Lo — —EQ*1N26¢/2 _ 1)\2618ﬂ1*“¢a2W29 + \eBP)BL=(1/9) (p+1)Ba2]yi/ (4.13)
2 2

A continuacion consideraremos 2 casos: el caso particular p = 8 y el general p # 8.
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4.2. No-conmutatividad en C,W (caso particular p = 8)

Comenzaremos encontrando las relaciones de no-conmutatividad para el caso particular donde
p = 8, el cual es un caso muy particular, ya que convierte la brana en el bulto, eliminando las
coordenadas perpendiculares a la brana y ademés se vuelve a tener una metrica FRW isotropica,
caracteristica que se habia perdido al introducir la brana en el bulto. Para p = 8 la densidad
lagrangiana queda ahora como

1 1 .
Lo = _59—1N2e¢/2 — §A2618ﬁ1—a¢a2w29 + ACW (4.14)
Al calcular los momentos asociados a partir de la lagrangiana reducida L, obtenemos

_ oL

Py = —=XC 4.15
W= (4.15)
P, = 8—1;.0 =0 (4.16)

e

0Ly
=29 _9p 4.17
o =24 (@17

Al calcular el hamiltoniano, mediante la transformacion pg—h(p, ¢), vemos que es posible tomar

el Hamiltoniano Hy como:

1 1
Hy = 59—11\12 + §A2a2w20 (4.18)

lo que es muy similar a lo visto en el problema de Landau.

La ecuacién de movimiento obtenida a partir de Ly, asociada a W es entonces:

0Ly d OL

=0 _ = 7 4.1
ow  dt ow (4.19)
C=-\a*WQ (4.20)
Expresando C' en términos de paréntesis de Poison, obtenemos
. 5‘H0 oC 8H0 oC aHo aqj oC 8H0 aqj oC . 8H0
:H = — 5 = - — — ——— J -
¢ ={Ho,C} Oqgk opk  Opk gk Oqi gk Opk gl OpF dgk {a’. 4 OqJ
. . 0H, 0H,
C ={HyC}={q¢",C - ={W,C}—— 4.21
{ 0 } {q ) } Bql { ) }8W ( )
C = {W,CIN2*WQ. (4.22)

Comparando las ecuaciones (4.20) y (4.22), encontramos la siguiente relacion de no-
conmutatividad

W)=, (4.23)

lo cual es lo que queriamos encontrar inicialmente.
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4.3. No-conmutatividad en C, W (caso general)

Ahora vamos a analizar el modelo para cualquier valor de p entre 0 y 7. Al calcular los momentos
asociados a partir de la lagrangiana reducida Lg ec. (4.13), obtenemos

Py = L0 _ 3 s-nsi-/9 006 o (4.24)
oW
p = o _ g (4.25)
e
Py P a2
02
Py %o (20
99
L
p, - %o _ 4.28
o= 5a (4.28)

Al calcular el hamiltoniano, nos damos cuenta que L esta escrita como una relacion de la forma
pq — h(p,q), para p = Py y ¢ = W, tal y como vimos en el caso particular para p = 8, entonces el
Hamiltoniano reducido Hy queda como:

Hy = %Q*W%W + %Velgﬁl*a%?W?Q (4.29)
La ecuacién de movimiento obtenida a partir de Lg, asociada a W queda como:
0Ly d OL
Obo _ @ 0L 4,
oW dt ow (4.30)
C = —AeSnmaet BB =WAE IR WO + Clp - 8)[B — (1/9)(p + 1)) (431)
Y expresando C en términos de paréntesis de Poison, obtenemos
. 8HO oC aH() oC 6Ho 8qj oC 8H0 6qj oC ; BHO
{Ho, C} Oqgk opk  Opk gk Oqi gk Opk gl OpF dgk {e’, OqJ
. - 0H, 0H, 0H, 0Hy 0H,
C ={Hy,C}={q¢",C - ={W.C}—— Cl—— Cl—— Cl—— (4.32
(Ho.Cy = {¢'.C) 52 = (W.C) 2 + (81 Oy > + (B Oy +10.0) 520 (432)
y suponiendo que C' conmuta con 31, B2 y ¢
C = {W,CIN2*WQ. (4.33)

Comparando la ecuacion (4.31) con la ec. (4.33), encontramos la siguiente relacion de no-
conmutatividad

-1
(c, W}:_§e<p—8)[51—<1/9><p+1>ﬂ21+ Qo

2oz P 8)[B1 — (1/9)(p + 1) fa]e 18010 (4.34)

Regresando al lagrangiano original L, ec. (4.11), vemos que el momento asociado a 31 y (2 es
proporcional a sus respectivas velocidades, es decir:
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144 2 1)(8 —
P = PG Py = 2(p+ 1B -p)

‘N 9 N

Por lo tanto, ya que en la lagrangiana L, los momentos asociados son P, = 0y P, = 0,

podemos decir que ;1 = 0y B2 = 0 en este caso, por lo tanto la relacién de no-conmutatividad
queda como:

%16, (4.35)

(W)= _%e(p—snﬂl—(l/g)(wl)ﬁz} (4.36)

donde podemos ver que en el caso p = 8, encontramos las mismas relaciones de no-conmutatividad
encontradas anteriormente.

4.4. Formulacién Hamiltoniana

Tal y como vimos en el caso del problema de Landau, en el capitulo 3, ahora vamos a encontrar
las mismas relaciones de no-conmutatividad para el modelo de cosmologia cuantica partiendo del
Hamiltoniano. Por lo tanto vamos a utilizar la transformada de Legendre, y para ésto primero
calculamos los momentos canénicos de la lagrangiana L, (4.12),

oL 144 .
P - gﬁl 4
"= TN et f, (4.37)
OL _2(p+1)B—p) o, 4
Po=—=—-"———"—"*¢"M 4.38
2 852 9 N € ﬁZa ( )
OL % .
P, — 0, 4.39
"= 96 = N ¢ (4.39)
oL eIP1+ag
Po=—=——-C, 4.40
“T8C  Np+2) (4.40)
oL Q7 'W
e (8=p)[B1—(1/9)(p+1)8:] 4.41
w 8W C!QW2 +)\e C? ( )
entonces las velocidades en términos de los momentos quedan como
: oL N =951
- 77 P 4.42
A o4, 144° (4.42)
: oL 9 N
Bo = — 776_951}3 4.43
o prnE-n 49
. L
b= g— = Ne %1 p, (4.44)
. L
¢ = N(p+2)le”1+edp, (4.45)
ac
oL
W= = Qa2W?2 Py + QW2 AeE-PIB-(1/9p+1E] ¢ (4.46)
ow

Ahora calculamos el hamiltoniano

34



CAPITULO 4. PROCEDIMIENTO DE JACKIW PARA UN SISTEMA DE
COSMOLOGIA IMPULSADA POR CAMPO DE TAQUION
4.4. FORMULACION HAMILTONIANA

H Piq— L

H = —{5e " P} + §oiaye " P + Ne %P3 + N(p +2)le?1 0 P2+
+Qa*W?2PE, + Qa2W2)\6(87p)[ﬁ17(1/9)(p+1),32]CPW {395 p
“V‘ZW - P2 _|_N67951P2 +N(p+2)16931+a¢]32] 1971(N26¢/2

(QaQWZPW + Qa2W2/\6(8 p)[B1—(1/9)(p+1)B2] 0)2) _ ;/\2 1861—ad 2 1172()
+)\6(8 P)BL=/9Np+1B] (a2 W2 Py + Qa2 W2A\eE—P) -1/ (p+1)51 00}

(4.47)
el cial se reduce a
H = Li[-ZLe%p?+ 27( +1§V p)679'311322 + Ne 9% P2+ N(p+ 2)lePPrtad p2|
_|_§ ?W2Q[Py — Ae®~ p)&ﬁl 1/9p+181C)2 4 %Q—1€¢>/2 4 %QQ2W2)\2618[31—11¢
(4.48)

Expresaremos ahora sé6lo la parte cinética del momento candnico, indicando el momento cinético
por m

144 .
T = 7W69ﬁ1ﬂ1 = Pl (449)
2(p+1)(8— .
= 67@ 3\([ D) 9814, = p, (4.50)
961 .
7T¢ == N qf) = P¢ (451)
6951+a¢ .
CT Np+2)! c (452)
QW g
T = 3 = Py — AeB=P)B1—(1/9)(p+1)B2] (4.53)

Tal y como se realizé en el procedimiento de Jackiw, calcularemos los paréntesis de Poison entre
los momentos cinéticos y las posiciones, quedando como sigue:

{ri,rj} =0 (4.54)
B Or; Omj O Om;\ _ o
{rs, WJ} N zk: <8T’k oy, aﬂk 87‘k> %ij (4.55)
_ N (9 Omy  Omi Oy
{mi,mj} = 2}; <8rk or.  Om 8rk) (4.56)

{7Ti,71'j} = 07 27.7 = 1727¢7C
{mw,m} = (p — 8)AeBPIA—(/N+DE]C — (p — 8)(mw — Pw)

1
~(p—8)(p + DAeE 2B/ +DB]c — (p 8)(p+ 1)(mw — Pw)

{7TW77T2} - 9

{mw,mc} = —Xe S*P)Wlf(l/@))(pﬂ)m].

Ahora tomaremos como constricciones m; = 0 (i = 1,2, ¢, C, W) las componentes de momento
cinetico por la misma razén que tomamos la parte cinetica como 0 en proceso anterior, como se
realizo en el capitulo 3,y veremos a continuacion el caso p = 8 y el caso general con p # 8.
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CAPITULO 4. PROCEDIMIENTO DE JACKIW PARA UN SISTEMA DE
COSMOLOGIA IMPULSADA POR CAMPO DE TAQUION
4.4. FORMULACION HAMILTONIANA

4.4.1. Caso p=38

En este caso particular, los paréntesis de Poison entre los momentos cineticos quedan como

{mi,m;} =0, 1,7 =1,2,¢,C
{mw,m} =0)
{mw,m2} =0
{rw,mc}t=—A

Entonces en este caso, podemos decir que 7y y ¢ son constricciones de segunda clase [13],
ya que sus paréntesis de Poison son diferentes de cero, por lo tanto las relaciones de conmutacion
estan dadas por los paréntesis de Dirac.

{ri,ri¥p = {ri,rstp — {ri,myp{me, m} pH{m, ri}p = —0u{me, m} 10y = —{mp, m}~" (4.57)

con i, j, k,I = W, C, obteniendo las siguientes relaciones:

(€Wl =1 (4.58)

4.4.2. Caso general

En este caso surge un problema para ver de qué clase son las constricciones encontradas. La
constriccién mg = 0, es facil ver que es de primera clase ya que los paréntesis de Poison con cada
una de las otras constricciones desaparecen [13, 18]; pero en el caso de las otras constricciones
m =0, (i = 1,2,C,W) al menos uno de los paréntesis de Poison de cada constriccion con las
restantes constricciones no lo hace. Eso hace pensar que son de segunda clase, pero la matriz que
forman los paréntesis de estas 4 constricciones entre ellas, es no singular, y otra de las condiciones
que se tienen que cumplir es que la matriz sea singular para que las constricciones sean de segunda
clase [14], de lo contrario entre estas 4 constricciones al menos una de ellas es de Ira. clase.
Entonces determinar cuéles constricciones son de primera y cuales de segunda clase ain no es
posible con el anélisis hecho hasta el momento.

Pero en caso de que solo las contricciones m; = 0, i = C, W sean de segunda clase, y viendo que
los paréntesis de Poisson entre C' y W forman la matriz

0 Ae(8=P)[B1—(1/9)(p+1)B2] o
{771’; 7Tj} = —\e®=P)B1—(1/9)(p+1)B2] 0 con (Z,j =C, W) (4.59)

las relaciones dadas por los paréntesis de Dirac, nos llevan a las siguientes relaciones de conmuta-
cion:

0 _%e(Pfg)[51*(1/9)(P+1)52] o
{ria Tj}D = %e(p_g)[ﬁl_(l/g)(]a_i_l)ﬁﬂ 0 con (Z,j =C, W) (4.60)

las cuales son las mismas encontradas en la ec. (4.36).

A pesar de que estos ultimos paréntesis de Dirac son iguales a los resultados encontrados
anteriormente —ec. (4.36)— en términos de los paréntesis de Poisson, ain no podemos saber si
son las tinicas relaciones de conmutacion distintas de cero, ya que, como se habia mencionado antes,
hasta este punto no podemos clasificar las restantes constricciones.
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Conclusiones

Este trabajo constituye una primera aproximacion sobre la interrogante de si es posible traba-
jar con coordenadas no-conmutativas en un modelo de cosmologia proveniente de teoria de cuerdas.

Se reviso6 en los capitulos 1 y 2 el formalismo ADM, para poder escribir una formulacién ha-
miltoniana de la gravedad, y encontrar una ecuacion tipo Schrédinger (ecuacion Wheeler-DeWitt)
mediante la cuantizacién canoénica de las coordenadas del superespacio, y se defini6 el concepto de
minisuperespacio donde los modelos de cosmologia cuantica estan mejor definidos.

En el capitulo 3 se estudiaron algunos aspectos de la no-conmutatividad, particularmente
para el problema de Landau (particula cargada confinada moverse en un plano interactuando un
campo magnético perpendicular a dicho plano), realizando una revision del articulo [3], donde
relaciones no-conmutatividad se encuentran de forma clasica, con el fin de utilizar mas adelante el
procedimiento descrito ahi.

Por ultimo, en el capitulo 4, estudiamos un modelo de cosmologia proveniente de teoria de cuer-
das. En dicho modelo se emul6 el procedimiento mediante el que fueron encontradas las relaciones
no-conmutativas en el modelo de Landau (capitulo 3), haciéndose una comparacion entre ambos
sistemas. Se observo que al menos en un caso particular (p=8) se pueden encontrar relaciones
no-conmutativas entre dos coordenadas, en este caso el campo de taquiéon y un campo RR (coor—
denadas del minisuperespacio), los cuales viven en la brana, considerando a la brana como el plano
del problema de Landau, s6lo que la interaccién que nos lleva a las relaciones no-conmutativas no
es entre una particula y un campo perpendicular, sino la interacciéon entre el campo de taquion
y el campo RR. Para el caso general (p = 1,2,...,8) atn falta trabajar mas sobre éste, ya que
hasta este momento no ha sido posible clasificar las constricciones que aparecen como constric-
ciones de primera o segundo clase, por lo cual se propone dejar esta tarea para un trabajo posterior.
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