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Resumen

¿Será cierto que matrices que son casi normales están cerca del conjunto de
las matrices normales? La respuesta es afirmativa. De hecho, Huaxin Lin [8]
mostró que para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que, para cualquier entero posi-
tivo n y cualquier matriz A en el álgebra Mn(C) de matrices de tamaño n × n
con entradas en los números complejos que satisfaga ‖A∗A − AA∗‖ < δ, existe
una matriz normal N tal que ‖A−N‖ < ε. El principal resultado de este trabajo
es probar una versión más débil del teorema de Lin con δ dependiente de n.

Abstract
Are almost normal matrices near normal matrices? The answer is affirmative.

In fact, Huaxin Lin [8] showed the following. For any ε > 0 there exists δ > 0
such that, for any n and any matrix A in the algebra Mn(C) of n × n complex
matrices with ‖A∗A−AA∗‖ < δ, there is a normal matrix N with ‖A−N‖ < ε.
The main result in this work is to show a weak version of Lin’s theorem with δ
chosen dependent of n.
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permitido hospedar en su casa. A Yola, Fanny, Hortencia, Luis Ángel, Adán,
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Apéndice 53

Bibliograf́ıa 61

vii



Introducción

En 1969 Peter Rosenthal [10] se planteó la siguiente pregunta: ¿será cierto
que matrices que casi conmutan están cerca de matrices que conmutan? Más
precisamente, se preguntó si para todo ε > 0 y para cualesquiera matrices A
y B de tamaño n × n con entradas en los números complejos que satisfagan
‖AB−BA‖ < ε, entonces existen matrices A′ y B′ que conmutan (A′B′ = B′A′)
y además que están “cerca” (en una manera técnica, la cual no mencionaremos
aqúı) de A y B. Rosenthal consideraba que el crecimiento de este tipo de cercańıa
con respecto a n podŕıa ser importante para aplicaciones al estudio de operadores
compactos. Por ejemplo, comenta que la existencia de tal cercańıa podŕıa impli-
car (si ésta no crece tan rápido con respecto a n) la existencia de subespacios
invariantes comunes para ciertas clases de operadores compactos.

En 1976, P. R. Halmos [5] no sólo retoma esta pregunta al establecer pro-
blemas de aproximación para operadores, sino que además plantea el problema
concreto para matrices que casi conmutan con su adjunta de la siguiente manera:
¿será cierto que para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que, para cualquier matriz A
de tamaño n× n que satisfaga ‖A‖ < 1 y ‖A∗A−AA∗‖ < δ, la distancia de A al
conjunto de las matrices normales es menor que ε? Recuérdese que una matriz A
se dice normal si conmuta con su adjunta, es decir, si A∗A = AA∗. Este último
problema estuvo abierto por muchos años, durante los cuales fue estudiado ex-
tensamente desde el punto de vista de la teoŕıa de operadores y de las álgebras
de operadores, hasta que Huaxin Lin [8] en 1995 lo resolvió afirmativamente. Lin
demostró además que δ se puede escoger independientemente de la dimensión
de la matriz. La importancia de obtener este δ independiente de la dimensión,
estriba en el hecho de que este resultado tiene aplicaciones en el problema de
si un operador normal se puede aproximar por un operador normal con espectro
finito. La prueba de Lin es más bien técnica y necesita fuertemente de la teoŕıa de
álgebras C∗. En 1996 Peter Friis y Mikael Rørdam [4] simplificaron y extendieron
la prueba de Lin, y en 1999 Friis [3] refina su prueba para dar una nueva demos-
tración del Teorema de Brown-Douglas-Fillmore sobre operadores esencialmente
normales.

El motivo que nos condujo a escribir este trabajo fue preguntarnos si podŕıamos
encontrar una expresión expĺıcita para δ (aunque ésta dependa de la dimensión
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de la matriz).
Para iniciar con nuestra busqueda, en el Caṕıtulo 1 introduciremos algunos

conceptos básicos necesarios para comenzar a abordar el problema. También es-
tableceremos el escenario donde se desarrollará nuestro análisis del problema, el
espacio vectorial de las matrices de tamaño n × n con entradas en los números
complejosMn(C). En este espacio definiremos la norma de Frobenius y la norma
usual de operadores, y mostraremos algunas de sus propiedades que serán útiles
a lo largo de este trabajo. Además veremos que todas las normas definidas en
Mn(C) son equivalentes. Finalizaremos este caṕıtulo presentando al conjunto de
las matrices normales y mostrando que es cerrado con la métrica dada por normas
‖ · ‖1 que cumplen ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈Mn(C).

En el Caṕıtulo 2 calcularemos la distancia expĺıcita de una matriz arbitraria
de tamaño 2× 2 al conjunto de las matrices normales N con las métricas dadas
por la norma de Frobenius y la norma usual de operadores. Para esto, primero
encontraremos la distancia de ciertas matrices de tamaño 2×2 al conjunto de las
matrices normales.

En general, encontrar la distancia de una matriz de dimensión mayor a dos
al conjunto de las matrices normales, resulta ser un cálculo complicado la mayor
parte de las veces. Por tal razón, en el Caṕıtulo 3 presentaremos un resultado
de Henrici [6], el cual va a ser de utilidad pues nos proporcionará una cota su-
perior para esta distancia con la métrica dada, principalmente, por la norma de
Frobenius.

En el Caṕıtulo 4 concluiremos este trabajo, primero notando que de una obser-
vación de Higham [7] se puede ver que “las matrices casi hermitianas están cerca
de las matrices hermitianas”, y generalizando este hecho a un tipo de matrices
que llamaremos λ-hermitianas. Luego, veremos que “las matrices casi normales
están cerca del conjunto de las matrices normales”.

Al final de este trabajo presentamos en un apéndice las condiciones que deben
satisfacer las matrices B y C para que 〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC) defina un
producto interno y para que la norma ‖ · ‖1 :=

√
〈·, ·〉1 cumpla ‖X∗‖1 = ‖X‖1

para todo X ∈Mn(C).



CAṔITULO 1

Operadores en Cn

En la Sección 1.1 introduciremos algunos conceptos básicos y estableceremos
el escenario donde se desarrollará nuestro análisis del problema, el espacio vecto-
rial Mn(C). En este espacio definiremos la norma de Frobenius (Sección 1.2) y
la norma usual de operadores (Sección 1.3), y mostraremos algunas de sus pro-
piedades que serán de utilidad a lo largo de este trabajo. Además, veremos que
todas las normas definidas enMn(C) son equivalentes (Sección 1.4). Por último,
en la Sección 1.5 presentaremos al conjunto de las matrices normales y veremos
que es cerrado con la métrica dada por ciertas normas definidas en Mn(C).

1.1

Operadores

Las siguientes definiciones son bien conocidas y las presentamos aqúı para
justificar notación.

Definición 1.1. Sea

A =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm


una matriz de tamaño n × m. Definimos la matriz transpuesta de A como la
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matriz de tamaño m× n

AT :=


a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1m a2m · · · anm

 ,

esto es, la matriz cuya i-ésima fila es la i-ésima columna de A.

Definición 1.2. Sea

A =


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm

 .

Definimos la matriz conjugada de A como

A :=


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
...

an1 an2 · · · anm

 ,

esto es, la matriz cuyas entradas son las mismas de A conjugadas.

La siguiente matriz surge al combinar estas definiciones.

Definición 1.3. Sea A una matriz de tamaño n×m. Definimos la matriz adjunta
de A como A∗ := AT .

Se puede verificar que (con la suma, producto escalar y producto usual de
matrices) la operación “tomar adjunta” cumple las siguientes propiedades:

1. (A∗)∗ = A.

2. (αA+ βB)∗ = αA∗ + βB∗.

3. (AB)∗ = B∗A∗.

En este trabajo vamos a llamar vectores a las matrices que constan de una
columna. Al conjunto de vectores de tamaño n × 1 lo vamos a denotar por Cn

y lo consideraremos como espacio vectorial sobre C con la suma y producto por
escalar usual de vectores.

Definición 1.4. Definimos un operador como una función T : Cn → Cn tal que
para todo x, y ∈ Cn y α, β ∈ C se satisface T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y).
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Como es bien conocido, dada una base de Cn podemos representar al operador
mediante una matriz de tamaño n× n (ver [1, pág. 56-57]), y si la base está fija,
cada matriz n× n representa a un operador (ver [1, pág. 134]). Aśı que a partir
de aqúı trabajaremos con la base canónica de Cn

e1 =


1
0
0
...
0

 , e2 =


0
1
0
...
0

 , . . . , en =


0
0
0
...
1

 ,

e identificaremos a los operadores con matrices de tamaño n× n.
Al conjunto que consta de las matrices de tamaño n × n lo vamos a denotar

por Mn(C) y lo consideraremos como espacio vectorial sobre C con la suma y
producto por escalar usual de matrices.

Definición 1.5. Sea A ∈ Mn(C). Decimos que A es una matriz triangular supe-
rior si es de la forma: 

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ann

 .

Definición 1.6. Sea A ∈Mn(C). Decimos que A es una matriz diagonal si es de
la forma: 

a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
0 0 a33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ann

 .

Definición 1.7. Definimos la matriz identidad, la cual denotaremos por I, como
la matriz diagonal tal que cada entrada de la diagonal principal es 1.

Definición 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V es
una función 〈·, ·〉 : V × V → C que satisface las siguientes propiedades:

〈αu+ βv, w〉 = α 〈u,w〉+ β 〈v, w〉, para todo u, v, w ∈ V y α, β ∈ C.

〈v, w〉 = 〈w, v〉, para todo v, w ∈ V .

〈v, v〉 ≥ 0, para todo v ∈ V ; y 〈v, v〉 = 0 si y sólo si v = 0.
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En este trabajo usaremos el producto interno en Cn que se obtiene de la
siguiente proposición.

Proposición 1.9. Sean x, y ∈ Cn, digamos x = (x1, ..., xn)T e y = (y1, ..., yn)T .
Entonces la función:

〈x, y〉 := x1ȳ1 + x2ȳ2 + · · ·+ xnȳn = (ȳ1, ȳ2, ..., ȳn)


x1

x2
...
xn

 = y∗x,

define un producto interno en Cn.

Demostración. Ver [1, pág. 18]. �

El siguiente lema será de utilidad más adelante.

Lema 1.10. Sea A ∈Mn(C) y sean x, y ∈ Cn. Entonces 〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉 .

Demostración. Por definición 〈x,A∗y〉 = (A∗y)∗x. Luego, por la propiedad 1 y 3
de matrices adjuntas se cumple que (A∗y)∗x = y∗(A∗)∗x = y∗Ax. Esta última
igualdad es precisamente la definición de 〈Ax, y〉, como queŕıamos. �

Definición 1.11. Sea V un espacio vectorial sobre C. Una norma en V es una
función ‖ · ‖ : V → R que satisface las siguientes propiedades:

‖v‖ ≥ 0, para todo v ∈ V ; y ‖v‖ = 0 si y sólo si v = 0.

‖αv‖ = |α|‖v‖, para todo v ∈ V y α ∈ C.

‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖, para todo v, w ∈ V (desigualdad del triángulo).

Sea V un espacio vectorial sobre C. Se demuestra (ver [2, pág. 3]) que para
cada producto interno 〈·, ·〉 en V , podemos definir una norma en V , a saber:
‖v‖ :=

√
〈v, v〉, para todo v ∈ V .

Definición 1.12. Llamaremos norma euclidiana a la norma dada por el producto
interno en Cn, esto es: ‖x‖ :=

√
〈x, x〉 =

√
x∗x, para todo x ∈ Cn.

Proposición 1.13 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean x, y ∈ Cn. Entonces

| 〈x, y〉 | ≤ ‖x‖ · ‖y‖,

con igualdadad si y sólo si x e y son linealmente dependientes (ver [1, pág. 19]).
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Definición 1.14. Decimos que U ∈Mn(C) es una matriz unitaria, si U∗U = I.

De la definición se sigue que UU∗ = I y además que U es biyectiva.

Lema 1.15. Sea U ∈ Mn(C) una matriz unitaria. Entonces, para todo x ∈ Cn

se cumple ‖Ux‖ = ‖x‖.

Demostración. Por definición ‖Ux‖2 = 〈Ux, Ux〉. Luego, por el Lema 1.10 y como
U es unitaria 〈Ux, Ux〉 = 〈x, U∗Ux〉 = 〈x, Ix〉 = ‖x‖2. �

Este lema establece que la norma del vector que surgue al aplicarle una matriz
unitaria a un vector cualquiera, es igual a la norma del vector original. Por esta
razón, las matrices unitarias también son llamadas isometŕıas.

El siguiente teorema será de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.16 (Teorema de Schur). Sea A ∈Mn(C). Entonces existe una matriz
unitaria U tal que U∗AU es una matriz triangular superior.

Demostración. Procederemos por inducción sobre el tamaño de la matriz.

Si n = 1, claramente A es una matriz triangular superior.

Si n > 1, supondremos que el teorema se cumple para matrices de tamaño
(n−1)×(n−1). Sea λ1 un eigenvalor de A, y sea x1 un eigenvector de A correspon-
diente a λ1 con ‖x1‖ = 1. Entonces usando el algoritmo de Gram-Schmidt [1, pág.
27] podemos obtener vectores x2, ..., xn tales que {x1, x2, ..., xn} es una base orto-
normal de Cn (recordemos que un conjunto de vectores son ortonormales si cada
uno tiene norma 1 y el producto interno entre dos cualesquiera de ellos es cero).
Aśı, colocando estos vectores como columnas en una matriz U1 = [x1 x2 · · · xn]
tenemos

U∗1AU1 =


—x∗1—
—x∗2—

...
—x∗n—

A

 | | |
x1 x1 · · · x1

| | |



=


x∗1Ax1 x∗1Ax2 · · · x∗1Axn
x∗2Ax1 x∗2Ax2 · · · x∗2Axn

...
...

...
x∗nAx1 x∗nAx2 · · · x∗nAxn

 ,
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y dado que Ax1 = λ1x1, se sigue que:

U∗1AU1 =


x∗1λ1x1 x∗1Ax2 · · · x∗1Axn
x∗2λ1x1 x∗2Ax2 · · · x∗2Axn

...
...

...
x∗nλ1x1 x∗nAx2 · · · x∗nAxn



=


λ1‖x1‖2 x∗1Ax2 · · · x∗1Axn
λ1 〈x1, x2〉 x∗2Ax2 · · · x∗2Axn

...
...

...
λ1 〈x1, xn〉 x∗nAx2 · · · x∗nAxn



=


λ1 x∗1Ax2 · · · x∗1Axn
0 x∗2Ax2 · · · x∗2Axn
...

...
...

0 x∗nAx2 · · · x∗nAxn

 ,

pues {x1, x2, ..., xn} es una base ortonormal. De esta manera podemos escribir

U∗1AU1 =

(
λ1 Y1

0 A1

)

en forma de bloque. Luego, dado que A1 es una matriz de tamaño (n−1)×(n−1)
sabemos, por hipótesis de inducción, que existe una matriz unitaria W de tamaño
(n− 1)× (n− 1), tal que T1 := W ∗A1W es una matriz triangular superior. Aśı,

definiendo la matriz unitaria U2 =

(
1 0
0 W

)
en forma de bloque, la matriz

U = U1U2 es una matriz unitaria, y además cumple

U∗AU = (U1U2)
∗A(U1U2)

= U∗2 (U∗1AU1)U2

=

(
1 0
0 W ∗

)(
λ1 Y1

0 A1

)(
1 0
0 W

)
=

(
λ1 Y1W
0 W ∗AW

)
=

(
λ1 Y1W
0 T1

)
.

Esto muestra que U∗AU es una matriz triangular superior como se afirmó. �

Notemos que las entradas de la diagonal principal de la matriz triangular del
Teorema de Schur son los eigenvalores de A incluyendo las posibles multiplicida-
des.

Definición 1.17. Decimos que A ∈Mn(C) es una matriz normal, si A∗A = AA∗.
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El siguiente lema será útil.

Lema 1.18. Sea T ∈Mn(C) una matriz triangular superior. Entonces T es una
matriz normal si y sólo si T es una matriz diagonal.

Demostración. Con un cálculo podemos ver que si T es diagonal, entonces T es
normal.

Ahora supongamos que T es una matriz normal de la forma

T =


m11 m12 · · · m1n

0 m22 · · · m2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · mnn

 .

Las entradas de la diagonal de T ∗T − TT ∗ cumplen



m̄11 0 · · · 0 · · · 0
m̄12 m̄22 · · · 0 · · · 0

...
...

. . .
... · · ·

...
m̄1i m̄2i · · · m̄ii · · · 0

...
... · · ·

...
. . .

...
m̄1n m̄2n · · · m̄in · · · m̄nn





m11 m12 · · · m1i · · · m1n

0 m22 · · · m2i · · · m2n

...
...

. . .
... · · ·

...
0 0 · · · mii · · · min

...
... · · ·

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · mnn




ii

−





m11 m12 · · · m1i · · · m1n

0 m22 · · · m2i · · · m2n

...
...

. . .
... · · ·

...
0 0 · · · mii · · · min

...
... · · ·

...
. . .

...
0 0 · · · 0 · · · mnn





m̄11 0 · · · 0 · · · 0
m̄12 m̄22 · · · 0 · · · 0

...
...

. . .
... · · ·

...
m̄1i m̄2i · · · m̄ii · · · 0

...
... · · ·

...
. . .

...
m̄1n m̄2n · · · m̄in · · · m̄nn




ii

=
i∑

k=1

|mki|2 −
n∑

k=i

|mik|2.

Luego, como por hipótesis T es una matriz normal, T ∗T − TT ∗ = 0, entonces

0 = [T ∗T − TT ∗]11 = −(|m12|2 + |m13|2 + |m14|2 + · · ·+ |m1n|2),

lo cual ocurre si y sólo si |m1k| = 0, para todo k ∈ {2, 3, ..., n}. Por lo que entonces

0 = [T ∗T − TT ∗]22

= |m12|2 − (|m23|2 + |m24|2 + · · ·+ |m2n|2)
= −(|m23|2 + |m24|2 + · · ·+ |m2n|2),

pero esto ocurre si y sólo si |m2k| = 0, para todo k ∈ {3, 4, ..., n}. Pero entonces

0 = [T ∗T − TT ∗]33

= |m13|2 + |m23|2 − (|m34|2 + · · ·+ |m3n|2)
= −(|m34|2 + · · ·+ |m3n|2).
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De igual manera, esto ocurre si y sólo si |m3k| = 0, para todo k ∈ {4, ..., n}.
Continuando con este proceso podemos concluir que T , es en efecto, una matriz

diagonal. �

El Teorema de Schur aplicado a matrices normales se llama Teorema Espec-
tral.

Corolario 1.19 (Teorema Espectral). Sea A ∈Mn(C) una matriz normal. Enton-
ces existe una matriz unitaria U tal que U∗AU es una matriz diagonal.

Demostración. Por el Teorema de Schur sabemos que existe una matriz unitaria
U tal que T := U∗AU es una matriz triangular superior.

Luego, de la hipótesis sobre A, se tiene:

T ∗T = (U∗AU)∗(U∗AU)

= U∗A∗UU∗AU

= U∗A∗AU

= U∗AA∗U

= U∗AUU∗A∗U

= (U∗AU)(U∗AU)∗

= TT ∗.

Es decir, la matriz triangular superior T es una matriz normal. Por lo tanto,
aplicando el Lema 1.18, se tiene que T es diagonal. �

La siguiente definición será útil.

Definición 1.20. Sea A ∈ Mn(C). Definimos la traza de A como la suma de los
elementos de la diagonal principal de A.

El siguiente lema muestra algunas propiedades de la traza.

Lema 1.21. Sean A,B ∈Mn(C) y α, β ∈ C. Entonces

1. traza (αA+ βB) = α traza (A) + β traza (B).

2. traza (AB) = traza (BA).

3. traza(A∗) = traza(A).
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Demostración. Con un cálculo se puede verificar que la parte 1 se cumple.

Para verificar la parte 2 notemos que las entradas de la diagonal de AB son





a11 a12 · · · a1i · · · a1n

a21 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
...

...
ai1 ai2 · · · aii · · · ain
...

...
...

...
an1 an2 · · · ani · · · ann





b11 b12 · · · b1i · · · b1n
b21 b22 · · · b2i · · · b2n
...

...
...

...
bi1 bi2 · · · bii · · · bin
...

...
...

...
bn1 bn2 · · · bni · · · bnn




ii

=
n∑
k=1

aikbki.

Análogamente las entradas de la diagonal de la matriz BA son
∑n

k=1 bikaki. Aśı,
traza(BA) =

∑n
i=1

∑n
k=1 bikaki =

∑n
i=1

∑n
k=1 akibik = traza(AB).

Para verificar la propiedad 3 primero notemos que traza(AT ) = traza(A), por
lo tanto traza(A∗) = traza(ĀT ) = traza(Ā) = traza(A). �

Definición 1.22. Sean A,B ∈ Mn(C). Decimos que A y B son unitariamente
equivalentes, si existe una matriz unitaria U tal que A = U∗BU .

Se puede verificar que dos matrices unitariamente equivalentes tienen la misma
traza. Más aún, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.23. Sea A ∈Mn(C) y sean λ1, λ2, . . . , λn sus eigenvalores incluyendo
las posibles multiplicidades. Entonces traza (A) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.

Demostración. Por el Teorema de Schur sabemos que existe U unitaria tal que
U∗AU es triangular, y además las entradas de la diagonal principal son los ei-
genvalores de A incluyendo las posibles multiplicidades. Entonces λ1 + λ2 + · · ·+
λn = traza (U∗AU). Luego, por la propiedad 2 del Lema 1.21 se cumple que
traza (U∗(AU)) = traza ((AU)U∗) = traza (A). �

Definición 1.24. Decimos que la norma ‖·‖ definida enMn(C) es unitariamente
invariante si para toda U unitaria, se cumple ‖U∗AU‖ = ‖A‖ para todo A ∈
Mn(C).

En las siguientes dos secciones presentaremos normas unitariamente invarian-
tes definidas en Mn(C).
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1.2

Norma de Frobenius

Iniciaremos esta sección con el siguiente lema.

Lema 1.25. Sea A ∈Mn(C), digamos

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 .

Entonces traza(A∗A) =
∑

ij |aij|2.

Demostración. Como

[A∗A]jj =





ā11 ā21 · · · āj1 · · · ān1

ā12 ā22 · · · āj2 · · · ān2

...
...

...
...

ā1j ā2j · · · ājj · · · ānj

...
...

...
...

ā1n ā2n · · · ājn · · · ānn





a11 a12 · · · a1j · · · a1n

a21 a22 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

aj1 aj2 · · · ajj · · · ajn

...
...

...
...

an1 an2 · · · anj · · · ann




jj

=
n∑

i=1

|aij |2,

tenemos que traza(A∗A) =
∑n

j=1

∑n
i=1 |aij|2 =

∑
ij |aij|2. �

Lema 1.26. Sea 〈A,B〉 := traza(B∗A), para A,B ∈ Mn(C). Entonces 〈·, ·〉
define un producto interno en Mn(C).

Demostración. Verificaremos que las condiciones de la Definición 1.8 se satisfacen.
Sean A,B,C ∈Mn(C) y α, β ∈ C. Entonces por el Lema 1.21 se cumple

〈αA+ βB,C〉 = traza(C∗(αA+ βB))

= traza(αC∗A+ βC∗B)

= α traza(C∗A) + β traza(C∗B)

= α 〈A,C〉+ β 〈B,C〉 .

Por la propiedad 3 del Lema 1.21 y las propiedades 3 y 1 de matrices adjuntas
〈B,A〉 = traza(A∗B) = traza((A∗B)∗) = traza(B∗A) = 〈A,B〉 .
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Sea A ∈ Mn(C). Entonces 〈A,A〉 = traza(A∗A) =
∑

ij |aij|2 (Lema 1.25).
Por lo tanto 〈A,A〉 ≥ 0 con igualdad si y sólo si A = 0. �

Definición 1.27. Sea A ∈Mn(C). Definimos la norma de Frobenius (o euclidia-

na) de A como ‖A‖F :=
√∑

ij |aij|2.

Aśı, por el Lema 1.25 y el Lema 1.26 tenemos ‖A‖F =
√

traza(A∗A) =√
〈A,A〉. Esto implica que la norma de Frobenius es una norma. En lo que resta

de esta sección mostraremos algunas de sus propiedades.

Lema 1.28. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖A∗‖F = ‖A‖F .

Demostración. Es inmediato de la definición de la norma de Frobenius. �

Proposición 1.29. Sean A,B ∈Mn(C). Entonces ‖AB‖F ≤ ‖A‖F‖B‖F .

Demostración. Sean

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 y B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn

 ,

y sean ai := (āi1, āi2, · · · , āin)T y bi := (b1i, b2i, · · · , bni)T para todo i ∈ {1, 2, ..., n}.
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Entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

‖AB‖2F =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


〈b1, a1〉 〈b2, a1〉 · · · 〈bn, a1〉
〈b1, a2〉 〈b2, a2〉 · · · 〈bn, a2〉

...
...

...
〈b1, an〉 〈b2, an〉 · · · 〈bn, an〉


∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

F

=
∑
ij

| 〈bj, ai〉 |2

≤
∑
ij

‖bj‖2‖ai‖2

=
∑
i

‖ai‖2
∑
j

‖bj‖2

=
∑
ij

|āij|2
∑
ij

|bij|2

=
∑
ij

|aij|2
∑
ij

|bij|2

= ‖A‖2F‖B‖2F ,

como queŕıamos. �

La igualdad en esta proposición no siempre ocurre. A continuación presenta-
mos un ejemplo.

Ejemplo. Sean A =
(

2 1
0 1

)
y B =

(
2 0
1 1

)
. Entonces ‖BA‖F =

∥∥∥∥( 5 1
1 1

)∥∥∥∥
F

=
√

28 y ‖A‖F ‖B‖F =
√

6
√

6 = 6. En este caso, la desigualdad es estricta.

Proposición 1.30. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖A∗A‖F ≤ ‖A‖2F .

Demostración. El resultado se sigue de la Proposición 1.29 y del Lema 1.28. �

Notemos que en el ejemplo anterior B = A∗, lo cual hace de éste también un
ejemplo para ilustrar que la igualdad de esta proposición no siempre ocurre.

Lema 1.31. Sea U ∈Mn(C) una matriz unitaria. Entonces ‖U‖F =
√
n.

Demostración. Se sigue de que ‖U‖2F = 〈U,U〉 = traza(U∗U) = traza(I) = n. �

La siguiente proposición muestra que la norma de Frobenius es unitariamente
invariante.

Proposición 1.32. Sea A ∈ Mn(C) y sea U una matriz unitaria. Entonces
‖U∗AU‖F = ‖A‖F .
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Demostración. Se sigue de ‖U∗AU‖2F = 〈U∗AU,U∗AU〉 = traza((U∗AU)∗(U∗AU)) =
traza(U∗A∗UU∗AU) = traza(U∗A∗AU) = traza(A∗AUU∗) = traza(A∗A) = ‖A‖2F . �

Lema 1.33. Sea A ∈ Mn(C) y sea x ∈ Cn. Entonces ‖Ax‖ ≤ ‖A‖F‖x‖, con
igualdad si y sólo si el rango de A es uno y x̄ está en el espacio fila de A.

Demostración. Sea

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


y sea ai = (ai1, ai2, · · · , ain)T , para todo i ∈ {1, 2, ..., n}. Entonces por la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz

‖Ax‖2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1

x2
...
xn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


x1a11 + x2a12 + · · ·+ xna1n

x1a21 + x2a22 + · · ·+ xna2n
...

x1an1 + x2an2 + · · ·+ xnann


∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥


〈a1, x̄〉
〈a2, x̄〉

...
〈an, x̄〉


∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

= |〈a1, x̄〉|2 + |〈a2, x̄〉|2 + · · ·+ |〈an, x̄〉|2

≤ ‖a1‖2‖x̄‖2 + ‖a2‖2‖x̄‖2 + · · ·+ ‖an‖2‖x̄‖2

= (‖a1‖2 + ‖a2‖2 + · · ·+ ‖an‖2)‖x‖2

= ‖A‖2F‖x‖2,

con igualdad si y sólo si x̄ es linealmente dependiente a cada fila de A, es decir, si
x̄ = α1a1 = α2a2 = · · · = αnan, para algunas constantes αi, con i ∈ {1, 2, ..., n}.
Esto implica que cada fila de A es un múltiplo de x̄. Sin embargo, esto ocurre si
y sólo si el rango de A es uno y x̄ está en el espacio fila de A. �
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1.3

Norma Usual de Operadores

Sea A ∈ Mn(C). Dado que el operador A y la norma euclidiana son fun-
ciones continuas, la imagen del conjunto compacto {x ∈ Cn : ‖x‖ ≤ 1}, bajo
la composición de A y la norma euclidiana, es compacto. Es decir, el conjunto
{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} es compacto, y por lo tanto cerrado y acotado. Esto implica
que el sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} es un número finito y se alcanza. A continuación
justificaremos cómo el sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} equipa a Mn(C) con una norma.

Definición 1.34. Sea A ∈ Mn(C). Definimos la norma usual del operador A
como ‖A‖ := sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

A diferencia de la norma de Frobenius, la norma usual de operadores no
proviene de un producto interno (justificaremos esto al final de la sección). Sin
embargo, śı es una norma.

Proposición 1.35. La norma usual de operadores es una norma en Mn(C).

Demostración. Verificaremos que las condiciones de la Definición 1.11 se cumplen.
Claramente, ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≥ 0 para todo A ∈ Mn(C).

Notemos que si ‖A‖ = 0, entonces Ax = 0 para todo x ∈ {y ∈ Cn : ‖y‖ ≤ 1}.
Luego, por linealidad Ax = 0, para todo x ∈ Cn. Esto nos permite concluir que
A = 0. Aśı, ‖A‖ = 0 si y sólo si A = 0.

Observemos que para todo A ∈Mn(C) y α ∈ C

‖αA‖ = sup{‖(αA)x‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= sup{|α|‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= |α| sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= |α|‖A‖.

Para demostrar que la norma usual de operadores satisface la desigualdad del
triángulo primero notemos que, para todo A,B ∈Mn(C), por la desigualdad del
triángulo de la norma euclidiana en Cn:

‖A+B‖ = sup{‖(A+B)x‖ : ‖x‖ ≤ 1}
= sup{‖Ax+Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}
≤ sup{‖Ax‖+ ‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}.

Además,

sup{‖Ax‖+ ‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤ sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1}+ sup{‖Bx‖ : ‖x‖ ≤ 1}.
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Esto prueba que ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖. �

A continuación mostraremos algunas propiedades que, al igual que la norma
de Frobenius, satisface la norma usual de operadores. Comencemos notando que
la norma usual de operadores satisface la primera parte del Lema 1.33.

Lema 1.36. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖Ay‖ ≤ ‖A‖ · ‖y‖ para todo y ∈ Cn.

Demostración. En el caso y = 0 la desigualdad es trivial. Por otro lado, si y 6= 0

basta notar que
∥∥∥A( y

‖y‖

)∥∥∥ ≤ sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A‖. �

Lema 1.37. Sea A ∈ Mn(C). Entonces existe x0 ∈ Cn, con ‖x0‖ = 1 tal que
‖A‖ = ‖Ax0‖.

Demostración. Primero supongamos A 6= 0. Como mencionamos al inicio de esta
sección, el sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} se alcanza, es decir, existe un x0 ∈ Cn con
‖x0‖ ≤ 1 tal que ‖A‖ = ‖Ax0‖. Luego, por el lema anterior ‖A‖ ≤ ‖A‖ · ‖x0‖, y
por lo tanto 1 ≤ ‖x0‖. Aśı, ‖x0‖ = 1. Si A = 0, el resultado es trivial. �

Lema 1.38. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖A∗‖ = ‖A‖.

Demostración. Iniciaremos probando que ‖A‖ ≤ ‖A∗‖. Por el Lema 1.10 y por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, ‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A∗Ax〉 ≤ ‖x‖·‖A∗Ax‖.
Además, ‖A∗Ax‖ ≤ ‖A∗‖ · ‖Ax‖ (Lema 1.36). Aśı, ‖Ax‖2 ≤ ‖x‖ · ‖A∗‖ · ‖Ax‖ y
por lo tanto ‖Ax‖ ≤ ‖x‖ · ‖A∗‖. Esto implica que ‖A‖ = sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤
sup{‖x‖ · ‖A∗‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A∗‖ sup{‖x‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A∗‖.

Para probar que ‖A∗‖ ≤ ‖A‖, basta aplicar el argumento anterior a A∗. �

Proposición 1.39. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖A∗A‖ = ‖A‖2.

Demostración. Primero mostraremos que ‖A‖2 ≤ ‖A∗A‖. Por el Lema 1.10 y por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, ‖Ax‖2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A∗Ax〉 ≤ ‖x‖ · ‖A∗Ax‖.
Además, ‖A∗Ax‖ ≤ ‖A∗A‖ · ‖x‖ (Lema 1.36). Aśı, ‖Ax‖2 ≤ ‖x‖2 · ‖A∗A‖. Esto
implica que ‖A‖2 = sup{‖Ax‖2 : ‖x‖ ≤ 1} ≤ sup{‖x‖2 · ‖A∗A‖ : ‖x‖ ≤ 1} =
‖A∗A‖ sup{‖x‖2 : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A∗A‖.

Para probar ‖A∗A‖ ≤ ‖A‖2, notemos que ‖A∗Ax‖ ≤ ‖A∗‖·‖Ax‖ (Lema 1.36).
Por lo tanto ‖A∗A‖ = sup{‖A∗Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} ≤ sup{‖A∗‖ · ‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} =
‖A∗‖ sup{‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} = ‖A∗‖‖A‖. El resultado se sigue del Lema 1.38. �
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Lema 1.40. Sea U ∈Mn(C) una matriz unitaria. Entonces ‖U‖ = 1.

Demostración. Por el Lema 1.15 se cumple ‖U‖ = sup{‖Ux‖ : ‖x‖ ≤ 1} =
sup{‖x‖ : ‖x‖ ≤ 1} = 1. �

Al igual que la norma de Frobenius, la norma usual de operadores es unita-
riamente invariante.

Proposición 1.41. Sea A ∈Mn(C) y sea U unitaria. Entonces ‖U∗AU‖ = ‖A‖.

Demostración. Iniciaremos probando que ‖AU‖ = ‖A‖. Como U es suprayectiva
se cumple que para todo x ∈ Cn existe y ∈ Cn tal que x = Uy. Aśı, ‖x‖ = ‖Uy‖.
Luego, como U es una isometŕıa (Lema 1.15) tenemos ‖x‖ = ‖y‖, y por lo tanto
‖A‖ = {‖Ax‖ : ‖x‖ ≤ 1} = {‖AUy‖ : ‖y‖ ≤ 1} = ‖AU‖.

Ahora probaremos que ‖U∗B‖ = ‖B‖, para todo B ∈ Mn(C). Aplicando lo
que acabamos de probar a B∗, tenemos ‖B∗U‖ = ‖B∗‖. Luego, por el Lema 1.38
el lado izquierdo de esta igualdad cumple ‖B∗U‖ = ‖(B∗U)∗‖ = ‖U∗B‖ y el lado
derecho es ‖B‖. Aśı, ‖U∗B‖ = ‖B‖.

Esto implica que ‖U∗(AU)‖ = ‖AU‖ = ‖A‖ como queŕıamos. �

Sea A ∈ Mn(C). El operador A “estira” cualquier vector x ∈ Cn a una
longitud no mayor que ‖A‖ · ‖x‖, pues ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ (Lema 1.36). Esto
indica que ‖A‖ puede ser pensada como el factor más grande por el cual A
“estira” cualquier vector. Más aún, se tiene la siguiente proposición.

Proposición 1.42. Sea A ∈Mn(C). Entonces

‖A‖ = ı́nf{k ≥ 0 : ‖Ax‖ ≤ k‖x‖,∀x ∈ Cn}.

Demostración. Llamemos Ψ al conjunto {k ≥ 0 : ‖Ax‖ ≤ k‖x‖,∀x}, el cual es no
vaćıo, pues ‖A‖ ∈ Ψ (Lema 1.36), y además es acotado inferiormente. Denotemos
por α ≥ 0 a este ı́nfimo. Esto implica que α ≤ ‖A‖.

Para demostrar la igualdad entre α y ‖A‖, basta mostrar que α ≥ ‖A‖.
Procederemos por contradicción. Supongamos α < ‖A‖. Entonces existe c ∈ Ψ
tal que α ≤ c < ‖A‖. Por el Lema 1.37 sabemos que existe x0 ∈ Cn, con ‖x0‖ = 1
tal que ‖A‖ = ‖Ax0‖ y como c cumple ‖Ax0‖ ≤ c‖x0‖ = c, entonces ‖A‖ ≤ c.
Sin embargo, esto contradice que c < ‖A‖. �

Calcular la norma usual de un operador ya sea con la primera definición que
dimos o con esta nueva manera de enunciarla, no siempre es fácil ya que el cálculo
puede volverse complicado y tedioso. El siguiente teorema nos proporciona otra
alternativa para calcular la norma usual de un operador dado.

Definición 1.43. Decimos que A ∈ Mn(C) es una matriz autoadjunta o hermi-
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tiana, si A∗ = A.

Teorema 1.44. Sea A ∈Mn(C) una matriz autoadjunta. Entonces

‖A‖ = máx{|λ| : λ es eigenvalor de A}.

Demostración. Primero notemos que como A es una matriz autoadjunta y por
lo tanto normal, el Teorema Espectral afirma que existe una matriz unitaria U
tal que U∗AU es diagonal. Además, las entradas de la diagonal de U∗AU son los
eigenvalores de A incluyendo las posibles multiplicidades, digamos λ1, λ2, . . . , λn.
Aśı, por la Proposición 1.41 se cumple que

‖A‖ = ‖U∗AU‖
= sup{‖U∗AUx‖ : ‖x‖ ≤ 1}

= sup


∥∥∥∥∥∥∥∥∥


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn




x1

x2

...
xn


∥∥∥∥∥∥∥∥∥ :
√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 ≤ 1


= sup

{√
|λ1|2|x1|2 + |λ2|2|x2|2 + · · ·+ |λn|2|xn|2 :

√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 ≤ 1

}
.

Sin pérdida de generalidad supondremos |λ1| = máx{|λ| : λ es eigenvalor de A}.
Entonces√

|λ1|2|x1|2 + |λ2|2|x2|2 + · · ·+ |λn|2|xn|2 ≤ |λ1|
√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2,

lo cual implica

sup
{√
|λ1|2|x1|2 + |λ2|2|x2|2 + · · ·+ |λn|2|xn|2 :

√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 ≤ 1

}
≤ |λ1|,

equivalentemente ‖A‖ ≤ máx{|λ| : λ es eigenvalor de A}.
Por otro lado, observemos que

|λi| ∈
{√
|λ1|2|x1|2 + |λ2|2|x2|2 + · · ·+ |λn|2|xn|2 :

√
|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2 ≤ 1

}
,

pues |λi| =
√
|λ1|2 · 02 + · · ·+ |λi|2 · 12 + · · ·+ |λn|2 · 02, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Por lo tanto máx{|λ| : λ es eigenvalor de A} ≤ ‖A‖. Esto muestra lo deseado. �

Corolario 1.45. Sea A ∈Mn(C). Entonces

‖A‖ =
√

máx{|λ| : λ es eigenvalor de A∗A}.

Demostración. Como A∗A es autoadjunta y ‖A‖ =
√
‖A∗A‖ (Proposición 1.39),

por el Teorema 1.44 tenemos ‖A‖ =
√

máx{|λ| : λ es eigenvalor de A∗A}. �

Vamos a terminar esta sección observando que la norma usual de operadores
no proviene de un producto interno, pues no satisface la ley del paralelogramo
(ver [11, pág. 80]). El siguiente ejemplo muestra esto para n = 2.
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Ejemplo. Sean A =

(
0 1
0 0

)
y B =

(
1 0
0 1

)
. Entonces

‖A+B‖2 =

∥∥∥∥( 1 1
0 1

)∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥( 1 0
1 1

)(
1 1
0 1

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥( 1 1
1 2

)∥∥∥∥
= máx

{
|λ| : λ es eigenvalor de

(
1 1
1 2

)}
=

3 +
√

5

2
,

y

‖A−B‖2 =

∥∥∥∥( −1 1
0 −1

)∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥( −1 0
1 −1

)(
−1 1
0 −1

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥( 1 −1
−1 2

)∥∥∥∥
= máx

{
|λ| : λ es eigenvalor de

(
1 −1
−1 2

)}
=

3 +
√

5

2
.

Luego, como ‖A‖ = 1 = ‖B‖ la ley del paralelogramo no se cumple.

En el caso n > 2 se puede verificar que, de manera análoga al caso n = 2, la
norma usual de operadores no proviene de un producto interno.

1.4

Equivalencia de Normas

Iniciaremos notando que por la Proposición 1.42 y el Lema 1.33 tenemos
‖A‖ ≤ ‖A‖F . En la siguiente proposición veremos cuando ocurre la igualdad.

Proposición 1.46. Sea A ∈ Mn(C). Entonces ‖A‖ = ‖A‖F si y sólo si el rango
de A es uno.
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Demostración. Supongamos que el rango de A es uno y sea x 6= 0 tal que x̄
está en el espacio fila de A. Entonces ‖A‖F‖x‖ = ‖Ax‖ (Proposición 1.33) y
además ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ (Lema 1.36). Esto implica que ‖A‖F ≤ ‖A‖ y por lo
tanto ‖A‖ = ‖A‖F .

Ahora supongamos ‖A‖ = ‖A‖F . Como existe x0 ∈ Cn con ‖x0‖ = 1 tal que
‖Ax0‖ = ‖A‖ (Lema 1.37) tenemos ‖Ax0‖ = ‖A‖F = ‖A‖F‖x0‖, pero por el
Lema 1.33 esto ocurre sólo si el rango de A es uno. �

Como se verá a continuación, esta relación que existe entre la norma usual de
operadores y la norma de Frobenius no es casualidad.

Definición 1.47. Sean ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 normas definidas en el espacio vectorial
V . Decimos que ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son equivalentes, si existen c1, c2 > 0 tales que
c1‖v‖1 ≤ ‖v‖2 ≤ c2‖v‖1 para todo v ∈ V .

La siguiente proposición muestra que la norma usual de operadores y la norma
de Frobenius son equivalentes.

Proposición 1.48. Sea A ∈Mn(C). Entonces ‖A‖ ≤ ‖A‖F ≤
√
n‖A‖.

Demostración. Como observamos al inicio de esta sección, se cumple ‖A‖ ≤ ‖A‖F .

Para probar la desigualdad ‖A‖F ≤
√
n‖A‖, notemos que ‖A‖2F = traza(A∗A),

y que si λ1,λ2,. . .,λn son los eigenvalores de A∗A, incluyendo las posibles multi-
plicidades, entonces por los Corolarios 1.23 y 1.45 tenemos que traza(A∗A) =
λ1 + · · ·+ λn ≤ |λ1|+ · · ·+ |λn| ≤ nmáx{|λ1|, . . . , |λn|} = n‖A∗A‖ = n‖A‖2. �

Observemos que de la Proposición 1.46 podemos concluir que la desigual-
dad ‖A‖ ≤ ‖A‖F es óptima, es decir, no existe mejor constante c1 > 1 tal que
c1‖A‖ ≤ ‖A‖F para toda A ∈ Mn(C). Por los Lemas 1.31 y 1.40 podemos ver
que la desigualdad ‖A‖F ≤

√
n‖A‖ también es óptima, es decir, no existe mejor

constante c2 <
√
n tal que ‖A‖F ≤ c2‖A‖ para toda A ∈Mn(C).

En lo que resta de esta sección mostraremos que en realidad todas las normas
definidas en espacios vectoriales con dimensión finita, y en part́ıcular enMn(C),
son equivalentes.

Lema 1.49. Sea V un espacio vectorial. Entonces todas las normas definidas en
V son funciones continuas.

Demostración. Sea ‖ · ‖ una norma definida en V . Dado ε > 0, basta elegir
0 < δ ≤ ε. Pues si ‖v−w‖ < δ entonces, como |(|v‖ − ‖w‖)| ≤ ‖v−w‖, tenemos
|(|v‖ − ‖w‖)| < ε. �
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Notación 1.50. Sea V un espacio vectorial y sea ‖ · ‖ una norma definida en
V . Denotamos a la bola cerrada unitaria con la métrica dada por ‖ · ‖ como
D := {v ∈ V : ‖v‖ ≤ 1}.

Lema 1.51. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Entonces la bola uni-
taria cerrada con la métrica dada por cualquier norma es un conjunto compacto.

Demostración. El resultado se sigue del Teorema de Heine-Borel (ver [11, pág.
44]), pues por hipótesis V es de dimensión finita y además la bola cerrada unitaria
es cerrada y acotada. �

Teorema 1.52. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita. Entonces todas
las normas definidas en V son equivalentes.

Demostración. Sean ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 normas definidas en V . Llamaremos S‖·‖2 al
conjunto {v ∈ V : ‖v‖2 = 1}. Como ‖ · ‖1 es una función continua (Lema 1.49)
y S‖·‖2 es un conjunto compacto (pues S‖·‖2 es un subconjunto cerrado de D =
{v ∈ V : ‖v‖2 ≤ 1}, el cual es compacto por el Lema 1.51) la norma ‖ · ‖1
alcanza su mı́nimo y su máximo en S‖·‖2 . Sean c1 = mı́n

{
‖w‖1 : w ∈ S‖·‖2

}
y

c2 = máx
{
‖w‖1 : w ∈ S‖·‖2

}
. Entonces, para v ∈ V distinto de cero v

‖v‖2 ∈ S‖·‖2 y

‖v‖1 = ‖v‖2
∥∥∥∥( v

‖v‖2

)∥∥∥∥
1

≥ ‖v‖2 mı́n
{
‖w‖1 : w ∈ S‖·‖2

}
= ‖v‖2c1

‖v‖1 = ‖v‖2
∥∥∥∥( v

‖v‖2

)∥∥∥∥
1

≤ ‖v‖2 máx
{
‖w‖1 : w ∈ S‖·‖2

}
= ‖v‖2c2,

es decir, ‖v‖2c1 ≤ ‖v‖1 ≤ ‖v‖2c2. En el caso v = 0, la desiguladad es trivial. �

Notemos que el teorema anterior incluye la Proposición 1.48, pues Mn(C) es
un espacio vectorial de dimensión finita. La ventaja de nuestra proposición es que
nos proporciona expĺıcitamente las constantes c1 y c2 de la Definición 1.47. Estas
constantes serán de utilidad en lo que sigue.

1.5

Conjunto de las Matrices Normales N

Definición 1.53. Sea ‖ · ‖ una norma definida en el espacio vectorial V y sea W
un subconjunto de V . Para cada v ∈ V definimos la distancia de v a W con la
métrica dada por la norma ‖ · ‖ como dist(v,W) := ı́nf{‖v − w‖ : w ∈ W}.
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En general, si V es de dimensión finita y W es cerrado, entonces la distancia
de cualquier elemento fuera de W tiene distancia positiva a W . Veamos esto.

Lema 1.54. Sea ‖ · ‖ una norma definida en el espacio vectorial de dimensión
finita V, y sea W un subconjunto cerrado de V. Entonces para toda v /∈ W se
cumple que dist(v,W) = ı́nf{‖v − w‖ : w ∈ W} es positiva y se alcanza.

Demostración. Notemos que si dist(v,W) = 0, entonces existe una sucesión {wk}
en el conjunto W tal que ‖v − wk‖ → 0 cuando k → ∞. Esto implica que la
sucesión {wk} converge a v, pero esto es una contradicción pues por hipótesis W
es cerrado y v /∈ W . Aśı que dist(v,W) > 0.

Ahora mostremos que la distancia de v a W se alcanza. Sea r := dist(v,W) y
sea {wn} una sucesión deW tal que ‖v−wn‖ → r. Entonces para todo ε > 0 exis-
te un número natural n0 tal que para n ≥ n0 se cumple que |‖v − wn‖ − r| < ε.
Esto implica que la sucesión {wn}, la cual está acotada en un espacio de dimen-
sión finita, tiene una subsucesión convergente. Luego, como por hipotésis W es
un conjunto cerrado con la métrica dada por la norma ‖ · ‖, tenemos que esta
subsucesión converge a algún elemento de W , mostrando aśı lo deseado. �

Notación 1.55. Sea ‖ · ‖ una norma definida en el espacio vectorial V . Para cada
v ∈ V y r > 0 denotamos a la bola abierta centrada en v de radio r con la métrica
dada por la norma ‖ · ‖, como Br(v) := {w ∈ V : ‖v − w‖ < r}.

Lema 1.56. Sea ‖ · ‖ una norma definida en Mn(C) tal que ‖X∗‖ = ‖X‖ para
todo X ∈ Mn(C). Entonces la función φ : Mn(C) → Mn(C) definida como
φ(A) := A∗A− AA∗ es continua con la métrica dada por la norma ‖ · ‖.

Demostración. Primero probaremos que ϕ(A) := A∗ es una función continua con
la métrica dada por la norma ‖·‖, es decir, que la imagen inversa de bolas abiertas
es un conjunto abierto. Sea r > 0. Por la propiedad 2 de matrices autoadjuntas
ϕ−1 (Br(A∗)) := {B ∈ Mn(C) : ‖A∗ − B∗‖ < r} = {B ∈ Mn(C) : ‖(A− B)∗‖ < r} y
como por hipótesis ‖(A−B)∗‖ = ‖A−B‖ entonces ϕ−1 (Br(A∗)) = Br(A).

El hecho de que φ es una función continua se sigue de notar que es la suma
de funciones continuas. �

Denotemos por N al conjunto de matrices normales.

Teorema 1.57. Sea ‖·‖ una norma definida enMn(C) tal que ‖X∗‖ = ‖X‖ para
todo X ∈ Mn(C). Entonces el conjunto de las matrices normales N es cerrado
con la métrica dada por la norma ‖ · ‖.

Demostración. Basta mostrar que toda sucesión en N que converge, converge
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a un elemento de N . Sea {An}∞n=1 una sucesión de matrices normales tal que
ĺımn→∞An = A, y sea φ como en el Lema 1.56. Entonces φ es una función
continua con la métrica dada por la norma ‖ · ‖ y

0 = ĺım
n→∞

(A∗nAn − AnA∗n)

= ĺım
n→∞

φ(An)

= φ( ĺım
n→∞

An)

= φ(A)

= A∗A− AA∗,

es decir, A es una matriz normal. �

Notemos que, por el Lema 1.38 y el Lema 1.28, el teorema anterior indica que
N es un conjunto cerrado con la métrica dada por la norma usual de operadores y
la norma de Frobenius. Aśı, por el Lema 1.54, para cada A /∈ N existen N1, N2 ∈
N tales que dist(A,N ) = dist(A,N1) y distF (A,N ) = distF (A,N2).

Lema 1.58. Sea ‖ · ‖ una norma unitariamente invariante definida en Mn(C).
Entonces para cada A ∈ Mn(C) existe una matriz triangular superior T que
satisface dist‖·‖(A,N ) = dist‖·‖(T,N ).

Demostración. Aplicando el Teorema de Schur 1.16 y dado que la norma es uni-
tariamente invariante se obtiene el resultado. �

Notemos que, como la norma usual de operadores y la norma de Frobenius
son unitariamente invariantes (Proposición 1.41 y 1.32), el lema anterior indi-
ca que para toda A ∈ Mn(C) existe una matriz triangular superior T tal que
dist(A,N ) = dist(T,N ) y distF (A,N ) = distF (T,N ).

En general, calcular la distancia de N a un elemento A ∈Mn(C) es una tarea
dif́ıcil. En el siguiente caṕıtulo abordaremos el caso para las matrices 2× 2.



CAṔITULO 2

Distancia de Matrices 2× 2 a N

En este caṕıtulo, calcularemos la distancia de una matriz 2 × 2 arbitraria al
conjunto de las matrices normales N con las métricas dadas por la norma de
Frobenius y la norma usual de operadores.

Para obtener este resultado, primero calcularemos la distacia de la matriz(
0 1
0 0

)
al conjunto de las matrices diagonales, y luego al conjunto de las ma-

trices normales de la forma

(
0 x
y 0

)
. Este último es un cálculo importante, pues

en este conjunto están las matrices normales para las cuales se alcanza la distacia

de

(
0 1
0 0

)
a N , tanto con la norma de Frobenius (Sección 2.1) como con la

norma usual de operadores (Sección 2.2). Al final de cada una de estas seccio-

nes calcularemos la distacia de

(
λ 1
0 µ

)
a N . En la Sección 2.3 obtendremos

expĺıcitamente la distancia de una matriz arbitraria de tamaño 2× 2 a N con la
métrica dada por ambas normas.

2.1

Distancia Con la Norma de Frobenius

El siguiente lema será útil.

Lema 2.1. Sea x ∈ Cn. Entonces |x − 1|2 + |x|2 ≥ 1
2
, con igualdad si y sólo si

x = 1
2
.

25
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Demostración. El resultado se sigue de observar que

|x|2 + |x− 1|2 = |x|2 + |x|2 + 1− 2 Re(x)

= 2 Re2(x) + 2 Im2(x) + 1− 2 Re(x)

≥ 2 Re2(x)− 2 Re(x) + 1,

y que la función real f(u) = 2u2 − 2u+ 1 tiene un mı́nimo global en u = 1
2
. �

Iniciaremos calculando la distancia de la matriz

(
0 1
0 0

)
a un subconjunto

de N , el conjunto de las matrices diagonales.

Proposición 2.2. La distancia con la norma de Frobenius de

(
0 1
0 0

)
al con-

junto de las matrices diagonales es 1. Además, esta distancia se alcanza para la
matriz cero.

Demostración. El resultado se sigue de notar que∥∥∥∥( 0 1
0 0

)
−
(
w 0
0 z

)∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥( w −1
0 z

)∥∥∥∥
F

=
√
|w|2 + |z|2 + 1.

�

En la siguiente proposición calcularemos la distancia de

(
0 1
0 0

)
al conjunto

de las matrices normales de la forma

(
0 x
y 0

)
.

Proposición 2.3. La distancia con la norma de Frobenius de

(
0 1
0 0

)
al conjun-

to de las matrices normales de la forma

(
0 x
y 0

)
es 1√

2
. Además, esta distancia

se alcanza para las matrices

(
0 1

2

y 0

)
donde |y| = 1

2
.

Demostración. El resultado se sigue de observar que toda matriz normal de la

forma

(
0 x
y 0

)
cumple |x| = |y|, y que entonces por el Lema 2.1∥∥∥∥( 0 1

0 0

)
−
(

0 x
y 0

)∥∥∥∥2

F

=
∥∥∥∥( 0 x− 1

y 0

)∥∥∥∥2

F

= |x− 1|2 + |y|2 = |x− 1|2 + |x|2 ≥ 1
2
,

con igualdad si y sólo si x = 1
2

y por lo tanto |y| = 1
2
. �

Como veremos a continuación, las matrices para las cuales se alcanza la dis-
tancia en la proposición anterior son las mismas para las cuales se alcanza la

distancia de

(
0 1
0 0

)
a N .
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Proposición 2.4. La distancia con la norma de Frobenius de

(
0 1
0 0

)
al con-

junto de las matrices normales N es 1√
2
. Además, esta distancia se alcanza para

las matrices normales

(
0 1

2

y 0

)
donde |y| = 1

2
.

Demostración. Basta notar que toda matriz normal

(
w x
y z

)
cumple |x| = |y|,

y que entonces por el Lema 2.1∥∥∥∥( 0 1
0 0

)
−
(
w x
y z

)∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥( w x− 1
y z

)∥∥∥∥
F

=
√
|w|2 + |x− 1|2 + |y|2 + |z|2

≥
√
|x− 1|2 + |y|2

=
√
|x− 1|2 + |x|2

≥ 1√
2
,

con igualdad si y sólo si w = z = 0 y x = 1
2
. �

Ahora calcularemos la distancia de las matrices de la forma

(
λ 1
0 µ

)
a N .

Proposición 2.5. La distancia con la norma de Frobenius de

(
λ 1
0 µ

)
al conjun-

to de las matrices normales N es 1√
2
. Más aún, si λ = µ, entonces esta distancia

se alcanza para las matrices normales

(
λ 1

2

y µ

)
con |y| = 1

2
. En el caso λ 6= µ

se alcanza para la matriz normal

(
λ 1

2

y µ

)
donde y = 1

2
(λ− µ)(λ− µ)−1.

Demostración. Como toda matriz normal

(
w x
y z

)
cumple |x| = |y|, por el

Lema 2.1 tenemos∥∥∥∥( λ 1
0 µ

)
−
(
w x
y z

)∥∥∥∥
F

=

∥∥∥∥( w − λ x− 1
y z − µ

)∥∥∥∥
F

=
√
|w − λ|2 + |x− 1|2 + |y|2 + |z − µ|2

≥
√
|x− 1|2 + |y|2

=
√
|x− 1|2 + |x|2

≥ 1√
2
,

con igualdad si y sólo si w = λ, z = µ y x = 1
2
.
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Mediante un cálculo se puede verificar que si λ = µ, entonces las matrices

normales

(
λ 1

2

y µ

)
con |y| = 1

2
cumplen igualdad en la desigualdad anterior.

En el caso λ 6= µ, la igualdad se cumple para la matriz normal

(
λ 1

2

y µ

)
donde

y = 1
2
(λ− µ)(λ− µ)−1. Claramente, éstas son las únicas matrices normales para

las que se alcanza la igualdad. �

2.2

Distancia Con la Norma Usual de Operadores

Al igual que en la sección anterior, comenzaremos calculando la distacia de la

matriz

(
0 1
0 0

)
al conjunto de las matrices diagonales.

Proposición 2.6. La distancia con la norma usual de operadores de

(
0 1
0 0

)
al

conjunto de las matrices diagonales es 1. Además, esta distancia se alcanza para
la matriz cero.

Demostración. Sea

(
w 0
0 z

)
una matriz diagonal arbitraria. Entonces por el

Corolario 1.45 del Caṕıtulo 1∥∥∥∥( 0 1
0 0

)
−
(
w 0
0 z

)∥∥∥∥ =
∥∥∥∥( w −1

0 z

)∥∥∥∥
=

√∥∥∥∥( w̄ 0
−1 z̄

)(
w −1
0 z

)∥∥∥∥
=

√∥∥∥∥( |w|2 −w̄
−w |z|2 + 1

)∥∥∥∥
=

√
máx

{
|λ| : λ es eigenvalor de

(
|w|2 −w̄
−w |z|2 + 1

)}

=

√√√√∣∣∣∣∣ |w|2 + |z|2 + 1
2

+

√
(|w|2 − |z|2 − 1)2 + 4|w|2

2

∣∣∣∣∣.
Notemos que el primer término de la suma dentro de la ráız cumple |w|

2+|z|2+1
2 ≥ 1

2 .

El segundo término satisface

√
(|w|2−|z|2−1)2+4|w|2

2
≥ 1

2
pues

(|w|2 − |z|2 − 1)2 + 4|w|2 ≥ 1,
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ya que

(|w|2 − |z|2 − 1)2 + 4|w|2 − 1 = |w|4 + |z|4 + 1− 2|w|2|z|2 − 2|w|2 + 2|z|2 + 4|w|2 − 1
= |w|4 + |z|4 − 2|w|2|z|2 + 2|w|2 + 2|z|2

= (|w|2 − |z|2)2 + 2(|w|2 + |z|2) ≥ 0.

De aqúı que√√√√∣∣∣∣∣ |w|2 + |z|2 + 1

2
+

√
(|w|2 − |z|2 − 1)2 + 4|w|2

2

∣∣∣∣∣ ≥ 1.

Observemos que la igualdad ocurre si y sólo si w = z = 0. �

El siguiente lema será útil.

Lema 2.7. Sea x ∈ C. Entonces máx{|x|, |x− 1|} ≥ 1
2
, con igualdad si y sólo si

x = 1
2
.

Demostración. Se puede verificar algebraicamente que este máximo es mayor o
igual que 1

2
(por ejemplo, usando el Lema 2.1). Sin embargo, preferimos la si-

guiente demostración geométrica.

1. Si |x| < 1
2
. Entonces 1

2
< |x−1|, y por lo tanto máx{|x|, |x−1|} = |x−1| > 1

2
.

Esto lo podemos observar en la siguiente figura

2. Si |x| > 1
2
. Entonces pueden suceder los siguientes tres casos:

|x| = |x − 1|. Notemos que esto ocurre si y sólo si Re(x) = 1
2
. En la

siguiente figura representamos este hecho.

En este caso máx{|x|, |x− 1|} = |x− 1| = |x| > 1
2
.

|x| > |x − 1|. Con ayuda de la siguiente figura podemos ver que esto
ocurre si y sólo si Re(x) ∈

(
1
2
, |x|
]
,
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aśı que entonces máx{|x|, |x− 1|} = |x| > 1
2
.

|x| < |x − 1|. En la siguiente figura se puede obervar que esto ocurre
si y sólo si Re(x) ∈

[
−|x|, 1

2

)
.

Aśı, máx{|x|, |x− 1|} = |x− 1| > 1
2
.

En cualquiera de estas tres posibilidades que ocurren cuando |x| > 1
2
, y al

igual que en el caso en que |x| < 1
2
, tenemos

máx{|x|, |x− 1|} > 1

2
.

3. Por último supongamos que |x| = 1
2
. Entonces, como podemos ver en la

siguiente figura |x| ≤ |x− 1|, con igualdad si y sólo si x = 1
2
.

Aśı que en este caso máx{|x|, |x− 1|} = |x− 1| ≥ 1
2
.

Con esto concluimos lo deseado. �

Proposición 2.8. La distancia con la norma usual de operadores de

(
0 1
0 0

)
al conjunto de las matrices normales de la forma

(
0 x
y 0

)
es 1

2
. Además, esta

distancia se alcanza para las matrices normales

(
0 1

2

y 0

)
donde |y| = 1

2
.
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Demostración. El resultado se sigue de observar que toda matriz normal

(
0 x
y 0

)
cumple |x| = |y|, y que entonces por el Corolario 1.45 y el Lema 2.7

∥∥∥∥( 0 x
y 0

)
−
(

0 1
0 0

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥( 0 x− 1
y 0

)∥∥∥∥
=

√∥∥∥∥( 0 ȳ
x− 1 0

)(
0 x− 1
y 0

)∥∥∥∥
=

√∥∥∥∥( |y|2 0
0 |x− 1|2

)∥∥∥∥
= máx{|y|, |x− 1|}
= máx{|x|, |x− 1|}

≥ 1

2
,

con igualdad si y sólo si x = 1
2

y por lo tanto |y| = 1
2
. �

Como veremos a continuación, las matrices para las cuales se alcanza la dis-
tancia en la proposición anterior son las mismas para las cuales se alcanza la

distancia de

(
0 1
0 0

)
a N .

Proposición 2.9. La distancia con la norma usual de operadores de

(
0 1
0 0

)
al conjunto de las matrices normales N es 1

2
. Además, esta distancia se alcanza

para las matrices normales de la forma

(
0 1

2

y 0

)
donde |y| = 1

2
.

Demostración. Como toda matriz normal

(
w x
y z

)
cumple |x| = |y|, por el

Corolario 1.45 y el Lema 2.1 tenemos

∥∥∥∥( 0 1
0 0

)
−
(
w x
y z

)∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥( w x− 1

y z

)∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥( w̄ ȳ

x− 1 z̄

)(
w x− 1
y z

)∥∥∥∥
=

∥∥∥∥( |w|2 + |y|2 w̄(x− 1) + ȳz

w(x− 1) + yz̄ |x− 1|2 + |z|2
)∥∥∥∥
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= máx
{
|λ| : λ es eigenvalor de

(
|w|2 + |y|2 w̄(x− 1) + ȳz

w(x− 1) + yz̄ |x− 1|2 + |z|2
)}

=
|w|2 + |y|2 + |x− 1|2 + |z|2

2
+

√
(|w|2 + |y|2 − |x− 1|2 − |z|2)2 + 4 |w̄(x− 1) + ȳz|2

2

≥ |w|2 + |y|2 + |x− 1|2 + |z|2

2

≥ |y|2 + |x− 1|2

2

=
|x|2 + |x− 1|2

2

≥ 1
4
,

con igualdad cuando w = z = 0 y x = 1
2
, pues en este caso

|w|2 + |y|2 + |x− 1|2 + |z|2

2
+

√
(|w|2 + |y|2 − |x− 1|2 − |z|2)2 + 4 |w̄(x− 1) + ȳz|2

2
=

1
4
.

Por lo tanto

∥∥∥∥( 0 1
0 0

)
−
(
w x
y z

)∥∥∥∥ = 1
2

para todo matriz normal de la forma(
w x
y z

)
=

(
0 1

2

y 0

)
con |y| = 1

2
. �

Proposición 2.10. La distancia con la norma usual de operadores de

(
λ 1
0 µ

)
al conjunto de las matrices normales N es 1

2
. Más aún, si λ = µ, entonces esta

distancia se alcanza para las matrices normales

(
λ 1

2

y µ

)
con |y| = 1

2
. En el caso

λ 6= µ se alcanza para la matriz normal

(
λ 1

2

y µ

)
donde y = 1

2
(λ− µ)(λ− µ)−1.

Demostración. Como toda matriz normal

(
w x
y z

)
cumple |x| = |y|, por el

Corolario 1.45 y el Lema 2.1

∥∥∥∥( λ 1
0 µ

)
−
(
w x
y z

)∥∥∥∥2

=

∥∥∥∥( w − λ x− 1
y z − µ

)∥∥∥∥2
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=
|w − λ|2 + |y|2 + |x− 1|2 + |z − µ|2

2
+√

(|w − λ|2 + |y|2 − |x− 1|2 − |z − µ|2)2 + 4
∣∣∣(w − λ)(x− 1) + ȳ(z − µ)

∣∣∣2
2

≥ |y|2 + |x− 1|2

2

=
|x|2 + |x− 1|2

2

≥ 1

4
,

con igualdad cuando w = λ, z = µ y x = 1
2
.

Mediante un cálculo se puede verificar que si λ = µ, entonces las matrices

normales

(
λ 1

2

y µ

)
con |y| = 1

2
cumplen igualdad arriba. En el caso λ 6= µ, la

igualdad se cumple para la matriz normal

(
λ 1

2

y µ

)
donde y = 1

2
(λ−µ)(λ− µ)−1.

Claramente, éstas son las únicas matrices normales para las que se alcanza la
igualdad. �

La proposición anterior se puede demostrar recurriendo a la Proposición 1.48.

Proposición 2.11. La distancia con la norma usual de operadores de

(
λ 1
0 µ

)
al conjunto de las matrices normales N es 1

2
.

Demostración. Por la Proposición 1.48

distF

((
λ 1
0 µ

)
,N
)
≤
√

2 dist

((
λ 1
0 µ

)
,N
)

y como distF

((
λ 1
0 µ

)
,N
)

= 1√
2

(Proposición 2.5), tenemos

1

2
≤ dist

((
λ 1
0 µ

)
,N
)
.

El resultado se sigue de notar que esta distancia se alcanza, en el caso λ = µ, para

las matrices normales de la forma

(
λ 1

2

y µ

)
donde |y| = 1

2
. En el caso λ 6= µ,

para la matriz normal

(
λ 1

2

y µ

)
donde y = 1

2
(λ− µ)(λ− µ)−1. �
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2.3

Caso General de 2× 2

Sea A ∈M2(C) una matriz arbitraria. El Teorema de Schur 1.16 nos asegura
que existe una matriz unitaria U tal que T := U∗AU es una matriz triangular,

digamos T =

(
λ x
0 µ

)
. Notemos que si x = 0, entonces T es una matriz diagonal

y por lo tanto normal. Aśı, por el Lema 1.58 la norma usual de operadores cumple
dist(A,N ) = dist(T,N ) = 0, lo cual implica que A es normal.

Si x 6= 0, entonces

dist(A,N ) = dist(T,N )

= dist

((
λ x
0 µ

)
,N
)

= dist

(
x

(
λ
x

1
0 µ

x

)
,N
)

= |x| dist

((
λ
x

1
0 µ

x

)
,N
)

=
|x|
2
.

De igual manera tenemos que distF (A,N ) = |x|√
2
.

Claramente podemos observar que del valor de |x| depende qué tan cerca se
encuentra la matriz A a N . Aśı, mientras |x| sea “casi” cero entonces T , y por lo
tanto A, será “casi” normal. Esta es razón por la cual |x| es lo que en el siguiente
caṕıtulo Henrici [6] llama la “desviación para la normalidad de A”.



CAṔITULO 3

Cota Superior para la Distancia de Matrices n× n a N

En el caṕıtulo anterior encontramos expĺıcitamente la distancia de un elemento
arbitrario de M2(C) al conjunto de las matrices normales N con las métricas
dadas por la norma de Frobenius y la norma usual de operadores. Sin embargo,
esta tarea se torna más tortuosa para n > 2. Esto es debido a que requiere del
cálculo expĺıcito de eigenvalores de matrices de tamaño general y condiciones de
normalidad. Aśı que, en general dado un elemento de Mn(C), si no podemos
obtener expĺıcitamente su distancia a N , por lo menos nos gustaŕıa tener una
cota superior de esta distancia. Con este objetivo en mente hemos escrito este
caṕıtulo, el cual está basado en un trabajo de Henrici [6].

Comenzaremos con la Sección 3.1 introduciendo el concepto de desviación para
la normalidad de una matriz triangular superior, y nos ocuparemos en encontrar
una cota superior para esta desviación. En la Sección 3.2 veremos cómo esta cota
nos ayudará a encontrar la cota superior para la desviación para la normalidad
de matrices no necesariamente triangulares. Gracias a esta cota, en la Sección 3.3
presentaremos una cota superior para la distancia de un elemento de Mn(C) a
N .

3.1

Desviación Para la Normalidad

Sea T ∈Mn(C) de la forma

T =


m11 m12 · · · m1n

0 m22 · · · m2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · mnn

 .

35
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Observemos que al escribir T = D +M , donde

D =


m11 0 · · · 0

0 m22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · mnn


y M := T −D, podemos ver que mientras ‖M‖2F = ‖T‖2F −‖D‖2F sea “casi” cero
entonces T será “casi” diagonal y por lo tanto “casi” normal (Proposición 1.18).
Por esta razón decimos que ‖M‖F , es “la desviación para la normalidad de T”.

En esta sección nos ocuparemos de encontrar una cota superior para “la des-
viación para la normalidad de T”.

Iniciaremos definiendo γij como la entrada ij de la matriz T ∗T−TT ∗, es decir,

T ∗T − TT ∗ =:


γ11 γ12 · · · γ1n

γ21 γ22 · · · γ2n
...

...
...

...
γn1 γn2 · · · γnn

 .

El siguiente lema nos proporciona expĺıcitamente los elementos de la diagonal de
esta matriz en términos de las entradas de M .

Lema 3.1. Los elementos de la diagonal de T ∗T − TT ∗ son de la forma

γii =
i−1∑
k=1

|mki|2 −
n∑

k=i+1

|mik|2,

donde la notación anterior indica que γ11 = −
∑n

k=2 |m1k|2 y γnn =
∑n−1

k=1 |mkn|2.

Demostración. Como T = D +M , entonces

T ∗T − TT ∗ = (D∗ +M∗)(D +M)− (D +M)(D∗ +M∗)

= D∗D +D∗M +M∗D +M∗M −DD∗ −DM∗ −MD∗ −MM∗,

y dado que las matrices diagonales son normales, es decir, D∗D = DD∗, tenemos

T ∗T − TT ∗ = D∗M +M∗D +M∗M −DM∗ −MD∗ −MM∗.

Aśı, los elementos de la diagonal de T ∗T − TT ∗ cumplen

γii = [T ∗T − TT ∗]ii
= [D∗M ]ii + [M∗D]ii + [M∗M ]ii − [DM∗]ii − [MD∗]ii − [MM∗]ii.
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Luego, como los elementos de la diagonal de

D∗M =


m11 0 0 · · · 0

0 m22 0 · · · 0
0 0 m33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · mnn




0 m12 m13 · · · m1n

0 0 m23 · · · m2n

0 0 0 · · · m3n
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0


y de

DM∗ =


m11 0 0 · · · 0

0 m22 0 · · · 0
0 0 m33 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · mnn




0 0 0 · · · 0
m12 0 0 · · · 0
m13 m23 0 · · · 0

...
...

...
. . . 0

m1n m2n m3n · · · 0


son cero, y por lo tanto los elementos de la diagonal de M∗D = (D∗M)∗ y de
MD∗ = (DM∗)∗ también son cero, tenemos que

γii = [T ∗T − TT ∗]ii
= [M∗M ]ii − [MM∗]ii

=





0 ... 0 ... 0 0
m12 ... 0 ... 0 0

...
...

...
...

m1i ... mi−1,i ... 0 0
...

...
...

...
m1,n ... mi−1,n ... mn−1,n 0





0 m12 ... m1i ... m1n

...
...

...
...

0 0 ... mi−1,i ... mi−1,n

...
...

...
...

0 0 ... 0 ... mn−1,n

0 0 ... 0 ... 0




ii

−





0 m12 ... m1i ... m1n

...
...

...
...

0 0 ... mi,i+1 ... min

...
...

...
...

0 0 ... 0 ... mn−1,n

0 0 ... 0 ... 0





0 ... 0 ... 0 0
m12 ... 0 ... 0 0

...
...

...
...

m1i ... mi,i+1 ... 0 0
...

...
...

...
m1,n ... min ... mn−1,n 0




ii

=
i−1∑
k=1

|mki|2 −
n∑

k=i+1

|mik|2,

como queŕıamos. �

La siguiente proposición presenta una primera cota superior para ‖M‖F en
términos de los γii.

Proposición 3.2. Sean T , M y γii como antes. Entonces

‖M‖2F ≤ γ22 + 2γ33 + · · ·+ (n− 1)γnn =
n∑
i=1

(i− 1)γii, (3.1)
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con igualdad si y sólo si T es de la forma

m11 m12 0 · · · 0 0
0 m22 m23 · · · 0 0
0 0 m33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · mn−1,n−1 mn−1,n

0 0 0 · · · 0 mnn


.

Demostración. Primero observemos que por el lema anterior

n∑
i=1

(i− 1)γii =
n−1∑
i=1

(i− 1)γii + (n− 1)γnn

=
n−1∑
i=1

(i− 1)

[
i−1∑
k=1

|mki|2 −
n∑

k=i+1

|mik|2
]

+ (n− 1)
n−1∑
k=1

|mkn|2

=
n−1∑
i=1

i−1∑
k=1

(i− 1)|mki|2 −
n−1∑
i=1

n∑
k=i+1

(i− 1)|mik|2 +
n−1∑
k=1

(n− 1)|mkn|2

=
n∑
i=1

i−1∑
k=1

(i− 1)|mki|2 −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(i− 1)|mij |2,

y como
n∑
i=1

i−1∑
k=1

(i− 1)|mki|2 =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − 1)|mij|2,

entonces

n∑
i=1

(i− 1)γii =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − 1)|mij|2 −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(i− 1)|mij|2

=
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − i)|mij|2.

Aśı,

n∑
i=1

(i− 1)γii − ‖M‖2F =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − i)|mij|2 −
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

|mij|2

=
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − i− 1)|mij|2,

y como es mayor o igual que 0, se tiene la desigualdad (3.1).
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En cuanto a la igualdad, notemos que cuando j = i+ 1, entonces j− i−1 = 0
y por lo tanto

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

(j − i− 1)|mij|2 =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+2

(j − i− 1)|mij|2.

Esto nos permite concluir que la igualdad en (3.1) ocurre si y sólo si mij = 0 para
todo j > i+ 1. �

Ahora proporcionaremos una cota superior para
∑n

i=1(i − 1)γii. Pero antes,
observemos que por el Lema 1.21

n∑
i=1

γii = traza(T ∗T − TT ∗) = 0. (3.2)

Proposición 3.3. Sea γii como antes. Entonces(
n∑
i=1

(i− 1)γii

)2

≤ n3 − n
12

n∑
i=1

γ2
ii,

con igualdad si y sólo si γii = a2i−n−1
2

para algún número real a.

Demostración. Primero notemos que por la ecuación (3.2)

n∑
i=1

(i− 1)γii =
n∑
i=1

(i− 1)γii − c
n∑
i=1

γii =
n∑
i=1

(i− 1− c)γii,

para cualquier constante c. Aśı, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz(
n∑
i=1

(i− 1)γii

)2

≤
n∑
i=1

(i− 1− c)2

n∑
i=1

γ2
ii, (3.3)

con igualdad si y sólo si γii = a(i− 1− c) para algún número real a.
Como tenemos una desigualdad distinta para cada constante c, buscamos la

que nos de la mejor estimación. Esto se logra observando que

n∑
i=1

(i− 1− c)2 =
n∑
i=1

[
(i− 1)2 − 2(i− 1)c+ c2

]
=

(n− 1)n(2n− 1)

6
− cn(n− 1) + c2n,

y que la función f(x) = (n−1)n(2n−1)
6

− xn(n − 1) + x2n alcanza su mı́nimo en
x = n−1

2
. De aqúı que la desigualdad (3.3) toma la siguiente forma(

n∑
i=1

(i− 1)γii

)2

≤
n∑
i=1

(
i− 1− n− 1

2

)2 n∑
i=1

γ2
ii,
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con igualdad si y sólo si γii = a(i− 1− n−1
2

) = a2i−n−1
2

para algún número real a.
El resultado se sigue de observar que

n∑
i=1

(
i− 1− n− 1

2

)2

=
n−1∑
k=0

[2k − (n− 1)]2

4

=
1

4

n−1∑
k=0

[
4k2 + (n− 1)2 − 4k(n− 1)

]
=

1

12
[n3 − n].

�

3.2

Cota de Henrici

Consideremos el caso en que A ∈ Mn(C) no es necesariamente triangular
superior. Vamos a definir la “desviación para la normalidad de A”, o como Henrici
[6] la llama “F-departure from normality of A”, como

√
‖A‖2F −

∑
|λi|2 donde

λ1, λ2, ..., λn son los eigenvalores de A incluyendo las posibles multiplicidades. En
el siguiente teorema presentaremos la cota superior que ofrece Henrici [6] para
esta desviación, y además veremos en la demostración que esta definición coincide
con la de la sección anterior cuando A es una matriz triangular. La ventaja de
esta cota es que se puede cálcular en términos elementales y se reduce a cero si
A es normal.

Teorema 3.4. Sea A ∈ Mn(C) y sean λ1, λ2, ..., λn sus eigenvalores incluyendo
las posibles multiplicidades. Entonces(

‖A‖2F −
n∑
i=1

|λi|2
) 1

2

≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F , (3.4)

con igualdad si y sólo si A es normal o si A es una matriz unitariamente equiva-
lente a una matriz de la forma

λ α1 0 · · · 0 0
0 λ α2 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ αn−1

0 0 0 · · · 0 λ


,
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donde λ ∈ C y |αk|2 = ak(n− k) para algún a > 0 y para k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Demostración. Por el Teorema de Schur 1.16 sabemos que existe U unitaria, tal
que T := U∗AU es una matriz triangular superior, digamos

T =



λ1 m12 m13 · · · m1,n−1 m1n

0 λ2 m23 · · · m2,n−1 m2n

0 0 λ3 · · · m3,n−1 m3n
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λn−1 mn−1,n

0 0 0 · · · 0 λn


,

donde los elementos de la diagonal son los eigenvalores de A incluyendo las posi-
bles multiplicidades. Como en la sección anterior, escribamos T = D+M , donde

D :=


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


y M := T −D.

Notemos que como la norma de Frobenius es unitariamente invariante

‖A‖2F = ‖U∗AU‖2F = ‖T‖2F = ‖M +D‖2F = ‖M‖2F + ‖D‖2F = ‖M‖2F +
n∑
i=1

|λi|2.

Por lo tanto (
‖A‖2F −

n∑
i=1

|λi|2
) 1

2

= ‖M‖F .

Esto nos permite ver que ‖M‖F no depende de la elección de la matriz unitaria
del Teorema de Schur 1.16, y además justifica el uso del nombre de “desviación
para la normalidad de A”.

Aśı, por la Proposición 3.2 y la Proposición 3.3(
‖A‖2F −

n∑
i=1

|λi|2
) 1

2

= ‖M‖F

≤

(
n∑
i=1

(i− 1)γii

) 1
2

≤

(
n3 − n

12

n∑
i=1

γ2
ii

) 1
4

,

donde γii es la i-ésima entrada de la diagonal de T ∗T − TT ∗.
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Luego, como A = UTU∗ entonces

A∗A− AA∗ = (UTU∗)∗(UTU∗)− (UTU∗)(UTU∗)∗

= U(T ∗T − TT ∗)U∗,

y debido a que la norma de Frobenius es unitariamente invariante,

‖A∗A−AA∗‖2F = ‖U(T ∗T − TT ∗)U∗‖2F = ‖T ∗T − TT ∗‖2F =
∑
ij

γ2
ij ≥

n∑
i=1

γ2
ii. (3.5)

De esto se sigue que(
‖A‖2F −

n∑
i=1

|λi|2
) 1

2

≤
(
n3 − n

12
‖A∗A− AA∗‖2F

) 1
4

,

o equivalentemente,(
‖A‖2F −

n∑
i=1

|λi|2
) 1

2

≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F ,

es decir, la desigualdad (3.4).
En cuanto a la igualdad en (3.4), esta ocurre sólo si hay igualdad simultánea-

mente en la Proposición 3.2, la Proposición 3.3 y la ecuación (3.5).
Primero, supongamos que se tiene igualdad en la Proposición 3.2, es decir,

que mij = 0 para todo j > i+ 1. Entonces por el Lema 3.1

γ11 = −|m12|2

γ22 = |m12|2 − |m23|2

γ33 = |m23|2 − |m34|2
...

γkk = |mk−1,k|2 − |mk,k+1|2
...

γnn = |mn−1,n|2.

De aqúı se sigue que

k∑
i=1

γii = −|mk,k+1|2, para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1} .

Si también suponemos igualdad en la Proposición 3.3, es decir, γii = a2i−n−1
2

para algún número real a, entonces mediante un desarrollo y simplificación directa

k∑
i=1

γii =
k∑
i=1

a
2i− n− 1

2

=
a

2
k(k − n).
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Esto implica que |mk,k+1|2 = a
2
k(n − k), para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, y por lo

tanto que a ≥ 0.

Notemos que en el caso a = 0 tenemosmk,k+1 = 0 para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1} ,
por lo cual T , y entoncen también A, es una matriz normal.

Ahora supongamos igualdad en la ecuación (3.5), es decir que

T ∗T − TT ∗ =

=


λ1 0 0 · · · 0
m12 λ2 0 · · · 0

0 m23 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn




λ1 m12 0 · · · 0
0 λ2 m23 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn



−


λ1 m12 0 · · · 0
0 λ2 m23 · · · 0
0 0 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn




λ1 0 0 · · · 0
m12 λ2 0 · · · 0

0 m23 λ3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λn



=



|λ1|2 λ̄1m12 0 · · · 0
λ1m12 |m12|2 + |λ2|2 λ̄2m23 · · · 0

0 λ2m23 |m23|2 + |λ3|2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λ̄n−1mn−1,n

0 0 0 · · · |mn−1,n|2 + |λn|2



−



|λ1|2 + |m12|2 λ̄2m12 0 · · · 0
λ2m12 |m23|2 + |λ2|2 λ̄3m23 · · · 0

0 λ3m23 |m34|2 + |λ3|2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λ̄nmn−1,n

0 0 0 · · · |λn|2



=



−|m12|2 (λ1 − λ2)m12 0 · · · 0
(λ1 − λ2)m12 |m12|2 − |m23|2 (λ2 − λ3)m23 · · · 0

0 (λ2 − λ3)m23 |m23|2 − |m34|2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · (λn−1 − λn)mn−1,n

0 0 0 · · · |mn−1,n|2


,

es una matriz diagonal. Entonces

(λk − λk+1)mk,k+1 = 0, para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

Si además suponemos a > 0, entonces |mk,k+1| 6= 0 para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1},
y por lo tanto λk = λk+1 para todo k ∈ {1, 2, ..., n− 1}.

En conclusión, si hay igualdad en 3.4, entonces A es normal o A es una matriz
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unitariamente equivalente a una matriz de la forma

λ α1 0 · · · 0 0
0 λ α2 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ αn−1

0 0 0 · · · 0 λ


,

donde λ ∈ C y |αk|2 = ak(n − k), para algún a > 0 y para k ∈ {1, 2, ..., n− 1} .
El rećıproco es claramente cierto. �

3.3

Cota Superior para la Distancia de Matrices

n× n a N

A continuación veremos cómo la cota de Henrici nos ofrece una cota superior
para la distancia de una matriz al conjunto de las matrices normales con la métrica
dada por la norma de Frobenius.

Teorema 3.5. Sea A ∈Mn(C). Entonces

distF (A,N ) ≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F .

Demostración. Sean T , M y D como en la prueba del Teorema 3.4. Entonces por
el Lema 1.58 y la cota de Henrici

distF (A,N ) = distF (T,N )

= ı́nf{‖T −N‖F : N ∈ N}
= ı́nf{‖D +M −N‖F : N ∈ N}
≤ ‖M‖F

≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F .

�

A continuación presentamos la versión de este teorema con respecto a la norma
usual de operadores.
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Teorema 3.6. Sea A ∈Mn(C). Entonces

dist(A,N ) ≤
(
n(n3 − n)

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖.

Demostración. Como antes dist(A,N ) ≤ ‖M‖. El resultado se sigue de la Propo-
sición 1.48 y la cota de Henrici, pues

‖M‖ ≤ ‖M‖F

≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F

≤
(
n3 − n

12

) 1
4
√√

n‖A∗A− AA∗‖

=

(
n(n3 − n)

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖.

�

En general, podemos escsribir la versión del Teorema 3.5 con respecto a cual-
quier norma.

Teorema 3.7. Sea ‖ · ‖1 una norma definida en Mn(C), y sea A ∈ Mn(C).
Entonces existe c > 0 tal que

dist‖·‖1(A,N ) ≤ c

(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖1.

Demostración. Sean c1, c2 > 0 tales que c1‖A‖F ≤ ‖A‖1 ≤ c2‖A‖F para todo
A ∈Mn(C) (Teorema 1.52). Entonces por el Teorema 3.5.

dist‖·‖1 (A,N ) ≤ c2 distF (A,N )

≤ c2

(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F

≤ c2

(
n3 − n

12

) 1
4
√

1

c1
‖A∗A− AA∗‖1

=
c2√
c1

(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖1.

�

Sea A ∈ Mn(C). De estos teoremas se puede observar que si ‖A∗A − AA∗‖1
es casi cero, es decir, si A es casi normal, entonces A está cerca del conjunto de
las matrices normales. En el siguiente caṕıtulo estudiaremos esta idea.



CAṔITULO 4

Matrices Casi Normales Están Cerca de Matrices

Normales

Iniciaremos este caṕıtulo notando que de una observación de Higham [7] se
puede ver que las matrices casi hermitianas están cerca de las matrices hermi-
tianas. Generalizaremos este hecho para un tipo de matrices que llamaremos
λ-hermitianas (Sección 4.1). En la Sección 4.2 veremos que gracias a los resulta-
dos del caṕıtulo anterior podemos concluir que las matrices casi normales están
cerca del conjunto de las matrices normales N . Más precisamente, dado n > 1
un entero y ε > 0, presentaremos una expresión expĺıcita para δ > 0 (resulta-
do principal de este trabajo) tal que para cualquier A ∈ Mn(C) que satisfaga
‖A∗A− AA∗‖ < δ la distancia de A a N es menor que ε.

4.1

Matrices λ-Hermitianas

Definición 4.1. Sea λ ∈ C. Decimos que A ∈Mn(C) es una matriz λ-hermitiana,
si A∗ = λA.

Notemos que cuando λ = 1 las matrices λ-hermitianas son simplemente las
matrices hermitianas o autoadjuntas.

Claramente la matriz cero siempre es λ-hermitiana, para todo λ ∈ C.

Proposición 4.2. Sea λ ∈ C y A 6= 0 una matriz λ-hermitiana. Entonces |λ| = 1.

Demostración. Como A∗ = λA, por el Lema 1.38, tenemos ‖A‖ = ‖A∗‖ = ‖λA‖ =

47
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|λ| · ‖A‖. Luego, dado que A 6= 0, se sigue |λ| = 1. �

Notemos que si λ = eiθ y A es una matriz λ-hermitiana, entonces H := ei
θ
2A

es una matriz autoadjunta, pues

H∗ = (ei
θ
2A)∗ = e−i

θ
2A∗ = e−i

θ
2 (eiθA) = ei

θ
2A = H.

Por lo tanto, A = e−i
θ
2H. Esto implica que toda matriz λ-hermitiana es un

múltiplo de alguna matriz autoadjunta.
Sea λ ∈ C. Denotaremos por λH al conjunto de las matrices λ-hermitianas.

Proposición 4.3. Sea λ ∈ C tal que |λ| = 1. Entonces

1. A ∈ λH si y sólo si A∗ ∈ λ̄H.

2. Para todo A ∈ Mn(C) tenemos A = A+λA∗

2
+ A−λA∗

2
con

(
A+λA∗

2

)
∈ λH y(

A−λA∗

2

)
∈(-λ)H.

Demostración. Con un cálculo se puede verificar que la parte 1 se cumple.
Para probar A+λA∗

2
∈ λH, basta observar que (A + λA∗)∗ = A∗ + λA =

λ(A+ λA∗). De manera análoga, A−λA∗

2
∈ (−λ)H. �

En particular cuando λ = 1, todo elemento A ∈ Mn(C) se puede escribir
como A = A+A∗

2
+ A−A∗

2
, donde

(
A+A∗

2

)
∈ H y

(
A−A∗

2

)
∈ (−1)H. Además, por

una observación de Higham [7] sabemos que:

distF (A,H) =

∥∥∥∥A− A∗2

∥∥∥∥
F

,

la cual se alcanza para la matriz A+A∗

2
∈ H. Esto podŕıa sugerir que A = A+A∗

2
+

A−A∗

2
es una descomposición ortogonal para Mn(C) con el producto interno del

Lema 1.26 (ver [1, pág. 33]). Sin embargo, no es aśı, aunque en ocasiones A+A∗

2
y

A−A∗

2
puedan ser ortogonales. Esto se debe a que el complemento ortogonal de H

consta únicamente de la matriz cero.
En general A = A+λA∗

2
+A−λA∗

2
no es una descomposición ortogonal. Sin embar-

go, usando un método similar al de Higham [7] tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.4. Sea |λ| = 1 y sea ‖ · ‖1 una norma definida en Mn(C) tal que
para todo X ∈Mn(C) se cumple ‖X∗‖1 = ‖X‖1. Entonces para cada A ∈Mn(C)

tenemos dist‖·‖1(A, λH) =
‖A− λA∗‖1

2
.

Demostración. Primero notemos que para todo B ∈ λH

‖A−B‖1 =

∥∥∥∥A+ λA∗

2
−B +

A− λA∗

2

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥A+ λA∗

2
−B

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥A− λA∗2

∥∥∥∥
1

,
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y dado que A+λA∗

2
∈ λH entonces

dist‖·‖1(A, λH) = ı́nf{‖A−B‖1 : B ∈ λH}

≤ ı́nf

{∥∥∥∥A+ λA∗

2
−B

∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥A− λA∗2

∥∥∥∥
1

: B ∈ H

}
=
‖A− λA∗‖1

2
.

Por otro lado, para todo B ∈ λH la norma ‖ · ‖1 cumple∥∥∥∥A− λA∗2

∥∥∥∥
1

=
∥∥∥∥A− λA∗2

− B − λB∗

2

∥∥∥∥
1

≤
∥∥∥∥A−B2

∥∥∥∥
1

+ |λ|
∥∥∥∥(A−B)∗

2

∥∥∥∥
1

= ‖A−B‖1.

Aśı,
‖A− λA∗‖1

2
≤ ı́nf{‖A−B‖1 : B ∈ λH} = dist‖·‖1(A, λH). �

Esta proposición indica que las matrices casi λ-hermitianas están cerca de las
matrices λ-hermitianas. Este hecho se cumple también sin la hipótesis de que la
norma ‖ · ‖1 satisfaga ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈Mn(C). Veamos esto.

Teorema 4.5. Sea ‖ · ‖1 una norma definida en Mn(C), sea λ ∈ C con |λ| = 1,
y sea ε > 0. Entonces δ = 2ε cumple que, para toda A ∈ Mn(C) que satisfaga
‖A∗ − λA‖1 < δ, existe B ∈ λH tal que ‖A−B‖1 < ε.

Demostración. Sea A ∈ Mn(C) tal que ‖A∗ − λA‖1 < δ. Entonces A+λA∗

2
∈ λH

cumple ∥∥∥∥A− A+ λA∗

2

∥∥∥∥
1

=
‖A− λA∗‖1

2
<
δ

2
= ε,

como queŕıamos. �

Notese que en este teorema, δ no depende de la dimensión de la matriz.

4.2

Matrices Normales

Nos gustaŕıa saber hasta donde se pueden extender los resultados del Caṕıtulo
3. Una forma seŕıa extender a matrices que cumplan A∗A = λAA∗ para algún λ.
Lamentablemente no se obtiene nada nuevo. Veamos esto.

Proposición 4.6. Sea λ ∈ C y sea A 6= 0 tal que A∗A = λAA∗. Entonces λ = 1.
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Demostración. Como A∗A = λAA∗, por el Lema 1.21 se cumple

0 = traza(A∗A− λAA∗)
= traza(A∗A)− λ traza(AA∗)

= traza(A∗A)− λ traza(A∗A)

= (1− λ) traza(A∗A)

= (1− λ)‖A‖2F .

Luego, como por hipótesis A 6= 0, necesariamente λ = 1. �

Notemos que si λ = 1 entonces las matrices en esta proposición son normales.
A continuanción veremos que las matrices casi normales están cerca del con-

junto de las matrices normales N .

Teorema 4.7 (Huaxin Lin [8]). Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo entero
n > 1 y para cualquier matriz A ∈Mn(C) que cumpla ‖A∗A−AA∗‖ < δ, existe
N ∈ N que satisface ‖A−N‖ < ε.

No abordaremos la demostración de este teorema pues es más bien técnica y
necesita fuertemente de la teoŕıa de álgebras C∗. Observemos que en particular,
Lin demostró que δ se puede escoger independientemente de n.

En lo que resta de esta sección nos ocuparemos en dar una expresión expĺıcita
para este δ aunque dependa de n. Comenzaremos con el caso n = 2.

Teorema 4.8. Sea ε > 0. Entonces δF = 2
√

2ε2 cumple que, para cualquier
matriz A ∈ M2(C) que satisfaga ‖A∗A − AA∗‖F < δF existe N ∈ N tal que
‖A−N‖F < ε.

Demostración. Sea A ∈ M2(C) tal que ‖A∗A − AA∗‖F < δF . Entonces, por
el Teorema de Schur 1.16 existe U unitaria tal que T := U∗AU es triangular

superior, digamos T =

(
λ x
0 µ

)
. Por lo tanto, como la norma de Frobenius es

unitarimente invariante (Proposición 1.32), se cumple:

‖A∗A− AA∗‖F = ‖U∗(A∗A− AA∗)U‖F
= ‖T ∗T − TT ∗‖F

=

∥∥∥∥( −|x|2 x(λ− µ)
x(λ− µ) |x|2

)∥∥∥∥
F

=
√

2|x|
√
|x|2 + |λ− µ|2.

Luego, como distF (A,N ) = distF (T,N ) = |x|√
2

(Sección 2.3) tenemos

distF (A,N )2 =
|x|2

2
≤
√

2|x|
√
|x|2 + |λ− µ|2√

2 · 2
=
‖A∗A− AA∗‖F√

2 · 2
<

δF√
2 · 2

= ε2.
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El resultado se sigue de notar que N es cerrado (Teorema 1.57), pues por el
Lema 1.54 existe N ∈ N tal que ‖A−N‖F = distF (A,N ) < ε. �

A continuación presentamos la versión de este teorema con la norma usual de
operadores.

Teorema 4.9. Sea ε > 0. Entonces δop = 4ε2 cumple que, para cualquier matriz
A ∈M2(C) que satisfaga ‖A∗A−AA∗‖ < δop existe N ∈ N tal que ‖A−N‖ < ε.

Demostración. Análogamente a la prueba anterior, y como la norma usual de
operadores es unitarimente invariante (Proposición 1.41), se cumple:

‖A∗A− AA∗‖ =

∥∥∥∥( −|x|2 x(λ− µ)
x(λ− µ) |x|2

)∥∥∥∥ = |x|
√
|x|2 + |λ− µ|2.

Luego, como dist(A,N ) = dist(T,N ) = |x|
2

(Sección 2.3) tenemos

dist(A,N )2 =
|x|2

4
≤
|x|
√
|x|2 + |λ− µ|2

4
=
‖A∗A− AA∗‖

4
<
δop
4

= ε2.

De manera análoga a la prueba anterior, el resultado se sigue del Teorema 1.57 y
del Lema 1.54. �

El Teorema 4.8 se puede demostrar para un δ diferente usando los resultados
que obtuvimos en el Caṕıtulo 3 en lugar de los del Caṕıtulo 2. Más precisamente:
dado ε > 0, por el Teorema 3.5 se sigue que δH =

√
2ε2 cumple que para cualquier

A ∈M2(C) con ‖A∗A− AA∗‖F < δH ,

distF (A,N ) ≤
(

23 − 2

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F <

(
1

2

) 1
4 √

δH = ε.

Observemos que δH < δF . Por lo tanto δF ofrece una mejor estimación.

Terminamos este caṕıtulo mostrando los resultados principales de este trabajo.
Vamos a verificar que una matriz casi normal de tamaño general está cerca de
una matriz normal y presentaremos expresiones expĺıcitas para δ.

Teorema 4.10. Sea n > 1 un número entero y ε > 0. Entonces δ = ε2
(
n3−n

12

)− 1
2

cumple que, para cualquier A ∈ Mn(C) que satisfaga ‖A∗A − AA∗‖F < δ existe
N ∈ N tal que ‖A−N‖F < ε.

Demostración. Sea A ∈Mn(C) tal que ‖A∗A− AA∗‖F < δ. Por el Teorema 3.5

distF (A,N ) ≤
(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖F <

(
n3 − n

12

) 1
4 √

δ = ε.
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Luego, como N es cerrado (Teorema 1.57), por el Lema 1.54 existe N ∈ N tal
que ‖A−N‖F = distF (A,N ) < ε. �

A continuación presentamos la versión de este teorema con la norma usual de
operadores.

Teorema 4.11. Sea n > 1 un número entero y ε > 0. Entonces δ = ε2
(
n(n3−n)

12

)− 1
2

cumple que, para cualquier A ∈ Mn(C) que satisfaga ‖A∗A − AA∗‖ < δ existe
N ∈ N tal que ‖A−N‖ < ε.

Demostración. Sea A ∈Mn(C) tal que ‖A∗A− AA∗‖ < δ. Por el Teorema 3.6

dist(A,N ) ≤
(
n(n3 − n)

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖ <

(
n(n3 − n)

12

) 1
4 √

δ = ε.

Luego, como N es cerrado (Teorema 1.57), por el Lema 1.54 existe N ∈ N tal
que ‖A−N‖ = dist(A,N ) < ε. �

En general, usando el Teorema 1.52 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Sea n > 1 un entero, y sea ‖ · ‖1 una norma definida en Mn(C).
Entonces dado ε > 0, existe c > 0 (el cual puede depender de n) tal que δ =
ε2

c2

(
n3−n

12

)− 1
2

cumple que, para todo A ∈Mn(C) que satisfaga ‖A∗A−AA∗‖1 < δ

tenemos dist‖·‖1(A,N ) < ε. Más aún, si ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈ Mn(C),
entonces existe N ∈ N con ‖A−N‖1 < ε.

Demostración. Sea A ∈ Mn(C) tal que ‖A∗A − AA∗‖1 < δ. Entonces por el
Teorema 3.7, existe c > 0 tal que

dist‖·‖1(A,N ) ≤ c

(
n3 − n

12

) 1
4 √
‖A∗A− AA∗‖1 < c

(
n3 − n

12

) 1
4 √

δ = ε.

Notemos que si además ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈Mn(C), entonces N es
cerrado (Teorema 1.57). Aśı, por el Lema 1.54 existe N ∈ N tal que ‖A−N‖1 =
dist‖·‖1(A,N ) < ε. �



Apéndice

Como vimos en el Caṕıtulo 1, el conjunto N es cerrado con la métrica dada
por cualquier norma ‖ · ‖ que satisfaga ‖X∗‖ = ‖X‖, para todo X ∈ Mn(C)
(Teorema 1.57). Esta hipótesis también es necesaria para la generalización de la
observación de Higham [7] (Proposición 4.4), y para que se alcance la distan-
cia en el Teorema 4.12. En este Apéndice vamos a caracterizar algunas normas
provenientes de un cierto producto interno que satisfacen esta condición.

En general, se sabe que dado un producto interno 〈X, Y 〉1 definido enMn(C),
existe una única transformación lineal A : Mn(C) →Mn(C) tal que 〈X, Y 〉1 =
〈A(X), Y 〉 = traza(Y ∗A(X)), para todo X, Y ∈Mn(C) (ver [2, pág. 31]).

En particular, se puede verificar que A : Mn(C) → Mn(C) definida como
A(X) :=

∑
iBiXCi puede definir un producto interno en Mn(C) restringiendo

las condiciones sobre los Bi y Ci.

En este Apéndice vamos a mostrar las condiciones que debe satisfacer la trans-
formación lineal de la forma A(X) := BXC para que 〈X, Y 〉1 = traza(Y ∗A(X))
defina un producto interno y para que ‖ · ‖1 :=

√
〈·, ·〉1 cumpla ‖X∗‖1 = ‖X‖1,

para todo X ∈ Mn(C). El caso general involucra teoŕıa de representaciones de
productos tensoriales en algebras C∗ y está fuera del alcance de este trabajo (ver
[12]).

Definición A.1. Decimos que A ∈ Mn(C) es una matriz positiva definida, si es
autoadjunta y todos sus eigenvalores son estrictamente positivos.

Proposición A.2. Sean B y C matrices positivas definidas. Entonces la función
〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC) para X, Y ∈ Mn(C), define un producto interno en
Mn(C).

Demostración. Verificaremos que las condiciones de la Definición 1.8 se satisfacen.

Con un cálculo podemos ver que 〈αX + βY, Z〉1 = α 〈X,Z〉1 +β 〈Y, Z〉1, para
todo X, Y, Z ∈Mn(C) y α, β ∈ C.

Como B y C son matrices positivas definidas y por lo tanto autoadjuntas,

53
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por el Lema 1.21 se cumple 〈Y,X〉1 = traza(X∗BY C) = traza(C∗Y ∗B∗X) =
traza(CY ∗BX) = traza(Y ∗BXC) = 〈X, Y 〉1 .

Por último, notemos que el Teorema Espectral 1.19 indica la existencia de
matrices unitarias U y V tales que B′ := U∗BU y C ′ := V ∗CV son diagonales.
Aśı, por el Lema 1.21 se cumple

〈X,X〉1 = traza(X∗BXC)

= traza(X∗UB′U∗XV C ′V ∗)

= traza((V ∗X∗U)B′(U∗XV )C ′)

= traza((U∗XV )∗B′(U∗XV )C ′)

= traza(Y ∗B′Y C ′),

donde Y = U∗XV . Luego, como

Y ∗B′Y C ′ =


ȳ11 ȳ21 · · · ȳn1

ȳ12 ȳ22 · · · ȳn2
...

...
...

ȳ1n ȳ2n · · · ȳnn




λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn




y11 y12 · · · y1n

y21 y22 · · · y2n
...

...
...

yn1 yn2 · · · ynn




µ1 0 · · · 0
0 µ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · µn



=


λ1ȳ11 λ2ȳ21 · · · λnȳn1

λ1ȳ12 λ2ȳ22 · · · λnȳn2
...

...
...

λ1ȳ1n λ2ȳ2n · · · λnȳnn




µ1y11 µ2y12 · · · µny1n

µ1y21 µ2y22 · · · µny2n
...

...
...

µ1yn1 µ2yn2 · · · µnynn

 ,

tenemos

traza(Y ∗B′Y C ′) = λ1µ1|y11|2 + λ2µ1|y21|2 + · · ·+ λnµ1|yn1|2 +

λ1µ2|y12|2 + λ2µ2|y22|2 + · · ·+ λnµ2|yn2|2 +

+ · · ·+
λ1µn|y1n|2 + λ2µn|y2n|2 + · · ·+ λnµn|ynn|2.

El resultado se sigue de notar que como B y C son positivas definidas por hipóte-
sis, se tiene λi > 0 y µj > 0 y por lo tanto traza(Y ∗B′Y C ′) ≥ 0. Esto implica
que 〈X,X〉1 ≥ 0. Notemos también que 〈X,X〉1 = 0 si y sólo si yij = 0 para todo
i, j ∈ {1, 2, ..., n}, pero esto ocurre si y sólo si X = 0. �

Como veremos en los siguientes lemas, estos son básicamente los únicos ejem-
plos de transformaciones lineales de la forma A(X) = BXC que definen un
producto interno en Mn(C).

Notación A.3. Denotaremos por Eij a la matriz en Mn(C) con 1 en la entrada
ij y cero en las demás entradas.
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Lema A.4. Sea 〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC) para X, Y ∈ Mn(C) una función tal

que 〈Y,X〉1 = 〈X, Y 〉1 para todo X, Y ∈ Mn(C). Entonces B y C se pueden
elegir autoadjuntas.

Demostración. Primero notemos que por hipótesis y por el Lema 1.21 se cumple

0 = 〈Y,X〉1 − 〈X, Y 〉1
= traza(Y ∗[B∗XC∗ −BXC])

= 〈B∗XC∗ −BXC, Y 〉 ,

donde 〈·, ·〉 es el producto interno del Lema 1.26. Como esto ocurre para todo
Y ∈Mn(C), necesariamente B∗XC∗ −BXC = 0.

De esta manera, si X = Eij, entonces

BEij =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn




0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · 1ij · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0



=


0 0 · · · b1i · · · 0
0 0 · · · b2i · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · bni · · · 0

 ;

donde la columna distinta de cero es la columna j. Aśı,

BEijC =


0 0 · · · b1i · · · 0
0 0 · · · b2i · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · bni · · · 0




c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn



=


b1icj1 b1icj2 · · · b1icjn
b2icj1 b2icj2 · · · b2icjn

...
...

...
bnicj1 bnicj2 · · · bnicjn

 ,

es decir, la entrada st de BEijC es bsicjt. De manera análoga, la entrada st de
B∗EijC

∗ es b̄isc̄tj.
Aśı, si B∗EijC

∗ = BEijC, entonces b̄isc̄tj = bsicjt. Luego, como C 6= 0 existe

cjt 6= 0 tal que podemos definir eiθ :=
cjt
c̄tj

. Por lo tanto b̄is = eiθbsi para todo i, s ∈

{1, 2, ..., n}, es decir, B∗ = eiθB. De manera análoga se tiene que C∗ = e−iθC.

El resultado se sigue de notar que si α = ei
θ
2 , entonces αB y ᾱC son autoad-

juntas y por lo tanto 〈X,Y 〉1 = traza(Y ∗BXC) = traza(Y ∗(αB)X(ᾱC)). �
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Lema A.5. Sean B y C matrices autoadjuntas, y sea 〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC)
para X, Y ∈ Mn(C) una función tal que 〈X,X〉1 ≥ 0 para todo X ∈ Mn(C)
y 〈X,X〉1 = 0 si y sólo si X = 0. Entonces las matrices B y C son positivas
definidas o las matrices −B y −C son positivas definidas.

Demostración. De manera análoga a la Proposición A.2, tenemos que existen
matrices unitarias U y V tales que B′ := U∗BU y C ′ := V ∗CV son diagonales.
Por lo cual, si Y = U∗XV

〈X,X〉1 = λ1µ1|y11|2 + λ2µ1|y21|2 + · · ·+ λnµ1|yn1|2 +

λ1µ2|y12|2 + λ2µ2|y22|2 + · · ·+ λnµ2|yn2|2 +

+ · · ·+
λ1µn|y1n|2 + λ2µn|y2n|2 + · · ·+ λnµn|ynn|2.

Aśı, si X 6= 0, entonces 〈X,X〉1 > 0 y por lo tanto λiµj > 0 para todo i, j ∈
{1, 2, ..., n}. Esto implica que λi 6= 0 y µj 6= 0.

Luego, si λi > 0 para algún i, entonces µj > 0 para todo j ∈ {1, 2, ..., n}. Sin
embargo, esto a su vez implica λi > 0 para todo i ∈ {1, 2, ..., n} y por lo tanto
que B y C son matrices positivas definidas. De manera análoga, si λi < 0 para
algún i podemos concluir λi < 0 y µj < 0 para todo i, j ∈ {1, 2, ..., n} y por lo
tanto que −B y −C son positivas definidas. �

Aśı, para que 〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC) para X, Y ∈ Mn(C) defina un
producto interno en Mn(C), las matrices B y C se pueden escoger positivas
definidas. Esto es debido a que si −B y −C son positivas definidas, entonces
〈X, Y 〉1 = traza(Y ∗BXC) = traza(Y ∗(−B)X(−C)).

Concluiremos este apéndice mostrando las condiciones que deben cumplir B
y C para que las normas ‖ · ‖1 :=

√
〈·, ·〉1 cumplan ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo

X ∈Mn(C).

Teorema A.6. Sea 〈X, Y 〉1 := traza(Y ∗BXC) para X, Y ∈ Mn(C) un producto
interno en Mn(C), y sea ‖ · ‖1 :=

√
〈·, ·〉1. Entonces ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo

X ∈Mn(C) si y sólo si C = γB (con γ necesariamente positivo).

Demostración. Observemos que si C = γB para algún γ > 0, entonces por el
Lema 1.21 tenemos que para todo X ∈Mn(C) se cumple:

‖X∗‖21 = traza(X∗BX(γB))

= traza(X(γB)X∗B)

= traza(XBX∗(γB))

= ‖X‖21.

Ahora supongamos que se cumple ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈ Mn(C). En-
tonces para X = Ejk tenemos ‖Ejk‖21 = traza(E∗jkBEjkC) = traza(EkjBEjkC),
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donde

EkjB =


0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

0 · · · 1kj · · · 0
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0




b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn



=


0 0 · · · 0
...

...
...

bj1 bj2 · · · bjn
...

...
...

0 0 · · · 0

 .

Notemos que la fila distinta de cero de esta matriz es la fila k. Análogamente,
tenemos que la fila distinta de cero de la matriz EjkC es la fila j, y por lo tanto

EkjBEjkC =


0 0 · · · 0
...

...
...

bj1 bj2 · · · bjn
...

...
...

0 0 · · · 0




0 0 · · · 0
...

...
...

ck1 ck2 · · · ckn
...

...
...

0 0 · · · 0



=


0 0 · · · 0
...

...
...

bjjck1 bjjck2 · · · bjjckn
...

...
...

0 0 · · · 0

 ,

donde la fila distinta de cero es la fila k. Aśı traza(EkjBEjkC) = bjjckk. De
manera análoga se muestra que

‖E∗jk‖21 = traza(EjkBE
∗
jkC) = traza(EjkBEkjC) = bkkcjj.

Luego, como ‖E∗jk‖1 = ‖Ejk‖1 para todo j, k ∈ {1, 2, ..., n}, tenemos

bkkcjj = bjjckk, para todo j, k ∈ {1, 2, ..., n}. (A.1)

Por otro lado observemos que si X = Ejk + αEst para algún α ∈ C, entonces

‖Ejk + αEst‖21 = traza((Ejk + αEst)
∗B(Ejk + αEst)C)

= traza((Ekj + ᾱEts)B(Ejk + αEst)C),
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donde

(Ekj + ᾱEts)B =

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 1kj · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 · · · ᾱ1ts · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 · · · 0 · · · 0




b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn



=



0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

bj1 bj2 · · · bjn
...

...
...

ᾱbs1 ᾱbs2 · · · ᾱbsn
...

...
...

0 0 · · · 0


.

Notemos que las filas distintas de cero de esta matriz son las filas k y t. Análo-
gamente, tenemos que las filas distintas de cero de la matriz (Ejk + αEst)C son
las filas j y s. Aśı,

(Ekj + ᾱEts)B(Ejk + αEst)C =

0 0 · · · 0
...

...
...

bj1 bj2 · · · bjn
...

...
...

ᾱbs1 ᾱbs2 · · · ᾱbsn
...

...
...

0 0 · · · 0





0 0 · · · 0
...

...
...

ck1 ck2 · · · ckn
...

...
...

αct1 αct2 · · · αctn
...

...
...

0 0 · · · 0



=



0 0 · · · 0
...

...
...

bjjck1 + αbjsct1 bjjck2 + αbjsct2 · · · bjjckn + αbjsctn
...

...
...

ᾱbsjck1 + |α|2bssct1 ᾱbsjck2 + |α|2bssct2 · · · ᾱbsjckn + |α|2bssctn
...

...
...

0 0 · · · 0


,

donde las filas distintas de cero son las filas k y t. Por lo tanto,

traza((Ekj + ᾱEts)B(Ejk + αEst)C) = bjjckk + αbjsctk + ᾱbsjckt + |α|2bssctt.
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De manera análoga se puede mostrar

‖(Ejk + αEst)
∗‖21 = traza((Ejk + αEst)B(Ekj + ᾱEts)C)

= bkkcjj + ᾱbktcsj + αbtkcjs + |α|2bttcss.

Esto nos permite concluir que, como ‖(Ejk + αEst)
∗‖1 = ‖Ejk + αEst‖1, se tiene

bkkcjj + ᾱbktcsj + αbtkcjs + |α|2bttcss = bjjckk + αbjsctk + ᾱbsjckt + |α|2bssctt.

Luego, como bkkcjj + |α|2bttcss = bjjckk+ |α|2bssctt por la ecuación (A.1), entonces

ᾱbktcsj + αbtkcjs = αbjsctk + ᾱbsjckt.

Además como B y C son autoadjuntas y por lo tanto bkt = b̄tk y csj = c̄js para
todo j, k, s, t ∈ {1, 2, ..., n}, tenemos

Re(αbtkcjs) = Re(αbjsctk) para todo α ∈ C,

lo cual implica que btkcjs = bjsctk.

Como B 6= 0 existe btk 6= 0 y por lo tanto podemos definir γ :=
ctk
btk

. De aqúı se

sigue la relación cjs = γbjs para todo s, t ∈ {1, 2, ..., n}, es decir, C = γB.
Por último notemos que, como B y C son autoadjuntas y distintas de cero

γ̄B = C∗ = C = γB.

Esto implica que γ̄ = γ y por lo tanto que γ ∈ R. El resultado se sigue de observar
que, como B y C son positivas definidas necesariamente γ > 0. �

Este teorema nos permite concluir que, para que la norma ‖ · ‖1 :=
√
〈·, ·〉1

cumpla ‖X∗‖1 = ‖X‖1 para todo X ∈Mn(C), las matrices B y C se pueden esco-
ger esencialmente iguales, pues ‖X‖21 = traza(Y ∗BXC) = traza(Y ∗BX(γB)) =
traza(Y ∗(

√
γB)X(

√
γB)). Esto nos produce una familia de ejemplos que cumplen

la hipótesis principal del Teorema 1.57, de la Proposición 4.4 y del Teorema 4.12.
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