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Resumen

. Serd cierto que matrices que son casi normales estan cerca del conjunto de
las matrices normales? La respuesta es afirmativa. De hecho, Huaxin Lin [§]
mostré que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que, para cualquier entero posi-
tivo n y cualquier matriz A en el dlgebra M,,(C) de matrices de tamano n x n
con entradas en los nimeros complejos que satisfaga ||[A*A — AA*|| < 0, existe
una matriz normal N tal que ||A— N|| < e. El principal resultado de este trabajo
es probar una version mas débil del teorema de Lin con ¢ dependiente de n.

Abstract

Are almost normal matrices near normal matrices? The answer is affirmative.
In fact, Huaxin Lin [8] showed the following. For any € > 0 there exists § > 0
such that, for any n and any matrix A in the algebra M,,(C) of n x n complex
matrices with ||A*A — AA*|| < 0, there is a normal matrix N with [|[A — N|| < e.
The main result in this work is to show a weak version of Lin’s theorem with ¢
chosen dependent of n.
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Introduccion

En 1969 Peter Rosenthal [10] se planteé la siguiente pregunta: ;jserd cierto
que matrices que casi conmutan estan cerca de matrices que conmutan? Mas
precisamente, se pregunto si para todo € > 0 y para cualesquiera matrices A
y B de tamano n x n con entradas en los nimeros complejos que satisfagan
|AB — BA|| < ¢, entonces existen matrices A’ y B’ que conmutan (A’'B’ = B'A’)
y ademds que estan “cerca” (en una manera técnica, la cual no mencionaremos
aqui) de A y B. Rosenthal consideraba que el crecimiento de este tipo de cercania
con respecto a n podria ser importante para aplicaciones al estudio de operadores
compactos. Por ejemplo, comenta que la existencia de tal cercania podria impli-
car (si ésta no crece tan rapido con respecto a n) la existencia de subespacios
invariantes comunes para ciertas clases de operadores compactos.

En 1976, P. R. Halmos [5] no sélo retoma esta pregunta al establecer pro-
blemas de aproximacién para operadores, sino que ademas plantea el problema
concreto para matrices que casi conmutan con su adjunta de la siguiente manera:
jsera cierto que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que, para cualquier matriz A
de tamafno n X n que satisfaga |A|| < 1y ||A*A— AA*|| < 4, la distancia de A al
conjunto de las matrices normales es menor que €? Recuérdese que una matriz A
se dice normal si conmuta con su adjunta, es decir, si A*A = AA*. Este ultimo
problema estuvo abierto por muchos anos, durante los cuales fue estudiado ex-
tensamente desde el punto de vista de la teoria de operadores y de las algebras
de operadores, hasta que Huaxin Lin [8] en 1995 lo resolvi6 afirmativamente. Lin
demostré ademas que 6 se puede escoger independientemente de la dimension
de la matriz. La importancia de obtener este § independiente de la dimension,
estriba en el hecho de que este resultado tiene aplicaciones en el problema de
si un operador normal se puede aproximar por un operador normal con espectro
finito. La prueba de Lin es mas bien técnica y necesita fuertemente de la teoria de
algebras C*. En 1996 Peter Friis y Mikael Rgrdam [4] simplificaron y extendieron
la prueba de Lin, y en 1999 Friis [3] refina su prueba para dar una nueva demos-
tracion del Teorema de Brown-Douglas-Fillmore sobre operadores esencialmente
normales.

El motivo que nos condujo a escribir este trabajo fue preguntarnos si podriamos
encontrar una expresién explicita para § (aunque ésta dependa de la dimensién



de la matriz).

Para iniciar con nuestra busqueda, en el Capitulo 1 introduciremos algunos
conceptos basicos necesarios para comenzar a abordar el problema. También es-
tableceremos el escenario donde se desarrollara nuestro analisis del problema, el
espacio vectorial de las matrices de tamano n x n con entradas en los niimeros
complejos M,,(C). En este espacio definiremos la norma de Frobenius y la norma
usual de operadores, y mostraremos algunas de sus propiedades que seran tutiles
a lo largo de este trabajo. Ademds veremos que todas las normas definidas en
M.,,(C) son equivalentes. Finalizaremos este capitulo presentando al conjunto de
las matrices normales y mostrando que es cerrado con la métrica dada por normas
I [l que cumplen [|X™[}; = [[X}; para todo X" € M, (C).

En el Capitulo 2 calcularemos la distancia explicita de una matriz arbitraria
de tamano 2 x 2 al conjunto de las matrices normales N con las métricas dadas
por la norma de Frobenius y la norma usual de operadores. Para esto, primero
encontraremos la distancia de ciertas matrices de tamano 2 x 2 al conjunto de las
matrices normales.

En general, encontrar la distancia de una matriz de dimensién mayor a dos
al conjunto de las matrices normales, resulta ser un calculo complicado la mayor
parte de las veces. Por tal razon, en el Capitulo 3 presentaremos un resultado
de Henrici [6], el cual va a ser de utilidad pues nos proporcionard una cota su-
perior para esta distancia con la métrica dada, principalmente, por la norma de
Frobenius.

En el Capitulo 4 concluiremos este trabajo, primero notando que de una obser-
vacién de Higham [7] se puede ver que “las matrices casi hermitianas estan cerca
de las matrices hermitianas”, y generalizando este hecho a un tipo de matrices
que llamaremos A-hermitianas. Luego, veremos que “las matrices casi normales
estan cerca del conjunto de las matrices normales”.

Al final de este trabajo presentamos en un apéndice las condiciones que deben
satisfacer las matrices B y C para que (X,Y), = traza(Y*BXC) defina un
producto interno y para que la norma || - ||y := /(-,-); cumpla || X*||; = [| X
para todo X € M, (C).



CAPITULO 1

Operadores en C"

En la Seccién 1.1 introduciremos algunos conceptos béasicos y estableceremos
el escenario donde se desarrollara nuestro analisis del problema, el espacio vecto-
rial M,,(C). En este espacio definiremos la norma de Frobenius (Seccién 1.2) y
la norma usual de operadores (Seccién 1.3), y mostraremos algunas de sus pro-
piedades que serdn de utilidad a lo largo de este trabajo. Ademds, veremos que
todas las normas definidas en M,,(C) son equivalentes (Seccién 1.4). Por tltimo,
en la Seccién 1.5 presentaremos al conjunto de las matrices normales y veremos
que es cerrado con la métrica dada por ciertas normas definidas en M,,(C).

1.1

Operadores

Las siguientes definiciones son bien conocidas y las presentamos aqui para
justificar notacion.

Definicion 1.1. Sea

air a2 -+ Gim

a1 azz2 -+ a2m
A=

anl An2 - Gpm

una matriz de tamano n x m. Definimos la matriz transpuesta de A como la



matriz de tamano m X n

aii a1 o anl
a2 G2 - Qp2
T ._
AT — ,
im G2m " OGnm

esto es, la matriz cuya i-ésima fila es la i-ésima columna de A.

Definicion 1.2. Sea

aix Qa2 - Qim

a21 Q22 -+  Qam
A=

Ap1 Ap2 - Anm

Definimos la matriz conjugada de A como

ayr G2 v Qg
— a1 Qg -+ Qom
A= ,
anl anZ e anm

esto es, la matriz cuyas entradas son las mismas de A conjugadas.
La siguiente matriz surge al combinar estas definiciones.

Definicion 1.3. Sea A una matriz de tamafo n x m. Definimos la matriz adjunta
de A como A* := AT,

Se puede verificar que (con la suma, producto escalar y producto usual de
matrices) la operacién “tomar adjunta” cumple las siguientes propiedades:

1. (A")" = A.
2. (eA + BB)* = aA* + 3B*.
3. (AB)* = B*A*,

En este trabajo vamos a llamar vectores a las matrices que constan de una
columna. Al conjunto de vectores de tamano n x 1 lo vamos a denotar por C"

y lo consideraremos como espacio vectorial sobre C con la suma y producto por
escalar usual de vectores.

Definicion 1.4. Definimos un operador como una funcién 7' : C* — C" tal que
para todo z,y € C" y a, f € C se satisface T'(ax + fy) = oT'(z) + BT (y).



Como es bien conocido, dada una base de C"™ podemos representar al operador
mediante una matriz de tamano n x n (ver [1, pag. 56-57]), v si la base esté fija,
cada matriz n X n representa a un operador (ver [1, pag. 134]). Asi que a partir
de aqui trabajaremos con la base canénica de C"

1 0 0
0 1 0

€1 = 0 , €2 = 0 ) <y En = 0 )
0 0 1

e identificaremos a los operadores con matrices de tamafno n X n.

Al conjunto que consta de las matrices de tamano n x n lo vamos a denotar
por M, (C) y lo consideraremos como espacio vectorial sobre C con la suma y
producto por escalar usual de matrices.

Definicién 1.5. Sea A € M,,(C). Decimos que A es una matriz triangular supe-
rior si es de la forma:

ay; a2 apz - Qip
0 axp axg -+ az
0 0 asz - - asn
0 0 0 - apn

Definicién 1.6. Sca A € M,,(C). Decimos que A es una matriz diagonal si es de

la forma:
a1 0 0 cee 0
0 a92 0 cee 0
0 0 asz - -- 0
0 0 0 - am

Definicion 1.7. Definimos la matriz identidad, la cual denotaremos por I, como
la matriz diagonal tal que cada entrada de la diagonal principal es 1.

Definicion 1.8. Sea V un espacio vectorial sobre C. Un producto interno en V es
una funcién (-,-) : ¥V x V — C que satisface las siguientes propiedades:

» (qu+ (v, w) = a(u,w) + [ {v,w), para todo u,v,w € Vy «a,f € C.

v (v, w) = (w,v), para todo v,w € V.

» (v,v) >0, para todov € V; y (v,v) =0siy sblosiv=0.



En este trabajo usaremos el producto interno en C" que se obtiene de la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.9. Sean z,y € C", digamos x = (x1,...,2,)" ey = (Y1, .., yn)’.
Entonces la funcion:

X

T2
(T, y) == 2101 + T2 + -+ TnUn = (G1, P2, - Un) | . | =Y'2,

define un producto interno en C™.

Demostracion. Ver [1, pag. 18]. m

El siguiente lema serd de utilidad mas adelante.
Lema 1.10. Sea A € M, (C) y sean x,y € C™. Entonces (Ax,y) = (x, A*y) .

Demostracién. Por definicién (x, A*y) = (A*y)*z. Luego, por la propiedad 1y 3
de matrices adjuntas se cumple que (A*y)*zr = y*(A*)*z = y*Az. Esta tltima
igualdad es precisamente la definicién de (Ax,y), como queriamos. =

Definicion 1.11. Sea V un espacio vectorial sobre C. Una norma en V es una
funcién || - || : V — R que satisface las siguientes propiedades:

» |lv|| > 0, para todo v € V; y |jv]| = 0 siy sélo si v =0.
» ||av|| = |a||v||, para todo v € V y a € C.
v o +w|| < ||| + Jw]||, para todo v, w € V (desigualdad del tridngulo).

Sea V un espacio vectorial sobre C. Se demuestra (ver [2, pag. 3]) que para
cada producto interno (-,-) en V, podemos definir una norma en V, a saber:

|v]| :== \/{(v,v), para todo v € V.

Definicion 1.12. Llamaremos norma euclidiana a la norma dada por el producto
interno en C", esto es: ||z|| := v/(x,z) = Va*z, para todo z € C".

Proposiciéon 1.13 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean z,y € C". Entonces

| o) | <l - lyll,

con igualdadad si y sélo si x ey son linealmente dependientes (ver [1, pdg. 19]).



Definicién 1.14. Decimos que U € M,,(C) es una matriz unitaria, si U*U = 1.

De la definicion se sigue que UU* = [ y ademés que U es biyectiva.

Lema 1.15. Sea U € M,,(C) una matriz unitaria. Entonces, para todo © € C"
se cumple ||[Uzx| = ||z||.

Demostracién. Por definicién ||Uz||* = (Uz, Uz). Luego, por el Lema 1.10 y como
U es unitaria (Ux,Uz) = (z,U*Ux) = (z,[z) = ||z|]*. =

Este lema establece que la norma del vector que surgue al aplicarle una matriz
unitaria a un vector cualquiera, es igual a la norma del vector original. Por esta
razon, las matrices unitarias también son llamadas isometrias.

El siguiente teorema sera de gran utilidad a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.16 (Teorema de Schur). Sea A € M,,(C). Entonces existe una matriz
unitaria U tal que U*AU es una matriz triangular superior.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre el tamano de la matriz.
Sin =1, claramente A es una matriz triangular superior.

Si n > 1, supondremos que el teorema se cumple para matrices de tamano
(n—1)x(n—1). Sea A un eigenvalor de A, y sea x; un eigenvector de A correspon-
diente a A; con ||z1]| = 1. Entonces usando el algoritmo de Gram-Schmidt [1, pég.
27] podemos obtener vectores o, ..., x,, tales que {z1, zs, ..., x,} es una base orto-
normal de C™ (recordemos que un conjunto de vectores son ortonormales si cada
uno tiene norma 1 y el producto interno entre dos cualesquiera de ellos es cero).

Asi, colocando estos vectores como columnas en una matriz Uy = [z x9 -+ @)
tenemos
71-1‘7
* I A
Ul AUl - . A r1 1 e T
7./]:;';’7
rjAxy xjAxe .- x]Ax,
x3Axy x3Axe - x3Ax,
- . . . )
* * *
xr Ay xtAxy -+ xk Az,




y dado que Az, = A\jxq, se sigue que:

i\ xjAry - xiAzg,
* * *
P AT, — sz vhAxy - xiAx,
1 1 — . .
riMry ) Are ooz Az,
Mz ziAxy - zlAx,
A (T, 20) a5Axe -+ abAx,
M (1, @) xhAxe - Az,
A Ay - 2Azg,
0 a3Axy --- zhAx,
- . . . )
0 z;Azy -+ z)Ax,

pues {x1,Zs, ..., T, } es una base ortonormal. De esta manera podemos escribir

) MY,
U AU, = (01 All)

en forma de bloque. Luego, dado que A; es una matriz de tamano (n—1) x (n—1)
sabemos, por hipétesis de induccion, que existe una matriz unitaria W de tamano
(n—1) x (n— 1), tal que Ty := W*A; W es una matriz triangular superior. Asi,
1 0
0w
U = U,U; es una matriz unitaria, y ademés cumple

definiendo la matriz unitaria Uy = ( ) en forma de bloque, la matriz

U*AU = (UlUg)*A(UlUg)
= U;(UTAUl)Uz

- 1 0 M 1 0
- 0o wr 0 A 0w
- SR 2114
B 0 WrAW
- Ao NW
N 0 T '
Esto muestra que U* AU es una matriz triangular superior como se afirmé. m

Notemos que las entradas de la diagonal principal de la matriz triangular del
Teorema de Schur son los eigenvalores de A incluyendo las posibles multiplicida-
des.

Definicién 1.17. Decimos que A € M,,(C) es una matriz normal, si A*A = AA*.



El siguiente lema sera til.

Lema 1.18. Sea T' € M,,(C) una matriz triangular superior. Entonces T es una
matriz normal si y solo si'T' es una matriz diagonal.

Demostracion. Con un calculo podemos ver que si 1" es diagonal, entonces 1" es

normal.
Ahora supongamos que 7' es una matriz normal de la forma

mir Mz -+ Mip
0 Mag -+ Moy

T =
0 0 e Man

Las entradas de la diagonal de T*T" — T'T™* cumplen

mll O e O e O miq mi2 - mi; e Min
m12 m22 e 0 e 0 0 Moo e mao; e Mon
mli mZi e mZL e 0 O O oo Mi; e Min
L\ Man Mon 0 Mun e Mgy 0 0 . 0 e Man )]
miq mio mi; Min mll O 0 O
0 mao mo; Moy, M1z Moz 0 0
0 0 My Min mli ma; My 0
L 0 0 o 0 o Mnn Min M2p - (T Mpn 1

% n
= Z lmgil® — Z ||
k=1 k=i

Luego, como por hipotesis T' es una matriz normal, T*T — TT* = 0, entonces
0= [T*T — TT*]H = —(\m12|2 + ]m13]2 + \m14|2 + -+ |m1n|2),
lo cual ocurre si y s6lo si [myy| = 0, para todo k € {2,3,...,n}. Por lo que entonces

0 - [T*T - TT*]QQ
= |mi2® = (Imas]® + [maa|” + - - + [man|?)

= —(Imas|? + [maal* + - + [man[*),
pero esto ocurre si y s6lo si |mog| = 0, para todo k € {3,4,...,n}. Pero entonces

0 = [T*T — TT*]gg
= |mas|® + |mas|* — (Imsa]® + - + |maa|*)

= —(Imaa]® + - + [ma,[?).
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De igual manera, esto ocurre si y sélo si |mgx| = 0, para todo k € {4,...,n}.

Continuando con este proceso podemos concluir que 7', es en efecto, una matriz
diagonal. m

El Teorema de Schur aplicado a matrices normales se llama Teorema Espec-
tral.

Corolario 1.19 (Teorema Espectral). Sea A € M,,(C) una matriz normal. Enton-
ces existe una matriz unitaria U tal que U*AU es una matriz diagonal.

Demostracion. Por el Teorema de Schur sabemos que existe una matriz unitaria
U tal que T := U*AU es una matriz triangular superior.

Luego, de la hipdtesis sobre A, se tiene:

T*T = (U*AU)*(U*AU)
— UA'UU*AU
= U A*AU
= U AAU
— UAUU*A'U
= (U*AU)(U*AU)*
= TT".

Es decir, la matriz triangular superior 7' es una matriz normal. Por lo tanto,
aplicando el Lema 1.18, se tiene que 7" es diagonal. m

La siguiente definicion sera util.

Definicién 1.20. Sea A € M,,(C). Definimos la traza de A como la suma de los
elementos de la diagonal principal de A.

El siguiente lema muestra algunas propiedades de la traza.
Lema 1.21. Sean A, B € M,(C) y o, € C. Entonces

1. traza (aA + BB) = atraza (A) + B traza (B).

2. traza (AB) = traza (BA).

3. traza(A*) = traza(A).
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Demostracion. Con un calculo se puede verificar que la parte 1 se cumple.

Para verificar la parte 2 notemos que las entradas de la diagonal de AB son

air a2 - Qo Gin bir b2 -+ by - by
a1 @ - G - G2 bor bao -+ bo; - boy
R R R R T 2 N
apl QAp2 -+ Gpg " Qnn bni bp2 or bni o bug 1

n
= E Qitbp;.-
k=1

Andlogamente las entradas de la diagonal de la matriz BA son Y, _, bixak;. Asi,
traza(BA) = > > 0 bik@ri = > iy Y opey Qkibi = traza(AB).

Para verificar la propiedad 3 primero notemos que traza(A”) = traza(A), por
lo tanto traza(A*) = traza(AT) = traza(A) = traza(A). m

Definicion 1.22. Sean A, B € M,,(C). Decimos que A y B son unitariamente
equivalentes, si existe una matriz unitaria U tal que A = U*BU.

Se puede verificar que dos matrices unitariamente equivalentes tienen la misma
traza. Mas aun, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.23. Sea A € M,,(C) y sean A1, g, ..., A\, sus eigenvalores incluyendo
las posibles multiplicidades. Entonces traza (A) = A1 + Ao+ - + Ay

Demostracion. Por el Teorema de Schur sabemos que existe U unitaria tal que
U*AU es triangular, y ademas las entradas de la diagonal principal son los ei-
genvalores de A incluyendo las posibles multiplicidades. Entonces Ay + Ay + - -+ +
A = traza (U*AU). Luego, por la propiedad 2 del Lema 1.21 se cumple que
traza (U*(AU)) = traza ((AU)U*) = traza (A). =

Definicion 1.24. Decimos que la norma ||- || definida en M,,(C) es unitariamente
invariante si para toda U unitaria, se cumple |[U*AU|| = ||A]| para todo A €
M, (C).

En las siguientes dos secciones presentaremos normas unitariamente invarian-

tes definidas en M,,(C).
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1.2

Norma de Frobenius

Iniciaremos esta seccién con el siguiente lema.

Lema 1.25. Sea A € M,,(C), digamos

11 Adi2
21 A2
A= .
Ap1  QAp2
* _ 2
Entonces traza(A*A) = 3 |aij|
Demostracion. Como
[/ @11 G2 -+ aj Gn1
a2 Q22 - G52 Qn2
[A*A];; = - -
ayj Q2 Ajj Anj
a1n  Q2n QAjn nn

n
= > layl%
=1

Q1n
Q2p
ann
ay;p aiz -+ aiy o G1p
az1 G2z -+ Q25 -t A2p
aj1r a2 Ajj Qjn
apl  QAp2 - Qpj = Gnn

tenemos que traza(A*A) =377 D7 |ay? =37, |ay[*. -

Lema 1.26. Sea (A, B) := traza(B*A), para A,B € M,(C). Entonces {-,-)
define un producto interno en M,(C).

Demostracion. Verificaremos que las condiciones de la Definicion 1.8 se satisfacen.
Sean A, B,C € M,(C) y o, € C. Entonces por el Lema 1.21 se cumple

(aA+pB,C) =

traza(C*(aA + 5B))
traza(aC*A + fC*B)
atraza(C*A) + (traza(C* B)
a(AC)+p(B,C).

Por la propiedad 3 del Lema 1.21 y las propiedades 3 y 1 de matrices adjuntas
(B, A) = traza(A*B) = traza((A*B)*) = traza(B*A) = (A, B) .
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Sea A € M,(C). Entonces (A, A) = traza(A*A) = >_, |a;j|* (Lema 1.25).
Por lo tanto (A, A) > 0 con igualdad si y sélosi A=0.m

Definicion 1.27. Sea A € M,,(C). Definimos la norma de Frobenius (o euclidia-
na) de A como ||Allr = /> lai]*

Asi, por el Lema 1.25 y el Lema 1.26 tenemos ||Al|r = y/traza(A*A) =

(A4, A). Esto implica que la norma de Frobenius es una norma. En lo que resta
de esta seccién mostraremos algunas de sus propiedades.

Lema 1.28. Sea A € M,,(C). Entonces |A*||r = || AllF.

Demostracion. Es inmediato de la definicion de la norma de Frobenius. m

Proposicion 1.29. Sean A, B € M,,(C). Entonces ||AB||r < ||Al|r| Bl #-

Demostracion. Sean

@11 a2 - Aip bii bz -+ bip
Q21 Q22 -+ A2y bay bay -+ Doy

A = y B - . )
Ap1 QAp2 - Apn bnl bn2 Tt bnn

ysean a; ‘= ((_lﬂ,(_lig, s ,C_Lin)Tbe’ = (bh‘, b2i7 cee ,bm')T para todo ¢ - {1, 2, ,n}
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Entonces por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

<Zla a) (Z% ap) - <2m a)
TETE | I
(br,an) (b2,an) -+ (bn,an)

F

= Il
i||bj\|2||ai||2
i||ai||22||bj||2
- Zmr?iw
- i|aij12i|bij|2

= [ AlEIBIE,

IN

como queriamos. m

La igualdad en esta proposicion no siempre ocurre. A continuacién presenta-
. 2 1 20
Ejemplo. Sean A = y B= . Entonces || BA||r =
F

mos un ejemplo.
5 1
0 1 11 1 1

V28 vy ||A|r||BllF = V6V/6 = 6. En este caso, la desigualdad es estricta.

Proposicién 1.30. Sea A € M,,(C). Entonces ||A*A||r < || A||%.

Demostracion. El resultado se sigue de la Proposicién 1.29 y del Lema 1.28. m

Notemos que en el ejemplo anterior B = A*, lo cual hace de éste también un
ejemplo para ilustrar que la igualdad de esta proposiciéon no siempre ocurre.

Lema 1.31. Sea U € M,,(C) una matriz unitaria. Entonces |U||r = /n.

Demostracién. Se sigue de que |U||% = (U,U) = traza(U*U) = traza(I) =n. m

La siguiente proposicion muestra que la norma de Frobenius es unitariamente
invariante.

Proposicion 1.32. Sea A € M, (C) y sea U una matriz unitaria. Entonces
|U=AU [ = [[Allr-
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Demostracion. Se sigue de |U*AU||% = (U*AU,U* AU) = traza((U* AU)*(U*AU)) =
traza(U* A*UU* AU) = traza(U* A* AU) = traza(A*AUU*) = traza(A*A) = ||A[/%. =

Lema 1.33. Sea A € M, (C) y sea x € C". Entonces ||Az| < ||A||r|z]|, con
igualdad si y solo si el rango de A es uno y T estd en el espacio fila de A.

Demostracion. Sea

11 Qi -+ Aip
Q21 Q22 - d2p
A=
Qp1 QAp2 - App
y sea a; = (a1, @i, -+ , i)’ , paratodod € {1,2,...,n}. Entonces por la desigual-
dad de Cauchy-Schwarz
2
a1l a2 -0 Qin I
Q21 G2 -+ A2 T2
|Az|? = .
ap1 Qp2 " Qnp Iy

r1a11 + TaQig + -+ - + Tpa1y
Tr1a91 + ToQog + -+ - + Tpa9,

T1Qp1 + Tolpo + -+ - + TpQpp

(ar,7) \ ||

<a2,i>

(an, )

= [{ar, D) + [{a2, D) + - + [(an, 7)]?

< a2l + llaol*)1Z)7 + - - + a1 2]
= (laall* + llazll* + - - + [lan|*) ||

= [|AlFl2]?,

con igualdad si y sélo si ¥ es linealmente dependiente a cada fila de A, es decir, si
T = aqja; = apag = -+ = Qua,, para algunas constantes «;, con i € {1,2,....,n}.
Esto implica que cada fila de A es un miltiplo de Z. Sin embargo, esto ocurre si
y sélo si el rango de A es uno y T esta en el espacio fila de A. m
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1.3

Norma Usual de Operadores

Sea A € M, (C). Dado que el operador A y la norma euclidiana son fun-
ciones continuas, la imagen del conjunto compacto {z € C" : [|z|| < 1}, bajo
la composicion de A y la norma euclidiana, es compacto. Es decir, el conjunto
{||Az|| : [|z]| < 1} es compacto, y por lo tanto cerrado y acotado. Esto implica
que el sup{||Az| : ||z|| < 1} es un ndmero finito y se alcanza. A continuacién
justificaremos cémo el sup{||Az|| : ||z]| < 1} equipa a M,,(C) con una norma.

Definicion 1.34. Sea A € M,,(C). Definimos la norma usual del operador A
como ||A|| := sup{||Az]| : ||z|| < 1}.

A diferencia de la norma de Frobenius, la norma usual de operadores no
proviene de un producto interno (justificaremos esto al final de la seccién). Sin
embargo, si es una norma.

Proposicion 1.35. La norma usual de operadores es una norma en M, (C).

Demostracion. Verificaremos que las condiciones de la Definicion 1.11 se cumplen.
Claramente, ||A| = sup{||Az|| : [|z|| < 1} > 0 para todo A € M,(C).
Notemos que si ||A]] = 0, entonces Az = 0 para todo z € {y € C" : |ly|| < 1}.
Luego, por linealidad Ax = 0, para todo x € C". Esto nos permite concluir que
A=0. Asi, ||A|]| =0 si y sdlo si A= 0.
Observemos que para todo A € M,,(C) y a € C

le Al = sup{[[(ad)z] : [[z]] <1}
= supflof|Az| - [l«]| < 1}
= |afsup{[[Az] : [|=]] < 1}
= lofflA].
Para demostrar que la norma usual de operadores satisface la desigualdad del

tridngulo primero notemos que, para todo A, B € M,,(C), por la desigualdad del
triangulo de la norma euclidiana en C":

A+ Bl = sup{[|(A+ B)x| : ||=[| <1}
= sup{[|Az + B - |Jzf| < 1}
< sup{[|Az[| + || Bz| : [l«] < 1}.

Ademas,

sup{[[Az|| + | Bz[| : [|=]] < 1} < sup{[|Az[| : [lz[| < 1} + sup{[| Bz : ||z]| <1}
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Esto prueba que ||[A + B|| < ||A]| + || B]|. =
A continuaciéon mostraremos algunas propiedades que, al igual que la norma

de Frobenius, satisface la norma usual de operadores. Comencemos notando que
la norma usual de operadores satisface la primera parte del Lema 1.33.

Lema 1.36. Sea A € M, (C). Entonces ||Ay|| < ||A|l - [|y|| para todo y € C".

Demostracion. En el caso y = 0 la desigualdad es trivial. Por otro lado, si y # 0

basta notar que HA (H%/H) H < supq{||Az|| : ||z]| < 1} = [|A]|. =

Lema 1.37. Sea A € M, (C). Entonces existe xyg € C", con ||zo|| = 1 tal que
[A[] = [l Ao

Demostracion. Primero supongamos A # (0. Como mencionamos al inicio de esta

seccion, el sup{||Az|| : ||z|]| < 1} se alcanza, es decir, existe un zo € C" con
|zo|| < 1 tal que ||A|| = ||Axol|. Luego, por el lema anterior ||A| < [|A]| - ||zol|, ¥
por lo tanto 1 < ||zg]|. Asi, ||zo]| = 1. Si A =0, el resultado es trivial. m

Lema 1.38. Sea A € M,,(C). Entonces ||A*|| = ||A]|.

Demostracion. Iniciaremos probando que [|A|| < ||A*||. Por el Lema 1.10 y por la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, |Az||? = (Az, Ax) = (x, A*Az) < ||z|-||A*Ax]|.
Ademds, [|A"Az| < [|A*] - [|Az|| (Lema 1.36). Asf, [|Az[|* < [l - ||A*]| - [[Az]| y
por lo tanto ||Az|| < ||z| - ||A*||. Esto implica que ||A|| = sup{||Az]| : ||z] <1} <
sup{[lz| - [[A*] - [l]l < 1} = [[A*[[ sup{{[=]| : lz]| <1} = [|A*]

Para probar que ||A*|| < ||A]|, basta aplicar el argumento anterior a A*. m

Proposicién 1.39. Sea A € M,,(C). Entonces | A*Al| = || A|)*.

Demostracién. Primero mostraremos que [|A|?> < ||A*A|. Por el Lema 1.10 y por
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, ||Az|? = (Az, Az) = (z, A*Az) < ||z| - ||A* Az]|.
Ademds, ||A*Az| < ||A*A| - ||z|| (Lema 1.36). Asi, ||Az|? < ||=|| - [|A*A|. Esto
implica que [[A[]? = sup{|Az|® : ||z < 1} < sup{||=[* - |[A*A]| : [lz]| < 1} =
| A=Al sup{[lz||® : [|«]| <1} = [ A*A].

Para probar || A*A|| < ||A||?, notemos que ||A*Az|| < ||A*||-||Az|| (Lema 1.36).
Por lo tanto | A*A|| = sup{[|4*Az]| : |lz]] < 1} < sup{|4*] - || Az] : lz]) < 1} =
||A*|| sup{||Az]| : ||z|| < 1} = ||A*]|||A]|. El resultado se sigue del Lema 1.38. m
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Lema 1.40. Sea U € M,,(C) una matriz unitaria. Entonces |U]| = 1.

Demostracién. Por el Lema 1.15 se cumple ||U|| = sup{||Uz| : ||z| < 1} =
sup{|z( - [lof <1} = 1. m

Al igual que la norma de Frobenius, la norma usual de operadores es unita-
riamente invariante.

Proposicion 1.41. Sea A € M,,(C) y sea U unitaria. Entonces |[U*AU|| = ||A]|.

Demostracién. Iniciaremos probando que ||AU|| = ||A||. Como U es suprayectiva
se cumple que para todo x € C" existe y € C" tal que x = Uy. Asi, ||z|| = ||[Uy]].
Luego, como U es una isometria (Lema 1.15) tenemos ||z|| = ||y||, ¥ por lo tanto

[A[l = {llAz]] - flz]] <1} = {|AUY[] - [lyl] < 1} = [[AU].

Ahora probaremos que ||[U*B|| = ||B||, para todo B € M, (C). Aplicando lo
que acabamos de probar a B*, tenemos ||B*U|| = || B*||. Luego, por el Lema 1.38
el lado izquierdo de esta igualdad cumple |B*U|| = ||(B*U)*|| = ||[U*B]|| y el lado
derecho es || B]|. Asi, ||[U*B|| = || B]].

Esto implica que ||[U*(AU)|| = ||[AU|| = ||A|| como querfamos. m

Sea A € M,(C). El operador A “estira” cualquier vector x € C" a una
longitud no mayor que [[A]l - [lz]|, pues [[Az|| < [JA]} - [lz] (Lema 1.36). Esto
indica que ||A|| puede ser pensada como el factor méas grande por el cual A
“estira” cualquier vector. Mas aun, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 1.42. Sea A € M,,(C). Entonces

1A = inf{k > 0+ || Az|| < K[|z, V2 € C"}.

Demostraciéon. Llamemos ¥ al conjunto {k > 0 : ||Az|| < k||z||,Vx}, el cual es no
vacio, pues ||A|| € ¥ (Lema 1.36), y ademés es acotado inferiormente. Denotemos
por o > 0 a este infimo. Esto implica que a < || 4]|.

Para demostrar la igualdad entre o y ||A]|, basta mostrar que a > |[|A].
Procederemos por contradiccién. Supongamos o < ||Al|. Entonces existe ¢ € ¥
tal que a < ¢ < ||A||. Por el Lema 1.37 sabemos que existe o € C", con ||zo|| =1
tal que ||A]| = ||Azo|| y como ¢ cumple ||Azg|| < cl|zg]] = ¢, entonces ||A]| < c.
Sin embargo, esto contradice que ¢ < || A||. m

Calcular la norma usual de un operador ya sea con la primera definicion que
dimos o con esta nueva manera de enunciarla, no siempre es facil ya que el calculo
puede volverse complicado y tedioso. El siguiente teorema nos proporciona otra
alternativa para calcular la norma usual de un operador dado.

Definicién 1.43. Decimos que A € M,,(C) es una matriz autoadjunta o hermi-
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tiana, si A* = A.

Teorema 1.44. Sea A € M,,(C) una matriz autoadjunta. Entonces

|A]| = max{|\| : A es eigenvalor de A}.

Demostracion. Primero notemos que como A es una matriz autoadjunta y por
lo tanto normal, el Teorema Espectral afirma que existe una matriz unitaria U
tal que U*AU es diagonal. Ademas, las entradas de la diagonal de U* AU son los
eigenvalores de A incluyendo las posibles multiplicidades, digamos A1, Ag, ..., A,.
Asi, por la Proposiciéon 1.41 se cumple que

Al = |UTAU||
= sup{|[U*AUz| : ||z|| < 1}
)\1 0 0 Iy
0 X -+ 0 To
= sup S SV e+ 4 a2 <1
0 0o - A\, Ty,

sup { VIR + Pallea2 4 Nl s Vo P a4 el < 1)

Sin pérdida de generalidad supondremos |A;| = max{|\| : \ es eigenvalor de A}.
Entonces

VIMPlzR 4 PoPlza + - 4 DaPleal? < V]l + a2 + -+ fzal?,

lo cual implica

sup { VIMPT P+ PaPTeal 4 PPl s VP oo+ e < 1} < ),

equivalentemente ||A|| < max{|\|: A es eigenvalor de A}.
Por otro lado, observemos que

il € { VNP + el + - PaPlenl  Ier P+ 2P+ o < 1},

puies [ | = v/l 02+ T INE T+ + A 02, paratodod € {1,2,...,n}.
Por lo tanto max{|\| : A es eigenvalor de A} < || Al|. Esto muestra lo deseado. m

Corolario 1.45. Sea A € M,,(C). Entonces

|A| = vméax{|\| : X es eigenvalor de A*A}.

Demostracion. Como A*A es autoadjunta y ||A|| = +/||A*A|| (Proposicién 1.39),
por el Teorema 1.44 tenemos ||A|| = /max{|\| : A es eigenvalor de A*A}. m

Vamos a terminar esta seccion observando que la norma usual de operadores
no proviene de un producto interno, pues no satisface la ley del paralelogramo
(ver [11, pag. 80]). El siguiente ejemplo muestra esto para n = 2.
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Ejemplo. Sean A = ( 8

10
yB-(0 1 ).Entonces

O =

I
e i e

A+ BI* =

e e e e N

= méx{])\| : X es eigenvalor de ( i ; )}

3+v5

2 I

y
2
2 -1 1
e [
-1 0 ~1 1
a 1 -1 0 -1
B 1 -1
- -1 2
" . 1 -1
= max{w : X es eigenvalor de < 1 9 )}
_ 3+45
- -
Luego, como ||A|| =1 = ||B]| la ley del paralelogramo no se cumple.

En el caso n > 2 se puede verificar que, de manera andloga al caso n = 2, la
norma usual de operadores no proviene de un producto interno.

1.4

Equivalencia de Normas

Iniciaremos notando que por la Proposicion 1.42 y el Lema 1.33 tenemos
|Al] < ||Al|F. En la siguiente proposicién veremos cuando ocurre la igualdad.

Proposicion 1.46. Sea A € M,,(C). Entonces ||Al| = ||Al|r si y sdlo si el rango
de A es uno.
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Demostracion. Supongamos que el rango de A es uno y sea x # 0 tal que x
estd en el espacio fila de A. Entonces ||A||r||z|| = ||Az| (Proposicién 1.33) y
ademds ||Az| < ||A]l - [|z|| (Lema 1.36). Esto implica que ||A||r < ||A]| y por lo
tanto || Al = ||A|r-

Ahora supongamos ||Al| = ||Al|r. Como existe xy € C™ con ||zo] = 1 tal que
||Azo|| = ||A]| (Lema 1.37) tenemos [|Azq|| = ||A||r = ||A||lr||zol|, pero por el
Lema 1.33 esto ocurre sélo si el rango de A es uno. m

Como se vera a continuacién, esta relaciéon que existe entre la norma usual de
operadores y la norma de Frobenius no es casualidad.

Definicion 1.47. Sean || - ||y y || - || normas definidas en el espacio vectorial
V. Decimos que || - ||y v || - ||2 son equivalentes, si existen c¢;,co > 0 tales que
allvllr < Jvllz < ea|v||; para todo v € V.

La siguiente proposicion muestra que la norma usual de operadores y la norma
de Frobenius son equivalentes.

Proposicion 1.48. Sea A € M,,(C). Entonces || Al < ||Allr < v/n|lA].

Demostracion. Como observamos al inicio de esta seccién, se cumple || A|| < [|A||r.

Para probar la desigualdad ||A||r < v/n||A||, notemos que || A]|% = traza(A*A),
y que si Ay,As,...,A, son los eigenvalores de A*A, incluyendo las posibles multi-
plicidades, entonces por los Corolarios 1.23 y 1.45 tenemos que traza(A*A) =
A4+ A S A+ ] S nméx{ M, Al = n||ATA|| = nl|Al% -

Observemos que de la Proposicién 1.46 podemos concluir que la desigual-
dad ||A|| < ||A||r es 6ptima, es decir, no existe mejor constante ¢; > 1 tal que
a1 ||A] < ||Allr para toda A € M,,(C). Por los Lemas 1.31 y 1.40 podemos ver
que la desigualdad ||A||r < v/n||A|| también es éptima, es decir, no existe mejor
constante ¢y < y/n tal que ||Al|r < 3| A]| para toda A € M,,(C).

En lo que resta de esta seccién mostraremos que en realidad todas las normas
definidas en espacios vectoriales con dimensién finita, y en particular en M,,(C),
son equivalentes.

Lema 1.49. Sea V un espacio vectorial. Entonces todas las normas definidas en
V son funciones continuas.

Demostracion. Sea || - || una norma definida en V. Dado € > 0, basta elegir
0 < § <e Puessi ||lv—wl| < § entonces, como |(|v]| — [|w|])| < ||v —w]|, tenemos
(ol = lwl) <€ m
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Notacién 1.50. Sea V un espacio vectorial y sea || - || una norma definida en
V. Denotamos a la bola cerrada unitaria con la métrica dada por || - || como

D:={veV:|v| <1}

Lema 1.51. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Entonces la bola uni-
taria cerrada con la métrica dada por cualquier norma es un conjunto compacto.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema de Heine-Borel (ver [11, pég.
44]), pues por hipétesis V es de dimensién finita y ademads la bola cerrada unitaria
es cerrada y acotada. m

Teorema 1.52. Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Entonces todas
las normas definidas en V son equivalentes.

Demostracion. Sean || - ||y y || - ||2 normas definidas en V. Llamaremos S|, al
conjunto {v € V : ||v]]2 = 1}. Como || - ||; es una funcién continua (Lema 1.49)
y S|l €s un conjunto compacto (pues Sj., es un subconjunto cerrado de D =
{v € V:|v]2 < 1}, el cual es compacto por el Lema 1.51) la norma || - ||
alcanza su minimo y su méximo en Sj.,. Sean ¢; = min {|jwl[|; : w € S, } ¥
¢ = méx {|lw|ly : w € S, }. Entonces, para v € V distinto de cero Tl € SlHl2 ¥

(W)
(W)

es decir, [|v]|2c1 < ||v]|1 < |Jv]|ac2. En el caso v = 0, la desiguladad es trivial. m

> [lvllo min {|lw]l; : w € Sy, b = [[v]lacr
1

[l = lvll2

< [vlla méx {Jlwlly : w € Sy, } = [[vll2ce,
1

lolly = vl

Notemos que el teorema anterior incluye la Proposicién 1.48, pues M,,(C) es
un espacio vectorial de dimensién finita. La ventaja de nuestra proposicion es que
nos proporciona explicitamente las constantes c¢; y ¢y de la Definicién 1.47. Estas
constantes seran de utilidad en lo que sigue.

1.5

Conjunto de las Matrices Normales N

Definicién 1.53. Sea || - || una norma definida en el espacio vectorial V y sea W
un subconjunto de V. Para cada v € V definimos la distancia de v a W con la
métrica dada por la norma || - || como dist(v, W) := inf{||v — w| : w € W}.
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En general, si V es de dimension finita y WV es cerrado, entonces la distancia
de cualquier elemento fuera de W tiene distancia positiva a VW. Veamos esto.

Lema 1.54. Sea || - || una norma definida en el espacio vectorial de dimension
finita V, y sea W un subconjunto cerrado de V. Entonces para toda v ¢ W se
cumple que dist(v, W) = inf{||jv — w|| : w € W} es positiva y se alcanza.

Demostracion. Notemos que si dist(v, VW) = 0, entonces existe una sucesion {wy}
en el conjunto W tal que ||[v — wi|| — 0 cuando & — oo. Esto implica que la
sucesion {wy} converge a v, pero esto es una contradiccién pues por hipétesis W
es cerrado y v & W. Asi que dist(v, W) > 0.

Ahora mostremos que la distancia de v a W se alcanza. Sea r := dist(v, W) y
sea {w, } una sucesién de W tal que ||[v—w,| — r. Entonces para todo € > 0 exis-
te un ndmero natural ny tal que para n > ng se cumple que |||v — w,|| — 7] < €.
Esto implica que la sucesién {w,}, la cual estd acotada en un espacio de dimen-
sion finita, tiene una subsucesién convergente. Luego, como por hipotésis W es
un conjunto cerrado con la métrica dada por la norma || - ||, tenemos que esta
subsucesion converge a algin elemento de VW, mostrando asi lo deseado. m

Notacién 1.55. Sea || - || una norma definida en el espacio vectorial V. Para cada
v € Vyr > 0denotamos a la bola abierta centrada en v de radio r con la métrica
dada por la norma || - ||, como B, (v) :={w eV :|v—w| <r}.

Lema 1.56. Sea || - || una norma definida en M,,(C) tal que || X*|| = || X| para
todo X € M,(C). Entonces la funcién ¢ : M,(C) — M,(C) definida como

d(A) == A*A — AA* es continua con la métrica dada por la norma || - ||.

Demostracion. Primero probaremos que ¢(A) := A* es una funcién continua con
la métrica dada por la norma || ||, es decir, que la imagen inversa de bolas abiertas
es un conjunto abierto. Sea r > 0. Por la propiedad 2 de matrices autoadjuntas
o1 (Bo(A") i= {B € My(C) 1 ||A" — B*|| <1} = {B € My(©): (A= B)*| <7} y
como por hipétesis ||(A — B)*|| = ||A — B|| entonces ¢~ (B,(A*)) = B,(A).

El hecho de que ¢ es una funcién continua se sigue de notar que es la suma
de funciones continuas. m

Denotemos por N al conjunto de matrices normales.

Teorema 1.57. Sea |- || una norma definida en M,,(C) tal que | X*|| = || X|| para
todo X € M, (C). Entonces el conjunto de las matrices normales N es cerrado
con la métrica dada por la norma || - ||.

Demostracion. Basta mostrar que toda sucesién en N que converge, converge



24

a un elemento de N. Sea {A,}°°, una sucesién de matrices normales tal que
lim, ..o A, = A, y sea ¢ como en el Lema 1.56. Entonces ¢ es una funcién
continua con la métrica dada por la norma || - || y

0 = lim(A%A, — A,47)

— lim ¢(A,)
= ¢(lim A,)
= ¢(4)

= A*A - AAY

es decir, A es una matriz normal. m

Notemos que, por el Lema 1.38 y el Lema 1.28, el teorema anterior indica que
N es un conjunto cerrado con la métrica dada por la norma usual de operadores y
la norma de Frobenius. Asi, por el Lema 1.54, para cada A ¢ N existen Ny, N; €
N tales que dist(A,N) = dist(A, V1) y distp(A4,N) = distp(A, Ny).

Lema 1.58. Sea || - || una norma unitariamente invariante definida en M, (C).
Entonces para cada A € M, (C) existe una matriz triangular superior T que

satisface diSt”.H(A,N) = diSt”.H(T, N).

Demostracion. Aplicando el Teorema de Schur 1.16 y dado que la norma es uni-
tariamente invariante se obtiene el resultado. m

Notemos que, como la norma usual de operadores y la norma de Frobenius
son unitariamente invariantes (Proposiciéon 1.41 y 1.32), el lema anterior indi-
ca que para toda A € M, (C) existe una matriz triangular superior 7" tal que
dist(A,N) = dist(T,N) y dist p(A,N) = distp (T, N).

En general, calcular la distancia de V" a un elemento A € M,,(C) es una tarea
dificil. En el siguiente capitulo abordaremos el caso para las matrices 2 x 2.



CAPITULO 2

Distancia de Matrices 2 x 2 a N

En este capitulo, calcularemos la distancia de una matriz 2 x 2 arbitraria al
conjunto de las matrices normales N con las métricas dadas por la norma de
Frobenius y la norma usual de operadores.

Para obtener este resultado, primero calcularemos la distacia de la matriz

( 8 (1J ) al conjunto de las matrices diagonales, y luego al conjunto de las ma-

g ) . Este ultimo es un cédlculo importante, pues

en este conjunto estan las matrices normales para las cuales se alcanza la distacia

de ( 8 (1) ) a N, tanto con la norma de Frobenius (Seccién 2.1) como con la

norma usual de operadores (Seccién 2.2). Al final de cada una de estas seccio-
1

trices normales de la forma ( 0

0 a N. En la Seccién 2.3 obtendremos

explicitamente la distancia de una matriz arbitraria de tamano 2 x 2 a N con la
métrica dada por ambas normas.

nes calcularemos la distacia de (

2.1

Distancia Con la Norma de Frobenius

El siguiente lema sera 1til.

Lema 2.1. Sea x € C". Entonces |z — 1|* + |z|* > 3, con igualdad si y sdlo si
1

25
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Demostracion. El resultado se sigue de observar que
lz)* + |z — 1> = |2+ |z]* +1 - 2Re(x)
2Re?(x) +2Im?(x) + 1 — 2 Re(z)
> 2Re*(z) —2Re(x) +1,
1

y que la funcién real f(u) = 2u? — 2u + 1 tiene un minimo global en v = %. =

[\

Iniciaremos calculando la distancia de la matriz ( > a un subconjunto

0 0
de N, el conjunto de las matrices diagonales.

0 0
jJunto de las matrices diagonales es 1. Ademds, esta distancia se alcanza para la
matriz cero.

Proposicion 2.2. La distancia con la norma de Frobenius de ( 01 al con-

Demostracion. El resultado se sigue de notar que
01\ (w0 w —1
00 0 =z 0 =z

En la siguiente proposicion calcularemos la distancia de (

~ VP + TP+ L

F ‘ F
| |

1 .
00 ) al conjunto

de las matrices normales de la forma ( 2 :8 )

Proposicion 2.3. La distancia con la norma de Frobenius de ( 8 é ) al conjun-
to de las matrices normales de la forma ( 2 g ) es \/Lﬁ Ademds, esta distancia

1
se alcanza para las matrices ( 2 2 ) donde |y| = 1.

0

Demostracion. El resultado se sigue de observar que toda matriz normal de la

forma< 2 Bj ) cumple |z| = |y|, y que entonces por el Lema 2.1

IG5 3)-C0 LA )

con igualdad si y sélo si z = % y por lo tanto |y| = % "

2
=z = 1P+ |y = |z — 1 +|2” =
F

NN

Como veremos a continuacion, las matrices para las cuales se alcanza la dis-
tancia en la proposicién anterior son las mismas para las cuales se alcanza la

distancia de < 8 é ) aMN.
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Proposicion 2.4. La distancia con la norma de Frobenius de ( 8 (1) ) al con-

qunto de las matrices normales N es \% Ademds, esta distancia se alcanza para
1

las matrices normales ( 2 (5) ) donde |y| = 1.

Demostracion. Basta notar que toda matriz normal < v 9; ) cumple |z| = |y,

G
F Y < F

VIwP + |z =112 + [y + [=]2

y que entonces por el Lema 2.1

[(506)-(5 %)

> Ve 1P+ IyP

= Vle—1P+ [P
1

Z —_

V2’
con igualdad siy sélosiw =2z=0y x = % ]

Ahora calcularemos la distancia de las matrices de la forma < 0

1)a./\f.
L

Proposicion 2.5. La distancia con la norma de Frobenius de ( 3 ’i ) al conjun-

to de las matrices normales N es \% Mas ain, st A\ = u, entonces esta distancia
1

se alcanza para las matrices normales 2 ) con |y = % En el caso X\ #
L

= o= N
< >

se alcanza para la matriz normal ( ) donde y = (XA — p) (A — p) .

Demostracion. Como toda matriz normal ( Z) i > cumple |z| = |y|, por el

H(w—)\ x—l)
F Yy T H F

= VIw=AP+[z— 12 + [y + |2 — uf?

Lema 2.1 tenemos

(oa)-(0 1)

> V= 1Py

— V- 1P+ [P
1

>

E,

con igualdad siy sélosiw =\, 2 =pyz =1

5.
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Mediante un calculo se puede verificar que si A = pu, entonces las matrices
1

normales ( 2 Z ) con |y| = 3 cumplen igualdad en la desigualdad anterior.

1

En el caso A\ # p, la igualdad se cumple para la matriz normal ( Z ) donde

y = 3(A = p)(A — p)~*. Claramente, éstas son las tinicas matrices normales para
las que se alcanza la igualdad. m

2.2

Distancia Con la Norma Usual de Operadores

Al igual que en la seccién anterior, comenzaremos calculando la distacia de la

. 1 . . :
matriz ( 8 0 ) al conjunto de las matrices diagonales.

Proposicion 2.6. La distancia con la norma usual de operadores de 8 (1) > al

conjunto de las matrices diagonales es 1. Ademds, esta distancia se alcanza para
la matriz cero.

. w 0 L . .
Demostracion. Sea 0 , ) uma matriz diagonal arbitraria. Entonces por el

Corolario 1.45 del Capitulo 1
0 0 0 =z =
a —1 2 0 P
_ \w|2
- —w 12\2 +1
max q A 1 A es eigenvalor de > —w
| —w [2P+1

Notemos que el primer término de la suma dentro de la raiz cumple
V ([w]P—[z2=1)2+4]w|?
2

wl? + 22+ 1 V(wP ~ ]2 ~ 17 + djwp?
2 * 2 '

lw+z2+1 < 1
2 T

El segundo término satisface

> % pues
(lw = 12> = 1) + 4lw]* > 1,
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ya que

wl* + 21" + 1 = 2Jwf?[2* = 2|w]* + 2|2[* + 4w]* - 1
= Jw* + 2" = 2wz + 2Jw]* + 2/
= (P = [21*)? + 2(jwl* + [2*) > 0.

(Jwl* = ]2 = 1)% + 4fw]* — 1

De aqui que

2 2 1 2 _ 2_12 4 2
L R I T e VY

Observemos que la igualdad ocurre si y sélosiw =2=0. m

El siguiente lema sera 1til.

Lema 2.7. Sea x € C. Entonces max{|z|, |z — 1|} > 3, con igualdad si y sdlo si
1

Demostracion. Se puede verificar algebraicamente que este maximo es mayor o

igual que % (por ejemplo, usando el Lema 2.1). Sin embargo, preferimos la si-

guiente demostracién geométrica.

1. Si|z| < 3. Entonces § < [z—1], y por lo tanto méx{|z|, |[z—1|} = [z—1| > 3.
Esto lo podemos observar en la siguiente figura

P

2. Si |z| > 1. Entonces pueden suceder los siguientes tres casos:

= |z| = |z — 1|. Notemos que esto ocurre si y sélo si Re(z) = 1. En la
siguiente figura representamos este hecho.

N

Il [x1]

\ -
I

1/2 1

En este caso max{|z|, |z — 1|} = [z — 1] = |z| > 3.

» |z| > |z — 1]. Con ayuda de la siguiente figura podemos ver que esto
ocurre si y sdlo si Re(z) € (1, |z[],
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asf que entonces méx{|z|, |z — 1|} = |z] > 3.

» |z| < |z — 1. En la siguiente figura se puede obervar que esto ocurre
si y sélo si Re(z) € [—|z|, ).

x| Ix-1]

12

L

l

Asf, méx{|z|, |z — 1]} = [z — 1| > 3.

En cualquiera de estas tres posibilidades que ocurren cuando |z| > %, y al

igual que en el caso en que |z| < %, tenemos

1
max{|z|, |z — 1|} > 3
3. Por ultimo supongamos que |z| = % Entonces, como podemos ver en la

siguiente figura |z| < | — 1|, con igualdad si y sélo si z = 3.

N\

Asf que en este caso méx{|z|,|z — 1|} = |z — 1| > 3.

Con esto concluimos lo deseado. m

Proposicién 2.8. La distancia con la norma usual de operadores de ( 8 (1) )

al conjunto de las matrices normales de la forma ( 0 :5 ) es % Ademas, esta

distancia se alcanza para las matrices normales donde |y| = %

Ol\.’)h—\@
N—

Y
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Demostracion. El resultado se sigue de observar que toda matriz normal ( 2 v )

cumple |z| = |y|, y que entonces por el Corolario 1.45 y el Lema 2.7

I(36)-(50)] - H(“”)H
G D)
- \/('gﬁp |x—0112)H

méx{|y[, |z — 1]}

= méx{[z], [z — 1]}
1
27

v

con igualdad si y sélo si 2 = 3 y por lo tanto |y| = 1. =

Como veremos a continuacion, las matrices para las cuales se alcanza la dis-
tancia en la proposicién anterior son las mismas para las cuales se alcanza la

distancia de < 8 (1J ) aMN.

0 0

al conjunto de las matrices normales N es % Ademds, esta distancia se alcanza

Proposicion 2.9. La distancia con la norma usual de operado