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Capítulo 1

Introducción

1.1. Breve descripción del estado del arte

En la literatura, abundan trabajos y contribuciones en teleoperación unilateral y bilateral
de sistemas robóticos, particularmente del tipo manipulador. Algunos de ellos consideran
los efectos del retardo en la comunicación y diferentes estratégias de control no lineal son
robustas ante éste aspecto, sin embargo poco se ha explorado sobre la compensación del
retardo en esquemas de sincronización ideados para entrenamiento y simulación, que a su
vez garanticen robustez ante la presencia de incertidumbre dinámica y efectos de carga.
En [5] se describen los problemas típicos de tiempo real en una interfaz háptica que pre-
tende sincronizar al estímulo táctil/kinestésico con el estímulo visual, y las condiciones de
estabilidad que deben prevalecer. Por otro lado en [8] proponen un esquema de sincroni-
zación de 2 dispositivos hápticos para interacción con ambientes virtuales dinámicos bajo
condiciones de incertidumbre en el retardo, incluyen la prueba de estabilidad y robustez
de un controlador con compensación del retardo, así como resultados experimentales. En
un artículo de N. Chopra [3] se propone un control para robots manipuladores sometidos
a retardos variantes en el tiempo en percepción y actuadores, basados en el principio de
pasividad y con ello lograr convergencia a- sintótica en tareas de regulación, presentan re-
sultados en simulación para un robot planar de dos grados de libertad con energía potencial
constante. Las técnicas de adaptación permiten resolver problemas de incertidumbre en to-
da una plataforma experimental de teleoperación y sincronización, en éste sentido en [43],
proponen un control adaptable hibrido para fuerza y movimiento aplicado a robots ma-
nipuladores dentro de un esquema de teleoperación bilateral sujeto a retardos asimétricos
variantes en el tiempo, el control es libre de la dinámica y robusto a incertidumbre en los
parámetros del robot, a fluctuaciones de carga y a perturbaciones de movimiento, así como
al retardo en la red de comunicación. Pocos trabajos de sincronización, han sido reportados
con aplicaciones en el ámbito médico y particularmente con resultados y validaciones ex-
perimentales. En [18] proponen una plataforma en la cual realizan una simulación de una

1



2 Capítulo 1: Introducción

cirugía teleoperada, aplicando sincronización de un dispositivo háptico para enviar consig-
nas de operación a una estación remota simulando la cirugía en un paciente, cuenta con
realimentación visual mediante una cámara considerando el retardo en la red de trabajo.
Ahondando en la literatura sobre control integral, son escasos los resultados experimen-
tales utilizando dicho control, en [14] se implementa un control integral en un motor de
corriente directa, y se muestran las condiciones suficientes y necesarias que debe de satis-
facer la matriz de ganancias de la planta para que el sistema sea estable en lazo cerrado y se
analiza la robustez del control integral. En [6] se aborda la teoria del control integral aplica-
do en sistemas lineales con actuadores no lineales, y prueban que un acotamiento inferior
derivado de la má- xima regulación de ganancias, puede asegurar el seguimiento asintó-
tico de una señal de referencia constante. En [24] se aborda la teoria del control integral
robusto para sistemas no lineales para el seguimiento de señales de referencias constantes.
Sin embargo, en los trabajos anteriormente mencionados sobre control integral, no abor-
dan aplicaciones con interfaces hápticas. Finalmente y como antecedente de este trabajo de
investigación y desarrollo tecnológico [7], proponen una plataforma basada en sincroniza-
ción de dispositivos hápticos útiles en procedimientos de fisiote-rapia asistida para niños
con mielomeningocele y hemiparesia, sin embargo no se dan a conocer aspectos relaciona-
dos al retardo de la plataforma propuesta, cuya influencia en tareas guiadas es evidente en
las gráficas experimentales.

1.2. Justificación

La fisioterapia robótica asistida, implica la sincronización de dispositivos hápticos que
permitan recrear las sensaciones de fuerza kinestésica en estaciones del fisio- terapeuta y
del paciente. La sincronización es un tipo especial de teleoperación (sin la existencia de
sensores de fuerza de contacto), y se emplea como consigna de movimiento en la estación
esclavo, la tarea definida en la estación maestra de manera bilateral; para este caso los mo-
delos empleados para el cálculo de fuerza están basados en modelos activos de impedancia.
Las técnicas de control exploradas hasta el momento, no garantizan estabilidad y conver-
gencia, por la existencia de incertidumbre y retardos en la plataforma de comunicación,
bajo protocolos clásicos o convencionales.

En esta tesis se propone integrar un algoritmo de sincronización activa para fisioterapia
robótica en condiciones óptimas de estabilidad y convergencia bajo técnicas de control no
lineal. Se valida el algoritmo de sincronización con un dispositivos PHANToM Omni y un
dispositivo PHANToM Premium 1.0.
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1.3. Planteamiento del problema
La sincronización es una evolución de los sistemas teleoperados, en que la existencia

de ambas estaciones (local-remota) interactuando con un operador humano en cada una de
ellas implica condiciones de incertidumbre, ya que cualquiera de ellas puede instantánea-
mente adoptar la condición de maestro. Una plataforma de sincronización debe contar con
la virtud de que lo que ocurra en una estación debe ser el reflejo de lo que ocurre en la otra,
siendo la condición ideal con propósitos de entrenamiento; sin embargo un problema tecno-
lógico inherente a este tipo de plataformas es el retardo, que no solo depende del ancho de
banda de la plataforma (computadoras, hardware de comunicación y dispositivos hápticos),
sino también de los algoritmos programados y procesos ejecutándose instantáneamente. En
este tipo de sistemas el retardo es variante en el tiempo en la entrada del sistema remoto, lo
que provoca una pérdida de seguimiento tanto de posición como de velocidad, induciendo
incertidumbre en la realimentación kinestésica, por lo que se desea minimizar el efecto del
retardo sobre la plataforma de sincronización.

1.4. Solución propuesta
La solución propuesta correspondiente al planteamiento del problema, es implementar

una estación sincronizada con manipuladores hápticos tipo mayordomo con las siguientes
consideraciones:

Selección de una ley de control no lineal con propósitos de entrenamiento y asistencia
médica.

Compensación no lineal del retardo en la entrada de control.

Implementación de técnicas modernas de predicción de retardo.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general
Diseñar e implementar un algoritmo de sincronización háptica de alto desempeño con

dispositivos hápticos mayordomo con perspectivas de fisioterapia asistida en discapacidad
de miembro superior, minimizando los efectos de retardo en la entrada del control.

1.5.2. Objetivos específicos
Establecer un medio de comunicación de ambas interfaces (red de comunicación
bilateral) a través del protocolo TCP/IP y caracterizar retardos.
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Emplear un algoritmo de estimación y compensación de retardos, y evaluar experi-
mentalmente en la plataforma de sincronización.

Emplear una ley de control con compensación de retardos en la plataforma de sin-
cronización (lazo háptico).

1.6. Contribución de la tesis

Las contribuciones de esta tesis corresponden al diseño de una plataforma sincroniza-
da con perspectivas de fisioterapia asistida utilizando dispositivos hápticos, presentando
resultados experimentales, implementaciones prácticas y desarrollo de algoritmos clásicos
aplicados en interfaces hápticas.

Las contribuciones principales son:

La estimación y compensación de retardos en la plataforma de sincronización utili-
zada.

La evaluación experimetal de la ley de control robusta mediante una compensación
de retardos en la plataforma de sincronización.

El diseño teórico de un análisis de pasividad en un sistema teleoperado con comuni-
cación bilateral (estancia de investigación en el laboratorio de sistemas cognitivos de
TUM).

1.7. Organización del trabajo

La descripción de los capítulos por los que está organizada esta tesis es la siguiente:

Capítulo 2: Se presentan las interfaces hápticas empleadas en la plataforma de sincro-
nización, las cuales son PHANToM Premium 1.0 y PHANToM Omni. Se definen concep-
tos básicos y sus características principales. Finalmente una breve descripción del control
proporcional derivativo con compensación de gravedad (PD+G), estrategias de control im-
plementada para el guiado háptico.

Capítulo 3: Se presenta la teoría relacionada con la compensación no lineal de retardos
en sistemas de control, el cual es uno de los principales problemas a resolver en este trabajo
de investigación. Se aborda de forma general la compensación de retardos en el control en
el caso no lineal. Posteriormente, se hace una breve descripción de sistemas con retardos. Y
finalmente se aborda el algoritmo utilizado para la caracterización y estimación del retardo.
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Capítulo 4: Se describe la parte más importante de la tesis, que corresponde a los re-
sultados numéricos, experimentales y de evaluación de los capítulos 2 y 3, presentando los
resultados correspondientes a la validación experimental de la propuesta de compensación
de retardo variante en la entrada de control.

Capítulo 5: Se reportan las conclusiones generales, objetivos cubiertos y contribucio-
nes, así como los alcances y limitaciones de este trabajo de investigación, planteando posi-
bles trabajos a futuro relacionados con el mismo.



Capítulo 2

Plataforma para sincronización

En éste capítulo, se aborda una introducción de las interfaces hápticas empleadas en la
plataforma de sincronización del presente trabajo de investigación, PHANToM Premium
1.0 y PHANToM Omni. Así como una breve descripción del control no lineal implementa-
do.

Las interfaces hápticas, son aquellos dispositivos que permiten al usuario tocar, sen-
tir o manipular objetos simulados en entornos virtuales. El humano modifica a voluntad
el ambiente virtual y recibe señales de fuerza como respuesta. Tienen diversas aplicacio-
nes tales como, exploración 3D, entrenamiento de cirugías, generar ambientes preclínicos,
propósitos de rehabilitación y teleoperación.

Un dispositivo háptico tiene propósitos distintos a los de un robot manipulador, sin
embargo, puede definirse como un mecanismo de eslabones articulados y por tanto las
técnicas empleadas para su modelado matemático son las mismas [23].

Figura 2.1: Plataforma experimental.

La cinemática se interesa por la descripción analítica del movimiento espacial de un
punto como función del tiempo y en particular, por las variaciones entre la posición y

7
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orientación del extremo final de un cuerpo rígido con los valores que toman sus coordena-
das articulares, de tal manera que podemos decir que el modelo cine- mático corresponde
al conjunto de ecuaciones que relacionan posición, velocidad y aceleración de las variables
articulares con las coordenadas operacionales o espacio de trabajo. El modelo cinemático
directo consiste en determinar las coordenadas o- peracionales y sus derivadas en térmi-
nos de las variables articulares y derivadas. Estas ecuaciones permiten conocer la posición,
velocidad y aceleración instantáneos que el efector final del dispositivo háptico tiene du-
rante la ejecución de un experimento. El modelo cinemático inverso consiste en conocer la
posición articular y derivadas en función de las coordenadas operacionales y derivadas. El
modelo dinámico del dispositivo háptico está constituido por las ecuaciones de movimien-
to que relacionan fuerzas debidas a efectos inerciales, Coriolis, centripetas, gravitatorias y
de fricción. Existen diversos métodos para obtener el modelo dinámico de un dispositivo
háptico, uno de ellos es el método de Euler-Lagrange. El modelo dinámico es empleado
para el diseño de la ley de control dependiente del modelo dinámico [23] [28] [35].

Figura 2.2: Diagrama de sincronización unilateral.

La plataforma de sincronización empleada para este trabajo de investigación se ilustra
en la Figura 2.1, se emplean los dispositivos hápticos PHANToM Premium 1.0 y PHANToM
Omni, conectados a una PC. En la Figura 2.2 se describe la sincronización unilateral entre
ambas estaciones y la presencia del retardo. La posición deseada es la consigna de mo-
vimiento del dispositivo háptico maestro, un retardo aparece en la entrada de control de
este dispositivo, la salida del maestro es la posición deseada del dispositivo háptico esclavo
y existe un retardo variante en el tiempo en el envío de información entre ambos dispo-
sitivos, el cual se caracterizó en este trabajo de investigación para poder implementar el
compensador no lineal de retardo en la entrada de control.
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En la Figura 2.3 se muestra el diagrama de sincronización bilateral, donde se presenta
una realimentación de posición y velocidad en ambos dispositivos hápticos, la salida del
dispositivo maestro es la entrada del dispositivo esclavo, y existe un retardo en la entrada del
control del dispositivo esclavo. La salida del dispositivo esclavo es la entrada del dispositivo
maestro, y también existe un retardo en la entrada de control del dispositivo maestro.

Figura 2.3: Diagrama de sincronización bilateral.

2.1. Dispositivo háptico PHANToM premium 1.0

PHANToM 1.0 es un dispositivo háptico de tipo mayordomo, de tres grados de libertad
totalmente actuado, basado en articulaciones de revolución, está conformado de posiciona-
dores mecánicos con propósitos de realimentación de fuerza [29]. El modelo cinemático y
dinámico de este dispositivo se describen en el apéndice C.

Figura 2.4: PHANToM Premium 1.0.
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2.2. Dispositivo háptico PHANToM Omni

PHANToM Omni es un dispositivo háptico que cuenta con 6 grados de libertad subac-
tuados y tres sensores de posición que permiten al usuario percibir realimentación de fuerza
relacionada con algún obstaculo o el ambiente. Este dispositivo ha sido usado en muchas
aplicaciones tales como, teleoperación, entretenimiento y aplicaciones médicas de diagnós-
tico y rehabilitación. Su modelo cinemático y dinámico se muestran en el apéndice D.

Figura 2.5: PHANToM Omni.

2.3. Control Propocional Derivativo con compensación de
gravedad (PD+G)

El control PD+G como su nombre lo indica compensa la energía potencial a lo largo
del espacio articular del sistema háptico. A partir del modelo dinámico del sistema y de sus
propiedades, las cuales se definen más adelante, se implementa la ley de control.

El modelo dinámico reducido de un dispositivo háptico es obtenido por medio del mé-
todo de Euler-Lagrange y se define por:

H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ +G(q) = τ (2.1)

donde H (q) ∈ Rn×n es la matriz de inercias, C (q, q̇) ∈ Rn×n representa a la matriz
de fuerzas centrípetas y de Coriolis, G (q) ∈ Rn representa al vector de fuerzas debido
a efectos gravitacionales, τ ∈ Rn vector de pares de entrada, q, q̇ y q̈ ∈ Rn vectores
de posiciones, velocidades y aceleraciones articulares. Para el caso de estdo (PHANToM
Omni y Premium 1.0) n = 3.

La matriz H (q) es simétrica, y definida positiva, de tal manera que

H(q) = H(q)ᵀ,

q̇ᵀH(q)q̇ > 0;∀q 6= 0 ∈ Rn
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La matriz C (q, q̇) se relaciona con la matriz de inercias H (q) de la siguiente manera

q̇ᵀ
{
Ḣ (q)− 2C (q, q̇)

}
q̇ ≡ 0; ∀q ∈ Rn×1,

propiedad conocida cómo antisimetría. La prueba de estabilidad, y la garantía de conver-
gencia de posición y velocidad en el espacio articular se ve reflejada en el seguimiento
operacional (espacio de trabajo) con el uso de la cinemática de posición y diferencial, vali-
dada en [1] [23].

La ley de control PD+G se define por

τ = −Kpq̃ −Kdq̇ +G(q), (2.2)

donde q̃ = q − qd ∈ R3 corresponde al error de posición articular y qd ∈ R3 a la posición
de referencia.

Figura 2.6: Diagrama de bloques del control PD+G.

A pesar de que el control con compensación gravitacional es empleado de manera abun-
dante por la comunidad de interfaces hápticas, no representa a la mejor técnica de estabi-
lización con compensación de la dinámica. Los experimentos evaluados en la plataforma,
son sustentados con esta ley de control; no siendo la contribución escencial de este trabajo
de investigación, pero si útil para la validación de los algoritmos que compensan los retar-
dos existentes en la red de comunicación, tal y como se describe en el capítulo siguiente.
Más de este control, su diseño y pruebas se pueden atender en [25].

2.4. Conclusiones
En este capítulo se recorrieron de manera concreta y explícita, los componentes que

constituyen a la plataforma de sincronización considerada para este trabajo de investiga-
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ción, en sus versiones unilateral y bilateral. La sincronización unilateral permite validar
al algoritmo propuesto en el siguiente capítulo, en la transferencia de trayectorias estruc-
turadas sujetas al retardo en la entrada de ambos dispositivos hápticos. La sincronización
bilateral permite validar a dicho algoritmo con la recreación kinestésica en ambos lados de
la plataforma condicionada por la presencia del operador humano en el lazo háptico. Con
el propósito de validar al algoritmo de compensación de retardo, se propone un control que
compense a la energía potencial existente durante el desarrollo de la tarea, que pasivise a
la plataforma vía la inyección dinámica de fricción y mantenga condiciones de robustez
acotadas por los límites de operación de los actuadores en cada una de las plataformas.



Capítulo 3

Compensación de retardos

3.1. Introducción
En este capítulo se trata la teoría del diseño de un predictor de retardo variante en

el tiempo, para sistemas no lineales. Se establece una definición formal del retardo y su
clasificación con base a la naturaleza y orígen y se definen las características del sistema
bajo estudio (sincronización háptica) con presencia de retardos en el control, motivo por el
cual se implementa un compensador no lineal de retardos en la entrada.

Una gran limitante en ésta clase de plataformas experimentales radica en la capacidad
de procesamiento de señales debido al ancho de banda de la plataforma en éste caso de
estudio es de 1 KHz y a los procesos en ejecución, y en consecuencia la precisión y
coordinación hombre-robot, causas principales que originan el retardo en la transmisión de
información llegando a inestabilizar el sistema, por lo que es muy importante caracterizar
al retardo para así poder compensarlo.

3.2. Sistemas con retardos
Los sistemas con retardos aparecen en sistemas que tienen retardos en el transporte de

variables, en las mediciones, en el tiempo de procesamiento del control o están intrínsecos
en el sistema. Ejemplos de ellos son los sistemas de control en cuyos lazos hay sensores
como cámaras, procesos de secado, plantas de reciclado, procesos de refinación, sistemas
teleoperados, entre otros.

Es bastante conocido que la respuesta de un sistema dinámico se puede caracterizar
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) tal como

ẋ(t) = f(t, x(t))

donde x(t) ∈ Rn representa las variables de estado del sistema. Por lo tanto, a través del

13
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modelo del sistema los valores de las variables de estado, a partir de cierto instante de
tiempo t0, se pueden determinar mediante el valor actual del estado x(t0).

Sin embargo, el comportamiento de algunos sistemas dinámicos no pueden ser mo-
delados a partir de ecuaciones diferenciales ordinarias. Existen ciertos sistemas en los
que el comportamiento de las variables de estado no solo depende del valor actual del
estado x(t0) sino de los valores pasados dentro de un cierto marco temporal x(θ), con
θ ∈ [t0 − h, t0],h > 0, donde h define el retardo. Este tipo de sistemas son conocidos en la
literatura como sistemas con retardos temporales.

El comportamiento de los sistemas con retardos temporales se pueden describir a partir
de ecuaciones diferenciales funcionales (EDF). Una EDF se diferencia de una EDO bási-
camente en que al menos uno de los argumentos de la ecuación no depende directamente
del tiempo, sino de una función. Por ejemplo, para un sistema con retardo de tiempo ”h”

la dinámica está dada por
ẋ(t) = f(t, x(t− h))

donde la condición inicial del estado x(t) en cualquier instante de tiempo se define a partir
de t− h ≤ t como

x(t+ θ) = φ(θ)

−h ≤ θ ≤ 0

condición con la cual se puede obtener el valor del estado en el instante t, siempre y cuando
la parte derecha de la ecuación sea contínua en todos sus argumentos y Lipschitz [11]. No
siempre un robot manipulador cumple con ser Lipschitz, sin embargo para cumplir ésta
condición en este caso de estudio, se empleó la ecuación (3.11) definida más adelante en la
sección 3.5.

Los sistemas con retardos se pueden clasificar por el número de retardos, por el tipo de
retardo y según la ubicación del retardo.

Según el número de retardos los sistemas se pueden clasificar en

Sistemas con retardo único: Sistemas en los que sólamente aparece un único retardo
diferente

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h(t)))

Sistemas con multiples retardos: Sistemas en lo que aparece más de un retardo

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− h1(t)), ..., x(t− hi(t)))

donde hi representa el i-ésimo retardo.

Según el tipo de retardo los sistemas se calsifican en
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Retardo puntual: Cuando el retardo afecta al estado en valores puntuales de tiempo.
Los casos anteriores son ejemplos de este tipo.

Retardo distribuido: Este tipo de retardo no tiene un valor puntual, su valor se en-
cuentra repartido dentro de un marco temporal

ẋ(t) = f

(
t, g

[
x

(∫ 0

−h
x(t+ θ)dθ

)])
Según la ubicación del retardo

Retardos en la entrada: Tiene lugar cuando existe un retardo entre el instante en el
que se manda la consigna de control y el instante en que éste se aplica al sistema.
Normalmente se dan en sistemas donde el controlador y el actuador se encuentran
físicamente separados o donde existe transporte de materia o energía [34].

Retardos en la salida: Tiene lugar cuando existe un retardo entre el instante que el
sensor mide una señal y el instante de cálculo de la acción de control. Esto aplica en
los sistemas de control distribuidos donde el sensor y el controlador se encuentran
físicamente separados [34].

Retardos en el estado: Afecta al estado interno del proceso. Por ejemplo, los sistemas
físicos en los que existen lazos cerrados internos en los que hay recirculación de
materia o energía [34].

El retardo se clasifica en retardo constante o retardo variante en el tiempo. A continua-
ción se hace una breve descripción de cada uno en base a la información disponible del
mismo.

3.2.1. Retardos constantes
Retardo completamente desconocido: En este caso, la única forma de asegurar la
estabilidad es mediante la aplicación de criterios de estabilidad independientes del
retardo.

Retardo acotado:A diferencia del caso anterior, aunque el retardo exacto es descono-
cido, se sabe a priori que el retardo está acotado y además se conoce la cota mínima y
máxima. El análisis de la estabilidad en este caso resulta menos conservador debido
a la inclusión de información adicional sobre el retardo. Es posible, por tanto, aplicar
criterios de estabilidad dependientes del retardo [11].

Retardo conocido: Es el caso más favorable ya que a partir del modelo del sistema,
mediante el diseño adecuado del esquema de control, es posible eliminar éste de la
ecuación característica [33] [9].
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3.2.2. Retardos variantes
Retardo completamente desconocido: No se dispone de información acerca del ran-
go de variación ni del patrón de variación temporal, que se asume completamente
aleatorio.

Retardo acotado: En este caso el valor del retardo es desconocido y varía aleatoria-
mente dentro de un intervalo finito, del que sólamente se conoce las cotas mínima y
máxima (τm y τM ), respectivamente. El retardo, por tanto, satisface τm ≤ τ(t) ≤ τM .
La gran mayoría de los resultados de análisis de sistemas con retardos variables tie-
nen en cuenta este modelo de retardo [2] [40].

Retardo conocido: En este caso se dispone de un modelo dinámico en ecuaciones de
estado de la evolución del retardo o donde se puede modelar el retardo a partir del
estado del proceso [39].

3.3. Predictor de retardo para sistemas no lineales
De manera breve se presenta las teorías en las cuales se basa el diseño del predictor

de retardo para la propuesta de la compensación de retardos para sistemas no lineales de
Miroslav Krstic [10]. Se definen para el caso en que la ley de control presenta un retardo
conocido.

A continuación se presenta la forma general de diseño de realimentación predictiva
para sistemas no lineales retardados, la cual se emplea como base para el diseño del com-
pensador no lineal de retardos en el control de la sincronización háptica entre PHANToM
Premium 1.0 y PHANToM Omni.

Considere el sistema no lineal en la forma

ẋ(t) = f(x(t), u(t− h))

donde x(t) es el vector de estado y u(t− h) es una entrada de control, como se muestra en
la Figura 3.1:

Figura 3.1: Sistema no lineal con retardo en la entrada
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La ley de control se conoce y es función del estado, es decir, se supone una función
k(x(t− h)), tal que

ẋ(t) = f(x(t), k(x(t− h)))

es globalmente asintóticamente estable en el origen x = 0. Definiendo el compensador de
retardos no lineal basado en un control predictivo como

u(t) = k(ρ(t)) (3.1)

ρ(t) =

∫ t

t−h
f(ρ(θ), u(θ))dθ + x(t) (3.2)

donde la condición inicial para la ecuación integral ρ(t) se define como

ρ(θ) = x(0) +

∫ θ

−h
f(ρ(σ), u(σ))dσ, θ ∈ [−h, 0]. (3.3)

La transformación de realimentación que asociamos con esta ley de control y su trans-
formación inversa estan dadas por

W (t) = u(t)− k(ρ(t)), (3.4)

u(t) = W (t) + k(Π(t)) (3.5)

donde Π(t) se define por

Π(t) = x(t) +

∫ t

t−h
f(Π(θ), k(Π(θ)) +W (θ))dθ

con condición inicial

Π(θ) = x(0) +

∫ θ

−h
f(Π(σ), k(Π(σ)) +W (σ))dσ, θ ∈ [−h, 0].

El propósito de Krstic [10], con esta transformación de realimentación es dar lugar a un
sistema en lazo cerrado (sistema objetivo) de la forma

ẋ(t) = f(x(t), k(x(t− h)) +W (t− h))

W (t) ≡ 0, t ≥ 0

donde W (t) para t ∈ [−h, 0] se define por (3.3) y (3.4). Claramente los valores de W (t)

distintos de cero, que se producen en el intervalo [−h, 0], sólo dependen de la condición
inicial de x(t− h) y el estado inicial del actuador, u(σ), σ ∈ [−h, 0].

Note que ρ = Π en el intervalo [−h, 0], sin embargo ambos juegan papeles di- ferentes,
ya que son controlados por distintas entradas (u contra W ). El mapeo 3.4 representa la
transformación de realimentación directa u 7→ W , mientras que 3.5 re- presenta la trans-
formación de realimentación inversa W 7→ u. Ambas transformaciones son no lineales y
de dimensión infinita [10].
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3.4. Caracterización y estimación del retardo

En el presente caso de estudio se emplean los dispositivos hápticos PHANToM Pre-
mium 1.0 y PHANToM Omni como robots manipuladores en tareas de sincronización con
propósitos de guiado háptico para tareas de rehabilitación y adiestramiento, en esta plata-
forma se presenta el problema de latencia, definido por la suma instantánea de retardos en
la red de telecomunicación. Como trabajo inicial se trata el estudio y ataque del problema
cuando el retardo se presenta en la ley de control, considerando el conocimiento instanta-
neo del estado del sistema y asumiendo que existe un retardo en el control a pesar de que
la conexión entre ambos dispositivos hápticos es de ma- nera local (misma PC).

Considere el sistema

ẋ = f(x(t), u(t− h))

donde x ∈ Rn es el estado, u ∈ Rm representa la entrada de control. Si u = kx+ ζ , donde

ζ =

[
0

−H(x̄1)
−1G(x̄1)

]
, k =

[
Kp Kd

] [ x̄1
x̄2

]
x̄1 define la posición articular y x̄2 es la velocidad articular, entonces el sistema en lazo

cerrado se define por:

ẋ = f(x, (kx+ ζ))

ẋ = f(x) + g(x)u(x(t− h)) + ζ

ẋ = f(x) + g(x)k(x(t− h))

donde

f(x) =

[
0

−H(x̄1)
−1C(x̄1, x̄2)x̄2

]
, g(x) =

[
0

H(x̄1)
−1

]
,

en este sistema se presenta un retardo en el control, el cual se caracterizó, dicha carac-
terización del retardo se hizó fuera de línea, es decir, después de realizar un experimento de
seguimiento de trayectoría se compararon los valores de posición real del dispositivo háp-
tico esclavo en cada instante de tiempo contra la posición deseada que es comandada por
la salida de posición del dispositivo háptico maestro. Esta medición se realizó en Matlab
obteniendo valores no constantes, lo que nos indica que el retardo en la plataforma es un
retardo variante. Sin embargo después de realizar numerosas pruebas para caracterizar el
retardo, el resultado obtenido fue un retardo variante acotado, la cota máxima del retardo
fue de 5ms, este valor se implementó en el compensador no lineal de retardo en la entrada
de control.
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3.5. Compensación no lineal del retardo
En esta sección se desarrolla un compensador no lineal de retardos en el control, diseña-

do a partir de los modelos matemáticos de los dispositivos hápticos PHANToM Premium
1.0 y PHANToM Omni, descritos en los apéndices C y D. Considerando los resultados
teóricos descritos anteriormente y las características de la plataforma experimental bajo
estudio, se plantea un enfoque diferente respecto a [17], donde se valida experimentalmen-
te la solución de la ecuación diferencial que describe la dinámica de un quad-rotor con
mediciones retardadas, obtenidas con un sistema de visión GPS.

Dado que el sistema bajo estudio es un sistema no lineal, es necesario llevar la dinámica
de los dispositivos hápticos PHANToM Premium 1.0 y PHANToM Omni definida en la
ecuación (2.22) a la forma estándar de sistemas no lineales, representada por

ẋ = f0(x) + f1(x)u, (3.6)

donde x ∈ R2n representa el estado del sistema con n número de varibles de estado,
u ∈ Rm representa la entrada de control con m componentes, f0(x) y f1(x) son funciones
continuas en espacios apropiados.

El sistema no lineal definido en (3.6) puede expresarse en forma de primer orden como

d

dt

[
q

q̇

]
=

[
q̇

H−1(q){τ − C(q, q̇)q̇ −G(q)}

]
(3.7)

que es igual a [
q̇

q̈

]
=

[
q̇

−H−1(q){C(q, q̇)q̇ +G(q)}

]
+

[
0n×n
H−1(q)

]
[τ ] (3.8)

Definiendo las variables de estado como x1 = q1, x2 = q2, x3 = q3, x4 = q̇1, x5 = q̇2, x6 =

q̇3, u = τ y definiendo x̄α = [x1 x2 x3]
ᵀ, x̄β = [x4 x5 x6]

ᵀ, (3.8) puede escribirse como

ẋ =

[
x̄β

−H−1(x̄α)C(x̄α, x̄β)x̄β +G(x̄α)

]
+

[
0nxn

H−1(x̄α)

]
u (3.9)

Así el sistema (3.6) queda definido por

f0(x) =

[
x̄β

−H−1(x̄α)C(x̄α, x̄β)x̄β +G(x̄α)

]
, f1(x) =

[
0n×n

H−1(x̄α)

]
(3.10)

Para garantizar ‖f0(x)‖ ≤ α0‖x‖ la ecuación (3.6) se redefine de la forma

f0(x) = f̄0(x) + ḡ0(x), (3.11)

Así finalmente la ecuación (3.6) queda definida por

ẋ = f̄0(x) + ḡ0(x) + f1(x)u (3.12)
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en su forma matricial esta representada por

ẋ =

[
0n×n

−H−1(x̄α)C(x̄α, x̄β)x̄β

]
+

[
x̄β

−H−1(x̄α)G(x̄α)

]
+

[
0n×n

H−1(x̄α)

]
[u] (3.13)

Una vez obtenida la representación del sistema en su forma no lineal y después de
caracterizar el retardo h en la entrada, (3.13) se describe por la ecuación

ẋ(t) = f̄0(x(t)) + ḡ0(x(t)) + f1(x(t))u(t− h) (3.14)

A continuación se integra (3.14) en el intervalo [(t − h), t], para aproximar el sistema a la
forma (3.2) quedando de la siguiente manera

x(t) = x(t− h) +

∫ t

t−h
f0(x(ς)) + f1(x(ς))u(ς − h)dς (3.15)

Dado que el control aplicado en la plataforma se implementa en forma discreta, (3.15) se
aproxima a su forma discreta como

x(tk) = x(t(k−n)Ts) +

∫ tk

tk−nTs
f0(x(ς)) + f1(x(ς))u(ς − h)dς (3.16)

donde tk = kTs, k = 0, 1, 2, ..., h = nTs, n ∈ N y Ts es el tiempo de muestreo. Nótese que
la integral está expresada todavía en forma continua. Dicha integral en forma discreta se
define por la sumatoria instantánea del k-ésimo integrando a lo largo del intervalo sobre el
cual se integra dicha función, por lo tanto se tiene que la forma discreta de (3.15) es

x(tk) = x(t(k−n)Ts) + Ts

kTs∑
i=(k−n)Ts

f0(x(ti)) + f1(x(ti))u(t(i−n)Ts) (3.17)

Esta representación del estado del sistema, al ser introducida en la ley de control re-
tardada, define un compensador de retardos de naturaleza no lineal, basado en un control
predictivo.

3.6. Conclusiones
El método propuesto por Krstic para la compensación de retardos en sistemas de control

no lineal tiene aplicaciones en diferentes procesos en la industria. Un área de interés en
que se puede aplicar esta teoría es la robótica, que abarca distintas tareas y aplicaciones
directamente relacionadas con retardos. El caso de interés de esta tesis es la teleoperación
de dispositivos hápticos y la solución de problemas generados por la incertidumbre en la
red de comunicación, especícamente la compensación de retardo en el control. El algoritmo
presentado en este capítulo presenta un pequeño grado de sencillez en su implementación,
dado que evita el uso de integradores, así como la programación de sumas acumuladas,
teniendo como resultado un menor costo computacional.



Capítulo 4

Pruebas experimentales bajo
condiciones de incertidumbre

En este capítulo se presentan los resultados experimentales obtenidos en la platafor-
ma de sincronización háptica con propósitos de fisioterapia asistida. En la sección 4.1 se
presentan los resultados correspondientes a la validación del control PD+G descrito en el
capítulo 2 con la sintonización adecuada de las ganancias tipo proporcional y derivativas,
para realizar una tarea de guiado háptico sin compensar el retardo. En la sección 4.2 se
presentan los resultados que muestran el desempeño del compensador no lineal de retardos
en la entrada, planteado y sintetizado en el capitulo anterior.

La trayectoria deseada se define a partir de las ecuaciones paramétricas de una circun-
ferencia sobre el plano X vs Z, la primera derivada define la velocidad operacional. Las
ecuaciones paramétricas están definidas por

X = k1 + rcos(ωt),

Y = 0,

Z = k2 + rsin(ωt),

(4.1)

donde k1 = 0m y k2 = 0m determinan las coordenadas del centro de la circunferencia
y se encuentran en el origen del plano, r = 0.035m representa el radio de la circunferencia,
ω = 2πf , la frecuencia f = 1/ts y ts = 6 el tiempo necesario para desarrollar la tarea
un ciclo completo. La tarea de guiado se realiza durante 10 seg. con el fin de observar el
desempeño del dispositivo háptico al completar la trayectoria.

4.1. Guiado háptico
En la sección 4.1.1 se presentan los resultados obtenidos en la plataforma de sincroni-

zación con la implementación del control PD+G sin el compensador no lineal de retardo

21
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en el control y con la misma señal de referencia en cada dispositivo háptico. Se analiza
el caso siendo PHANToM Premium 1.0 configurado como maestro y PHANToM Omni
como esclavo. En la sección 4.1.2 se describen los resultados de la sincronización cuan-
do la salida del dispositivo maestro es la consigna de movimiento del dispositivo esclavo.
En la sección 4.1.3 se muestran los resultados de la plataforma experimental al inducir un
retardo en la entrada del control del dispositivo háptico maestro. Los resultados experimen-
tales que se presentan en la sección 4.1.4, se refieren a la validación del compensador no
lineal de retardo en el control de la plataforma de sincronización, con la misma consigna
de movimiento.

La sintonización de las matrices Kp y Kd, del control PD+G sin compensador, con
compensador no lineal de retardo en el control y con retardo inducido en el control es la
siguiente

Kpi Ganancia
Kp1 0.3 I3×3
Kp2 0.35 I3×3

Kdi Ganancia
Kd1 0.001 I3×3
Kd2 0.002 I3×3

Las gananciasKp1 yKd1 corresponden a las ganancias del dispositivo háptico PHANToM
Premium 1.0 y las ganancias Kp2 y Kd2 a PHANToM Omni.

4.1.1. Resultados experimentales con la misma referencia

La Figura 4.1 describe el primer experimento para validar el desempeño de la plata-
forma, las ecuaciones paramétricas definidas anteriormente son la señal de referencia para
ambos dispositivos hápticos, las siguientes gráficas muestran los resultados obtenidos.
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Figura 4.1: Descripción de la tarea 1.

La Figura 4.2 representa la trayectoria de ambos dispositivos hápticos sobre su espacio
de trabajo, en ella se aprecia un correcto seguimiento de trayectoria, lo que nos indica un
buen desempeño del control implementado en cada dispositivo háptico.
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Figura 4.2: Trayectoria en el espacio de trabajo.
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La Figura 4.3 ilustra la posición cartesiana, en la cual se observa un seguimiento de la
señal de referencia con alto desempeño después de dos segundos para los dos dispositivos
hápticos. La Figura 4.4 representan la velocidad cartesiana del dispositivo maestro y escla-
vo, en la cual se puede apreciar como el control refleja un buen desempeño ante acciones
que requieren control de velocidad debido a que se acerca mucho a la velocidad deseada.
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Figura 4.3: Posición cartesiana.
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Figura 4.4: Velocidad cartesiana.
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Las Figuras 4.5 y 4.6 muestran los errores de posición, en estas se puede observar que
el error el dispositivo esclavo es ligeramente mayor en el eje y, debido a la sintonización
de ganancias del control en PHANToM Omni, mientras que en el dispositivo maestro toma
valores muy cercanos a cero en cada eje.
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Figura 4.5: Error de posición Premium.
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Las Figuras 4.7 y 4.8 muestran el error de velocidad en la cual se observa que el error
de velocidad converge a valores cercanos a cero despues de dos segundos.
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Figura 4.7: Error de velocidad Premium.
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En las Figuras 4.9 y 4.10, se ilustra el desempeño de los dispositivos hápticos, una señal
de control de baja energía (cercana a cero) en maestro y esclavo, cuyo valor maximo se
presenta al comienzo de la tarea dado que el efector final se encuentra lejos de la trayectoria
deseada, y tiene una magnitud que se encuentra alrededor de los 0.0006 Nm, para cada
actuador de PHANToM Premium y 0.004 Nm para cada actuador de PHANToM Omni.
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Figura 4.9: Señal de control Premium.
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Figura 4.10: Señal de control Omni.
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4.1.2. Resultados experimentales en configuración de sincronización
sin compensación de retardo

La Figura 4.11 ilustra el segundo experimento, la señal de referencia es la entrada del
dispositivo maestro y su salida es la señal de referencia del dispositivo esclavo, en esta
sección se implementó el PD+G sin compensación de retardo. El retardo natural en esta
configuración es de 5 milisegundos y no representa un problema importante en la tarea de
seguimiento sincronizado unilateral.

Figura 4.11: Descripción de la tarea 2.

La Figura 4.12 ilustra la trayectoria de los dispositivos hápticos sobre su espacio de
trabajo, es apreciable que la magnitud del error en el marco operacional es menor a un
milímetro (menor a 2 % de error), pues la circunferencia deseada tiene radio equivalente a
treinta y cinco milímetros. Al inicio de la tarea el efector final de cada dispositivo háptico
estan alejados de la trayectoria deseada y tardan menos de 3 segundos en converger a la
referencia.
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Figura 4.12: Trayectoria en el espacio de trabajo.

En la Figura 4.13, se observa la posición del efector final de los dispositivos hápticos,
con un seguimiento apropiado y de alto desempeño, que presenta un error en posición ope-
racional de magnitud baja, que se aproxima al cero. La Figura 4.14 representa la velocidad
cartesiana del dispositivo maestro y esclavo, donde se aprecia un buen control de veloci-
dad, debido que al converger a la trayectoria deseada la velocidad se mantiene en valores
cercanos a cero.
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Figura 4.13: Posición cartesiana.
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Figura 4.14: Velocidad cartesiana.

En las Figuras 4.15 y 4.16, se observa con mayor facilidad el comportamiento de la
posición operacional, con errores de baja magnitud, menor a 0.0002 m en el dispositivo
maestro y 0.0005 m en el dispositivo esclavo.
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Figura 4.15: Error de posición Premium.
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Figura 4.16: Error de posición Omni.

Las Figuras 4.17 y 4.18, ilustran el comportamiento de la velocidad operacional, con
valores de error menor a 0.002m/s en el dispositivo maestro y 0.004m/s en el dispositivo
esclavo.
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Figura 4.17: Error de velocidad Premium.
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Figura 4.18: Error de velocidad Omni.

Por último las Figuras 4.19 y 4.20 muestran la señal de control enviada a los actuadores
de los dispositivos hápticos, donde se observan señales de baja magnitud.
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Figura 4.19: Señal de control Premium.
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Figura 4.20: Señal de control Omni.

4.1.3. Resultados experimentales en configuración de sincronización
con retardo inducido

La Figura 4.21 ilustra el tercer experimento, al obtener un buen desempeño en la re-
lización de la tarea anterior, se indujo un retardo más grande al propio del sistema, para
evidenciar el pobre desempeño de la plataforma de sincronización cuando existe un retardo
importante en el envío de información del maestro al esclavo. El retardo inducido en este
experimento es de 500 milisegundos.

Figura 4.21: Descripción de la tarea 3.
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La Figura 4.22 muestra la trayectoria de los dispositivo hápticos en el espacio opera-
cional, en esta misma se observan las perturbaciones provocadas por el retardo inducido y
como se ve afectado el guiado háptico, principalmente en el PHANToM Omni.
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Figura 4.22: Trayectoria en el espacio de trabajo.

La Figura 4.23 representa la posición cartesiana, en la cual se observa un seguimiento
de posición con pobre desempeño para ambos dispositivos a lo largo del experimento. La
Figura 4.24 muestra la velocidad cartesiana, donde se aprecia unos sobreimpulsos grandes,
cuando la posición de los dispositivos se aleja de la posición deseada.
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Figura 4.23: Posición cartesiana.
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Figura 4.24: Velocidad cartesiana.

En las Figuras 4.25 y 4.26, se presenta el error de posición cartesiana de los eslabones
de cada dispositivo háptico, en la cual se aprecia con mayor precisión y facilidad el error
presente, con magnitudes significativas cercanas a los 0.002 m en PHANToM Premium y
4mm en PHANToM Omni.
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Figura 4.25: Error de posición Premium.



36 Capítulo 4: Pruebas experimentales bajo condiciones de incertidumbre

0 2 4 6 8 10
−0.05

0

0.05
Error de Posicion en eje X

(seg)

(m
)

0 2 4 6 8 10
−0.05

0

0.05
Error de Posicion en eje Y

(seg)

(m
)

0 2 4 6 8 10
−0.02

0

0.02
Error de Posicion en eje Z

(seg)

(m
)

Figura 4.26: Error de posición Omni.

Las Figuras 4.27 y 4.28, muestran el error de velocidad cartesiana de cada dispositivo
háptico, en la cual se aprecia un chattering durante todo el experimento.
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Figura 4.27: Error de velocidad Premium.
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Figura 4.28: Error de velocidad Omni.

En las Figuras 4.29 y 4.30, se muestra la señal de control, que es enviada a los actuado-
res de los dispositivos hápticos, para desarrollar la tarea deseada, en la cual se observa un
comportamiento súbito en los tres eslabones de ambos dispositivos al inicio de la tarea, el
cual se debe al error grande en posición y velocidad.
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Figura 4.29: Señal de control Premium.
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Figura 4.30: Señal de control Omni.

4.1.4. Resultados experimentales en configuración de sincronización
mediante una compensación de retardo

La Figura 4.31 ilustra el cuarto y último experimento, donde se implementa el compen-
sador no lineal de retardo en la entrada de control sintetizado en el Capítulo anterior. El
retardo compensado en este experimento es de 500 milisegundos. Es importante mencionar
el uso de los modelos cinemáticos inversos de posición y de velocidad, para la obtención
de la posición y velocidad articular respectivamente, dado que el compensador no lineal de
retardo está diseñado en el marco articular. Y posteriormente el uso de los modelos directos
de posición y velocidad para poder llevar la posición y velocidad articular compensada, al
espacio cartesiano, debido a que el controlador implementado esta en el marco operacio-
nal. Los modelos de cinemática inversa y directa de ambos dispositivos hápticos se pueden
verificar en los apéndices C y D.
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Figura 4.31: Descripción de la tarea 4.

La Figura 4.32 ilustra la trayectoria de los dispositivos hápticos en su espacio de trabajo,
se aprecia el correcto seguimiento de la trayectoria deseada en ambos dispositivos a pesar
del retardo de 500 milisegundos, justificando el alto desempeño del controlador mediante
una compensación no lineal de retardo, para tareas de guiado háptico.
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40 Capítulo 4: Pruebas experimentales bajo condiciones de incertidumbre

Las Figuras 4.33 y 4.34 representan la posición y velocidad cartesiana, en la cual se
observa un seguimiento con alto desempeño para ambos dispositivos, donde la posición y
velocidad convergen a la referencia en un tiempo menor a 3 seg. y el control lleva el efector
final de cada dispositivo háptico sobre la trayectoria deseada aún con el retardo inducido.
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Figura 4.33: Posición cartesiana.
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Capítulo 4: Pruebas experimentales bajo condiciones de incertidumbre 41

Las Figuras 4.35 y 4.36, muestran el error de posición, en la cual se observan errores
con ruido de baja magnitud y un ligero chattering en PHANToM Omni, debido a la acción
de compensación del retardo. En ambos dispositivos los errores son muy cercanos a cero,
menores a 0.0005 m.
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Figura 4.35: Error de posición Premium.
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En las Figuras 4.37 y 4.38, se observa el comportamiento del error de velocidad en los
dos dispositivos hápticos, con errores de baja magnitud.
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Figura 4.37: Error de velocidad Premium.
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Figura 4.38: Error de velocidad Omni.

La contribución del control adquiere mayor evidencia en la Figura 4.39, puesto que am-
bos dispositivos realizan el seguimiento de la trayectoria deseada con una señal de control
con valores máximos en el orden de 0.002 Nm en PHANToM Premium y 0.005 Nm en
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PHANToM Omni, ligeramente menor que en el experimento sin compensación de retardo.
Las tendencias de la magnitud en la señal de control al inicio de la tarea se encuentran re-
lacionadas con las condiciones iniciales del dispositivo y las condiciones deseadas, lo cual
abre la posibilidad de reducir la magnitud del error en posición y velocidad, así como la
magnitud de la señal de control por medio de una ubicación del efector final sobre un punto
de la trayectoria deseada.
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Figura 4.39: Señal de control Premium.
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A partir de los resultados presentados, se obtienen unas conclusiones generales y ob-
servaciones sobre el desempeño de la plataforma de sincronización bajo la acción del con-
trolador proporcional derivativo con compensación de gravedad, las cuales se describen en
el siguiente capítulo.



Capítulo 5

Conclusiones generales

Esta tesis ha presentado un algoritmo de sincronización mediante una compensación no
lineal de retardo en el control con propósitos de guiado háptico pasivo.

A partir de las gráficas mostradas en el capítulo anterior se puede concluir que la
solución implementada garantiza el seguimiento de trayectoria independientemente
de cual dispositivo háptico adopte la condición de maestro o esclavo, aún en presencia
de retardo relativamente grande (500 ms), lo que cumple la condición ideal para
propósitos de entrenamiento.

Como segundo punto se concluye que la plataforma de sincronización bajo un control
no lineal robusto es más sensible a retardos que bajo acciones de control con baja
robustez y de manera similar para controles que dependen del modelo ó que son
libres de éste.

La técnica de compensación no lineal propuesta y evaluada experimentalmente en
este trabajo puede aplicarse de forma general a cualquier tipo de sistema no lineal
con retardos en la entrada, que disponga de un modelo en la forma estándar no lineal
y afin al control.

5.1. Trabajos a futuro

En relación a los trabajos a futuro para dar seguimiento a esta propuesta, se propone
modificar esta técnica de compensación de retardos, para que el control empleado
sea dependiente o no del modelo.

Una vez mejorado el compensador no lineal de retardo en el control, considerar el
estudio y análisis de la plataforma de sincronización con conexión remota via Internet
y estudiar el caso cuando hay retardo en el estado.

45





Glosario

Actuador. Dispositivo capaz de convertir energía eléctrica, hidráulica u otro tipo de ener-
gía en movimiento [26].

Cinemática de robot. Estudia el movimiento del mismo con respecto a un sistema de re-
ferencia. Así, la cinemática se interesa por la descripción analítica del movimiento
espacial del robot como una función del tiempo, y en particular por las relaciones en-
tre la posición y la orientación del extremo final del robot con los valores que toman
sus coordenadas articulares [4].

Control. Proceso mediante el cual un sistema es llevado a parámetros preestablecidos [32].

Convergencia. Es la propiedad de algunas sucesiones y series de tender progresivamente
a un límite. Entonces, acertar la convergencia de una sucesión significa que hay un
límite para tal sucesión [4].

Dinámica de un robot. Estudia el movimiento de mecanismos bajo la influencia de fuer-
zas y pares [4].

Energía. Capacidad de realizar un trabajo [28].

Entrenamiento. Se refiere al proceso consiente y planeado de transferir conocimiento,
habilidades y capacidades [28].

Espacio de estado. Espacio de n dimensiones, donde cualquier estado de un sistema dado
puede ser representado como un punto [19].

Estabilidad. Condición en la cual las variables críticas de un sistema dinámico se mantie-
nen invariables o permanecen dentro de unos límites determinados [4].

Estado. Conjunto mínimo de variables de un sistema dado (variables de estado), tal que,
conociendo su valor en un instante dado, permiten conocer la respuesta del sistema
ante cualquier señal de entrada o perturbación [19].

Grados de libertad. Número de coordenadas que describen de manera única la posición
de todos los eslabones de un sistema [15].
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Guiado háptico activo. El usuario controla sus propias acciones [20].

Guiado háptico pasivo. El usuario es guiado por un agente externo [20].

Guiado háptico. Técnica común para enseñar a los pacientes durante las pautas de movi-
miento deseado durante una rehabilitación motriz [29].

Hamiltoniano. Suma de energía cinética y potencial [22].

Hemiparesia. Debilidad o parálisis parcial de una mitad del cuerpo cuyas causas suelen
ser las mismas que en la hemiplejia [30].

Háptica. Proviene del griego hápto (tocar), es el estudio del comportamiento sensorial
[27].

Incertidumbre dinámica. Surge cuando ciertos fenómenos físicos (elasticidad, flexibili-
dad) no son incluidos en la descripción de la planta, o cuando la descripción del
sistema es muy complicada como para dar problemas manejables. [28].

Incertidumbre. La incertidumbre surge porque se tiene un conocimiento incompleto o
incorrecto del mundo por limitaciones en la forma de representar dicho conocimien-
to, por ejemplo un sistema experto médico, un robot móvil, un sistema de análisis
financiero, un sistema de reconocimiento de voz o imágenes [42].

Interfaz hombre-robot. Es utilizar a un robot como un asistente inteligente. En esta apli-
cación el ser humano tiene a su cargo la toma de decisiones, mientras que un robot
se encarga de generar la fuerza [13].

Interfaz háptica. Dispositivo en el cual al usuario le permite interactuar con un medio
real o virtual teniendo una realimentación, la cual permite sentir fuerza, textura o de
alguna forma una interacción sensorial [28].

Lagrangiano. Las ecuaciones de movimiento pueden ser derivadas de manera sistemática
independientemente del marco de coordenadas de referencia. El Lagrangiano de un
sistema mecánico puede ser definido como una función gene- ralizada de coordena-
das: la diferencia de energías cinéticas y potenciales [4].

Manipulabilidad cinemática. Permite la definición de los índices para la evaluación del
comportamiento del robot. Tales índices pueden ser útiles para el diseño mecánico
del manipulador y para determinar su apropiada postura para ejecutar una tarea dada
en su actual configuración [28].
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Manipulabilidad dinámica. De acuerdo a las propiedades dinámicas del robot, el índice
de manipulabilidad se obtiene por la propiedad definida positiva de la matriz de iner-
cia, se puede distinguir cuando el efector final del robot se acerca a la zona singular
cuando el índice de manipulabilidad tiende a ser cero o un valor máximo [28].

Manipulador. Mecanismo formado generalmente por elementos en serie, articulados entre
sí, destinado al agarre y desplazamiento de objetos. Es multifuncional y puede ser
gobernado directamente por un operador humano o mediante dispositivo lógico [15].

Mayordomo. En robótica, es un robot que se opone al movimiento del humano cuando
este intenta moverse a través de un objeto virtual y lo hace poniendo en los límites
del objeto a un objeto real. Proporciona una impedancia mecánica en el ambiente.
Sólo puede presenciar estas propiedades para un solo punto a la vez [29].

Mielomeningocele. Es un defecto del tubo neural en el cual los huesos de la columna no
se forman totalmente, provocando un conducto raquídeo incompleto. Esto lleva a que
la médula espinal y las meninges sobresalgan de la espalda del niño [30].

Modelo matemático. Es la representación por medio de ecuaciones de la dinámica de un
sistema. Es el tipo de modelo más importantes para la ciencia y la tecnología [22].

Pasividad. Corresponde a no generar más energía de la que se suministra al sistema [23].

Perturbación. Variable no deseada aplicada a un sistema y la cual tiende a modificar ad-
versamente el valor de una variable controlada. Si la perturbación se genera dentro
del sistema se denomina interna, en tanto que una perturbación externa se produce
fuera del sistema y es una entrada [42].

Punto de equilibrio. El estado x∗ se dice que es un punto de equilibrio del sistema ẋ =

f(x) si x(t) es igual a x∗, para todo t ≥ t0 [32].

Realimentación de fuerza. Sensación de peso o resistencia en un mundo virtual. La reali-
mentación de fuerza requiere del uso de un dispositivo que produzca una fuerza sobre
un cuerpo equivalente (o escalado) al de un objeto real. Esto permite a una persona
en el ciberespacio sentir el peso de un objeto virtual, o la resistencia al movimiento
que ellos crean [27].

Robot. Dispositivo generalmente mecánico, que desempeña tareas automáticamente, ya
sea de acuerdo a supervisión humana directa, a través de un programa predefinido
o siguiendo un conjunto de reglas generales. Generalmente estas tareas reemplazan,
asemejan o extienden el trabajo humano, como emsamble en manufactura, manipu-
lación de objetos pesados o peligrosos y trabajos en el espacio exterior. [15].
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Robusto. Poco sensible a errores o incertidumbres de modelado. La tolerancia a fallos se
considera sinónimo de robustez [28].

Robótica asistida. Es actualmente utilizada en diversos campos inclusive reparaciones en
naves o plataformas espaciales, bajo el océano u operaciones de rescate, manteni-
miento y manejo de equipo y sustancias nucleares [13].

Sensor. Dispositivo que convierte un parámetro físico (como temperatura, presión, flu-
jo, velocidad, posición) en una señal eléctrica. En algunos casos se le considera un
sinónimo de transductor, pero un verdadero sensor contiene un sistema de acondicio-
namiento de la señal, de manera que es mucho más sencillo realizar una medición
[26].

Sistema dinámico. Sistema cuya respuesta depende de entradas presentes y pasadas (e
incluso futuras), dicho sistema puede ser representado mediante ecuaciones diferen-
ciales dinámicas [28].

Sistema en tiempo real. Un sistema de tiempo real (STR) es un sistema informático en el
que es significativo el tiempo en el que se producen las acciones. Las acciones deben
realizarse dentro de un intervalo de tiempo determinado [41].

Sistema lineal. Se dice que un sistema es lineal sí cumple con los principios de homoge-
neidad y superposición [32].

Sistema no lineal. Se dice que un sistema es lineal sí no cumple con los principios de
homogeneidad y superposición [32].

Teleoperación. Es un área de reciente madurez, en el que un dispositivo háptico puede
definir la orientación de un robot remoto, y a su vez sentir por medio de él, la reacción
cuando el robot interactúa con una superficie de restricción [13].

Transformación homogénea. Se define como matriz de transformación homogénea T a
una matriz de dimensión 4 × 4 que representa la transformación de un vector de
coordenadas homogéneas de un sistema de coordenadas a otro. Un conjunto de
transformación homogénea básica está dada por Transx,α;Rotx,α; Transy,b;Roty,β;
Transz,c; Rotx,γ para traslaciones y rotaciones alrededor de los ejes x, y, z respecti-
vamente [35].

Variables de estado. Conjunto más pequeño de variables que determinan el estado de un
sistema dinámico [19].

Vector de estado. Si se necesitan n variables para describir el estado de un sistema dado,
entonces estas n variables se pueden considerar como los componentes de un vector
x [19].



Apéndice A

Control Integral

A.1. Introducción

En este capítulo se describe la teoría del Control Integral via linealización [12] para el
caso de estudio el cual nos garantiza una estabilidad global a pesar de que su prueba de
estabilidad demuestra que solo es estable localmente debido a que el sistema se linealiza
en un punto de equilibrio.

A.2. Control Integral via Linealización

Considere el sistema

ẋ = f(x, u, w) (A.1)

c = z(x,w) (A.2)

cm = zm(x,w) (A.3)

donde x ∈ Rn es el estado, u ∈ Rp es la entrada de control, y ∈ Rp es la salida contro-
lada, ym ∈ Rm es la medición de la salida y w ∈ Rl es el vector de parametros y pertur-
baciones desconocidas y constantes, n, p, l ∈ N. Las funciones f, z y zm son contiuamente
diferenciables en (x, u) y continuas en w en un dominio Dx ×Du ×Dw ⊂ Rn ×Rp ×Rl.

Sea r ∈ Dr ⊂ Rp una constante de referencia que esta disponible en linea y el conjunto

υ =

[
r

w

]
∈ Dv = Dr ×Dw
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Se desea diseñar un control tal que

c(t)→ rcuandot→∞

Asuma que c puede ser medido, es decir, c es subconjunto de cm. La tarea de regulación
se puede lograr estabilizando el sistema en un punto de equilibrio donde c = r. Por lo tanto
asumimos que para cada υ ∈ Dv existe un único par (xss, uss) que depende continuamente
de υ y satisface las ecuaciones

0 = f(xss, uss, w) (A.4)

r = z(xss, w) (A.5)

donde xss es el punto de equilibrio deseado y uss es el control en estado estacionario que
es necesario para mantener el punto de equilibrio xss. Para introducir la acción integral,
integramos el error e = c− r:

σ̇ = e

entonces aumentando el integrador con el estado (A.1) se obtiene

ẋ = f(x, u, w) (A.6)

σ̇ = z(x,w)− r (A.7)

Para el diseño del control integral con realimentación de estado, se considera la re-
alimentación a la salida. Se diseña u = γ(x, σ, e) para estabilizar el modelo del estado
aumentado (A.6) - (A.7) en estado estable (xss, σss) donde uss = γ(xss, σss, 0).

Cuando se usa la linealización, es razonable considerar una ley de control lineal de la
forma

u = −k1x− k2σ − k3e (A.8)

donde el control (A.8) es aplicado a (A.6)-(A.7), dando como resultado el siguiente
sistema en lazo cerrado

ẋ = f(x,−k1x− k2σ − k3(h(x,w)− r), w) (A.9)

σ̇ = h(x,w)− r (A.10)
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Los puntos de equilibrio (x̄, σ̄) de (A.9)-(A.10) satisfacen las ecuaciones

0 = f(x̄, ū, w) (A.11)

0 = h(x̄, w)− r (A.12)

ū = −k1x̄− k2σ̄ (A.13)

Suponiendo que los puntos de equilibrio (A.4)-(A.5) tienen una única solución (xss, uss)

en el dominio de interes, se concluye que x̄ = xss y ū = uss.
Eligiendo a k2 no singular, se garantiza que existe una unica solución σss de la ecuación

uss = −k1xss − k2σss
Ahora la tarea es estabilizar el punto de equilibrio (xss, σss). La linealización del siste-

ma en lazo cerrado (A.9)-(A.10) alrededor de (xss, σss) tiene la siguiente forma

ξ̇d = (Λ− βκ)ξd

donde

ξd =

[
x− xss
σ − σss

]
,Λ =

[
A 0

C 0

]
, β =

[
B

0

]
, κ =

[
k1 k2

]
A =

∂f

∂x
(x, u, w)|x=xss,u=uss , B =

∂f

∂u
(x, u, w)|x=xss,u=uss , C =

∂h

∂x
(x,w)|x=xss

Suponga que (A,B) es controlable (respectivamente estabilizable) y

rango

[
A B

C 0

]
= n+ p (A.14)

entonces (Λ, β) es controlable (respectivamente estabilizable). El diseño de κ, indepen-
diente de w, talque Λ−βκ es Hurwitz para toda υ ∈ Dυ. Para cualquier diseño, la matriz k2
será no singular. Así, (xss, σss) es un punto de equilibrio exponencialmente estable del sis-
tema lineal en lazo cerrado (A.9)-(A.10), y todas sus soluciones comienzan en su región de
atracción cuando t tiende a infinito. Consecuentemente, y(t)−r → 0 cuando t→∞. Note
que la estabilizacion de (xss, σss) es independiente de k3. Por lo tanto, se toma a k3 = 0, o
se puede usar como un grado de libertad extra para mejorar el desempeño.

En resumen, asumiendo que (A,B) es estable y el rango de la condición (A.14) se
satisface, el control con realimentación de estado puede ser

u = −k1x− k2σ
σ̇ = e = y − r

donde κ = [k1, k2] es diseñado talque Λ− βκ sea Hurwitz.
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A.3. Resultados experimentales

A continuación se presentan los resultados experimentales que muestran el desempeño
obtenido de la implementación del control integral en el dispositivo háptico PHANToM
Premium 1.0. La tarea consiste en el seguimieno de una trayectoria deseada. La trayectoria
deseada se define a partir de las ecuaciones paramétricas de una circunferencia sobre el
plano x vs z, con sus respectivas derivadas, la primera derivada define la velocidad opera-
cional y la segunda derivada representa la aceleraión operacional. Las ecuaciones paramé-
tricas están definidas por

x(t) = h1 + rcos(ωt),

y(t) = 0,

z(t) = h2 + rsin(ωt),

(A.15)

donde h1 = 0m y h2 = 0m determinan las coordenadas del centro de la circunferencia
y se encuentran en el origen del plano, r = 0.02m representa el radio de la circunferencia,
ω = 2πf , la frecuencia f = 1/ts y ts = 10 el tiempo necesario para desarrollar la tarea
un ciclo completo. La tarea de guiado se realiza durante 10 seg. con el fin de observar
el desempeño del dispositivo háptico al completar la trayectoria en dos ciclos completos.
Es importante mencionar el uso de los modelos cinemáticos inversos de posición y de
velocidad, para la obtención de la posición y velocidad articular respectivamente, dado que
el control está diseñado en el marco articular.

Las matrices de ganancias sintonizadas optimamente están definidas de la siguiente
manera

Kᵀ
1 = 1× 10−10



22323561008.786 −1699.680 3859.168

50.838 21956432232.059 1983930.647

786.513 −1558082.659 21995345201.825

6450994820.370 0.0 0.0

0.0 6450529018.481 1179356.342

0.0 141648.885 6453522402.094



Kᵀ
2 = 1× 10−10



7211102550.929 0.00007 0.00037

0.00003 7211102527.556 580606.101

0.00033 580606.101 7211102527.553

−5854.992 −580606.101 −3858.927

−50.838 −11903.534 678.795

−787.438 3888.746 730.331
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Figura A.1: Trayectoria en el espacio de trabajo.

La Figura A.1 ilustra la trayectoria de PHANToM Premium 1.0 sobre el espacio opera-
cional, se aprecia la correcta conversión del marco articular al marco operacional, resultado
de un modelo cinemático correcto. El control tiene un alto desempeño para tareas de guiado
háptico, debido a que muestra un adecuado seguimiento de trayectoria.
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Figura A.2: Posición articular.

La Figura A.2 representa la posición articular, en la cual se observa un seguimiento
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articular con alto desempeño, con convergencia a la posición deseada en un tiempo menor
a 1 segundo.
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Figura A.3: Posición cartesiana.

La FiguraA.3 muestra la posición operacional del efector final de PHANToM Premium
1.0, en la cual se observa un seguimiento bueno en el eje X y en el eje Z, presentando un
error de posición con valor de 0.002m en el eje y.
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Figura A.4: Error de posición articular.

En la Figura A.4 se presenta el error en posición articular de los eslabones del dispo-
sitivo háptico, en la cual se aprecia la convergencia de posición en los eslabones 1 y 3 en
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un tiempo menor a 1 segundo y un error en estado estacionario en el eslabón 2 de mag-
nitud 0.02rad. En la Figura A.5 la magnitud de la señal de control al inicio de la tarea
se encuentra relacionada con la condición inicial del dispositivo háptico y las condiciones
deseadas.
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Figura A.5: Señal de control.

La Figura A.6 refleja el comportamiento de la energía total empleada en la tarea de
guiado háptico, bajo la acción del control integral, se aprecia un energía requerida relativa-
mente baja.

0 2 4 6 8 10
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5
x 10

−4

Tiempo (seg)

E
ne

rg
ía

 (
J)

Energía Total (Hamiltoniano)

Figura A.6: Energía total.





Apéndice B

Teleoperación con un control por modos
deslizantes

B.1. Introducción

El presente trabajo de investigación dio lugar a una estancia en la Universidad Técnica
de Múnich, donde se implementó un control por modos deslizantes de segundo orden en un
sistema de teleoperación utilizando un robot manipulador virtual como maestro y un robot
manipulador UR10 como esclavo.

La Figura B.1 muestra el diagrama en simulink donde se hizó la simulación de dos ro-
bots de 3 gdl con misma dinámica y ambos con mismas ganancias en el control.

Figura B.1: Diagrama de simulink.

La Figura B.2 es el robot virtual que adopta el papel de maestro.

59
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Figura B.2: Robot Virtual.

El robot esclavo es un robot Universal Robot modelo UR10 mostrado en la Figura B.3

Figura B.3: Robot UR10.

La Figura B.4 representa el diagrama de bloques del sitema.



Apéndice B: Teleoperación con un control por modos deslizantes 61

Figura B.4: Diagrama de sistema en lazo cerrado.

donde: qd, q̇d : posición y velocidad deseada
qm, q̇m : posición y velocidad real del robot maestro
qs, q̇s : posición y velocidad real del robot esclavo
τm : par de entrada aplicado al robot maestro
τs : par de entrada aplicado al robot esclavo
em, ėm : error de posición y velocidad del robot maestro
es, ės : error de posición y velocidad del robot esclavo
∆e,∆ė : error de errores posición y velocidad del robot maestro.

B.2. Control
Se implementó un control por modos deslizantes de segundo orden en cada uno de los

robots. De acuerdo a la siguiente estructura:

τm = −kdSrm (B.1)

τs = −kdSrs (B.2)

donde:
Srm = Sqm + γ1σm

σ̇m = sgn(Sqm)

Sqm = Sm − Sdm
Sm = ∆ė+ α1∆e

Sdm = Sm(t0)exp
−k(t−t0)

∆e = em − es = qd − 2qm + qs
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∆ė = ėm − ės = q̇d − 2q̇m + q̇s

Srs = Sqs + γ2σs
σ̇s = sgn(Sqs)

Sqs = Ss − Sds
Ss = ės + α2es
Sds = Ss(t0)exp

−k(t−t0)

es = qm − qs
ės = q̇m − q̇s

B.3. Resultados

A continucación se presentan los resultados experimentales que muestran el desemeño
del control aplicado en el sistema de teleoperación.

Figura B.5: Posición 1er eslabón. Figura B.6: Posición 2do eslabón.

Figura B.7: Posición 3er eslabón. Figura B.8: Velocidad 1er eslabón.
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Figura B.9: Velocidad 2do eslabón. Figura B.10: Velocidad 3er eslabón.

Figura B.11: Error de posición 1er esla-
bón robot maestro.

Figura B.12: Error de posición 2do esla-
bón robot maestro.

Figura B.13: Error de posición 3er esla-
bón robot maestro.

Figura B.14: Error de posición 1er esla-
bón robot esclavo.
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Figura B.15: Error de posición 2do esla-
bón robot esclavo.

Figura B.16: Error de posición 3er esla-
bón robot esclavo.

Figura B.17: Error de velocidad 1er esla-
bón robot maestro.

Figura B.18: Error de velocidad 2do esla-
bón robot maestro.

Figura B.19: Error de velocidad 3er esla-
bón robot maestro.

Figura B.20: Error de velocidad 1do esla-
bón robot esclavo.
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Figura B.21: Error de velocidad 2do esla-
bón robot esclavo.

Figura B.22: Error de velocidad 3er esla-
bón robot esclavo.

Figura B.23: Error de errores de posición
en 1er eslabón del robot maestro.

Figura B.24: Error de errores de posición
en 2do eslabón del robot maestro.

Figura B.25: Error de errores de posición
en 3er eslabón del robot maestro.

Figura B.26: Error de errores de velocidad
en 1er eslabón del robot maestro.
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Figura B.27: Error de errores de velocidad
en 2do eslabón del robot maestro.

Figura B.28: Error de errores de velocidad
en 3er eslabón del robot maestro.

B.4. Análisis de convergencia
Si el error dinámico extendido en el robot esclavo Ss = ės + α2es y τs logra que

ĺım
t→∞

Ss = 0

entonces
ės + α2es = 0

ės
es

= −α2

ln(es) = −α2t+ c

es = ce−α2t

es(0) = esmax

Por lo tanto tenemos que
es = esmaxe

−α2t (B.3)

ės = −α2esmaxe
−α2t (B.4)

Ahora si el error dinámico extendido de errores en el robot maestro Sm = ∆ė + α1∆e

y τm logra que
ĺım
t→∞

Sm = 0

entonces
∆ė+ α1∆e = 0

ėm − ės + α1(em − es) = 0

ėm + α1em = ės + α1es (B.5)
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sustituyendo (3) y (4) en (5) tenemos que

ėm + α1em = −α2esmaxe
−α2t + α1esmaxe

−α2t

ėm + α1em = (α1 − α2)esmaxe
−α2t (B.6)

Resolviendo (6)

em = e
∫
α1t[

∫
(α1 − α2)esmaxe

−α2te
∫
α1tdt+ c]

em = e−α1t[(α1 − α2)esmax

∫
e(α1−α2)tdt+ c]

em = e−α1tesmaxe
(α1−α2)t + c

em = esmaxe
−α2t + ce−α1t

em(0) = emmax

emmax = esmax+ c (B.7)

por lo tanto
c = emmax − esmax.

Entonces
em = esmaxe

−α2t + (emmax − esmax)e−α1t (B.8)

ėm = −α2tesmaxe
−α2t − α1(emmax − esmax)e−α1t (B.9)

B.5. Análisis de estabilidad
El modelo dinámico de un robot manipulador rígido de n-eslabones con todas las arti-

culaciones de revolución descrito en coordenadas articulares generalizadas (qᵀ, q̇ᵀ) ∈ R2n

puede ser escrito como en (2.1).
La ecuación (2.1) puede ser linealmente parametrizada en términos de una referencia

nominal (q̇r, q̈r)
ᵀ ∈ R2n como sigue [31]

H(q)q̈r + C(q, q̇)q̇r +G(q) = YrΘ, (B.10)

donde el regresor Yr = Y r(q, q̇, q̇r, q̈r) ∈ Rn×p está compuesto de funciones no lineales
conocidas, y Θ ∈ Rp es asumida para representar parametros constantes pero desconoci-
dos, con (q̇r, q̈r). Básicamente, B.10 realiza un cambio de coordenadas a través de (q̇r, q̈r),
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y en particular, [43][36] define q̇r como una variable de primer orden talque permite una su-
perficie de deslizamiento estática como la variable de error en sentido de obtener un control
globalmente asintóticamente estable.

Sustituyendo B.10 en ?? se llega al error dinámico en lazo abierto en coordenadas de
error Sr como sigue:

H(q)Ṡr + C(q, q̇)Sr +G(q) = τ − YrΘ (B.11)

donde las coordenadas de error Sr están definidas por

Sr = q̇ − q̇r (B.12)

Considere la siguiente referencia nominal q̇r [31]

q̇r = q̇d − α∆q + Sd − γσ

σ̇ = sgn(Sq) (B.13)

donde el error de seguimiento es ∆q = 2qm−qs−qd, la trayectoria deseada qd(t) ∈ C2,

la posición de robot maestro qm ∈ C2, posición de robot esclavo qs ∈ C2, ganancias
de retroalimentación α, γ son matrices diagonales definidas positivas n × n, la función
sgn(X) = [sgn(x1), ..., sgn(xn)]ᵀ representa la entrada discontinua de la función signo de
X ∈ Rn, y

Sq = S − Sd (B.14)

S = ∆q̇ + α∆q (B.15)

Sd = S(t0)exp
−k(t−t0) (B.16)

para k > 0, y S(t0) que representa S(t) en t = t0. Note que q̈r = q̈d − α∆q̇ + Ṡd −
γsgn(Sq) es discontinua, y Sq(t0) = 0 para cualquier condición inicial. ∆q̇ = 2q̇m − q̇s −
q̇d.Sustituyendo B.13 en B.12 se llega a las coordenadas del error dinámico

Sr = Sq + γσ (B.17)

Algunas propiedades de ?? y B.13, útiles para el análisis de estabilidad son definidas a
continuación.



Apéndice B: Teleoperación con un control por modos deslizantes 69

Existen escalares positivos βi(i = 0, 1, ..., 5) tal que

‖H(q)‖ ≥ λm(H(q)) > β0 > 0

‖H(q)‖ ≤ λM(H(q)) < β1 <∞
‖C(q, q̇)‖ ≤ β2‖q̇‖
‖G(q)‖ ≤ β3

‖q̇r‖ ≤ β4 + α‖∆q‖+ γ‖σ‖
‖q̈r‖ ≤ β5 + α‖∆q̇‖

(B.18)

Las normas ‖A‖ =
√
λM(AᵀA) y ‖b‖ del vector b ∈ Rn representan la norma Forbe-

nius y el vector de norma Euclidiana, respectivamente. La constante β2 puede ser calculada
a partir del estado del sistema, la trayectoria deseada, las ganancias de retroalimentación, y
un limite acotado superiormente del modelo dinámico del brazo robot, bajo la suposición
de qd ∈ C2.

Usando B.18, B.10 se puede representar como

YrΘ ≤ H(q)‖‖q̈r‖+ ‖C(q, q̇)‖‖q̇r‖+ ‖G(q)‖
≤ β1α‖q̇‖+ β2‖q̇‖ ∗ (α‖∆q‖+ γ‖σ‖+ β4) + β̄3

≤ η(t)

(B.19)

donde β̄3 = β1β5 + β3, y η(t) = f(∆q,∆q̇, σ, βi, t) es un estado dependiente de la
función[21].

El diseño del control, su análisis de estabilidad, y algunas propiedades del sistema en
lazo cerrado son presentadas a continuación.

Considere la dinámica del robot ?? en lazo cerrado, con un control dado por

τm = −KdSr (B.20)

donde Kd ∈ Rn×n es una matriz diagonal simétrica definida positiva. Entonces, el
seguimiento exponencial semiglobal es asegurado, debido a que γ en B.17 y Kd son sufi-
cientemente grandes, para condiciones iniciales de error pequeños.

Sustituyendo B.20 en B.11 se obtiene como resultado el siguiente error dinámico en
lazo cerrado:

H(q)Ṡr = −{Kd + C(q, q̇)}Sr − YrΘ (B.21)

Un análisis basado en pasividad sugiere que la energía cinética del sistema en lazo
cerrado B.21 puede ser considerada como una función de Lyapunov, como sigue:

V =
1

2
Sᵀ
rH(q)Sr (B.22)
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La derivada total de B.22, a través de su solución B.21, es la siguiente

V̇ = −Sᵀ
rKdSr − Sᵀ

rYrΘ (B.23)

Usando B.19
V̇ ≤ −‖K1Sr‖2 + ‖Sr‖η(t) (B.24)

donde Kd = Kᵀ
1K1. En virtud de que H(q) es definida positiva y superiormente acota-

da, se puede concluir el límite de ṠR como sigue:

Ṡr = −H(q)−1{(Kd + C(q, q̇))Sr − YrΘ}
≤ λM(H(q)−1){(λM(Kd) + β2‖q̇‖)ε+ η̄}
≤ ζ(t)

(B.25)

Para demostrar que un seguimiento aparece con un modo deslizante en Sq = 0 para
todo t > 0, y con punto de equilibrio en ∆q = 0,∆q̇ = 0, considere

Ṡq = −γsgn(Sq) + Ṡr (B.26)

con la siguiente función de energía

Vq =
1

2
Sᵀ
qSq (B.27)

La derivada total de B.27, es la siguiente

V̇q = −Sᵀ
q γsgn(Sq) + Sᵀ

q Ṡr

≤ −γm|Sq|+ |Sᵀ
q ||Ṡr|

≤ −γm|Sq|+ ζsup|Sq|
≤ −µ|Sq|

(B.28)

donde µ = γm − ζM . Así, con el propósito de demostrar que Sq → 0 en tiempo finito,
siempre se elige

γm > ζM (B.29)

de tal manera que µ > 0 garantiza la existencia de un modo deslizante, debido a que B.28
es equivalente a la condición de modo deslizante Sᵀ

q Ṡq ≤ −µ|Sq| [38]. Esto indica que un
modo deslizante es establecido en tiempo ts ≤ (|Sq(t0)|/µ), y dado que Sq(t0) = 0 para
cualquier condición inicial, entonces un modo deslizante en Sq(t) = 0 es logrado para todo
el tiempo.
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Modelo cinemático y dinámico de
PHANToM premium 1.0.

C.1. Dispositivo háptico PHANToM premium 1.0

PHANToM 1.0 es un dispositivo háptico de tipo mayordomo, de tres grados de libertad
totalmente actuado y hasta seis sensorizados basado en articulaciones de re- volución, está
conformado de posicionadores mecánico con propósitos de realimentación de fuerza [29].

C.1.1. Modelo cinemático

C.1.1.1. Modelo cinemático directo de posición

El modelo cinemático directo muestra la relación entre la posición y orientación del
efector final y las coordenadas articulares. Este modelo permite conocer el desempeño del
robot en el espacio de trabajo y se representa como

ρ(X, Y, Z) = f(q) (C.1)

donde ρ ∈ Rm define el vector de coordenadas operacionales del sistema y q ∈ Rn el vector
de variables articulares, n = 3 es el número de variables articulares y m = 3 el número de
coordenadas operacionales.

El algoritmo de Denavit-Hartenberg utiliza una matriz de transformación homogénea
para la descripción de la relación espacial entre dos elementos rígidos ad- yacentes, esco-
giendo adecuadamente los sistemas de coordenadas asociadas para cada eslabón, es posible
pasar de uno al siguiente mediante el producto de cuatro transformaciones básicas que de-
penden solamente de las características geométricas del eslabón. Estas transformaciones
básicas consisten en una sucesión de rotaciones y traslaciones, que permiten obtener una
relación entre el sistema de referencia del elemento i y el elemento (i− 1) [22].
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Figura C.1: Cadena cinemática PHANToM Premium 1.0.

i α a d q

1 −π/2 0 0 q1
2 0 L1 0 q2
3 0 L2 0 q3

Tabla C.1: Parámetros Denavit-Hartemberg de PHANToM Premium 1.0.

En la Figura C.1 se muestra la cadena cinemática del PHANToM Premium 1.0. consti-
tuida por L0, L1 y L2, que corresponden a la longitud de los eslabones 1, 2 y 3, respecti-
vamente. Los parámetros de Denavit-Hartenberg de acuerdo a esta cadena cinemática se
presentan en la Tabla C.1

La matriz de transformación homogénea está dada como

T 0
3 =


C1 −S1S3 C3S3 S1(L1C2 + L2S3)

0 C3 S3 L2− L2C3 + L1S2

−S1 −C1S3 C1C3 −L1 + C1(L1C2 + L2S3)

0 0 0 1

 (C.2)

donde T 0
1 es la matriz de transformación homogénea del marco de coordenadas de ori-

gen al marco de coordenadas del primer eslabon, T 1
2 corresponde a la matriz de transforma-

ción homogénea del marco de coordenadas del primer eslabón al marco de coordenadas del
segundo eslabón y T 2

3 corresponde a la matriz de transformación homogénea del marco de
coordenadas del segundo eslabón al marco de coordenadas del tercer eslabón, Ci = cos(qi)

y Si = sen(qi). A partir de la matriz (C.2) se obtiene el modelo cinemático directo de
posición, que permiten identificar las coordenadas operacionales del extremo final respecto
al marco de referencia base (dedal en condiciones iniciales).

Dada la matriz de transformación homogénea, las ecuaciones que definen el modelo
cinemático directo de posición, se describen por
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xws = S1(L1C2 + L2S3)

yws = L2− L2C3 + L1S2

zws = −L1 + C1(L1C2 + L2S3)

C.1.1.2. Modelo cinemático inverso de posición

El modelo cinemático inverso de posición consiste en la expresión de los ángulos qi de
cada articulación en función de la posición del efector final, en coordenadas cartesianas. Es
necesario considerar la posición inicial q1 = 0 rad, q2 = 0 rad, q3 = 0 rad como marco de
referencia, la cual representa una posición operacional en el origen de xws, yws y zws. En la
Figura A.2 se hace una transformación del marco de referencia del eslabón fijo al efector
final, a través de la vista superior del dispositivo definiendo la coordenada generalizada q1.

Figura C.2: Marco de referencia

De esta manera se obtiene q1 dado por

q1 = arctan(xws/(zws + L1))

Las distancias r, R y los ángulos α, β y γ están descritos por

r =
√
x2ws + (yws − L2)2 + (zws + L1)2

R =
√
x2ws + (zws + L1)2

α = arc cos

(
L12 + L22 − r2

2L1L2

)
β = arctan(yws − L2/R)

γ = arc cos

(
L2
1 + r2 − L22

2L1r

)
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Físicamente, el dispositivo háptico PHANToM Premium 1.0 implica que γ > 0 y α > 0,
por lo tanto aplicando la ley de cosenos

q2 = α + β

q3 = q2 + α− π/2
Note que si α = 180 no implica ley de cosenos y físicamente el dispositivo háptico está
sobre su límite máximo en el espacio de trabajo.

C.1.1.3. Modelo cinemático directo de velocidad

El modelo cinemático de velocidad relaciona a la velocidad articular en términos de
la velocidad operacional, y corresponde a la derivada temporal del modelo cinemático de
posición generando de esta manera la matriz Jacobiana J , y se define por

ρ̇(X, Y, Z) = Jq(ρ(X, Y, Z))q̇

donde ρ̇(X, Y, Z) ∈ Rm representa el vector de velocidades operacionales, Jq(ρ(X, Y, Z)) ∈
Rn×n define la matriz Jacobiana y q̇ ∈ Rn corresponde al vector de velocidades articulares.

El modelo cinemático directo de velocidad está descrito por

 ẋws
ẏws
żws

 =

 L1C1C2 + L2S3C1, −L1S1S2, L1S1C3

0 L1C2 L2S3,

−L1S1C2 − L2S1S3, −L1S2C1, L2C1C3

 q̇1
q̇2
q̇3


por lo tanto la matriz Jacobiana está definida por

Jq(ρ(X, Y, Z)) =

 L1C1C2 + L2S3C1, −L1S1S2, L1S1C3

0, L1C2, L2S3

−L1S1C2 − L2S1S3, −L1S2C1, L2C1C3


C.1.1.4. Modelo cinemático inverso de velocidad

El modelo cinemático inverso de velocidad de PHANToM Premium 1.0 está definido
por

q̇ = Jq(ρ(X, Y, Z))−1ρ̇(X, Y, Z)

donde Jq(ρ(X, Y, Z))−1 ∈ Rn×n, corresponde al Jacobiano inverso expresado de la si-
guiente forma

Jq(ρ(X, Y, Z))−1 =
adj(Jq(ρ(X, Y, Z)))

det(Jq(ρ(X, Y, Z)))
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El determinante del Jacobiano está dada por

det(Jq(ρ(X, Y, Z))) = L12L2S2S3C2 + L1C2
2C3 + L2S2 − L2S2C

2
3 + L2S3C2C3

con q3 6= q2 + π
2

para evitar singularidades.

La matriz adjunta del Jacobiano se define como:

adj(Jq(ρ(X,Y, Z))) =

 L1L2C1C2−3 0 −L1L2S1C2−3
−L2S1S3(L1C2 + L2S3) L2C3(L1C2 + L2S3) −L2S3C1(L1C2 + L2S3)

L1S1C2(L1C2 + L2S3) L1S2(L1C2 + L2S3) L1C1C2(L1C2 + L2S3)



C.1.1.5. Modelo cinemático directo de aceleración

El modelo cinemático de aceleración permite el mapeo de las aceleraciones articulares a las
operacionales, y es definido a partir de la derivada temporal de Ẋ = Jq q̇.

ρ̈(X,Y, Z) = Jq(ρ(X,Y, Z))q̈ + J̇q(ρ(X,Y, Z))q̇

donde ρ̈(X,Y, Z) ∈ Rm representa al vector de aceleración operacional, q̈ ∈ Rn el vector de
aceleración articular, J̇q(ρ(X,Y, Z)) ∈ Rn×n la derivada de matriz Jacobiana

El modelo cinemático directo de aceleración está descrito por ẍws
ÿws
z̈ws

 =

 J11 J12 J13
J21 J22 J23
J31 J32 J33

 q̈1
q̈2
q̈3

+

 J̇11 J̇12 J̇13
J̇21 J̇22 J̇23
J̇31 J̇32 J̇33

 q̇1
q̇2
q̇3


donde
J̇11 = −{L1S1C2 + L2S1S3}q̇1 − L1S2C1q̇2 + L2C1C3q̇3
J̇12 = −L1S2C1q̇1 − L1S1C2q̇2
J̇13 = L2C1C3q̇1 − L2S1S3q̇3
J̇21 = 0

J̇22 = −L1S2q̇2
J̇23 = L2C3q̇3
J̇31 = −{L1C1C2 + L2S3C1}q̇1 + L1S1S2q̇2 − L2S1C3q̇3
J̇32 = L1S1S2q̇1 − L1C1C2q̇2
J̇33 = −L2S1C3q̇1 − L2S3C1q̇3

C.1.1.6. Modelo cinemático inverso de aceleración

El modelo cinemático inverso de aceleración es el conjunto de ecuaciones que permite conocer
la aceleración articular en términos de la aceleración operacional y de la velocidad articular, definida
como q̈ = J−1q (ẍ− J̇q q̇) y está descrito por q̈1

q̈2
q̈3

 = Jq(ρ(X,Y, Z))
−1

 ẍws
ÿws
z̈ws

−
 J̇11 J̇12 J̇13
J̇21 J̇22 J̇23
J̇31 J̇32 J̇33

 q̇1
q̇2
q̇3
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C.1.2. Modelo dinámico
La dinámica es la rama de la mecánica la cual trata con el movimiento de los cuerpos bajo

la acción de fuerzas. El comportamiento dinámico de un mecanismo de eslabones articulados es
descrito en términos de la razón de cambio de la configuración del dispositivo en relación a los
pares ejercidos por los actuadores. Durante el movimiento de un conjunto de eslabones articulados
con el propósito de que el efector final describa una trayectoria deseada, el sistema de control tiene
que producir pares en las articulaciones para equilibrar las fuerzas de los eslabones. Cuando un
eslabón es acelerado, el actuador debe proporcionar un par superior a la inercia.

La metodología Euler-Lagrange para modelado de sistemas dinámicos, puede emplearse para
el modelado de robots manipuladores. Las ecuaciones de movimiento de un sistema mecánico, así
como de una interfaz háptica son definidas de una forma simple y sistemática de la siguiente manera

τ =
d

dt

∂L

∂θ̇
− ∂L

∂θ
(C.3)

L(q, q̇) = K − U ; K =

n∑
i=1

Ki; U =

n∑
i=1

Ui (C.4)

Ki =
1

2
miv

2
i (C.5)

Ui = mighi (C.6)

donde τ ∈ Rn corresponde al par del i-ésimo actuador, L ∈ R denota el Lagrangiano (suma-
toria de energías totales del robot), K ∈ R la energía cinética total del sistema, mi define la masa
del i-ésimo eslabón, vi velocidad del i-ésimo eslabón, U ∈ R define la energía potencial total del
sistema, g la constante de gravedad, hi corresponde a la altura del centro de gravedad del i-ésimo
eslabón.

Utilizando la ecuación (C.3) se obtiene la representación del modelo dinámico descrito (2.1).
En esta dinámica no son considerados los esfuerzos de fricción dinámica articular.

Para este caso de estudio i = 3 debido a que el número de grados de libertad de PHANToM
Premium 1.0 es n = 3, por lo tanto el modelo dinámico queda definido de la siguiente forma con
los parámetros aproximados de longitudes y masas de los eslabones presentados en la Tabla C.2.h11 0 0

0 h22 h23
0 h32 h33

q̈1q̈2
q̈3

+

c11 c12 c13
c21 0 c23
c31 c32 0

q̇1q̇2
q̇3

+

 0

g2
g3

 =

τ1τ2
τ3


Donde:

h11 = (0.5L12 + 0.125L22)ma + (0.125L12 + 0.5L32)mc + 0.125L12(4ma +mc)cos(2q2)−
0.125(L22ma + 4L32mc)cos(2q3) + 0.125L1(L2ma + L3mc)cos(q2)sin(q3)

h22 = L12(ma + 0.25mc)

h23 = −0.5L1(L2ma + L3mc)sin(q2 − q3)
h32 = −0.5L1(L2ma + L3mc)sin(q2 − q3)



Apéndice C: Modelo cinemático y dinámico de PHANToM premium 1.0. 77

Parámetro Valor Unidad
ma 17.5× 10−3 kg

mc 10.4× 10−3 kg

mbe 0.0214 kg

mdf 0.1106 kg

L1 0.1397 m

L2 0.1397 m

L3 0.0325 m

L4 0.368 m

L5 0.0527 m

g 9.81 m/s2

Tabla C.2: Parámetros del modelo dinámico de PHANToM Premium 1.0

h33 = 0.25L22ma + L32mc

c11 = 0.25(−2sin(q2)[L12(4ma +mc)cos(q2) + 2L1(L2ma + L3mc)sin(q3)]q̇2) +

0.25cos(q3)(2L1(L2ma + L3mc)cos(q2) + (L22ma + 4L32mc)sin(q3))q3
c12 = −0.25(L12(4ma +mc)sin(2q2) + 4L1(L2ma + L3mc)sin(q2)sin(q3))q̇1
c13 = −0.125(−4L1(L2ma + L3mc)cos(q2)cos(q3)− (L22ma + 4L32mc)sin(2q3))q̇1
c21 = 0.25(L12(4ma +mc)sin(2q2)− 4L1(L2ma + L3mc)sin(q2)sin(q3))q̇1
c23 = 0.5L1(L2ma + L3mc)cos(q2 − q3)q̇3
c31 = 0.125(−4L1(L2ma + L3mc)cos(q2)cos(q3) + (L22ma + 4L32mc)sin(2q3))q̇1
c32 = 0.5L1(L2ma + L3mc)cos(q2 − q3)q̇2
g1 = 0

g2 = g(L1(ma + 0.5mc) + L5mbe)cos(q2)

g3 = g(0.5L2ma + L3mc − L6mdf )sin(q3)





Apéndice D

Modelo cinemático y dinámico de
PHANToM Omni

D.1. Dispositivo háptico PHANToM Omni
PHANToM Omni es un dispositivo háptico que cuenta con 6 grados de libertad subactuados y tres
sensores de posición que permiten al usuario percibir realimentación de fuerza relacionada con
algún obstaculo o el ambiente. Este dispositivo ha sido usado en muchas aplicaciones tales como,
teleoperación, entretenimiento y aplicaciones médicas de diagnóstico y rehabilitación.

D.1.1. Modelo cinemático

D.1.1.1. Modelo cinemático directo de posición

La cadena cinemática de PHANToM Omni se muestra en la figura D.1 Una vez encontrada la
matriz de transformación homogénea aplicando el algoritmo de Denavit-Hartenberg, se pueden
definir las ecuaciones que describen el modelo directo de posición expresadas como [16] [1]

Figura D.1: Cadena cinemática PHANToM Omni.
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xws = −S1(L2S3 + L1C2)

yws = L3− L2C3 + L1S2

zws = L2C1S3 + L1C1C2 − L4

donde L1 y L2 corresponden a la longitud de los eslabones 1 y 2 respectivamente y L3 y L4
definen la compensación de la transformación del espacio de trabajo entre el origen del efector
final y el primer eslabón.

D.1.1.2. Modelo cinemático inverso de posición

En la Figura D.2 se muestra la cinematica inversa del dispositivo háptico PHANToM Omni,
descrita por

Figura D.2: Cinemática inversa de PHANToM Omni

De esta manera se obtiene θ1, θ2 y θ3 definidos por

θ1 = − arctan(xws/(yws + L4))

θ2 = γ + β

θ3 = θ2 + α− π/2

Las distancias r, R y los ángulos α, β y γ están descritos por

r =
√
x2ws + (yws − L3)2 + (zws + L4)2

R =
√
x2ws + (zws + L4)2

α = arc cos

(
L12 + L22 − r2ws

2L1L2

)
β = arctan(yws − L3/R)

γ = arc cos

(
L2
1 + r2 − L22

2L1r

)
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D.1.1.3. Modelo cinemático directo de velocidad

De acuerdo a la ecuación (D.1.1.1) el modelo cinemático directo de velocidad de PHANToM
Omni está descrito por

 ẋws
ẏws
żws

 =

 −C1(L2S3 + L1C2), L1S1S2, −L2S1C3

0, L1C2, L2S3
−L1S1C2 − L2S1S3, −L1S2C1, L2C1C3

 θ̇1
θ̇2
θ̇3


por lo tanto la matriz Jacobiana se da por

Jθ(ρ(X,Y, Z)) =

 J11 = −C1(L2S3 + L1C2) J12 = L1S1S2 J13 = −L2S1C3

J21 = 0 J22 = L1C2 J23 = L2S3
J31 = −L1S1C2 − L2S1S3 J32 = −L1S2C1 J33 = L2C1C3


D.1.1.4. Modelo cinemático inverso de velocidad

El modelo cinemático inverso de velocidad de PHANToM Omni está definido por

θ̇ = Jθ(ρ(X,Y, Z))
−1ρ̇(X,Y, Z)

donde el determinante del Jacobiano está dada por

det(Jθ(ρ(X,Y, Z))) =(−L2C1S3 − L1C1C2)(L1L2C1C2C3S2S3)

− (L2S1S3 + L1S1C2)(L1L2S1S2S3C2C3)

El Jacobiano inverso se define como

Jθ(ρ(X,Y, Z))
−1 =

 JI11 JI12 JI13

JI21 JI22 JI23

JI31 JI32 JI33
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JI11 = (J22 · J33− J32 · J23)/Det(Jθ)
JI12 = (−J12 · J33 + J13 · J32)/Det(Jθ)
JI13 = (J12 · J23− J13 · J22)/Det(Jθ)
JI21 = (J23 · J31− J21 · J33)/Det(Jθ)
JI22 = (J11 · J33− J13 · J31)/Det(Jθ)
JI23 = (−J11 · J23 + J13 · J21)/Det(Jθ)
JI31 = (J21 · J32− J22 · J31)/Det(Jθ)
JI32 = (−J11 · J32 + J12 · J31)/Det(Jθ)
JI33 = (J11 · J22− J12 · J21)/Det(Jθ)

D.1.1.5. Modelo cinemático directo de aceleración

El modelo cinemático directo de aceleración está descrito por ẍws
ÿws
z̈ws

 =

 J11 J12 J13
J21 J22 J23
J31 J32 J33

 θ̈1
θ̈2
θ̈3

+

 J̇11 J̇12 J̇13
J̇21 J̇22 J̇23
J̇31 J̇32 J̇33

 θ̇1
θ̇2
θ̇3


donde
J̇11 = {L1S1C2 + L2S1S3}θ̇1 + L1S2C1θ̇2 − L2C1C3θ̇3
J̇12 = L1S2C1θ̇1 + L1S1C2θ̇2
J̇13 = L1C1C3θ̇1 − L1S1S3θ̇3
J̇21 = 0

J̇22 = −L1S2θ̇2
J̇23 = L2C3θ̇3
J̇31 = −{L1C1C2 + L2S3C1}θ̇1 + L1S1S2θ̇2 − L2S1C3θ̇3
J̇32 = L1S1S2θ̇1 − L1C1C2θ̇2
J̇33 = −L2S1C3θ̇1 − L2S3C1θ̇3

D.1.1.6. Modelo cinemático inverso de aceleración

El modelo cinemático inverso de aceleración está descrito por θ̈1
θ̈2
θ̈3

 = Jθ(ρ(X,Y, Z))
−1


 ẍ

ÿ

z̈

−
 J̇11 J̇12 J̇13
J̇21 J̇22 J̇23
J̇31 J̇32 J̇33

 θ̇1
θ̇2
θ̇3


D.1.1.7. Modelo Dinámico

El modelo dinámico del dispositivo háptico PHANToM Omni puede ser representado por la
ecuación general de robots manipuladores descrita anteriormente.Los parámetros aproximados de
longitudes y masas de los eslabones se muestran en la tabla D.1.h11 h12 h13

h21 h22 h23
h31 h32 h33

θ̈1θ̈2
θ̈3

+

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

θ̇1θ̇2
θ̇3

+

 0

g2
g3

 =

τ1τ2
τ3
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Parámetro Valor Unidad
L1 0.1333 m

L2 0.1333 m

L3 0.0233 m

L4 0.1683 m

k1 1.798x10−3 kg

k2 0.864x10−3 m/s

k3 0.486x10−3 m/s

k4 2.766x10−3 m/s

k5 0.308x10−3 m/s

k6 2.526x10−3 kg

k7 0.652x10−3 kg

k8 164.158x10−3 m/s2

k9 94.050x10−3 m/s2

k10 117.294x10−3 m/s2

Tabla D.1: Parámetros del modelo dinámico de PHANToM Omni

Donde:
h11 = k1 + k2cos(2θ2) + k3cos(2θ3) + k4cos(θ2)sin(θ3)

h12 = k5sin(θ2)

h13 = 0

h21 = k5sin(θ2)

h22 = k6
h23 = −0.5k4sin(θ2 − θ3)
h31 = 0

h32 = −0.5k4sin(θ2 − θ3)
h33 = k7
c11 = −k2θ̇2sin(2θ2)− k3θ̇3sin(2θ3)− 0.5k4θ̇2sin(θ2)sin(θ3) + 0.5k4θ̇3cos(θ2)cos(θ3)

c12 = −k2θ̇1sin(2θ2) + k5θ̇2cos(θ2)− 0.5k4θ̇1sin(θ2)sin(θ3)

c13 = −k3θ̇1sin(2θ3) + 0.5k4θ̇1cos(θ2)cos(θ3)

c21 = k2θ̇1sin(2θ2) + 0.5k4θ̇1sin(θ2)sin(θ3)

c22 = 0

c23 = 0.5k4θ̇3cos(θ2 − θ3)
c31 = k3θ̇1sin(2θ3) + 0.5k4θ̇1cos(θ2)cos(θ3)

c32 = −0.5k4θ̇2cos(θ2 − θ3), c33 = 0

g1 = 0,g2 = k8cos(θ2) + k10(θ2 − 0.5π), g3 = k9sin(θ3)

Las variables k1 − k10 son los efectos de incercia y gravedad, masas y longitud de los eslabones
[37].
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